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Ãàëàíèí Ì.Ï, Ãëèçíóöèíà Ï.Â., Ëóêèí Â.Â., Ðîäèí À.Ñ.
Âàðèàíòû ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåð-

íûõ êîíòàêòíûõ çàäà÷

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè äâóõ äåôîðìèðóåìûõ
óïðóãèõ òåë â äâóìåðíîé ïîñòàíîâêå. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè óïðóãîé çàäà÷è
ïðèìåíåí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà ÷åòûðåõóãîëüíûõ áèëèíåéíûõ ýëå-
ìåíòàõ. Äëÿ ó÷åòà êîíòàêòíûõ óñëîâèé ðåàëèçîâàí ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà ñ òðåìÿ âàðèàíòàìè ðåàëèçàöèè: �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü�, �êîíòàêò
ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü� è �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåã-
ìåíòàìè�. Ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìåòîäîâ ïî-
êàçàë, ÷òî ìåòîäû �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü-ïîâåðõíîñòü� è �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü
� ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè� ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûå ðåçóëü-
òàòû, ÷åì ìåòîä �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü�. Ìåòîä �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü
� ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè� ïîçâîëÿåò ñãëàæèâàòü êîëåáàíèÿ ïîëÿ íà-
ïðÿæåíèé, îäíàêî ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ íà îãðàíè÷åííîì êðóãå çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ çàäà÷à, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ìåòîä �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü�, ìåòîä �êîíòàêò
ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü�, ìåòîä �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ
ïîäñåãìåíòàìè�.

Mikhail Pavlovich Galanin, Polina Vladimirovna Gliznutsina, Vladimir
Vladimirovich Lukin, Aleksandr Sergeevich Rodin

Lagrange multiplier method implementations for two-dimensional contact problems

The two-dimensional elastic contact problem is considered. Finite element
method with bilinear shape functions are used. The Lagrange multiplier method
for contact conditions implementation is used in three ways: node-to-surface method,
mortar method and advanced mortar method. The tests showed that the mortar
method and the advanced mortar method are more accurate, than the node-to-
surface method. The advanced mortar method is able to smooth the stress �eld
�uctuations, but only in limited number of problems.

Key words: contact problem, �nite element method, Lagrange multiplier,
node-to-surface method, standart mortar method, advanced mortar method.
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1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå ìåõàíèêè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ïðî-
áëåìîé ïðè àíàëèçå õàðàêòåðà äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðî÷íîñòè èíæåíåðíûõ
êîíñòðóêöèé â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä [1�4]. Â ìà-
øèíîñòðîåíèè êîíòàêòíîìó âçàèìîäåéñòâèþ òåë óäåëÿþò îñîáîå âíèìàíèå,
ïîñêîëüêó êîíòàêòíîå äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ âè-
äîâ ñèëîâîé íàãðóçêè íà ýëåìåíòû êîíñòðóêöèè è ïðèâîäèò ê èçíîñó äåòàëåé,
âîçíèêíîâåíèþ â êîíñòðóêöèè êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé è ðÿäó äðóãèõ
âàæíûõ ñ èíæåíåðíîé òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòîâ.

Êîíòàêòíûå çàäà÷è ñëîæíû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîñêîëü-
êó ïðÿìîé ó÷åò êîíòàêòíûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè òåë íå âñåãäà ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ âîçìîæíûì. Óñëîâèÿ êîíòàêòà âêëþ÷àþò â ñåáÿ äâà ôóíäàìåíòàëüíûõ
óñëîâèÿ � íåïðîíèêàíèÿ îäíîãî òåëà â äðóãîå (êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå íà
ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòèðóþùèõ òåë) è ðàâíîãî ñèëîâîãî
âîçäåéñòâèÿ êàæäîãî èç êîíòàêòèðóþùèõ òåë íà äðóãîå (óñëîâèå ðàâåíñòâà
íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé).

Îòäåëüíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè, ïî-
ñêîëüêó êîíòàêòèðóþùèå òåëà ïðåäñòàâëåíû, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîâïàäàþ-
ùèìè íà êîíòàêòå êîíå÷íîýëåìåíòíûìè ñåòêàìè. Â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì
ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è äîëæåí âêëþ÷àòü â ñåáÿ áëîê, îòâå÷àþùèé çà
ôîðìèðîâàíèå ÷èñëåííîé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ïî íåêîòîðûì ïðèçíàêàì
(øèðèíà çàçîðà ìåæäó òåëàìè, çíàêè íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà
íàïðÿæåíèé), íàáîð è ïàðàìåòðû êîòîðûõ ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ.

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðîöåäóðó ñîãëàñîâàíèÿ ñèëîâûõ ôàê-
òîðîâ, äåéñòâóþùèõ íà ðàññìàòðèâàåìûå òåëà, íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.
Äëÿ ñëó÷àÿ ó÷åòà êîíòàêòíûõ óñëîâèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà òàêîé ó÷åò ïðîèçâîäèòñÿ íåëîêàëüíûì îáðàçîì, ïóòåì äîáàâëåíèÿ
â ôóíêöèîíàë çàäà÷è èíòåãðàëà îò äîáàâî÷íîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè, èìåþùåé
ñìûñë êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ. Ðàçíûå ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè óêàçàííîãî èí-
òåãðàëà ïðèâîäÿò ê ðàçíûì ðåàëèçàöèÿì ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Äëÿ ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ïðèìåíÿåòñÿ öåëûé ðÿä ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà [5, 7], ìåòîä øòðàôîâ [7],
ìåòîä Øâàðöà [8,9] è äðóãèå ðåæå èñïîëüçóåìûå (íàïðèìåð, ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé ôîðìû Ýðìèòà).

Ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, êàê îäíîãî
èç íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ó÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðè
ðåøåíèè äâóìåðíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ñèñòåìû òåë.

Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ êîíòàêòíûõ çàäà÷.
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2. Ïîñòàíîâêà êîíòàêòíîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó êîíòàêòíîé çàäà÷è àíàëîãè÷íî [7,10].

Ðèñ. 1. Äâà òåëà, íàõîäÿùèåñÿ â êîíòàêòå

Ïóñòü èìåþòñÿ äâà òåëà B1 è B2, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå ïðèëîæåííûõ íà-
ãðóçîê âñòóïàþò â ìåõàíè÷åñêèé êîíòàêò (ðèñ. 1). Íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè
ΓC äîëæíû áûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ îäíîãî òåëà â äðóãîå:

gα = min
xβ∈Γβ

(xα − xβ) · nα ≥ 0, xα ∈ Γα, (1)

ãäå α, β � èíäåêñû êîíòàêòèðóþùèõ òåë, Γα � ïîâåðõíîñòü òåëà Bα, îáðà-
ùåííàÿ ê Bβ, Γβ � ïîâåðõíîñòü òåëà Bβ, îáðàùåííàÿ ê Bα, n

α � âíåøíÿÿ
íîðìàëü â òî÷êå xα ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà äëÿ òåëà Bα, g

α � çàçîð ìåæäó
òî÷êîé xα è òåëîì Bβ. Êîíòàêò âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà õîòÿ áû äëÿ îäíîé òî÷-
êè òåëà Bα çàçîð ðàâåí íóëþ. Åñëè æå äëÿ âñåõ òî÷åê Bα çàçîð ïîëîæèòåëåí,
òî òåëà íå íàõîäÿòñÿ â êîíòàêòå.

Â ñëó÷àå êîíòàêòà íà ñîâìåñòíîé ãðàíèöå êîíòàêòèðóþùèõ òåë âîçíèêà-
þò ðàñïðåäåëåííûå ïîâåðõíîñòíûå ñèëû, îáîçíà÷àåìûå t. Íîðìàëüíàÿ è êà-
ñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ðàñïðåäåëåííîé êîíòàêòíîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà
ëþáîå èç òåë, èìåþò âèä

tn = t · n ≤ 0, (2)

tt = t · τ , (3)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè äàííîãî òåëà, τ � êà-
ñàòåëüíûé âåêòîð ê êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè òåëà.

Â ôîðìóëå (2) íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè âû-
õîäå òåë èç êîíòàêòà è â ñòðîãîå íåðàâåíñòâî � ïðè íàõîæäåíèè â êîíòàêòå.
Ïîýòîìó íîðìàëüíûå êîíòàêòíûå ñèëû ìîãóò áûòü òîëüêî ñæèìàþùèìè. Êà-
ñàòåëüíûå êîíòàêòíûå ñèëû ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ.

Îïèøåì òðè âàðèàíòà óñëîâèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè.
Ñêîëüæåíèå áåç òðåíèÿ. Â ñëó÷àå, åñëè íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

ðåàëèçóåòñÿ óñëîâèå ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ, êàñàòåëüíûå êîíòàêòíûå ñèëû
ïðèíèìàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ:

tt = 0. (4)
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Ïðèëèïàíèå. Åñëè íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè èìååò ìåñòî ïðèëèïàíèå,
òî êàñàòåëüíûå êîíòàêòíûå ñèëû íå çàâèñÿò îò íîðìàëüíûõ êîíòàêòíûõ ñèë,
íî è íå ðàâíû íóëþ.
Òðåíèå. Êàñàòåëüíûå êîíòàêòíûå ñèëû ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó Êóëîíà, ò.å.

êîíòàêòèðóþùèå òåëà íåïîäâèæíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà äî òåõ ïîð, ïîêà
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

|tt| ≤ µs|tn|, (5)

ãäå µs > 0 � ñòàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ. Ïðè íàðóøåíèè íåðàâåíñòâà
(5) òåëà íà÷èíàþò äâèæåíèå äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà. Òîãäà êàñàòåëüíûå
êîíòàêòíûå ñèëû ïîä÷èíÿþòñÿ ðàâåíñòâó

|tt| = µd|tn|, (6)

ãäå µd � äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, µd ≤ µs. Äâèæåíèå áóäåò ïðî-
äîëæàòüñÿ, ïîêà íå áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|tt| < µd|tn|, (7)

è íå íà÷íåòñÿ ñíîâà äî òåõ ïîð, ïîêà âíîâü íå íàðóøèòñÿ íåðàâåíñòâî (5).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà òåëà èñõîäíî íàõîäèëèñü â êîíòàêòå è

íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè çàäàíî óñëîâèå ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ.

2.1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ òåë âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ [11], çàïèñàííûå â ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxy.

1) Ñîîòíîøåíèÿ Êîøè:

{ε} = {εx, εy, γxy}T = [B]{u}, (8)

ãäå {ε} � âåêòîð äåôîðìàöèé, {u}(M) = {u(M), v(M)}T � âåêòîð ïåðåìå-
ùåíèé â òî÷êå òåëà M , à ìàòðèöà B èìååò ñëåäóþùèé âèä:

B =


∂

∂x
0

0
∂

∂y
∂

∂y

∂

∂x

 .

2) Îáîáùåííûé çàêîí Ãóêà:

{σ} = {σx, σy, τxy}T = [H]{ε− ε0}, (9)
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ãäå {σ} � âåêòîð íàïðÿæåíèé, {ε0} � âåêòîð íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè (â ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ îíà íóëåâàÿ), [H] � ìàòðèöà óïðóãèõ ìîäóëåé, êîòî-
ðàÿ äëÿ ïëîñêî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

H =
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)


1

ν

1− ν
0

ν

1− ν
1 0

0 0
(1− 2ν)

2(1− ν)

 ,
ãäå E è ν � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà äëÿ ìàòåðèàëà ñîîòâåò-
ñòâåííî.

3) Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (â îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë):

[B]T{σ} = {f}, (10)

4) Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

u(M) = ũ(M),M ∈ Γ,

v(M) = ṽ(M),M ∈ Γ,

σx(N)nx(N) = p̃x(N), N ∈ Γ,

σy(N)ny(N) = p̃y(N), N ∈ Γ,

τxy(N)ny(N) = p̃xy(N), N ∈ Γ,

ãäå Γ � ïîâåðõíîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà.
5) Êîíòàêòíûå óñëîâèÿ:

u(1)
n |ΓC = u(2)

n |ΓC , (11)

σ(1)
n |ΓC = σ(2)

n |ΓC , (12)

ãäå u
(i)
n è σ

(i)
n � íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ è íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ äëÿ i-ãî

òåëà, i = 1, 2, ΓC � êîíòàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü.

3. ×èñëåííûé ìåòîä

×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îñ-
íîâàí íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ñ ÷åòûðåõóãîëüíûìè áèëèíåé-
íûìè ýëåìåíòàìè â êà÷åñòâå ôóíêöèé ôîðìû [13,14].

Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû â êëàññè÷åñêîì ìåòîäå êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ ïðè îòñóòñâèè ìàññîâûõ ñèë èìååò ñëåäóþùèé âèä [14] :

Π(u) = U(u)−W (u) =
1

2

ˆ

B

h{ε}T [H]{ε}dS −
ˆ

Γ

h{u}T{t}dΓ, (13)
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ãäå u � ïîëå âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâè-
ÿì, U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè, W � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
âíåøíèõ íàãðóçîê, {t} � âåêòîð ïîâåðõíîñòíûõ ñèë.

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè [14] íåîáõîäèìî ïðî-
âàðüèðîâàòü ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ (13) è âàðèàöèþ ïðèðàâíÿòü íóëþ. Â
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ òåëà èìåþò åäèíè÷íóþ òîëùèíó (h = 1).

δΠ = δ

1

2

ˆ

B

{ε}T [H]{ε}dS

− δ
ˆ

Γ

{u}T{t}dΓ

 =

=

ˆ

B

δ{ε}T [H]{ε}dS −
ˆ

Γ

δ{u}T{t}dΓ = 0. (14)

Çàïèøåì (14) â ñëåäóþùåì âèäå:

[K]{u} = {f}, (15)

ãäå

[K] =
∑
e

[k]e, {f} =
∑
e

{f}e +G,

[k]e =

ˆ

Se

[BN ]T [H][BN ]dS, {f}e =

ˆ

Γe

[N e]T{p}dΓ,

[K] � ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè, [k]e � ëîêàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè,
{f} � ãëîáàëüíûé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè, {f}e � ëîêàëüíûé âåêòîð ïðàâîé
÷àñòè, G � âåêòîð óçëîâûõ ñèë, [BN ] = [B][N ]T � ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ îò
ôóíêöèé ôîðìû, Se � ïëîùàäü ýëåìåíòà, Γe � ãðàíèöà, íà êîòîðîé çàäàíà
íàãðóçêà.

3.1. Ó÷åò êîíòàêòíûõ óñëîâèé

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè â äàííîé ðàáîòå êîíòàêòíûå óñëîâèÿ ó÷èòûâàþò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà [10].

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñèñòåìû
äâóõ òåë, âõîäÿùèõ â êîíòàêò (13), äîáàâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë êîíòàêòíûõ ñèë
âèäà

WC = −
ˆ

ΓC

Λ · (x(1) − x(2))dΓ, (16)

ãäå ΓC � ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà ìåæäó òåëàìè B1 è B2, Λ � ôóíêöèÿ ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà, èìåþùàÿ ñìûñë âåêòîðà ïîâåðõíîñòíûõ êîíòàêòíûõ ñèë,
x(i) = X(i) + u(i) � àêòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñõîäñòâåííûõ
òî÷åê òåë i = 1, 2 íà ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà, X(i) è u(i) � èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ
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è ïîëó÷àåìûå ïåðåìåùåíèÿ ñõîäñòâåííûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíèì â
ýòîì ñëó÷àå ìåòîä ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

δΠ =

ˆ

B

δ{ε}T [H]{ε}dS −
ˆ

Γ

δ{u}T{t}dΓ−
ˆ

ΓC

δΛ · (u(1) − u(2))dΓ−

−
ˆ

ΓC

Λ · (δu(1) − δu(2))dΓ = 0. (17)

Òàê êàê u è Λ íåçàâèñèìû, òî ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà
´
S

δ{ε}T [H]{ε}dS −
´
Γ

δ{u}T{t}dΓ−
´

ΓC

Λ · (δu(1) − δu(2))dΓ = 0,

´
ΓC

δΛ · ((X(1) + u(1))− (X(2) + u(2)))dΓ = 0.
(18)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (16) íåîáõîäèìî åãî äèñêðåòèçèðîâàòü. Ïðè
ýòîì äèñêðåòèçèðóåòñÿ è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ Λ. Â òàêîì ñëó÷àå â ñèñòåìó
(15) äîáàâëÿþòñÿ íîâûå íåèçâåñòíûå.

Âçÿòèå èíòåãðàëà (16) îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [18]. Îäíî èç
òåë âûáèðàåòñÿ àêòèâíûì, äðóãîå � ïàññèâíûì. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèò-
ñÿ ïî ñåãìåíòàì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ äèñêðèòèçèðîâàííîãî àêòèâíîãî òåëà,
âñòóïèâøèõ â êîíòàêò, íà íèõ æå âûáèðàþòñÿ êâàäðàòóðíûå òî÷êè, çàòåì
ñòðîÿòñÿ ñõîäñòâåííûå òî÷êè íà ïàññèâíîì òåëå. Òîãäà (16) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

WC = −
ˆ

ΓC

λT · (x(m) − x(s))dΓ, (19)

ãäå x(m) è x(s) � àêòóàëüíûå ïîëîæåíèÿ ñõîäñòâåííûõ òî÷åê íà àêòèâíîì è
ïàññèâíîì òåëàõ ñîîòâåòñòâåííî, λ - âåêòîð äèñêðåòèçèðîâàííûõ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà, ΓC � êîíòàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü íà àêòèâíîì òåëå.

Â îáùåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ èíòåðïîëÿöèÿ

x(m) = Nα(ξ)x̃(m)
α (t); x(s) = Nβ(ξ)x̃

(s)
β (t); λ = Nc(ξ)λ̃c(t), (20)

ãäå Nα, Nβ � ôóíêöèè ôîðìû, èñïîëüçóåìûå â ÌÊÝ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèñòå-
ìû (15), Nc � ôóíêöèè ôîðìû äëÿ äèñêðåòèçàöèè ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà.
Â çàâèñèìîñòè îò ìåòîäà îíè ìîãóò âûáèðàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ðàñ-
ñìîòðèì òðè èç íèõ: �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü� (Node-to-surface contact),
�êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü� (Standart mortar method) è �êîíòàêò ïî-
âåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè� (Advanced mortar method) [18].
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3.2. Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü

Â ìåòîäå �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü� ôóíêöèè äëÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ
ôóíêöèè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Nc = δ(ξ − ξc), (21)

ãäå ξc � ñõîäñòâåííàÿ òî÷êà íà ïàññèâíîì òåëå.

Ðèñ. 2. Ôîðìèðîâàíèå ïàð êîíòàêòíûõ óçëîâ (êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü)

Â àêòèâíîì òåëå â êà÷åñòâå êîíòàêòíîãî óçëà âûáèðàåòñÿ òî÷êà íà ñåðå-
äèíå ýëåìåíòà (ðèñ. 2). Èç ýòîé òî÷êè íà ïàññèâíîå òåëî îïóñêàåòñÿ íîðìàëü.
Êîíòàêòíûì óçëîì â ïàññèâíîì òåëå ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îïóñêàåìîé
íîðìàëè è ãðàíèöû ïàññèâíîãî òåëà. Â ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ÌÊÝ îáà êîíòàêòíûõ óçëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê ëèíåéíûå êîìáè-
íàöèè áëèçëåæàùèõ óçëîâûõ òî÷åê êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè.

3.3. Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

Â ìåòîäå �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü� ôóíêöèè äëÿ èíòåðïîëè-
ðîâàíèÿ ôóíêöèè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Nc = δcβNβ(ξ). (22)

Â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî ñåãìåíòó àêòèâíîãî òåëà (ðèñ. 3)
è îñóùåñòâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íî, ÷åì â ïðåäûäóùåì ìåòîäå. Òîãäà (19) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

WC = −
∑
m

ˆ

ΓC

λ̃Tc Nc(ξ)
[
Nα(ξ)x̃(m)

α −Nβ(ξs)x̃
(s)
β

]
dΓ. (23)

Â êàæäîì óçëå àêòèâíîãî òåëà ââîäèòñÿ âåêòîð λ = {λn, λτ}.
Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà ñ ÷å-

òûðüìÿ òî÷êàìè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ñåãìåíòå ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà àêòèâíîãî
òåëà.
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Ðèñ. 3. Ôîðìèðîâàíèå ïàð êîíòàêòíûõ óçëîâ (êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü)

3.4. Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè

Ìåòîä �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè� èìååò îä-
íî îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ìåòîäà � ñåãìåíòû àêòèâíîãî òåëà, ïî êîòîðî-
ìó èäåò èíòåãðèðîâàíèå, ðàçáèâàþòñÿ íà ïîäñåãìåíòû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
êàæäîìó ïîäñåãìåíòó àêòèâíîãî òåëà ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà ñîîòâåòñòâî-
âàë ëèøü îäèí ñåãìåíò ïàññèâíîãî òåëà.

Ôóíêöèè äëÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ ôóíêöèè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà âûáèðà-
þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Nc = δcβNβ(ξ). (24)

Ðèñ. 4. Ôîðìèðîâàíèå ïàð êîíòàêòíûõ óçëîâ (êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîä-
ñåãìåíòàìè)

Â òàêîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå èäåò ïî ñåãìåíòó àêòèâíîãî òåëà (ðèñ. 4)
è îñóùåñòâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íî, ÷åì â ïðåäûäóùåì ìåòîäå. Òîãäà (19) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

WC = −
∑
m

λ̃Tc

[
Gm
cαx̃

(m)
α −Gs

cβx̃
(s)
β

]
dΓ, (25)
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ãäå

Gm
cα =

ˆ

ΓC

Nc(ξ)Nα(ξ)dΓI,

Gm
cβ =

ˆ

ΓC

Nc(ξ)Nβ(ξs)dΓI,

I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Â êàæäîì óçëå àêòèâíîãî òåëà ââîäèòñÿ âåêòîð λ = {λn, λτ}.
Äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà Ãàóññà ñ ÷å-

òûðüìÿ òî÷êàìè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ñåãìåíòå ãðàíè÷íîãî ýëåìåíòà àêòèâíîãî
òåëà.

3.5. Ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
äëÿ ÌÊÝ ñ ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêèå ìîìåíòû ðåàëèçàöèè ÌÊÝ ñ ìíîæè-
òåëÿìè Ëàãðàíæà.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé ÌÊÝ äëÿ äâóõ äåôîðìèðóåìûõ òâåðäûõ òåë, íàõîäÿ-
ùèõñÿ â êîíòàêòå, ïðèìåò âèä: K1 0

L10 K2

L2 0

 U1

U2

Λ

 =

 F1

F2

G

 , (26)

ãäå K1, K2 � ìàòðèöû, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ äëÿ óïðóãîé äåôîðìà-

öèè 1-ãî è 2-ãî òåëà ñîîòâåòñòâåííî, Ui = {u(i)
1 , ..., u

(i)
Ni
}T � âåêòîð óçëîâûõ

ïåðåìåùåíèé äëÿ i-ãî òåëà, i = 1, 2, Fi = {f (i)
1 , ..., f

(i)
Ni
}T � âåêòîð âíåøíèõ

ñèë äëÿ i-ãî òåëà, i = 1, 2, Λ = {λ1, ..., λm} � äèñêðåòèçèðîâàííûå ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà, G = {g1, ..., gm} � ðàçðûâû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàì êîíòàêòíûõ
óçëîâ, m � ÷èñëî êîíòàêòíûõ ïàð, L1, L2 � íåêîòîðûå äîáàâî÷íûå áëîêè,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëÿì Ëàãðàíæà.

Áëîê L1 çàïîëíÿåòñÿ ïðè âàðüèðîâàíèè äîáàâî÷íîãî ñëàãàåìîãî (16) îò-
íîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé

{λn, λτ}
ˆ

ΓC

(δu(1) − δu(2))dΓ. (27)

Ýòè ñëàãàåìûå ñâÿçûâàþò óðàâíåíèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî òåëà ìåæäó ñî-
áîé.

Ïðè äîáàâëåíèè ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ÷èñëåí-
íîé ìîäåëè óâåëè÷èëîñü. Äëÿ äîáàâëåíèÿ íåîáõîäèìîãî êîëè÷åñòâà óðàâíå-
íèé â ñèñòåìó çàïîëíÿþòñÿ áëîêè L2 è G, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïîëó÷àþò-
ñÿ ïðè âàðüèðîâàíèè äîáàâî÷íîãî ñëàãàåìîãî (16) îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà
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δ{λn, λτ}
ˆ

ΓC

((X(1) + u(1))− (X(2) + u(2)))dΓ. (28)

Ñêîëüæåíèå áåç òðåíèÿ. Â ñëó÷àå ñêîëüæåíèÿ áåç òðåíèÿ ïðè èíòåãðè-
ðîâàíèè êàæäîãî ýëåìåíòà àêòèâíîãî òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â êîíòàêòå, ââîäÿò-
ñÿ äâà ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà, ïî îäíîìó íà êðàéíþþ òî÷êó ñåãìåíòà (λτ = 0).
Ïðèëèïàíèå. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè êàæäîãî ýëåìåíòà àêòèâíîãî òåëà, íà-

õîäÿùåãîñÿ â êîíòàêòå, ââîäÿòñÿ ÷åòûðå ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà, ïî äâà íà
êðàéíþþ òî÷êó ñåãìåíòà.
Òðåíèå. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè êàæäîãî ýëåìåíòà àêòèâíîãî òåëà, íàõîäÿ-

ùåãîñÿ â êîíòàêòå, â ñëó÷àå òðåíèÿ òàê æå, êàê äëÿ ïðèëèïàíèÿ, ââîäÿòñÿ
÷åòûðå ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà, ïî äâà íà êðàéíþþ òî÷êó ñåãìåíòà.

4. Ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ

4.1. Çàäà÷à î äâóõ áðóñêàõ èç îäèíàêîâîãî ìàòåðèàëà

Ðèñ. 5. Ñèñòåìà èç äâóõ áðóñêîâ

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à î äâóõ áðóñêàõ (ðèñ. 5). Ïåðâûé
áðóñîê ëåæèò íà ãëàäêîé ïîâåðõíî-
ñòè, âòîðîé ëåæèò íà ïåðâîì. Ñâåðõó
ê âòîðîìó áðóñêó ïðèëîæåíà ðàñïðå-
äåëåííàÿ ñèëà p.

Ïàðàìåòðû çàäà÷è ïðèâåäåíû â
òàáëèöå 1.

Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ðàñ-
ñìîòðèì ïîëîâèíó îáëàñòè. Â òàêîì
ñëó÷àå çàêðåïèì îñü ñèììåòðèè ñè-
ñòåìû áðóñêîâ ïî êîîðäèíàòå x íà ëå-
âîé ãðàíèöå, ïåðâûé áðóñîê ïî êîîðäèíàòå y � íà íèæíåé ãðàíèöå è êî âòî-
ðîìó áðóñîêó ñâåðõó ïðèëîæèì ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó.

Òàáëèöà 1. Ïàðàìåòðû çàäà÷è

l1 l2 h1 h2 ν1 ν2 E1 E2 p
10 cì 6 cì 3 cì 3 cì 0.3 0.3 70 ÃÏà 70 ÃÏà 50 ÌÏà

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå çàäà÷è äâóìÿ ìåòîäàìè � �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõ-
íîñòü� è �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü�, à òàêæå ñðàâíèì ñ ðåøåíèåì,
ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà [9].

Íà ðèñ. 6 � 11 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé uy
è êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σy äëÿ ðàñ÷åòîâ ñ øàãàìè 0.25 ñì è 0.125 ñì.
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Íà ðèñ. 6 � 7, 9 � 10 ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû íà äåôîðìèðîâàííîé ôîðìå ñ
êîýôôèöèåíòîì ìàñøòàáèðîâàíèÿ 100, à íà ðèñ. 8, 11 � ñ êîýôôèöèåíòîì
ìàñøòàáèðîâàíèÿ 1. Íà ðèñ. 6 � 7, 9 � 10 íàïðÿæåíèÿ ïðèâåäåíû â ÃÏà, à íà
ðèñ. 8, 11 � â ÌÏà.

Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 6. Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü, øàã h = 0.25

Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 7. Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü, øàã h = 0.25

Â èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè ñåòêè äëÿ äâóõ òåë ñîâïàäàþò íà ïîâåðõíîñòè
êîíòàêòà. Ïîñëå äåôîðìèðîâàíèÿ îíè ñìåùàþòñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà.
Îáà òåëà ñæèìàþòñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè è ðàñøèðÿþòñÿ â ãîðèçîí-
òàëüíîì.

Â ñèëó ãåîìåòðèè çàäà÷è âåðòèêàëüíûå êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé è íàïðÿ-
æåíèé íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè áëèçêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàëüíûì
êîìïîíåíòàì ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé. Â óãëîâîé òî÷êå â àíàëèòè÷åñêîì
ðåøåíèè èìåþò ìåñòî áåñêîíå÷íûå íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Ñ óìåíüøåíè-
åì øàãà ÷èñëåííî ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé ðàñòóò ïî
ìîäóëþ.

Ðàçëè÷èå â äàííûõ, ïîëó÷àåìûõ äâóìÿ ïåðâûìè ìåòîäàìè, íåâåëèêî � â
ïÿòîì çíàêå ïîñëå çàïÿòîé (0.1 ïðîöåíòà). Îäíàêî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî âòîðîé
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Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 8. Àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà, øàã h = 0.25

Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 9. Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü, øàã h = 0.125

ìåòîä ëó÷øå îòðàæàåò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷è, ÷åì ïåðâûé, òàê êàê îí
ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü çíà÷åíèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé â óãëîâîé òî÷êå áîëåå
áëèçêèìè ê �àíàëèòè÷åñêîé áåñêîíå÷íîñòè�.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â îáîèõ ìåòîäàõ, áëèçêè ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åí-
íûì ñ ïîìîùüþ àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà.

Íà ðèñ. 12 � 15 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé uy
è êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σy, ïîëó÷åííûå â ðàñ÷åòàõ ñ øàãàìè h = 0.25 è
h = 0.125.

×åðíûì öâåòîì äàíî ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû âäîëü ãðà-
íèöû êîíòàêòà äëÿ ïåðâîãî òåëà, êðàñíûì äàíî ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâó-
þùåé âåëè÷èíû âäîëü ãðàíèöû êîíòàêòà äëÿ âòîðîãî òåëà.

Êàê âèäíî íà ãðàôèêàõ, âåðòèêàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ íà êîí-
òàêòíîé ïîâåðõíîñòè ó îáîèõ òåë áëèçêè äðóã ê äðóãó, ñëåäîâàòåëüíî, áëèçêè
è íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ è íàïðÿæåíèÿ. Íî èìååò ìåñòî ñèíãóëÿðíîñòü
ðåøåíèÿ â óãëîâîé òî÷êå âåðõíåãî òåëà.

Ñ óìåíüøåíèåì øàãà ñåòêè ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå òî÷íûì. Íàïðÿæå-
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Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 10. Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü, øàã h = 0.125

Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 11. Àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà, øàã h = 0.125

íèÿ â óãëîâîé òî÷êå ðàñòóò ïî ìîäóëþ, îäíàêî è øèðèíà ïîëîñû îòêëîíåíèÿ
óìåíüøàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó ïðè íåñîâïàäåíèè ñåòîê íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-
ñòè. Øàã ñåòêè äëÿ íèæíåãî òåëà âîçüìåì 0.08 ñì, øàã ñåòêè äëÿ âåðõíåãî
0.1 ñì. Íà ðèñ. 16 ïîêàçàíû ïîëó÷àåìûå íàïðÿæåíèÿ. ×åðíûì öâåòîì äàíî
ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ
íèæíåãî òåëà, êðàñíûì � ðàñïðåäåëåíèå îîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íà êîí-
òàêòíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ âåðõíåãî òåëà.

Êàê âèäíî íà ãðàôèêàõ, ìåòîä �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü� äàåò ðàñ-
õîæäåíèå íàïðÿæåíèé íà âñåé êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Ìåòîä �êîíòàêò ïî-
âåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü� äàåò ïðàêòè÷åñêîå ñîâïàäåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿ-
æåíèé íèæíåãî è âåðõíåãî òåëà â öåíòðå ñèñòåìû áðóñêîâ, îäíàêî, áëèæå ê
óãëîâîé òî÷êå ïîÿâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿ, ïðè÷åì èõ àìïëèòóäà áîëüøå, ÷åì â
ìåòîäå �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü�.
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Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

Àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà

Ðèñ. 12. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé îò êîîðäèíàòû x, øàã h =
0.25
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Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

Àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà

Ðèñ. 13. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé îò êîîðäèíàòû x, øàã h =
0.125
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Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

Àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà

Ðèñ. 14. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé îò êîîðäèíàòû x, øàã h =
0.25
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Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

Àëüòåðíèðóþùèé ìåòîä Øâàðöà

Ðèñ. 15. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé îò êîîðäèíàòû x, øàã h =
0.125
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Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

Ðèñ. 16. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé îò êîîðäèíàòû x

4.2. Çàäà÷à î äâóõ áðóñêàõ èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ

Ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó ñ áîëåå æåñòêèì íèæíèì òåëîì.
Ïàðàìåòðû çàäà÷è ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Ïàðàìåòðû çàäà÷è

l1 l2 h1 h2 ν1 ν2 E1 E2 p
10 cì 6 cì 3 cì 3 cì 0.3 0.3 700 ÃÏà 70 ÃÏà 50 ÌÏà
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Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó ðàññìîòðèì ïîëîâèíó îáëàñòè. Â òà-
êîì ñëó÷àå çàêðåïèì îñü ñèììåòðèè ñèñòåìû áðóñêîâ ïî êîîðäèíàòå x íà
ëåâîé ãðàíèöå, ïåðâûé áðóñîê ïî êîîðäèíàòå y � íà íèæíåé ãðàíèöå è êî
âòîðîìó áðóñîêó ñâåðõó ïðèëîæèì ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó.

Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó ïðè íåñîâïàäåíèè ñåòîê íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-
ñòè. Øàã ñåòêè äëÿ íèæíåãî òåëà ïðèìåì 0.08 ñì, øàã ñåòêè äëÿ âåðõíåãî �
0.1 ñì.

Íà ðèñ. 17, 18 ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé uy
è êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé σy íà äåôîðìèðîâàííîé ôîðìå ñ êîýôôèöèåíòîì
ìàñøòàáèðîâàíèÿ 10. Â ñèëó ãåîìåòðèè çàäà÷è ýòè âåëè÷èíû íà êîíòàêòíîé
ïîâåðõíîñòè áëèçêè ê ñîîòâåòñòâóþùèì íîðìàëüíûì êîìïîíåíòàì ïåðåìå-
ùåíèé è íàïðÿæåíèé.

Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 17. Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü

Íà ðèñ. 19 ïîêàçàíû ïîëó÷àåìûå íàïðÿæåíèÿ. ×åðíûì öâåòîì äàíî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ íèæ-
íåãî òåëà, êðàñíûì � ðàñïðåäåëåíèå îîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íà êîíòàêò-
íîé ïîâåðõíîñòè äëÿ âåðõíåãî òåëà.

Â èñõîäíîé êîíôèãóðàöèè ñåòêè äëÿ äâóõ òåë ñîâïàäàþò íà ïîâåðõíîñòè
êîíòàêòà. Ïîñëå äåôîðìèðîâàíèÿ îíè ñìåùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà.
Îáà òåëà ñæèìàþòñÿ â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè è ðàñøèðÿþòñÿ â ãîðèçîí-
òàëüíîì.

Êàê âèäíî íà ãðàôèêàõ, â ìåòîäå �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü� íàáëþ-
äàþòñÿ êîëåáàíèÿ ñ ïðèáëèçèòåëüíî íåèçìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé íà âñåé
êîíòàêòíîé ãðàíèöå, à â ìåòîäå �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü� áëèæå
ê öåíòðó ñèììåòðèè çàäà÷è êîëåáàíèÿ íåñóùåñòâåííû, íî â îêðåñòíîñòè îñî-
áîé òî÷êè êîëåáàíèÿ ðàñòóò è èõ àìïëèòóäà áîëüøå, ÷åì â ìåòîäå �êîíòàêò
òî÷êà � ïîâåðõíîñòü�. Ìåòîä �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåã-
ìåíòàìè� ïîëó÷àåò àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû.
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Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèé Âåðòèêàëüíàÿ êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé

Ðèñ. 18. Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

4.3. Çàäà÷à îá îäèíàêîâûõ áðóñêàõ èç ðàçíûõ ìàòåðèàëîâ
ñ íåðàâíîìåðíîé ñåòêîé

Ðèñ. 20. Ñèñòåìà èç äâóõ áðóñêîâ

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü
ðàçëè÷èå ìåòîäîâ �êîíòàêò
ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü�
è �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü �
ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòà-
ìè�, ïðîâåäåì òåñòîâûé ðàñ-
÷åò äëÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è
(ðèñ. 20). Ïåðâûé áðóñîê ëå-
æèò íà ãëàäêîé ïîâåðõíî-
ñòè, âòîðîé ëåæèò íà ïåð-
âîì. Ñâåðõó ê âòîðîìó áðóñ-
êó ïðèëîæåíà ðàñïðåäåëåí-
íàÿ ñèëà p.

Ïàðàìåòðû çàäà÷è ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.
Â ñèëó ñèììåòðèè çàäà÷è ðàññìîòðèì ïîëîâèíó îáëàñòè. Â òàêîì ñëó÷àå

çàêðåïèì îñü ñèììåòðèè ñèñòåìû áðóñêîâ ïî êîîðäèíàòå x íà ëåâîé ãðàíèöå,
ïåðâûé áðóñîê ïî êîîðäèíàòå y � íà íèæíåé ãðàíèöå è êî âòîðîìó áðóñîêó
ñâåðõó ïðèëîæèì ðàñïðåäåëåííóþ íàãðóçêó.

Òàáëèöà 3. Ïàðàìåòðû çàäà÷è

l1 l2 h1 h2 ν1 ν2 E1 E2 p
10 cì 10 cì 3 cì 3 cì 0.3 0.3 700 ÃÏà 70 ÃÏà 50 ÌÏà
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Êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè

Ðèñ. 19. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé îò êîîðäèíàòû x
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Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó ïðè íåñîâïàäåíèè ñåòîê íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíî-
ñòè. Øàã ñåòêè äëÿ íèæíåãî òåëà ïðèìåì 0.12 ñì, øàã ñåòêè äëÿ âåðõíåãî �
0.15 ñì (ðèñ. 21).

Ðèñ. 21. Ñëîé ýëåìåíòîâ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè

Íà ðèñ. 22 ïîêàçàíû ïîëó÷àåìûå íàïðÿæåíèÿ. ×åðíûì öâåòîì äàíî ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè äëÿ íèæ-
íåãî òåëà, êðàñíûì � ðàñïðåäåëåíèå îîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íà êîíòàêò-
íîé ïîâåðõíîñòè äëÿ âåðõíåãî òåëà.

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü

Êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè

Ðèñ. 22. Çàâèñèìîñòü âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé îò êîîðäèíàòû x

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ âåðòèêàëüíîé êîìïîíåíòû íàïðÿæå-
íèé σy = p. Êàê âèäíî íà ãðàôèêàõ, â ìåòîäå �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïî-
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âåðõíîñòü� íàáëþäàþòñÿ êîëåáàíèÿ. Â ìåòîäå �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïî-
âåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè� êîëåáàíèÿ îòñóòñòâóþò, à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòà-
òû î÷åíü áëèçêè ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåí ìåòîä ìîäåëèðîâàíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ñ óñëîâèåì ñêîëüæå-
íèÿ áåç òðåíèÿ íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
èñïîëüçîâàí ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ôîðìû,
äëÿ ó÷åòà êîíòàêòíûõ óñëîâèé âûáðàí ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðíàæà ñ òðå-
ìÿ âàðèàíòàìè ðåàëèçàöèè: �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü�, �êîíòàêò ïîâåðõ-
íîñòü � ïîâåðõíîñòü� è �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòà-
ìè�.

Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû, ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷àòü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Ìåòîä �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü �
ïîâåðõíîñòü� áîëåå òî÷íî îòðàæàåò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷, ÷åì ìåòîä
�êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü�. Îäíàêî ïðè íåñîâïàäåíèè ñåòîê íà êîíòàê-
íîé ãðàíèöå â îáîèõ ìåòîäàõ ïîÿâëÿþòñÿ êîëåáàíèÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé
íà ãðàíèöå êîíòàêòà. Â ìåòîäå �êîíòàêò òî÷êà � ïîâåðõíîñòü� íàáëþäàþòñÿ
êîëåáàíèÿ ñ ïðèáëèçèòåëüíî íåèçìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé íà âñåé êîíòàêò-
íîé ãðàíèöå, à â ìåòîäå �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü� áëèæå ê öåí-
òðó ñèììåòðèè çàäà÷è êîëåáàíèÿ íåñóùåñòâåííû, íî â îáëàñòè îñîáîé òî÷êè
êîëåáàíèÿ ðàñòóò è èõ àìïëèòóäà áîëüøå, ÷åì â ìåòîäå �êîíòàêò òî÷êà �
ïîâåðõíîñòü�. Ìåòîä �êîíòàêò ïîâåðõíîñòü � ïîâåðõíîñòü ñ ïîäñåãìåíòàìè�
ïîçâîëÿåò ñãëàæèâàòü êîëåáàíèÿ, îäíàêî ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ íà îãðà-
íè÷åííîì êðóãå çàäà÷.
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