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УДК 517.938
Лев Давидович Пустыльников

Закон возрастания энтропии и обобщённые релятивистские биллиарды.Пре-
принтИнститута прикладнойматематики им.М.В. КелдышаРАН,Москва, 2015

Предложен механизм возникновения необратимости. Он основан на учёте
релятивистского фактора в механической системе, состоящей из конечного чис-
ла частиц, взаимодействующих между собой в соответствии с законом упругого
удара и двигающихся в сосуде с естественным законом отражения от его сте-
нок. Изучаемая модель, модификация модели Пуанкаре, является обобщённым
биллиардом и описывает движение трёхмерного газа в виде частиц в паралле-
лепипеде. Доказано, что при выполнении общих условий энтропия Гиббса и
термодинамическая энтропия системы частиц возрастают со временем, если
учитывать релятивистский фактор, в то время как в ньютоновском случае эн-
тропия Гиббса — постоянная.

Ключевые слова: обобщённый биллиард, закон возрастания энтропии.

Lev Davidovich Pustyl’nikov
The law of entropy increase and generalized relativistic billiards.

A mechanism for the occurrence of irreversibility is proposed. It is based on the
allowance for the relativistic factor in the mechanical system consisting of a finite
number of particles interacting with one other particle in accordance with the law
of elastic collision and moving in a vessel with a natural law of reflection from the
vessel walls. The investigated model, a modification of Poincaré model is the gen-
eralized billiard and describes the motion of three–dimensional gas from particles
in a parallelepiped. It is proved that for general conditions the Gibbs entropy and
thermodynamic entropy for this system of particles increase with time when the rela-
tivistic factor is taken into account, whereas in Newtonian case the Gibbs entropy is
a constant.

Key words: generalized billiard, law of entropy increase.
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1. Введение
В этой статье мы даём доказательство закона возрастания энтропии для

трёхмерного газа, состоящего из конечного числа одинаковых точечных частиц
P1, . . . , Pn, перемещающихся в сосуде, имеющем форму параллелепипеда, при
условии, что воздействие границы сосуда на газ является периодическим. До-
казательства были даны в [6] для случая одномерного газа, где сосуд— отрезок,
а также для трёхмерного газа без деталей доказательства.

Общая постановка принадлежит Пуанкаре, который рассмотрел подобную
модель в работе [5] и изучил случай, когда внешняя сила, вызванная внешним
телом (горячее тело), действует на частицы. Особенность нашей модели, рас-
смотренной здесь, состоит в том, что влияние внешнего тела моделируется пе-
риодическими воздействиями стенок сосуда. Мы предполагаем, что сосуд име-
ет форму параллелепипеда, определённого неравенствами a1 6 q1 6 b1, a2 6
q2 6 b2, a 6 q 6 b, где q1, q2, q — ортогональные координаты. Частицы
P1, . . . , Pn перемещаются в сосуде и отражаются по закону упругого удара.

Мы предполагаем, что выполнены следующие граничные условия. После
отражения от граней параллелепипеда, заданных уравнениями q = a (q = b)
в момент времени t, частица двигается так же, как если бы она упруго отрази-
лась в этот момент от стенки, двигающейся в направлении q на основе закона
q = f1(t) (на основе закона q = f2(t)); после отражения от граней, заданных
уравнениями q1 = a1 (q1 = b1), в момент времени t частица двигается так же,
как если бы она упруго отразилась в этот момент от стенки, двигающейся в
направлении q1 на основе закона q1 = g1(t) (q1 = g2(t)); после отражения от
граней, заданных уравнениями q2 = a2 (q2 = b2), в момент времени t частица
двигается так же, как если бы она упруго отразилась в этот момент от стенки,
двигающейся в направлении q2 на основе закона q2 = h1(t) (q2 = h2(t)). Мы
предположим, что функции f1(t) и f2(t) — гладкие и имеют период 1 относи-
тельно t; функции g1(t), g2(t), h1(t), h2(t) — постоянные, а движение рассмат-
ривается в рамках специальной теории относительности. С физической точки
зрения функции fi(t), gi(t), hi(t) (i = 1,2) моделируют поля, вызванные малыми
колебаниями атомов стенок сосуда.

Рассмотренная система — обобщённый биллиард в параллелепипеде, ко-
торый был введён для произвольной замкнутой области в [7] и был изучен
в [1], [2], [8] и [6] в релятивистском случае.

Основные результаты состоят в следующем: энтропия Гиббса, построенная
относительно ньютоновской инвариантной меры, и термодинамическая энтро-
пия, построенная относительно фазового объёма, возрастают при возрастании
времени t, если учитывать релятивистский эффект. Если рассматривать эту си-
стему в рамках ньютоновской механики, то энтропия Гиббса будет постоян-
ная [6]. Рост энтропии — не монотонный, но необратимый, что соответству-
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ет физическим представлениям. Другое доказательство диссипативности обоб-
щённого релятивистского биллиарда дано в [1] и [2].

2. Введение меры на фазовом пространстве, функции распре-
деления и энтропии
Обозначим пространственные координаты частицы Ps через q(s)1 , q(s)2 , q(s), а

компоненты вектора импульса частицы Ps вдоль направлений q1, q2, q через p(s)1 ,
p
(s)
2 , p(s). Введёмфункцию статистического распределения ρ(t) = ρ(q

(1)
1 , q

(1)
2 , q(1),

p
(1)
1 , p

(1)
2 , p(1), . . . , q

(N)
1 , q

(N)
2 , q(N), p

(N)
1 , p

(N)
2 , p(N), t) > 0 для частиц P1, . . . , PN в

момент времени t. Мера

dΓ =
dq⃗ dp⃗∣∣v(1)1 v

(1)
2 v(1) . . . v

(N)
1 v

(N)
2 v(N)

∣∣ (1)

инвариантна относительно классической динамики для рассмотренной модели
газа ( [6]), где

dq⃗ = dq
(1)
1 dq

(1)
2 dq

(1)
. . . dq

(N)
1 dq

(N)
2 dq

(N)
,

dp⃗ = dp
(1)
1 dp

(1)
2 dp

(1)
. . . dp

(N)
1 dp

(N)
2 dp

(N)
,

v
(s)
1 = v

(s)
1 (t), v(s)2 (t), v(s)(t) — компоненты вектора скорости частицы Ps в мо-

мент времени t вдоль направлений q1, q2, q. Энтропия Гиббса в этом случае
имеет вид:

H(t) = −
∫
K

ρ(t) ln ρ(t) dΓ, (2)

где фазовое пространство K = Π× . . .× Π︸ ︷︷ ︸
N

×R3 × . . .×R3︸ ︷︷ ︸
N

, Π =
{
q1, q2, q :

a1 6 q1 6 b1, a2 6 q2 6 b2, a 6 q 6 b
}
, R3 — трёхмерное пространство. Мы

также рассмотрим термодинамическую энтропию

H̃(t) = −
∫
K

ρ̃(t) ln ρ̃(t) dq⃗ dp⃗

для функции распределения

ρ̃(t) =
ρ(t)∣∣v(1)1 v

(1)
2 v

(1)
. . . v

(N)
1 v

(N)
2 v

(N)∣∣
относительно фазового объёма.

Условие нормировки и определения dΓ и ρ̃(t) приводят к соотношениям∫
K ρ(t) dΓ = 1,

∫
K ρ̃(t) dq⃗ dp⃗ = 1,

∫
K ρ(t) dq⃗ dp⃗ < ∞. Кроме того, справедливо
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равенство ρ(t) dΓ(t) = ρ(t0) dΓ(t0), t > t0, которое характеризует закон сохра-
нения массы. Используя равенство (2), получим соотношение

H̃(t) = H(t) +

∫
K

ρ̃(t) ln
∣∣v(1)1 v

(1)
2 v

(1)
. . . v

(N)
1 v

(N)
2 v

(N)∣∣ dq⃗ dp⃗. (3)

3. Релятивистская модель трёхмерного газа и формулировка
основных результатов
Предполагаем, что масса покоя частицы равна 1, скорость света c = 1. В

трёхмерном случае энергия E(s), вектор скорости v⃗ (s) и вектор импульса p⃗ (s)

связаны соотношениями

p⃗ (s) =
v⃗ (s)√

1− |v⃗ (s)|2
, E(s) =

1√
1− |v⃗ (s)|2

=
√
|p⃗ (s)|2 + 1.

Теорема 1. Предположим, что релятивистская модель трёхмерного газа
удовлетворяет следующим условиям:

1) функции fi, (i = 1,2) имеют период 1 по t, а функции gi(t), hi(t) (i = 1,2)
не зависят от t и имеют вид

g1(t) ≡ a1, g2(t) ≡ b1, h1(t) ≡ a2, h2(t) ≡ b2;

2) высота сосуда l = b− a— иррациональное число;
3) справедливо неравенство

δ = δ
(
f1(t), f2(t)

)
=

∫ 1

0

ln
(
1 + ḟ1(t)

)(
1− ḟ2(t− l)

)(
1− ḟ1(t)

)(
1 + ḟ2(t− l)

) dt > 0; (4)

4) в начальный момент времени t0 функция статистического распределе-
ния ρ(t0) обращается в ноль в области

|p(s)1 | > p
(s)
0 , |p(s)2 | > p

(s)
0 , |p(s)| > p

(∗)
,

где s = 1, . . . , N ; p(s)i = p
(s)
i (t0), (i = 1,2), p(s) = p

(s)
(t0).

Если при фиксированных константах p(s)0 (s = 1, . . . , N ) константа p∗ доста-
точно большая, то для любого момента времени t > t0 справедливы следующие
утверждения:

1) H(t)−H(t0) > C∗
1 + C∗

2(t− t0),

H̃(t)− H̃(t0) > C∗
1 + C∗

2(t− t0),
где C∗

2 > 0, и константы C∗
1 , C∗

2 не зависят от t и t0;
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2) для почти всех по мере Лебега начальных данных, у которых импульсы
частиц в момент времени t0 удовлетворяют условиям

|p(s)1 | 6 p
(s)
0 , |p(s)2 | 6 p

(s)
0 , |p(s)| > p

(∗)
(s = 1, . . . , N)

энергия Es(t) частицы Ps в момент времени t > t0 допускает оценку

Es(t) > C̃Es(t0)e
δ̃(t−t0),

где s = 1, . . . , N ; Es(t0)— энергия частицы в момент времени t0, δ̃ > 0, C̃ > 0,
а константы δ̃ и C̃ не зависят от t, t0 и s.

Замечание 1. Как следует из [5] и [1], физический смысл неравенства (4) со-
стоит в том, что стенки сосуда— горячие по отношению к газу, так как энергия,
передаваемая частицам от стенок сосуда за достаточно большое время, будет
положительной. Неравенство (4) справедливо, если

f1(t) = ε
(
Q1 sin(2πKt) +Q2 sin(4πKt)

)
+ C∗,

f2(t) ≡ b,

гдеC∗—константа
(
dC∗

dt
≡ 0

)
,KQ2 > 0,K—целое число,Q1 ̸= 0, ε > 0, ε—

малый параметр, и для этого случая величина δ = δ
(
f1(t), f2(t)

)
из равенства

(4) имеет вид
δ = 8π3K3Q2

1Q2ε
3 +O(ε5),

и δ > 0 при малом ε.
Замечание 2. Используя доказательства в работах [1] и [2], можно заменить

условие 2) теоремы 1 требованием, согласно которому число l не равно раци-
ональному числу, у которого знаменатель меньше некоторой положительной
константы, а числитель и знаменатель — взаимно простые числа.

Доказательство теоремы 1 дано в секции 5. Оно использует вспомогатель-
ные леммы, которые сформулированы и доказаны в секции 4.

4. Вспомогательные леммы и теорема
Пусть N = 1. Предположим, что после столкновения в момент времени t

с нижней границей q = a, частица имеет вектор импульса p⃗ = (p1, p2, p) и век-
тор скорости v⃗ = (v1, v2, v), а компонента v удовлетворяет неравенству v > 0 и
направлена к верхней границе q = b. Предположим, что после первого столкно-
вения с верхней границей в момент времени t̄ частица имеет вектор импульса
¯⃗p = (p̄1, p̄2, p̄) и вектор скорости ¯⃗v = (v̄1, v̄2, v̄) и компонента v̄ направлена к
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нижней границе q = a. После первого столкновения с нижней границей в мо-
мент времени t′ частица имеет вектор импульса p⃗ ′ = (p′1, p

′
2, p

′). Определим
преобразования

A : (t, p) −→ (t′, p′), Ā : (t, p) −→ (t̄,−p̄),

зависящие от параметров p1, p2, и преобразования

Â : (t, p) −→ (t̂, p̂ ), ¯̄A : (t, p) −→ (¯̄t, ¯̄p )

с помощью равенств (6)

¯̄t = t+ l, ¯̄p = p
1− ḟ2(¯̄t )

1 + ḟ2(¯̄t )
, (5)

t̂ = t+ 2l, p̂ = p

(
1 + ḟ1(t̂ )

)(
1− ḟ2(¯̄t )

)(
1− ḟ1(t̂ )

)(
1 + ḟ2(¯̄t )

) . (6)

Лемма 1. Преобразования Ā и A задаются с помощью следующих равенств:

t̄ = t+
l
√
1 + |p⃗ |2
p

,

−p̄ =
1− ḟ2(t̄ )

1 + ḟ2(t̄ )
− 2ḟ2(t̄ )

1 + ḟ 2
2 (t̄ )

(√
p2 +∆− p

)
, (7)

t′ = t+
l
√
1 + |p⃗ |2
−p̄

,

p′ = (−p̄)
1 + ḟ1(t

′)

1− ḟ1(t′)
+

2ḟ1(t
′)

1− ḟ 2
1 (t

′)

(√
p̄2 + ∆̄− (−p̄)

)
, (8)

где ∆ = p21 + p22 + 1, ∆̄ = p̄21 + p̄22 + 1, и величины
√
p2 +∆ и

√
p̄2 + ∆̄ предпо-

лагаются положительными.
Доказательство. Равенства для t̄ и t′ очевидно следуют из определений

преобразований Ā иA. Докажем равенство для (−p̄) в (7). Равенство для p′ в (8)
доказывается совершенно аналогично. Предположим сначала, что масса покоя
верхней стенки конечна и равнаM , а затем перейдём к пределу приM → ∞.

В силу законов сохранения импульса и энергии имеем:

p+ PM = p̄+ P̄M, (9)√
|p⃗ |2 + 1 +M

√
P 2 + 1 =

√
|⃗̄p |2 + 1 +M

√
P̄ 2 + 1 , (10)
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где P =
V√

1− V 2
, P̄ =

V̄√
1− V̄ 2

, V — скорость верхней стенки в момент вре-

мени t̄ столкновения с частицей (перед самим столкновением), V̄ — скорость
верхней стенки в момент времени t̄ после столкновения с частицей. Решая урав-
нение (10), получим:

MP̄ = M

{(√
1 + |p⃗ |2 −

√
1 + |⃗̄p |2

M
+
√

1 + P 2

)2

− 1

}1
2
=

= MP +

√
1 + P 2

P

(√
1 + |p⃗ |2 −

√
1 + |⃗̄p |2

)
+O

(
1

M

)
.

Подставим это равенство в (9). Тогда в пределе приM → ∞ получим равенство√
|⃗̄p |2 + 1−

√
|p⃗ |2 + 1 = ḟ2(t̄ )(p̄− p), которое приводит к соотношениям

p̄2 − p2 = ḟ2(t̄ )(p̄− p)
(√

|⃗̄p |2 + 1 +
√

|p⃗ |2 + 1
)
,

p̄+ p = ḟ2(t̄ )
(√

|⃗̄p |2 + 1 +
√

|p⃗ |2 + 1
)
, (11)

−ḟ 2
2 (t̄ )(p̄− p) = −ḟ2(t̄ )

(√
|⃗̄p |2 + 1−

√
|p⃗ |2 + 1

)
, (12)

Складывая равенства (11) и (12), получим равенства

−p̄
(
1− ḟ 2

2 (t̄ )
)
= p

(
1 + ḟ 2

2 (t̄ )
)
− 2ḟ2(t̄ )

√
|p⃗ |2 + 1 =

= p
(
1− ḟ2(t̄ )

)2 − 2ḟ2(t̄ )
(√

|p⃗ |2 + 1− p
)
,

из которых следует равенство (7) для −p̄.
Лемма 1 доказана. �
Замечание 3. Из определений A и ¯̄A и из леммы 1 следует, что при фикси-

рованных p1 и p2 для больших p преобразованияA и Â отличаются на величину

O

(
1

p

)
, и преобразования Ā и ¯̄A отличаются на величину O

(
1

p

)
.

Введём новую переменную η = ln p и определим преобразования D , D̄ , D̂ ,
¯̄D следующим образом:

D : (t, η) −→ (t′ mod 1, η′), D̄ : (t, η) −→ (t̄ mod 1, η̄),

D̂ : (t, η) −→ (t̂ mod 1, η̂), ¯̄D : (t, η) −→ (¯̄t mod 1, ¯̄η),

где η′ = ln p′, η̄ = ln(−p̄), η̂ = ln p̂, ¯̄η = ln ¯̄p.
Лемма 2. Предположим, что координаты p1, p2 вектора p⃗ = (p1, p2, p) удовле-
творяют неравенствам |pi| 6 p0 (i = 1,2). Тогда существует число ∆0 > 0,
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зависящее только от функций f1(t), f2(t) и p0, такое, что если p > e∆0, то
преобразования Ā и A определены, и если η > ∆0, то преобразования D̄ и D
также определены.

Доказательство леммы 2 следует из неравенств (5), (6), из леммы 1 и из опре-
делений преобразований D , D̄ , D̂ и ¯̄D .
Лемма 3. Пусть

F (t) = ln
(
1 + ḟ1(t)

)(
1− ḟ2(t− l)

)(
1− ḟ1(t)

)(
1 + ḟ2(t− l)

) (13)

и (t̂k, p̂k) = Âk(t, p), где Âk — k-ая степень Â. Предположим, что l — ирраци-
ональное число и ∫ 1

0

F (t) dt = δ > 0. (14)

Если δ̃ — произвольное число, такое, что 0 < δ̃ < δ, то существует на-
туральное число m̃ = m̃(δ̃), такое, что для всех t, p > 0 и целого m > m̃
выполняются неравенства

m∑
k=1

F (t̂k) > mδ̃, ln p̂m > ln p+mδ̃. (15)

Доказательство. Рассмотрим отображение окружности
B : t −→ t̂ = t+ 2l mod 1. Так как l — иррациональное число, то отображение
B—строго эргодично [3], то есть эргодическая теорема Биргофа для непрерыв-
ной функции справедлива всюду [3] и для любого t существует предел

I = lim
m→∞

1

m

m∑
k=1

F (Bkt) =

∫ 1

0

F (t) dt,

где Bk — k-ая степень B, и сходимость к I равномерная по t.
В силу (14) I = δ > 0, и поэтому

m∑
k=1

F (Bkt) = mδ + o(m), (16)

где lim
m→∞

o(m)

m
= 0 и сходимость—равномерная относительность всех t. Теперь

лемма 3 следует из (16), (13) и определения Â.
Лемма 3 доказана. �
Теорема 2. Предположим, что количество частицN = 1, для этого случая

справедливы условия 1), 2), 3) теоремы 1 и координаты p1, p2 вектора p⃗ =
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(p1, p2, p) удовлетворяютнеравенствам |p1| < p0, |p2| < p0. Пусть (t
(m)
∗ , p

(m)
∗ ) =

Am(t, p) и (t̄
(m)
∗ , p̄

(m)
∗ ) = ĀAm−1(t, p) (Am-тая степень A; m = 1,2, . . .). Тогда

для любого δ̃ > 0, такого, что 0 < δ̃ < δ, существует число p̃ = p̃(p0, δ̃), такое,
что, если p > p̃, то для всех t p(m)

∗ → ∞, p̄(m)
∗ → ∞ приm → ∞, и справедливы

неравенства

p(m)
∗ > C̃peδ̃m, p̄(m)

∗ > C̃peδ̃m,
m∏
k=1

{
∂p

(k)
∗

∂p̄
(k)
∗

(t(k)∗ , p̄(k)∗ )
∂p̄

(k)
∗

∂p
(k−1)
∗

(t̄ (k)∗ , p(k−1)
∗ )

}
> C̃eδ̃m, (17)

∂p̄
(m)
∗

∂p
(m−1)
∗

(t(m)
∗ , p(m−1)

∗ )
m−1∏
k=1

{
∂p

(k)
∗

∂p̄
(k)
∗

(t(k)∗ , p̄(k)∗ )
∂p̄

(k)
∗

∂p
(k−1)
∗

(t̄ (k)∗ , p(k−1)
∗ )

}
>

> C̃eδ̃m, (18)

где p(0)∗ = p, C̃ — положительная константа, не зависящая от t, p1, p2, p, m;

величины
∂p

(k)
∗

∂p̄
(k)
∗

(t
(k)
∗ , p̄

(k)
∗ ),

∂p̄
(k)
∗

∂p
(k−1)
∗

(t̄
(k)
∗ , p

(k−1)
∗ ) в левой части (17) и (18) — функ-

ции от t
(k)
∗ , p̄

(k)
∗ и t̄ (k)∗ , p

(k−1)
∗ соответственно, и произведение в левой части (18)

приm = 1 заменяется на 1.
Доказательство.Предположим, что∆0—число, удовлетворяющее усло-

вию леммы 2. Согласно леммам 2 и 1 и определениям A, Ā, Â, ¯̄A, D , D̄ , D̂ , ¯̄D ,
если |p1| 6 p0, |p2| 6 p0, то преобразования D , D̄ , D̂ , ¯̄D определены в области
Γ = {t, η : 0 6 t 6 1, η > ∆0}, и если (t, η) ∈ Γ, то справедливы следующие
оценки:

|t′ − t̂ |+ |t̄− ¯̄t| < C1

p
, |η′ − η̂ |+ |η̄ − ¯̄η| < C1

p
, (19)∣∣∣∣ln{ ∂p′

∂(−p̄)
(t′,−p̄)

∂(−p̄)

∂p
(t̄, p)

}
−

− ln
{
∂p̂

∂ ¯̄p
(t̂, ¯̄p)

∂ ¯̄p

∂p
(¯̄t, p)

}∣∣∣∣ < C1

p
,

где (t′, η′) = D(t, η), (t̄, η̄) = D̄(t, η), (t̂, η̂) = D̂(t, η), (¯̄t, ¯̄η) = ¯̄D(t, η), C1 —

константа, не зависящая от t, η, p1, p2, и функции
∂p′

∂(−p̄)
(t′,−p̄),

∂(−p̄)

∂p)
(t̄, p),

∂p̂

∂ ¯̄p
(t̂, ¯̄p),

∂ ¯̄p

∂p
(¯̄t, p) — производные функций p′ = p′(t′,−p̄), −p̄ = −p̄(t̄, p), p̂ =

p̂(t̂, ¯̄p), ¯̄p = ¯̄p(¯̄t, p), которые определены в (5)–(12). В силу определений Â и ¯̄A
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имеем: η̂ = ¯̄η + F1(t̂ ), ¯̄η = η + F2(¯̄t ), где функции

F1(t) = ln
1 + ḟ1(t)

1− ḟ1(t)
, F2(t) = ln

1− ḟ2(t)

1 + ḟ2(t)

удовлетворяют неравенствам∣∣∣∣dF1(t)

dt

∣∣∣∣ 6 C2,

∣∣∣∣dF2(t)

dt

∣∣∣∣ 6 C2 (20)

и C2 — константа, не зависящая от t. В силу леммы 3 для любого δ̃, такого, что
0 < δ̃ < δ, существует натуральное число m̃ = m̃(δ̃), такое, что неравенство (15)
справедливо для всех t, p > 0 и целогоm > m̃. Введём следующие обозначения:

(x0, y0) = Âm̃(t, p), (xn, yn) = An(x0, y0), (x̄n, ȳn) = ĀAn−1(x0, y0),

(x̂n, ŷn) = Ân(x0, y0), (¯̄xn, ¯̄yn) =
¯̄AAn−1(x0, y0), (t0, η0) = (x0, ln y0),

(tn, ηn) = Dn(t0, η0), (t̄n, η̄n) = D̄Dn−1(t0, η0), (t̂n, η̂n) = D̂n(t0, η0),

(¯̄tn, ¯̄ηn) =
¯̄DDn−1(t0, η0),

где n = 1,2, . . ., а Dn и D̂n — n-ые степени D и D̂ соответственно. В силу (19)–
(20), если |p1| 6 p0, |p2| 6 p0, то выполняются следующие неравенства: при
n = 1,2, . . .

|tn − t̂n|+ |t̄n − ¯̄tn| < C1

n∑
s=1

1

ys−1
, (21)

|ηn − η̂n| < C2

n∑
s=1

(|ts − t̂s|+ |t̄s − ¯̄ts|) + C1

n∑
s=1

1

ys−1
,∣∣∣∣ n∑

k=1

ln
{
∂yk
∂ȳk

(xk, ȳk)
∂ȳk
∂yk−1

(x̄k, yk−1)

}
−

−
n∑

k=1

ln
{
∂ŷk
∂ ¯̄yk

(x̂k, ¯̄yk)
∂ ¯̄yk
∂ŷk−1

(¯̄xk, ŷk−1)

}∣∣∣∣ <
< C2

n∑
s=1

(|ts − t̂s|+ |t̄s − ¯̄ts|) + C1

n∑
s=1

1

ys−1
,

при условии, что все точки (tk, ηk) (k = 0,1, . . . , n−1) принадлежат Γ. Поэтому,
если предположить, что при n = 1,2, . . .

|tn − t̂n|+ |t̄n − ¯̄tn| < d, C1

∣∣∣∣ n∑
s=0

1

ys

∣∣∣∣ < d,
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и константа d выбрана произвольно малой и независимой от n, то при большом
p получим:

ηn > η̂n − |ηn − η̂n| > ln p+ (n+ m̃)
(
δ̃ − (C2 + 1)d

)
,

n∑
k=1

ln
{
∂yk
∂ȳk

(xk, ȳk)
∂ȳk
∂yk−1

(x̄k, yk−1)

}
>

>
n∑

k=1

ln
{
∂ŷk
∂ ¯̄yk

(x̂k, ¯̄yk)
∂ ¯̄yk
∂ŷk−1

(¯̄xk, ŷk−1)

}
−

−
∣∣∣∣ n∑
k=1

ln
{
∂yk
∂ȳk

(xk, ȳk)
∂ȳk
∂yk−1

(x̄k, yk−1)

}
−

− ln
{
∂ŷk
∂ ¯̄yk

(x̂k, ¯̄yk)
∂ ¯̄yk
∂ŷk−1

(¯̄xk, ŷk−1)

}∣∣∣∣ >
> (n+ m̃)

(
δ̃ − (C2 + 1)d

)
. (22)

Это предположение приводит к неравенству∣∣∣∣ n∑
s=0

1

ys

∣∣∣∣ < 1

p

n∑
s=1

exp
(
−(s+ m̃)

(
δ̃ − (C2 + 1)d

))
<

<
exp

(
−m̃

(
δ̃ − (C2 + 1)d

))
p
(
1− exp

(
−
(
δ̃ + (C2 + 1)d

))) ,
так что правая часть этого неравенства может быть сделана произвольно малой,
если задать p достаточно большим.

Поэтому из (21)–(22), определений A, Ā и леммы 1 следует, что для любо-
го δ̃ с условием 0 < δ̃ < δ существуют константы ˜̃p и m̃, такие, что условие
p > ˜̃p приводит к условию (tn, ηn) ∈ Γ для всех n = 0,1, . . . и справедливы
неравенства

yn > C3pe
(n+m̃)δ̃, ȳn > C3pe

(n+m̃)δ̃, (23)
n∏

k=1

{
∂yk
∂ȳk

(xk, ȳk)
∂ȳk
∂yk−1

(x̄k, yk−1)

}
> C3pe

(n+m̃)δ̃,

∂ȳn
∂yn−1

(x̄n, yn−1)
n∏

k=1

{
∂yk
∂ȳk

(xk, ȳk)
∂ȳk
∂yk−1

(x̄k, yk−1)

}
>

> C3pe
(n+m̃)δ̃, (24)

где C3 — положительная константа, не зависящая от t, p, n, p1, p2, и произве-
дение в левой части неравенства (24) заменяется числом 1, когда n = 1. Вводя
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обозначения

β = max
06t61

∣∣∣∣
(
1 + ḟ1(t)

)(
1− ḟ2(t− l)

)(
1− ḟ1(t)

)(
1 + ḟ2(t− l)

)∣∣∣∣,
p̃ = ˜̃pβm̃, C̃ = C3β

−m̃, мы видим, что утверждение теоремы 2 следует из нера-
венств (23)–(24).

Теорема 2 доказана. �

5. Доказательство теоремы 1
Предположим, что в момент времени t частица Ps имеет вектор координат

q⃗
(s)

= q⃗
(s)
(t) = (q

(s)
1 , q

(s)
2 , q

(s)
), вектор импульсов p⃗ (s)

= p⃗
(s)
(t) = (p

(s)
1 , p

(s)
2 , p

(s)
)

и вектор скоростей v⃗
(s)

= v⃗
(s)
(t) = (v

(s)
1 , v

(s)
2 , v

(s)
), и предположим также, что

в момент времени t̃ > t частица Ps имеет вектор координат ⃗̃q (s)
= ⃗̃q

(s)
(t̃ ) =

(q̃
(s)
1 , q̃

(s)
2 , q̃

(s)
), вектор импульсов ⃗̃p (s)

= ⃗̃p
(s)
(t̃ ) = (p̃

(s)
1 , p̃

(s)
2 , p̃

(s)
) и вектор ско-

ростей ⃗̃v (s)
= ⃗̃v

(s)
(t̃ ) = (ṽ

(s)
1 , ṽ

(s)
2 , ṽ

(s)
). Введём дифференциалы

dq⃗ = dq
(1)
1 dq

(1)
2 dq

(1)
. . . dq

(N)
1 dq

(N)
2 dq

(N)
,

dp⃗ = dp
(1)
1 dp

(1)
2 dp

(1)
. . . dp

(N)
1 dp

(N)
2 dp

(N)
,

d⃗̃q = dq̃
(1)
1 dq̃

(1)
2 dq̃

(1)
. . . dq̃

(N)
1 dq̃

(N)
2 dq̃

(N)
,

d⃗̃p = dp̃
(1)
1 dp̃

(1)
2 dp̃

(1)
. . . dp̃

(N)
1 dp̃

(N)
2 dp̃

(N)
,

и величины ρ = ρ(q
(1)
1 , . . . , p

(N)
, t), ρ̃ = ρ(q̃

(1)
1 , . . . , p̃

(N)
, t̃ ).

Так как количество частиц в элементах фазового пространстваK, имеющих
меры

dΓ =
dq⃗ dp⃗∣∣v(1)1 v

(1)
2 v

(1)
. . . v

(N)
1 v

(N)
2 v

(N)∣∣ ,
и

dΓ̃ =
d⃗̃q d⃗̃p∣∣ṽ (1)

1 ṽ
(1)
2 ṽ

(1)
. . . ṽ

(N)
1 ṽ

(N)
2 ṽ

(N)∣∣ ,
— одинаково, то

ρ dΓ = ρ̃ dΓ̃. (25)
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Полагая

τ
(s)
(q⃗

(s)
, p⃗

(s)
, t̃

(s)
) =

D(q̃
(s)
1 , q̃

(s)
2 , q̃

(s)
, p̃

(s)
1 , p̃

(s)
2 , p̃

(s)
)

D(q
(s)
1 , q

(s)
2 , q

(s)
, p

(s)
1 , p

(s)
2 , p

(s)
)
,

получим:

dq⃗ dp⃗

N∏
s=1

τ
(s)
(q⃗

(s)
, p⃗

(s)
, t̃

(s)
) = d⃗̃q d⃗̃p.

Поэтому в силу (25) имеем:

ln ρ̃ = ln ρ+
N∑
s=1

(
ln|ṽ (s)

1 ṽ
(s)
2 ṽ

(s)| − ln|v(s)1 v
(s)
2 v

(s)|
)
−

−
N∑
s=1

ln|τ (s)(q⃗ (s)
, p⃗

(s)
, t̃

(s)
)|. (26)

Оценим величины τ
(s)
(q⃗

(s)
, p⃗

(s)
, t̃

(s)
), (s = 1, . . . , N ).

Без ограничения общности можно предположить, что в начальный момент
времени t частица Ps расположена на границе q = a сосуда, а координата v(s)
её вектора скорости v⃗ (s) удовлетворяет неравенству v(s) > 0. Случай v(s) < 0
сводится к случаю v(s) > 0, если вместо границы q = a взять верхнюю границу
q = b сосуда.

Обозначим через t(s)k k-ый (после t) момент времени столкновения частицы
Ps с границей q = a, и через p⃗ (s)

k = (p
(s)
k1 , p

(s)
k2 , p

(s)
k0 ), v⃗

(s)
k = (v

(s)
k1 , v

(s)
k2 , v

(s)
k0 ) k-ые

векторы импульса и скорости частицы Ps в момент времени t(s)k соответственно.
Обозначим также через t̄ (s)k k-ый (после t) момент времени столкновения части-
цы Ps с границей q = b, и через ⃗̄p (s)

k = (p̄
(s)
k1 , p̄

(s)
k2 , p̄

(s)
k0 ), ⃗̄v

(s)
k = (v̄

(s)
k1 , v̄

(s)
k2 , v̄

(s)
k0 ) —

k-ые векторы импульса и скорости частицы Ps в момент времени t̄
(s)
k соответ-

ственно. Возможны следующие два случая:
1) t(s)ns 6 t̃ 6 t̄

(s)
ns+1,

2) t̄ (s)ns 6 t̃ 6 t
(s)
ns , где ns — натуральное число. Полагая p

(s)
0,0 = p

(s)
(t), в
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случае 1) имеем:

τ
(s)
(q⃗

(s)
, p⃗

(s)
, t̃

(s)
) =

=
D(t̄

(s)
1 , p

(s)
)

D(q
(s)
, p

(s)
)

ns∏
k=1

{
∂pk,0

∂(−p̄
(s)
k,0)

(t
(s)
k ,−p̄

(s)
k,0)

∂(−p̄
(s)
k,0)

∂(p
(s)
k−1,0)

(t̄
(s)
k , p

(s)
k−1,0)

}
×

×
D(q̃

(s)
, p̃

(s)
)

D(t
(s)
ns , p̃

(s)
)
=

=
ṽ (s)

v(s)

ns∏
k=1

{
∂p

(s)
k,0

∂(−p̄
(s)
k,0)

(t
(s)
k ,−p̄

(s)
k,0)

∂(−p̄
(s)
k,0)

∂(p
(s)
k−1,0)

(t̄
(s)
k , p

(s)
k−1,0)

}
,

(27)

и в случае 2) имеем:

τ (s)(q⃗ (s), p⃗ (s), t̃
(s)
) =

|ṽ (s)|∂(−p̄
(s)
ns,0

)

∂(p̄
(s)
ns−1,0)

(t̄ (s)ns
, p

(s)
ns−1,0)×

×
ns−1∏
k=1

{
∂p

(s)
k,0

∂(−p̄
(s)
k,0)

(t
(s)
k ,−p̄

(s)
k,0)

∂(−p̄
(s)
k,0)

∂(p
(s)
k−1,0)

(t̄
(s)
k , p

(s)
k−1,0)

}
.

(28)

В случае ns = 1 произведение в правой части равенства (28) заменяется на
1. Применяя результаты теоремы 2 к равенствам (27), (28), получим, что для лю-
бого δ̃, удовлетворяющего неравенству 0 < δ̃ < δ (величина δ определена в (4)),
существует константа p̂ = p̂(p0, δ̃ ), такая, что если p(s)(t) > p̂ (s = 1, . . . , N ), то

τ (s)(q⃗ (s), p⃗ (s), t̃ (s)) > C4e
δ̃ns

для всех t̃ > t и s = 1, . . . , N , где C4 > 0 — константа, не зависящая от t и ns.
Следовательно,

ln τ (s)(q⃗ (s), p⃗ (s), t̃ (s)) > C̃1 + C̃2(t̃− t), (29)
где C2 > 0, и константы C̃1 и C̃2 не зависят от t, t̃, q⃗ (s), p⃗ (s), s. Используя (1), (2),
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(25), (26), получим:

H(t̃ ) = −
∫
K

ρ̃ ln ρ̃ d⃗̃q d⃗̃p
N∏
s=1

|v (s)
1 (t̃ )v

(s)
2 (t̃ )v

(s)
(t̃ )|

=

= −
∫
K

ρ d⃗̃q d⃗̃p
N∏
s=1

|v(s)1 (t)v
(s)
2 (t)v

(s)
(t)|

×

×
{
ln ρ+

N∑
s=1

(
ln|ṽ (s)

1 ṽ
(s)
2 ṽ

(s)| − ln|v(s)1 v
(s)
2 v

(s)|
)
−

−
N∑
s=1

ln|τ (s)(q⃗ (s), p⃗ (s), t̃ )|
}
,

H(t) = −
∫
K

ρ ln ρ dq⃗ dp⃗
N∏
s=1

|v (s)
1 (t)v

(s)
2 (t)v

(s)
(t)|

.

(30)

Теперь, применяя оценку (29) к равенству (30) и теорему 2 к равенству (3),
получим утверждение теоремы 1.

Теорема 1 доказана.
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