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плекс TCS 3D: математическая модель

Аннотация. Программный комплекс TCS 3D предназначен для прямого
численного моделирования трехмерных турбулентных течений многокомпо-
нентной смеси реагирующих газов на вычислительных системах сверхвысо-
кой производительности. Данная работа посвящена описанию соответствую-
щей математической модели, которая легла в основу вычислительного ядра
программы. 1
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ния Навье-Стокса, приближение малых чисел Маха.
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Abstract. TCS 3D simulator is a software for direct numerical simulation of
3D turbulent reacting multicomponent flows on supercomputer. In this paper we
present fully description of mathematical model, which was put into the essence
of the program’s core.
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1 Введение

Моделирование процессов турбулентного смесеобразования и горения га-
зов, в том числе в сильно неравновесных условиях, является одной из акту-
альных задач современной вычислительной гидрогазодинамики. Характер-
ная особенность этой задачи заключается в наличии многомасштабных вих-
ревых структур и динамических фронтов концентраций компонент воздуш-
но – газовой смеси, численное моделирование которых в силу многомасшатб-
ности и большого числа компонент требует значительных вычислительных
ресурсов. Эти обстоятельства выдвигают следующие требования к вычисли-
тельным алгоритмам:

∙ высокая точность разрешения многомасштабных вихревых структур и
подвижных фронтов горения;

∙ эффективное интегрирование жестких уравнений химических реакций;

∙ масштабируемость;

∙ использование высокопроизводительных параллельных систем.

В свою очередь, возможность эффективной реализации указанных требо-
ваний сильно зависит от используемой математической модели.

Процессы неравновесного турбулентного смесеобразования и горения пред-
ставляют собой сложное физическое явление [1, 2]. Основными уравнениями
гидродинамики для описания таких течений являются уравнения Навье –
Стокса. Они допускают два типа волн, распространяющихся со скоростью
движения смеси 𝑈 и со скоростью звука в смеси 𝑐, соответственно. При этом
лабораторные эксперименты показывают, что для задачи зажигания горючих
газов 𝑈 ∼ 3 − 30 м/с, а 𝑐 ∼ 1000 м/с. Движения в таком режиме соответ-
ствуют малым числам Маха, когда 𝑀 = |𝑈 |/𝑐 << 1. Практика показывает,
что для таких режимов течения уравнения Навье – Стокса без применения
специальных модификаций численно неустойчивы [3].

Существует несколько подходов к решению данной проблемы [3–13], ко-
торые позволяют при численной реализации снять связанные со скоростью
звука ограничения на шаг по времени. Наиболее известные из них основаны
на использовании асимптотического анализа и метода проекций. Асимптоти-
ческий анализ используется для покомпонентного расщепления переменных
исходя из физической природы изменения конкретного компонента, с его по-
мощью осуществляется эффективный учет сильного различия скоростей 𝑈
и 𝑐 [3]. Идея метода проекций заключается в том, чтобы сначала проинте-
грировать по времени часть уравнений, не требуя выполнения всех ограни-
чений, а потом спроектировать полученное решение на требуемые ограни-
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чения [10–12]. Такой подход активно использовался и адаптировался при-
менительно к моделированию задач течения и зажигания горючих газов в
работах [13–16]. На их основании, а также описанных выше требованиях к
вычислительным алгоритмам, была построена математическая модель, ис-
пользуемая в настоящей работе.

Разработанный авторами программный комплекс TCS 3D предназначен
для прямого численного моделирования трехмерных турбулентных течений
многокомпонентной смеси реагирующих газов на вычислительных системах
сверхвысокой производительности. Данная работа посвящена описанию соот-
ветствующей математической модели, которая легла в основу вычислитель-
ного ядра программы. Описанию схемы решения уравнений математической
модели, алгоритмов вычислительного ядра и параллельной версии программ-
ного комплекса будут посвящены следующие работы авторов.

2 Основные уравнения модели

Основными уравнениями гидродинамики для описания течений газовых
смесей являются уравнения Навье – Стокса. В настоящей работе использует-
ся их модификация, полученная в приближении малых чисел Маха [14, 17].
Рассматриваются течения при достаточно малом числе Маха (обычно пола-
гается 𝑀 < 0.3). В таком случае давление 𝑝 может быть представлено в
виде:

𝑝(x, 𝑡) = 𝑝0 + 𝜋(x, 𝑡),

где 𝑝0 – среднее (термодинамическое) давление (пространственно постоянное
в области), а 𝜋 – динамическое отклонение давления, не зависящее от термо-
динамических величин и удовлетворяющее соотношению 𝜋/𝑝0 = 𝑂(𝑀 2).

Тогда система уравнений Навье – Стокса в общем виде запишется следу-
ющим образом:

𝜕𝜌𝑌𝑚

𝜕𝑡
+ ∇ · 𝜌𝑌𝑚𝑈 = ∇ · ℱ𝑚 + 𝜔̇𝑚, (1)

𝜕𝜌𝑈

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌𝑈 ⊗𝑈) = −𝜌𝑔 −∇𝜋 + ∇ · 𝜏 , (2)

𝜕𝜌ℎ

𝜕𝑡
+ ∇ · 𝜌ℎ𝑈 = ∇ · 𝒬. (3)

Здесь𝑚 – индекс компонента смеси, 𝜌 – плотность смеси,𝑈 – вектор скорости
смеси, 𝑌𝑚 – относительная массовая концентрация компонента 𝑚, 𝜔̇𝑚 – при-
ток компонента 𝑚 за счет химических реакций, 𝜏 – тензор вязких напряже-
ний, ℎ – энтальпия смеси, ℱ𝑚 – вектор диффузионного потока соответству-
ющей компоненты смеси, 𝒬 – вектор потока тепла для смеси.
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В указанных условиях выполнены следующие нормировочные соотноше-
ния: ∑︁

𝑚

𝑌𝑚 = 1,
∑︁
𝑚

𝜔̇𝑚 = 0,
∑︁
𝑚

ℱ𝑚 = 0. (4)

Тензор вязких напряжений 𝜏 имеет вид:

𝜏 = 𝜇

(︂
∇⊗𝑈 + (∇⊗𝑈)𝑇 − 2

3
(∇ ·𝑈)𝐼

)︂
, (5)

где 𝜇 – динамическая вязкость смеси, 𝐼 – единичный тензор.
Энтальпия смеси ℎ записывается в виде:

ℎ(𝑇, 𝑌𝑚) = 𝜌𝐸 + 𝑝0 =
∑︁
𝑚

𝑌𝑚ℎ𝑚(𝑇 ), (6)

где ℎ𝑚 – энтальпия компронента𝑚, 𝐸 – полная энергия смеси, 𝑇0 – некоторое
референтное значение температуры.

Уравнение состояния смеси идеальных газов имеет следующий вид:

𝑝 = 𝑝0 = 𝜌ℛ𝑇
∑︁
𝑚

(𝑌𝑚/𝑊𝑚). (7)

Здесьℛ – универсальная газовая постоянная,𝑊𝑚 – молекулярная масса ком-
понента 𝑚.

Вид вектора диффузионных потоков ℱ𝑚 и вектора потока тепла 𝒬 зави-
сит от вида используемой модели [15]. Наиболее часто используемой является
модель средних по смеси значений (mixture-averaged):

ℱ (𝑚𝑖𝑥)
𝑚 = 𝜌𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥∇𝑌𝑚,

𝒬(𝑚𝑖𝑥) = 𝜆∇𝑇 +

(︃∑︁
𝑚

ℎ𝑚ℱ (𝑚𝑖𝑥)
𝑚

)︃
,

(8)

где 𝑇 – температура смеси, 𝜆 – коэффициент теплопроводности смеси,𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥 –
средний по смеси коэффициент диффузии компонента𝑚 относительно смеси.
Более точной явлется модель многокомпонентной диффузии (multicomponent),
учитывающая эффекты Дюфура и Соре [15]:

ℱ (𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖)
𝑚 =

(︃∑︁
𝑙

𝜌𝐷𝑚,𝑙𝑌𝑚∇𝑋𝑙

)︃
+

𝜌𝑌𝑚𝜃𝑚
𝑇

∇𝑇,

𝒬(𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖) = 𝜆
′∇𝑇 +

(︃∑︁
𝑚

ℎ𝑚ℱ (𝑚𝑢𝑙𝑡𝑖)
𝑚

)︃
+
∑︁
𝑚

𝜌𝜃𝑚∇𝑋𝑚,

(9)
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где 𝑙 – индекс компонента, 𝑋𝑚 = 𝜌𝑌𝑚/𝑊𝑚 – относительная объемная концен-
трация компонента 𝑚, 𝐷𝑚,𝑙 – бинарный коэффициент диффузии компонента
𝑚 относительно компонента 𝑙, 𝜃𝑚 – термодиффузионный коэффициент ком-
понента, 𝜆

′
– парциальный коэффициент теплопроводности смеси. Данная

модель относится к классу дифференциальных моделей диффузии, в кото-
рых для расчета диффузионных потоков необходимо в каждой точке решать
систему линейных алгебраических уравнений, что сопряжено с большими вы-
числительными затратами и существеннно увеличивает общее время расчета,
что часто является неприемлимым. Модели данного класса обычно исполь-
зуют только в том случае, когда модель средних по смеси диффузионных
потоков оказывается недостаточно точной.

Просуммировав покомпонентно уравнение (1) с учетом (4), можно полу-
чить уравнение неразрывности:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇ · 𝜌𝑈 = 0,

которое в недивергентном виде представимо как

∇ ·𝑈 = −1

𝜌

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= − 𝑑

𝑑𝑡
(ln 𝜌) . (10)

С другой стороны, прологарифмировав уравнение (7) и затем продифферен-
цировав результат по 𝑡, получим:

ln 𝜌 = ln 𝑝0 − lnℛ⏟  ⏞  
=0

− ln𝑇 − ln
∑︁
𝑚

(𝑌𝑚/𝑊𝑚),

𝑑

𝑑𝑡
(ln 𝜌) =

𝑑

𝑑𝑡
(ln𝑇 ) − 𝑑

𝑑𝑡

(︃
ln
∑︁
𝑚

(𝑌𝑚/𝑊𝑚)

)︃
=

− 1

𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
− 1/

(︃∑︁
𝑚

(𝑌𝑚/𝑊𝑚)

)︃
⏟  ⏞  

=𝑊

∑︁
𝑚

(︂
1

𝑊𝑚

𝑑𝑌𝑚

𝑑𝑡

)︂
,

где 𝑊 – средняя молекулярная масса смеси.
Таким образом, промежуточно можно записать:

∇ ·𝑈 =
1

𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑡
+ 𝑊

∑︁
𝑚

(︂
1

𝑊𝑚

𝑑𝑌𝑚

𝑑𝑡

)︂
. (11)

Теперь продифференцируем уравнение (6) по 𝑡:

𝐷ℎ

𝐷𝑡
=
∑︁
𝑚

𝐷ℎ𝑚

𝐷𝑡
𝑌𝑚 +

∑︁
𝑚

ℎ𝑚
𝐷𝑌𝑚

𝐷𝑡
=
∑︁
𝑚

𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑇

𝐷𝑇

𝐷𝑡
𝑌𝑚 +

∑︁
𝑚

ℎ𝑚
𝐷𝑌𝑚

𝐷𝑡
.
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Умножая результат на 𝜌 с учетом∑︁
𝑚

𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑇
𝑌𝑚 = 𝑐𝑝

и уравнений (1) и (3), после переставновки слагаемых получим:

𝜌𝑐𝑝
𝐷𝑇

𝐷𝑡
= ∇ · 𝒬−

∑︁
𝑚

ℎ𝑚 (𝜔̇𝑚 + ∇ · ℱ𝑚) . (12)

Полученное соотношение представляет собой альтернативную форму урав-
нения (3), записанного относительно температуры смеси 𝑇 , где 𝑐𝑝 обозначает
теплоемкость смеси при постоянном давлении. Подставляя выражение для
полной производной температуры 𝐷𝑇/𝐷𝑡 в уравнение (11) с учетом урав-
нения (1), получим окончательное выражение для дивергентного ограниче-
ния (10) на вектор скорости:

𝒮 ≡ ∇ ·𝑈 =
1

𝜌𝑐𝑝𝑇
(∇ · 𝒬) +

∑︁
𝑚

1

𝜌

(︂
𝑊

𝑊𝑚
− ℎ𝑚

𝑐𝑝𝑇

)︂
(𝜔̇𝑚 + ∇ · ℱ𝑚) (13)

Математическая модель, реализованная в программной комплексе TCS 3D,
основана на уравнениях (1)–(3) без учета гравитационного члена в правой ча-
сти уравнения (2), с использованием модели средних по смеси диффузионных
потоков (8). Также предполагается, что уравнение состояния для многоком-
понентной газовой смеси описывается уравнением состоянии смеси идеальных
газов (7).

В такой постановке с учетом того, что

∇ ·
(︃∑︁

𝑚

ℎ𝑚ℱ𝑚

)︃
=
∑︁
𝑚

ℎ𝑚∇ · ℱ𝑚 +
∑︁
𝑚

ℱ𝑚∇ℎ𝑚,

основные уравнения модели (1)–(3), (13) принимают следующий вид:

𝜕𝜌𝑌𝑚

𝜕𝑡
+ ∇ · 𝜌𝑌𝑚𝑈 = ∇ · (𝜌𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥∇𝑌𝑚) + 𝜔̇𝑚, (14)

𝜕𝜌𝑈

𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌𝑈 ⊗𝑈) = −∇𝜋 + ∇ · 𝜏 , (15)

𝜕𝜌ℎ

𝜕𝑡
+ ∇ · 𝜌ℎ𝑈 = ∇ ·

(︃
𝜆∇𝑇 +

∑︁
𝑚

ℎ𝑚 𝜌𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥∇𝑌𝑚

)︃
, (16)
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𝒮 ≡ ∇ ·𝑈 =
1

𝜌𝑐𝑝𝑇

(︃
∇ · 𝜆∇𝑇 +

∑︁
𝑚

𝜌𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥∇𝑌𝑚∇ℎ𝑚

)︃
+

+
1

𝜌

∑︁
𝑚

𝑊

𝑊𝑚
(∇ · 𝜌𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥∇𝑌𝑚) +

1

𝜌

∑︁
𝑚

(︂
𝑊

𝑊𝑚
− ℎ𝑚

𝑐𝑝𝑇

)︂
𝜔̇𝑚 (17)

и вместе с соотношениями (4)–(7) составляют модель, для замыкания кото-
рой остается описать источниковый член 𝜔̇𝑚, отвечающий за приток компо-
нента в результате химических реакций; коэффициенты переноса для смеси
(вязкость 𝜇, теплопроводность 𝜆, коэффициент диффузии 𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥); а также
теплофизические свойства смеси (теплоемкость 𝑐𝑝 и энтальпия ℎ). Для их
вычисления потребуются соответствующие величины для отдельных компо-
нент.

3 Уравнения химических реакций

С точки зрения моделирования нестационарных трехмерных реагирую-
щих течений методами вычислительной гидродинамики, наличие реакций
делает уравнения переноса компонент (1) и уравнение для энергии смеси (3)
взаимосвязанными [1,2]. Для эффективной практической реализации исполь-
зуется процедура расщепления по физическим процессам [16], в результате
чего расчет химических реакций выделяется в отдельный шаг и заключается
в решении системы уравнений:

𝜕𝜌𝑌𝑚

𝜕𝑡
= 𝜔̇𝑚,

𝜌𝑐𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= −

∑︁
𝑚

ℎ𝑚𝜔̇𝑚.

(18)

Заметим, что при расщеплении вместо уравнения (3), использовалась его эк-
вивалентная запись в виде (12), в которой 𝑇 и 𝜔̇𝑚 фигурируют явно.

Модель химических реакций описывается следующим образом.
Предположим, что реагирующая смесь состоит из 𝑀 химических компо-

нент, между которыми может протекать 𝑁 реакций вида∑︁
𝑚

𝜈
′

𝑚𝑛𝐶𝑚 ⇐⇒
∑︁
𝑚

𝜈
′′

𝑚𝑛𝐶𝑚, 𝑛 = 1, 𝑁.

Здесь 𝐶𝑚 обозначет химический символ компонента 𝑚, а 𝜈
′

𝑚𝑛 и 𝜈
′′

𝑚𝑛 – стехио-
метрические коэффициенты компонента 𝑚 в реакции 𝑛.
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Массовый приток (массовая скорость реакции) для компонента 𝑚 опре-
деляется суммированием по всем реакциям:

𝜔̇𝑚 =
∑︁
𝑛

𝜔̇𝑚𝑛 = 𝑊𝑚

∑︁
𝑛

𝜈𝑚𝑛𝑄𝑛, 𝑚 = 1,𝑀, (19)

где 𝜈𝑚𝑛 = 𝜈
′′

𝑚𝑛 − 𝜈
′

𝑚𝑛, а 𝑄𝑛 – скорость протекания 𝑛-й реакции.
При использовании детальной кинетической схемы скорости реакции за-

писываются в виде

𝑄𝑛 = 𝐾𝑓𝑛

∏︁
𝑚

[𝑋𝑚]𝜈
′
𝑚𝑛 −𝐾𝑟𝑛

∏︁
𝑚

[𝑋𝑚]𝜈
′′
𝑚𝑛 .

Здесь 𝐾𝑓𝑛 и 𝐾𝑟𝑛 – константы скорости прямой и обратной реакций.
Константы скорости прямых реакций определяются из закона Аррениу-

са [2] в виде

𝐾𝑓𝑛 = 𝐴𝑓𝑛𝑇
𝛽𝑛 exp

(︂
− 𝐸𝑛

ℛ𝑇

)︂
,

где 𝐴𝑓𝑛 – предэкспоненциальный множитель, 𝛽𝑛 – показатель степени в тем-
пературном факторе, 𝐸𝑛 – энергия активации.

Константы скорости обратных реакций определяются по константам ско-
рости прямых реакций при помощи констант равновесия:

𝐾𝑟𝑛 =
𝐾𝑓𝑛(︀

𝑝0
ℛ𝑇

)︀∑︀
𝑚 𝜈𝑚𝑛 exp

(︀
Δ𝑠𝑛
ℛ − Δℎ𝑛

ℛ𝑇

)︀ ,
где ∆ℎ𝑛 и ∆𝑠𝑛 – изменение энтальпии и энтропии смеси при переходе от
исходных веществ к продуктам 𝑛-й реакции:

∆ℎ𝑛 =
∑︁
𝑚

𝜈
′′

𝑚𝑛ℎ𝑚 −
∑︁
𝑚

𝜈
′

𝑚𝑛ℎ𝑚

∆𝑠𝑛 =
∑︁
𝑚

𝜈
′′

𝑚𝑛𝑠𝑚 −
∑︁
𝑚

𝜈
′

𝑚𝑛𝑠𝑚

4 Дополнительные соотношения

4.1 Теплофизические свойства веществ

Для каждого вещества (компонента) 𝑚 многокомпонентной реагирующей
смеси необходимо вычислять его теплофизические свойства – теплоемкость
𝑐𝑝,𝑚, энтальпию ℎ𝑚 и энтропию 𝑠𝑚.

Для многих веществ (например, свободных радикалов) полные данные
не могут быть найдены в справочных таблицах, а должны рассчитываться
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на основе молекулярно – кинетической теории, либо определяться экспери-
ментально. Такие исследования были проведены и представлены в виде по-
линомиальных аппроксимаций NASA [18]. Коэффициенты полиномов были
найдены для очень широкого круга веществ, представляющих интрес при
расчете задач горения, а соответствующие данные представлены в стандар-
тизированном формате [19,20].

Для теплофизических свойств вещества используется полиномиальная ап-
проксимация в двух температурных интервалах (как правило, 300 – 1000 K и
1000 – 5000 К, хотя для отдельных веществ границы диапазонов могут быть
другими). Аппроксимирующие полиномы имеют следующий вид (индекс ком-
понента опущен):

𝑐𝑝
ℛ

= 𝑎1 + 𝑎2𝑇 + 𝑎3𝑇
2 + 𝑎4𝑇

3 + 𝑎5𝑇
4 (20)

ℎ

ℛ𝑇
= 𝑎1 +

1

2
𝑎2𝑇 +

1

3
𝑎3𝑇

2 +
1

4
𝑎4𝑇

3 +
1

5
𝑎5𝑇

4 +
𝑎6
𝑇

(21)

𝑠

ℛ
= 𝑎1 ln𝑇 + 𝑎2𝑇 +

1

2
𝑎3𝑇

2 +
1

3
𝑎4𝑇

3 +
1

4
𝑎5𝑇

4 + 𝑎7. (22)

При необходимости другие термодинамические параметры индивидуаль-
ных веществ (теплоемкость при постоянном объеме 𝑐𝑣 и внутренняя энер-
гия 𝑢) вычисляются как функции 𝑐𝑝, ℎ и 𝑠:

𝑐𝑣 = 𝑐𝑝 −ℛ, (23)
𝑢 = ℎ−ℛ𝑇. (24)

Общая энтальпия смеси, как уже отмечалось ранее, задается уравнени-
ем (6). Аналогично рассчитывается средняя теплоемкость смеси 𝑐𝑝:

𝑐𝑝 =
∑︁
𝑚

𝑌𝑚𝑐𝑝,𝑚. (25)

4.2 Коэффициенты переноса

В настоящей модели коэффициенты переноса рассчитываются на осно-
ве молекулярно – кинетической теории. Подход аналогичен применяемому в
пакете CHEMKIN [21].

Коэффициент динамической вязкости 𝜇𝑚 вычисляется согласно [22] по
следующей формуле:

𝜇𝑚 =
5

16

√
𝜋𝑊𝑚𝑘𝐵𝑇

𝜋𝜎2
𝑚Ω(2,2)

* . (26)
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Здесь 𝜎𝑚 – приведенный столкновительный диаметр Леннарда – Джонса, 𝑘𝐵 –
постоянная Больцмана, Ω(2,2)

*
(𝑇 *

𝑚, 𝛿
*
𝑚) – столкновительный интеграл, явля-

ющийся функцией приведенной температуры 𝑇 *
𝑚 и приведенного дипольного

момента 𝛿*𝑚, имеющих вид

𝑇 *
𝑚 =

𝑘𝐵𝑇

𝜀𝑚
, 𝛿*𝑚 =

1

2

𝜂2𝑚
𝜀𝑚𝜎3

𝑚

,

где 𝜀𝑚 – глубина потенциальной ямы потенциала Леннарда – Джонса, а 𝜂𝑚 –
дипольный момент. Значение интеграла столкновений Ω(2,2)

*
определяется со-

гласно табличным данным [23].
Вязкость смеси описывается формулой Уилке [24]:

𝜇 =
∑︁
𝑚

(︃
𝑋𝑚𝜇𝑚

⧸︃∑︁
𝑙

𝑋𝑙Φ𝑚𝑙

)︃
, (27)

где

Φ𝑚𝑙 =
1√
8

(︂
1 +

𝑊𝑚

𝑊𝑙

)︂− 1
2

(︃
1 +

(︂
𝜇𝑚

𝜇𝑙

)︂ 1
2
(︂

𝑊𝑙

𝑊𝑚

)︂ 1
4

)︃2

.

Коэффициент теплопроводности индивидуального вещества 𝜆𝑚 определя-
ется следующим соотношением, учитывающим вклад поступательных (trans),
вращательных (rot) и колебательных (vibr) степеней свободы [25]:

𝜆𝑚 =
𝜇𝑚

𝑊𝑚
(𝑓𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠𝑐𝑣,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 + 𝑓𝑟𝑜𝑡𝑐𝑣,𝑟𝑜𝑡 + 𝑓𝑣𝑖𝑏𝑟𝑐𝑣,𝑣𝑖𝑏𝑟) . (28)

Здесь

𝑓𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
5

2

(︂
1 − 2

𝜋

𝑐𝑣,𝑟𝑜𝑡
𝑐𝑣,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠

𝐴

𝐵

)︂
, 𝑓𝑟𝑜𝑡 =

𝜌𝐷𝑚𝑚

𝜇𝑚

(︂
1 +

2

𝜋

𝐴

𝐵

)︂
, 𝑓𝑣𝑖𝑏𝑟 =

𝜌𝐷𝑚𝑚

𝜇𝑚
,

𝐴 =
5

2
− 𝜌𝐷𝑚𝑚

𝜇𝑚
, 𝐵 = 𝑍𝑟𝑜𝑡 +

2

𝜋

(︂
5

3
𝑐𝑣,𝑟𝑜𝑡 +

𝜌𝐷𝑚𝑚

𝜇𝑚

)︂
.

Молярная теплоемкость имеет различный вид в зависимости от строения
молекулы. Для линейной молекулы имеем:

𝑐𝑣,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
3

2
ℛ, 𝑐𝑣,𝑟𝑜𝑡 = ℛ, 𝑐𝑣,𝑣𝑖𝑏𝑟 = 𝑐𝑣 −

5

2
ℛ.

Для нелинейных молекул соответствующие формулы имеют следующий вид:

𝑐𝑣,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
3

2
ℛ, 𝑐𝑣,𝑟𝑜𝑡 =

3

2
ℛ, 𝑐𝑣,𝑣𝑖𝑏𝑟 = 𝑐𝑣 − 3ℛ.
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Наконец, для одноатомных молекул вклад вращательных и колебательных
степеней свободы отсутствует, поэтому

𝑐𝑣,𝑡𝑟𝑎𝑛𝑠 =
3

2
ℛ, 𝑐𝑣,𝑟𝑜𝑡 = 0, 𝑐𝑣,𝑣𝑖𝑏𝑟 = 0.

Столкновительное число 𝑍𝑟𝑜𝑡, описывающее вращательную релаксацию мо-
лекул, является функцией температуры. Предполагается, что оно известно
при 298 K, тогда его температурная зависимость имеет вид [26]:

𝑍𝑟𝑜𝑡(𝑇 ) = 𝑍𝑟𝑜𝑡(298)
𝐹 (298)

𝐹 (𝑇 )
,

𝐹 (𝑇 ) = 1 +
𝜋3/2

2

(︂
𝜀𝑚/𝑘𝐵
𝑇

)︂1/2

+

(︂
𝜋2

4
+ 2

)︂(︂
𝜀𝑚/𝑘𝐵
𝑇

)︂
+ 𝜋3/2

(︂
𝜀𝑚/𝑘𝐵
𝑇

)︂3/2

.

Коэффициент теплопроводности смеси газов описывается соотношением [27]

𝜆 =
1

2

(︃∑︁
𝑚

𝑋𝑚𝜆𝑚 + 1

⧸︃∑︁
𝑚

𝑋𝑚

𝜆𝑚

)︃
. (29)

Бинарные коэффициенты диффузии определяются для каждой пары ком-
понент 𝑚 и 𝑙 согласно [22]:

𝐷𝑚𝑙 =
3

16

√︀
2𝜋𝑘2𝐵𝑇

3/𝑊𝑚𝑙

𝑝0𝜋𝜎2
𝑚𝑙Ω

(1,1)*
. (30)

Здесь 𝑊𝑚𝑙 = 2𝑊𝑚𝑊𝑙/(𝑊𝑚 + 𝑊𝑙) – приведенная молекулярная масса данной
пары компонент, 𝜎𝑚𝑙 – приведенный столкновительный диаметр, Ω(1,1)* (𝑇 *

𝑚𝑙, 𝛿
*
𝑚𝑙) –

столкновительный интеграл, являющийся функцией приведенной температу-
ры 𝑇 *

𝑚𝑙 и приведенного дипольного момента 𝛿*𝑚𝑙, имеющих вид

𝑇 *
𝑚𝑙 =

𝑘𝐵𝑇

𝜀𝑚𝑙
, 𝛿*𝑚𝑙 =

1

2

𝜂2𝑚𝑙

𝜀𝑚𝑙𝜎3
𝑚𝑙

,

где 𝜀𝑚𝑙 – глубина потенциальной ямы потенциала Леннарда – Джонса пары
компонент 𝑚 и 𝑙. Аналогично столкновительному интегралу Ω(2,2)

*
, значение

интеграла Ω(1,1)
*
определяется согласно табличным данным [23].

Если обе молекулы компонент являются полярными, или обе являются
неполярными, то

𝜎𝑚𝑙 =
1

2
(𝜎𝑚 + 𝜎𝑙), 𝜀2𝑚𝑙 = 𝜀𝑚𝜀𝑙, 𝜂2𝑚𝑙 = 𝜂𝑚𝜂𝑙.
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Если же одна из молекул является неполярной (индекс 𝑛), а другая полярной
(индекс 𝑝), то

𝜎𝑛𝑝 =
1

2
(𝜎𝑛 + 𝜎𝑝)𝜉

−1/6, 𝜀2𝑚𝑙 = 𝜉4𝜀𝑛𝜀𝑝, 𝜂𝑚𝑙 = 0,

где

𝜉 = 1 +
1

4
𝛼*
𝑛𝜂

*
𝑝

√︂
𝜀𝑝
𝜀𝑛
.

Здесь 𝛼*
𝑛 – приведенная поляризуемость неполярной молекулы 𝑛, 𝜂*𝑝 – приве-

денный дипольный момент полярной молекулы 𝑝:

𝛼*
𝑛 =

𝛼𝑛

𝜎3
𝑛

, 𝜂*𝑝 =
𝜂𝑝√︁
𝜀𝑝𝜎3

𝑝

.

Средний по смеси коэффициент диффузии вычисляется через бинарные
коэффициенты диффузии 𝐷𝑚𝑙 по формуле Гиршфельдера и Кертисса [22]:

𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥 =
1 − 𝑌𝑚∑︀

𝑙 ̸=𝑚𝑋𝑙/𝐷𝑙𝑚
. (31)

4.3 Коррекция диффузионных потоков

Известная проблема [28, 29] модели средних по смеси диффузионных по-
токов состоит в том, что коэффициенты𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥 определяются таким образом,
что соотношение (8) не удовлетворяет условию нормировки (4), т.е.∑︁

𝑚

ℱ (𝑚𝑖𝑥)
𝑚 ̸= 0, ℱ (𝑚𝑖𝑥)

𝑚 = 𝜌𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥∇𝑌𝑚.

Стандартный метод решения данной проблемы заключается в введении спе-
циальной поправки 𝑉 𝑐 к вектору скорости, задаваемой следующим образом:

𝜌𝑉 𝑐 =
∑︁
𝑚

ℱ (𝑚𝑖𝑥)
𝑚 .

Скорректированный диффузионный поток записывается в виде

ℱ𝑚 = ℱ (𝑚𝑖𝑥)
𝑚 + 𝜌𝑌𝑚𝑉 𝑐. (32)

Таким образом,
∑︀

𝑚ℱ𝑚 = 0.
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5 Заключение

В данной работе представлена математическая модель, описывающая класс
существенно дозвуковых течений с химическими реакциями, которая легла в
основу разработанного авторами программного комплекса TCS 3D.

Модель основана на уравнениях Навье – Стокса в приближении малых
чисел Маха, которое позволяет при численной реализации снять связанные
со скоростью звука ограничения на шаг по времени. Основные уравнения
модели имеют вид (14)–(17), и замыкаются соотношениями (4)–(7), (19), (25),
(27), (29), (31).

Сформулированная математическая постановка задачи применима к ре-
шению задач ламинарного и турбулентного горения. Ее численная реализа-
ция требует применения методов, учитывающих особенности реагирующих
потоков – наличие тонких фронтов пламени, которые необходимо разрешать
сквозным образом.

В последующих публикациях будут описаны схема решения уравнений
представленной математической модели, алгоритмы вычислительного ядра
и параллельной версии программного комплекса. В частности, будет описан
метод адаптивного измельчения сетки и метод решения уравнений на исполь-
зуемых в нем многоуровневых иерархиях сеток.
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Список обозначений

𝑝 полное давление смеси

𝑝0 среднее (термодинамическое) давление смеси

𝜋 динамическое отклонение давления смеси

𝜌 плотность смеси

𝑇 температура смеси

𝑇0 референтное значение температуры

𝐸 полная энергия смеси

ℎ энтальпия смеси

ℎ𝑚 энтальпия компонента 𝑚

𝜇 динамическая вязкость смеси

𝜇 динамическая вязкость компонента 𝑚

𝜆 коэффициент теплопроводности смеси

𝜆
′

парциальный коэффициент теплопроводности смеси

𝜆𝑚 коэффициент теплопроводности компонента 𝑚

𝑊 средняя молекулярная масса смеси

𝑊𝑚 молекулярная масса компонента 𝑚

𝑊𝑚𝑙 приведенная молекулярная масса пары компонент 𝑚 и 𝑙

𝐷𝑚,𝑚𝑖𝑥 средний по смеси коэффициент диффузии компонента 𝑚

𝐷𝑚,𝑙 бинарный коэффициент диффузии комп. 𝑚 относительно комп. 𝑙

𝑐𝑝 теплоемкость смеси при постоянном давлении

𝑐𝑝,𝑚 теплоемкость компонента 𝑚 при постоянном давлении

𝑐𝑣,𝑚 теплоемкость компонента 𝑚 при постоянном объеме

𝜃𝑚 термодиффузионный коэффициент компонента 𝑚
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𝑌𝑚 относительная массовая концентрация компонента 𝑚

𝑋𝑚 относительная объемная концентрация компонента 𝑚

𝜔̇𝑚 приток компонента 𝑚 за счет химических реакций

𝑠𝑚 энтропия компонента 𝑚

𝑢𝑚 внутренняя энергия компонента 𝑚

𝐶𝑚 химический символ компонента 𝑚

𝑄𝑛 скорость протекания реакции 𝑛

𝜈
′,′′
𝑚𝑛 стехиометрические коэффициенты компонента 𝑚 в реакции 𝑛

𝐾𝑓𝑛 константа скорости прямой реакции в формуле закона Аррениуса

𝐾𝑟𝑛 константа скорости обратной реакции в формуле закона Аррениуса

𝐴𝑓𝑛 предэкспоненциальный множитель в формуле закона Аррениуса

𝛽𝑛 энергия активации в формуле закона Аррениуса

𝐸𝑛 показатель степени в температурном факторе в формуле закона
Аррениуса

𝜎𝑚 приведенный столкновительный диаметр Леннарда – Джонса
компонента 𝑚

𝜎𝑚𝑙 приведенный столкновительный диаметр Леннарда – Джонса
пары компонент 𝑚, 𝑙

𝜀𝑚 глубина потенциальной ямы потенциала Леннарда – Джонса
компонента 𝑚

𝜀𝑚𝑙 глубина потенциальной ямы потенциала Леннарда – Джонса
пары компонент 𝑚, 𝑙

𝑇 *
𝑚 приведенная температура компонента 𝑚

𝑇 *
𝑚𝑙 приведенная температура компонент 𝑚 и 𝑙

𝜂𝑚 дипольный момент компонента 𝑚

𝜂𝑚𝑙 дипольный момент пары компонент 𝑚 и 𝑙

𝛿*𝑚 приведенный дипольный момент компонента 𝑚
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𝛿*𝑚𝑙 приведенный дипольный момент пары компонент 𝑚 и 𝑙

𝛼*
𝑛 приведенная поляризуемость неполярной молекулы 𝑛

𝜂*𝑝 приведенный дипольный момент полярной молекулы 𝑝

𝑍𝑟𝑜𝑡 столкновительное число

Ω(1,1)* 1-й столкновительный интеграл

Ω(2,2)* 2-й столкновительный интеграл

𝑘𝐵 постоянная Больцмана

ℛ универсальная газовая постоянная

𝒮 дивергентное ограничение на вектор скорости

𝐼 единичный тензор

𝑈 вектор скорости смеси

𝜏 тензор вязких напряжений

ℱ𝑚 вектор диффузионного потока компонента 𝑚

𝒬 вектор потока тепла для смеси
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