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УДК 514.765+517.938

Александр Борисович Батхин, Александр Дмитриевич Брюно

Исследование одной вещественной алгебраической поверхности. Препринт

Института прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН, Москва, 2014

Дается описание некоторого вещественного алгебраического многообразия

в R3. Это многообразие играет важную роль в исследовании нормализованного

потока Риччи на обобщенных пространствах Уоллаха. Для понимания струк-

туры многообразия дается описание всех его особых точек. В силу наличия

внутренней симметрии изучаемого объекта, часть исследования проводится с

использованием элементарных симметрических многочленов. Все вычисления

в препринте выполнены с использованием алгоритмов компьютерной алгебры,

в частности, с использованием базисов Грёбнера и алгоритмов работы с полино-

миальными идеалами. В качестве сопутствующего результата сформулировано и

доказано утверждение о структуре дискриминантной поверхности кубического

многочлена.

Ключевые слова: поток Риччи, вещественная алгебраическая поверхность,

особая точка.
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On investigation of the certain real algebraic surface

We provide the description of the certain real algebraic variety in R3. This variety

plays an important role in investigation of the normalized Ricci flow on generalized

Wallach spaces. We provide the description of the all singular points of the variety. All

computations in the preprint were done with the help of computer algebra algorithms,

in particular with the help of Gröbner basis and algorithms of polynomial ideals. We

stated and proved an auxiliary result on the structure of the discriminant surface of

the cubic polynomial.
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Введение

В работах [1—3] начато исследование трехпараметрического семейства спе-

циальных однородных пространств с точки зрения нормализованного потока

Риччи. Поток Риччи в этом случае задает эволюцию инвариантных (однородных)

римановых метрик на рассматриваемых однородных пространствах. Уравне-

ние нормализованного потока Риччи сводится к системе двух обыкновенных

дифференциальных уравнений с тремя параметрами 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3:

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3),
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), (1)

где 𝑓1 и 𝑓2 — некоторые конкретные функции.

Особым точкам этой системы соответствуют инвариантные метрики Эйн-

штейна. В особой (неподвижной) точке 𝑥01, 𝑥
0
2 система (1) имеет два собственных

числа 𝜆1, 𝜆2. Если хотя бы одно из них равно нулю, то особая точка 𝑥01, 𝑥
0
2 на-

зывается вырожденной. В [1—3] доказана теорема, что множество Ω значений

параметров 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, при которых система (1) имеет хотя бы одну вырожденную

особую точку, описывается уравнением

𝑄(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)
def
=(2𝑠1 + 4𝑠3 − 1)(64𝑠51 − 64𝑠41 + 8𝑠31 + 240𝑠21𝑠3 − 1536𝑠1𝑠

2
3−

− 4096𝑠33 + 12𝑠21 − 240𝑠1𝑠3 + 768𝑠23 − 6𝑠1 + 60𝑠3 + 1)−
− 8𝑠1𝑠2(2𝑠1 + 4𝑠3 − 1)(2𝑠1 − 32𝑠3 − 1)(10𝑠1 + 32𝑠3 − 5)−
− 16𝑠21𝑠

2
2(52𝑠

2
1 + 640𝑠1𝑠3 + 1024𝑠23 − 52𝑠1 − 320𝑠3 + 13)+

+ 64(2𝑠1 − 1)𝑠32(2𝑠1 − 32𝑠3 − 1) + 2048𝑠1(2𝑠1 − 1)𝑠42 = 0,

(2)

где 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3 — элементарные симметрические многочлены, равные соответ-

ственно

𝑠1 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3, 𝑠2 = 𝑎1𝑎2 + 𝑎1𝑎3 + 𝑎2𝑎3, 𝑠3 = 𝑎1𝑎2𝑎3. (3)

Здесь мы описываем строение вещественного алгебраического многообразия

Ω в R3.

Препринт состоит из введения, трех разделов и заключения. В разделе 1

дается схема вывода уравнения (2) и рассматриваются некоторые свойства сим-

метрических многочленов, поскольку часть вычислений проще выполнять в

переменных 𝑠𝑖. В разделе 2 вычисляются все особые точки множества Ω. В
разделе 3 приводится описание всех компонент множества Ω и их взаимного

расположения в R3.

Далее в тексте полужирный шрифт означает вектор из пространства R3,

например, a
def
=(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3).



– 4 –

1. Уравнение алгебраического множества Ω
В [1—3] рассматривались уравнения нормализованного потока Риччи на

обобщенных пространствах Валлаха. Эти уравнения представляют собой си-

стему трех обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка в

нормальной форме Коши относительно переменных x
def
=(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) инвариант-

ной римановой метрики:

𝑥̇𝑖 = 𝑓𝑖(x, a), 𝑖 = 1,2,3,

𝑓𝑖 = −1− 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑔𝑖(x)

𝑥1𝑥2𝑥3
+ 𝑥𝑖𝐵,

𝐵 =

(︂
1

𝑎1𝑥1
+

1

𝑎2𝑥3
+

1

𝑎3𝑥3
− 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23

𝑥1𝑥2𝑥3

)︂
·
(︂

1

𝑎1
+

1

𝑎2
+

1

𝑎3

)︂−1

,

(4)

где 𝑔𝑖 = 𝑥2𝑖 − 𝑥2𝑘 − 𝑥2𝑙 , а индексы 𝑖, 𝑘, 𝑙 берутся как результат циклической

перестановки тройки (1,2,3).

Величина 𝑉 =
∏︀3

𝑖=1 𝑥
1/𝑎𝑖
𝑖 есть первый интеграл системы (4), что позволяет

свести ее к системе (1).

Правые части системы (4) зависят от трех параметров a. Особый интерес

представляют собой те значения параметров a, для которых исследуемая система

ОДУ имеет особые точки, которым соответствуют метрики Эйнштейна.

Рассматривается множество особых точек

Ω = {(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ∈ R3| (1) имеет хотя бы одну вырожденную особую точку}.

В [1, Lemma 4] доказано утверждение, что если точка a принадлежит мно-

жеству Ω и для нее 𝑠2 ̸= 0 и 𝑠3 ̸= 0, то она является корнем многочлена 𝑄
из (2).

Для получения многочлена 𝑄 в работе [1] было проделано следующее:

1) получены выражения двух знаменателей правых частей системы (4) (тре-

тий знаменатель это линейная комбинация двух других);

2) вычислена линейная часть системы (4) в точках, отличных от начала

координат, и для ее матрицы Якоби найден характеристический многочлен 𝑝(𝜆);
3) многочлен 𝑝(𝜆) это кубический многочлен со свободным членом тож-

дественно равным нулю. Для него выписано условие, при котором он имеет

нулевой корень кратности 2; последнее условие есть критерий того, что систе-

ма (4) вырождена [1, Lemma 2];

4) поскольку три многочлена, полученные в пп. 1 и 3, являются однород-

ными по переменным x, то переменную 𝑥3 полагают равной 1 и вычисляют

элиминационный идеал;

5) многочлен 𝑄 есть нетривиальный множитель этого идеала, и он опреде-

ляется выражением (2) в переменных s.
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В [1—3] исследована особая точка 𝑃1 = (1/4,1/4,1/4) многочлена (2), но
там же отмечено, что представляет интерес изучение и других особых точек,

удовлетворяющих условию 𝑠2 ̸= 0.
Далее предлагается исследование всех особых точек вещественного много-

образия Ω = {a ∈ R3|𝑄(a) = 0}. Это исследование предполагает последователь-
ное изучение всех особых точек различных порядков, описание многообразия Ω
вблизи этих особых точек и вдоль регулярных компонент, а также описание его

глобальной структуры.

Отметим, что исследование множества Ω проще проводить в переменных s,

поскольку в них уже учтена внутренняя симметрия многочлена 𝑄 относительно

произвольной перестановки переменных 𝑎𝑖. Наличие этой перестановочной сим-
метрии приводит к тому, что множество Ω инвариантно относительно цикличе-

ской группы поворотов пространстваR3 вокруг оси симметрии с направляющим

вектором (1,1,1) на угол 2𝑛𝜋/3, 𝑛 ∈ N. Тем не менее изучение части особых

точек удается непосредственно в переменных a, а остальных — в переменных s

с последующей интерпретацией полученных результатов в переменных a.

О структуре дискриминантной поверхности кубического многочлена. Пе-

ременные a можно рассматривать как корни некоторого вспомогательного куби-

ческого многочлена 𝜒(𝑦) с коэффициентами s:

𝜒(𝑦)
def
= 𝑦3 − 𝑠1𝑦

2 + 𝑠2𝑦 − 𝑠3. (5)

Поскольку исследуется вещественное множество, то в пространстве симмет-

рических переменных s выделяются только те значения, которые обеспечивают

вещественность корней многочлена 𝜒. Условие вещественности корней много-
члена (5) формулируются с помощью его дискриминанта 𝐷(𝜒)

𝐷(𝜒) = −4𝑠31𝑠3 + 𝑠21𝑠
2
2 + 18𝑠1𝑠2𝑠3 − 4𝑠32 − 27𝑠23, (6)

который с точностью до знака есть результант многочленов 𝜒(𝑦) и 𝜒′(𝑦).
Если все коэффициенты многочлена (5) вещественны, то поверхность

𝒟(𝜒)
def
={s|𝐷(𝜒) = 0}, называемая дискриминантной, делит пространство своих

коэффициентов s на две области: Σ1 — в которой все корни вещественные и Σ2

— в которой имеется пара взаимно сопряженных комплексных корней.

Утверждение 1. Для того чтобы многочлен (5) имел все корни вещественные,

необходимо и достаточно, чтобы его коэффициенты s удовлетворяли неравен-

ству 𝐷(𝜒) > 0.

Следующее утверждение позволяет конструктивно описать дискриминант-

ную поверхность.
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Утверждение 2. Дискриминантная поверхность 𝒟(𝜒) является линейчатой
развертывающейся поверхностью и имеет следующую параметризацию:

𝒟(𝜒) : {𝑠1 = 3𝑡+ 𝑢, 𝑠2 = 3𝑡2 + 2𝑡𝑢, 𝑠3 = 𝑡3 + 𝑡2𝑢}. (7)

Дискриминантная поверхность имеет однопараметрическое семейство особых

точек в виде пространственной гладкой кривой 𝜎, являющейся огибающей

множества прямых и имеющей параметризацию

𝜎 : {𝑠1 = 3𝑡, 𝑠2 = 3𝑡2, 𝑠3 = 𝑡3}. (8)

На этой кривой многочлен (5) имеет единственный корень кратности три.

Доказательство. Если многочлен (5) с вещественными коэффициентами имеет

единственный корень кратности три, то 𝜒 = (𝑦 − 𝑡)3, и, следовательно, его
коэффициенты задаются формулой (8).

Если многочлен 𝜒(𝑦) имеет корень кратности два, то все корни его веще-
ственные. Представим в этом случае многочлен 𝜒 в виде 𝜒 = (𝑦− 𝑡)2(𝑦−(𝑡+𝑢)).
Тогда его коэффициенты задаются формулой (7). С другой стороны, кривая 𝜎,
как огибающая семейства прямых, имеет всюду ненулевой касательный вектор

𝜏 = (3,6𝑡,3𝑡2). Если на каждой из прямых с направляющим вектором 𝜏 ввести

параметр 𝑢/3, то получим параметрическое представление развертывающейся

линейчатой поверхности [4], совпадающее с (7).

Матрица Якоби преобразования (3), определяющего переход от симметриче-

ских переменных s к переменным a, имеет вид

𝒥 def
=
𝜕s

𝜕a
=

⎛⎝ 1 1 1
𝑎2 + 𝑎3 𝑎1 + 𝑎3 𝑎1 + 𝑎2
𝑎2𝑎3 𝑎1𝑎3 𝑎1𝑎2

⎞⎠ ,

а ее якобиан 𝐽 равен

𝐽
def
= det𝒥 = (𝑎1 − 𝑎2)(𝑎2 − 𝑎3)(𝑎1 − 𝑎3).

Следовательно, это преобразование вырождено на трех взаимно симметричных

плоскостяхℳ𝑖, называемых нами исключительными:

ℳ1 : 𝑎1 = 𝑎2, ℳ2 : 𝑎2 = 𝑎3, ℳ3 : 𝑎3 = 𝑎1. (9)

Отметим, что, исключая с помощью соотношений (3) из выражения дискрими-

нанта (6) переменные s, получим, что𝐷(𝜒) = 𝐽2. Таким образом, дискриминант-

ная поверхность 𝒟 в переменных a есть объединение исключительных плоско-

стей (9), которые, в свою очередь, пересекаются по оси симметрии 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3,
на которой все три корня совпадают.
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Наконец, для упрощения графического представления полученных результа-

тов авторы выполнили еще одно линейное преобразование, повернув простран-

ство параметров a так, чтобы ось симметрии с вектором (1,1,1) совпала с аппли-
катой (вертикалью), а все переменные a умножили на величину

√
3, что позволи-

ло сохранить рациональность коэффициентов многочлена 𝑄 в новых перемен-

ных. Такое преобразование задается композицией матрицы diag
(︀√

3,
√
3,
√
3
)︀
и

матрицы поворота на угол arccos
1√
3
вокруг оси (1,−1,0). Переход a =𝑀A от

старых переменных a к новым A задается матрицей

𝑀 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 +

√
3

6

1−
√
3

6

1

3
1−

√
3

6

1 +
√
3

6

1

3

−1

3
−1

3

1

3

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Указанное преобразование переводит плоскости

ℒ𝑐 : {a ∈ R3|𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = 𝑐}, где 𝑐 = const ∈ R,

ортогональные оси симметрии, в плоскости с уравнением𝐴3 = 𝑐. В пространстве

симметрических переменных s плоскостям ℒ𝑐 соответствуют плоскости 𝑠1 = 𝑐.
Плоскости ℒ𝑐 используются в дальнейшем для описания глобальной струк-

туры множества Ω (см. раздел 3).

2. Особые точки множества Ω

Определение 1. Пусть𝜙(𝑋)—некоторый многочлен. Точка𝑋 = 𝑋0 множества

𝜙(𝑋) = 0 называется особой точкой 𝑘-го порядка, если в этой точке обращаются
в нуль все частные производные многочлена 𝜙(𝑋) по 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 до 𝑘-го порядка
включительно и не обращается в нуль хотя бы одна частная производная порядка

𝑘 + 1.

Особые точки 𝑘-го порядка множества 𝜙(𝑋) = 0 определения 1 удобно

вычислять с помощью базисов Грёбнера (см., например, [5]) соответствующих

идеалов по следующей схеме.

1. Составляется идеал 𝒥𝑘, состоящий из многочлена 𝜙 и всех его частных

производных до 𝑘-го порядка включительно.
2. Проверяется гильбертова размерность идеала 𝒥 . Если она равна нулю, то

для каждой из переменных 𝑥𝑖 можно вычислить многочлен 𝜓𝑖(𝑥𝑖) наименьшей
степени, зависящий только от 𝑥𝑖, который входит в идеал 𝒥 . Для каждого из

многочленов 𝜓𝑖(𝑥𝑖) проверяется условие существования вещественных корней,
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и в случае его выполнения эти корни могут быть найдены либо точно, либо

приближенно.

3. Если идеал 𝒥 не является нульмерным, то вначале имеет смысл разло-

жить его на примарные идеалы 𝒫𝒥 𝑘 и исследовать в первую очередь те из них,

которые не являются нульмерными. Пусть 𝒫𝒥 𝑘 — один из таких идеалов. Если

размерность нулей этого идеала равна 1, то, построив его базис Грёбнера, в каче-

стве первого элемента базиса получим многочлен 𝜓(𝑥𝑖, 𝑥𝑗) от двух переменных.
Вычисляем род алгебраической кривой, задаваемой нулями этого многочлена.

Если он равен нулю, то нули идеала 𝒫𝒥 𝑘 можно описать в виде однопараметри-

ческого семейства, представленного в виде рациональных функций.

Таблица 1. Особые точки порядка 3

Название Коорд. a Коорд. A

𝑃
(3)
1

(︂
1

4
,
1

4
,
1

4

)︂ (︂
0,0,

3

4

)︂
𝑃

(3)
2

(︂
−1

2
,−1

2
,−1

2

)︂ (︂
0,0,−3

2

)︂
𝑃

(3)
3

(︂
−1

2
,
1

2
,
1

2

)︂ (︃
−1 +

√
3

2
,

√
3− 1

2
,
1

2

)︃

𝑃
(3)
4

(︂
1

2
,−1

2
,
1

2

)︂ (︃√
3− 1

2
,−1 +

√
3

2
,
1

2

)︃
𝑃

(3)
5

(︂
1

2
,
1

2
,−1

2

)︂ (︂
1,1,

1

2

)︂

Вычисления особых точек множества Ω порядков 2 и 3 проводились в пере-

менных a. Однако на имеющихся у авторов вычислительной технике и программ-

ном обеспечении вычислить базис Грёбнера с лексикографическим порядком,

а следовательно, и нули идеала 𝒥1 в этих переменных не удалось. Здесь при-

шлось проводить соответствующие вычисления в переменных s, а полученные

результаты интерпретировать в переменных a или A.

Особые точки второго и третьего порядков множестваΩ. Эти точки удалось
вычислить в исходных переменных a.

Идеал𝒥3 оказался нульмерным и был разложен на 4 примарных идеала, нули

которых дали 5 особых точек третьего порядка. Их координаты приведены в

таблице 1 и даны в исходных переменных a и переменных A, которые исполь-
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зуются для визуализации множества Ω. Точки 𝑃
(3)
1,2 лежат на оси симметрии,

а три остальные — в плоскости ℒ1/2 : {𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 = 1/2}, которая играет
существенную роль в понимании структуры множества Ω.

Идеал 𝒥2 также нульмерный и раскладывается на семь примарных идеалов.

Первый из них не имеет вещественных нулей, следующие четыре идеала дают

ранее вычисленные особые точки третьего порядка 𝑃
(3)
𝑖 , наконец, два оставших-

ся идеала определяют три взаимно симметричные особые точки второго порядка

𝑃
(2)
𝑖 , приведенные в таблице 2.

Таблица 2. Особые точки порядка 2

Название Коорд. a Коорд. A

𝑃
(2)
1

(︂
1

2
,0,0

)︂ (︃
1 +

√
3

4
,
1−

√
3

4
,
1

2

)︃

𝑃
(2)
2

(︂
0,

1

2
,0

)︂ (︃
1−

√
3

4
,
1 +

√
3

4
,
1

2

)︃
𝑃

(2)
3

(︂
0,0,

1

2

)︂ (︂
−1

2
,−1

2
,
1

2

)︂

Поскольку особые точки порядков два и три образуют конечное дискретное

множество, то они либо представляют собой изолированные особенности, ли-

бо точки пересечения (касания) однопараметрических семейств особых точек

первого порядка.

Особые точки первого порядка множества Ω. Эти точки вычислить непо-

средственно в переменных a у авторов не получилось, поэтому вычисления

проводились в симметрических переменных s.

В силу того, что преобразование (3) вырождено на исключительных плоско-

стяхℳ𝑖, то особые точки на них нужно исследовать отдельно. При этом в силу

симметрии достаточно изучить особые точки на одной из трех исключительных

плоскостей.

Особые точки на плоскости ℳ1. Подставим в многочлен 𝑄(a) уравнение
𝑎2 = 𝑎1 исключительной плоскостиℳ1 и разложим полученное выражение на

множители:

̃︀𝑄(𝑎1, 𝑎3) = −(2𝑎3+1)(8𝑎1𝑎3+8𝑎23−4𝑎1−4𝑎3+1)(16𝑎31+16𝑎21𝑎3−4𝑎1−2𝑎3+1)3.
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что только третий множитель

𝑓(𝑎1, 𝑎3) = 16𝑎31 + 16𝑎21𝑎3 − 4𝑎1 − 2𝑎3 + 1

является нулем идеала 𝒥1(a). Два первых множителя являются результатом

сечения множества Ω плоскостьюℳ1.

Алгебраическая кривая 𝑓(𝑎1, 𝑎3) = 0 представляет собой кривую рода ноль

и допускает рациональную параметризацию, которая дает следующее парамет-

рическое представление множества ℱ особых точек первого порядка, лежащих

в исключительной плоскостиℳ1:

ℱ :

{︂
𝑎1 = 𝑎2 =

𝑡

4
, 𝑎3 = −𝑡

3 − 4𝑡+ 4

4𝑡2 − 8

}︂
.

В переменных A множество ℱ имеет следующее представление:

ℱ :

{︂
𝐴1 = 𝐴2 =

𝑡3 − 3𝑡+ 2

2𝑡2 − 4
, 𝐴3 =

𝑡3 − 4

4𝑡2 − 8

}︂
и показано на плоскости (𝐴1, 𝐴3) на рис. 1. Кривая ℱ состоит из трех компонент

𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, которые попарно связаны друг с другом через бесконечно удаленную

точку. Каждая компонента кривой имеет две ветви, стремящиеся к своей асимп-

тоте. Дальнейшие исследования множества Ω показали, что самая существенная

его перестройка происходит при значении 𝑠1 = 𝐴3 = 1/2, поэтому ветви тех кри-
вых, которые на рис. 1 проходят через прямую𝐴3 = 1/2, имеют дополнительные
обозначения в виде верхнего индекса «+» или «−».

Особые точки первого порядка. Поскольку
𝜕𝑄

𝜕a
= 𝐽T

𝜕𝑄

𝜕s
, то нули идеала𝒥1(a)

могут быть найдены через нули идеала 𝒥1(s) для всех тех точек пространства
R3, для которых 𝐽(a) ̸= 0.

Авторам удалось построить базис Грёбнера идеала 𝒥1(s) с лексикографи-
ческим порядком и выполнить его разложение на примарные идеалы. Из всех

найденных примарных идеалов только три идеала не были нульмерными, т. е.

имели бесконечное множество решений. В нашем случае нулями этих идеалов

являются однопараметрические семейства.

Нули первого из идеалов 𝒥 (1)
1 = {𝑠1 − 3/4, 32𝑠2 − 64𝑠3 − 5} представляют

собой прямую, лежащую в плоскости 𝑠1 = 𝐴3 = 3/4. Эта прямая пересекается с

дискриминантной поверхностью𝒟(𝜒) в точке с координатами

(︂
3

4
,−15

64
,− 25

128

)︂
и имеет одну общую точку

(︂
3

4
,
3

16
,
1

64

)︂
с огибающей 𝜎. Таким образом, в пере-
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менных a и A этому идеалу соответствует некоторая плоская кривая с изолиро-

ванной особой точкой. Кривая является рациональной с параметризацией

𝐴1 = 𝑘 𝑡 ℎ(𝑡), 𝐴2 = 𝑘 ℎ(𝑡), 𝐴3 = −𝑘/3, (10)

где

ℎ(𝑡) =
𝑡2 + 1

(𝑡+ 1)(𝑡2 − 4𝑡+ 1)
, 𝑘 = −9

4
.

На рисунке 10 эта кривая обозначена 𝐺2,3 и состоит из трех взаимно сим-

метричных ветвей и изолированной особой точки 𝑃
(3)
1 , которой соответствует

значение параметра 𝑡 = ±𝑖. По кривой пересекаются поверхности 𝐺2 и 𝐺3,

сечения которых на рис. 1 обозначены 𝑔+2 и 𝑔−3 соответственно.

Нули второго из идеалов 𝒥 (2)
1 = {2𝑠1−1, 𝑠2−2𝑠3} задают прямую в плоско-

сти 𝑠1 = 𝐴3 = 1/2. Эта прямая пересекает дискриминантную поверхность 𝒟(𝜒)
в точке (1/2,0,0) и проходит через точку (−1/2,−1/4,−1/8). В переменных a

или A этим точкам соответствуют особые точки второго порядка 𝑃
(2)
1,2,3 и 𝑃

(3)
3,4,5

соответственно, а лучу — три взаимно симметричные попарно пересекающиеся

в точках 𝑃
(3)
3,4,5 прямые. Эти прямые показаны красным цветом на рис. 13. Еще

три взаимно симметричные прямые, пересекающиеся попарно в особых точках

второго порядка 𝑃
(2)
1,2,3, показаны на рис. 13 синим цветом. Заметим, что сечение

множества Ω плоскостью ℒ1/2 представляет собой шесть прямых, разбитых на

две тройки.

Наконец, нули третьего из найденных идеалов 𝒥 (3)
1 задают в пространстве

переменных s некоторую кривую рода 1. Для исследования этой кривой авто-

ры применили следующий прием. Идеал 𝒥 (3)
1 был пересчитан в переменных

a, и для него был вычислен базис Грёбнера с лексикографическим порядком.

Это позволило первый элемент базиса представить в виде многочлена от двух

переменных 𝑎2 и 𝑎3. Как указано выше, нули этого многочлена задают алгебра-
ическую кривую рода 1, для которой можно построить каноническую форму

Вейерштрасса и, следовательно, получить параметрическое представление кри-

вой через эллиптическую функцию Вейерштрасса и ее производную. На самом

деле, этого не потребовалось, ибо при вычислении особых точек алгебраической

кривой были отобраны только те, которые являются нулями всего идеала 𝒥 (3)
1 .

Исследование кривой в каждой из этих точек показало, что

1) они являются изолированными;

2) они совпадают с ранее вычисленными особыми точками третьего и второго

порядков.

Таким образом, третий из найденных идеалов не дал в вещественном случае

никакой новой информации об особых точках первого порядка.
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Также были исследованы все нульмерные примарные идеалы, которые не

дали новых особых точек.

Итак, имея информацию обо всех особых точках множестваΩ, теперь можно
дать описание его глобальной структуры.

3. Глобальная структура множества Ω
Авторы не ставили перед собой цель в этой работе дать исчерпывающий

локальный анализ множества Ω вблизи всех особенностей так, как это было

сделано в работах [6; 7]. Это планируется сделать в ближайшем будущем. Здесь

дано глобальное описание множества Ω с точки зрения его перестроек при

изменении координаты 𝐴3, т. е. при следовании вдоль оси симметрии.

Условимся о следующей нотации. Каждая двумерная компонента множества

Ω обозначается буквой 𝐹 или 𝐺 с соответствующим нижним индексом в зави-

симости от наличия особых точек первого порядка: 𝐹 ∩ℳ𝑖 = 𝑓 , 𝐺 ∩ℳ𝑖 = 𝑔.
Одномерные множества особых точек обозначаются символом ℱ с соответству-

ющим нижним индексом. Авторы считают, что самая существенная перестройка

множества Ω происходит при переходе через значение 𝑠1 = 𝐴3 = 1/2. Поэтому
те компоненты множества, которые пересекают плоскость ℒ1/2 или касаются ее,

делятся на две части, обозначаемые верхним индексом + или −. Те компоненты,
которые не пересекаются (не касаются) с плоскостью ℒ1/2, не имеют в своем

обозначении указанных выше индексов (+ или −). На сечении множества Ω
исключительной плоскостьюℳ1 соответствующие множества обозначаются

строчным буквами.

Дадим описание структуры множества Ω, двигаясь вдоль оси симметрии
𝐴3 начиная с отрицательных значений 𝐴3 6 −2 до значения 𝐴3 < 1/2, затем
начиная с положительных значений 𝐴3 > 1 до значения 𝐴3 > 1/2 и, наконец,
при 𝐴3 = 1/2.

На рисунках 2—13 изображены сечения множества Ω в координатах 𝐴1, 𝐴2

при

𝐴3 = −2, −3/2, −5/4, 𝜌*, −1, 0, 0.45, 1/2, 0.505, 5/8, 3/4, 1.

Из них на плоскостях

𝐴3 = −3/2, 𝜌, 1/2, 3/4

имеются особые точки порядков 2 и 3 или происходит сращивание отдельных

фрагментов семейств. На остальных плоскостях ℒ𝑐 показано строение этих

семейств между бифуркациями. На рисунках 2—13 пунктирными прямыми

разделены фундаментальные области. Все объекты, приведенные в одной из

фундаментальных областей, повторяются в других областях в силу симметрии

*Значение величины 𝜌 см. ниже в (11)
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преобразования (3). Чтобы не загромождать рисунки, все обозначения приводят-

ся по возможности в одной их фундаментальных областей.

Структура множества Ω при 𝐴3 < 1/2. Рассмотрим, что происходит с множе-
ством Ω при увеличении 𝐴3 от больших отрицательных значений до 𝐴3 < 1/2.

При 𝐴3 < −3/2 множество Ω состоит из четырех компонент 𝐹−
1 , 𝐹2, 𝐺1, 𝐺

−
2

(см. рис. 2). Компонента𝐺1, состоящая из двух частей, не пересекается с другими

компонентами множества, не имеет особых точек и при 𝐴3 → −∞ асимптоти-

чески приближается в плоскости ℳ𝑖 к компоненте 𝐹2. Объединение 𝐺
−
2 ∪ 𝐹2

образует одно семейство (рис. 2).

При 𝐴3 = −3/2 (рис. 3) компонента 𝐺1 касается плоскости ℒ−3/2 вдоль

рациональной кривой с параметризацией, задаваемой формулой (10) для 𝑘 =

9/2. Объединение 𝐺−
2 ∪ 𝐹2 стягивается в одну точку 𝑃

(3)
2 . Компонента 𝐹−

1 при

указанных значениях 𝐴3 также ведет себя изолированно и содержит ветвь 𝑓
−
1

особых точек первого порядка.

Наконец, компонента 𝐺−
2 содержит однопараметрическое семейство 𝑓2 осо-

бых точек первого порядка, которое достигает максимума по переменной 𝐴3

при значении

𝐴3 = 𝜌
def
=−3(𝜁2 + 2)

8𝜁
≈ −1.10676, где 𝜁 =

3

√︁
4 + 2

√
2. (11)

Сечения множества Ω плоскостями ℒ𝑐 при 𝑐 ∈
{︂
−2,−3

2
,−5

4
, 𝜌,−1, 0

}︂
по-

казаны на рисунках 2, 3, 4, 5, 6 и 7 соответственно.

При 𝐴3 = −5/4 (рис. 4) имеются семейства 𝐹−
1 , 𝐹2, 𝐺

−
2 . При этом 𝐹2 ∪𝐺−

2

вблизи оси симметрии образуют одно семейство, а 𝐹−
1 и другая часть 𝐹2 — два

независимых семейства.

При 𝐴3 = 𝜌 (рис. 5) две части семейства 𝐹2 встречаются, и вместе с семей-

ством𝐺−
2 они образуют одно семейство. Семейство 𝐹−

1 остается изолированным.

При𝐴3 = −1 (рис. 6) имеются только два семейства𝐹−
1 и𝐺−

2 , каждое состоит

из трех компонент.

То же самое при 𝐴3 = 0 (рис. 7).
При 𝐴3 = 0.45 (рис. 8) расположение семейств аналогично 𝐴3 = 0 (рис. 7) с

той лишь разницей, что семейства 𝐹−
1 и 𝐺−

2 подходят близко друг к другу.

Структура множества Ω при 𝐴3 > 1/2. Рассмотрим, что происходит с множе-
ством Ω при уменьшении 𝐴3 от больших положительных значений до 𝐴3 > 1/2.

При 𝐴3 = 1 (рис. 9) имеются три семейства 𝐹−
3 , 𝐹

+
3 , 𝐹

+
1 и три семейства

𝐺+
2 , 𝐺

−
3 , 𝐺

+
3 . Объединение 𝐹

+
3 ∪ 𝐺+

3 образует одно семейство, а остальные —

изолированные.
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При𝐴3 = 3/4 (рис. 10) объединение𝐹+
3 ∪𝐺+

3 стягивается в особую точку𝑃
(3)
1 ,

а семейства 𝐺+
2 и 𝐺−

3 совпадают. Кроме того имеются изолированные семейства

𝐹−
3 и 𝐹+

1 .

При 𝐴3 = 5/8 (рис. 11) объединение 𝐹+
3 ∪ 𝐺+

3 образует одно семейство и

имеются изолированные семейства 𝐹−
3 , 𝐹

+
1 , 𝐺

+
2 и 𝐺−

3 .

При 𝐴3 = 0.505 (рис. 12) объединение 𝐹+
3 ∪ 𝐺+

3 образует одно семейство

вблизи оси симметрии, семейства 𝐹+
1 и 𝐺+

2 расположены очень близко и на

рисунке сливаются. Остальные семейства 𝐹−
3 и 𝐺−

3 изолированны.

Отметим, что в работах [1—3] был правильно описан фрагмент части 𝐺+
3 ,

который содержится в кубе 0 6 𝑎𝑖 6 1/2, 𝑖 = 1,2,3.

Структура множества Ω вблизи значения 𝐴3 = 1/2. При 𝐴3 = 1/2 (рис. 13)
семейства 𝐹−

3 , 𝐹
+
3 𝐺−

3 , 𝐺
+
3 объединяются в одно семейство, которое показано

синим цветом. Семейства 𝐹+
1 и 𝐺+

2 также сливаются в одно семейство, которое

показано красным цветом. Кроме того, имеются отрезки прямых между особыми

точками третьего порядка 𝑃
(3)
3 , 𝑃

(3)
4 , 𝑃

(3)
5 , включающие особые точки 𝑃

(2)
1 , 𝑃

(2)
2 ,

𝑃
(2)
3 . Эти отрезки показаны черным цветом. Они не принадлежат ни одному из

семейств.

Заключение

Итак, вещественное алгебраическое многообразие Ω состоит из нескольких

двумерных поверхностей и шести открытых изолированных отрезков, располо-

женных при 𝐴3 = 1/2 между особыми точками второго и третьего порядков.
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Рис. 1.Сечение множестваΩ исключительной плоскостьюℳ1. Показаны особые

точки третьего порядка 𝑃
(3)
1 , 𝑃

(3)
2 , 𝑃

(3)
5 (темно-зеленым), второго порядка 𝑃

(2)
3

(темно-серым), компоненты 𝑓±1 , 𝑓2 и 𝑓
±
3 семейства 𝑓 особых точек первого

порядка (красным), а также кривые 𝑔1, 𝑔
±
2 , 𝑔

±
3 (синим) пересечения плоскости

ℳ1 с неособыми компонентами множества Ω. Штрих-пунктирными линиями

показаны уровни, по которым строятся сечения множества Ω, а пунктирными
— асимптоты кривых 𝑓 и 𝑔. Горизонтали 𝐴3 = 0.45, 0.505 опущены, ибо они на
рисунке сливаются с 𝐴3 = 1/2.
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Рис. 8. Сечение множества Ω плоскостью ℒ0.45.
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Рис. 9. Сечение множества Ω плоскостью ℒ1.
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Рис. 10. Сечение множества Ω плоскостью ℒ3/4. Показана особая точка третьего

порядка 𝑃
(3)
1 (темно-зеленым).
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Рис. 11. Сечение множества Ω плоскостью ℒ5/8.
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Рис. 12. Сечение множества Ω плоскостью ℒ0.505.
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Рис. 13. Сечение множества Ω плоскостью ℒ1/2. Показаны особые точки третье-

го порядка 𝑆𝑃
(3)
3 , 𝑆𝑃

(3)
4 , 𝑆𝑃

(3)
5 (темно-зеленым), второго порядка 𝑆𝑃

(2)
1 , 𝑆𝑃

(2)
2 ,

𝑆𝑃
(2)
3 (темно-серым), совпавшие семейства 𝐹±

1 , 𝐺
±
2 (красным), 𝐹±

3 , 𝐺
±
3 (синим).

Отрезки, соединяющие особые точки третьего порядка, показаны черным цве-

том.
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