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ÓÄÊ 534.1+539.3+532.59+517.9+519.6
Áàõîëäèí È.Á. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óåäèíåííûõ âîëí è îáðàòè-
ìûõ ñòðóêòóð ðàçðûâîâ â òðóáàõ ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ðàñ÷åòà è àíàëèçó ðåøåíèé äëÿ
ìîäåëè òðóáû ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî âíóòðåííåãî
äàâëåíèÿ è â ñëó÷àå çàïîëíåíèÿ òðóáû æèäêîñòüþ. Äëÿ ñòåíîê òðóáû èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ìåìáðàíû è ìîäåëü ïëàñòèíû. Ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ÷èñ-
ëåííîãî àíàëèçà. Óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ âîëí
äëÿ îáëàñòè âáëèçè çîíû íåóñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé è äëÿ ïðî-
âåðêè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Èññëåäóþòñÿ óåäèíåííûå âîëíû è ñîëèòîííûå
ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Çàòåì òå æå ìåòîäû èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé. Èññëåäóþòñÿ óåäèíåííûå âîëíû è îáðàòèìûå
ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ (îáîáùåííûå êèíêè). Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè
óåäèíåííûõ âîëí ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïîèñêå ñîáñòâåííîé
ôóíêöèè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êèíêîâ èñïîëüçóþòñÿ îáùèå ìåòîäû òåîðèè îá-
ðàòèìûõ ðàçðûâîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáà, óïðóãîñòü, êîíòðîëèðóåìîå äàâëåíèå, æèäêîñòü,
äèñïåðñèÿ, íåëèíåéíîñòü, óåäèíåííàÿ âîëíà, êèíê, ñòðóêòóðà ðàçðûâà, ÷èñ-
ëåííûé àíàëèç.

Bakholdin I.B. Methods of investigation of solitary waves and re-
versible shock structures in elastic tubes

The paper is devoted to methods of calculation and analysis of solutions of
equations of elastic tube with controlled pressure and for tube �lled by �uid.
Membrane model and plate model are used for tube. Methods of numerical anal-
ysis are applied. Boussinesq equation is used for description of waves in the
region near the instability of homogeneous states and for veri�cation of numer-
ical methods also. Solitary waves and shocks for this equation are investigated.
Then the same methods are used for complete equations. Solitary waves and re-
versible shocks (generalized kinks) are investigated. Method based on calculation
of eigenfunction is used for investigation of stability of solitary waves. Methods
of general theory of reversible shocks are used for investigation of kinks.

Keywords: tube, elasticity, controlled pressure, �uid, dispersion, nonlinearity,
solitary wave, kink, shock structure, numerical analysis.
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1 Ñòðóêòóðà ðàáîòû è ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû
Âíà÷àëå èññëåäîâàíèå óåäèíåííûõ âîëí è ñòðóêòóð ðàçðûâîâ ïðîâîäèòñÿ
äëÿ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà, îïèñûâàþùèõ âîëíû â òðóáå ñ êîíòðîëèðóå-
ìûì äàâëåíèåì ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ óñëîâèÿõ [1]. Ýòî íåîáõîäèìî
äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ è ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü óåäèíåííûõ âîëí. Óñòàíîâëåíî, ÷òî
ýâîëþöèÿ ñòîÿ÷åé óåäèíåííîé âîëíû â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà åå âîç-
ìóùåíèÿ âåäåò ëèáî ê ðîñòó àìïëèòóäû äî áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî ê ðàñïàäó
íà äâå óåäèíåííûå âîëíû. Äëÿ áîëåå òî÷íîãî óïðàâëåíèÿ ýòèì ïðîöåññîì
ðàçðàáàòûâàåòñÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ñîáñòâåííîé ôóíêöèè, à âîçìóùåíèå áå-
ðåòñÿ â âèäå ñîáñòâåííîé ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì
çíàêîì. Äàëåå ïðîâîäèòñÿ ðàñ÷åò çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðû-
âà. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà ðàçðûâà ñóùåñòâóåò è â ñëó÷àå
íåóñòîé÷èâîãî îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ, íî îíà íåóñòîé÷èâà. Åå ñòàáèëèçà-
öèÿ âîçìîæíà â ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ â óðàâíåíèå äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïà-
òèâíûõ ÷ëåíîâ. Óñòîé÷èâîñòü ñîëèòîííîé ñòðóêòóðû íå èìååò ïðÿìîé ñâÿçè
ñ óñòîé÷èâîñòüþ óåäèíåííîé âîëíû, ïîñêîëüêó íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ ðàíü-
øå, ÷åì ñîãëàñíî òåîðèè óåäèíåííàÿ âîëíà â ñîëèòîííîé ñòðóêòóðå ñòàíî-
âèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Çàòåì àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì òåõ
æå ìåòîäîâ ïðîâîäèòñÿ äëÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé òðóáû ñ êîíòðîëèðóåìûì
äàâëåíèåì [1]. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî âñå ýôôåêòû, âûÿâëåííûå äëÿ óðàâíåíèÿ
Áóññèíåñêà, èìåþò ìåñòî è äëÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïà-
ðàìåòðû ðåøåíèé áëèçêè ê ãðàíèöå îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíûõ
ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ñèëüíî íåëèíåéíûì ñëó÷à-
ÿì. Îáíàðóæåíû òèïè÷íûå ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ, õàðàêòåðíûå äëÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé, ïðèâîäÿùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ ñòðóêòóð ê íåèí-
òåãðèðóåìûì óðàâíåíèÿì áåãóùèõ âîëí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Äàëåå âûâî-
äÿòñÿ óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå öåíòðèðîâàííûå ïðîñòûå âîë-
íû â çàäà÷å î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Çàòåì äåëàåòñÿ îáîáùåíèå
ìîäåëè ïóòåì âêëþ÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
ðàñ÷åò è ïðè ñæàòèè òðóáû (ïðè ñæàòèè èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ
íåêîððåêòíûìè). Çàâåðøàåò ðàáîòó èññëåäîâàíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà
äëÿ óðàâíåíèé òðóáû, íàïîëíåííîé æèäêîñòüþ [2]. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà
óðàâíåíèé áåãóùèõ âîëí ñòàíîâèòñÿ èíòåãðèðóåìîé, ïîýòîìó íàáëþäàþòñÿ
òîëüêî êëàññè÷åñêèå êèíêè è ñîëèòîííûå ñòðóêòóðû, ÷òî è ïðåäñêàçûâàåòñÿ
òåîðèåé.

Äëÿ âñåõ ðàñ÷åòîâ ïðèìåíÿåòñÿ òðåõñëîéíàÿ ñõåìà òèïà êðåñò è ñõåìà
òèïà Ëàêñà-Âåíäðîôà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ñõåì
â ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ.
Äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè óðàâíåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé íà
àíàëèçå äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ [3, 4]. Äëÿ ïðîãíîçà âîçìîæíûõ òèïîâ
óåäèíåííûõ âîëí è ñòðóêòóð ðàçðûâîâ èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû, ðàçðàáîòàí-
íûå â òåîðèè áåçäèññèïàòèâíûõ ðàçðûâîâ [5]-[10].
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2 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ è ôîðìóëû äëÿ ìîäåëè
ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì

Âíà÷àëå èññëåäóþòñÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ âîëí â òðóáå ñ
íåñæèìàåìûìè óïðóãèìè ñòåíêàìè è ôèêñèðîâàííûì âíóòðåííèì è âíåø-
íåì äàâëåíèåì [1]:

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− p∗rr′ = ρRz̈,

(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
− σ2

λ2
+ p∗rz′ = ρRr̈ (2.1)

λ1 =
√
r′2 + z′2, λ2 =

r

R
, λ3 =

h

H
, σi = λiWλi − p

Çäåñü ′ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé Z, ÿâëÿþùåéñÿ íà-
÷àëüíîé ëàãðàíæåâîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòîé, íàïðàâëåííîé âäîëü
òðóáû, ˙ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t. Äëÿ îïèñàíèÿ òðó-
áû èñïîëüçóåòñÿ ìåìáðàííàÿ ìîäåëü, íåèçâåñòíûå z è r çàäàþò ïîâåðõíîñòü
òðóáû â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñü z ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò
ñ öåíòðàëüíîé ëèíèåé òðóáû. Ïàðàìåòð p∗ � ðàçíîñòü ìåæäó âíóòðåííèì
è âíåøíèì äàâëåíèåì, íåèçâåñòíîå p � äàâëåíèå âíóòðè ìàòåðèàëà. Ïàðà-
ìåòð ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà íà åäèíèöó ïëîùàäè. Òîëùèíà ñòåíêè òðóáû
îáîçíà÷åíà h, îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ýòèõ óðàâíåíèé. Ïàðàìåòð h áó-
äåò ñóùåñòâåíåí íèæå â ðàçäåëå 4.6. Çäåñü λi � ãëàâíûå ðàñòÿæåíèÿ, à σi
ãëàâíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé,W ôóíêöèÿ ñæàòèÿ (ïîòåíöèàë).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè íàãðóçêè

z = Z, r = R, h = H

Ïîýòîìó âñëåäñòâèå óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè

λ1λ2λ3 = 1, σi = λiŴλi, Ŵ = W (λ1, λ2, 1/(λ1, λ2))

Ôóíêöèÿ ñæàòèÿ â äàííîé ðàáîòå ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ìàòåðèàëà Ãåíòà.
Âîçìîæíîå èñïîëüçîâàíèå èíîé ôóíêöèè ñæàòèÿ íå ìåíÿåò ìåòîäèêó èññëå-
äîâàíèÿ.

W = −1

2
µJm ln

(
1− λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 − 3

Jm

)

Â ñëó÷àå èññëåäîâàíèÿ óåäèíåííûõ âîëí (ðàçäåë 4) íà÷àëüíûå äàííûå áå-
ðóòñÿ â âèäå

z′ = z′∞+∆z′(Z), r = r∞+∆r(Z), h = h∞+∆h(Z); ∆r,∆z′,∆h→ 0, Z →∞

z(Z) =

∫ Z

0
z′(ζ)dζ
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Íà áåñêîíå÷íîñòè ñòàâèòñÿ óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ

P∗ =
Ŵλ2

(r∞, z′∞)

r∞z′∞

Â ñëó÷àå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà (çàäà÷è Ðèìàíà) íà
ïëþñ è ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè èìåþòñÿ äâà ðàçíûõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ðàç-
äåë 4.4). Êðîìå òîãî, îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå äðóãèì ñîñòîÿíèÿì ðàâíî-
âåñèÿ âûÿâëÿþòñÿ ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è. Àíàëèç äèñïåðñèîííîãî ñîîò-
íîøåíèÿ (ðàçäåë 4.1) äåëàåòñÿ äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (íå
îáÿçàòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ), îáîçíà÷åííîãî èíäåêñîì 0.

Íèæå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿ Ŵ1 = Ŵλ1
, è.ò.ä.

3 Ðåøåíèå óðàâíåíèé Áóññèíåñêà è àíàëèç èñ-
ïîëüçóåìûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

Àíàëèç óðàâíåíèé Áóññèíåñêà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê òåñòîâûé ïðèìåð äëÿ
ðàçâèòèÿ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ è êàê íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá îáúÿñíèòü
ýôôåêòû, íàáëþäàåìûå ïðè ðåøåíèè ïîëíûõ óðàâíåíèé (2.1). Ýòî äåëàåò-
ñÿ òàêæå äëÿ âûÿâëåíèÿ ñëàáîíåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ â ðåøåíèÿõ ïîëíûõ
óðàâíåíèé .

Óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà áûëè âûâåäåíû äëÿ îïèñàíèÿ ñëàáîíåëèíåéíûõ
âîëí â òðóáå ñ óïðóãèìè ñòåíêàìè è êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì [1]

Vττ = Vξξ − Vξξξξ − (V 2)ξξ (3.1)

Çäåñü τ , ξ è V ñîîòâåòñòâóþò t, Z è r − r0 ïîñëå ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîãî
ðàñòÿæåíèÿ.

3.1 Àíàëèç è îáîáùåíèå óðàâíåíèÿ
Îáîáùåííîå óðàâíåíèå Áóññèíåñêà�Áþðãåðñà èìååò âèä:

Vττ = c2Vξξ − (V 2)ξξ − c4Vξξξξ + εdVτξξ + c6Vξξξξξξ (3.2)

Â ýòî óðàâíåíèå âêëþ÷åíû äîïîëíèòåëüíûå äèññèïàòèâíûå è íåäèññè-
ïàòèâíûå äèñïåðñèîííûå ÷ëåíû. Óïðîùåííûì óðàâíåíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Îíî ïðèìåíèìî äëÿ äëèííûõ âîëí

Vττ = c2Vξξ − (V 2)ξξ (3.3)

Ëèíåàðèçîâàâ óðàâíåíèå (3.2) â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ V0 è ñäåëàâ ïîäñòàíîâêó V = V∗ exp i(kξ − ωt), ïîëó÷èì äèñïåðñèîííîå
ñîîòíîøåíèå

ω2 = (c2 − 2V0)k
2 + c4k

4 − iεdωk2 + c6k
6 (3.4)
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Äëÿ ïðîâåðêè íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷è Êîøè íóæíî ïðî-
àíàëèçèðîâàòü êîðíè óðàâíåíèÿ k = k(ω) [3, 4]. Åñëè ñóùåñòâóåò M ∈ R
òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ ω äëÿ êîòîðûõ èç Imω < M , ñëåäóåò Imk 6= 0, òî
çàäà÷à ìîæåò áûòü êîððåêòíî ïîñòàâëåíà; çàäà÷à íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíà
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Êîøè áóäåò
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíà, åñëè êîýôôèöèåíò ïåðåä ÷ëåíîì ñ âûñøåé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé ìåíüøå íóëÿ. Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå (3.3)
áóäåò íåêîððåêòíûì, åñëè c2 − 2V0 < 0. Íî óðàâíåíèå (3.2) êîððåêòíî, åñ-
ëè êîýôôèöèåíò ïåðåä âûñøåé ïðîèçâîäíîé εd èëè c4 èëè c6 ïîëîæèòåëåí,
ïîñêîëüêó âëèÿíèå ÷ëåíîâ ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè äîìèíèðóåò äëÿ êî-
ðîòêèõ âîëí. Íî ïðè ýòîì äëèííûå âîëíû áóäóò íåóñòîé÷èâûìè, ïîñêîëü-
êó ýòè ÷ëåíû ìàëî âëèÿþò íà íèõ. Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå
V0 áóäåò íåóñòîé÷èâûì. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ, à òàê-
æå äëÿ àíàëèçà â ïðîöåññå ýâîëþöèè ðåøåíèÿ äëÿ ïðîâåðêè êîððåêòíîñòè
èñïîëüçóþòñÿ êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷åííûå â ïðåäïîëîæåíèè ëîêàëüíîé îä-
íîðîäíîñòè [4] (çàìîðîçêà êîýôôèöèåíòîâ) è ïðîâåðÿåòñÿ êîððåêòíîñòü äëÿ
âñåõ çíà÷åíèé x è t. Òàêîé ïîäõîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ïîñêîëüêó â òèïè÷-
íûõ ñëó÷àÿõ èìåííî ïîâåäåíèå ñêîëü óãîäíî êîðîòêèõ âîëí è ñêîëü óãîäíî
áûñòðûõ îñöèëëÿöèé âëèÿåò íà êîððåêòíîñòü.

Óðàâíåíèå (3.2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â äâóõ ðàçíûõ ôîðìàõ, íå ñî-
äåðæàùèõ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà

Qτ = c2Vξξ − (V 2)ξξ − c4Vξξξξ + c6Vξξξξξξ, Vτ = Q+ εdVξξ (3.5)

Wτ = c2Vξ − (V 2)ξ − c4Vξξξ + c6Vξξξξξξ + εdWξξ, Vτ = Wξ (3.6)

3.2 ×èñëåííûå ìåòîäû
Åñòü ìíîãî ñòàòåé, ïîñâÿùåííûõ ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé Áóññè-
íåñêà, îäíà èç ïîñëåäíèõ, íàïðèìåð, [12]. Çäåñü áóäóò èñïîëüçîâàíû ñòàí-
äàðòíûå òðåõñëîéíàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñõåìà è ñõåìà òèïà ñõåìû ìåòîäà
Ëàêñà�Âåíäðîôà. Ýòè ñõåìû ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ [5]-[9]
äëÿ óðàâíåíèé ñî ñëîæíîé äèñïåðñèåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàñ÷åòû îñíîâà-
íû íà ôîðìå (3.5). Çàìåòèì, ÷òî â [5, 6] ðàñ÷åòû äëÿ ñèñòåìû äâóõ ñïàðåí-
íûõ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà ñ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ áûëè îñíîâàíû íà
ôîðìå (3.6). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, êàê ìîæíî çàêëþ÷èòü èç ïðåäûäóùåãî èñ-
ñëåäîâàíèÿ [5, 6], òðåõñëîéíûé ìåòîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí íåïîñðåäñòâåííî
ê óðàâíåíèþ (3.1), íî íå ê ñïàðåííîé ñèñòåìå òàêèõ óðàâíåíèé. Â äàííîì
ñëó÷àå ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü íåïîñðåäñòâåííî óðàâíåíèÿ (2.1) òàêæå íå óäà-
ëàñü èç-çà ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Ïðè ïðèìåíåíèè òðåõñëîéíîé ñõåìû äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû àïïðîêñè-
ìèðóþòñÿ ñïåöèàëüíûì ñïîñîáîì: èñïîëüçóåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïåðâîìó
ñëîþ èëè ñõåìà Äþôîðòà-Ôðàíêåëÿ. Íèæå ïðèâîäèòñÿ òðåõñëîéíàÿ ÷èñëåí-
íàÿ ñõåìà äëÿ óðàâíåíèé (3.1) ñ äâóìÿ ðàçëè÷íûìè àïïðîêñèìàöèÿìè äèñ-
ñèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ
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V n
k+1 + V n

k−1 − 2V n
k

∆ξ2 − Qn+1
k −Qn−1

k

2∆τ
=
V n
k+2 + V n

k−2 − 4V n
k+1 − 4V n

k−1 + 6V n
k

∆ξ4

+
(V 2)nk+1 + (V 2)nk−1 − 2(V 2)nk

∆ξ2

V n+1
k − V n−1

k

2∆τ
= Qn

k + εd
V n−1
k+1 + V n−1

k−1 − 2V n−1
k

∆ξ2

V n+1
k − V n−1

k

2∆τ
= Qn

k + εd
V n
k+1 + V n

k−1 − V n+1
k − V n−1

k

∆ξ2

Çäåñü k è n � ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå èíäåêñû, ∆ξ and ∆τ �
ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå øàãè.

Àíàëîãè÷íûå íåäèññèïàòèâíûå (ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ äèññèïàòèâíûõ
÷ëåíîâ â èñõîäíûõ óðàâíåíèÿõ) ñõåìû áûëè ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàíû äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ïðîáëåì òåîðèè íåëèíåéíûõ äèñïåðãèðóþùèõ âîëí òàêèõ êàê
âîëíû ïîä óïðóãîé ïëàñòèíîé, âîëíû â êîìïîçèòíîì ìàòåðèàëå è ýëåêòðîí-
íîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå [5]-[9]. Äðóãàÿ ïîäõîäÿùàÿ ñõåìà � äâóõñëîé-
íàÿ ñõåìà òèïà ñõåìû Ëàêñà�Âåíäðîôà. Â ýòîé ñõåìå ïðèáëèæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ òàêîå æå êàê è â ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìå, íî
àïïðîêñèìàöèÿ âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ òàêàÿ æå êàê â ìåòîäå Ðóíãå-Êóòòà,
ïðèìåíÿåìîì äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòà ñõå-
ìà òàêæå èìååò âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, íî îíà îáëàäàåò ñëàáîé ñõåìíîé
äèññèïàöèåé, ïîðîæäåííîé íàëè÷èåì â óðàâíåíèÿõ, àïïðîêñèìèðóåìûõ ñõå-
ìîé, äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ñ ïðîèçâîäíûìè âûñîêîãî ïîðÿäêà. Âêëþ÷åíèå
äèññèïàöèè íå òðåáóåò ìîäèôèêàöèè ýòîé ñõåìû. Òðåõñëîéíàÿ ñõåìà áîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíà äëÿ íåäèññèïàòèâíûõ óðàâíåíèé, à ñõåìà Ëàêñà-Âåíäðîôà
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ.

Îáå ñõåìû óñëîâíî óñòîé÷èâû. Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì èëè âûÿâëåíî ïîñðåäñòâîì ÷èñëåííîãî ýêñïå-
ðèìåíòà. Ïðè ∆ξ → 0 îíî îáû÷íî ïðèíèìàåò âèä ∆τ < c∆ξl, c = const.
Äëÿ òðåõñëîéíîé ñõåìû l îáû÷íî ðàâíî ïîðÿäêó ðîñòà ω(k) ïðè k → ∞,
çäåñü ω = ω(k) � äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâ-
íåíèé, èëè ðàâíî ïîðÿäêó âûñøåé ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé. Âî âñåõ
ðàñ÷åòàõ äàííîé ðàáîòû îòíîøåíèå ìåæäó ïðîñòðàíñòâåííûìè è âðåìåííû-
ìè øàãàìè äàëåêî îò îáëàñòè ëèíåéíîé ÷èñëåííîé íåóñòîé÷èâîñòè.

Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé, ÷òîáû èçáåæàòü çàìåòíûõ îòðàæåíèé îò ãðàíèö. Íà ãðàíèöàõ ñòàâÿòñÿ
æåñòêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (V = const, r = const, z = const).
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3.3 Óåäèíåííûå âîëíû
Ðåøåíèå â âèäå ñòîÿ÷åé óåäèíåííîé âîëíû èìååò âèä [1]:

Vs(ξ) =
3

2
sech2

(
ξ

2

)
(3.7)

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå èìååò òàêæå ðåøåíèÿ â âèäå áå-
ãóùèõ óåäèíåííûõ âîëí. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòîÿ÷èìè è áåãóùèìè óåäè-
íåííûìè âîëíàìè áóäåò âûÿâëåíî íèæå.

Â ðàáîòå [1] áûëà âûâåäåíà ëèíåàðèçîâàííàÿ âåðñèÿ óðàâíåíèÿ (3.1). Ëè-
íåàðèçàöèÿ áûëà îñóùåñòâëåíà â îêðåñòíîñòè ðåøåíèÿ (3.7). Öåëü � èññëå-
äîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ñòîÿ÷åé óåäèíåííîé âîëíû. Ìåòîä ôóíêöèè Ýâàíñà
áûë ïðèìåíåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïîëîæèòåëüíîãî ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ s, êâàäðàò ýòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, âèäèìî, ðàâåí ðà-
öèîíàëüíîìó ÷èñëó s = 3/16. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ
àíàëèòè÷åñêè:

B(ξ) = −sech
(
ξ

2

)
+ 2sech3

(
ξ

2

)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå (3.7) íåóñòîé÷èâîå.
Ñíà÷àëà íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëè âçÿòû â

âèäå:
V = Vs + εB, Q = εsB

Êàê è ïðåäïîëàãàëîñü, ïðè ε > 0 íà ïåðâîé ñòàäèè ýâîëþöèè ìàêñèìàëü-
íîå çíà÷åíèå r ðàñòåò ñî âðåìåíåì, à ïðè ε < 0 îíî óìåíüøàåòñÿ.

Â ñëó÷àå ε > 0 ýòîò ðîñò áûñòðî óñêîðÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 1, è ðàñ÷åò ïðåêðàùàåòñÿ èç-çà ïåðåïîëíåíèÿ.

Ðèñ. 1: Ðîñò àìïëèòóäû óåäèíåííîé âîëíû è òåíäåíöèÿ ê ðàñïàäó íà äâå
âîëíû
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Â ñëó÷àå ε < 0 íà ôèíàëüíîé ñòàäèè ïðîöåññà ñòîÿ÷àÿ óåäèíåííàÿ âîëíà
ðàñïàäàåòñÿ íà ïàðó äâóõ áåãóùèõ âîëí, äâèæóùèõñÿ â ðàçíîì íàïðàâëå-
íèè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 2. Íèêàêèõ äðóãèõ âîëí íå íàáëþäàåòñÿ. Ìû ìî-
æåì îáðàòèòü ýòîò ïðîöåññ è ðàññìàòðèâàòü ñòîÿ÷óþ âîëíó êàê ðåçóëüòàò
ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ óåäèíåííûõ âîëí, äâèæóùèõñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Òà-
êèì îáðàçîì, ñòîÿ÷àÿ âîëíà � ñïåöèàëüíîå ðåçîíàíñíîå ðåøåíèå. Ðåçîíàíñû
ìåæäó óåäèíåííûìè âîëíàìè èçâåñòíû äëÿ äâóìåðíûõ ìîäåëåé (óðàâíåíèå
Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè) è äëÿ ìîäåëåé ñ äèñïåðñèåé âûñîêîãî ïîðÿäêà
(îáîáùåííîå óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Âðèçà, óðàâíåíèÿ ýëåêòðîííîé ìàã-
íèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïëàçìû, óðàâíåíèÿ êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà) [5].

Ðèñ. 2: Ðàñïàä óåäèíåííîé âîëíû
Óðàâíåíèÿ (2.1) è (3.1) ïðèíàäëåæàò ê êëàññó ñèììåòðè÷íûõ óðàâíåíèé,

äëÿ êîòîðûõ âîëíû, äâèæóùèåñÿ ñ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ
îïèñûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé áåãóùèõ âîëí. Ìåòîäû
ïîèñêà ïåðèîäè÷åñêèõ âîëí, óåäèíåííûõ âîëí è êèíêîâ, ðàçâèòûå â [5]-[10] è
îñíîâàííûå íà ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ âåðñèé ýòèõ óðàâíå-
íèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé. Ïðåäâàðèòåëüíûå
îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðèñòðåëêè äëÿ óðàâíåíèé áå-
ãóùèõ âîëí, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿì (2.1) è (3.1), òðåáóþò âàðèàöèè
äâóõ ïàðàìåòðîâ (âûïîëíèìî íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå), åñëè èçâåñòíî
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, èëè âàðèàöèè òðåõ ïàðàìåòðîâ (ïîëåçíî ïðèìåíåíèå
ìíîãîïðîöåññîðíîãî êîìïüþòåðà), åñëè ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äåéñòâèòåëü-
íî, íî íå èçâåñòíî. Íî èññëåäîâàíèÿ, ïðèâåäåííûå íèæå, ïðåäëàãàþò ìåòîä,
êîòîðûé íå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé äëÿ àíàëèçà óñòîé-
÷èâîñòè óåäèíåííûõ âîëí.

Ïóñòü íà÷àëüíûå äàííûå èìåþò âèä:
V = Vs, Q = 0,

Âñå âîçìóùåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. ×èñëåííûé ýêñïåðè-
ìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîãî âðåìåíè ñòîÿíèÿ ìàêñèìàëüíàÿ àì-
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ïëèòóäà Vm(t) = maxxa(x, t) ðàñòåò è çàòåì ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî êî-
íå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè Vm(t) ñòðåìèòñÿ ê +∞. Êðîìå òîãî, áûëî çàìå÷å-
íî, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ñ íà÷àëà ðàñ÷åòà ðàçíîñòü B̂ = V (τ∗)−Vs ñòà-
íîâèòñÿ ïîäîáíîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè B. Íà÷àëüíûå äàííûå V = Vs+ εB̂,
Q = εQ̂ âûçûâàþò ðîñò è àâàðèéíóþ îñòàíîâêó ïðè ε > 0 è óìåíüøåíèå è
ðàñïàä íà äâå óåäèíåííûå âîëíû ïðè ε < 0.

Òèï ýâîëþöèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (ðîñò èëè ñíèæåíèå) â îáùåì ñëó÷àå
çàâèñèò îò ðàçíèöû ìåæäó óåäèíåííîé âîëíîé â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå
è óåäèíåííîé âîëíîé, ïðèíèìàåìîé â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äàííûõ. Äðóãèå
óðàâíåíèÿ è äðóãîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ èñïîëüçóåòñÿ â ðàç-
äåëå íèæå. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå íàáëþäàåòñÿ ñíèæåíèå ïðè ε > 0 è ðîñò ïðè
ε < 0.

Äðóãîé ñïîñîá ïîëó÷èòü ïðèáëèçèòåëüíîå ðåøåíèå â âèäå ñîáñòâåííîé
ôóíêöèè áåç àíàëèçà ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñîñòîèò â ðåøåíèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ëèíåàðèçîâàí-
íûõ îêîëî óåäèíåííîé âîëíû. Íåêîòîðîå íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ïðè ýòîì
íåîáõîäèìî, èíà÷å ïîëó÷èòñÿ íóëåâîå ðåøåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè âûáî-
ðå íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ âîçìóùåíèé ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò è íå
ïîÿâèòüñÿ. Áóäóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî îñöèëëÿöèè. Â ýòîì îñíîâíàÿ ðàçíè-
öà ìåæäó ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Â íåëèíåéíîì ñëó÷àå
âñå âîëíû âçàèìîñâÿçàíû, ïîýòîìó ëþáîå ïðîèçâîëüíîå âîçìóùåíèå âåäåò ê
ïîÿâëåíèþ âñåõ òèïîâ âîëí.

Çàìåòèì, ÷òî ôàêòè÷åñêè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ âûÿâëåíèÿ ñîá-
ñòâåííîé ôóíêöèè ñ ìàêñèìàëüíûì ðîñòîì ïðîâîäèëèñü â íåêîòîðîé îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè.

Ñîïîñòàâëåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ ðàáîò. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (3.1) ñóùåñòâóþò ñåìåéñòâà áåãóùèõ óåäèíåííûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿ-
þùèõñÿ ñî ñêîðîñòüþ U ∈ (−1,+1) [12, 13, 14, 15]. Ïðè U ∈ (−1/2, 1/2)
ýòè âîëíû íåóñòîé÷èâû, ïîñêîëüêó èìååòñÿ ðàñòóùàÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ [13]. Íåëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïðè |U | ∈ (1/2, 1) äîêàçàíà â ðàáîòå
[14]. Êðîìå òîãî, óåäèíåííûå âîëíû äëÿ èíòåðâàëà U ∈ (−1/2, 1/2) ëèíåé-
íîé íåíóñòîé÷èâîñòè ìîãóò ðàñïàäàòüñÿ íà äâå óåäèíåííûå âîëíû. Òî÷íûå
àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå òàêîé ðàñïàä, äàíû â [15]. Ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (3.1) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Êàäîìöåâà�Ïåòâèàøâèëè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî òå æå ðåøåíèÿ, ÷òî ðàíåå áû-
ëè íàéäåíû â ðàáîòå [16] è áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû â [5, 17]. Â [15] áûëè
òàêæå íàéäåíû òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ òèïà ñèíãóëÿðíîãî áðèçå-
ðà. Ïîêàçàíà èõ ýâîëþöèÿ ñî âðåìåíåì. Â ýòèõ ðåøåíèÿõ íà÷àëüíûå äàííûå
ñõîäíû ñî ñòîÿ÷åé óåäèíåííîé âîëíîé. Ñî âðåìåíåì âîçíèêàåò áûñòðûé ðîñò
àìïëèòóäû, íî çàòåì âîëíà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå óåäèíåííûå âîëíû ïîíèæå-
íèÿ óðîâíÿ. Çàòåì çà êîíå÷íîå âðåìÿ àìïëèòóäà ýòèõ âîëí ñòðåìèòñÿ ê −∞.
Çàòåì ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ðåøåíèå âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå.
Çàòåì öèêë ïîâòîðÿåòñÿ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîå ïîâåäåíèå
íå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áëîóàï. Äîêàçàíî, ÷òî áëîóàï ìîæåò èìåòü ìåñòî
äëÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ â ñëó÷àå êðàåâîé çàäà÷è [18], íî íå èç-
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âåñòíî îïðåäåëåííî, ìîæåò ëè îí èìåòü ìåñòî â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè [19].
Ñòîÿ÷àÿ óåäèíåííàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ïðåäåëüíûì ðåøåíèåì ñå-
ìåéñòâà ðåøåíèé òèïà áðèçåðà, ñëåäîâàòåëüíî åå ýâîëþöèÿ ïî òèïó áðèçåðà
äîëæíà íàáëþäàòüñÿ ïðè íåêîòîðîì âûáîðå íà÷àëüíûõ äàííûõ è ïðè ñïåöè-
àëüíîì âûáîðå íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé. Î÷åâèäíî, ïåðèîä îñöèëëÿöèé äëÿ
ýòîãî ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è âîçìîæíî
ìàêñèìóì àìïëèòóäû äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê +∞. Çàìåòèì, ÷òî íàáëþäà-
åìîå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå ñ ðàñïàäîì íà äâå
âîëíû ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì, îïèñàííûì â [15], íî íåîãðàíè÷åííîå ðåøåíèå
îáëàäàåò èíûìè ñâîéñòâàìè, ÷åì áðèçåðíîå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó àìïëèòóäà
ñòðåìèòñÿ ê +∞, õîòÿ òåíäåíöèÿ ê ðàñïàäó íà äâå âîëíû ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ
çàìåòíà. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ â ñëó÷àå ñêîëü óãîäíî ìàëûõ íà÷àëü-
íûõ âîçìóùåíèé ñòîÿ÷åé óåäèíåííîé âîëíû ðîñò àìïëèòóäû äî +∞ ìî-
æåò ïðîäîëæàòüñÿ ñêîëü óãîäíî äîëãî, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñî ñäåëàííûì âûøå
ïðåäïîëîæåíèåì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðàíåå [12] ðàñ÷åòû, äåìîíñòðèðóþùèå
íåóñòîé÷èâîñòü óåäèíåííûõ âîëí ïðè U ∈ (−1/2, 1/2), óæå äåëàëèñü. Ðîñò
àìïëèòóäû äî áåñêîíå÷íîñòè íàáëþäàëñÿ â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíàÿ óåäè-
íåííàÿ âîëíà áëèçêà ê ñòîÿ÷åé óåäèíåííîé âîëíå, à â äðóãèõ ñëó÷àÿõ íà-
áëþäàëñÿ ðàñïàä íà äâå óåäèíåííûå âîëíû. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðè
òàêîì ïîõîäå (ñ ñàìîïðîèçâîëüíî âîçíèêàþùèìè âîçìóùåíèÿìè) êîíå÷íûé
ðåçóëüòàò ìîæåò çàâèñåòü îò ÷èñëåííûõ ýôôåêòîâ. Çäåñü æå ðàçâèâàåòñÿ
áîëåå òî÷íûé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè âïîëíå îïðåäåëåííûõ
íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé. Îí ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàò îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì
êîýôôèöèåíòà ïåðåä ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé.

3.4 Áåçäèññèïàòèâíûå è ñëàáîäèññèïàòèâíûå ðàçðûâû
Çäåñü àíàëèçèðóþòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Íà-
÷àëüíûå äàííûå áåðóòñÿ â âèäå ñãëàæåííîé ñòóïåíüêè. Öåëü èññëåäîâàíèÿ
� àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñîëèòîííûõ ñòðóêòóð è ñðàâíåíèå ñ óñòîé÷èâîñòüþ
óåäèíåííûõ âîëí. Ðåçóëüòàòû ýòîãî èññëåäîâàíèÿ áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ
àíàëèçà àíàëîãè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé (2.1).

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ. Ñîãëàñíî [5] â îáùåì ñëó÷àå îáðàòèìûõ (áåçäèññèïà-
òèâíûõ) óðàâíåíèé ðåøåíèå ñîäåðæèò îáëàñòè îäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé, îáëà-
ñòè öåíòðèðîâàííûõ ïðîñòûõ âîëí, îïèñûâàåìûõ óïðîùåííûìè óðàâíåíè-
ÿìè áåç ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà, è ðàñøèðÿþùèåñÿ âîëíîâûå çîíû.
Âîëíîâûå çîíû ìîãóò áûòü ðåãóëÿðíûìè èëè ñòîõàñòè÷åñêèìè. Â ðåãóëÿð-
íîì ñëó÷àå âîëíîâûå çîíû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê öåíòðèðîâàííûå ïðî-
ñòûå âîëíû äëÿ íåêîòîðûõ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé. Ýòè îáëàñòè ìîãóò ðàç-
äåëÿòüñÿ îáðàòèìûìè ðàçðûâàìè. Ðåøåíèå îñíîâíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþ-
ùåå ïåðåõîäû ìåæäó îäíîðîäíûìè èëè âîëíîâûìè ñîñòîÿíèÿìè, íàçûâàåòñÿ
ñòðóêòóðîé ðàçðûâà. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîé ñòðóêòóðû ðàçðûâà îíà îïè-
ñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè áåãóùèõ âîëí.
Ýòî ìîæåò áûòü êëàññè÷åñêèé èëè îáîáùåííûé êèíê èëè ñîëèòîííàÿ ñòðóê-
òóðà. Ïðè âêëþ÷åíèè ñëàáîé äèññèïàöèè âîçíèêàþò àíàëîãè÷íûå íå ðàñøè-
ðÿþùèåñÿ ñî âðåìåíåì ðåøåíèÿ. Âîëíîâûå çîíû â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü
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îïèñàíû êàê ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé. Ñëàáîäèññè-
ïàòèâíûå ñòàöèîíàðíûå ñòðóêòóðû ðàçðûâîâ îïèñûâàþòñÿ êàê êîìáèíàöèè
ñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ çîí è îáðàòèìûõ ñòðóêòóð (êèíêîâ).

Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) óðàâíåíèÿ áåãóùèõ âîëí ïðîñòûå, ïîýòîìó òîëü-
êî ñîëèòîííûé ðàçðûâ ìîæåò íàáëþäàòüñÿ. Óåäèíåííàÿ âîëíà èãðàåò ðîëü
ñòðóêòóðû è ðàçäåëÿåò îäíîðîäíóþ îáëàñòü è âîëíîâóþ çîíó. Óðàâíåíèå
(3.3) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óïðîùåííîå óðàâíåíèå, íî ëó÷øå âûâî-
äèòü óïðîùåííîå óðàâíåíèå èç (3.6):

Wτ = Vξ − (V 2)ξ, Vτ = Wξ

Ýòè óðàâíåíèÿ çàïèñàíû â âèäå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæ-
íî âûâåñòè óñëîâèÿ íà ðàçðûâàõ:

U [W ] + [V − V 2] = 0, U [V ] + [W ] = 0 (3.8)
Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ðàçíîñòü çíà÷åíèé äëÿ ðàçíûõ ñòî-

ðîí ðàçðûâà. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ êàê äëÿ íåäèññèïàòèâíîãî,
òàê è äëÿ äèññèïàòèâíîãî ñëó÷àÿ, íî òîëüêî â â äèññèïàòèâíîì ñëó÷àå óñëî-
âèÿ (3.8) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ðàçðûâà:

U2 = [V − V 2]/[V ] (3.9)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà áûëè
âçÿòû â âèäå:

V = 0.5a+ 0.5a tanh(ξ/l), Vτ = 0

Çäåñü a � àìïëèòóäà íà÷àëüíîãî ðàçðûâà äëÿ V , l � ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî ðàçðûâà äëÿW ðàâíà
íóëþ, ýòî íåÿâíî çàäàåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ñîäåðæèò öåíòðèðî-
âàííóþ ïðîñòóþ âîëíó è ñîëèòîííûé ðàçðûâ. Â áåçäèññèïàòèâíîì ñëó÷àå
äëÿ a > 0.5 (â ýòîì ñëó÷àå ñîãëàñíî (3.4) ñîñòîÿíèå ñïðàâà îò ðàçðûâàà
íåóñòîé÷èâîå) íàáëþäàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ïîõîæàÿ íà îïèñàííóþ â ðàçäå-
ëå 3.3, ñì. ðèñ. 3. Àìïëèòóäà ïåðâîé âîëíû â âîëíîâîé çîíå ñî ñòðóêòóðîé
ñîëèòîííîãî òèïà íà÷èíàåò ðàñòè è ðàñ÷åò îñòàíàâëèâàåòñÿ. Òåíäåíöèÿ ê
ðàñïàäó íà äâå âîëíû ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ òàêæå íàáëþäàåòñÿ. Îáîçíà÷èì
÷åðåç S îòíîøåíèå ñêîðîñòè äëèííûõ ëèíåéíûõ âîëí è ñêîðîñòè óåäèíåí-
íûõ âîëí. Äëÿ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà çíà÷åíèå S � õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå
äëÿ îöåíêè àìïëèòóäû óåäèíåííîé âîëíû, ïîñêîëüêó îíî íå çàâèñèò îò êî-
ýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ, à ýòè êîýôôèöèåíòû äëÿ óðàâíåíèé âûâåäåííûõ
äëÿ ðàçíûõ ñîñòîÿíèé V0, íàáëþäàåìûõ íà ðèñ. 3, ðàçíûå. Â áåçäèññèïà-
òèâíîì ñëó÷àå a = 0.5 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ S ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîìó
0.61 (÷èñëåííûé ðåçóëüòàò). Â ñëó÷àå ñëàáîé äèññèïàöèè ïðè a > 0.5 àíà-
ëîãè÷íûå ýôôåêòû òîæå íàáëþäàþòñÿ. Çíà÷åíèå S äëÿ a = 0.5 ìîæåò áûòü
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îïðåäåëåíî èç ñîîòíîøåíèÿ (3.9): S =
√

2/2 ≈ 0.71. Çíà÷åíèå S = 0.5 ñî-
ãëàñíî ïðåäûäóùåìó ïîäðàçäåëó ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíîé òî÷êå íåóñòîé-
÷èâîñòè óåäèíåííîé âîëíû, ò.å. ïðè S = 0.61 è S = 0.71 óåäèíåííàÿ âîëíà
ñàìà ïî ñåáå óñòîé÷èâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî íåóñòîé÷è-
âîñòü ñîëèòîííîé ñòðóêòóðû íå ñâÿçàíà íåïîñðåäñòâåííî ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ
óåäèíåííîé âîëíû. Äåòàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè
ðåøåíèÿ íà ïåðâîì ýòàïå àìïëèòóäà ðàçðûâà íàðàñòàåò, ïîýòîìó âîçìîæíî
íà âòîðîì ýòàïå ïåðâàÿ âîëíà ñòàíîâèòñÿ áëèçêà ê íåóñòîé÷èâîé óåäèíåííîé
âîëíå, ðèñ. 3.

Äëÿ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé εd íàáëþäàåòñÿ ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è î
ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà è ïðè a > 0.5 (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà a íå ñëèøêîì ïðåâûøàåò çíà÷åíèå 0.5). Çàìåòèì, ÷òî àíàëèç ðåøå-
íèé óðàâíåíèé áåãóùèõ âîëí ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñëàáîäèññèïàòèâíîì ñëó÷àå
ñòðóêòóðà ðàçðûâà ñóùåñòâóåò ïðè εd → 0 äàæå åñëè a > 0.5. Óïðîùåí-
íûå óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñïðàâà, äëÿ êîòîðîãî V > 0.5 íå
ãèïåðáîëè÷åñêèå, à ýëëèïòè÷åñêèå. Çàäà÷à Êîøè äëÿ íèõ íåêîððåêòíî ïî-
ñòàâëåíà (íåýâîëþöèîííîñòü). Òåì íå ìåíåå ñòðóêòóðà ðàçðûâà ñóùåñòâóåò
è ðåøåíèå óðàâíåíèé Áóññèíåñêà ñòàáèëèçèðóåòñÿ äèññèïàöèåé.

Ðèñ. 3: Ðåøåíèÿ ñ íåóñòîé÷èâîé (1, τ = 26) è óñòîé÷èâîé (2, τ = 75) ñîëè-
òîííîé ñòðóêòóðîé

4 Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâ-
ëåíèåì

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàë, ÷òî äëÿ îáëàñòè ïà-
ðàìåòðîâ, ãäå ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (3.1) (îáëàñòü, ãäå èìååò ìåñòî ïåðåõîä
îò óñòîé÷èâîãî ê íåóñòîé÷èâîìó ñîëèòîííîìó ðàçðûâó ìàëîé àìïëèòóäû),
âñå ÿâëåíèÿ, îïèñûâàåìûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå íàáëþäàþòñÿ è äëÿ óðàâ-
íåíèé (2.1). Â ýòîì ðàçäåëå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî ýôôåêòàì, ñâÿçàí-
íûì ñ ñèëüíîé íåëèíåéíîñòüþ.
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4.1 Àíàëèç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ è îáîáùåíèå
óðàâíåíèé

Äëÿ àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ìû äîëæíû èññëåäîâàòü äèñïåðñèîííîå
ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷åííîå â [2]. Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü âû-
âåäåíî ïóòåì ïîäñòàíîâêè z = zl exp(i(kZ − ω)t), r = rl exp(i(kZ − ω)t) â
ëèíåàðèçîâàííûé âàðèàíò óðàâíåíèé (2.1). Çàìåòèì, ÷òî çäåñü èñïîëüçóåòñÿ
ôèçè÷åñêàÿ ÷àñòîòà è âîëíîâîå ÷èñëî ïðè Ëàãðàíæåâîì ïîäõîäå, ïîñêîëüêó
âñå ãðàôèêè è ðàñ÷åòû òàêæå ñîîòâåòñòâóþò ýòîìó ïîäõîäó. Ïðè Ýéëåðîâîì
ïîäõîäå âîëíîâîå ÷èñëî ðàâíî k/λ1. Ýòî ôèçè÷åñêè íàáëþäàåìîå âîëíîâîå
÷èñëî. Óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàíû îêîëî íåêîòîðîãî îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ
z′0 è r0. Èíäåêñ 0 íèæå áóäåò îïóùåí. Â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ ñîñòîÿíèé
èñïîëüçóåòñÿ îïèñàííûé âûøå ìåòîä çàìîðàæèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè
ýòîì äîïóñêàåòñÿ, ÷òî î÷åâèäíîå óñëîâèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ îäíîðîäíûõ ñî-
ñòîÿíèé P ∗ = Ŵ2/(rz

′) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.

ω=±

√√√√σ10

ρz′20
k2+

b±
√
b2+4[(P ∗r0−Ŵ210)2−(−Ŵ220

R +P ∗z′0)(−RŴ110)]k2

2ρR

b = RŴ110k
2 +

Ŵ220

R
− P ∗z′0,

Íèæå ïðè ðàññìîòðåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé è çíàêîâ âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé è ïîäðàçóìåâàþòñÿ âåòâè, ðàñïîëîæåííûå â îáëàñòè k > 0, ω > 0,
ñì. ðèñ. 4.

Ïðè çíàêå + ïåðåä âíóòðåííèì êâàäðàòíûì êîðíåì

lim
k→∞

ω/k = U+ =

√
Ŵ11/ρ, lim

k→0
ω/k = +∞, lim

k→0
ω = ω0 =

√
Ŵ22

R − P ∗z′
ρR

Ïðè çíàêå − ïåðåä âíóòðåííèì êâàäðàòíûì êîðíåì

lim
k→∞

ω/k = U− =
√
σ1/(ρz′2), lim

k→0
ω/k = U0− =

√√√√Ŵ11/ρ− (P ∗r − Ŵ21)2

ρR(Ŵ22

R − P ∗z′)

Ñîãëàñíî [3, 4] óðàâíåíèÿ (2.1) íåêîððåêòíû, åñëè U+ èëè U− ìíèìàÿ
âåëè÷èíà. Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå êîððåêòíîñòè åñòåñòâåííî äëÿ ìåìáðàííîé
ìîäåëè: σ1 > 0.

Îäíî èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ñâÿçàíî ñ ïëþñîâîé âåòâüþ:
ω0 ∈ R. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òðóáà íåóñòîé÷èâà ñàìà ïî ñåáå â îð-
òîãîíàëüíîì íàïðàâëåíèè äàæå ïðè îòñóòñòâèè ïðîäîëüíûõ âîëí è Imω > 0
ïðè k = 0.
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Äðóãîå óñëîâèå ñâÿçàíî ñ ìèíóñîâîé âåòâüþ: U0− ∈ R . Ýòî óñëîâèå àíà-
ëîãè÷íî óñëîâèþ V < 0.5 äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1): Imω = 0 äëÿ k = 0. Åñëè ýòî
óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî ìèíóñîâàÿ âåòâü íà÷èíàåòñÿ íå ïðè k = 0, à ïðè
íåêîòîðîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè k = k∗∗. Ñîñòîÿíèÿ ñ òàêîé íåóñòîé-
÷èâîñòüþ ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî
ðàçðûâà (ðàçäåë 4.4).

Ðèñ. 4: Íåêîòîðûå òèïû ðàñïîëîæåíèÿ âåòâåé

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû íåêîòîðûå òèïè÷íûå âàðèàíòû ðàñïîëîæåíèÿ âåòâåé:
∂2ω/∂k2|k=0 < 0 äëÿ ìèíóñîâîé âåòâè (à), ∂2ω/∂k2|k=0 > 0 (á), ñ íåóñòîé÷è-
âîñòüþ îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ (â). Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå à è â â îêðåñòíîñòè
íà÷àëà êîîðäèíàò ìèíóñîâûå âåòâè ñõîäíû ñ âåòâÿìè óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà
äëÿ ñëó÷àÿ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî íåêîððåêòíîñòü ïðè σ1 < 0 â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ � ðåàëüíàÿ ïðîáëåìà. Îáîáùåííàÿ âåðñèÿ óðàâíåíèé
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â òàêèõ ñëó÷àÿõ:

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
−p∗rr′+εzż′′ = ρRz̈, −c5r

′′′′′+
(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
−σ2

λ2
+p∗rz′+εrṙ′′ = ρRr̈

Çäåñü âêëþ÷åíû äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè âÿçêîé
óïðóãîñòè. Íåäèññèïàòèâíûå ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíîé ïÿòîãî ïîðÿäêà ñîîòâåò-
ñòâóþò âêëþ÷åíèþ ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá. Äåòàëè âûâîäà îïèñàíû â ðàç-
äåëå 4.6. Äèñïåðñèîííûå êðèâûå äëÿ (2.1) îáëàäàþò ëèíåéíîé àñèìïòîòèêîé
íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó êàê äèññèïàòèâíûå, òàê è íåäèññèïàòèâíûå ÷ëå-
íû áóäóò äîìèíèðîâàòü ïðè k →∞ è óðàâíåíèå áóäåò êîððåêòíûì.

4.2 ×èñëåííûé ìåòîä
Óðàâíåíèÿ (2.1) áûëè çàïèñàíû â ôîðìå áåç ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà
ïî âðåìåíè:
(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
−p∗

(
r2

2

)′
= ρRḞ , ż = F,

(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
−σ2

λ2
+p∗rz′ = ρRĠ, ṙ = G

15



Ïåðâîå óðàâíåíèå çàïèñàíî â ôîðìå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ. Êîíñåðâàòèâíàÿ
òðåõñëîéíàÿ öåíòðèðîâàííàÿ ñõåìà è ñõåìà òèïà Ëàêñà-Âåíäðîôà áûëè èñ-
ïîëüçîâàíû. Ïðèìåð êîíñåðâàòèâíîé àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî ÷ëåíà ïðèâå-
äåí íèæå:

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
→

Kn
k+1/2

zni+1−zni
∆Z −Kn

k−1/2
zni −zni−1

∆Z

∆Z
,

Kn
k±1/2 =

(Ŵλ1
)nk±1(λ1)

n
k±1 + (Ŵλ1

)nk(λ1)
n
k

2
Ñòàíäàðòíûå öåíòðàëüíûå ðàçíîñòè èñïîëüçîâàíû äëÿ äðóãèõ ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ.

4.3 Óåäèíåííûå âîëíû
Îñíîâíîå îòëè÷èå äàííîãî èññëåäîâàíèÿ îò èññëåäîâàíèÿ ðàçäåëà 3.3 ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî çäåñü ðåøåíèå â âèäå ñòîÿ÷åé óåäèíåííîé âîëíû rs, zs ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèé áåãóùèõ âîëí, ïîëó÷åííûì ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè íåêî-
òîðîé ïðîãðàììû [1] (ïðîãðàììà áûëà ïðåäîñòàâëåíà Fu Y.B.). Ýòî ðåøåíèå
çàâèñèò îò íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ ñ óñëîâèÿìè íà áåñêîíå÷íîñòè.
Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñòîÿ÷àÿ óåäèíåííàÿ âîëíà èìååò âèä äâóõ êèíêîâ, ñìå-
ùåííûõ íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå äðóã îò äðóãà. Ñîãëàñíî ìåòîäó ôóíêöèè
Ýâàíñà ñòîÿ÷àÿ óåäèíåííàÿ ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ðåøåíèåì (èñêëþ÷åíèå
� ñëó÷àé äâóõ êèíêîâ), íî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííîé ôóíê-
öèè íåò.

Ðàñ÷åò ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
r = rs, z = zs, ṙ = 0, ż = 0 (4.1)

ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëå íåêîòîðîãî ïåðèîäà âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî àì-
ïëèòóäà íåèçìåííà, íà÷èíàåòñÿ ñíèæåíèå àìïëèòóäû è çàòåì ðàñïàä âîëíû.

Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ àìïëèòóä ñòàöèîíàðíàÿ óåäèíåííàÿ âîëíà ðàñïàäà-
åòñÿ íà äâå óåäèíåííûå âîëíû, äâèæóùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëå-
íèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì òîò æå òèï ýâîëþöèè, êàêîé áûë îïèñàí
â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ ε < 0. Â ýòîì ñëó÷àå íåò ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó
äèñïåðñèîííûìè êðèâûìè è ëèíèåé U = ω/k, ñîîòâåòñòâóþùåé ñêîðîñòè
äâèæóùèõñÿ óåäèíåííûõ âîëí. Òî÷íîå ðåøåíèå â âèäå óåäèíåííîé âîëíû
ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñîãëàñíî [5]-[10].

Ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ ðîñòîì àìïëèòóäû. Ðàçíèöà ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü ýòî
ïðîèñõîäèò ïðè ε < 0.

Ðàñ÷åòû ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè
z = zs + ε(z(t∗)− zs), r = rs + ε(r(t∗)− rs), ż = εż(t∗), ṙ = εṙ(t∗)

äàþò ðîñò àìïëèòóäû ïðè ε < 0 è ñíèæåíèå ïðè ε > 0. Çäåñü z(t∗), r(t∗) �
ðåøåíèå ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè (4.1) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t∗, ïðè
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êîòîðîì ñíèæåíèå àìïëèòóäû óæå ïðîÿâëÿåòñÿ. Â ñëó÷àå ìàëûõ àìïëèòóä
ïîñëå íåêîòîðîãî âðåìåíè, ïðè êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ ðîñò àìïëèòóäû, ðàñ-
÷åò îñòàíàâëèâàåòñÿ èç-çà ïåðåïîëíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþöèÿ çäåñü
òàêàÿ æå, êàê îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Áóññèíåñêà.

Ðèñ. 5: Ñëó÷àé óìåðåííîé àìïëèòóäû: íà÷àëüíîå ñíèæåíèå è ðàñïàä

Ïîâåäåíèå â ñëó÷àå óìåðåííîé àìïëèòóäû îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿ â
ñëó÷àå ìàëûõ àìïëèòóä, ðèñ. 5. Â ñëó÷àå ïîíèæåíèÿ àìïëèòóäû ñòîÿ÷àÿ
óåäèíåííàÿ âîëíà òîæå ðàñïàäàåòñÿ íà äâå âîëíû, íî ýòî íå ÷èñòûå óåäè-
íåííûå âîëíû. Ëèíèÿ U = ω/k ïåðåñåêàåò ìèíóñîâóþ âåòâü. Àìïëèòóäà
áåãóùèõ âîëí ïîíèæàåòñÿ èç-çà äèñïåðñèîííûõ ýôôåêòîâ. Èçëó÷àþòñÿ êî-
ðîòêèå âîëíû. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ìèíóñîâîé äèñïåðñèîííîé
âåòâè ∂2ω/∂k2|k=0 > 0, íî ó ñîîòâåòñòâóþùåé äèñïåðñèîííîé âåòâè óðàâíå-
íèÿ (3.1) ∂2ω/∂k2|k=0 < 0 , à â ñëó÷àå ìàëûõ àìïëèòóä, îïèñàííîì âûøå,
∂2ω/∂k2|k=0 < 0 êàê è ó äèñïåðñèîííîé âåòâè óðàâíåíèÿ (3.1).

Ðèñ. 6: Ñëó÷àé óìåðåííîé àìïëèòóäû: íà÷àëüíûé ðîñò è îñòàíîâêà
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Â ñëó÷àå ðîñòà äëÿ óìåðåííûõ àìïëèòóä ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ýòîò
ðîñò îñòàíàâëèâàåòñÿ (ðèñ. 6) è îãèáàþùàÿ ãðàôèêà ðåçóëüòèðóþùåãî ðå-
øåíèÿ ñòàíîâèòñÿ àâòîìîäåëüíîé (ðèñ. 7). Îãèáàþùàÿ çàâèñèò îò x/t. Ýòè
ðåøåíèÿ ñîäåðæàò äâà ðàçðûâà ñîëèòîííîãî òèïà è äâà êèíêà, äâèæóùèõ-
ñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Î÷åâèäíî, åñëè íà÷àëüíàÿ ñòîÿ÷àÿ
óåäèíåííàÿ âîëíà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê êîìáèíàöèè äâóõ êèíêîâ, òî ñêîðîñòü
êèíêîâ â ýòîì ðåøåíèè è àìïëèòóäà ñîëèòîííîãî ðàçðûâà áóäåò ñòðåìèòü-
ñÿ ê íóëþ. Ïîëîâèíà ãðàôèêà â ýòèõ ðåøåíèÿõ(ëåâàÿ èëè ïðàâàÿ ñòîðîíà
îò îñè ñèììåòðèè) ñîâïàäàåò ñ ãðàôèêîì íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà, ñìîòðè ðàçäåë íèæå. Òèïè÷íîå
ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà
òèïà ðàçðûâà èëè ïðîñòîé âîëíû, äîïîëíèòåëüíî ìîæåò áûòü îäèí êèíê.
Çäåñü æå íàáëþäàåòñÿ îäèí êèíê è îäèí ðàçðûâ.

Àíàëèç ðåøåíèé ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ íà÷àëüíîé óåäèíåííîé âîëíû
ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñ÷åòû îñòàíàâëèâàþòñÿ èç-çà ïîÿâëåíèÿ îáëàñòåé, ãäå
σ1 < 0. Ðàñ÷åòû ñ âêëþ÷åíèåì ÷ëåíà ñ ñîïðîòèâëåíèåì íà èçãèá ïîêàçû-
âàþò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàñ÷åò ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí, íî ðåøåíèå ñòàíî-
âèòñÿ õàîòè÷íûì, íî â ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ ðåãóëÿðíîå
ðåøåíèå, àíàëîãè÷íîå ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 6, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî.

Ðèñ. 7: Àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå

Äëÿ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ áûëà ðàññ÷èòàíà òàêæå ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ êàê ðåçóëüòàò ýâîëþöèè ðåøåíèé ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé, ðèñ. 8. Èíòåðåñíûé ôàêò, ÷òî
ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïîëó÷àëàñü íå ïðè âñåõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèÿõ. Äëÿ
íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèé â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè íàáëþ-
äàëèñü îñöèëëÿöèè. Õîòÿ àìïëèòóäà çäåñü óìåðåííàÿ, ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
ñõîäíà ñ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé Áóññèíåñêà.

Ïðèâåäåííûå â äàííîì ðàçäåëå ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò ðàñ÷åòàì ïðè
R = 1, ρ = 1, µ = 1, Jm = 30, z′∞ = 1.1, r∞ = 1.55.
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Ðèñ. 8: Óìåðåííàÿ àìïëèòóäà: ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

4.4 Ðàñïàä ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà è êèíêè
Äëÿ ïîíèìàíèÿ ñìûñëà êèíêîâîãî ðåøåíèÿ è ïðîâåðêè åãî óñòîé÷èâîñòè áû-
ëà èññëåäîâàíà çàäà÷à î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Òåîðèÿ áåçäèññè-
ïàòèâíûõ ðàçðûâîâ [5]-[10] ïðèìåíèìà äëÿ ýòîé ìîäåëè, îïèñàííûå íèæå èñ-
ñëåäîâàíèÿ ñäåëàíû ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ ðàçðàáîòàííûõ â ýòîé òåîðèè. Ýòà
òåîðèÿ áàçèðóåòñÿ íà àíàëèçå äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ, àíàëèçå ðàçìåð-
íîñòåé èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ðåøåíèé óðàâíåíèé áåãóùèõ âîëí (ñè-
ñòåì îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíû, äâèæóùèåñÿ ñ ôèêñè-
ðîâàííîé ñêîðîñòüþ), ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðà-
çèé è ïðÿìîãî ðàñ÷åòà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òå æå ñòðóêòóðû,
÷òî áûëè îáíàðóæåíû äëÿ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé áå-
ãóùèõ âîëí ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [5]-[10], ìîãóò áûòü íàéäåíû äëÿ óðàâíåíèé
(4.6). Ñîëèòîííûé ðàçðûâ èëè îáû÷íûé ðàçðûâ ñ èçëó÷åíèåì íàáëþäàþòñÿ,
åñëè ëèíèÿ U = ω/k íå ïåðåñåêàåò äèñïåðñèîííóþ êðèâóþ äëÿ îäíîé ñòî-
ðîíû ðàçðûâà è èìååòñÿ îäíî ïåðåñå÷åíèå äëÿ äðóãîé ñòîðîíû, ðàçðûâû ñî
ñòîõàñòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé íàáëþäàþòñÿ â ñëó÷àå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îäíîé ñòî-
ðîíû è äâóõ ïåðåñå÷åíèé ñ äðóãîé. Êëàññè÷åñêèé êèíê íàáëþäàåòñÿ, åñëè
íåò ïåðåñå÷åíèé äëÿ îáîèõ ñòîðîí, êèíê ñ èçëó÷åíèåì íàáëþäàåòñÿ â ñëó÷àå
íàëè÷èÿ îäíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáîèõ ñòîðîí. Çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè ñòðóêòóðû
(çà èñêëþ÷åíèåì ñîëèòîííîé ñòðóêòóðû) îáðàòèìû è ìîãóò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ êàê íåêëàññè÷åñêèå êèíêè [9, 10]. Êèíêè, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî ñâîáîäíûõ
ïàðàìåòðîâ àíàëîãè÷íî óäàðíîé âîëíå â ãàçîâîé äèíàìèêå, ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê ñòðóêòóðû êëàññà 0. Êèíêè, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ
íà îäèí ìåíüøå, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñòðóêòóðû êëàññà −1. Êèíêè êëàññà
+1 äëÿ ýòîé ìîäåëè äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òàêæå, îíè òèïè÷íû äëÿ ñëó-
÷àÿ íàëè÷èÿ äâóõ ïåðåñå÷åíèé [6, 8]. Íî çäåñü äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ è
ïîíèìàíèÿ ìû ðàññìàòðèâàåì ñòðóêòóðû êëàññà 0 êàê îáû÷íûå ñòðóêòóðû
(ñîëèòîííûé ðàçðûâ è ðàçðûâ ñ èçëó÷åíèåì) à êèíêîâûå ñòðóêòóðû êëàññà
−1 � êàê êèíêè (êëàññè÷åñêèé êèíê, êèíê ñ èçëó÷åíèåì).
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Óðàâíåíèÿ ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì � Ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ,
êàê è âñå óðàâíåíèÿ, àíàëèçèðóåìûå â [5]-[10]. Íî çäåñü íåò çàêîíà ñîõðàíå-
íèÿ ýíåðãèè. Ãàìèëüòîíèàí çäåñü íå ýíåðãèÿ. Óðàâíåíèÿ áåãóùèõ âîëí äëÿ
ýòîé ìîäåëè íåèíòåãðèðóåìûå. Èñêëþ÷åíèå � ñëó÷àé íóëåâîé ñêîðîñòè.

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ ðàñ÷åòà çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà
áûëè âçÿòû â ôîðìå ñòóïåíüêè:

r = r1 + (r2 − r1) tanh((Z − Z0)/l)/2, ṙ = 0, r1 = r∞

z′ = z′1 + (z′2 − z′1) tanh((Z − Z0)/l)/2, ż = 0, z′1 = z′∞
Ïóñòü r1 è z′1 ôèêñèðîâàííûå âåëè÷èíû, r2 íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ âå-

ëè÷èíà, à z′2 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

P∗ =
Ŵλ2

(r2, z
′
2)

r2z′2
; P∗ =

Ŵλ2
(r1, z

′
1)

r1z′1
(4.2)

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå ïîèñêà êîðíåé ïîëèíîìèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ðå-
øàåìîãî ÷èñëåííî. Áåðåòñÿ ðåøåíèå, îáëàäàþùåå ñâîéñòâîì ∆ = z′02 > z′01.
Èìååòñÿ ïÿòü êîðíåé. Äëÿ äâóõ èç íèõ z′2 < 0 ïîýòîìó îíè íå èñïîëüçóþòñÿ.

Âíà÷àëå áûëè ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî
çíà÷åíèÿ z′1, ãäå ïðèìåíèìû óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà. Áûë èñïîëüçîâàí êî-
ðåíü, îòâåòâëÿþùèéñÿ îò íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè âåëè÷èíû
∆ = z′2 − z′1 (êîðåíü 1). Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ýòîãî êîðíÿ ñõåìàòè÷íî ïî-
êàçàíà íà ðèñ. 9. Çäåñü êðèâàÿ L1 � ãðàíèöà ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ, à L2 �
ãðàíèöà íåóñòîé÷èâîñòè îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ 2. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè A
(ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé r2 = r1 ñ êðèâîé L2) ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ-
ìè Áóññèíåñêà è ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñîâåðøåííî òàêèå æå, êàê îïèñûâàåòñÿ
â ðàçäåëå 3.

Ðèñ. 9: Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîðíÿ 1

Çàôèêñèðóåì z′1 = zf (zf = 1.1 äëÿ âñåõ ðèñóíêîâ â ýòîì ðàçäåëå;
r1A ≈ 1.7) è áóäåì âàðüèðîâàòü ïàðàìåòð r1, à çàòåì ïàðàìåòð r2 è áóäåì
àíàëèçèðîâàòü òèï ðåøåíèÿ. Åñëè èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (4.2) äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ z′2 ïðè ïðîèçâîëüíûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ r1, òî ìû ìîæåì
âçÿòü ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ r2 êàê ëåâûå è ïðàâûå çíà÷åíèÿ äëÿ çà-
äà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà, íî â ýòîì ñëó÷àå z′1 áóäåò îòëè÷àòüñÿ
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îò zf , à òî÷êà A áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðîé äðóãîé òî÷êå íà êðèâîé
L2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ýòè äâà çíà÷åíèÿ áåðóòñÿ â îêðåñòíîñòè êðèâîé L2,
òî òàêîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü îïèñàíî íåêîòîðûì óðàâíåíèåì Áóññèíåñêà.
Êðèâàÿ L2 ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé (âåòâü 2 ïîêàçàíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé íà
ðèñ. 9), â ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèÿõ Áóññèíåñêà áóäåò ðàçíûé çíàê ïåðåä
íåëèíåéíûì ÷ëåíîì. Ïîýòîìó äëÿ îäíîé âåòâè ìû èìååì óåäèíåííûå âîëíû
ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ, à äëÿ äðóãîé � ïîíèæåíèÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå óåäèíåííûõ
âîëí íàáëþäàåòñÿ â ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿõ.

Ïóñòü r1 áëèçêî ê rA, íî ìåíüøå, ÷åì ýòî çíà÷åíèå. Ïðè ìàëûõ çíà÷å-
íèÿõ ∆ ðåøåíèå ðåãóëÿðíîå è íå ñîäåðæèò êèíêîâ. Åñëè ∆ óâåëè÷èòü, òî
â â ðàñ÷åòå íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè èäåò áûñòðûé ðîñò ïåð-
âîé âîëíû â ñîëèòîííîé ñòðóêòóðå ðàçðûâà. Çàòåì ðàñ÷åò îñòàíàâëèâàåòñÿ
èç-çà âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â îáëàñòÿõ, ãäå σ1 < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåêîððåêòíûìè äëÿ ýòèõ îáëàñòåé. Óðàâíåíèÿ ìîãóò
áûòü ñêîððåêòèðîâàíû âêëþ÷åíèåì âÿçêîñòè èëè ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá. Â
ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ âÿçêîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñ äâóìÿ êèíêàìè. Îíî
ñõîäíî ñ ðåøåíèåì ñ äâóìÿ êèíêàìè, íàéäåííîì â ðàçäåëå 4.3. Âêëþ÷åíèå
ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá âåäåò ê ðàçðóøåíèþ êèêîâ è ê õàîòè÷åñêîìó ïîâåäå-
íèþ. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ∆ ðåøåíèå ñîäåðæèò îäèí êèíê. Ñòàöèîíàðíûé
êèíê ìîæåò áûòü íàéäåí âàðèàöèåé ∆. Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ ñ ïîëîæèòåëüíîé
è îòðèöàòåëüíîé ñêîðîñòüþ êèíêà ïîêàçàíû íèæå, ðèñ.10. Ïàðàìåòðû ðàñ-
÷åòà ñïåöèàëüíî áûëè ïîäîáðàíû òàêèìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ñòîÿ÷àÿ
óåäèíåííàÿ âîëíà, îïèñàííàÿ â ðàçäåëå 4.3, áëèçêà ê êîìáèíàöèè äâóõ êèí-
êîâ äëÿ çíà÷åíèÿ r∞ = r1. Ïîýòîìó àìïëèòóäû ðàçðûâîâ è ïðîñòûõ âîëí íà
ëåâîé ñòîðîíå ðèñóíêà íåâåëèêè.

Ðèñ. 10: Ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà, áëèçêèå ê ñòà-
öèîíàðíîìó êèíêó, íà÷àëüíûé ðàçðûâ ðàñïîëîæåí â òî÷êå Z = 0, r1 = 1.41.

Àíàëèç ðåøåíèé è äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíûõ ñîñòîÿ-
íèé äëÿ îáîèõ ñòîðîí êèíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðÿìàÿ, êàñàòåëüíàÿ ê ìèíóñî-
âîé äèñïåðñèîííîé êðèâîé â íà÷àëå êîîðäèíàò, íå ïåðåñåêàåò åå. Çíàê âòî-
ðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ìèíóñîâîé äèñïåðñèîííîé âåòâè äëÿ ïðàâîé ñòîðîíû
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íà÷àëüíîãî ñêà÷êà è êèíêà ïîëîæèòåëüíûé. Ïîýòîìó ñîëèòîííûé ðàçðûâ
è óåäèíåííàÿ âîëíà ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ, íàáëþäàåìàÿ íà îäíîì èç ãðàôè-
êîâ, ïðåäñêàçûâàþòñÿ òåîðèåé. Äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ñåìåéñòâà óåäèíåí-
íûõ âîëí ïîíèæåíèÿ è ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ, ñòðåìÿùèåñÿ ê êèíêó.

Â ñëó÷àå óìåðåííîé àìïëèòóäû íà÷àëüíîãî ðàçðûâà (âåëè÷èíû ∆) îä-
íîðîäíîå ñîñòîÿíèå 2 íåóñòîé÷èâîå, ñî âðåìåíåì âîçíèêàåò àâàðèéíàÿ îñòà-
íîâêà ðàñ÷åòà. Ðàñ÷åòû ìîæíî ïðîäîëæèòü, åñëè âêëþ÷èòü äèññèïàòèâíûå
÷ëåíû èëè ÷ëåíû ñ ñîïðîòèâëåíèåì íà èçãèá. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìåíüøèõ
çíà÷åíèé r1 àâàðèéíàÿ îñòàíîâêà íå íàáëþäàåòñÿ äàæå â áåçäèññèïàòèâíîì
ñëó÷àå, íî ñòðóêòóðà ðàçðûâà ñòàíîâèòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå îò
ïðàâîé ãðàíèöû ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ôðîíòû íåóñòîé÷èâûõ âîëí. Ýòî ÿâëåíèå
ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êðàåâîé (ïðèãðàíè÷íûé) ôëàòòåð. Ýòè ôðîíòû
ñî âðåìåíåì ìîãóò ïðèâîäèòü ê îñòàíîâêå ðàñ÷åòà èç-çà ðîñòà àìïëèòóäû
âîëí, íî âñòðå÷àþòñÿ è ðåøåíèÿ, ãäå ýòà àìïëèòóäà îãðàíè÷åíà, ðèñ. 11.

Ðèñ. 11: Ðåøåíèå â ñëó÷àå íåóñòîé÷èâîãî îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ ñïðàâà
Òåïåðü ìû ìîæåì ïðîàíàëèçèðîâàòü îäíó ñóùåñòâåííóþ ñ ïðàêòè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåìó. Ïóñòü èìåþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå òèïà äâóõ ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ñòóïåíåé:

r = r2, −d < Z < d; r = r1 (−d > Z)V(Z > d)

Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ êðóïíîìàñøòàáíûé ïîäõîä, d � íåêîòîðîå ðàññòî-
ÿíèå. Ñòóïåíüêè â ðàñ÷åòå â äåéñòâèòåëüíîñòè ñãëàæåíû. Ðåøåíèå â âèäå
ñòîÿ÷åãî êèíêà â ýòîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó êðèòè÷åñêîìó ñëó-
÷àþ. Åñëè ñêîðîñòü ëåâîãî êèíêà îòðèöàòåëüíàÿ, òî âîçìóùåííàÿ îáëàñòü
ñî âðåìåíåì áóäåò ðàñøèðÿòüñÿ, à åñëè ñêîðîñòü ïîëîæèòåëüíà, òî îáëàñòü
âîçìóùåíèÿ áóäåò óìåíüøàòüñÿ.

Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðåøåíèé îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé îáëàñòè ïà-
ðàìåòðîâ èìååòñÿ äâà ðåøåíèÿ î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Íàïðèìåð,
ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 7, � ýòî ðåøå-
íèå çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà â ñëó÷àå r1 = r2, z′1 = z′2, â òî
æå âðåìÿ ñóùåñòâóåò î÷åâèäíîå ðåøåíèå, ãäå âñå âåëè÷èíû ïîñòîÿííû.
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Â îêðåñòíîñòè òî÷êè A çíàê ∂ω2/∂k2|k=0 äëÿ ìèíóñîâîé äèñïåðñèîí-
íîé âåòâè ïîëîæèòåëåí. Òîò æå çíàê è ó äèñïåðñèîííîé âåòâè óðàâíåíèÿ
(3.1). Íî äëÿ ìåíüøèõ çíà÷åíèé r1 ýòîò çíàê ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óåäèíåííàÿ âîëíà ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ äîëæíà ñìåíèòüñÿ
óåäèíåííîé âîëíîé ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ. Èíòåðåñíûé íîâûé òèï íåñòàöèîíàð-
íîé ñòðóêòóðû ðàçðûâà ìîæåò áûòü íàéäåí â ñëó÷àå, êîãäà çíàê äëÿ ëåâîé è
ïðàâîé ñòîðîíû ðàçðûâà ðàçíûé, ãðàôèê ðåøåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 12. Çäåñü
è äàëåå íàèáîëåå èíòåðåñíûé ôðàãìåíò ãðàôèêà ïîêàçàí â ïðÿìîóãîëüíèêå
â êðóïíûì ìàñøòàáå. Èìååòñÿ îäíî ïåðåñå÷åíèå è îäíà èçëó÷àåìàÿ âîëíà
äëÿ îáîèõ ñòîðîí ðàçðûâà.

Ðèñ. 12: Ðåøåíèå ñ íåñòàöèîíàðíîé ñòðóêòóðîé â ñëó÷àå ðàçíûõ çíàêîâ âòî-
ðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ñòî-
ðîíû ðàçðûâà, r1 = 1.41

Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè r1 èçìåíåíèå çíàêà ∂2ω/∂k2|k=0 äëÿ îáîèõ
ñòîðîí ðàçðûâà âåäåò ê ïîÿâëåíèþ ðåøåíèé áåç êèíêà, íî ñ êîìáèíàöèåé
öåíòðèðîâàííîé ïðîñòîé âîëíû, ñîëèòîííîãî ðàçðûâà òèïà Æóãå (â òàêîì
ðàçðûâå ñêîðîñòü óåäèíåííîé âîëíû ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñêîðî-
ñòüþ óïðîùåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, êëàññ −1) è åùå îäíîé öåíòðèðîâàí-
íîé ïðîñòîé âîëíû, ãðàôèê ðåøåíèÿ ïîêàçàí íà ðèñ. 13.

Çàìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåøåíèÿ (ñ êèíêîì è ñîëèòîííûì ðàçðû-
âîì òèïà Æóãå) áûëè ðàíåå íàéäåíû [7] äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî óðàâíå-
íèÿ Êîðòåâåãà�äå Âðèçà ñ íåëèíåéíîñòüþ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Òèï ðåøåíèÿ
(ñ êèíêîì èëè ðàçðûâîì Æóãå) äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò çíàêà êî-
ýôôèöèåíòà ïðè ïðîèçâîäíîé òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Äëÿ óìåðåííûõ çíà÷åíèé r1 áûëî íàéäåíî ïåðåõîäíîå ðåøåíèå ìåæäó ðå-
øåíèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 10 è ðèñ. 13, îíî ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 14.
Îíî ñîäåðæèò êèíê ñ èçëó÷åíèåì (êëàññ −1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå ëèíèÿ U = ω/k, ãäå U � ñêîðîñòü êèíêà, ïåðåñåêàåò äèñïåðñèîííóþ
êðèâóþ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðåøåíèÿ ñ êèíêîì ñ èçëó÷åíèåì ðàíåå áûëè
íàéäåíû äëÿ îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà�äå Âðèçà ñ ïðîèçâîäíîé ïÿ-
òîãî ïîðÿäêà è êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòüþ [5, 7]. Ýòîò ðàçðûâ ñîîòâåòñòâóåò
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Ðèñ. 13: Ðåøåíèÿ ñ ñîëèòîííîé ñòðóêòóðîé òèïà Æóãå, r1 = 1.15

ñëó÷àþ, êîãäà èìåþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ îáîèõ ñòîðîí ðàçðûâà. Îáû÷íûé
ðàçðûâ ñ èçëó÷åíèåì (êëàññ 0) òàêæå íàáëþäàåòñÿ íà ðèñ. 14 áëèæå ê ïðà-
âîé ãðàíèöå. Òàêàÿ ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà åñòü ïåðåñå÷åíèå
äëÿ îäíîé ñòîðîíû è íåò ïåðåñå÷åíèÿ äëÿ äðóãîé. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ
ñòðóêòóð ïîäòâåðæäàåò òîò ôàêò, ÷òî óðàâíåíèÿ áåãóùèõ âîëí çäåñü íåèí-
òåãðèðóåìûå. Äëÿ èíòåãðèðóåìûõ Ãàìèëüòîíîâûõ ìîäåëåé ìîæíî îæèäàòü
íàëè÷èå òîëüêî êëàññè÷åñêèõ óåäèíåííûõ âîëí è êèíêîâ.

Ðèñ. 14: Ðåøåíèå ñ êèíêîì ñ èçëó÷åíèåì è îáû÷íûì ðàçðûâîì ñ èçëó÷åíèåì,
r1 = 1.2

Ïðèìåð ãðàôèêà ðàñ÷åòà â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ðàçíûõ êîðíåé óðàâ-
íåíèÿ (4.2) äëÿ ëåâîé è ïðàâîé ñòîðîíû íà÷àëüíîãî ðàçðûâà ïðåäñòàâëåí
íà ðèñ. 15. Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèîííûå âåòâè ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì.
Íåñòàöèîíàðíóþ ñòðóêòóðó ðàçðûâà êëàññà 0 ñ èçëó÷åíèåì äâóõ âîëí ìîæíî
âèäåòü íà ðèñ. 15. Êîðåíü 2 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ëåâîé ñòîðîíû, à êîðåíü 1 èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðàâîé ñòîðîíû. Ïîýòîìó îäíî çíà÷åíèå r = 1.1975 èñïîëü-
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çóåòñÿ äëÿ îáîèõ ñòîðîí íà÷àëüíîãî ðàçðûâà. Äëÿ ðàñ÷åòà P∗ èñïîëüçîâàíî
çíà÷åíèå r1 = 1.2. Çäåñü èìååòñÿ äâà ïåðåñå÷åíèÿ ìåæäó ïðÿìîé U = ω/k
è äèñïåðñèîííûìè âåòâÿìè äëÿ îäíîðîäíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñåðåäèíå ðèñóíêà.
Äëÿ îäíîé èçëó÷àåìîé âîëíû (â îñíîâíîì ïðîäîëüíîé) îãèáàþùàÿ áëèçêà ê
îãèáàþùåé äëÿ ñëó÷àÿ ðàçðûâà ñîëèòîííîãî òèïà, à äëÿ äðóãîé (â îñíîâíîì
ïîïåðå÷íîé) îãèáàþùàÿ áëèçêà ê ñëó÷àþ îáû÷íîãî ðàçðûâà ñ èçëó÷åíèåì.
Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ðàñ÷åòà, íàïðàâëåííîì íà óâåëè÷åíèå àìïëèòó-
äû ðàçðûâà, ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ áîëåå õàîòè÷íûì. Çäåñü îæèäàåòñÿ òàêæå
ñóùåñòâîâàíèå êèíêîâ ñ ðåçîíàíñíûìè äâóõâîëíîâûìè çîíàìè êëàññà −1 è
êëàññà +1.

Ðèñ. 15: Ðåøåíèå ñ íåñòàöèîíàðíîé ñòðóêòóðîé â ñëó÷àå, êîãäà ïðè ïîñòðî-
åíèè íà÷àëüíîãî ðàçðûâà èñïîëüçîâàíû äâà ðàçíûõ êîðíÿ

4.5 Âûâîä óïðîùåííûõ óðàâíåíèé
Óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìû äëÿ îïèñàíèÿ öåíòðèðîâàííûõ ïðîñòûõ
âîëí. Äëÿ âûâîäà óïðîùåííûõ óðàâíåíèé ââåäåì íîâîå îáîçíà÷åíèå:

u = z′

Òåïåðü óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:
(
RŴ1

u√
u2 + r′2

)′′
− P∗(rr′)′ = ρRü

(
RŴ1(u, r, r

′)
r′√

u2 + r′2

)′
− Ŵ2(u, r, r

′) + P∗ru = ρRr̈
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Óïðîùåííûé âàðèàíò âòîðîãî óðàâíåíèÿ òàêîé:

−Ŵ2(u, r, r
′) + P∗ru = 0

Äîïóñòèì, ÷òî ìû ìîæåì âûðàçèì u èç ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïîäñòàâèì ýòî
âûðàæåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå. Çàòåì ìû âûáðàñûâàåì èç ðåçóëüòèðóþùåãî
óðàâíåíèÿ âñå ÷ëåíû ñ ïðîèçâîäíûìè âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà. Óïðîùåííûå
óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:

(cx(r)r
′)′ = ˙(ct(r)̇)r

Óñëîâèÿ íà ðàçðûâàõ â ñëó÷àå âêëþ÷åíèÿ äèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ â èñ-
õîäíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè òàêæå êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé Áóññèíåñêà.

4.6 Âûâîä óðàâíåíèé ñ ñîïðîòèâëåíèåì íà èçãèá è èõ
ðàñ÷åò

Ïî÷åìó ýòî íåîáõîäèìî. Â ðåøåíèÿõ ïîÿâëÿþòñÿ îáëàñòè, ãäå σ1 < 0. Ñî-
ãëàñíî [3, 4] ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòèõ îáëàñòÿõ óðàâíåíèÿ (2.1) íåêîððåêòíû.
Äðóãàÿ âîçìîæíàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ãðàíèöå îáëàñòè êîððåêò-
íîñòè è íåêîððåêòíîñòè ãðàôèêè r(z) è r(Z) èìåþò âèä ëîìàíîé ëèíèè.
Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì çäåñü ðàçðûâ ïðîèçâîäíîé. Ìîäåëü ôîðìàëüíî
äîïóñêàåò îïðîêèäûâàíèå è èçëîìû, íî àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå ïðî-
áëåìû ìîãóò âîçíèêíóòü òîëüêî â ñëó÷àå ñæàòèÿ òðóáû, à ñëåäîâàòåëüíî
ïðè íåêîððåêòíîñòè. Åùå îäíà ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðàññìàòðèâà-
åìîé ìîäåëè íåò äèñïåðñèè êîðîòêèõ âîëí (ω/k → const for k → +∞). Ýòî
ìîæåò âûçâàòü íåîãðàíè÷åííûé ðîñò îãèáàþùåé ýòèõ âîëí.

Îáëàñòè íåêîððåêòíîñòè â ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿõ. ×èñëåííàÿ ñõåìà ñàìà
ïðî ñåáå îáëàäàåò ñãëàæèâàþùèìè è êîððåêòèðóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòî-
ìó ðàñ÷åò ïðîäîëæàåòñÿ åùå íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñëå ïîÿâëåíèÿ íåêîððåêò-
íûõ îáëàñòåé, íî ïîçäíåå ïîÿâëÿþòñÿ êîðîòêîâîëíîâûå îñöèëëÿöèè è ðàñ÷åò
îñòàíàâëèâàåòñÿ èç-çà ðîñòà ýòèõ îñöèëëÿöèé. ×èñëåííîå ðåøåíèå â íåêîð-
ðåêòíîì ñëó÷àå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî êàê ïðèáëèçèòåëüíîå ðåøå-
íèå. Îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû â êîððåêòíîì ñëó÷àå,
åñëè íåêîòîðîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè âûïîëíåíî, è íåò ñõîäèìîñòè ïðè ëþ-
áîì ñîîòíîøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ øàãîâ â ñëó÷àå íåêîððåêò-
íîñòè. Ïîýòîìó íåêîððåêòíîñòü ìîæíî îáíàðóæèòü è ÷èñëåííî. Ìåòîäèêà
îöåíêè êîððåêòíîñòè ïî äèñïåðñèîííîìó ñîîòíîøåíèþ äàåò òîëüêî íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå êîððåêòíîñòè, ïîýòîìó êîððåêòíîñòü ïðèõîäèòñÿ ïðîâåðÿòü
÷èñëåííî.

Î÷åâèäíî, íåêîððåêòíîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìåìáðàííàÿ ìîäåëü ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà òîëüêî â ñëó÷àå ðàñòÿæåíèÿ. Ìîäåëü ïëàñòèíû, ãäå âî
âíèìàíèå ïðèíèìàåòñÿ òàêæå ñîïðîòèâëåíèå íà èçãèá, ðàáîòàåò è â ñëó÷àå
ñæàòèÿ. Ñîïðîòèâëåíèå íà ñæàòèå ïðåäîòâðàùàåò ïëàñòèíó è îò èçëîìîâ,
ò.å. îò ïîÿâëåíèÿ ðàçðûâîâ äëÿ r′.
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Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñïîñîá âûâîäà çäåñü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
îò ñïîñîáà âûâîäà óðàâíåíèé (2.1). Âûâîä áàçèðóåòñÿ íà ôîðìóëå ëèíåéíîé
òåîðèè óïðóãîñòè è ïåðåõîäå îò Ýéëåðîâà ïîäõîäà ê Ëàãàíæåâó. Îñíîâíàÿ
öåëü � ïîäòâåðæäåíèå ãèïîòåçû, ñäåëàííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå î òîì,
÷òî âêëþ÷åíèå ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá ìîæåò ðàçðåøèòü ïðîáëåìû, âîçíèê-
øèå ïðè ðàñ÷åòàõ.

Èñïîëüçóåì õîðîøî èçâåñòíóþ ôîðìóëó Æåðìåíà�Ëàãðàíæà, îïèñûâà-
þùóþ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïëàñòèíû ïðè óñëîâèè ðàñòÿæåíèÿ èëè ñæà-
òèÿ:

pl =
Eh3

12(1− σ2)
ηxxxx

Çäåñü pl äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, η � ñìåùåíèå ïî âåðòèêàëè,
h � ãîðèçîíòàëüíàÿ êîîðäèíàòà, h � òîëùèíà, E � ìîäóëü Þíãà, σ �
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå âíóòðåííèõ óïðóãèõ ñèë
ïðè èçãèáàíèè ïëàñòèíû ìîæåò áûòü çàìåíåíî äåéñòâèåì äàâëåíèÿ.

Â ñëó÷àå ñëàáîãî ðàñòÿæåíèÿ äîïîëíèòåëüíàÿ âåðòèêàëüíàÿ ñèëà äîëæ-
íà áûòü âêëþ÷åíà â óðàâíåíèÿ (4.6). Äèôôåðåíöèàë îò ýòîé ñèëû èìååò
âèä:

dfr =
1

3
µh3Rr′′′′dZ

Çäåñü ó÷òåíà öèëèíäðè÷åñêàÿ ôîðìà ïîâåðõíîñòè, íåñæèìàåìîñòü ìàòå-
ðèàëà, à òàêæå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí σ = 1/2, E = 3µ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ìîäåëè ìàòåðèàëà.

Óðàâíåíèå äëÿ r èìååò âèä:

−cr′′′′′ +
(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
− σ2

λ2
+ p∗rz′ = ρRr̈

Àíàëèç äèñïåðñèîííîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî òåïåðü óðàâíåíèÿ êîð-
ðåêòíû, íåçàâèñèìî îò òîãî, σ1 > 0 èëè σ1 < 0. Áûëè âûïîëíåíû ðàñ÷åòû
ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ, ÷òî è ðàíåå, âåëè÷èíà c ðàññìàòðèâàëàñü êàê ìàëûé
ïàðàìåòð (ñòåíêà òðóáû òîíêàÿ). Íèêàêèõ ïðîáëåì ïðè ðàñ÷åòàõ îáíàðóæå-
íî íå áûëî.

5 Ðåøåíèÿ äëÿ òðóáû, çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ
Óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ òðóáû, íàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, [2] ïðèâåäåíû íèæå:

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− Prr′ = ρRz̈ (5.1)

[[−cr′′′′]] +

(
Rσ1

r′

λ2
1

)′
− σ2

λ2
+ Prz′ = ρRr̈ (5.2)
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ṙz′ − r′ż + vr′ +
1

2
rv′ = 0 (5.3)

ρf(v̇z
′ − v′ż + vv′) + P ′ = 0 (5.4)

Çäåñü v � ñêîðîñòü æèäêîñòè, ρf � ïëîòíîñòü æèäêîñòè. Êîððåêòèðóþùèé
÷ëåí, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, âêëþ÷åí çäåñü â äâîéíûõ ñêîáêàõ.

Äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé áûëî âûâåäåíî â [2].
Óåäèíåííûå âîëíû èçó÷àëèñü â [11]. Îñíîâíîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ óðàâíåíèé
ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáå âåòâè ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êå ω = 0, k = 0.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ðàñ÷åòà òàêèõ óðàâíåíèé � çàìåíèòü æèäêîñòü ñëà-
áî ñæèìàåìûì ãàçîì. Òðåáóåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ÷àñòè
óðàâíåíèé äàíà íèæå:

(ρ̇fz
′ − ρ′f ż)r2 + 2ρfr(ṙz

′ − r′ż) + (ρfvr
2)′ = 0

P = P (ρf)

Çäåñü ìîäèôèöèðîâàíî óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû. Äîáàâëåíî óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà òîãî, ìîæåò ëè äèñïåðñèÿ ïðåäîò-
âðàòèòü îïðîêèäûâàíèå âîëí â ãàçå, åñëè c = 0. Åñëè íåò, òî ïîòðåáóåòñÿ
âêëþ÷åíèå âÿçêîñòè ãàçà.

Ó ýòèõ óðàâíåíèé èìååòñÿ òðè äèñïåðñèîííûå âåòâè.
Äðóãîé ñïîñîá � èñêëþ÷èòü äàâëåíèå è ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ äëÿ v, r, z

è q = ż:

[
ρfz

′ −
(

r′ρR
rz′2

1 + r′2
z′2

)′]
v̇ −

[(
r′ρR
rz′2

1 + r′2
z′2

)
+

(
ρR
2z′2

1 + r′2
z′2

)′]
v̇′ −

(
ρR
2z′2

1 + r′2
z′2

)
v̇′′ =

ρf(v
′q − vv′)− [[cr′′′′/(rz′)]′] +




(1−r′)
(
Rσ1

r′
λ2

1

)′
−σ2
λ2

rz′ − ρR
rz′2 (q − v)

(
z′q−vr′− 1

2rv
′

z′

)′
− ρR

rz′3 (r′q − vr′ − 1
2rv

′)(1
2v
′ − q′)

1 + r′2
z′2




′

ṙz′ − r′q + vr′ +
1

2
rv′ = 0

ż = q, ρRq̇ =

(
Rσ1

z′

λ2
1

)′
− Prr′

Äëÿ âûâîäà ýòèõ óðàâíåíèé äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà ṙ èç (5.3) â (5.2), â ïîëó-
÷åííîå óðàâíåíèå ïîäñòàâëÿåòñÿ z̈ èç (5.1), çàòåì èç ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ
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âûðàæàåòñÿ P è äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà â (5.4) è (5.1). Ôîðìóëà äëÿ äàâëåíèÿ,
íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ, èìååò âèä:

P = [[cr′′′′/(rz′)]] +
−1

1 + r′2
z′2

[
r′ρR
rz′2

v̇ +
ρR

2z′2
v̇′ +

(1− r′)
(
Rσ1

r′
λ2

1

)′
− σ2

λ2

rz′

− ρR
rz′2

(q − v)

(
z′q − vr′ − 1

2rv
′

z′

)′
− ρR
rz′3

(r′q − vr′ − 1

2
rv′)(

1

2
v′ − q′)

]

Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè ðåøåíû ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè ñõåìû òèïà Ëàêñà-
Âåíäðîôà. Âñëåäñòâèå íàëè÷èÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ïðîèçâîäíûõ
ýòà ñõåìà äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íåÿâíàÿ. Ñèñòåìà íåÿâíûõ óðàâíåíèé ðå-
øàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäà èòåðàöèé. Âíà÷àëå ðàññ÷èòûâàëîñü ïåðâîå óðàâ-
íåíèå. Ïîñëå åãî ðàñ÷åòà çíà÷åíèå v̇ â ôîðìóëå äëÿ äàâëåíèÿ, èñïîëüçóåìîé
â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè, ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì. Ïðèìåð ðàñ÷åòà çàäà÷è î
ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 16, v|t=0 = 0, ρf = 1.
Êèíê è ñîëèòîííàÿ ñòðóêòóðà ðàçðûâà çäåñü ÿñíî ðàçëè÷èìû.

Ðèñ. 16: Òðóáà ñ æèäêîñòüþ: çàäà÷à î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà

Äëÿ ìîäåëè òðóáû, íàïîëíåííîé æèäêîñòüþ, â îòëè÷èå îò ìîäåëè òðóáû
ñ êîíòðîëèðóåìûì äàâëåíèåì âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (ïðè
êîíòðîëèðóåìîì äàâëåíèè ãàìèëüòîíèàí íå ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé). Ýòî âåäåò
ê òîìó, ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé áåãóùèõ âîëí ñòàíîâèòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîé (â ñëó÷àå êîíòðîëèðóåìîãî äàâëåíèÿ îíà èíòåãðèðóåìà òîëüêî ïðè
íóëåâîé ñêîðîñòè âîëí). Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íàáëþäàþòñÿ òîëüêî êëàñ-
ñè÷åñêèå óåäèíåííûå âîëíû è êèíêè.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü èç-çà ãèäðàâëè÷åñêîãî ïðèáëèæå-
íèÿ ìîæåò ïîäðàçóìåâàòü ñëàáûå îòêëîíåíèÿ r(Z), óïðîùåíèÿ ìîãóò áûòü
ñäåëàíû, íàïðèìåð, ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå ïðî-
èçâîäíûå. Íî òàêîå óïðîùåíèå, î÷åâèäíî, âåäåò ê ñíèæåíèþ òî÷íîñòè è ïî-
ÿâëåíèþ íåôèçè÷íûõ ýôôåêòîâ. Â ñëó÷àå íèçêîãî äàâëåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü
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äàëüíåéøèå óïðîùåíèÿ è âûâåñòè êëàññè÷åñêîå èëè îáîáùåííîå (ïðè âêëþ-
÷åíèè ñîïðîòèâëåíèÿ íà èçãèá) óðàâíåíèå Êîðòåâåãà�äå Âðèçà. Äåòàëüíûé
àíàëèç ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ñäåëàí â [5] è [8].

6 Çàêëþ÷åíèå
Ðàñ÷åòû óðàâíåíèé Áóññèíåñêà ïîêàçàëè, ÷òî êàê è ïðåäñêàçûâàëîñü òåîðè-
åé, åñòü óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå óåäèíåííûå âîëíû è ñòðóêòóðû ðàçðû-
âîâ ñîëèòîííîãî òèïà. Àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîêàçàë, ÷òî óðàâíåíèÿ
Áóññèíåñêà ïðàâèëüíî îïèñûâàþò âîëíû ìàëîé àìïëèòóäû â îáëàñòè ïàðà-
ìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäó îò óñòîé÷èâîñòè ê íåóñòîé÷èâîñòè. Ðîñò
àìïëèòóäû óåäèíåííîé âîëíû, íàáëþäàåìûé äëÿ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà, ìî-
æåò îñòàíàâëèâàòüñÿ â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïîëíûõ óðàâíåíèé. Ðåçóëüòè-
ðóþùèå ðåøåíèÿ ñîäåðæàò êèíêè è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåøåíèÿ
çàäà÷è î ðàñïàäå ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà. Àíàëèç ðåøåíèé çàäà÷è î ðàñïàäå
ïðîèçâîëüíîãî ðàçðûâà ïîêàçàë, ÷òî áîëüøèíñòâî íàáëþäàåìûõ ñòðóêòóð
ðàçðûâîâ òèïè÷íû äëÿ ìîäåëåé ñ íåèíòåãðèðóåìûìè ñèñòåìàìè óðàâíåíèé
áåãóùèõ âîëí íî îáíàðóæåíû è íåêîòîðûå íîâûå òèïû ñòðóêòóð ðàçðûâîâ.
Ðàñ÷åò èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè òðóáû, íàïîëíåííîé æèäêîñòüþ ïîäòâåðäèë,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàþòñÿ òîëüêî êëàññè÷åñêèå êèíêè è ñîëèòîííûå
ñòðóêòóðû.
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