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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íûé ñïóòíèê-ãèðîñòàò, öåíòð ìàññ êîòîðî-
ãî äâèæåòñÿ ïî íåèçìåííîé êðóãîâîé îðáèòå âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà.
Äâèæåíèå ñïóòíèêà âîêðóã öåíòðà ìàññ ïðîèñõîäèò ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòà-
öèîííîãî ìîìåíòà. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãèðîñòàòè÷åñêèé ìîìåíò ñïóòíèêà
âåëèê è íàïðàâëåí âäîëü åãî îñè ñèììåòðèè, èññëåäîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå
äâèæåíèÿ ýòîé îñè â îêðåñòíîñòè íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ â àáñîëþòíîì
ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, ñîäåð-
æàùåé áîëüøîé ïàðàìåòð. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì äîêàçàíà òå-
îðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ñèììåòðè÷íîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ ýòîé ñèñòåìû.

A.V.Troitskaya, V.V.Sazonov. Periodic motions of a satellite-gyro-

stat with a large inner angular momentum.We consider an axially symmet-
ric satellite with a large inner angular momentum (i.e. the satellite is a gyrostat)
directed along the symmetry axis. The satellite center of mass moves along a
circular orbit around an attractive center, the satellite attitude motion being af-
fected by the gravitational torque. We investigate periodic motions of the satellite
symmetry axis in a vicinity of an invariable direction in the absolute space. Such
motions are described by the system of di�erential equations of the fourth order
that has periodic coe�cients and contains a large parameter. We prove the unique
existence of the symmetric periodic solution of the system using speci�c methods
of large parameters.



1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå ïå-

ðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñïóòíèê, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îñå-
ñèììåòðè÷íûé ãèðîñòàò, öåíòð ìàññ êîòîðîãî äâèæåòñÿ ïî íåèçìåííîé êðóãî-
âîé îðáèòå âîêðóã íåïîäâèæíîãî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà. Ãèðîñòàòè÷åñêèé
ìîìåíò ñïóòíèêà � ïîñòîÿííûé è íàïðàâëåí âäîëü åãî îñè ìàòåðèàëüíîé
ñèììåòðèè. Äëÿ çàïèñè óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ââå-
äåì äâå ïðàâûå äåêàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñèñòåìà x1x2x3 îáðàçîâàíà
îñÿìè Ðåçàëÿ ñïóòíèêà, îñü x1 � îñü åãî ìàòåðèàëüíîé ñèììåòðèè. Ñèñòå-
ìà Z1Z2Z3 � èíåðöèàëüíàÿ, åå îñü Z2 ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îðáèòû
ñïóòíèêà. Ïîëîæåíèå ñèñòåìû x1x2x3 îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû Z1Z2Z3 áóäåì
çàäàâàòü óãëàìè δ è β. Ñèñòåìà Z1Z2Z3 ïåðåâîäèòñÿ â ñèñòåìó x1x2x3 äâóìÿ
ïîâîðîòàìè (çäåñü ïîëàãàåì, ÷òî ýòè ñèñòåìû èìåþò îáùåå íà÷àëî êîîðäè-
íàò): 1) íà óãîë δ + π/2 âîêðóã îñè Z2, 2) íà óãîë β âîêðóã íîâîé îñè Z3.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ óãëîâ: β � óãîë ìåæäó îñüþ x1 è ïëîñêîñòüþ
îðáèòû Z1Z3, ïðè÷¼ì β > 0, åñëè ýòà îñü ëåæèò â ïîëóïðîñòðàíñòâå Z2 > 0;
δ � óãîë ìåæäó îñüþ (−Z3) è ïðîåêöèåé îñè x1 íà ïëîñêîñòü Z1Z3, ïîëî-
æèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà ýòîãî óãëà ñîãëàñîâàíî ñ íàïðàâëåíèåì îñè
Z2.

Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñïóòíèêà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííîé èç äèíàìè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé Ýéëåðà [1]:

δ̇ =
Ω2

cos β
, β̇ = Ω3 ,

Ω̇2 = −(h− Ω2 tg β)Ω3 − 3(1− λ) cos(δ − t) sin(δ − t) cos β , (1.1)

Ω̇3 = (h− Ω2 tg β)Ω2 − 3(1− λ) cos2(δ − t) sin β cos β .

Ïðè çàïèñè ýòèõ óðàâíåíèé åäèíèöåé èçìåðåíèÿ âðåìåíè t ñëóæèò âåëè÷è-
íà, îáðàòíàÿ îðáèòàëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà, òàê ÷òî ïåðèîä îð-
áèòàëüíîãî äâèæåíèÿ ðàâåí 2π. Åäèíèöåé èçìåðåíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ñëó-
æèò ýêâàòîðèàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè ñïóòíèêà. Â (1.1) Ω2 è Ω3 � ïðîåêöèè
àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà íà îñè x2 è x3, òî÷êîé îáîçíà÷åíî
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè, λ � ïîëÿðíûé ìîìåíò èíåðöèè ñïóòíèêà, h
� ïðîåêöèÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà ñïóòíèêà â åãî äâèæåíèè îòíîñèòåëüíî
öåíòðà ìàññ íà îñü x1.

Âðåìÿ âõîäèò â óðàâíåíèÿ (1.1) ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì π, è ýòè óðàâ-
íåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ t → −t, δ → −δ,
Ω3 → −Ω3. Â ñèëó óêàçàííûõ ñâîéñòâ ìîæíî èñêàòü π-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé (1.1) ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ó ýòèõ ðåøåíèé δ è Ω3 � íå÷åòíûå
ôóíêöèè âðåìåíè, à β è Ω2 � ÷åòíûå ôóíêöèè. Òàêèå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ
êðàåâûìè óñëîâèÿìè

δ(0) = Ω3(0) = δ
(π

2

)
= Ω3

(π
2

)
= 0 . (1.2)
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Êðàåâàÿ çàäà÷à (1.1), (1.2) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ
h→ −h, β → −β, Ω3 → −Ω3, ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ åå èññëåäîâàíè-
åì ïðè h ≥ 0. Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèâåäåíû â
[1]. Â ÷àñòíîñòè, òàì íàéäåíû ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ ïåðåìåííûå ñèñòåìû (1.1)
ìàëû ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ h, ëåæàùèõ âíå ìàëûõ îêðåñò-
íîñòåé êîðíåé óðàâíåíèÿ sin(πh/2) = 0. Â îêðåñòíîñòè ýòèõ êîðíåé èìååò
ìåñòî âåòâëåíèå ðåøåíèé çàäà÷è (1.2), îáóñëîâëåííîå ðåçîíàíñàìè â ñèñòåìå
(1.1). Â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå íàéäåííûå ðåøåíèÿ îïèñûâàþò ìàëûå êîëåáà-
íèÿ îñè x1 ñïóòíèêà â îêðåñòíîñòè íåèçìåííîãî íàïðàâëåíèÿ â àáñîëþòíîì
ïðîñòðàíñòâå [1]. Èõ ìîæíî ïîñòðîèòü â âèäå ðÿäîâ ïî öåëûì îòðèöàòåëü-
íûì ñòåïåíÿì h. Îäíàêî ýòè ðÿäû íå "÷óâñòâóþò" óêàçàííûõ ðåçîíàíñîâ è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíûìè. Íèæå äàíî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (1.1), (1.2), îïðåäåëåííûõ äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ íåðåçîíàíñíûõ çíà÷åíèé h è èìåþùèõ àìïëèòóäû O(h−1).

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ (Ω2,Ω3) 7→ (z1, z2):

Ω2 = z1 +
3(1− λ)

2h
β(1 + cos 2t) , Ω3 = z2 −

3(1− λ)

h
δ cos 2t

ïåðåâîäèò ñèñòåìó (1.1) â ñèñòåìó

δ̇ = z1 +
3(1− λ)

2h
β(1 + cos 2t) +O

(
β2|z1|+

|β|3

h

)
,

β̇ = z2 −
3(1− λ)

h
δ cos 2t ,

ż1 = −hz2 +
3(1− λ)

2
sin 2t+O

(
|z2|+ |β|

h
+
|δ|
h2 + δ2 + β2 + |βz1z2|

)
,

ż2 = hz1 +O

[
|z1|+ |δ|

h
+
|β|
h2 + |β|(|δ|+ β2 + z2

1)

]
.

Ïðèâåäåííûå çäåñü îöåíêè îòíîñÿòñÿ ê îêðåñòíîñòè òî÷êè δ = β = z1 = z2 =
h−1 = 0.

Â ïîëó÷åííîé ñèñòåìå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (δ, β) 7→ (ξ1, ξ2):

δ = ξ1 +
z2

h
, β = ξ2 −

z1

h
.

Â ðåçóëüòàòå ýòà ñèñòåìà ïåðåéäåò â ñèñòåìó, êîòîðóþ äëÿ êðàòêîñòè çàïè-
øåì â âåêòîðíîì âèäå

ξ̇ = f(t, ξ, z, h) , ż = hJz + g(t, ξ, z, h) , (2.1)
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ãäå

ξ =

(
δ
β

)
, z =

(
z1
z2

)
, J =

(
0 −1
1 0

)
,

f ◦(t, h) ≡ f(t, 0, 0, h) = O(h−1) , g◦(t, h) ≡ g(t, 0, 0, h) = O(1) ,

f(t, ξ, z, h)− f ◦(t, h) = O

(
‖ξ‖+ ‖z‖

h
+ ‖ξ‖2 + ‖z‖2

)
,

g(t, ξ, z, h)− g◦(t, h) = O

(
‖ξ‖+ ‖z‖

h
+ ‖ξ‖2 + ‖z‖2

)
,

‖ · ‖ � åâêëèäîâà íîðìà. Âûïèñàííûå îöåíêè îòíîñÿòñÿ ê îêðåñòíîñòè òî÷êè
ξ = z = h−1 = 0 è íåñêîëüêî îãðóáëåíû, íî îíè äîñòàòî÷íû äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà áîëüøèíñòâà ôîðìóëèðóåìûõ íèæå óòâåðæäåíèé. Îäíàêî äîêàçàòåëü-
ñòâî íåêîòîðûõ èç íèõ ïîòðåáóåò áîëåå äåòàëüíîé îöåíêè

eT
1 f(t, ξ, z, h) =

3(1− λ)

2h
(1 + cos 2t)ξ2+

+O

(
‖ξ‖+ ‖z‖

h2 +
‖ξ‖2 + ‖z‖2

h
+ ‖ξ‖2(‖ξ‖+ ‖z‖)

)
.

Çäåñü è íèæå e1 = (1, 0)T, e2 = (0, 1)T.
Êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) â ðåçóëüòàòå ñäåëàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåõîäÿò

â êðàåâûå óñëîâèÿ

ξ1(0) = z2(0) = ξ1

(π
2

)
= z2

(π
2

)
= 0 . (2.2)

Âðåìÿ âõîäèò â ñèñòåìó (2.1) ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì π, è ýòà ñèñòåìà èí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ t → −t, ξ1 → −ξ1, z2 → −z2.
Â ñèëó óêàçàííûõ ñâîéñòâ ëþáîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2) ìîæíî
ïðîäîëæèòü íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü. Ñíà÷àëà îíî ïðîäîëæàåòñÿ íà îò-
ðåçîê −π/2 ≤ t ≤ 0 ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé ξ1(−t) = −ξ1(t), ξ2(−t) = ξ2(t),
z1(−t) = z1(t), z2(−t) = −z2(t), à çàòåì π-ïåðèîäè÷åñêè íà âñþ îñü.

Äëÿ ε ∈ (0, 1) ââåäåì ìíîæåñòâî I(ε) = {h : h > 0, | sin(πh/2)| > ε}.
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà C1, C2 è H, çàâèñÿ-

ùèå îò ε, ÷òî ïðè h > H, h ∈ I(ε) êðàåâàÿ çàäà÷à (2.1), (2.2) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå ξ∗(t, h), z∗(t, h), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

‖ξ∗(t, h)‖ ≤
C1

h
, ‖z∗(t, h)‖ ≤

C2

h

(
0 ≤ t ≤ π

2

)
. (2.3)

Ðåøåíèÿì çàäà÷è (2.1), (2.2), î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â ýòîé òåîðåìå, îòâå-
÷àþò ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) ñ àìïëèòóäàìè O(h−1) (ñì. ï. 1). Óñëîâèå
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h ∈ I(ε) ñëóæèò äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç ïðîâîäèìîãî àíàëèçà ðåçîíàíñíûõ çíà-
÷åíèé h.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ñâîäèòñÿ ðåøåíèþ ñèñòåìû ñïåöèàëüíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà áûë ïðåäëîæåí Õ¼ëüäåðîì [2] è
ðàçâèò âïîñëåäñòâèè Ëüþèñîì [3], Õåéëîì [4] è äð. Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà
ê ãèðîñêîïè÷åñêèì ñèñòåìàì ñ áîëüøèì ïàðàìåòðîì îïèñàíî â [5, 6].

3. Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñâåäåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1),
(2.2) ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âûïîëíèì, èñïîëüçóÿ ôóíêöèè Ãðè-
íà äâóõ ëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷

ξ̇ = F (t) , ξ1(0) = ξ1

(π
2

)
= 0 , (3.1)

ż = hJz +Q(t) , z2(0) = z2

(π
2

)
= 0 , (3.2)

çàäàííûõ íà îòðåçêå 0 ≤ t ≤ π/2. Ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è (3.2) èìååò âèä

G(t, s, h) =
1

2 sin πh2

[
G11(t, s, h) G12(t, s, h)

G21(t, s, h) G22(t, s, h)

]
,

G11(t, s, h) = sinh
(
t+ s− π

2

)
− sinh

(
t− s∓ π

2

)
,

G12(t, s, h) = − cosh
(
t+ s− π

2

)
− cosh

(
t− s∓ π

2

)
,

G21(t, s, h) = − cosh
(
t+ s− π

2

)
+ cosh

(
t− s∓ π

2

)
,

G22(t, s, h) = − sinh
(
t+ s− π

2

)
− sinh

(
t− s∓ π

2

)
.

Â âûïèñàííûõ ôîðìóëàõ âåðõíèé çíàê áåðåòñÿ ïðè s < t, íèæíèé � ïðè
s > t. Ïðè sin(πh/2) 6= 0 ðåøåíèå çàäà÷è (3.2) ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè Q(t) è âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

z(t) =

π/2∫
0

G(t, s, h)Q(s)ds. (3.3)

Íîðìó ïðîèçâîëüíîé âåêòîðíîé ôóíêöèè z(t), 0 ≤ t ≤ π/2 îïðåäåëèì ôîð-
ìóëîé

ν(z) = max
0≤t≤π/2

‖z(t)‖.

Äëÿ íîðìû ðåøåíèÿ (3.3) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ν(z) ≤ π ν(Q)

2
∣∣sin πh2 ∣∣ . (3.4)
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Åñëè ôóíêöèÿ Q(t) = [Q1(t), Q2(t)]
T â (3.2) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì Q1(0) = Q1(π/2) = 0, â ÷àñòíîñòè,
Q(t) = g◦(t, h), òî, ñäåëàâ â ýòîé çàäà÷å çàìåíó ïåðåìåííîé z = y+h−1JQ(t)
è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (3.3), ïîëó÷èì

z(t) =
1

h
JQ(t)− 1

h

π/2∫
0

G(t, s, h)JQ̇(s)ds.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

ν(z) ≤ ν(Q)

h
+

π ν(Q̇)

2h
∣∣sin πh2 ∣∣ . (3.5)

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó (3.1). Îíà ðàçðåøèìà íå ïðè âñåõ íåïðåðûâ-
íûõ F (t), ïîñêîëüêó ïðè F (t) ≡ 0 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ξ = e2.
Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñîïðÿæåííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à

ψ̇ = 0 , ψ = (ψ1, ψ2) , ψ2(0) = ψ2

(π
2

)
= 0

òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è ýòî ðåøåíèå ìîæíî âçÿòü â âèäå ψ =
eT
1 . Êàê èçâåñòíî [7], çàäà÷à (3.1) ðàçðåøèìà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå

π/2∫
0

eT
1F (t)dt = 0 .

Åñëè ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, òî ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ
äî ñëàãàåìîãî const · e2.

Ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) óäîáíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ñ îáîáùåííîé ôóíê-
öèè Ãðèíà [3, 8]. Ýòà ôóíêöèÿ, îáîçíà÷èì åå G0(t, s) (t, s ∈ [0, π/2]), ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöåé âòîðîãî ïîðÿäêà è åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: ñîîòíîøåíèÿìè (3.1) äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà,
óñëîâèåì ñêà÷êà G0(s+ 0, s)−G0(s− 0, s) = diag (1, 1) è ñîîòíîøåíèÿìè

∂G0(t, s)

∂t
= −2

π
e1e

T
1 ,

π/2∫
0

eT
2G0(t, s)dt = 0.

ßâíûé âèä îáîáùåííîé ôóíêöèè Ãðèíà

G0(t, s) = diag

(
1± 1

2
− 2t

π
, −1∓ 1

2
+

2s

π

)
,
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ãäå âåðõíèé çíàê áåðåòñÿ ïðè s < t, íèæíèé � ïðè s > t. Âûðàæåíèå

ξ(t) =

π/2∫
0

G0(t, s)F (s)ds (3.6)

óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (3.1) è ñîîòíîøåíèÿì

ξ̇(t) = F (t)− pe1 , p =
2

π

π/2∫
0

eT
1F (t)dt ,

π/2∫
0

eT
2 ξ(t)dt = 0 .

Ïðè p = 0 ôîðìóëà (3.6) äàåò ÷àñòíîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.1). Äëÿ
íîðìû ôóíêöèè ξ(t) â (3.6) èìååò ìåñòî îöåíêà

ν(ξ) ≤ π

2
ν(F ) . (3.7)

Èñêîìàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò âèä

ξ(t) = aå2 +

π/2∫
0

G0(t, s)f [s, ξ(s), z(s), h]ds ≡ Lξ(ξ, z), (3.8)

z(t) =

π/2∫
0

G(t, s, h)g[s, ξ(s), z(s), h]ds ≡ Lz(ξ, z).

Çäåñü a � ïàðàìåòð. Ñèñòåìó (3.8) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðè h ∈ I(ε). Ïóñòü
ξ(t, a, h), z(t, a, h) � ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Îíî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìî ïî t, óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (2.2), âòîðîìó óðàâíåíèþ (2.1) è
ñîîòíîøåíèÿì

ξ̇(t, a, h) = f [t, ξ(t, a, h), z(t, a, h), h]− p(a, h)e1 ,

p(a, h) =
2

π

π/2∫
0

eT
1 f [t, ξ(t, a, h), z(t, a, h), h]dt ,

2

π

π/2∫
0

eT
2 ξ(t, a, h)dt = a .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.8) îïðåäåëåíî â
íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ a è h, è â ýòîé îáëàñòè òàê íà-
çûâàåìîå áèôóðêàöèîííîå óðàâíåíèå

p(a, h) = 0 (3.9)
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èìååò êîðåíü a(h). Òîãäà ξ[t, a(h), h], z[t, a(h), h] � ðåøåíèå êðàåâîé çàäà-
÷è (2.1), (2.2). Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå áóäóò îãîâîðåíû íè-
æå è êîòîðûå âûïîëíåíû â èññëåäóåìîé ñèòóàöèè, ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå. Ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1), (2.2), î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â òåîðåìå 1,
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå ñèñòåìû (3.8) ïðè ïîäõîäÿùåì êîðíå áèôóðêà-
öèîííîãî óðàâíåíèÿ (3.9).

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.8) è êîðíÿ óðàâíåíèÿ
(3.9) ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ñâîéñòâà ôóíêöèé f è g â óðàâíåíèÿõ (2.1). Ýòè
ñâîéñòâà ñëåäóþò èç àíàëèòè÷íîñòè ýòèõ ôóíêöèé è èõ îöåíîê, ïðèâåäåííûõ
â ï. 2. Ñâîéñòâà ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì. Ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà∆,H1 èK, ÷òî ïðè âñåõ t, ξ, ξ′, z, z′ è h, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì t ∈
[0, π/2], max

(
‖ξ‖, ‖ξ′‖, ‖z‖, ‖z′‖

)
≤ ∆ è h ≥ H1, èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

‖f ◦(t, h)‖ ≤ Kh−1, ‖ġ◦(t, h)‖ ≤ K, ‖g◦(t, h)‖ ≤ K ; (3.10)

‖f(t, ξ, z, h)− f ◦(t, h)‖ ≤ K

(
‖ξ‖+ ‖z‖

h
+ ‖ξ‖2 + ‖z‖2

)
,

‖g(t, ξ, z, h)− g◦(t, h)‖ ≤ K

(
‖ξ‖+ ‖z‖

h
+ ‖ξ‖2 + ‖z‖2

)
;

 (3.11)

‖f(t, ξ, z, h)− f(t, ξ′, z′, h)‖ ≤ Kζ
(
‖ξ − ξ′‖+ ‖z − z′‖

)
,

‖g(t, ξ, z, h)− g(t, ξ′, z′, h)‖ ≤ Kζ
(
‖ξ − ξ′‖+ ‖z − z′‖

)
,

ζ = h−1 + ‖ξ‖+ ‖ξ′‖+ ‖z‖+ ‖z′‖ ;

 (3.12)

∣∣∣∣ eT
1 f(t, ξ, z, h)− 3(1− λ)

2h
(1 + cos 2t)ξ2

∣∣∣∣ ≤
≤ K

(
‖ξ‖+ ‖z‖

h2 +
‖ξ‖2 + ‖z‖2

h
+ ‖ξ‖2(‖ξ‖+ ‖z‖)

)
.

(3.13)

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ ε ∈ (0, 1) è A > 0 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà
H = H(ε, A), C1 = C1(ε, A) è C2 = C2(ε, A), ÷òî ïðè h > H, h ∈ I(ε) è
| a | ≤ Ah−1 ñèñòåìà (3.8) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ξ∗(t, a, h), z∗(t, a, h),
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

‖ξ∗(t, a, h)‖ ≤
C1

h
, ‖z∗(t, a, h)‖ ≤

C2

h

(
0 ≤ t ≤ π

2

)
. (3.14)

Äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ëåâàÿ ÷àñòü áèôóðêàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (3.9) äîïóñêàåò
îöåíêó ∣∣∣∣ p(a, h)− 3(1− λ)

2h
[ a+ b(h)]

∣∣∣∣ ≤ C3

h3 , (3.15)
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ãäå C3 = C3(ε, A), |b(h)| ≤ C4h
−1, ïðè÷åì C4 íå çàâèñèò îò ε è A.

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Íèæå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè â ñïèñêå
àðãóìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, êàê ïðàâèëî, íå áóäåì óêàçûâàòü a
è h. Íà îòðåçêå 0 ≤ t ≤ π/2 ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ξk(t),
zk(t) (k = 0, 1, 2, . . .), ïîëîæèâ ξ0(t) ≡ z0(t) ≡ 0 è

ξk+1 = Lξ(ξk, zk) , zk+1 = Lz(ξk, zk) . (4.1)

Çäåñü è äàëåå èíäåêñ k â îáîçíà÷åíèÿõ ξk, zk óêàçûâàåò íîìåð èòåðàöèè,
îïðåäåëèâøåé âåêòîðíûå ôóíêöèè ξ è z, à íå íîìåð âåêòîðíîé êîìïîíåíòû.
Äîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì h ∈ I(ε) è îãðàíè÷åííîì | ah | ýòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (3.8). Ñíà÷àëà äîêàæåì,
÷òî ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ

ν(ξk) ≤
C1

h
≤ ∆ , ν(zk) ≤

C2

h
≤ ∆ , (4.2)

ãäå C1, C2 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Ïîñêîëüêó

ξ1(t) = ae2 +

π/2∫
0

G0(t, s)f
◦(s)ds , z1(t) =

π/2∫
0

G(t, s)g◦(s)ds , (4.3)

ñîîòíîøåíèÿ (11) ïðè k ≥ 1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ξk+1(t) = ξ1(t) +

π/2∫
0

G0(t, s){f [s, ξk(s), zk(s)]− f ◦(s)}ds ,

zk+1(t) = z1(t) +

π/2∫
0

G(t, s){g[s, ξk(s), zk(s)]− g◦(s)}ds .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ν(ξk) ≤ ∆, ν(zk) ≤ ∆ (k = 0, 1, 2, . . .). Òîãäà â ñèëó
íåðàâåíñòâ (3.4), (3.7) è (3.11) áóäåì èìåòü

ν(ξk+1) ≤ ν(ξ1) +
πK

2

[
ν(ξk) + ν(zk)

h
+ ν2(ξk) + ν2(zk)

]
, (4.4)

ν(zk+1) ≤ ν(z1) +
πK

2ε

[
ν(ξk) + ν(zk)

h
+ ν2(ξk) + ν2(zk)

]
.

Ïðèìåíèâ ê âûðàæåíèÿì (4.3) íåðàâåíñòâà (3.5), (3.7) è (3.10), ïîëó÷èì

ν(ξ1) ≤ | a |+ πK

2h
, ν(z1) ≤

K

h

(
1 +

π

2ε

)
.
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Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî A è îáîçíà÷èì

B1 = A+
πK

2
, B2 = K

(
1 +

π

2ε

)
.

Òîãäà ïðè h ∈ I(ε), h ≥ H2 = max(H1, B1∆
−1, B2∆

−1) è | a| ≤ Ah−1 èìååì

ν(ξ1) ≤
B1

h
≤ ∆ , ν(z1) ≤

B2

h
≤ ∆ .

Âûáåðåì ÷èñëà C1, C2 èç óñëîâèé Ñ1 > B1, C2 > B2 è âîçüìåì

h ≥ H3 = max

[
1, H2,

C1

∆
,
C2

∆
,

K1

C1 −B1
,

K1

ε(C2 −B2)

]
,

K1 =
πK

2
(C1 + C2 + C2

1 + C2
2) .

Áóäåì ñ÷èòàòü òàêæå, ÷òî | a| ≤ Ah−1. Òîãäà, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî k íåðà-
âåíñòâà (4.2) âûïîëíåíû, òî â ñèëó (4.4) áóäåì èìåòü

ν(ξk+1) ≤
B1

h
+
K1

h2 ≤ C1

h
≤ ∆ , ν(zk+1) ≤

B2

h
+
K1

εh2 ≤
C2

h
≤ ∆ .

Ïîñêîëüêó ïðè k = 1 íåðàâåíñòâà (4.2) âûïîëíåíû, îòñþäà ñëåäóåò èõ ñïðà-
âåäëèâîñòü ïðè âñåõ k.

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (4.1). Ðàññìîòðèì
íåîòðèöàòåëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè bk = ν(ξk − ξk−1), ck = ν(zk − zk−1),
dk = ν(ξk)+ν(ξk−1)+ν(zk)+ν(zk−1)+h−1. Ïðè h ∈ I(ε), h ≥ H3, | a| ≤ Ah−1

â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.4), (3.7), (3.12) è (3.19) èìååì

bk+1 ≤
πK

2
dk(bk + ck) , ck+1 ≤

πK

2ε
dk(bk + ck) , dk ≤

2C1 + 2C2 + 1

h
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

bk+1 + ck+1 ≤
D

h
(bk + ck) , D =

πK

2

(
1 +

1

ε

)
(2C1 + 2C2 + 1) .

Âîçüìåì q ∈ (0, 1) è äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì h ≥ H = max(H3, Dq
−1). Òî-

ãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bk + ck äîïóñêàåò îöåíêó bk+1 + ck+1 ≤ q(bk + ck) è,
ñëåäîâàòåëüíî, ñõîäèòñÿ ê íóëþ íå ìåäëåííåå, ÷åì ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ. Èñïîëüçóÿ ýòîò ôàêò, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξk(t) è
zk(t) ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå

{(t, a, h) : 0 ≤ t ≤ π/2, | a| ≤ Ah−1, h ≥ H, h ∈ I(ε)} (4.5)
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ê íåêîòîðûì íåïðåðûâíûì ôóíêöèÿì ξ∗(t, a, h) è z∗(t, a, h), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèì íåðàâåíñòâàì (ñð. (3.14)) ν(ξ∗) ≤ C1h

−1, ν(z∗) ≤ C2h
−1.

Ïåðåõîäÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (4.1) ê ïðåäåëó ïðè k → +∞, íàõîäèì, ÷òî ξ∗,
z∗ � èñêîìîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.8), ïðè÷åì ýòè ôóíêöèè íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìû ïî t. Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì äîêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü
ýòîãî ðåøåíèÿ íà ìíîæåñòâå (4.5).

Äîêàæåì òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 î ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.9).
Ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ íà ðåøåíèè ξ∗(t, a, h) è z∗(t, a, h) îáîçíà÷èì
p∗(a, h). Åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

p∗(a, h) =
3(1− λ)

πh

π/2∫
0

(1 + cos 2t)eT
2 ξ1(t)dt+

+
3(1− λ)

πh

π/2∫
0

(1 + cos 2t)eT
2 [ξ∗(t)− ξ1(t)]dt+ (4.6)

+
2

π

π/2∫
0

{
eT
1 f [t, ξ∗(t), z∗(t)]−

3(1− λ)

2h
(1 + cos 2t)eT

2 ξ∗(t)

}
dt .

Çäåñü ôóíêöèÿ ξ1(t) îïðåäåëåíà ïåðâîé ôîðìóëîé (4.3). Ïåðâûé ÷ëåí â ïðà-
âîé ÷àñòè âûïèñàííîãî âûðàæåíèÿ äëÿ p∗(a, h) ìîæíî çàïèñàòü êàê

3(1− λ)

2h
[ a+ b(h)] , ãäå b(h) =

2

π

π/2∫
0

(1 + cos 2t)[eT
2 ξ1(t)− a]dt .

Èç ïåðâîé ôîðìóëû (4.3) ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà (3.7) è ïåðâîãî íåðàâåíñòâà
(3.10) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè

ν
(
eT
2 ξ1 − a

)
≤ ν(ξ1 − ae2) ≤

πK

2h
.

Îòñþäà | b(h)| ≤ πK/h.
Èç äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ξ∗, z∗ ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

ξ∗(t)− ξ1(t) =

π/2∫
0

G0(t, s){f [s, ξ∗(s), z∗(s)]− f ◦(s)}ds , ν(ξ∗ − ξ1) ≤
K1

h2 .

Â ñèëó ïîñëåäíåãî èç íèõ ìîäóëü âòîðîãî ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (4.6)
íå ïðåâîñõîäèò const · h−3. Â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.13), (3.14) òàêàÿ æå îöåí-
êà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ìîäóëÿ ïîñëåäíåãî ÷ëåíà ýòîé ôîðìóëû. Êîìáèíèðóÿ
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ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ è îöåíêè, ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà
(3.15). Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïðèíÿòü C4 = πK. Ýòà ïîñòîÿííàÿ íå çàâèñèò îò
ε è A.

5. Èññëåäîâàíèå áèôóðêàöèîííîãî óðàâíåíèÿ. ×òîáû óñòàíîâèòü
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2), íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâ-
íåíèå (3.9). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíà íà
ìíîæåñòâå {(a, h) : | a| ≤ Ah−1, h ≥ H, h ∈ I(ε)} è ÿâëÿåòñÿ íà íåì íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèåé. Èñïîëüçóÿ îäíî ëèøü ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè, ìîæíî
äîêàçàòü òîëüêî ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ óðàâíåíèÿ (3.9). Äîêàçàòåëüñòâî åäèí-
ñòâåííîñòè ïîòðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ óñèëèé. Â ýòîì ïóíêòå äîêàæåì ñó-
ùåñòâîâàíèå. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì λ < 1. Ñëó÷àé λ > 1
ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîñêîëüêó ÷èñëî A â òåîðåìå 2 ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî, âîçüìåì
A = 3C4. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ a1(h) = −2C4h

−1, a2(h) = 2C4h
−1. Ñîãëàñ-

íî (3.15) è îöåíêå ôóíêöèè b(h) èìååì

p∗[ a1(h), h ] ≤ 3(1− λ)

2h
[ a1(h) + b(h)] +

C3

h3 ≤ −3(1− λ)C4

2h2 +
C3

h3 ,

p∗[ a2(h), h ] ≥ 3(1− λ)

2h
[ a2(h) + b(h)]− C3

h3 ≥
3(1− λ)C4

2h2 − C3

h3 .

Ïðè

h > H4 = max

[
H,

2C3

3(1− λ)C4

]
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà p∗[ a1(h), h ] < 0, p∗[ a2(h), h ] > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïî èçâåñòíîé òåîðåìå èç àíàëèçà óðàâíåíèå (3.9), ðàññìàòðèâàåìîå êàê óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî a, íà îòðåçêå a1(h) ≤ a ≤ a2(h) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå
îäèí êîðåíü. Îäèí èç òàêèõ êîðíåé îáîçíà÷èì a∗(h). Ôóíêöèÿ a∗(h) îïðå-
äåëåíà íà ìíîæåñòâå {h : h > H4, h ∈ I(ε)} è îöåíèâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì
| a∗(h)| < 2C4h

−1. Îäíàêî åå ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè íåèçâåñòíû. Ðåøåíèå
êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2) ξ∗[ t, a∗(h), h], z∗[ t, a∗(h), h] ÿâëÿåòñÿ òåì ðåøåíè-
åì, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 1, íî åãî åäèíñòâåííîñòü íå óñòàíîâëåíà.

6. Äîïîëíåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2. ×òîáû äîêàçàòü åäèí-
ñòâåííîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1), (2.2), âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëü-
ñòâó òåîðåìû 2. Â äîïîëíåíèå ê îáîçíà÷åíèÿì ï.4 ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ∆a =
| a′ − a|, ξ′∗ = ξ∗(t, a

′, h), ξ′k = ξk(t, a
′, h) è ò. ï. Äîêàæåì, ÷òî íàéäåííîå â

ï. 5 ðåøåíèå ñèñòåìû (3.8) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì h ∈ I(ε) è | a| ≤ Ah−1,
| a′| ≤ Ah−1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

ν(ξ′∗ − ξ∗) ≤
(

1 +
D1

h

)
∆a , ν(z′∗ − z∗) ≤

D2

h
∆a , (6.1)

ãäå D1 = D1(ε, A), D2 = D2(ε, A). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæå-
íèÿ (4.1). Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (4.3) èìååì
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ξ′k+1(t)−ξk+1(t) = (a′−a)e2+

π/2∫
0

G0(t, s){f [s, ξ′k(s), z
′
k(s)]−f [s, ξk(s), zk(s)]}ds ,

z′k+1(t)− zk+1(t) =

π/2∫
0

G(t, s){g[s, ξ′k(s), z′k(s)]− g[s, ξk(s), zk(s)]}ds .

Îòñþäà â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.4), (3.7) è (3.12) èìååì

ν(ξ′k+1 − ξk+1) ≤ ∆a +
πK

2
ρk[ν(ξ

′
k − ξk) + ν(z′k − zk)] ,

ν(z′k+1 − zk+1) ≤
πK

2ε
ρk[ν(ξ

′
k − ξk) + ν(z′k − zk)] ,

ρk = ν(ξ′k) + ν(ξk) + ν(z′k) + ν(zk) + h−1 .

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (3.14), ïîëó÷àåì

ν(ξ′k+1 − ξk+1) ≤ ∆a +
K2

h
[ν(ξ′k − ξk) + ν(z′k − zk)] ,

ν(z′k+1 − zk+1) ≤
K2

εh
[ν(ξ′k − ξk) + ν(z′k − zk)] , (6.2)

K2 =
πK

2
(2C1 + 2C2 + 1) .

Ïîëîæèì D1 > K2, D2 > K2/ε. Äîêàæåì, ÷òî ïðè h ∈ I(ε),

h ≥ H5 = max

[
H3,

K2(D1 +D2)

D1 −K2
,
K2(D1 +D2)

εD2 −K2

]
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ν(ξ′k − ξk) ≤
(

1 +
D1

h

)
∆a , ν(z′k − zk) ≤

D2

h
∆a (k = 1, 2, . . .) . (6.3)

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ïðè k = 1 ïîñëåäíèå
íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû. Ïóñòü îíè âûïîëíåíû äëÿ íåêîòîðîãî k. Òîãäà èç
(6.2) ñëåäóåò

ν(ξ′k+1 − ξk+1) ≤
[
1 +

K2

h
+
K2(D1 +D2)

h2

]
∆a ≤

(
1 +

D1

h

)
∆a ,
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ν(z′k+1 − zk+1) ≤
[
K2

εh
+
K2(D1 +D2)

εh2

]
∆a ≤

D2

h
∆a .

Íåðàâåíñòâà (6.3) äîêàçàíû. Ïåðåõîäÿ â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè
k → +∞, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà (6.1). Íåñêîëüêî èçìåíèâ ïðîäåëàííûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó (íàïîìíèì, h > 1)

ν[ξ′∗ − ξ∗ − (a′ − a)e2] ≤
K2

h

(
1 +

D1 +D2

h

)
≤ (6.4)

≤ K2(D1 +D2 + 1)

h
∆a .

7. Äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè. Òåïåðü óòî÷íèì çàâèñèìîñòü
ôóíêöèè p∗(a, h) îò a. Ó÷èòûâàÿ ãëàäêîñòü ôóíêöèè f(t, ξ, z, h) è ñîîòíî-
øåíèå (3.13), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî∣∣∣∣eT

1 f(t, ξ, z, h)− eT
1 f(t, ξ′, z′, h)− 3(1− λ)

2h
(1 + cos 2t)eT

2 (ξ − ξ′)

∣∣∣∣ ≤ (7.1)

≤ Kη
(
‖ξ − ξ′‖+ ‖z − z′‖

)
,

η =
1

h2 +
‖ξ‖+ ‖ξ′‖+ ‖z‖+ ‖z′‖

h
+ ‖ξ‖2 + ‖ξ′‖2 + ‖z‖2 + ‖z′‖2 .

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå (4.6). Çàïèøåì åå â âèäå

p∗(a, h) =
3(1− λ)

2h
[ a+ b(h)] + Φ1(a, h) + Φ2(a, h) .

Çäåñü Φ1(a, h) è Φ2(a, h) � îáîçíà÷åíèÿ âòîðîãî è òðåòüåãî èíòåãðàëüíûõ
÷ëåíîâ â ïðàâîé ÷àñòè (4.6). Â êîíöå ï.4 áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà |Φ1(a, h)| +
+|Φ2(a, h)| ≤ C3h

−3.
Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè Φ1(a, h) è Φ2(a, h) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèï-

øèöà. Îöåíèì âåëè÷èíû |Φ1(a
′, h)−Φ1(a, h)| è |Φ2(a

′, h)−Φ2(a, h)|. Ïîñêîëü-
êó (ξ′∗ − ξ′1)− (ξ∗ − ξ1) = ξ′∗ − ξ∗ − (a′ − a)e2, ñ ïîìîùüþ (6.4) íàéäåì

|Φ1(a
′, h)− Φ1(a, h)| ≤

3K2(1− λ)(D1 +D2 + 1)

h2 ∆a .

Ñ ïîìîùüþ (7.1) ïîëó÷èì

|Φ2(a
′, h)− Φ2(a, h)| ≤

2K(D2
1 +D2

2 +D1 +D2 + 1/2)(D1 +D2 + 1)

h2 ∆a .
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Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C5 = C5(ε, A), òàêàÿ, ÷òî

|Φ1(a
′, h) + Φ2(a

′, h)− Φ1(a, h)− Φ2(a, h)| ≤
C5

h2 ∆a .

Óðàâíåíèå (3.9) ïðåîáðàçóåì ê âèäó (ïîëàãàåì λ 6= 1)

a = −b(h)− 2h

3(1− λ)
[Φ1(a, h) + Φ2(a, h)] ≡ Φ(a, h) . (7.2)

Ôóíêöèÿ Φ(a, h) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

|Φ(a′, h)− Φ(a, h)| ≤ L∆a , L =
2C5

3h|1− λ|
,

ïðè÷åì L→ 0 ïðè h→ +∞. Óðàâíåíèå (7.2) áóäåì ðåøàòü ìåòîäîì ïðîñòîé
èòåðàöèè:

a0 = −b(h) , ak+1 = Φ(ak, h) (k = 0, 1, 2, . . .) .

Ïðè A = 3C4 è äîñòàòî÷íî áîëüøîì h ∈ I(ε) ýòè èòåðàöèè ïðèíàäëåæàò
îòðåçêó | a| ≤ Ah−1 è ñõîäÿòñÿ ê êîðíþ a∗(h). Ýòîò êîðåíü � åäèíñòâåí-
íûé. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî a∗(h) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðåøåíèå, î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â òåîðåìå 1, òàêæå íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ h.

Åäèíñòâåííîñòü êîðíÿ áèôóðêàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (3.9) åùå íå îçíà÷àåò
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðà-
âåíñòâàì (2.3). Âîçìîæíî, òàêèå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû äðóãèì ìåòî-
äîì. Äîêàæåì, ÷òî èñïîëüçîâàííûé ìåòîä äàåò âñå ðåøåíèÿ. Ïóñòü ξ̂(t, h),
ẑ(t, h) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì (2.3).
Ïîñêîëüêó êðàåâàÿ çàäà÷à (3.1) ïðè F (t) = f [t, ξ̂(t, h), ẑ(t, h)] èìååò ðåøåíèå
ξ = ξ̂(t, h), âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

π/2∫
0

eT
1 f [t, ξ̂(t, h), ẑ(t, h)]dt = 0 . (7.3)

Ââåäåì ôóíêöèþ

â(h) =
2

π

π/2∫
0

eT
2 ξ̂(t, h)dt .

Â ñèëó ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (2.3) | â(h)| ≤ C1h
−1. Âîçüìåì ÷èñëà ε ∈ (0, 1),

A > C1 è ðàññìîòðèì ñèñòåìó (3.8) íà ìíîæåñòâå {(a, h) : h ∈ I(ε), | a| ≤
Ah−1}. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì h è a = â(h) îíà èìååò äâà ðåøåíèÿ: ξ̂(t, h),
ẑ(t, h) è ξ∗[t, â(h), h] è z∗[t, â(h), h]. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(3.8) ýòè ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò, è ñîãëàñíî (7.3) p∗[â(h), h] ≡ 0. Òåîðåìà 1 äî-
êàçàíà.
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