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Предлагается метод решения систем типа законов сохранения, 
являющийся обобщением интегро-интерполяционного метода. Исследуется 
порядок точности данного метода на гладких решениях. Приведено решение 
содержащей сильные разрывы задачи о взаимодействии ударной волны с 
энтропийным возмущением. Показано, что данный метод дает решение более 
высокой точности, чем схема первого порядка. 
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Введение 
Для решения задач газовой динамики в настоящее время часто используют 

методы высокого порядка точности. Как известно, для обеспечения 
монотонности решения необходимо вводить лимитеры, особенно если решение 
содержит сильные разрывы. В настоящей работе предлагается новый метод 
решения систем типа законов сохранения, являющийся обобщением интегро-
интерполяционного метода, не предполагающий использование лимитеров. 
Исследован порядок точности данного метода на гладких решениях. 
Исследование проведено для уравнений одномерной идеальной газовой 
динамики, в случае, когда решение представляет собой простую волну, 
параметры которой подобраны таким образом, чтобы обеспечить бесконечную 
гладкость начальных функций. Приведено решение содержащей сильные 
разрывы задачи о взаимодействии ударной волны с энтропийным возмущением 
предложенным методом, на этом примере показана хорошая точность нового 
метода. 

1. Описание метода 
Рассмотрим одномерную систему типа законов сохранения, записанную в 

виде: 
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заданные потоковые функции. 

Будем предполагать, что система является гиперболической, т.е. матрица 

   F U
A U

U





 имеет базис из собственных векторов. 

Для получения численного решения покроем отрезок, на котором ищется 
решение, сеткой 1/2 3/2 1/20 ... Nx x x L      с шагом 1/2 1/2( )i i ix x x    . 

На каждом интервале 1/2 1/2i ix x x    приближенное решение системы 

уравнений (1) будем искать в виде полиномиальной функции 

  
         0 1,

kk
i i i i i iU x t u t u t x x u t x x      ,  (2) 
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где 
2

2/12/1  
 ii

i

xx
x — центр ячейки. 

В дальнейшем в данной работе ограничимся рассмотрением линейной 
функции 

   0,i i i iU x t U P x x   .
    

(3) 

Проинтегрировав (1) по интервалу 1/2 1/2,i ix x    , получим 

 0 1/2 1/2 0i i i

i

U t F F

t x
  

 
 

.
    

(4) 

В качестве значений потоков 1/2 1/2,i iF F   будем использовать монотонные 

потоки, вычисленные от значений функций  ,U x t слева и справа от точек

1/2 1/2,i ix x   соответственно. 

 1/2 1/2 1/2,i i iF U U 
    . 

В качестве потока  ,U U  будем использовать потоки 

ЛаксаФридрихсаРусанова [1,2]. 
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где ,   максимальные по модулю собственные числа матриц  A U  , 

 A U   соответственно. 

 1/2 0 1/2i i i i iU U P x x
    ,  1/2 0 1 1 1/2 1i i i i iU U P x x

       .
 

(5) 

Для определения величин iP  заметим, что
U

P
x





на интервале

1/2 1/2i i
x x x   . 

Продифференцировав (1), получим уравнения для определения 
U

P
x





: 

   0
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 
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Проинтегрировав (6) по интервалу 1/2 1/2,i ix x    ,придем к формуле 
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Для расчета потока    1/2i

A U P


 также будем использовать формулы 

потока типа ЛаксаФридрихсаРусанова 
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(7) 

 

где 1/2iU 
 , 1/2iU 

  определяются по формулам (5), а 

1/2 1 1/2,i i i iP P P P 
     .    (8) 

 
Заметим, что если ввести вектор переменных  

U
V

P

 
  
        

(9) 

и вектор потоков 

   
( )

( )
F U

V U
A U P

 
    

,     (10) 

 
то данный метод можно рассматривать как применение интегро-
интерполяционного метода с потоками ЛаксаФридрихсаРусанова для 
уравнений  

    
0

V UV U

t x


 

 
.   

  
(11) 
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При этом компонента U представляется как линейный полином на 

интервале 1/2 1/2,i ix x    , а компонента Р как полином нулевой степени. 

Если рассмотреть матрицу системы (9-11) 
V





Α , то легко видеть, что 

она имеет вид 
 
   

0A U

A U
P A U

U

 
    

 

Α , при этом собственные значения матрицы 

Α  совпадают с собственными значениями матрицы  A U . 

Отметим, что система уже не всегда будет являться гиперболической.  

 

Запишем численную схему для решения системы (9-11): 

   1 1/2 1/2
0

n nn n i i i ii i

it x

  
 

 

H V H VV V
.   (12) 

В формуле (12) 1/2 1/2,i i H H дискретные потоки, являющиеся монотонными 
функциями двух переменных 

    
    

1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 1/2

( , ) , ( , )

( , ) , ( , )

i h i h i

i h i h i

U x t U x t

U x t U x t

 
  

 
  

 



H V V

H V V , 

для которых выполнено условие согласования: 

       ( , ) , ( , ) ( , )h i h i h iU x t U x t V U x tH V V . 

2. Исследование порядков сходимости схемы 

Рассмотрим систему уравнений Эйлера, для чего в (1) положим 

U v

E




 
   
 
 

,   
 

2

v

F U v p

E p v





 
 

  
  

,    
(13) 
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величины , ,v  соответствуют плотности, скорости, удельной внутренней 

энергии и давлению газа, а 
2

2

v
E  

 
   

 
 — полная энергия на единицу 

объема. Для определения давления p будем использовать уравнение состояния 
идеального газа: 

 1p    ,      

где  — показатель адиабаты. 

В качестве тестовой задачи, на которой мы будем исследовать порядки 

точности метода, будем использовать простую волну, в которой энтропия 
p  и 

инвариант Римана 
2

1
R v c


  


являются постоянными [3,4]. 

Распределение плотности в начальный момент выберем в виде бесконечно 
гладкой функции[5,6]: 

2

2 2
2 2

1 ,

1,

l

l xe x l




   


,
иначе

 [ 1,1], 0.2, 5 / 3x l     .  (14) 

Остальные гидродинамические параметры определяются из условий 
постоянства энтропии и инварианта R  

2
( 1) 2 ( 1)

, ,
1 2

v
u E   

   


  
   


.      (15) 

На границах области заданы постоянные граничные условия:  

( 1, ) 1, ( 1, ) 10, ( 1, ) 6,

(1, ) 1, (1, ) 10, (1, ) 6.

t v t E t

t v t E t





      

   
   (16) 

Порядки точности исследуемого метода r определены по правилу Рунге 

2
/2

log i

i

T
h

L

T
h

L

U U
r

U U





,     (17) 
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где /2,h hU U –численные решения задачи с пространственными шагами hи h/2 

соответственно, TU  — точное решение задачи [5] в нормах L1, L2и L4. 

 

 

1 2

4

1 1 2

1 1

1/41 4

1

, ,T T T T
h h h hL L

T T
h hL

U U U U dx U U U U dx

U U U U dx

 



     

 
    

 

 


 

(18) 

Для вычисления интегралов (18) были использованы квадратурные 
формулам Гаусса с пятиточечным шаблоном. 

В таблице 1 представлены результаты расчетов. Хорошо видно, что при 
измельчении сетки порядок точности данного метода монотонно стремится ко 
второму, причем во всех исследуемых нормах. 

Таблица 1 

  T = 0.05  T = 0.07  

 N  ошибка порядок  ошибка порядок
250   4.40e – 03   8.11e – 03   
500  1.59e – 03  1.47 3.41e – 03  1.25 

1000  5.18e – 04  1.62 1.28e – 03 1.41 
2000  1.53e – 04  1.76 4.37e – 04 1.55 
4000  4.24e – 05  1.86 1.37e – 04 1.68 
8000  1.12e – 05  1.92 3.99e – 05 1.78 

16000   2.89e – 06  1.95  1.10e – 05 1.86 

           
250   1.18e – 02    2.40e – 02   
500  4.71e – 03  1.33  1.18e – 02  1.02 

1000  1.62e – 03  1.54  5.19e – 03 1.20 
2000  4.94e – 04  1.71  2.03e – 03 1.36 
4000  1.39е – 04  1.83  7.13e – 04 1.51 
8000  3.76e – 05  1.89  2.28e – 04 1.64 

16000   9.83e – 06  1.93   6.73e – 05 1.76 

            
250  2.61e – 02    5.60e – 02   
500  1.10e – 03  1.24  3.10e – 02  0.85 

1000  3.91e– 03  1.49  1.50e – 02 1.06 
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2000  1.22e – 03  1.68  6.31e – 03 1.24 
4000  3.46е – 04  1.81  3.37e –03 1.41 
8000  9.36e – 05  1.89  7.95e – 04 1.57 

16000  2.44e – 05  1.94  2.42e – 04 1.72 
 

3. Постановка задачи о взаимодействии ударной 
волны с энтропийным возмущением 

Рассмотрим уравнения Эйлера с начальными данными [7] 

 
 
 
 

3.857143, 0.920279,10.333333 , 0,

, , ( ,0) 1 0.2sin(5 ), 3,549648,1.000000 0 10,

1.000000, 3,549648,1.000000 , 10.

x

v P x x x

x



 


    
  

 

Данная задача представляет собой взаимодействие стационарной ударной 
волны с движущимся влево потоком, имеющим синусоидальное изменение 
плотности (рис.1). При прохождении через ударную волну возникают 
колебания, которые развиваются со временем в ударные волны меньшей 
амплитуды (рис.2).  

 
Рис.1  Начальное распределение плотности 
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Рис.2  Профиль плотности Т=2 

 

 
Рис.3 
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Рис.4 

 

 
Рис.5 
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На рис. 2-5 представлены результаты расчетов на момент времени Т=2, 

выполненных на равномерной сетке с шагом по пространству Hx= 0.00125, по 
схеме Лакса-Фридрихса-Русанова первого порядка (черная линия), 
предложенным в данной работе методом (красная линия). Хорошо видно, что 
предложенная схема дает решение более высокого порядка, чем схема первого 
порядка, при этом не наблюдается генерирующих схемой осцилляций ни в 
окрестности фронта ударной волны, ни в следе за фронтом. 

Выводы 
При решении задач, содержащих гладкие решения на сгущающихся 

сетках, можно видеть, что порядок точности предложенного метода монотонно 
сходится ко второму, причем во всех исследуемых нормах. При решении задач, 
решения которых содержат разрывы, данный метод дает решение более 
высокой точности, чем схема первого порядка. 
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