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УДК 519.688

Корнеев Б. А., Левченко В. Д.
Моделирование уравнений газовой динамики разрывным методом Галёр-

кина с помощью алгоритмов LRnLА

АННОТАЦИЯ

В данной работе RKDG методом построен вариант численной схемы для ре-
шения уравнения Эйлера идеального газа в одномерном случае. Полученная
схема использует кусочно-линейную аппроксимацию по пространству, имеет
второй порядок точности и обладает TVDM свойством.

Проанализирован граф зависимостей полученной численной схемы и пред-
ложена реализация для неё LRnLA алгоритма. Данная реализация проте-
стирована на ряде модельных задач. Полученные численные решения оказа-
лись достаточно качественными в сравнении с другими известными схемами
того же порядка.
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ABSTRACT

In this paper we introduce the Runge-Kutta Discontinios Galerkin (RKDG)
method for the Euler equations of the ideal gases in the one-dimentional case.
Due to a piecewise-linear space approximation and a special Runge-Kutta time
discretization, the second-order TVDM numerical scheme is obtained.

After analyzing the scheme dependency graph, we construct a locally recursive
non-locally asynchronous algorithm (LRnLA) of its computation. The results of
carried out tests are comparable with the numerical solutions by the other well-
known methods of the same order.
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1 Введение
Уравнения газовой динамики — одна из моделей механики сплошной сре-

ды. С их помощью поддаётся количественному и качественному описанию
множество процессов, будь то обтекание тел жидкостью или газом, истече-
ние газа из сопла [1]. Дополненные уравнениями Максвелла, так называе-
мые уравнения радиационной газовой динамики с успехом применяются в
моделировании некоторых задач физики плазмы, астрофизики, космологии.
Также газодинамические модели и подходы применяются в моделировании
климатических процессов [2], транспортных потоков [3] и многих других.

В силу своей сложности, связанной главным образом с нелинейностью,
для большинства из этих задач не найдено точного решения, более того, в
общем случае для уравнений Навье-Стокса не доказана теорема существо-
вания и единственности решения [4].

Ввиду этого, а также в связи с развитием вычислительной математи-
ки и ЭВМ, большую популярность получили методы численного решения
этих уравнений, их создано большое количество. Существующие числен-
ные методы решения различаются, во-первых, по способу пространственной
дискретизации: конечно-разностные методы [5], методы конечного объема,
конечных элементов [6] и др., во-вторых, по способу аппроксимации кон-
вективных, вязких и источниковых членов, т. е. использующие центрально-
разностные [7][8] или противопоточные (upwind schemes) [9][10] монотонные
или монотонизированные (TVD [11], ENO [12]) схемы. В третьих, по способу
дискретизации по времени применяются явные, неявные и комбинированные
явно-неявные алгоритмы [1].

Метод RKDG (Рунге-Кутты разрывный метод Галеркина) [13] для чис-
ленного решения уравнений газовой динамики, рассматриваемый в данной
работе, представляет собой некое обобщение метода конечных объемов и ме-
тода Галёркина, относящегося к методу конечных элементов. Для аппрокси-
мации потоков используется метод, основанный на приближенном решении
задачи Римана о распаде разрыва, что роднит его с противопоточным ме-
тодом. RKDG метод является монотонизированным и явным по времени.

Однако следует отметить, что универсального метода, предназначенного
для расчета произвольных течений и имеющего заметные преимущества пе-
ред другими, не существует. Решение каждой конкретной задачи о течении
вязкого высокотемпературного газа, особенно в трехмерном случае, являет-
ся весьма трудоёмкой проблемой, требующей кроме всего прочего больших
вычислительных ресурсов при численном расчете.

Можно сказать, что реализация любого численного метода на ЭВМ есть
реализация алгоритма преобразования некой структуры данных, соответ-
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ствующей численной области, рассчитываемому временному интервалу и
начальным условиям, при этом в структуре данных обычно хранятся тем
или иным способом значения численных функций в вычислительной об-
ласти, а алгоритм преобразования соответствует численной схеме. Следу-
ет отметить, что выбор структуры данных и алгоритма не определяется
однозначно численной схемой, но от их выбора зависит скорость расчета,
удобство представления данных и их адекватность. Это, в первую очередь,
связано со сложным устройством современных ЭВМ, особенно распределен-
ных вычислительных систем и систем с гибридной архитектурой, требующей
возможности распараллеливания алгоритма на множество вычислительных
узлов. Основная проблема состоит в том, что эффективность расчета при
неудачной реализации может оказаться значительно меньше теоретически
возможной, что влечет за собой большие потери времени, электроэнергии и
другие неудобства.

LRnLA (локально рекурсивныхе нелокально асинхронные алгоритмы) [14]
применимы для любой численной схемы с локальным шаблоном вычисле-
ний. Их замечательное свойство состоит в том, что при их помощи дости-
гается высокая локальность расчета (отношение числа операций к числу
загружаемых в память данных), а так же они адаптированы к применению
на многопроцессорных вычислительных системах, в том числе и с гибрид-
ной архитектурой. Опыт их применения как к тестовым задачам [15], так и
к реальным задачам численного моделирования физических процессов [16]
показывает, что LRnLA позволяет добиваться эффективности расчета, близ-
кую к теоретически возможной.

2 Построение численной схемы RKDG метода

2.1 Система дифференциальных уравнений
Определим метод RKDG (Рунге Кутты разрывный метод Галёркина) для

системы уравнений Эйлера, описывающих поведение невязкого газа. В од-
номерном случае она допускает запись в виде

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= 0, x ∈ (0, L), t ∈ (0, T ); (1)

Будем решать эту систему в прямоугольной области (x, t) ∈ [0, L] × [0, T ] с
заданными начальными и граничными условиями

U(x, 0) = U0(x), x ∈ (0, L), U(0, t) = UL(t), U(L, t) = UR(t), t ∈ [0, T ]. (2)
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2.2 Пространственная дискретизация
Вводим разбиение отрезка (0, L) узлами xi+1/2, i = 0, N и обозначим Ij =

(xj−1/2, xj+1/2), j = 1, N . Приближенное решение Uh в каждой ячейке Ij пред-
ставим в виде разложения

Uh =

k∑
i=1

Ui(t)ϕi(x), {ϕi(x)}ki=1

по базисным функциям конечномерного пространства Vk размерности k

Ui(t) = [u1i (t), . . . , uni (t)]T

- зависящий только от времени векторный коэффициент размерности n; для
одномерной области n = 3. Наконец, покомпонентно будем иметь

ush =

k∑
i=1

usi (t)ϕi(x); s = 1, 2, 3. (3)

Подставим (3) в (1) и (2), для получившейся невязки поставим условие
ортогональности базисным функциям. Получим систему ОДУ для опреде-
ления неизвестных Ui(t) для каждого отрезка Ij , i = 1, k, j = 1, N :

k∑
i=1

∂umi (t)

∂t

∫
Ij

ϕi(x)ϕl(x)dx+

∫
Ij

Fm(U)
∂ϕl(x)

∂x
dx+ Fm(U)ϕl(x)

∣∣∣xj+1/2

xj−1/2
= 0, (4)

k∑
i=1

umi (0)

∫
Ij

ϕi(x)ϕl(x)dx =

∫
Ij

U0(x)ϕl(x)dx, m = 1, 2, 3 (5)

Заметим, что функция Fm(U(x)), вообще говоря, не определена при x =

xj±1/2, поэтому необходимо заменить её численным потоком hm(x), завися-
щим от предельных значений функции Uh слева и справа от точек xj±1/2, и
определённым тем или иным способом [13][17]. После этого получим

k∑
i=1

∂umi (t)

∂t

∫
Ij

ϕi(x)ϕl(x)dx+

∫
Ij

Fm(U(x))
∂ϕl(x)

∂x
dx+ hm(x)ϕl(x)

∣∣∣xj+1/2

xj−1/2
= 0, (6)

k∑
i=1

umi (0)

∫
Ij

ϕi(x)ϕl(x)dx =

∫
Ij

U0(x)ϕl(x)dx, m = 1, 2, 3; (7)

Интегралы в (6) и (7) заменяем квадратурными формулами нужного по-
рядка. Если базис выбран ортонормированный,

∫
Ij
ϕi(x)ϕl(x)dx = δil можно

переписать данную систему в виде
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du(t)

dt
= Lu(t) (8)

u(0) = u0

2.3 Временная дискретизация
Данную систему (8) будем решать явным методом Рунге-Кутты, приме-

няя на каждой стадии специальный ограничитель-монотонизатор.

1. u0 = ΛΠhP (u0)

2. ∀n = 0, . . . ,M − 1:

• u(0) = un

• ∀i = 1, . . . , K + 1 : u(i) = ΛΠh

{∑i−1
l=0 αilu

(l) + βil∆t
nL(u(l))

}
;

• un+1 = uK+1

P — проектор начальных условий на дискретное пространство. Коэффи-
циенты αil , βil должны удовлетворять условиям аппроксимации порядка
k + 1, поэтому в общем случае число стадий K > k.

2.4 Построение ограничителя
ΛΠh - специальный ограничитель-монотонизатор. Необходимость его ис-

пользования обусловлена тем, что в отсутствие ограничителя явные метод
оказывался устойчивым при τ = O(h2), что является слишком жёстким усло-
вием для уравнений гиперболического типа [13]. «Идеальным» является та-
кой ограничитель, который удовлетворяет следующим требованиям:

1. Если uh = ΛΠh(vh), то ūj = v̄j ∀j (сохранение «массы»)

2. TVDM свойство (если uh = ΛΠh(vh), wh = uh + δLh(uh), то для достаточно
малого δ выполняется неравенство |w̄h|TV (0,L) ≤ |ūh|TV (0,L), | · |TV (O,L) —
полная вариация на отрезке (0, L))

3. Точность метода не снижается [17].

2.5 Окончательное определение численного метода
В данной работе применяется кусочно-линейная аппроксимация решения

в ячейке, то есть ϕ1(x) = 1√
h
, ϕ2(x) = 2

h
√
h

(x − xj) при x ∈ Ij, интегралы счи-
таются по формуле трапеций. В качестве численного потока выбран поток
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HLLC [18], определяемый следующим образом:

Fhllc(x−0, x+0) =


FL , sL > 0

F∗L , sL ≤ 0 < s∗
F∗R , s∗ ≤ 0 < sR
FR , 0 ≥ sR

sL,R — скорости звука слева и справа от точки x,

s∗ =
pR − pL + ρLuL(sL − uL)− ρRuR(sR − uR)

ρL(sL − uL)− ρR(sR − uR)
;

F∗k =
s∗(skUk − Fk) + sk(pk + ρk(sk − uk)(s∗ − uk))D∗

sk − s∗
, D∗ = [0, 1, s∗]T , k = L,R

Для численного решения получаемой системы дифференциальных уравне-
ний вида (8) используем метод Рунге-Кутты 2-го порядка:

1. u0 = ΛΠhP (u0)

2. ∀n = 0, . . . ,M − 1:

• ũ = un

• ũ = ΛΠh

{
un + τ

2L(un)
}
— первая стадия

• un+1 = ΛΠh

{
un + τL(ũ)

}
— вторая стадия

Определим, как строится ограничитель-монотонизатор [17]. В каждой ячей-
ке в каждый момент времени мы ищем решение в виде кусочно-линейной
функции

v|Ij = v1,j + (x− xj)v2,j , j = 1, . . . , N

Тогда положим

u|Ij = v1,j + (x− xj)m
(
v2,j ,

v1,j+1 − v1,j
h/2

,
v1,j − v1,j−1

h/2

)
, где

m(x, y, z) =

{
smin(|x|, |y|, |z|) , s = sign(x) = sign(y) = sign(z)

0, иначе

3 Реализация метода — LRnLA алгоритм

3.1 Граф зависимостей RKDG метода
Метод RKDG, рассматриваемый в данной работе, является явным. Бо-

лее того, все значения в ячейке un+1
m на временном слое n+1 определяются
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только значениями в нескольких соседних по пространству ячейках времен-
ного слоя n. Действительно, в каждой ячейке хранятся значения базисных
коэффициентов для всех трех компонент вектора U = (ρ, ρv, E)T . На каждом
временном шаге сперва считаются значения численного потока HLLC, ко-
торые для границ каждой ячейки определяются только по её значениям и
значениям её ближайших соседей. Далее идет первая стадия Рунге-Кутты,
которая использует данные лишь самой ячейки и численных потоков. Затем
мы применяем ограничитель, который опять же использует данные самой
ячейки и её ближайших соседей. Потом снова считаем поток HLLC, про-
водится вторая стадия Рунге-Кутты и, наконец, второй раз применяется
ограничитель.

Наглядно представить вышеописанный ход расчета можно с помощью
графа зависимостей.

-4

=

-3

=

-2

=

-1

=

RK2

0

=

RK2

1

=

RK2

2

=

3

=

4

=

f1 f1

RK1

f1

RK1

f1

RK1

f1

RK1

f1

RK1

f1

RK1 RK1

lim1 lim1 lim1 lim1 lim1

f2 f2 f2

lim2

final

Рис. 1: Граф зависимостей RKDG метода

Нетрудно видеть, что для определения значений одной ячейки следующе-
го временного слоя требуется девять вычислительных ячеек.
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3.2 Построение LRnLA алгоритма

Рис. 2: Шаблон LRnLA

Объединим четыре вычислительных ячейки в
один вычислительный узел. Тогда для определения
значений одного узла следующего временного слоя
требуется три вычислительных узла (рис. 2). По-
лучившийся шаблон по виду совпадает с шабло-
ном трехточечной двуслойной схемы для уравнения
теплопроводности. Для такого шаблона вычислений

разработан LRnLA алгоритм, его описание можно найти, например, в [14].

4 Тестирование RKDG метода и его
реализации на решении задачи Римана о

распаде разрыва

4.1 Задача Римана о распаде разрыва
Задачей Римана о распаде разрыва называют обобщённую задачу Коши

для уравнения (1) c начальными условиями

U(x ≤ x0) = VL = const , U(x > x0) = VR = const (9)

Для уравнений газовой динамики известно аналитическое решение этой за-
дачи при любых начальных условиях, причем оно всегда представимо в виде
комбинации трёх автомодельных решений

• Контактного разрыва

• Волны разрежения

• Ударной волны

Кроме этого, многие существующие вычислительные методы хорошо справ-
ляются с решением этой задачи.

Вышесказанное дает возможность взять задачу Римана в качестве тесто-
вой задачи для тестирования изучаемого метода и сравнить численные ре-
шения, полученные RKDG методом, с решениями, полученными по другим
численным схемам.

4.2 Постановки вычислительных задач и их решения
Будем решать систему (1) с начальными условиями типа (9) на отрезке

[0, 1], x0 = 1
2 , временном промежутке t ∈ [0, 1]. VL и VR будем задавать так,

чтобы при решении получались следующие конфигурации:
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• Контактный разрыв,

• Ударная волна – ударная волна (УВ–УВ),

• Волна разрежения – волна разрежения (ВР–ВР),

• Ударная волна – контактный разрыв – волна разрежения (УВ–КР–ВР).

Графики полученных методом RKDG решений будут сравниваться с ре-
шениями на равномерных сетках с числом узлов по пространству N = 100

и N = 1000, вычисленными по монотонной схеме 2 порядка аппроксимации,
полученной из симбиоза схем Лакса-Вендроффа и Бима-Уорминга для га-
зовой динамики [19]. Реализация этой схемы и графики (рис. 3а – 10а) по-
строены с помощью лабораторной работы выполненной в пакете «Wolfram
Mathematica» в рамках курса «Нелинейные вычислительные процессы», ко-
торый читался студентам 4 курса ФУПМ МФТИ в 8 семестре. Графики чис-
ленных решений методом RKDG (рис. 3б – 10б) получены с помощью пакета
gnuplot.

а)
б)

Рис. 3: Контактный разрыв, VL = (14, 0.1, 0.5)T , VR = (7, 0.1, 1)T , V = (ρ, v, ε)T ,
момент времени T = 1: а) N = 100; б) N = 100, RKDG метод
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а)
б)

Рис. 4: Контактный разрыв, VL = (14, 0.1, 0.5)T , VR = (7, 0.1, 1)T , V = (ρ, v, ε)T ,
момент времени T = 1: а) N = 1000; б) N = 1000, RKDG метод

а)
б)

Рис. 5: УВ–УВ, VL = (1, 0.1, 0.1)T , VR = (1,−0.1, 0.1)T , V = (ρ, v, ε)T , момент
времени T = 1: а) N = 100; б) N = 100, RKDG метод

а)
б)

Рис. 6: УВ–УВ, VL = (1, 0.1, 0.1)T , VR = (1,−0.1, 0.1)T , V = (ρ, v, ε)T , момент
времени T = 1: а) N = 1000; б) N = 1000, RKDG метод
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а)
б)

Рис. 7: ВР –ВР, VL = (1,−0.1, 0.1)T , VR = (1, 0.1, 0.1)T , V = (ρ, v, ε)T , момент
времени T = 1: а) N = 100; б) N = 100, RKDG метод

а)
б)

Рис. 8: ВР –ВР, VL = (1,−0.1, 0.1)T , VR = (1, 0.1, 0.1)T , V = (ρ, v, ε)T , момент
времени T = 1: а) N = 1000; б) N = 1000, RKDG метод

а)
б)

Рис. 9: УВ–КР–ВР, VL = (1, 0, 0.1)T , VR = (2, 0, 0.1)T , V = (ρ, v, ε)T , момент
времени T = 1: а) N = 100; б) N = 100, RKDG метод



13

а)
б)

Рис. 10: УВ–КР–ВР, VL = (1, 0, 0.1)T , VR = (2, 0, 0.1)T , V = (ρ, v, ε)T , момент
времени T = 1: а) N = 1000; б) N = 1000, RKDG метод

5 Заключение

5.1 Основные результаты
В данной работе построена численная схема RKDG метода для одномер-

ного уравнения Эйлера идеального газа. Метод использует кусочно-линей-
ную аппроксимацию по пространству. В качестве численного потока был
выбран поток HLLC. Получаемая система обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений решалась явным методом Рунге-Кутты второго порядка, на
каждой его стадии применялся специальный ограничитель-монотонизатор,
подавляющий нефизические осцилляции на разрывах решения.

Для реализации построенной численной схемы был построен алгоритм
LRnLA путем сведения шаблона вычислений схемы RKDG метода к уже изу-
ченному шаблону, соответствующему трёхточечной двуслойной схеме для
уравнения теплопроводности.

Реализация данной схемы RKDG метода протестирована на задаче Ри-
мана о распаде разрыва. Был проведен сравнительный анализ решений по
данной схеме с решениями, полученными другими методами, который пока-
зал состоятельность разработанной реализации RKDG метода. Разрывы в
решениях оказываются размытыми на 4-8 численных ячеек, нефизические
осцилляции практически отсутствуют.

5.2 Перспективы
Описанный метод обладает важными чертами. А именно, во-первых, он

является методом повышенного порядка, во-вторых, его вычислительный
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шаблон — локален. Локальность вычислительного шаблона допускает при-
менение теории LRnLA алгоритмов для создания высокоэффективного па-
раллельного кода.

Данный метод легко обобщается как на двумерное или трёхмерное про-
странтсво, так и на уравнения Навье-Стокса для вязкого сжимаемого тепло-
проводного газа. Построение эффективных солверов для таких уравнений —
очень заманчивая, важная и сложная задача. Есть основания полагать, что
применение вышеизложенных подходов к построению таких программных
комплексов даст интересные результаты.
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