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M. B. Ïîïîâ, Ò. Ã. Åëèçàðîâà

Ìîäåëèðîâàíèå òðåõìåðíûõ ÌÃÄ-òå÷åíèé

â ðàìêàõ ìàãíèòíîé êâàçèãàçîäèíàìèêè

Àííîòàöèÿ

Ïðåäñòàâëåí íîâûé êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñæè-
ìàåìûõ ÌÃÄ-òå÷åíèé, ïðèìåíèìûé ê øèðîêîìó êëàññó çàäà÷. Ìåòîä ñîñòîèò â èñ-
ïîëüçîâàíèè ìàãíèòíûõ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÊÌÃÄ óðàâíåíèé), êî-
òîðûå, ïî ñóòè, ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà è óðàâíåíèé Ôàðàäåÿ,
ê êîòîðûì áûëà ïðèìåíåíà ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ íà ìàëîì èíòåðâàëå ïî âðåìåíè.
ÊÌÃÄ óðàâíåíèÿ äèñêðåòèçèðóþòñÿ íà ðàñ÷åòíîé ñåòêå ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ
ðàçíîñòåé. Óñðåäíåíèå ïîçâîëÿåò ñòàáèëèçèðîâàòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå è íå èñïîëü-
çîâàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷èâàþùèå ïðîöåäóðû (ëèìèòåðû è ïð.). Áåçäèâåð-
ãåíòíîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ñòîêñà. Ïðåäñòàâ-
ëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òåñòîâûõ 3D çàäà÷: öåíòðàëüíûé âçðûâ â ìàãíèòíîì ïîëå,
âçàèìîäåéñòâèå óäàðíîé âîëíû ñ îáëàêîì è òðåõìåðíûé òåñò Îðñçàãà-Òàíãà. Òàêæå
ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïëàçìåííîãî ïèí÷à, óäåðæèâàåìîãî
ìàãíèòíûì ïîëåì â ëîâóøêå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà:Ìàãíèòíàÿ êâàçèãàçîäèíàìèêà, ÊÌÃÄ, ÌÃÄ-òå÷åíèÿ, êîíå÷íî-
ðàçíîñòíûé àëãîðèòì, öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

M. V. Popov, T. G. Elizarova

Simulation of 3D MHD �ows in magneto quasi-gasdynamics

Abstract

A new �nite-di�erence method for simulation of compressible MHD �ows applicable to a
very large class of problems is presented. The method is based on using of magnetic quasi-
gasdynamic equations (QMHD equations) which are actually Navier-Stokes equations
supplemented by Faraday equations, to which an averaging procedure over a small time
interval has been applied. QMHD equations are discretized on a computational grid
by central di�erences. The averaging allows to stabilize a numerical solution without
application of additional limiting functions. Non-divergence constraint on magnetic �eld is
provided by application of the Stokes theorem. The numerical solution of 3D test problems
are presented. Among them there is a blast wave propagation through magnetized
medium, interaction of a shock wave with a cloud and Orszag-Tang vortex problem,
extended for 3D case. Also the preliminary simulations of magnetically con�ned plasma
pinch are presented.

Key words: magnetic quasi-gasdynamic, QMHD, MHD �ows, �nite di�erence
algorithm, central di�erence approximations
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1 Ââåäåíèå

Êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (ÊÃÄ óðàâíåíèÿ) âûðàæàþò çàêîíû

ñîõðàíåíèÿ äëÿ óñðåäíåííûõ ïî ìàëîìó âðåìåíí�îìó èíòåðâàëó ãàçîäè-

íàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ � ïëîòíîñòè, êîìïîíåíòîâ èìïóëüñà è ýíåðãèè.

Ïðè ýòîì äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óñðåäíåííàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ

ãëàäêîé ôóíêöèåé âðåìåíè, êîòîðóþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà â

îêðåñòíîñòè êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t, ò.å.

f̄(r, t) =
1

τ

∫ t+τ

t
f(r, t′)dt′ ≈ f(r, t) + τ

∂f(r, t)

∂t
+ . . . (1)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ äëÿ óñðåäíåííîé âåëè÷èíû f̄(r, t) äîëæåí ñîäåðæàòü â

ñåáå ñëàãàåìûå, îòðàæàþùèå êàê ñîõðàíåíèå f(r, t), òàê è ñîõðàíåíèå ïî-

ïðàâêè, ïðîïîðöèîíàëüíîé ìàëîìó ïàðàìåòðó τ , èìåþùåìó ðàçìåðíîñòü

âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ÊÃÄ óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ

Íàâüå-Ñòîêñà, ñîäåðæàùèå äîïîëíèòåëüíûå äèññèïàòèâíûå ñëàãàåìûå.

Ýòè ñëàãàåìûå èãðàþò ñòàáèëèçèðóþùóþ ðîëü ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè

óðàâíåíèé, ò.ê. ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé äîïîëíèòåëüíîé âÿçêîñòè. Èññëåäî-

âàíèþ ÊÃÄ óðàâíåíèé è ÷èñëåííûì ìåòîäàì äëÿ ðàñ÷åòà âÿçêèõ òå÷å-

íèé, ïîñòðîåííûì íà èõ îñíîâå, ïîñâÿùåíû ìîíîãðàôèè [1, 2, 3].

ÊÃÄ óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ ó÷òåíî âëèÿíèå ìàãíèòíûõ ïîëåé, âïåðâûå

áûëè ðàññìîòðåíû â [3] äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèé âÿçêîãî ãàçà è æèäêîñòè.

Ïðè ýòîì âëèÿíèå ïîëÿ ó÷èòûâàëîñü â âèäå ìàãíèòíûõ ñèë è äèññè-

ïàòèâíûõ τ -ïîïðàâîê â ÷àñòè ãàçîäèíàìèêè, à ñàìî ïîëå îïèñûâàëîñü

óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà áåç êîððåêöèè ñ ïîìîùüþ τ -ïîïðàâîê. Äëÿ ýòîé

ñèñòåìû áûëî ïîñòðîåíî óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè, âûïèñàíî òî÷íîå

ðåøåíèå çàäà÷è Ãàðòìàíà, ïðîâåäåí ðàñ÷åò òå÷åíèÿ ýëåêòðîïðîâîäíîãî

ðàñïëàâà â áåçèíäóêöèîííîì ïðèáëèæåíèè.

Îäíàêî îïèñàííóþ âûøå ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü è
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ê óðàâíåíèÿì äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè, çàïèñàííûì â ðàìêàõ åäèíîé

ñèñòåìû ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëèò îïèñûâàòü

ìàãíèòíûå âÿçêèå òå÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé äëÿ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (ÊÌÃÄ óðàâíåíèé) ñàìîñîãëàñîâàí-

íûì îáðàçîì. Òàêèå óðàâíåíèÿ âïåðâûå ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [4, 5, 6],

ãäå âûïîëíåíî èõ èññëåäîâàíèå íà íåêîòîðûõ ñòàíäàðòíûõ 1D è 2D òå-

ñòàõ: çàäà÷å Ðèìàíà, çàäà÷å î ðàñïðîñòðàíåíèè ìàãíèòíûõ âîëí, çàäà÷å

î äèññèïàöèè è ðàñïàäå àëüôâåíîâñêîé âîëíû, çàäà÷å î âçðûâíîé âîëíå â

çàìàãíè÷åííîé ñðåäå, çàäà÷å î âèõðå Îðçàãà-Òàíãà è çàäà÷å î âçàèìîäåé-

ñòâèè óäàðíîé âîëíû ñ îáëàêîì. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ áûëà ïðîäåìîíñòðèðî-

âàíà õîðîøàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ïðè ñãóùåíèè ðàçíîñòíîé

ñåòêè.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâåäåì ñèñòåìó ÊÌÃÄ óðàâíåíèé äëÿ 3D ñëó-

÷àÿ, çàïèñàííóþ ïîêîìïîíåíòíî è ïðåäñòàâèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òå-

ñòîâûõ 3D çàäà÷: öåíòðàëüíûé âçðûâ â ìàãíèòíîì ïîëå, âçàèìîäåéñòâèå

óäàðíîé âîëíû ñ îáëàêîì è òðåõìåðíûé òåñò Îðñçàãà-Òàíãà. Òàêæå áó-

äóò ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ïðåäâàðèòåëüíûå ðàñ÷åòû ïëàçìåííîãî ïèí÷à,

óäåðæèâàåìîãî ïðîäîëüíûì ìàãíèòíûì ïîëåì. Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè

ïèí÷à ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé â òåõíîëîãè÷åñêîé çàäà÷å óäåðæàíèÿ ïëàçìû

â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ.

2 ÊÌÃÄ óðàâíåíèÿ

Çàïèøåì ÊÌÃÄ óðàâíåíèÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ:

ρ � ïëîòíîñòü,

ux, uy, uz � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè,
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Bx, By, Bz � êîìïîíåíòû ìàãíèòíîé èíäóêöèè,

E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà.

Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü êðàòêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êâàäðàòîâ ìîäóëåé

âåêòîðîâ ñêîðîñòè è ìàãíèòíîé èíäóêöèè:

u2 = u2
x + u2

y + u2
z,

B2 = B2
x +B2

y +B2
z .

Ìíîæèòåëü
√

1/4π ìû âêëþ÷èëè â îïðåäåëåíèå âåêòîðà ìàãíèòíîé èí-

äóêöèè B. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà çàïè-

ñûâàåòñÿ êàê

E = ρε+
ρu2

2
+
B2

2
,

ãäå ε � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

ïîòðåáóåòñÿ óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî ãàçà îíî èìååò

âèä

p = (γ − 1)ρε,

ãäå p � ãàçîäèíàìè÷åñêîå äàâëåíèå, γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû. Óðàâíåíèå

ñîñòîÿíèÿ, âûðàæåííîå ÷åðåç òåìïåðàòóðó, åñòü

p =
ρRT

η
,

ãäå R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, η � ñðåäíèé ìîëåêóëÿðíûé

âåñ ãàçà. Îòñþäà òåìïåðàòóðà T âûðàæàåòñÿ êàê

T =
pη

ρR
.

Êîìáèíàöèÿ E, p è ρ äàåò ïîëíóþ óäåëüíóþ ýíòàëüïèþ:

H =
E + p

ρ
.
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Ìàëûé ïàðàìåòð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü âðåìåíè, ïî êîòîðîìó ïðîâî-

äèòñÿ óñðåäíåíèå, îáîçíà÷èì τ (ñì. (1)). Äëÿ óäîáñòâà âòîðîå ñëàãàåìîå

â ðàçëîæåíèè Òåéëîðà â (1) îáîçíà÷èì êàê ïðèðàùåíèå ∆:

f̄ = f + ∆f.

Âûïèøåì ïðèðàùåíèÿ âñåõ âåëè÷èí, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû

â äàëüíåéøåì. Äàííûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷åíû èç ÌÃÄ óðàâíåíèé äëÿ

íåâÿçêîé è íåòåïëîïðîâîäíîé êâàçèíåéòðàëüíîé ïëàçìû [7].

∆
1

ρ
= −τ

(
u grad

1

ρ
− 1

ρ
divu

)
,

∆ε = −τ
(
u grad ε+

p

ρ
divu

)
,

∆p = −τ (u grad p+ γp divu) ,

∆ui = −τ
[
ugradui +

1

ρ

∂

∂i

(
p+

B2

2

)
− 1

ρ

(
∂BiBx

∂x
+
∂BiBy

∂y
+
∂BiBz

∂z

)]
,

∆Bi = τ

[
∂

∂x
(uiBx − uxBi) +

∂

∂y
(uiBy − uyBi) +

∂

∂z
(uiBz − uzBi)

]
,

ãäå i = x, y, z, u � âåêòîð ñêîðîñòè. Cêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè íà

ãðàäèåíò âåëè÷èíû f è äèâåðãåíöèÿ ñêîðîñòè åñòü ñîîòâåòñòâåííî

u grad f = ux
∂f

∂x
+ uy

∂f

∂y
+ uz

∂f

∂z
,

divu =
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû â ðàìêàõ ñèñòåìû ÊÌÃÄ çàïèñûâàåòñÿ êàê

∂ρ

∂t
+
∂jx
∂x

+
∂jy
∂y

+
∂jz
∂z

= 0, (2)

ãäå â êà÷åñòâå ïîòîêîâ âûñòóïàþò ñêîððåêòèðîâàííûå êîìïîíåíòû ïëîò-

íîñòè ïîòîêà ìàññû

ji = ρ(ui − wi), i = x, y, z.
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Âåëè÷èíà êîððåêòèðîâêè ïðîïîðöèîíàëüíà τ è çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ïðî-

ñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå, ÿâëÿþùèåñÿ, ïî ñóòè, ïðîèçâîäíûìè îò ïî-

òîêîâ â óðàâíåíèè Ýéëåðà äëÿ ÌÃÄ:

wx=
τ

ρ

{
∂

∂x

(
ρu2

x+p+
B2

2
−B2

x

)
+
∂

∂y
(ρuxuy−BxBy)+

∂

∂z
(ρuxuz−BxBz)

}
,

wy=
τ

ρ

{
∂

∂x
(ρuxuy−BxBy)+

∂

∂y

(
ρu2

y+p+
B2

2
−B2

y

)
+
∂

∂z
(ρuyuz−ByBz)

}
,

wz=
τ

ρ

{
∂

∂x
(ρuxuz−BxBz)+

∂

∂y
(ρuyuz−ByBz)+

∂

∂z

(
ρu2

z+p+
B2

2
−B2

z

)}
.

Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ êîìïîíåíò èìïóëüñà èìåþò âèä

∂ρui
∂t

+
∂Tix
∂x

+
∂Tiy
∂y

+
∂Tiz
∂z

=
∂Πix

∂x
+
∂Πiy

∂y
+
∂Πiz

∂z
, (3)

ãäå i = x, y, z. Êîìïîíåíòû òåíçîðà Tij (i, j = x, y, z) âûðàæàþò äåéñòâèå

ñèëû, ñâÿçàííîé ñ ïîòîêîì ñêîððåêòèðîâàííîãî èìïóëüñà, ãàçîäèíàìè÷å-

ñêèì è ìàãíèòíûì äàâëåíèåì âäîëü êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ:

Tij =


jxux + p+

1

2
B2 −B2

x jxuy −BxBy jxuz −BxBz

jyux −BxBy jyuy + p+
1

2
B2 −B2

y jyuz −ByBz

jzux −BxBz jzuy −ByBz jzuz + p+
1

2
B2 −B2

z

.
Çäåñü è äàëåå ïåðâûé èíäåêñ îáîçíà÷àåò íîìåð ñòîëáöà, âòîðîé � íî-

ìåð ñòðîêè. Òåíçîð Πij (i, j = x, y, z) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òåíçîð âÿçêèõ

íàïðÿæåíèé Íàâüå-Ñòîêñà Πns
ij , ïðîïîðöèîíàëüíûé êîýôôèöèåíòó äèíà-

ìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ, è òåíçîð Πqmhd
ij , ñâÿçàííûé ñ ïîïðàâêàìè ÊÌÃÄ,

ïðîïîðöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòó τ :

Πij = Πns
ij + Πqmhd

ij , (4)
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ãäå

Πns
ij =


4

3

∂ux
∂x
−2

3

∂uy
∂y
−2

3

∂uz
∂z

∂uy
∂x

+
∂ux
∂y

∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

∂uy
∂x

+
∂ux
∂y

4

3

∂uy
∂y
−2

3

∂ux
∂x
−2

3

∂uz
∂z

∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

∂uz
∂x

+
∂ux
∂z

∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

4

3

∂uz
∂z
−2

3

∂ux
∂x
−2

3

∂uy
∂y

.

Çàìåòèì, ÷òî Πns
ij = Πns

ji , à äèàãîíàëüíûå ÷ëåíû åñòü

Πns
ii = µ

(
2
∂ui
∂i
− 2

3
divu

)
, i = x, y, z.

Òåíçîð Πqmhd
ij â (4) çàïèñûâàåòñÿ êàê

Πqmhd
ij =


−ρux∆ux−∆p−

∆(B2)
2 +∆(B2

x) −ρux∆uy+∆(BxBy) −ρux∆uz+∆(BxBz)

−ρuy∆ux+∆(BxBy) −ρuy∆uy−∆p−
∆(B2)

2 +∆(B2
y) −ρuy∆uz+∆(ByBz)

−ρuz∆ux+∆(BxBz) −ρuz∆uy+∆(ByBz) −ρuz∆uz−∆p−
∆(B2)

2 +∆(B2
z )

.
Ê ïðèðàùåíèþ ∆ íóæíî ïðèìåíÿòü ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, â ñî-

îòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè ∆ab = a∆b+ b∆a.

Óðàâíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè èìåþò âèä

∂Bi

∂t
+
∂Tmix
∂x

+
∂Tmiy
∂y

+
∂Tmiz
∂z

= −∂T
mn
ix

∂x
−
∂Tmniy

∂y
− ∂Tmniz

∂z
, i = x, y, z, (5)

ãäå òåíçîð, ñîäåðæàùèé êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, åñòü

Tmij = ujBi − uiBj, (6)

òåíçîð, âûðàæàþùèé ÊÌÃÄ ïîïðàâêó, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êîìáèíàöèþ

ïðèðàùåíèé:

Tmnij = ∆
(
Tmij
)

= Bi∆uj + uj∆Bi −Bj∆ui + ui∆Bj. (7)
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Óðàâíåíèå äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè èìååò âèä

∂E

∂t
+
∂Fx
∂x

+
∂Fy
∂y

+
∂Fz
∂z

+
∂Qx

∂x
+
∂Qy

∂y
+
∂Qz

∂z
=

∂

∂x
(Πxxux + Πxyuy + Πxzuz) +

∂

∂y
(Πyxux + Πyyuy + Πyzuz) +

∂

∂z
(Πzxux + Πzyuy + Πzzuz) . (8)

Çäåñü îáîçíà÷åíî

Fi = ji

(
H +

B2

2ρ

)
−Bi (uxBx + uyBy + uzBz) ,

Qi = −k∂T
∂i

+ ρui∆ε+ ρui
(
p+B2

)
∆

1

ρ
+

ui (Bx∆Bx +By∆By +Bz∆Bz)−Bi (Bx∆ux +By∆uy +Bz∆uz) ,

ãäå i = x, y, z; k � êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, îïðåäåëÿåìûé ÷åðåç

êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ, ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ, óíèâåð-

ñàëüíóþ ãàçîâóþ ïîñòîÿííóþ R è ÷èñëî Ïðàíäòëÿ Pr:

k =
µγR

(γ − 1)Pr
.

Óðàâíåíèÿ (2-3), (5), (8) ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó ÊÌÃÄ. Ïàðàìåòðàìè ñè-

ñòåìû ÿâëÿþòñÿ:

γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû,

µ � êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè,

Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ,

η � ñðåäíèé ìîëåêóëÿðíûé âåñ ãàçà,

τ � ðåãóëÿðèçóþùèé ìàëûé ïàðàìåòð.

äëÿ ðàçðåæåííûõ ãàçîâ ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå îïðåäåëåíèå ïàðà-

ìåòðà τ êàê

τ = α
l

cf
, (9)
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ãäå l � õàðàêòåðíàÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà, cf =

max
(
cxf , c

y
f , c

z
f

)
� ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå áûñòðîé ìàãíèòîàêóñòè÷åñêîé

ñêîðîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ íàïðàâëåíèÿ x áûñòðàÿ ìàãíèòîàêóñòè÷åñêàÿ

ñêîðîñòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê

cxf =

√√√√1

2

(
c2 +

B2

ρ

)
+

1

2

√(
c2 +

B2

ρ

)2

− 4c2
B2
x

ρ
,

ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà:

c =

√
γp

ρ
.

Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè α â (9) âûáèðàåòñÿ â äèàïàçîíå

0.1÷ 0.4. Îïðåäåëåíèå (9) îçíà÷àåò, ÷òî τ åñòü âðåìÿ, çà êîòîðîå âîçìó-

ùåíèå, ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé ñêîðîñòüþ, ïðî-

õîäèò ðàññòîÿíèå, ðàâíîå äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà â ãàçå.

Ïàðàìåòð τ â ñëó÷àå ðàçðåæåííûõ ãàçîâ ñâÿçàí ñ êîýôôèöèåíòîì äè-

íàìè÷åñêîé âÿçêîñòè µ êàê

µ = τp Sc,

ãäå Sc � ÷èñëî Øìèäòà.

Åñëè ãàç íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçðåæåííûé, òî ñîãëàñíî (9)

τ → 0. Åñëè ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ñëàáî çàâèñÿò îò âÿçêîñòè è òåï-

ëîïðîâîäíîñòè, à ãàç íåðàçðåæåííûé, òî ÊÌÃÄ óðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â

ñòàíäàðòíûå ÌÃÄ óðàâíåíèÿ äëÿ íåâÿçêîãî íåòåïëîïðîâîäíîãî êâàçè-

íåéòðàëüíîãî ãàçà. Ýòè óðàâíåíèÿ, çàïèñàííûå â êîíñåðâàòèâíûõ ïåðå-

ìåííûõ, èìåþò âèä [7]:

∂U

∂t
+
∂F

∂x
+
∂G

∂y
+
∂H

∂z
= 0,
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ãäå

U=



ρ

ρ ux

ρ uy

ρ uz

Bx

By

Bz

E



, F=



ρ ux

ρ u2
x + p+

B2

2
−B2

x

ρ uxuy −BxBy

ρ uxuz −BxBz

0

uxBy − uyBx

uxBz − uzBx

ux

(
E + p+

B2

2

)
−Bx(u ·B)



,

G=



ρ uy

ρ uxuy −BxBy

ρ u2
y + p+

B2

2
−B2

y

ρ uyuz −ByBz

uyBx − uxBy

0

uyBz − uzBy

uy

(
E+p+

B2

2

)
−By(u·B)



, H=



ρ uz

ρ uxuz −BxBz

ρ uyuz −ByBz

ρ u2
z + p+

B2

2
−B2

z

uzBx − uxBz

uzBy − uyBz

0

uz

(
E+p+

B2

2

)
−Bz(u·B)



.

Äëÿ òå÷åíèé, â êîòîðûõ âÿçêîñòü ìàëà, íàïðèìåð, äëÿ òå÷åíèé èäå-

àëüíîé ïëàçìû, áóäåì çàäàâàòü τ êàê ïàðàìåòð ÷èñëåííîé ñõåìû. Â ýòîì

ñëó÷àå îíî áóäåò âûïîëíÿòü èñêëþ÷èòåëüíî ðåãóëÿðèçóþùóþ ðîëü è

ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè óìåíüøåíèè ðàçìåðà ÷èñëåííûõ ÿ÷ååê.

Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííûå ÊÌÃÄ óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæàò ñëàãàå-

ìûõ ïðîïîðöèîíàëüíûõ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè âèäà ∼ τ ∂2/∂t2.

Ôîðìàëüíî ïðè óñðåäíåíèè èñõîäíûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè òàêèå ñëàãà-

åìûå ìîæíî âûïèñàòü, îäíàêî â äàííîé ðàáîòå ýòè ñëàãàåìûå ïîëàãàþòñÿ

ìàëûìè è îïóùåíû [8]. Ðàññìîòðåíèå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè â
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ÊÃÄ óðàâíåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ [9].

3 ×èñëåííûé àëãîðèòì

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÊÌÃÄ èñïîëüçóåòñÿ ÿâíàÿ

ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ öåíòðàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîèçâîäíûõ. Çàäàåò-

ñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà, ðàçáèâàþùàÿ âû÷èñëèòåëüíóþ îáëàñòü íà ÿ÷åéêè

ðàçìåðîì ∆x × ∆y × ∆z, ãäå çíàê ∆ îáîçíà÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèé øàã

ïî ñåòêå. Íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå áóäåì ñîîòíîñèòü ñ öåíòðàìè ÿ÷ååê

è îáîçíà÷àòü öåëûìè èíäåêñàìè i, j è k, ñîîòâåòñòâóþùèì íàïðàâëåíè-

ÿì âäîëü îñåé x, y è z. Ïîëóöåëûå èíäåêñû áóäóò îáîçíà÷àòü âåëè÷èíû,

îïðåäåëåííûå íà èíòåðôåéñàõ ìåæäó ÿ÷åéêàìè. Íà ðèñ. 1 â êà÷åñòâå ïðè-

ìåðà ïîêàçàíû äâå ñìåæíûå ÿ÷åéêè ñåòêè ñ âåëè÷èíàìè, îïðåäåëåííûìè

â èõ öåíòðàõ è íà èíòåðôåéñå ìåæäó íèìè.

Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèé (2-3), (5), (8) ïðîèçâîäíûå ïî âðå-

ìåíè è ïðîñòðàíñòâó çàìåíÿþòñÿ íà ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ âèäà

∂f

∂t
→ f̂i,j,k − fi,j,k

∆t
,

∂f

∂x
→

fi+1/2,j,k − fi−1/2,j,k

∆t
, (10)

ãäå ∆t � øàã ïî âðåìåíè, f̂ îáîçíà÷àåò íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû, ñîîòíî-

Ðèñ. 1. Äâå ñìåæíûå ÿ÷åéêè ñåòêè ñ çàäàííûìè â íèõ âåëè÷èíàìè.
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Ðèñ. 2. Øàáëîí ñõåìû.

ñÿùèåñÿ ñ íîâûì âðåìåíí�ûì ñëîåì t + ∆t, f îáîçíà÷àåò èçâåñòíûå âå-

ëè÷èíû, íàõîäÿùèåñÿ íà âðåìåíí�îì ñëîå t. Ïðàâèëà (10) îçíà÷àþò, ÷òî

èçìåíåíèÿ âåëè÷èí âíóòðè ðàçíîñòíîé ÿ÷åéêè îïðåäåëÿþòñÿ ïîòîêàìè

÷åðåç å¼ ãðàíè.

Øàã ïî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ Êóðàíòà

∆t = σmin
i,j,k

{
∆x

|ux i,j,k|+ cxf i,j,k
,

∆y

|uy i,j,k|+ cyf i,j,k
,

∆z

|uz i,j,k|+ czf i,j,k

}
,

ãäå σ � ÷èñëî Êóðàíòà, îïðåäåëÿåìîå ýêñïåðèìåíòàëüíî è íå ïðåâûøà-

þùåå åäèíèöû.

Ò.ê. ïîä çíàêàìè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ â (2-3), (5), (8) íà-

õîäÿòñÿ âåëè÷èíû, ñàìè îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèç-

âîäíûå, òî äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîñòè ìåæäó öåíòðàìè

ñìåæíûõ ÿ÷ååê:
∂f

∂x

∣∣∣∣
i+1/2,j,k

=
fi+1,j,k − fi,j,k

∆x
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí f̂ , îòíîñÿùèõñÿ
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ê öåíòðó ÿ÷åéêè ñ íîìåðîì (i, j, k), èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ òàêæå èç

ñìåæíûõ ÿ÷ååê ñ íîìåðàìè (i ± 1, j, k), (i, j ± 1, k) è (i, j, k ± 1). Òàêèì

îáðàçîì, øàáëîí ñõåìû � òðåõìåðíûé êðåñò (ðèñ. 2).

Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû îáåñïå÷èâàåòñÿ ðåãóëÿðèçóþùèìè ïà-

ðàìåòðàìè τ , µ è k, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ðàçìåðó ÷èñëåííûõ ÿ÷ååê:

τ = α
h

cf
, µ = τp Sc, k =

µγR

(γ − 1)Pr
,

ãäå

h =
√

∆x2 + ∆y2 + ∆z2.

4 Áåçäèâåðãåíòíîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ

Ìîäåëèðîâàíèå ìàãíèòíûõ òå÷åíèé äîëæíî òàêæå îáåñïå÷èâàòü áåçäè-

âåðãåíòíîñòü âû÷èñëÿåìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî ìû ïðåäëàãàåì

èñïîëüçîâàòü ìåòîä îãðàíè÷åíèÿ ïåðåíîñà (constrained transport method)

èç ðàáîòû [10]. Ýòîò æå ìåòîä èñïîëüçîâàëñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ÷èñëåííîé

ñõåìû äëÿ ðàñ÷åòà ÌÃÄ òóðáóëåíòíîñòè â ìåæçâåçäíîì ãàçå [11]. Ìåòîä

îñíîâàí íà âûïîëíåíèè òåîðåìû Ñòîêñà:

∂B

∂t
= −rotE, (11)

ãäå E � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ôàêòè÷åñêè êîìïî-

íåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âû÷èñëåííûå ñîãëàñíî (5), çàìåíÿþòñÿ íà íîâûå,

ïîëó÷åííûå èç (11). Ïðè ýòîì ïðîâîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîððåêöèÿ

ïîëíîé ýíåðãèè E.

Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â âåùåñòâå, äâèæóùèìñÿ ñî ñêî-

ðîñòüþ u, åñòü

E = − [u,B] ,
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Ðèñ. 3. Êîìïîíåíòû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èñïîëüçóåìûå â óðàâíåíè-

ÿõ äëÿ ìàãíèòíîé èíäóêöèè ñèñòåìû ÊÌÃÄ.

ïîýòîìó êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, îòíîñÿùèåñÿ ê ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì ãðàíÿì ÿ÷ååê (ñì. ðèñ. 3), çàïèñûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì ÊÌÃÄ ïîïðàâîê

ñîãëàñíî (6-7) êàê

Ex i,j+1/2,k = Tmyz + Tmnyz ,

Ex i,j,k+1/2 = −Tmzy − Tmnzy ,

Ey i,j,k+1/2 = Tmzx + Tmnzx ,

Ey i+1/2,j,k = −Tmxz − Tmnxz ,

Ez i+1/2,j,k = Tmxy + Tmnxy ,

Ez i,j+1/2,k = −Tmyx − Tmnyx ,

(12)

Ñîãëàñíî ìåòîäó îãðàíè÷åíèÿ ïåðåíîñà êîìïîíåíòû (12) ïåðåíîñÿòñÿ íà

öåíòðû ðåáåð (ñì. ðèñ. 4) ïî ôîðìóëàì âèäà

Ez i+1/2,j+1/2,k =
1

4

(
Ez i+1/2,j,k+Ez i+1/2,j+1,k+Ez i,j+1/2,k+Ez i+1,j+1/2,k

)
+

∆y

8

(
∂Ez

∂y

∣∣∣∣
i+1/2,j+1/4,k

− ∂Ez

∂y

∣∣∣∣
i+1/2,j+3/4,k

)
+

∆x

8

(
∂Ez

∂x

∣∣∣∣
i+1/4,j+1/2,k

− ∂Ez

∂x

∣∣∣∣
i+3/4,j+1/2,k

)
,
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Ðèñ. 4. Ïåðåíîñ êîìïîíåíò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ öåíòðîâ ãðàíåé

ÿ÷ååê íà öåíòðû ðåáåð.

ãäå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêà

ñêîðîñòè íà ãðàíè

∂Ez

∂y

∣∣∣∣
i+1/2,j+1/4,k

=



∂Ez

∂y

∣∣∣
i,j+1/4,k

, ux i+1/2,j,k > 0,

∂Ez

∂y

∣∣∣
i+1,j+1/4,k

, ux i+1/2,j,k < 0,

1

2

(
∂Ez

∂y

∣∣∣
i,j+1/4,k

+ ∂Ez

∂y

∣∣∣
i+1,j+1/4,k

)
, èíà÷å

ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñòíûõ âûðàæåíèé âèäà

∂Ez

∂y

∣∣∣∣
i,j+1/4,k

= 2

(
Ez i,j+1/2,k − Ez i,j,k

∆y

)
.

Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà öåíòðàõ ðå-

áåð ÿ÷ååê èñïîëüçóþòñÿ â (11) äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî

ïîëÿ â öåíòðàõ ãðàíåé ÿ÷ååê íà ñëåäóþùåì âðåìåíí�îì ñëîå t + ∆t (ñì.

ðèñ. 5). Ðàçíîñíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (11) èìååò âèä:

B̂x i+1/2,j,k = Bx i+1/2,j,k −
∆t

∆y

(
Ez i+1/2,j+1/2,k−Ez i+1/2,j−1/2,k

)
+

∆t

∆z

(
Ey i+1/2,j,k+1/2−Ey i+1/2,j,k−1/2

)
,
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Ðèñ. 5. Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà âðåìåíí�îì ñëîå t+ ∆t â öåíòðàõ

ãðàíåé ÿ÷ååê ïî òåîðåìå Ñòîêñà.

B̂y i,j+1/2,k = By i,j+1/2,k +
∆t

∆x

(
Ez i+1/2,j+1/2,k−Ez i−1/2,j+1/2,k

)
−

∆t

∆z

(
Ex i,j+1/2,k+1/2−Ex i,j+1/2,k−1/2

)
,

B̂z i,j,k+1/2 = By i,j,k+1/2 −
∆t

∆x

(
Ey i+1/2,j,k+1/2−Ey i−1/2,j,k+1/2

)
+

∆t

∆y

(
Ex i,j+1/2,k+1/2−Ex i,j−1/2,k+1/2

)
.

Çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ â öåíòðàõ ÿ÷ååê âû÷èñëÿþòñÿ

ïðîñòûì óñðåäíåíèåì (ðèñ. 6):

B̂x i,j,k =
1

2

(
B̂x i+1/2,j,k + B̂x i−1/2,j,k

)
,

B̂y i,j,k =
1

2

(
B̂y i,j+1/2,k + B̂y i,j−1/2,k

)
,

B̂z i,j,k =
1

2

(
B̂z i,j,k+1/2 + B̂x i,j,k−1/2

)
.

(13)

Ìàãíèòíîå ïîëå, ïîëó÷åííîå ñîãëàñíî (13), îáëàäàåò ñâîéñòâîì áåçäè-

âåðãåíòíîñòè. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, âû÷èñëèâ äèâåðãåíöèþ â âåðøè-
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Ðèñ. 6. Âû÷èñëåíèå êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà âðåìåíí�îì ñëîå t+ ∆t â öåíòðàõ

ÿ÷ååê.

íàõ ÿ÷ååê ïî ôîðìóëå:

div B̂
∣∣∣
i+1/2,j+1/2,k+1/2

=
1

4∆x

(
B̂x i+1,j,k+B̂x i+1,j+1,k−B̂x i,j,k−B̂x i,j+1,k

)
+

1

4∆x

(
B̂x i+1,j,k+1 + B̂x i+1,j+1,k+1 − B̂x i,j,k+1 − B̂x i,j+1,k+1

)
+

1

4∆y

(
B̂y i,j+1,k + B̂y i+1,j+1,k − B̂y i,j,k − B̂y i+1,j,k

)
+

1

4∆y

(
B̂y i,j+1,k+1 + B̂y i+1,j+1,k+1 − B̂y i,j,k+1 − B̂y i+1,j,k+1

)
+

1

4∆z

(
B̂z i,j,k+1 + B̂z i+1,j,k+1 − B̂z i,j,k − B̂z i+1,j,k

)
+

1

4∆z

(
B̂z i,j+1,k+1 + B̂z i+1,j+1,k+1 − B̂z i,j+1,k − B̂z i+1,j+1,k

)
.

5 Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ èçëîæåííîãî ìåòîäà ê íåêî-

òîðûì ïîïóëÿðíûõ òåñòàì ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè, ðàñøèðåííûì íà

òðåõìåðíûé ñëó÷àé. ×èñëåííûõ àíàëèç ñâîéñòâ ìåòîäà íà îäíîìåðíûõ

è äâóõìåðíûõ òåñòàõ ïðîâåäåí â ðàáîòàõ [4, 5, 6].
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5.1 Âçðûâ â ìàãíèòíîì ïîëå

Â çàäà÷å ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñòðóêòóðà ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ âîçìóùåíèÿ,

âûçâàííîãî èçáûòî÷íûì äàâëåíèåì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, â ñðåäå ñ

íàëîæåííûì ìàãíèòíûì ïîëåì (a blast wave problem) [12]. Ðàñ÷åòíàÿ îá-

ëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá ñ ðåáðîì L = 1, íà êîòîðîì çàäàåòñÿ ðàâ-

íîìåðíàÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 120×120×120 ÿ÷ååê. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè ïðîñòðàíñòâî çàïîëíåíî èäåàëüíûì ãàçîì ñ γ = 1.4, ïëîòíîñòüþ

ρ = 1 è äàâëåíèåì p = 1, çà èñêëþ÷åíèåì öåíòðàëüíîé ñôåðè÷åñêîé îá-

ëàñòè ðàäèóñîì r = 0.05, â êîòîðîé çàäàíî äàâëåíèå p = 1000. Âäîëü

íàïðàâëåíèÿ x íàëîæåíî îäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå Bx = 10 (ðèñ. 7).

Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñ ïàðàìåòðîì α = 0.5 è ÷èñëîì Êóðàíòà σ = 0.1.

L=1

d=0.1

B =10x

�=1 =1p

�=1 =1000p

� =1.4

Ðèñ. 7. Âçðûâ â ìàãíèòíîì ïîëå. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà íà ìîìåíò t = 3×10−2 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 8. Ïîêà-

çàí ëîãàðèôì ïëîòíîñòè â âèäå òðåõìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è äâóõìåðíî-

ãî ðàçðåçà âäîëü ïëîñêîñòè y = 0 c ëèíèÿìè óðîâíåé. Çà ñ÷åò ìàãíèòíî-

ãî äàâëåíèÿ, íàïðàâëåííîãî îðòîãîíàëüíî ê ïîëþ, òå÷åíèå îáðàçóåò âû-

òÿíóòóþ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ ñòðóêòóðó. Ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü

log ρ ∼ 0.35 äîñòèãàåòñÿ â â îáëàñòÿõ ìàêñèìàëüíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñðå-

äû. Â öåíòðå äîñòèãàþòñÿ ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ log ρ ∼ −0.95.
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Ðèñ. 8. Âçðûâ â ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîêàçàí ëîãàðèôì ïëîòíîñòè â âèäå òðåõìåðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ è äâóõìåðíîãî ðàçðåçà âäîëü ïëîñêîñòè y = 0 c ëèíèÿìè óðîâíåé íà

ìîìåíò t = 3× 10−2. Äîïîëíèòåëüíî óêàçàíû çíà÷åíèÿ â õàðàêòåðíûõ îáëàñòÿõ.

5.2 Âçàèìîäåéñòâèå óäàðíîé âîëíû ñ îáëàêîì

Â çàäà÷å ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ ïëîòíîãî îáëàêà ïðè âçàè-

ìîäåéñòâèè ñ óäàðíîé âîëíîé [13]. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

êóá ñ ðåáðîì L = 1, íà êîòîðîì çàäàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ

èç 120×120×120 ÿ÷ååê. Óäàðíàÿ âîëíà èíèöèèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàçðûâà

ìåæäó äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè U = (ρ, ux, uy, uz, Bx, By, Bz, p), ðàçäåëåííû-
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ìè ïëîñêîñòüþ x = 0.05:

UL = (3.86859, 11.2536, 0, 0, 0, 2.1826182,−2.1826182, 167.345),

UR = (1, 0, 0, 0, 0, 0.56418958, 0.56418958, 1).

Îáëàêî ñ ïëîòíîñòüþ ρ = 10, íàõîäÿùååñÿ â ãèäðîñòàòè÷åñêîì ðàâíî-

âåñèè ñî ñðåäîé, çàäàâàëîñü â âèäå øàðà ðàäèóñà r = 0.15 ñ öåíòðîì â

òî÷êå ñ (x, y, z) = (0.3, 0.5, 0.5) (ðèñ. 9). Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñ ïàðàìåòðîì

α = 0.5 è ÷èñëîì Êóðàíòà σ = 0.1. Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 5/3.

Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà íà ìîìåíò t = 6.09 × 10−2 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 10.

Ïîêàçàí ëîãàðèôì ïëîòíîñòè â âèäå òðåõìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è äâóõ-

ìåðíîãî ðàçðåçà âäîëü ïëîñêîñòè y = 0 c ëèíèÿìè óðîâíåé. Ïîëó÷åííàÿ

êîíôèãóðàöèÿ îòðàæàåò ãèäðîäèíàìè÷åñêîå îáòåêàíèå ïðåïÿòñòâèÿ. Èç-

çà ñîïðîòèâëåíèÿ îáëàêà ïîòîêó, ïåðåä îáëàêîì âîçíèêàåò êîíòàêòíûé

ðàçðûâ â ôîðìå ïîëóñôåðû. Ïîçàäè íàáëþäàåòñÿ àíèçîòðîïíîå òå÷åíèå,

ñòðóêòóðà êîòîðîãî ñâÿçàíà ñ íàïðàâëåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

�=10

� =5/3

=0.15r

0.3 10

1

0.05

�=1
=1p

B =0x

B

B
y

z

=0.56

=0.56

u =11.25x

�

B =0x

B

B
y

z

=2.18

=-2.18

=3.87

=1p

0.05

X

Y

Ðèñ. 9. Âçàèìîäåéñòâèå óäàðíîé âîëíû ñ îáëàêîì. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
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Ðèñ. 10. Âçàèìîäåéñòâèå óäàðíîé âîëíû ñ îáëàêîì. Ïîêàçàí ëîãàðèôì ïëîòíîñòè

â âèäå òðåõìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è äâóõìåðíîãî ðàçðåçà âäîëü ïëîñêîñòè y = 0

c ëèíèÿìè óðîâíåé íà ìîìåíò t = 6.09 × 10−2. Äîïîëíèòåëüíî óêàçàíû çíà÷åíèÿ â

õàðàêòåðíûõ îáëàñòÿõ.

5.3 Òðåõìåðíûé âèõðü Îðñçàãà-Òàíãà

Äàííàÿ çàäà÷à áûëà âïåðâûå ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [14] â äâóõìåðíîé ïî-

ñòàíîâêå äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ðàçâèòèÿ ñâåðõçâóêîâîé òóðáóëåíò-

íîñòè è ïîëó÷èëà â äàëüíåéøåì íàçâàíèå âèõðÿ Îðñçàãà-Òàíãà (Orszag-

Tang vortex). Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàþòñÿ ãëàäêèå íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ, êîòîðûå äàþò áûñòðûé ïåðåõîä ê ñëîæíîìó òå÷åíèþ ñ ôîðìè-

ðîâàíèåì è âçàèìîäåéñòâèåì óäàðíûõ âîëí. Çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ òÿæåëîé

äëÿ ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ñõåì, ò.ê. âîçíèêàþùèå ãðàäèåíòû âåëè÷èí, îñî-
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áåííî ñèëüíûå â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ìîãóò ïðèâåñòè

ê îñöèëëÿöèÿì è îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì ïëîòíîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ìû âïåðâûå ðàññìàòðèâàåì òðåõìåðíóþ ïîñòàíîâêó

çàäà÷è. Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá ñ ðåáðîì L = 1, íà

êîòîðîì çàäàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 120×120×120 ÿ÷ååê.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ïåðåîäè÷åñêèìè. Ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþ-

ùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ 3D ñëó÷àÿ:

ρ =
25

36π
,

ux = − sin(2πz),

uy = sin(2πx),

uz = sin(2πy),

Bx = − 1√
4π

sin(2πz),

By =
1√
4π

sin(4πx),

Bz =
1√
4π

sin(4πy),

p =
5

12π
.

Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñ ïàðàìåòðîì α = 0.5 è ÷èñëîì Êóðàíòà σ = 0.1.

Ïîêàçàòåëü àäèàáàòû γ = 5/3.

Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà íà ìîìåíò t = 0.5 ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 11. Ïîêàçàíà

ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ïîìîùüþ 200 öâåòîâûõ óðîâíåé â äèàïàçîíå

îò 0.02 äî 2.25. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðàâèëüíóþ ñòðóêòóðó òå÷å-

íèÿ ñî âñåìè ðàçðûâàìè è âûïîëíÿòü ðàñ÷åò íåîãðàíè÷åííî äîëãî. Ïðè

ïðîäîëæåíèè ñ÷åòà òå÷åíèå ïîñòåïåííî ðàñïàäàåòñÿ íà ìåëêèå ñòðóêòó-

ðû, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äèññèïèðóåò èç-çà âÿçêîñòè.
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Ðèñ. 11. Òðåõìåðíûé âèõðü Îðñçàãà-Òàíãà. Ïîêàçàíà ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà

ìîìåíò t = 0.5. Çàëèâêà âûïîëíåíà ñ ïîìîùüþ 200 öâåòîâûõ óðîâíåé â äèàïàçîíå îò

0.02 äî 2.25.

5.4 Óäåðæàíèå ïëàçìåííîãî ïèí÷à â ìàãíèòíîé ëîâóøêå

Áûëî ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà óäåðæàíèÿ ãîðÿ÷åãî ïëàçìåí-

íîãî ïèí÷à â ëîâóøêå ñ ïîìîùüþ ïðîäîëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêîé

ïèí÷ ïðèíÿòî íàçûâàòü θ-ïèí÷åì. Ýòà çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èí-

òåðåñ äëÿ òåõíîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìû ñîçäàíèÿ óñòàíîâîê òåðìîÿäåðíîãî

ñèíòåçà òèïà ÒÎÊÀÌÀÊ è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé íåñêîëü-

êî äåñÿòèëåòèé (ñì., íàïðèìåð, [15, 16]). Âðåìÿ óäåðæàíèÿ ïèí÷à â ñòà-

áèëüíîì ñîñòîÿíèè, ïîëó÷åííîå â ýêñïåðèìåíòàõ, ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà

íåñêîëüêèõ ìèëëèñåêóíä èç-çà ðàçâèòèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷è-
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âîñòè. Ìû ðàññìàòðèâàåì äàííûé ïðîöåññ â áåçðàçìåðíîé ïîñòàíîâêå.

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êóá ñ ðåáðîì L = 1, çàïîëíåí-

íûé èäåàëüíûì ãàçîì ñ γ = 5/3 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò âîäîðîäó), ïëîòíî-

ñòüþ ρ0 = 5 × 10−6 è äàâëåíèåì p0 = 0.01. Ïèí÷ çàäàâàëñÿ â öåíòðå

ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â âèäå öèëèíäðà ðàäèóñîì r = 0.1, âíóòðè êîòîðîãî

ρ1 = 5 × 10−4, p1 = 1. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàâàëîñü ïðî-

äîëüíîå ìàãíèòíîå ïîëå Bz =
√

2p1/β, ãäå ïëàçìåííîå β = 5. Íà÷àëüíàÿ

êîíôèãóðàöèÿ ïèí÷à ïîêàçàíà íà ðèñ. 12. Èñïîëüçîâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ

ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 120×120×120 ÿ÷ååê. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ñ ïàðàìåò-

ðîì α = 0.5 è ÷èñëîì Êóðàíòà σ = 0.1

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè áûë ïîëó÷åí öèêëè÷åñêèé ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ

è ñæàòèÿ ïëàçìû ïîä äåéñòâèåì ìàãíèòíîãî äàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ìàã-

íèòíîå ïîëå, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè,

âûäàâëèâàëîñü èç îáëàñòè ïèí÷à. Íàáëþäàëîñü íåñêîëüêî öèêëîâ ïðÿ-

ìîãî è îáðàòíîãî ïåðåòîêà ýíåðãèè ìåæäó ýíåðãèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ è

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé âåùåñòâà ïèí÷à. Óâåëè÷åíèå ýíåðãèè ïîëÿ ïðè-

âîäèëî ê ïîäàâëåíèþ ðàñøèðåíèÿ ïëàçìû.

z

x
y

0.1

1
� =5  10+

-4
p1=1

� =5  100 +
-6

p0=0.01

Bz

p

�

12
=

,

Ðèñ. 12. Íà÷àëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïëàçìåííîãî ïèí÷à â ìàãíèòíîé ëîâóøêå.
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Äëÿ ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ðàáîòû êîäà áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò ïèí÷à,

íàêëîíåííîãî ê îñè z â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà óãîë ∼ 10◦. Â ðå-

çóëüòàòå ïðîèñõîäèëî âûðàâíèâàíèå ïèí÷à âäîëü ìàãíèíîãî ïîëÿ ÷åðåç

öèêëè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Ýòîò ïðîöåññ äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 13, ãäå

ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ñ òðåìÿ õàðàêòåðíûìè óðîâíÿ-

ìè 7.3 × 10−5, 1.5 × 10−4 è 1.61 × 10−4 íà íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè.

Âèäíà äåôîðìàöèÿ ôîðìû ïèí÷à ïðè êîëåáàíèÿõ.

Èñïîëüçóåìàÿ äîâîëüíî ãðóáàÿ òðåõìåðíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñåòêà íå

ïîçâîëèëà ðàçðåøèòü ìåëêîìàñøòàáíûå ñòðóêòóðû è ñìîäåëèðîâàòü ðàç-

Ðèñ. 13. Ïëàçìåííûé ïèí÷ â ìàãíèòíîé ëîâóøêå. Ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè

ñ òðåìÿ õàðàêòåðíûìè óðîâíÿìè 7.3×10−5, 1.5×10−4 è 1.61×10−4 â íåêîòîðûé ìîìåíò

âðåìåíè.
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Ðèñ. 14. Ðàçâèòèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïèí÷à, ðàñ÷èòàííîå â 2D ïî-

ñòàíîâêå â ïëîñêîñòè xy íà ñåòêå 400 × 400. Ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè â

ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè.

âèòèå íåóñòîé÷èâîñòè. Â äâóõìåðíîé ïîñòàíîâêå íà ñåòêå 400× 400 ïðè

ìîäåëèðîâàíèè ñðåçà ïèí÷à â ïëîñêîñòè xy òàêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü áûëà

ïîëó÷åíà. Îíà ðàçâèâàëàñü â ïîïåðå÷íûõ ê ïîëþ íàïðàâëåíèÿõ è íàïî-

ìèíàëà íåóñòîé÷èâîñòü Ðåëåÿ-Òåéëîðà. Íà ðèñ. 14 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðå-

äåëåíèå ïëîòíîñòè â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå â íåêîòîðûé ìîìåíò

âðåìåíè, äåìîíñòðèðóþùåå îáðàçóþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðîöåññà

ñòðóêòóðû.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñî ñëàáûì ìàãíèòíûì ïîëåì öèêëè÷åñêîãî ïðî-

öåññà è ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íå íàáëþäàëîñü. Ïèí÷ â ýòîì ñëó÷àå

ðàñïàäàåòñÿ çà ñ÷åò äèôôóçèè.



�28�

6 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ êâàçè-ãàçîäèíàìè÷åñêèõ (ÊÌ-

ÃÄ) óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íåñòàöèîíàðíûå ñæèìàåìûå ìàãíèòîãèä-

ðîäèíàìè÷åñêèå òå÷åíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ èäåàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Â

îòëè÷èå îò áîëåå ðàííèõ ðàáîò, ÊÌÃÄ óðàâíåíèÿ áûëè çàïèñàíû ñàìîñî-

ãëàñîâàííî â ðàìêàõ åäèíîãî ïîäõîäà êàê ê óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèõ

çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â ãèäðîäèíàìèêå, òàê è ê óðàâíåíèÿì Ôàðàäåÿ äëÿ

ìàãíèòíûõ ïîëåé.

Ïðåäñòàâëåííàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ òðåõìåðíîé, ãäå âñå ôè-

çè÷åñêèå âåëè÷èíû ðàññ÷èòûâàåòñÿ áåç ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó.

Òåñòèðîâàíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà íà íåñêîëüêèõ �òÿæåëûõ� òðåõìåð-

íûõ çàäà÷àõ ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ïîêàçàëî èñêëþ÷èòåëüíóþ ñòà-

áèëüíîñòü ðàáîòû êîäà. Âûáðàííûé ïàðàìåòð ðàñ÷åòà α = 0.5 è ÷èñëî

Êóðàíòà σ = 0.1 ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè äëÿ ëþáûõ çàäà÷.

Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçäêèì èç-çà íàëè÷èÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìîíî-

òîíèçèðóþùèõ ïîïðàâîê, ïðîïîðöèîíàëüíûõ τ , íî ïðîñòûì â ðåàëèçà-

öèè. Èñïîëüçîâàííàÿ ÿâíàÿ ñõåìà ñ öåíòðàëüíûìè ðàçíîñòÿìè ïîçâîëÿåò

ðàñïàðàëëåëèòü êîä åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ äåêîìïîçèöèè îá-

ëàñòè ïî ïðîöåññîðàì.

Äîñòîèíñòâîì ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè â òðàäè-

öèîííûõ ìîíîòîíèçèðóþùèõ ïðîöåäóðàõ, òàêèõ êàê ëèìèòåðû, êîòîðûå

íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíûõ ÌÃÄ óðàâíåíèé.

Ìîíîòîíèçèðóþùèå ïðîöåäóðû íå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè, ÷òî ïðè-

âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè òîíêîé íàñòðîéêè êîäà äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî

ñëó÷àÿ.

Íåäîñòàòêîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ åãî ïåðâûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè, ÷òî òðå-

áóåò èñïîëüçîâàíèÿ áîëåå ïîäðîáíûõ ñåòîê äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ,
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ñðàâíèìîãî ïî êà÷åñòâó ñ ïîëó÷àåìûì ïî ñõåìàì âûñîêîãî ïîðÿäêà. Çà-

ìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïîâåäåíèþ íà ãëàä-

êèõ îáëàñòÿõ, â òî âðåìÿ êàê íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ ðàçðûâíûå

ðåøåíèÿ.

Â íåäàâíåé ðàáîòå [17] ÊÌÃÄ óðàâíåíèÿ áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé

óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ íåèäåàëüíîãî ãàçà ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ ñèë è èñ-

òî÷íèêà òåïëà. Áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà è èññëåäî-

âàíû ýíòðîïèéíûå ñâîéñòâà ÊÌÃÄ óðàâíåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 13-01-00703-à, 12-

02-31737ìîë_à.
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