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Введение

Данная работа относится к теории синтеза и сложности управляющих
систем. В ней рассматривается задача о сложности реализации функций
многозначной логики формулами над конечными системами.

Задача синтеза и сложности управляющих систем [33,37,72,106] в об-
щем случае формулируется следующим образом. Дан набор 𝐺 базисных эле-
ментов некоторого типа (например, функциональные элементы или форму-
лы), каждому из которых приписано некоторое положительное число—вес
элемента. С помощью этих элементов по заданным правилам строятся более

*) Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №11–01–00508,
и программы фундаментальных исследований Отделения математических наук РАН
«Алгебраические и комбинаторные методы математической кибернетики и информационные
системы нового поколения», проект «Задачи оптимального синтеза управляющих систем».
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сложные объекты—схемы. Каждой схеме S ставится в соответствие неко-
торая функция 𝑓 и число 𝐿(S), равное сумме весов всех входящих в нее эле-
ментов; при этом говорят, что функция 𝑓 реализуется схемой S со сложно-
стью 𝐿(S). Сложностью функции 𝑓 называется величина 𝐿𝐺(𝑓) =min𝐿(S),
где минимум берется по всем схемам S над 𝐺, реализующим функцию 𝑓 .
Для каждой функции 𝑓 требуется найти минимальную схему S над 𝐺, ре-
ализующую 𝑓 (т. е. такую схему S, реализующую 𝑓 , сложность которой
удовлетворяет равенству 𝐿(S)=𝐿𝐺(𝑓)). При изучении функций из заданно-
го конечного множества 𝐻 рассматривается величина 𝐿𝐺(𝐻) =max𝐿𝐺(𝑓),
где максимум берется по всем функциям 𝑓 из 𝐻. Функция 𝐿𝐺(𝐻) называ-
ется функцией Шеннона. Она характеризует сложность реализации в рас-
сматриваемом классе управляющих систем самых сложных функций из мно-
жества 𝐻. Эта функция была введена К. Шенноном в работе [107], и там же
были получены первые значительные результаты о ее поведении.

Формулы и схемы из функциональных элементов (называемые далее
схемами), реализующие дискретные функции, являются одними из основ-
ных модельных классов управляющих систем. Множество 𝑃𝑘 всех функ-
ций 𝑘-значной логики, 𝑘 > 2, является важным примером класса дискрет-
ных функций, представляющим большой интерес как с теоретической,
так и с прикладной точек зрения. Одной из наиболее изученных класси-
фикаций функций 𝑘-значной логики являются классы функций, замкнутые
относительно операции суперпозиции (см., например, [8,38,71,74]). В связи
с этим возникает задача о реализации функций 𝑘-значной логики из замкну-
тых классов формулами (или схемами) над конечными системами. В этой
задаче можно выделить два направления исследований: синтез схем и фор-
мул в полных базисах и синтез схем и формул в неполных базисах.

Приведем сначала некоторые результаты, полученные в этих направ-
лениях для функций алгебры логики. В задаче о сложности реализации
булевых функций основополагающие результаты были получены О.Б. Лу-
пановым, предложившим асимптотически оптимальные методы синтеза для
ряда классов управляющих систем [28–37]. В частности, для произвольного
полного конечного базиса 𝐺 булевых функций он показал [29,30] справед-
ливость следующих соотношений *):

𝐿СФЭ
𝐺 (𝑃2(𝑛))∼ 𝜌

2𝑛

𝑛
,

𝐿Ф
𝐺(𝑃2(𝑛))∼ 𝜌

2𝑛

log2 𝑛
,

где 𝐿СФЭ
𝐺 (𝑃2(𝑛)) и 𝐿

Ф
𝐺(𝑃2(𝑛))—функции Шеннона при реализации функций

схемами и формулами соответственно, а 𝜌—константа (она называется ми-
нимальным приведенным весом элементов базиса), однозначно определяе-
мая по базису 𝐺. Оценки высокой степени точности для функций Шеннона
при реализации булевых функций формулами и схемами в полных базисах
получены в работах С.А. Ложкина [22,23,25,26].

Задача о поведении функций Шеннона для множества всех булевых
функций тесно связана с задачей о поведении функций Шеннона, соот-
ветствующих замкнутым классам булевых функций при реализации функ-
ций схемами и формулами в полных конечных базисах. Полное описание
множества всех замкнутых классов булевых функций получено Э. Л. По-
стом [101, 102] (см. также [41, 42, 62, 68, 75, 88, 94, 95, 105]). Он показал,
что это множество счетно, причем каждый замкнутый класс имеет ко-
нечный базис. В ряде работ [17, 18, 43, 51, 53, 70, 73, 85] изучалась задача

*) Здесь и далее всякий раз, когда речь идет об асимптотических оценках, подразумева-
ется, что эти оценки имеют место при 𝑛→∞.
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о сложности реализации монотонных булевых функций (множество всех
таких функций обозначается через 𝑀). Асимптотически точные формулы
для функций Шеннона при реализации функций из класса 𝑀 схемами в
произвольных полных конечных базисах приведены в работах [55] и [100]
(эти формулы получены на основе методов кодирования монотонных функ-
ций из работ [86] и [87] соответственно). При реализации функций схемами
для каждого замкнутого класса булевых функций, не содержащегося в мно-
жестве **) 𝐿 ∪𝐾 ∪𝐷, и любого полного конечного базиса, А.Б. Угольнико-
вым [58,63] получена асимптотически точная формула для соответствующей
функции Шеннона. При реализации функций формулами для всех замкну-
тых классов булевых функций, не содержащихся в множестве 𝑆∪𝐿∪𝐾∪𝐷,
и для любого конечного полного базиса асимптотически точные формулы
для соответствующих функцийШеннона получены А.Е. Андреевым [1,2,4].

Следует отметить, что упомянутые выше методы синтеза схем и формул
существенным образом используют полноту базисов. Поэтому задача о син-
тезе схем и формул в неполных базисах требует разработки других методов
синтеза. Отметим некоторые результаты, полученные в задаче о сложно-
сти реализации булевых функций из замкнутых классов схемами и форму-
лами в неполных базисах. При реализации функций схемами для замкну-
тых классов функций, сохраняющих константы, и любых конечных систем,
порождающих эти классы, асимптотически точные формулы для соответ-
ствующих функций Шеннона были получены Э.И. Нечипоруком [44, 45].
Для ряда замкнутых классов функций алгебры логики аналогичные утвер-
ждения доказаны в работах [3,56,57,59]. При реализации функций формула-
ми для некоторых замкнутых классов («близких» к множеству 𝑃2) и любых
конечных систем, порождающих эти классы, асимптотически точные фор-
мулы для соответствующих функций Шеннона получены в работах [56,57].
В работах [60,61,108] показано, что для любого замкнутого класса 𝐵 и лю-
бой конечной системы, порождающей класс 𝐵, сложность реализации фор-
мулами каждой функции из 𝐵 имеет не более чем экспоненциальный поря-
док роста от числа переменных (см. также [40]). Верхние оценки сложности
реализации функций из некоторых замкнутых классов схемами и формулами
в неполных базисах приведены в работах [2,46,50,52,59,66].

Таким образом, в задаче о сложности реализации булевых функций схе-
мами и формулами в конечных базисах с положительными весами всех вхо-
дящих в них элементов получен ряд существенных результатов. Получение
аналогичных результатов для функций многозначной логики наталкивает-
ся на значительные трудности. Это связано с принципиальными отличиями
многозначных логик от двухзначной. Одним из основных отличий являет-
ся континуальность множества всех замкнутых классов функций 𝑘-значной
логики при 𝑘> 3 (см. [77]). В связи с этим важным направлением исследо-
ваний является изучение свойств отдельных семейств замкнутых классов.
Среди таких семейств одно из центральных мест занимает семейство всех
предполных классов *), изучению свойств которого посвящено значитель-
ное число публикаций (см., например, [5, 13, 14, 20, 21, 39, 69, 71, 96–99]).
Полное описание множества всех предполных классов при всех 𝑘> 3 полу-
чено И. Розенбергом [103,104] (см. также [6,19,76,95]). К числу наиболее
изученных семейств замкнутых классов функций 𝑘-значной логики относит-
ся также семейство всех замкнутых классов функций из 𝑃𝑘,𝑙 —множества
всех функций 𝑘-значной логики, принимающих значения только из множе-
ства {0, 1, . . ., 𝑙 − 1}, 𝑘 > 𝑙 > 2. Некоторые свойства этих классов изучены

**) Через 𝐿,𝐾,𝐷 и 𝑆 обозначаются множества всех линейных функций, конъюнкций,
дизъюнкций и самодвойственных функций соответственно.

*) Замкнутый класс 𝐹 ⊆𝑃𝑘 называется предполным в 𝑃𝑘, 𝑘> 2, если 𝐹 ̸=𝑃𝑘 и для любой
функции 𝑓 ∈𝑃𝑘 ∖𝐹 множество 𝐹 ∪ {𝑓} порождает 𝑃𝑘.
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в работах Г. Буроша [78, 79] и других авторов [80, 81, 89–91, 95]. Свой-
ства замкнутых классов функций из множества 𝑃𝑘,2, 𝑘 > 3, изучались в
работах [80, 81, 84, 91, 92, 95]. В работах Д. Лау [93, 95] и Н. Грюнваль-
да [82–84] изучены некоторые свойства замкнутых классов функций из мно-
жества 𝑃3,2. В этих работах рассматривается отображение (называемое про-
екцией) функций из множества 𝑃3,2 в множество 𝑃2. На основе этого отобра-
жения для каждого множества 𝐹 ⊆𝑃3,2 определяется множество 𝑝𝑟𝐹 =∪𝑝𝑟𝑓 ,
где 𝑝𝑟𝑓—проекция функции 𝑓 , а объединение берется по всем функци-
ям 𝑓 ∈ 𝐹 . В результате каждому замкнутому классу 𝐵 булевых функций
сопоставляется семейство N(𝐵) всех замкнутых классов 𝐹 функций из 𝑃3,2,
таких, что 𝑝𝑟𝐹 = 𝐵. Для каждого замкнутого класса 𝐵 булевых функций
найдена мощность множества N(𝐵) и приведено описание этого множества
для тех случаев, когда мощность N(𝐵) конечна или счетна.

Отметим некоторые результаты, полученные в задаче о сложности реа-
лизации функций многозначной логики. В.А. Орлов [47, 48] ввел понятие
оптимального полного базиса **) функций 𝑘-значной логики, 𝑘 > 3, и для
каждого такого базиса предложил асимптотически наилучший метод син-
теза схем из функциональных элементов. Он показал также [47–49], что
почти любой конечный полный в 𝑃𝑘 базис является оптимальным, причем
доля базисов, не являющихся оптимальными, убывает трижды экспонен-
циально с ростом максимального числа входов элементов базиса и более
чем дважды экспоненциально с ростом 𝑘. При реализации функций схе-
мами для любого полного конечного базиса асимптотически точная оценка
соответствующей функции Шеннона анонсирована в работе [27]. При реа-
лизации функций формулами для некоторых полных в 𝑃𝑘 (𝑘 > 3) базисов
асимптотически точные формулы для соответствующих функций Шеннона
получены в работах Е.Ю. Захаровой [15], С. Б. Гашкова [9] и других авторов
(см. [16,24,49]). Примеры последовательностей функций из 𝑃4 и 𝑃5, слож-
ность которых в классе формул над некоторой конечной неполной системой
имеет сверхэкспоненциальный порядок роста от числа переменных, приве-
дены в работах [60, 64, 67, 108]. Первые экспоненциальные нижние оцен-
ки для сложности реализации функций 𝑘-значной логики (𝑘 > 3) схемами
из функциональных элементов в неполных базисах получены Г.А. Ткаче-
вым [54].

В настоящей работе рассматривается задача о сложности реализации
функций из 𝑃3,2 (множества всех функций трехзначной логики, принимаю-
щих значения из множества {0, 1}) формулами над конечными системами.
Для ряда конечных систем получены верхние и нижние оценки сложности
реализации функций из замкнутых классов, порожденных этими системами.

Дадим необходимые определения (cм. также § 1).
Пусть 𝐸𝑘 = {0, 1, . . ., 𝑘−1}, 𝑘> 2. Обозначим через 𝐸𝑛

𝑘 множество всех
наборов ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛), таких, что 𝛼1, . . ., 𝛼𝑛 ∈𝐸𝑘, 𝑛> 1. Множество всех
функций 𝑘-значной логики обозначим через 𝑃𝑘, а множество всех функций
из 𝑃𝑘, принимающих значения только из множества 𝐸2,— через 𝑃𝑘,2.

В данной работе будем придерживаться обозначений для замкнутых
классов булевых функций из работ [62,68], а именно: 𝑆—множество всех
самодвойственных функций; 𝑇𝑖 —множество всех функций, сохраняющих
константу 𝑖, 𝑖= 0, 1; 𝑀—множество всех монотонных функций; 𝐿—мно-
жество всех линейных функций; 𝑂𝑚 —множество всех функций, удовле-
творяющих условию < 0𝑚 >, 𝑚= 2, 3, . . .,∞; 𝐼𝑚 —множество всех функ-
ций, удовлетворяющих условию < 1𝑚 >, 𝑚 = 2, 3, . . .,∞; 𝐾—множество

**) Конечный полный в 𝑃𝑘 базис является оптимальным, если асимптотическое поведение
соответствующей функции Шеннона определяется минимальным приведенным весом элемен-
тов базиса.
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всех конъюнкций; 𝐷—множество всех дизъюнкций; 𝑈—множество всех
функций, существенно зависящих не более чем от одной переменной; 𝐶—
множество всех функций, не имеющих существенных переменных.

Положим

𝐿𝑖 =𝐿∩ 𝑇𝑖, 𝑀𝑖 =𝑀 ∩ 𝑇𝑖, 𝐾𝑖 =𝐾 ∩ 𝑇𝑖, 𝐷𝑖 =𝐷 ∩ 𝑇𝑖, 𝑈𝑖 =𝑈 ∩ 𝑇𝑖, 𝐶𝑖 =𝐶 ∩ 𝑇𝑖,

где 𝑖=0, 1,

𝑇01 = 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝑀01 =𝑀0 ∩𝑀1, 𝐿01 =𝐿0 ∩𝐿1, 𝐾01 =𝐾0 ∩𝐾1, 𝐷01 =𝐷0 ∩𝐷1;

𝑆01=𝑆∩𝑇01, 𝑈01=𝑈0∩𝑈1, 𝑆𝑀 =𝑆∩𝑀, 𝑆𝐿=𝑆∩𝐿, 𝑆𝑈 =𝑆∩𝑈,𝑀𝑈 =𝑀 ∩𝑈 ;

𝑂𝑚
0 = 𝑇0 ∩𝑂

𝑚, 𝐼𝑚1 = 𝑇1 ∩ 𝐼
𝑚, 𝑚= 2, . . .,∞;

𝑀𝑂𝑚=𝑀∩𝑂𝑚, 𝑀𝐼𝑚=𝑀∩𝐼𝑚, 𝑀𝑂𝑚
0 =𝑀∩𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚1 =𝑀∩𝐼𝑚1 , 𝑚=2, . . .,∞.

Определим семейства 𝑁1, 𝑁2, 𝑁3 замкнутых классов булевых функций сле-
дующим образом. Положим

𝑁1 = {𝑃2, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑀,𝑀0, 𝑀1, 𝑀01, 𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀,

𝑂𝑚, 𝑂𝑚
0 , 𝑀𝑂𝑚, 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝐼
𝑚, 𝐼𝑚1 , 𝑀𝐼𝑚, 𝑀𝐼𝑚1 , 26𝑚<∞},

𝑁2 = {𝐿, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿𝑆, 𝐿01},

𝑁3 = {𝑂∞, 𝐼∞, 𝑀𝑂∞, 𝑀𝐼∞, 𝑂∞
0 , 𝐼

∞
1 , 𝑀𝑂∞

0 , 𝑀𝐼∞1 ,

𝐾, 𝐾0, 𝐾1, 𝐾01, 𝐷, 𝐷0, 𝐷1, 𝐷01, 𝑈, 𝑈0, 𝑈1, 𝑈01, 𝑀𝑈, 𝑆𝑈, 𝐶, 𝐶0, 𝐶1}.

Из результатов Э.Л. Поста следует, что 𝑁1∪𝑁2∪𝑁3 —это множество всех
замкнутых классов булевых функций.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2. Проекцией функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) называет-
ся такая булева функция (𝑝𝑟𝑓)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), значение которой на произволь-
ном наборе ̃︀𝛼 ∈ 𝐸𝑛

2 определяется равенством (𝑝𝑟𝑓)(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼). Таким обра-
зом, каждой функции 𝑓 ∈ 𝑃3,2 поставлена в соответствие функция 𝑝𝑟𝑓 ∈ 𝑃2.
В дальнейшем для упрощения записи функцию (𝑝𝑟𝑓)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем обо-
значать через 𝑝𝑟𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Проекцией 𝑝𝑟𝐹 множества функций 𝐹 ⊆ 𝑃3,2

называется множество
⋃︀
{𝑝𝑟𝑓}, где объединение берется по всем функци-

ям 𝑓 ∈ 𝐹 .
Для каждого замкнутого класса булевых функций 𝐵 определим множе-

ство функций

𝑝𝑟−1𝐵 = {𝑓 ∈ 𝑃3,2 | 𝑝𝑟𝑓 ∈𝐵}.

Легко видеть, что множество 𝑝𝑟−1𝐵 является замкнутым классом функций
из 𝑃3,2. Замкнутый класс 𝑝𝑟

−1𝐵 называется максимальным классом (соответ-
ствующим классу 𝐵⊆𝑃2). Таким образом, каждому замкнутому классу 𝐵 бу-
левых функций соответствует максимальный класс 𝑝𝑟−1𝐵 ⊆ 𝑃3,2. Очевидно,
что класс 𝑝𝑟−1𝐵 содержит каждый замкнутый класс 𝐻 из 𝑃3,2, такой, что
𝑝𝑟𝐻 =𝐵. Для каждого замкнутого класса булевых функций 𝐵 определим
множество замкнутых классов

N(𝐵) = {𝐴⊆ 𝑃3,2 | 𝐴= [𝐴], 𝑝𝑟𝐴=𝐵}.

Показано (см. [95]), что максимальный класс 𝑝𝑟−1𝐵 имеет конечную порож-
дающую систему в тех и только тех случаях, когда 𝐵 /∈{𝐶, 𝐶0, 𝐶1}. Показано
также, что если 𝐵 ∈𝑁1, то семейство N(𝐵) конечно, если 𝐵 ∈𝑁2, то N(𝐵)
счетно, если 𝐵∈𝑁3, то N(𝐵) имеет мощность континуума.
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Функция 𝑓 из 𝑃3,2 называется псевдолинейной, если 𝑝𝑟𝑓 ∈𝐿. Описание
множества всех замкнутых классов псевдолинейных функций см., напри-
мер, в книге [95]. Будем обозначать замкнутые классы, проекция которых
совпадает с множеством 𝐿 всех линейных булевых функций, через L, L2,
𝑍2,0 ∩L, 𝑍2,1 ∩L, L2,𝑟, где 𝑟 = 1, 2, . . .,∞. Известно, что все перечислен-
ные классы, за исключением класса L2,∞, являются конечно-порожденными
(см. [95]).

Пусть Ð—конечная система функций из 𝑃𝑘, 𝑘 > 2, [Ð]—замыкание
системы Ð относительно операций суперпозиции и введения несуществен-
ной переменной. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ [Ð], Ï—формула над Ð, реализующая
функцию 𝑓 , а 𝐹 ⊆ [Ð]. Через 𝐿(Ï) обозначим число символов переменных,
входящих в формулу Ï (сложность формулы Ï), через 𝐿Ð(𝑓)—сложность
реализации функции 𝑓 ∈ 𝐹 над системой Ð, а через 𝐿Ð(𝐹 (𝑛))—функцию
Шеннона по сложности для множества 𝐹 . Через 𝐷(Ï) будем обозначать
глубину формулы Ï, через 𝐷Ð(𝑓)—глубину реализации функции 𝑓 ∈𝐹 над
системой Ð, а через 𝐷Ð(𝐹 (𝑛))—функцию Шеннона по глубине для мно-
жества 𝐹 .

Дадим краткое описание содержания работы.
В параграфе 1 приводятся основные определения и обозначения,

используемые в работе, а также вспомогательные утверждения. В частно-
сти, доказывается ряд свойств функций из 𝑃3,2, находятся конечные по-
рождающие системы некоторых замкнутых классов функций, приводятся
известные простейшие методы синтеза.

В параграфе 2 изучаются конечные системы псевдолинейных функций
и замкнутые классы, порожденные этими системами (см. также [10]). Стро-
ятся конечные порождающие системы D𝑟, C, A и E классов L2,𝑟, L2, 𝑍2,0∩L
и 𝑍2,1 ∩L соответственно, 16 𝑟 <∞. Для функций из этих классов доказы-
ваются верхние и нижние оценки сложности.

Для каждой псевдолинейной функции 𝑓 строится каноническое пред-
ставление. На основе этого представления определяются специальные мно-
жества функций 𝐻𝑓 , 𝐽𝑓 , 𝐾𝑓 и 𝑌𝑓 . Кроме того, для каждой функции 𝑓 из
класса L2 вводятся величины 𝐴(𝑓) и 𝐵(𝑓). Доказывается следующая теоре-
ма о сложности функций из рассматриваемых классов.

Т е о р е м а 1 (теоремы 2.2.3, 2.2.1). Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
и ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольные функции из классов L2,𝑟, 𝑍2,0∩L и 𝑍2,1∩L
соответственно, существенно зависящие от 𝑛 переменных, 𝑛 > 2,
16 𝑟<∞. Тогда имеют место равенства

𝐿D𝑟
(𝑓) = |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |+ 𝑟|𝐾𝑓 |,

𝐿A(𝑔) = |𝐽𝑔|+ |𝐻𝑔|, 𝐿E(ℎ) = |𝐽ℎ|+ |𝐻ℎ|.

В этом параграфе также находятся точные оценки для соответствующих
функций Шеннона.

Т е о р е м а 2 (теоремы 2.2.4, 2.2.2, 2.3.1). Пусть 𝑄 = 𝑍2,0 ∩L,
𝑈 =𝑍2,1∩L, 𝑟>1. Тогда имеют место равенства

𝐿D𝑟
(L2,𝑟(𝑛)) = 1+ 𝑛+ 𝑟(𝐶1

𝑛 +𝐶2
𝑛 + . . .+𝐶𝑟

𝑛), 𝑛> 𝑟> 1; (1)

𝐿A(𝑄(𝑛)) =𝐿E(𝑈(𝑛)) = 𝑛+ 1, 𝑛> 2; (2)

𝐿C(L2(𝑛)) = 𝑛2𝑛−1 + 2𝑛+1 − 1, 𝑛> 2. (3)
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Кроме того, в параграфе 2 для каждой функции 𝑓 ∈ L2(𝑛),
существенно зависящей от 𝑛 > 2 переменных, доказывается равен-
ство 𝐿C(𝑓)= |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓) (см. теорему 2.3.2). Отсюда, принимая во внимание
неравенство 𝐴(𝑓)6𝐵(𝑓), в частности, следуют неравенства

|𝑌𝑓 |6𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐵(𝑓),

из которых для широкого класса последовательностей функций можно по-
лучить верхние оценки сложности, близкие к соответствующим нижним
оценкам.

Наконец, в этом параграфе для максимального класса L=𝑝𝑟−1𝐿 и неко-
торой конечной порождающей системы B этого класса приведено асимпто-
тически точное равенство для функции 𝐿B(L(𝑛)) (которое следует из тео-
ремы 3.3.2, доказанной в параграфе 3).

Т е о р е м а 3 (теорема 2.2.5). Имеет место соотношение

𝐿B(L(𝑛))∼
3𝑛

log2 𝑛
.

В параграфе 3 рассматривается задача о сложности реализации функ-
ций из конечно-порожденных максимальных замкнутых классов (см. так-
же [11]). Сначала с помощью градиентного алгоритма (см. [7]) строится спе-
циальное разбиение множества 𝐸𝑟

3 , 𝑟> 3, на подмножества 𝑈0, 𝑈1, . . ., 𝑈𝑇 (𝑟).
При этом каждое множество 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑇 (𝑟), обладает следующими
свойствами:

1) 𝑈𝑖 является подмножеством некоторого шара радиуса 1;
2) найдется число 𝑙= 𝑙(𝑖), 16 𝑙6 𝑟, такое, что 𝑙-я компонента каждого

набора из 𝑈𝑖 равна 2.
Затем оценивается мощность данного разбиения. Далее на основе этого

разбиения строится представление функций из максимальных классов, ана-
логичное (третьему) представлению булевых функций из работы О.Б. Лупа-
нова [33]. После этого на основе полученного представления вычисляются
верхние оценки сложности реализации функций. Наконец, приводятся до-
казательства мощностных нижних оценок соответствующих функций Шен-
нона (см. [33,37]).

В этом параграфе для каждого замкнутого класса булевых функций 𝐵,
такого, что 𝑈01 ⊆𝐵, определяется некоторая конечная система 𝐺=𝐺(𝐵),
которая порождает класс 𝑝𝑟−1𝐵. Доказывается следующая теорема.

Т е о р е м а 4 (теорема 3.3.2). Пусть 𝐵—произвольный замкну-
тый класс булевых функций, такой, что 𝑈01 ⊆𝐵. Тогда выполняются
соотношения

3𝑛

log2 𝑛
.𝐿𝐺(𝑝𝑟

−1𝐵(𝑛)). 3𝑛

log2 𝑛
+𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)).

Из этой теоремы следует, что задача о поведении функции 𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))

в некоторых случаях сводится к задаче о сложности реализации буле-
вых функций в неполных базисах (т. е. к задаче о поведении функ-
ции 𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛))). В частности, из теоремы 4 и известных ранее оценок слож-
ности булевых функций извлекаются асимптотически точные формулы для
функций Шеннона, соответствующих некоторым максимальным классам.

Т е о р е м а 5 (теоремы 3.4.1–3.4.4). Пусть 𝐵—замкнутый класс
булевых функций, такой, что выполняется по крайней мере одно из
следующих условий:

1) 𝐿01 ⊆𝐵;
2) 𝑀01 ⊆𝐵;
3) 𝐵∈{𝑂∞, 𝑂∞

0 , 𝐼
∞, 𝐼∞1 , 𝑀𝑂∞, 𝑀𝑂∞

0 , 𝑀𝐼∞, 𝑀𝐼∞1 };
4) 𝐵∈{𝐷01, 𝐷0, 𝐷1, 𝐷, 𝐾01, 𝐾0, 𝐾1, 𝐾, 𝑈, 𝑆𝑈, 𝑈01, 𝑀𝑈, 𝑈0, 𝑈1}.
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Тогда выполняется соотношение

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))∼

3𝑛

log2 𝑛
.

Отметим, что из теоремы 5 непосредственно следует утверждение тео-
ремы 3.

В параграфе 4 рассматривается семейство замкнутых классов функций
из 𝑃3,2, проекция которых принадлежит определенному выше множеству 𝑁1

замкнутых классов булевых функций (см. также [12]). В работе для каждо-
го класса 𝐵 ∈𝑁1, для каждого класса 𝐻 из множества N(𝐵) и для произ-
вольной конечной системы 𝐺, порождающей класс 𝐻, получено описание
(с точностью до порядка) поведения функции 𝐷𝐺(𝐻(𝑛)).

Т е о р е м а 6 (теорема 4.3.2). Пусть 𝐵—произвольный замкнутый
класс булевых функций из множества 𝑁1, 𝐻—произвольный замкнутый
класс функций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻=𝐵, а 𝐺—произвольная конечная
порождающая система класса𝐻. Тогда выполняется соотношение

𝐷𝐺(𝐻(𝑛))≍ 𝑛.

При доказательстве этой теоремы используются методы синтеза формул
над неполными системами, реализующих функции алгебры логики (см. [60,
61,65,108]).

§ 1. Определения и вспомогательные утверждения

В этом параграфе приводятся основные определения и вспомогательные
утверждения, которые будут использоваться в дальнейшем.

1.1. Определения и обозначения. Пусть 𝐸𝑘 = {0, 1, . . ., 𝑘 − 1},
𝑘> 2. Обозначим через 𝐸𝑛

𝑘 множество всех наборов ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛), таких,
что 𝛼1, . . ., 𝛼𝑛 ∈ 𝐸𝑘, 𝑛 > 1. Функция 𝑓 (𝑛)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) называется 𝑛-местной
функцией 𝑘-значной логики, если ее областью определения является множе-
ство 𝐸𝑛

𝑘 , а областью значений—множество 𝐸𝑘. Верхний индекс у функцио-
нального символа 𝑓 обозначает местность функции. Там, где это не приводит
к путанице, мы будем опускать верхний индекс. Множество всех функций
𝑘-значной логики обозначается через 𝑃𝑘, а множество всех функций из 𝑃𝑘,
принимающих значения только из множества 𝐸2,— через 𝑃𝑘,2.

Будем обозначать через𝑋 счетное множество переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, ....
Положим 𝑋𝑛= {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, 𝑛> 1.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃𝑘. Переменная 𝑥𝑖 ∈𝑋𝑛 называется существенной
переменной функции 𝑓 , если существуют такие числа 𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 𝛼𝑖+1, . . .
. . ., 𝛼𝑛, 𝛽, 𝛾 ∈𝐸𝑘, 𝛽 ̸= 𝛾, что

𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 𝛽, 𝛼𝑖+1, . . ., 𝛼𝑛) ̸= 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 𝛾, 𝛼𝑖+1, . . ., 𝛼𝑛).

Переменная 𝑥𝑖 ∈𝑋𝑛 называется несущественной переменной функции 𝑓 ,
если 𝑥𝑖 не является существенной переменной функции 𝑓 .

Говорят, что (𝑛 + 1)-местная функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1) ∈ 𝑃𝑘 получе-
на добавлением несущественной переменной 𝑥𝑛+1 к 𝑛-местной функ-
ции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑘, если для любого набора (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛+1) ∈𝐸

𝑛+1
𝑘 выпол-

няется равенство 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛+1)=𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛).
Определим понятие формулы. Пусть есть некоторое множество

𝐴= {𝑓 (𝑛1)
1 (𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛1

), 𝑓 (𝑛2)
2 (𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑛2

), . . .}
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функций из 𝑃𝑘 и множество соответствующих функциональных символов

𝐵 = {𝑓 (𝑛1)
1 , 𝑓 (𝑛2)

2 , . . .}.

Выражение 𝑥𝑖, где 𝑥𝑖 ∈ 𝑋, является формулой над 𝐴 (такая и толь-
ко такая формула называется тривиальной). Если Ï1, . . .,Ï𝑛 —форму-
лы над 𝐴, а 𝑓 (𝑛) —функциональный символ из 𝐵, 𝑛 > 1, то выраже-
ние Ï= 𝑓 (𝑛)(Ï1, . . .,Ï𝑛) является формулой над 𝐴, а символ 𝑓 (𝑛) называет-
ся внешним функциональным символом формулы Ï. Других формул над 𝐴

не существует.
Пусть Ï = 𝑓 (𝑛)(Ï1, . . .,Ï𝑛)—формула над 𝐴. Дадим определение под-

формулы формулы Ï. Формулы Ï1, . . .,Ï𝑛 являются подформулами форму-
лы Ï (они также называются главными подформулами формулы Ï). Подфор-
мулами формулы Ï называются также сама формула Ï и все подформулы
формул Ï1, . . .,Ï𝑛. Других подформул у формулы Ï не существует.

Формулу Ï, в которую входят символы переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

и только они, будем обозначать через Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Для любого набо-
ра ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈𝐸

𝑛
𝑘 определим значение Ï(̃︀𝛼), которое принимает фор-

мула Ï на наборе ̃︀𝛼. Если формула Ï является символом переменной 𝑥𝑖,
16 𝑖6𝑛, то положим Ï(̃︀𝛼)=𝛼𝑖. Пусть формула Ï имеет вид

Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 (𝑚)(Ï1(̃︀𝑥1), . . .,Ï𝑚(̃︀𝑥𝑚)),

где 𝑓 (𝑚) —функциональный символ из 𝐵, 𝑚>1, ̃︀𝑥1, . . ., ̃︀𝑥𝑚 —поднаборы на-
бора ̃︀𝑥 = (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), а Ï1, . . .,Ï𝑚 —формулы над 𝐴, для которых значе-
ния Ï1(̃︀𝛼1), . . .,Ï𝑚(̃︀𝛼𝑚) уже определены и равны 𝛽1, . . ., 𝛽𝑚 соответственно.
Тогда положим

Ï(̃︀𝛼) = 𝑓 (𝑚)(𝛽1, . . ., 𝛽𝑚).

Таким образом, формуле Ï сопоставлена некоторая функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
Будем говорить, что функция 𝑓 реализуется формулой Ï. Если функция 𝑓
реализуется некоторой нетривиальной формулой над 𝐴, то будем говорить,
что функция 𝑓 получена операцией суперпозиции из функций системы 𝐴.

Для любой формулы Ï и любой переменной 𝑥 обозначим через 𝑁(Ï; 𝑥)
число вхождений переменной 𝑥 в формулу Ï.

Пусть 𝐹 ⊆ 𝑃𝑘. Замыканием множества 𝐹 называется множество всех
функций, которые могут быть получены из функций множества 𝐹 приме-
нением операций суперпозиции и добавления несущественной переменной
(обозначение [𝐹 ]). Через 𝐹 (𝑛) обозначим множество всех функций из 𝐹 ,
зависящих от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑛>1.

Функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑘 называются равными, если
для любого набора (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈𝐸

𝑛
𝑘 справедливо равенство 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) =

= 𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛). Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈ 𝑃𝑘, 𝑚<𝑛, и пусть функ-
ция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) получена в результате добавления к функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)
несущественных переменных 𝑥𝑚+1, . . ., 𝑥𝑛. По определению функция 𝑓 рав-
на функции 𝑔, если для любого набора (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)∈𝐸

𝑛
𝑘 выполняется равен-

ство 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = ℎ(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛). Аналогичным образом можно распростра-
нить определение равных функций на случай двух функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝑔(𝑦1, . . ., 𝑦𝑚), зависящих от произвольных переменных.

Функции, принадлежащие множеству 𝑃2, называются булевыми. Опре-
делим с помощью таблицы значений некоторые булевы функции, существен-
но зависящие не более чем от одной переменной, а также некоторые булевы
функции, существенно зависящие от двух переменных (см. табл. 1.1 и 1.2).
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Т а б л и ц а 1.1

𝑥 0(𝑥) 1(𝑥) 𝑒(𝑥) 𝑥

0 0 1 0 1

1 0 1 1 0

Т а б л и ц а 1.2

𝑥1 𝑥2 𝑥1&𝑥2 𝑥1 ∨ 𝑥2 𝑥1 ⊕ 𝑥2 𝑥1→ 𝑥2

0 0 0 0 0 1

0 1 0 1 1 1

1 0 0 1 1 0

1 1 1 1 0 1

Функция 𝑥 называется отрицанием 𝑥. Функция 𝑥1&𝑥2 называется конъ-
юнкцией 𝑥1 и 𝑥2. Функция 𝑥1 ∨ 𝑥2 называется дизъюнкцией 𝑥1 и 𝑥2. Функ-
ция 𝑥1⊕ 𝑥2 называется сложением по модулю два 𝑥1 и 𝑥2. Функция 𝑥1→ 𝑥2

называется импликацией 𝑥1 и 𝑥2. В дальнейшем функциональный символ
конъюнкции 𝑥1 и 𝑥2 по аналогии с символом умножения мы будем опускать
там, где это не ведет к двусмысленностям.

Функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2 называется линейной, если существуют та-
кие 𝑐0, 𝑐1, . . ., 𝑐𝑛 ∈{0, 1}, что

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑐0 ⊕ 𝑐1𝑥1 ⊕ . . .⊕ 𝑐𝑛𝑥𝑛;

конъюнкцией, если существуют такие 𝑐0, 𝑐1, . . ., 𝑐𝑛{0, 1}, что

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑐0(𝑐1 ∨ 𝑥1) . . . (𝑐𝑛 ∨ 𝑥𝑛);

дизъюнкцией, если существуют такие 𝑐0, 𝑐1, . . ., 𝑐𝑛∈{0, 1}, что

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑐0 ∨ 𝑐1𝑥1 ∨ . . .∨ 𝑐𝑛𝑥𝑛.

Функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2 называется монотонной, если для любых
двух наборов (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛), (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) из 𝐸

𝑛
2 , таких, что 𝛼𝑖 6 𝛽𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑛,

выполняется неравенство 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) 6 𝑓(𝛽1, . . ., 𝛽𝑛). Говорят, что функ-
ция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃2 сохраняет константу 𝑖, 𝑖=0, 1, если 𝑓(𝑖, . . ., 𝑖)= 𝑖.

Для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2 определим двойственную функ-
цию к функции 𝑓 (обозначение— 𝑓 *(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)). Положим 𝑓 *(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
= 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Для любого множества 𝐹 ⊆ 𝑃2 обозначаем через 𝐹 * мно-
жество ∪𝑓 *, где объединение берется по всем функциям 𝑓 ∈ 𝐹 . Функ-
ция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃2 называется самодвойственной, если 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
= 𝑓 *(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃𝑘, 𝑘>2. По определению функция 𝑓
не превосходит функции 𝑔 (обозначение 𝑓 6 𝑔), если для любого набо-
ра (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈𝐸

𝑛
𝑘 выполняется неравенство 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)6 𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛).

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝑃𝑘,𝑚<𝑛. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция,
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полученная в результате добавления к функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) несуществен-
ных переменных 𝑥𝑚+1, . . ., 𝑥𝑛. По определению функция 𝑓 не превосходит
функции 𝑔, если для любого набора (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)∈𝐸

𝑛
𝑘 выполняется неравен-

ство 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)6 ℎ(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛). Аналогичным образом можно распростра-
нить это определение на случай двух функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑦1, . . ., 𝑦𝑚),
зависящих от произвольных переменных.

Говорят, что булева функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) удовлетворяет условию 0𝑚

(соответственно 1𝑚), 𝑚> 2, если любые 𝑚 наборов, на которых функция 𝑓
равна нулю (соответственно единице), имеют общую нулевую (соответ-
ственно единичную) компоненту. Говорят, что булева функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
удовлетворяет условию 0∞ (соответственно 1∞), если существует перемен-
ная 𝑥𝑖∈𝑋𝑛, такая, что 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)>𝑥𝑖 (соответственно 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)6𝑥𝑖).

Определим следующие множества булевых функций: 𝑆—множество
всех самодвойственных функций; 𝑇𝑖 —множество всех функций, сохраняю-
щих константу 𝑖, 𝑖= 0, 1; 𝑀—множество всех монотонных функций; 𝐿—
множество всех линейных функций; 𝑂𝑚 —множество всех функций, удо-
влетворяющих условию 0𝑚, 𝑚=2, 3, . . .,∞; 𝐼𝑚 —множество всех функций,
удовлетворяющих условию 1𝑚, 𝑚= 2, 3, . . .,∞; 𝐾—множество всех конъ-
юнкций; 𝐷—множество всех дизъюнкций; 𝑈—множество всех функций,
существенно зависящих не более чем от одной переменной; 𝐶—множество
всех функций, не имеющих существенной переменной.

Положим

𝐿𝑖 =𝐿 ∩ 𝑇𝑖, 𝑀𝑖 =𝑀 ∩ 𝑇𝑖, 𝐾𝑖 =𝐾 ∩ 𝑇𝑖, 𝐷𝑖 =𝐷 ∩ 𝑇𝑖, 𝑈𝑖 =𝑈 ∩ 𝑇𝑖, 𝐶𝑖 =𝐶 ∩ 𝑇𝑖;

где 𝑖=0, 1,
𝑇01 = 𝑇0 ∩ 𝑇1, 𝑀01 =𝑀0 ∩𝑀1, 𝐿01 =𝐿0 ∩𝐿1, 𝐾01 =𝐾0 ∩𝐾1, 𝐷01 =𝐷0 ∩𝐷1,

𝑈01 =𝑈0 ∩𝑈1;

𝑆01 = 𝑆 ∩ 𝑇01, 𝑆𝑀 = 𝑆 ∩𝑀, 𝑆𝐿= 𝑆 ∩𝐿, 𝑆𝑈 = 𝑆 ∩𝑈 ;
𝑂𝑚

0 = 𝑇0 ∩𝑂
𝑚, 𝐼𝑚1 = 𝑇1 ∩ 𝐼

𝑚, 𝑚= 2, . . .,∞;

𝑀𝑂𝑚=𝑀∩𝑂𝑚, 𝑀𝐼𝑚=𝑀∩𝐼𝑚, 𝑀𝑂𝑚
0 =𝑀∩𝑂𝑚

0 , 𝑀𝐼𝑚1 =𝑀∩𝐼𝑚1 , 𝑚=2, . . .,∞;

𝑀𝑈 =𝑀 ∩𝑈 .
Булева функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛>3, называется мажоритарной, если выпол-
няются следующие равенства:

𝑓(𝑥1, 𝑥1. . ., 𝑥1, 𝑥2) = 𝑓(𝑥1, 𝑥1. . ., 𝑥2, 𝑥1) = . . .= 𝑓(𝑥2, 𝑥1. . ., 𝑥1, 𝑥1) = 𝑥1.

Определим отображение 𝑝𝑟 («проекция») из 𝑃3,2 в 𝑃2. Пусть функ-
ция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2. Проекцией функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) называется та-
кая булева функция (𝑝𝑟𝑓)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), значение которой на произвольном
наборе ̃︀𝛼 ∈ 𝐸𝑛

2 определяется равенством (𝑝𝑟𝑓)(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼). В дальнейшем
для упрощения записи функцию (𝑝𝑟𝑓)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) будем обозначать через
𝑝𝑟𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Проекцией 𝑝𝑟𝐹 множества функций 𝐹 ⊆𝑃3,2 называется мно-
жество

⋃︀
{𝑝𝑟𝑓}, где объединение берется по всем функциям 𝑓 ∈𝐹 . Для лю-

бого замкнутого класса булевых функций 𝐵 определим множество функций

𝑝𝑟−1𝐵 = {𝑓 ∈ 𝑃3,2|𝑝𝑟𝑓 ∈𝐵}.

Очевидно, что множество 𝑝𝑟−1𝐵 является замкнутым классом. Замкнутый
класс 𝑝𝑟−1𝐵 называется максимальным. Для любого класса 𝐵 класс 𝑝𝑟−1𝐵
содержит любой класс из множества классов 𝑃3,2, проекция которых сов-
падает с классом 𝐵. Таким образом, каждому замкнутому классу булевых
функций соответствует один максимальный класс в 𝑃3,2. Кроме того, для лю-
бого замкнутого класса булевых функций 𝐵 определим множество

N(𝐵) = {𝐴= [𝐴]⊆ 𝑃3,2|𝑝𝑟𝐴=𝐵}.
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В [95] для любого класса 𝐵 приведена мощность множества N(𝐵). Там же
приведено описание множества N(𝐵) для тех случаев, когда мощность мно-
жества N(𝐵) конечна или счетна.

Известно [95], что если 𝐵—один из следующих трех замкнутых клас-
сов булевых функций: 𝐶, 𝐶0, 𝐶1, то максимальный класс 𝑝𝑟−1𝐵 не имеет
конечного базиса. Также известно [95], что если 𝐵—замкнутый класс буле-
вых функций, отличный от классов 𝐶, 𝐶0, 𝐶1, то максимальный класс 𝑝𝑟−1𝐵
является конечно-порожденным.

Определим с помощью таблицы значений некоторые функции из 𝑃3,2,
существенно зависящие не более чем от одной переменной, а также
некоторые функции из 𝑃3,2, существенно зависящие от двух переменных
(см. табл. 1.3 и 1.4).

Т а б л и ц а 1.3

𝑥 0(𝑥) 1(𝑥) 𝑗0(𝑥) 𝑗1(𝑥) 𝑗2(𝑥) 𝑗0(𝑥) 𝑗1(𝑥) 𝑗2(𝑥)

0 0 1 1 0 0 0 1 1

1 0 1 0 1 0 1 0 1

2 0 1 0 0 1 1 1 0

Функцию 𝑗2(𝑥) мы также будем иногда обозначать через 𝑘(𝑥).

Т а б л и ц а 1.4

𝑥1 𝑥2 𝑥1 + 𝑥2 𝑥1 · 𝑥2 𝜇(𝑥1, 𝑥2)

0 0 0 0 0

0 1 1 0 0

1 0 1 0 0

1 1 0 1 0

2 0 0 0 0

0 2 0 0 0

2 1 1 0 0

1 2 1 0 1

2 2 0 0 0

Отметим, что 𝜇(𝑥1, 𝑥2)= 𝑗1(𝑥1) ·𝑗2(𝑥2).
В дальнейшем мы будем обозначать булеву функцию, тождественно рав-

ную нулю (единице), и функцию трехзначной логики, тождественно равную
нулю (единице), одинаковыми символами 0(𝑥) (1(𝑥)), если это не приво-
дит к путанице. Кроме того, там, где речь идет о функциях трехзначной
логики, символ «+» означает функциональный символ, соответствующий
функции 𝑥+ 𝑦, а символ «·»—функциональный символ, соответствующий



О СЛОЖНОСТИ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ, ПРИНИМАЮЩИХ ДВА ЗНАЧЕНИЯ 47

функции 𝑥·𝑦. Для избежания двусмысленности иногда мы будем обозначать
функцию 𝑥+𝑦 через 𝜆(𝑥, 𝑦). Также для сокращения записи при неоднократ-
ном последовательном применении функций 𝑥+ 𝑦 и 𝑥 · 𝑦 будут использо-
ваться обозначения

∑︀
и
∏︀

соответственно. Поскольку порядок слагаемых
(множителей) в этом случае не играет роли, эти обозначения корректны.
Функциональный символ · в некоторых случаях мы будем опускать.

Определим функции

𝛿(𝑥1, 𝑥2) = 𝑗1(𝑥1) · 𝑘(𝑥2);

𝜃(𝑥1, 𝑥2) = 𝑗1(𝑥1) + 𝑗2(𝑥2);

𝜌𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑗1(𝑥1) + 𝑗𝑝(𝑥2) · 𝑗2(𝑥3), 𝑝∈𝐸3;

𝜓𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑗1(𝑥3) + 𝑗1(𝑥1) · 𝑗𝑝(𝑥2) · 𝑗2(𝑥3), 𝑝∈𝐸3;

𝜁𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑗1(𝑥4) + 𝑗1(𝑥1) · 𝑗𝑝(𝑥2) · 𝑗2(𝑥3), 𝑝∈𝐸3.

Отметим, что проекции функций 𝛿, 𝜃, 𝜌𝑝, 𝜓𝑝, 𝜁𝑝, 𝑝∈𝐸3, принадлежат множе-
ству 𝑈01. Положим

U= {𝑗1, 𝛿, 𝜃, 𝜌0, 𝜌1, 𝜌2, 𝜓0, 𝜓1, 𝜓2}.

Тогда 𝑝𝑟U⊆𝑈01.
Для каждого 𝑟>2 определим функцию 𝜈𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟). Положим

𝜈𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 𝑗2(𝑥1) · . . . · 𝑗2(𝑥𝑟).

Пусть 𝑛> 1. Положим

H𝑛= {𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1)∈𝑃3,2 | 𝑓 = 𝑗1(𝑥𝑛+1)+𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), где 𝑔∈𝑃3,2, 𝑝𝑟𝑔=0}.
(1.1)

Пусть Ð—конечная система функций из 𝑃𝑘, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ [Ð], Ï—
формула над Ð, реализующая функцию 𝑓 , а 𝐹 ⊆ [Ð]. Сложностью формулы Ï
называется число символов переменных, входящих в формулу Ï (обозначе-
ние 𝐿(Ï)). Сложностью реализации функции 𝑓 ∈𝐹 над системой Ð называет-
ся величина min𝐿(Ï), где минимум берется по всем формулам над Ð, реали-
зующим функцию 𝑓 (обозначение 𝐿Ð(𝑓)). Функцией Шеннона по сложности
для множества 𝐹 называется величина max𝐿Ð(𝑓), где максимум берется
по всем функциям 𝑓 из множества 𝐹 (𝑛) (обозначение 𝐿Ð(𝐹 (𝑛))). Опре-
делим по индукции глубину 𝐷(Ï) формулы Ï. Если формула Ï является
символом переменной 𝑥𝑖, 𝑥𝑖 ∈𝑋, то 𝐷(Ï) = 0. Если Ï = 𝑓 (𝑛)(Ï1, . . .,Ï𝑛),
где Ï1, . . .,Ï𝑛 —формулы над Ð, то 𝐷(Ï) = 1 + max𝐷(Ï𝑖), где максимум
берется по всем 𝑖=1, . . ., 𝑛. Глубиной реализации функции 𝑓 ∈𝐹 над систе-
мой Ð называется величина min𝐷(Ï), где минимум берется по всем фор-
мулам над Ð, реализующим функцию 𝑓 (обозначение 𝐷Ð(𝑓)). Функцией
Шеннона по глубине для множества 𝐹 называется величина max𝐷Ð(𝑓),
где максимум берется по всем функциям 𝑓 из множества 𝐹 (𝑛) (обозначе-
ние 𝐷Ð(𝐹 (𝑛))).

Иногда рассматривают другое определение сложности формул [37].
Пусть Ð= {𝑔1, . . ., 𝑔𝑙}—конечная система функций из 𝑃𝑘, 𝑙> 1. Каждой ба-
зисной функции 𝑔𝑖 ставится в соответствие положительное число 𝐿1(𝑔𝑖)—
вес функции 𝑔𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑙. Пусть Ï—формула над Ð. Тогда сложно-
стью 𝐿1(Ï) нетривиальной формулы Ï называется сумма весов всех ба-
зисных функций, входящих в формулу Ï (с учетом кратности вхождений).
Если Ï—тривиальная формула, то положим 𝐿1(Ï) = 0. Пусть 𝐹 ⊆ [Ð],
а 𝑓 ∈ [𝐹 ]. Сложностью реализации функции 𝑓 (над системой Ð) называ-
ется величина min𝐿1(Ï), где минимум берется по всем формулам Ï над Ð,
реализующим функцию 𝑓 (обозначение 𝐿1

Ð(𝑓)).
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Для каждой функции 𝑔𝑖, 16 𝑖6 𝑙, зависящей от 𝑟(𝑔𝑖)> 2 переменных,
рассмотрим величину

𝜌𝑖 =
𝐿1(𝑔𝑖)

𝑟(𝑔𝑖)− 1
,

называемую приведенным весом функции 𝑔𝑖. Положим 𝜌=min 𝜌𝑖, где мини-
мум берется по всем 𝑖, таким, что функция 𝑔𝑖 зависит не менее чем от двух
переменных.

Предикатом на множестве 𝐸𝑘 будем называть всякую функцию
𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛 > 1, с областью определения 𝐸𝑛

𝑘 и множеством значений,
содержащимся в 𝐸2. Говорят, что набор (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈ 𝐸

𝑛
𝑘 удовлетворяет

предикату 𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), если 𝜉(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = 1. Множество всех наборов,
удовлетворяющих предикату 𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), называется множеством истин-
ности предиката 𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Предикат называется непустым, если его
множество истинности непусто. Матрица, по столбцам которой располо-
жены все наборы из множества истинности предиката 𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), упоря-
доченные в лексикографическом порядке, называется матрицей истинности
предиката 𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и обозначается 𝐴𝜉. Будем говорить, что функция
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚), 𝑚 > 1, сохраняет непустой предикат 𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), если для
любых 𝑚 столбцов (︃

𝑎1𝑖1
. . .
𝑎𝑛𝑖1

)︃
, . . .,

(︃
𝑎1𝑖𝑚
. . .
𝑎𝑛𝑖𝑚

)︃
из матрицы 𝐴𝜉 столбец (︃

𝑓(𝑎1𝑖1 , . . ., 𝑎1𝑖𝑚)
. . .

𝑓(𝑎𝑛𝑖1 , . . ., 𝑎𝑛𝑖𝑚)

)︃
также принадлежит матрице 𝐴𝜉. Через 𝑃𝑜𝑙𝑘(𝐴𝜉) обозначим множество всех
функций из 𝑃𝑘, сохраняющих предикат 𝜉. Известно [76], что для любо-
го непустого предиката 𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) множество 𝑃𝑜𝑙𝑘(𝐴𝜉) является замкну-
тым классом функций 𝑘-значной логики. Через 𝑃𝑜𝑙(𝐴𝜉) обозначим множе-
ство 𝑃𝑜𝑙3(𝐴𝜉) ∩ 𝑃3,2. Легко видеть, что для любого непустого предиката
𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) множество 𝑃𝑜𝑙(𝐴𝜉) также является замкнутым классом. Опре-
делим следующие замкнутые классы. Положим

𝑍2,0 = 𝑃𝑜𝑙

(︂
0 1 2
0 1 0

)︂
, 𝑍2,1 = 𝑃𝑜𝑙

(︂
0 1 2
0 1 1

)︂
.

Из определения следует, что в классе 𝑍2,𝑎 лежат такие и только такие функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃3,2, которые обладают следующим свойством: если набор̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛

2 получен из набора ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛
3 заменой всех двоек на 𝑎, то 𝑓(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛽),

𝑎= 0, 1.
Для 𝑖=0, 1 определим замкнутый класс

𝑇 (2)
𝑖 = 𝑃𝑜𝑙

(︀
𝑖 2

)︀
.

Заметим, что в классе 𝑇 (2)
𝑖 лежат те и только те функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)

из 𝑃3,2, которые равны 𝑖 на всех наборах из множества {𝑖, 2}
𝑛.

Пусть 16 𝑖6 3 и (𝑎1, 𝑏1), . . ., (𝑎𝑖, 𝑏𝑖) ∈ {(2, 0), (0, 2), (2, 1), (1, 2), (2, 2)},
причем (𝑎1, 𝑏1), . . ., (𝑎𝑖, 𝑏𝑖) попарно различны. Определим замкнутый класс

𝑀 (𝑎1𝑏1),...,(𝑎𝑖𝑏𝑖) = 𝑃𝑜𝑙

(︂
0 0 1 𝑎1 . . . 𝑎𝑖
0 1 1 𝑏1 . . . 𝑏𝑖

)︂
.
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Легко видеть, что классы 𝑀 (20)(21)(22), 𝑀 (02)(21)(22) и 𝑀 (02)(12)(22) совпадают
с множеством функций из 𝑃3,2, монотонных относительно порядка 1> 0> 2,
1>2> 0 и 2> 1>0 соответственно.

Класс 𝑀 (02) состоит из функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, удовлетворяющих

следующему условию: если набор ̃︀𝛼∈𝐸𝑛
2 получен из набора ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛

3 заменой

всех двоек на нули, то 𝑓(̃︀𝛼)6 𝑓(̃︀𝛽).
Класс 𝑀 (21) состоит из функций 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, удовлетворяющих

следующему условию: если набор ̃︀𝛼∈𝐸𝑛
2 получен из набора ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛

3 заменой

всех двоек на единицы, то 𝑓(̃︀𝛼)> 𝑓(̃︀𝛽).
Пусть 𝑠(𝑥)—произвольная подстановка на множестве 𝐸𝑘. Функция

𝑓 𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑠−1(𝑓(𝑠(𝑥1), . . ., 𝑠(𝑥𝑛))) называется двойственной к функции
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) относительно подстановки 𝑠(𝑥). Для любого множества функ-
ций 𝐴⊆𝑃𝑘 через 𝐴

𝑠 будем обозначать множество всех функций, двойствен-
ных к функциям множества 𝐴 относительно подстановки 𝑠.

Пусть 𝜌—предикат на множестве 𝐸𝑘, 𝐴𝜌 = (𝑎𝑖𝑗)—его матрица истин-
ности, 𝑖, 𝑗 > 1, а 𝑠(𝑥)—произвольная подстановка на множестве 𝐸𝑘. Через
𝑠(𝜌) будем обозначать предикат, матрица истинности 𝐴𝑠(𝜌) которого состоит
из элементов 𝑠(𝑎𝑖𝑗).

Пусть S ⊆ 𝑃3,2, а ̃︀𝑥—произвольный набор различных переменных
из 𝑋. Пусть функции ℎ𝑖(𝑧, ̃︀𝑥) ∈ [S], 𝑖 = 1, . . ., 𝑡, 𝑡 > 1, таковы, что

ℎ𝑖(𝑧, ̃︀𝑥) = 𝑗1(𝑧) + ̂︀ℎ𝑖(̃︀𝑥), где ̂︀ℎ𝑖(̃︀𝑥) ∈ 𝑃3,2, а переменная 𝑧 принадлежит мно-
жеству 𝑋, но не входит в набор ̃︀𝑥. Пусть для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑡 формула Ï𝑖

над S реализует функцию ℎ𝑖, причем 𝑁(Ï𝑖; 𝑧) = 1. Для любой переменной
𝑦 ∈𝑋 и любого 𝑡> 1 определим формулы F[Ï1, . . .,Ï𝑡; 𝑦] над S. Обозначим
через F[Ï1; 𝑦] формулу, получающуюся из формулы Ï1 заменой единствен-
ного вхождения переменной 𝑧 на переменную 𝑦. Пусть для некоторого 𝑙,
16 𝑙6 𝑡−1, построены формулы F[Ï1; 𝑦], . . . , F[Ï1, . . .,Ï𝑙; 𝑦], причем

𝑁(F[Ï1; 𝑦]; 𝑦) = . . .=𝑁(F[Ï1, . . .,Ï𝑙; 𝑦]; 𝑦) = 1.

Обозначим через F[Ï1, . . .,Ï𝑙+1; 𝑦] формулу, получающуюся из формулы
F[Ï1, . . .,Ï𝑙; 𝑦] подстановкой вместо единственного вхождения переменной 𝑦
формулы F[Ï𝑙+1; 𝑦]. Очевидно, что 𝑁(F[Ï1, . . .,Ï𝑙+1; 𝑦]; 𝑦) = 1. Легко видеть,
что формула F[Ï1, . . .,Ï𝑡; 𝑦] построена над системой S и реализует функцию

𝑗1(𝑦)+
𝑡∑︀

𝑖=1

̂︀ℎ𝑖(̃︀𝑥). Кроме того, легко видеть, что
𝐿(F[Ï1, . . .,Ï𝑡; 𝑦])6

𝑡∑︀
𝑖=1

𝐿(Ï𝑖) + 1 (1.2)

и

𝑁(F[Ï1, . . .,Ï𝑡; 𝑦], 𝑦) = 1. (1.3)

Пусть

̂︀𝐴= {𝑓 (1)
1 (𝑥1), 𝑓

(𝑛2)
2 (𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑛2

), 𝑓 (𝑛3)
3 (𝑥𝑖3 , . . ., 𝑥𝑖𝑛3

). . .} ⊆ 𝑃𝑘,

где 𝑓1 —функция от одной переменной, тождественно равная единице.

Пусть 𝑓 ∈ 𝑃𝑘 и формула Ï над ̂︀𝐴 реализует функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Сопо-
ставим формуле Ï дерево 𝑇0 = (𝑉0, 𝐸0), где 𝑉0 —множество вершин, 𝐸0 —
множество ребер. Существует естественное взаимно-однозначное соответ-
ствие между вершинами дерева 𝑇0 и подформулами формулы Ï: корневой
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вершине соответствует формула Ï, смежным с корневой вершинам соот-
ветствуют главные подформулы формулы Ï и т.д. Каждой вершине дере-
ва, отличной от висячей, припишем функциональный символ, совпадаю-
щий с внешним функциональным символом соответствующей подформулы.
Если дерево 𝑇0 содержит некоторую вершину 𝐶0, которой приписан сим-
вол 𝑓1, то заменим часть дерева 𝑇0, состоящую из вершины 𝐶0, смежной с
ней висячей вершины и ребра, их соединяющего, на одну вершину 𝐶. При-
пишем вершине 𝐶 символ 1. Применив это правило конечное число раз, мы
получим дерево 𝑇 . Каждой висячей вершине дерева 𝑇 , которой не приписан
символ 1, припишем соответствующий символ переменной. Таким образом,

каждой формуле над ̂︀𝐴 можно поставить в соответствие дерево 𝑇 , висячим
вершинам которого приписаны символы из множества 𝑋𝑛∪{1}, а остальным
вершинам—символы из множества {𝑓2, 𝑓3, . . .}.

Пусть ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)∈𝐸
𝑛
𝑘 ,
̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛)∈𝐸

𝑛
𝑘 . Расстоянием по Хем-

мингу между наборами ̃︀𝛼 и ̃︀𝛽 называется число компонент, в которых раз-

личаются наборы ̃︀𝛼 и ̃︀𝛽 (обозначение 𝜌(̃︀𝛼, ̃︀𝛽)). Шаром радиуса 1 с центром

в наборе ̃︀𝛼 называется множество наборов ̃︀𝛽∈𝐸𝑛
𝑘 , таких, что 𝜌(̃︀𝛼, ̃︀𝛽)61.

1.2. Связь между двумя мерами сложности формул. В этом раз-
деле мы установим связь между двумя введенными ранее мерами сложности
формул Ï, а именно между 𝐿(Ï) и 𝐿1(Ï).

В [37] отмечается, что если конечная система функций Ð не содержит
ни одной функции, зависящей от 1 переменной, а вес каждой функции,
зависящей от 𝑖 переменных, 𝑖> 2, равен 𝑖− 1, то для любой формулы Ï
над Ð справедливо равенство 𝐿(Ï)=𝐿1(Ï)+1.

Следующий (более слабый) факт справедлив для более широкого мно-
жества базисов.

Л е м м а 1.2.1. Пусть Ð = {𝑔1, . . ., 𝑔𝑙}—конечная система функ-
ций из 𝑃𝑘, 𝑙 > 1, а Ï—произвольная формула над Ð. Пусть для любой
функции 𝑔𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟𝑖

) из множества Ð, такой, что 𝑟𝑖 > 2, выполняется
равенство 𝐿1(𝑔𝑖)=𝑟𝑖−1, 16 𝑖6 𝑙. Тогда имеет место неравенство

𝐿(Ï)6𝐿1(Ï) + 1. (1.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ï—произвольная формула над Ð.
Докажем утверждение леммы индукцией по глубине формулы Ï. Если Ï—
тривиальная формула, то утверждение леммы очевидно. Если 𝐷(Ï) = 1,
то формула Ï имеет вид 𝑔𝑖(𝑦1, . . ., 𝑦𝑟𝑖

), где 1 6 𝑖 6 𝑙, 𝑟𝑖 > 1. Если 𝑟𝑖 = 1,
то 𝐿(Ï) = 16𝐿1(Ï) + 1. Если 𝑟𝑖 > 2, то 𝐿(Ï) = 𝑟𝑖 и 𝐿

1(Ï) = 𝑟𝑖 − 1. Поэтому
𝐿(Ï)6𝐿1(Ï)+1.

Пусть 𝑘> 1 и для всех формул Ï над Ð, таких, что 𝐷(Ï)6 𝑘, утвержде-
ние леммы выполняется. Пусть𝐷(Ï)=𝑘+1. Пусть формула Ï имеет вид

𝑔𝑗(Ï1, . . .,Ï𝑠𝑗
),

где 16 𝑗 6 𝑙, 𝑠𝑗 > 1, Ï1, . . .,Ï𝑠𝑗
—формулы над Ð. Из определения следует

равенство

𝐿(Ï) =𝐿(Ï1) + . . .+𝐿(Ï𝑠𝑗
). (1.5)

Так как для всех 𝑙= 1, . . ., 𝑠𝑗 справедливо неравенство 𝐷(Ï𝑙)6 𝑘, то к фор-
мулам Ï1, . . .,Ï𝑠 применимо предположение индукции. Поэтому для всех
𝑙=1, . . ., 𝑠𝑗 имеет место неравенство 𝐿(Ï𝑙)6𝐿1(Ï𝑙)+1. Если 𝑠𝑗=1, то

𝐿(Ï) =𝐿(Ï1)6𝐿1(Ï1) + 16𝐿1(Ï) + 1.
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Если 𝑠𝑗 >2, то с учетом равенства 𝐿1(𝑔𝑗)=𝑠𝑗−1, получаем

𝐿(Ï) =𝐿(Ï1) + . . .+𝐿(Ï𝑠𝑗
)6 (𝐿1(Ï1) + 1) . . .+(𝐿1(Ï𝑠𝑗

) + 1) =

=𝐿1(Ï1)+ . . .+𝐿
1(Ï𝑠𝑗

)+ 𝑠𝑗 =𝐿1(𝑔𝑖)+𝐿
1(Ï1)+ . . .+𝐿

1(Ï𝑠𝑗
)+ 1=𝐿1(Ï)+1.

Лемма доказана.
Отметим, что эта лемма позволяет получать следствия в терминах ме-

ры сложности 𝐿(Ï) из результатов, сформулированных в терминах меры
сложности 𝐿1(Ï).

1.3. Некоторые оценки сложности булевых функций. В этом
разделе приводятся некоторые известные результаты о сложности реализа-
ции булевых функций. Сначала рассматривается задача о сложности реали-
зации булевых функций над полными системами, а затем случай неполных
порождающих систем.

Один из простейших методов синтеза булевых функций основан на реа-
лизации совершенных дизъюнктивных нормальных форм. Имеет место сле-
дующий результат (см., например, [37]).

Л е м м а 1.3.1. Пусть 𝐴= {𝑥&𝑦, 𝑥∨ 𝑦, 𝑥}. Тогда для любой булевой
функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛>1, выполняется неравенство

𝐿𝐴(𝑓)6 𝑛2𝑛. (1.6)

Отметим также следующее очевидное утверждение.
Л е м м а 1.3.2. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс из мно-

жества {𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿𝑆, 𝐿, 𝐷01, 𝐷0, 𝐷1, 𝐷, 𝐾01, 𝐾0, 𝐾1, 𝐾}. Тогда для любой
конечной порождающей системы 𝐹 класса 𝐵 найдется константа 𝑐
такая, что

𝐿𝐹 (𝐵(𝑛))6 𝑐𝑛.

В [30, 33, 37] предложен асимптотически оптимальный метод синтеза
формул, на основе которого получается следующий результат.

Т е о р е м а 1.3.1 [37]. Пусть 𝐹 —произвольная конечная полная
система булевых функций. Тогда выполняется соотношение

𝐿𝐹 (𝑃2(𝑛))∼
2𝑛

log2 𝑛
.

Перейдем теперь к случаю неполных порождающих систем. Извест-
но [61], что для произвольной конечной системы булевых функций 𝐹 имеет
место верхняя линейная оценка соответствующей функции Шеннона по глу-
бине, а также верхняя экспоненциальная оценка соответствующей функции
Шеннона по сложности.

Т е о р е м а 1.3.2 [61]. Пусть 𝐹 —произвольная конечная система
булевых функций и 𝐵= [𝐹 ]. Тогда существуют константы 𝑐, 𝑑, завися-
щие от 𝐹 , такие, что

𝐷𝐹 (𝐵(𝑛))6 𝑐𝑛, 𝐿𝐹 (𝐵(𝑛))6 𝑑𝑛.

Для некоторых конечных порождающих систем оценки из теоремы 1.3.2
могут быть усилены. В [56,57] доказаны следующие две теоремы.

Т е о р е м а 1.3.3 [56]. Пусть 𝐵 ∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑂
∞, 𝐼∞, 𝑂∞

0 , 𝐼
∞
1 }. Тогда

для любой конечной порождающей системы 𝐹 класса 𝐵 выполняется
соотношение

𝐿1
𝐹 (𝐵(𝑛))∼ 𝜌

2𝑛−1

log2 𝑛
,

где 𝜌—минимум приведенных весов функций из 𝐹 .
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Т е о р е м а 1.3.4 [57]. Пусть 𝐵 ∈ {𝑇0, 𝑇1, 𝑇01}. Тогда для любой
конечной порождающей системы 𝐹 класса 𝐵 выполняется соотношение

𝐿1
𝐹 (𝐵(𝑛))∼ 𝜌

2𝑛

log2 𝑛
,

где 𝜌—минимум приведенных весов функций из 𝐹 .
Следствием из этих теорем являются следующие две теоремы. Положим

вес каждой базисной функции, зависящей от 𝑟>2 переменных, равным 𝑟−1.

Т е о р е м а 1.3.5. Пусть 𝐵 ∈ {𝑆, 𝑆01, 𝑂
∞, 𝐼∞, 𝑂∞

0 , 𝐼
∞
1 }. Тогда для лю-

бой конечной порождающей системы 𝐹 класса 𝐵 выполняется соот-
ношение

𝐿𝐹 (𝐵(𝑛))∼
2𝑛−1

log2 𝑛
.

Т е о р е м а 1.3.6. Пусть 𝐵∈{𝑇0, 𝑇1, 𝑇01}. Тогда для любой конечной
порождающей системы 𝐹 класса 𝐵 выполняется соотношение

𝐿𝐹 (𝐵(𝑛))∼
2𝑛

log2 𝑛
.

Доказательство верхних оценок в этих теоремах вытекает непосред-
ственно из теорем 1.3.3, 1.3.4, леммы 1.2.1 и определения величины 𝜌. Ниж-
ние оценки следуют из стандартных мощностных соображений.

Также имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а 1.3.7 [57]. Пусть 𝐵 ∈ {𝑀𝑂∞, 𝑀𝐼∞, 𝑀𝑂∞
0 , 𝑀𝐼∞1 }. Пусть

𝐹 —произвольная конечная порождающая система класса 𝐵, для кото-
рой 𝜌=1. Тогда

𝐿𝐹 (𝐵(𝑛))∼
1√
2𝜋

2𝑛√
𝑛 log2 𝑛

.

1.4. Некоторые свойства функций из 𝑃3,2. В этом разделе мы при-
ведем некоторые свойства функций из 𝑃3,2, которые будут использоваться
в дальнейшем.

Имеют место следующие два утверждения (см., например, [76]).

Л е м м а 1.4.1. Пусть 𝑠—подстановка на множестве 𝐸𝑘. Тогда
если

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔0(𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑔𝑛(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)),

то
𝑓 𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔𝑠0 (𝑔

𝑠
1 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑔

𝑠
𝑛(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)).

Утверждение леммы 1.4.1 называют принципом двойственности.

Л е м м а 1.4.2. Пусть 𝑠—подстановка на множестве 𝐸𝑘,
𝜉(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—предикат на множестве 𝐸𝑘, а 𝐴𝜉 —матрица истинности
предиката 𝜉. Тогда

(𝑃𝑜𝑙𝐴𝜉)
𝑠 = 𝑃𝑜𝑙𝐴𝑠(𝜉).

Следующее утверждение демонстрирует связь между замкнутыми клас-
сами функций из 𝑃3,2 и замкнутыми классами булевых функций.

Л е м м а 1.4.3. Пусть 𝐹 —замкнутый класс функций из 𝑃3,2. Тогда
множество 𝑝𝑟𝐹 является замкнутым классом булевых функций.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 —замкнутый класс функций из 𝑃3,2.
Пусть Ï—произвольная нетривиальная формула над системой 𝑝𝑟𝐹 . Обоз-
начим через ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) булеву функцию, реализуемую формулой Ï,
𝑛 > 1. Положим ̃︀𝑥 = (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Покажем, что ℎ ∈ 𝑝𝑟𝐹 . Формула Ï без
ограничения общности имеет вид 𝑔0(𝐴1, . . ., 𝐴𝑙), где 𝑙 > 1, 𝐴𝑖 —форму-
лы над 𝑝𝑟𝐹 , 𝑖 = 1, . . ., 𝑙, 𝑔0(̃︀𝑥0) ∈ 𝑝𝑟𝐹 , ̃︀𝑥0 —некоторый набор перемен-
ных, каждая из которых входит в множество 𝑋𝑛 = {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Будем
без ограничения общности считать, что 𝐴1, . . ., 𝐴𝑚, 1 6 𝑚 6 𝑙,— это
символы переменных 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 ∈ 𝑋𝑛 соответственно, 1 6 𝑖1, . . ., 𝑖𝑚 6 𝑛,
а 𝐴𝑚+1, . . ., 𝐴𝑙 —это нетривиальные формулы над 𝑝𝑟𝐹 , реализующие некото-
рые булевы функции 𝑔𝑚+1(̃︀𝑥𝑚+1), . . ., 𝑔𝑙(̃︀𝑥𝑙) соответственно, где ̃︀𝑥𝑚+1, . . ., ̃︀𝑥𝑙 —
некоторые наборы переменных, каждая из которых входит в множе-
ство 𝑋𝑛. Так как 𝑔0, 𝑔𝑚+1, . . ., 𝑔𝑙 ∈ 𝑝𝑟𝐹 , то существуют такие функции̂︀𝑔0(̃︀𝑥0), ̂︀𝑔𝑚+1(̃︀𝑥𝑚+1), . . ., ̂︀𝑔𝑙(̃︀𝑥𝑙)∈𝐹 , что

𝑝𝑟(̂︀𝑔𝑖) = 𝑔𝑖, 𝑖= 0, 𝑖=𝑚+ 1, 𝑚+ 2, . . ., 𝑙.

Рассмотрим формулу ̂︀𝑔0(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 , ̂︀𝑔𝑚+1(̃︀𝑥𝑚+1), . . ., ̂︀𝑔𝑙(̃︀𝑥𝑙)), которая реализу-

ет некоторую функцию ̂︀ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐹 .
Для любого набора ̃︀𝛼=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)∈𝐸

𝑛
2 справедливы равенства

̂︀ℎ(̃︀𝛼) = ̂︀𝑔0(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚 , ̂︀𝑔𝑚+1(̃︀𝛼), . . ., ̂︀𝑔𝑙(̃︀𝛼)) =
= 𝑔0(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚 , 𝑔𝑚+1(̃︀𝛼), . . ., 𝑔𝑙(̃︀𝛼)) = ℎ(̃︀𝛼).

Следовательно, ℎ=𝑝𝑟̂︀ℎ и ℎ∈𝑝𝑟𝐹 . Лемма доказана.
В следующей лемме для любого замкнутого класса булевых функций 𝐵,

такого, что 𝑈01⊆𝐵, описываются минимальные по включению классы функ-
ций из 𝑃3,2, проекция которых совпадает с классом 𝐵.

Л е м м а 1.4.4. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс буле-
вых функций, такой, что 𝑈01⊆𝐵. Тогда множества 𝑝𝑟−1𝐵 ∩𝑍2,𝑖, 𝑖=0, 1,
являются минимальными по включению замкнутыми классами функций
из 𝑃3,2, проекция которых совпадает с классом 𝐵.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Замкнутость множеств 𝑝𝑟−1𝐵 ∩ 𝑍2,𝑖 вытекает
из замкнутости множеств 𝑝𝑟−1𝐵 и 𝑍2,𝑖, 𝑖 = 0, 1. Очевидно, что проекция
классов 𝑝𝑟−1𝐵 ∩ 𝑍2,𝑖, 𝑖 = 0, 1, совпадает с классом 𝐵. Докажем, что два
этих класса являются минимальными. Пусть 𝐻—произвольный замкнутый
класс функций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻 =𝐵. Так как 𝑝𝑟𝐻 =𝐵 и 𝑈01 ⊆𝐵, то
в классе 𝐻 найдется функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 1, такая, что 𝑝𝑟𝑓 = 𝑒(𝑥1).
Тогда, в частности, 𝑓(0, . . ., 0) = 0 и 𝑓(1, . . ., 1) = 1. Рассмотрим функцию
𝑔(𝑥1)=𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥1). Очевидно, что 𝑔(𝑥1)∈𝐻, 𝑔(0)=0 и 𝑔(1)=1.

Если 𝑔(2) = 0, то 𝑔(𝑥1) = 𝑗1(𝑥1) и 𝑗1(𝑥1) ∈ 𝐻. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)—
произвольная функция из класса 𝑝𝑟−1𝐵 ∩ 𝑍2,0. Покажем, что ℎ ∈ 𝐻.
Так как 𝑝𝑟𝐻 = 𝐵, то в классе 𝐻 найдется функция 𝑡(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚), такая,
что 𝑝𝑟𝑡 = 𝑝𝑟ℎ. Рассмотрим функцию 𝑡(𝑗1(𝑥1), . . ., 𝑗1(𝑥𝑚)). Так как 𝑡 ∈ 𝐻
и 𝑗1 ∈𝐻, то 𝑡(𝑗1(𝑥1), . . ., 𝑗1(𝑥𝑚)) ∈𝐻. Так как ℎ ∈ 𝑍2,0, то функция ℎ удов-
летворяет следующему условию: если набор ̃︀𝛼 ∈ 𝐸𝑚

2 получен из набо-

ра ̃︀𝛽 ∈ 𝐸𝑚
3 заменой всех двоек на ноль, то ℎ(̃︀𝛼) = ℎ(̃︀𝛽). Следовательно,

𝑡(𝑗1(𝑥1), . . ., 𝑗1(𝑥𝑚))=ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и ℎ∈𝐻.
Если 𝑔(2)=1, то аналогичным образом легко показать, что выполняется

соотношение 𝑝𝑟−1𝐵∩𝑍2,1⊆𝐻. Лемма доказана.
Далее для некоторых булевых классов 𝐵 приведем описание множества

классов из 𝑃3,2, проекция которых совпадает с классом 𝐵 (доказательства
этих фактов см., например, в [95]).
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𝑍2,1 ∩ 𝑃3,2

Рис. 1.1. Классы, проекция которых совпадает с 𝑃2

Л е м м а 1.4.5 [95]. Существует ровно 3 класса в 𝑃3,2, проекция
которых совпадает с 𝑃2, а именно: 𝑃3,2, 𝑃3,2∩𝑍2,0, 𝑃3,2∩𝑍2,1 (см. рис. 1.1).

Л е м м а 1.4.6 [95]. Существует ровно 3 класса в 𝑃3,2, проекция
которых совпадает с классом 𝑆, а именно: 𝑝𝑟−1𝑆, 𝑝𝑟−1𝑆∩𝑍2,0, 𝑝𝑟

−1𝑆∩𝑍2,1

(см. рис. 1.2).

��
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−1𝑆

q𝑝𝑟−1𝑆
HH

HH q
𝑍2,1 ∩ 𝑝𝑟

−1𝑆

Рис. 1.2. Классы, проекция которых совпадает с классом 𝑆

Л е м м а 1.4.7 [95]. Существует ровно 5 классов в 𝑃3,2, проек-

ция которых совпадает с классом 𝑆01, а именно: 𝑝𝑟−1𝑆01, 𝑝𝑟
−1𝑆01 ∩ 𝑇

(2)
0 ,

𝑝𝑟−1𝑆01∩𝑇
(2)
1 , 𝑝𝑟−1𝑆01∩𝑍2,0, 𝑝𝑟

−1𝑆01∩𝑍2,1 (см. рис. 1.3).
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Рис. 1.3. Классы, проекция которых совпадает с классом 𝑆01
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Рис. 1.4. Классы, проекция которых совпадает с классом 𝑇0 (слева) и 𝑇1 (справа)

Л е м м а 1.4.8 [95]. Для любого 𝑎∈𝐸2 существует ровно 4 класса
в 𝑃3,2, проекция которых совпадает с классом 𝑇𝑎, а именно: 𝑝𝑟−1𝑇𝑎, 𝑇

(2)
𝑎 ,

𝑝𝑟−1𝑇𝑎∩𝑍2,0, 𝑝𝑟
−1𝑇𝑎∩𝑍2,1 (см. рис. 1.4).
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Рис. 1.5. Классы, проекция которых совпадает с классом 𝑇01

Л е м м а 1.4.9 [95]. Существует ровно 5 классов в 𝑃3,2, проек-

ция которых совпадает с классом 𝑇01, а именно: 𝑝𝑟−1𝑇01, 𝑝𝑟
−1𝑇01 ∩ 𝑇

(2)
0 ,

𝑝𝑟−1𝑇01∩𝑇
(2)
1 , 𝑝𝑟−1𝑇01∩𝑍2,0, 𝑝𝑟

−1𝑇01∩𝑍2,1 (см. рис. 1.5).
1.5. Простейшие методы синтеза. Сначала рассмотрим метод

синтеза функций из 𝑃3,2, аналогичный моделированию совершенной дизъ-
юнктивной нормальной формы. Пусть ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈𝐸

𝑛
3 . Функцию вида

𝐾̃︀𝛼= 𝑗𝛼1
(𝑥1)·. . .·𝑗𝛼𝑛

(𝑥𝑛) будем называть конъюнкцией.
Напомним, что в разделе 1.1 были определены функции

𝛿(𝑥1, 𝑥2) = 𝑗1(𝑥1) · 𝑘(𝑥2);

𝜃(𝑥1, 𝑥2) = 𝑗1(𝑥1) + 𝑗2(𝑥2);

𝜌𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑗1(𝑥1) + 𝑗𝑝(𝑥2) · 𝑗2(𝑥3), 𝑝∈𝐸3;

𝜓𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑗1(𝑥3) + 𝑗1(𝑥1) · 𝑗𝑝(𝑥2) · 𝑗2(𝑥3), 𝑝∈𝐸3;

𝜁𝑝(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑗1(𝑥4) + 𝑗1(𝑥1) · 𝑗𝑝(𝑥2) · 𝑗2(𝑥3), 𝑝∈𝐸3.

Через U мы обозначаем систему функций

{𝑗1, 𝛿, 𝜃, 𝜌0, 𝜌1, 𝜌2, 𝜓0, 𝜓1, 𝜓2}.

Для любой формулы Ï и любой переменной 𝑥 через 𝑁(Ï; 𝑥) мы обозначаем
число вхождений переменной 𝑥 в формулу Ï.

Л е м м а 1.5.1. Пусть ̃︀𝛼=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)∈𝐸
𝑛
3 ∖𝐸

𝑛
2 и 𝑡(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)=

= 𝑗1(𝑥𝑛+1) +𝐾̃︀𝛼, где 𝑛> 1. Тогда существует формула È над системой
U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑡, такая, что

𝐿(È)6 2 + 3𝑛 и 𝑁(Ï; 𝑥𝑛+1) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑛=1. Тогда

𝑡(𝑥1, 𝑥2) = 𝑗1(𝑥2) + 𝑗2(𝑥1).

Легко видеть, что формулаÈ=𝜃(𝑥2, 𝑥1) реализует функцию 𝑡, причем

𝐿(È) = 2, 𝑁(È; 𝑥2) = 1.

Пусть 𝑛=2. Без ограничения общности можно считать, что 𝛼1=2. Тогда

𝑡(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑗1(𝑥3) + 𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2).

Легко видеть, что для любого 𝛼2 ∈ 𝐸3 формула È= 𝜁𝛼2
(𝜃(𝑥1, 𝑥1), 𝑥2, 𝑥1, 𝑥3)

реализует функцию 𝑡= 𝑗1(𝑥3)+𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2), причем

𝐿(È) = 5, 𝑁(È; 𝑥2) = 1.
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Пусть 𝑛>3. Без ограничения общности можно считать, что 𝛼1=2. Тогда

𝑡(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) + 𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2) . . . 𝑗𝛼𝑛

(𝑥𝑛).

Построим формулу È над системой U∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующую функ-
цию 𝑡. Рассмотрим последовательность функций

𝑔3(𝑥, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑔4(𝑥, 𝑥1, . . ., 𝑥4), . . ., 𝑔𝑛+1(𝑥, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1),

таких, что

𝑔3(𝑥, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑗1(𝑥) + 𝑗1(𝑥3)𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2),

𝑔4(𝑥, 𝑥1, . . ., 𝑥4) = 𝑗1(𝑥) + 𝑗1(𝑥4)𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2)𝑗𝛼3

(𝑥3),

. . .

𝑔𝑛+1(𝑥, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥) + 𝑗1(𝑥𝑛+1)𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2) · . . . · 𝑗𝛼𝑛

(𝑥𝑛).

Очевидно, что

𝑡(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑔𝑛+1(𝑥𝑛+1, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝜃(𝑥1, 𝑥1)). (1.7)

Построим формулы Í𝑗 над системой U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующие функ-
ции 𝑔𝑗, 𝑗=3, . . ., 𝑛+1. Положим

Í3 = 𝜁𝛼2
(𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥).

Заметим, что формула Í3 реализует функцию 𝑗1(𝑥) + 𝑗1(𝑥3)𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2),

т. е. функцию 𝑔3, причем 𝑁(Í3; 𝑥) = 1. Пусть для некоторого 𝑗 ∈ {3, . . ., 𝑛}
формула Í𝑗 уже построена, причем формула Í𝑗 реализует функцию 𝑔𝑗
и 𝑁(Í𝑗; 𝑥) = 1. Обозначим через ̂︀Í𝑗 формулу, получающуюся из форму-
лы Í𝑗 заменой единственного вхождения переменной 𝑥 на переменную 𝑥1 и
заменой каждого вхождения переменной 𝑥𝑗 на переменную 𝑥𝑗+1. Положим

Í𝑗+1 = 𝜁𝛼𝑗
(̂︀Í𝑗, 𝑥𝑗, 𝑥1, 𝑥).

Так как формула Í𝑗 реализует функцию

𝑔𝑗 = 𝑗1(𝑥) + 𝑗1(𝑥𝑗)𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2) · . . . · 𝑗𝛼𝑗−1

(𝑥𝑗−1),

то формула ̂︀Í𝑗 реализует функцию

𝑗1(𝑥1) + 𝑗1(𝑥𝑗+1)𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2) · . . . · 𝑗𝛼𝑗−1

(𝑥𝑗−1),

а формула Í𝑗+1 реализует функцию

𝑗1(𝑥) + 𝑗1(𝑗1(𝑥1) + 𝑗1(𝑥𝑗+1)𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2) · . . . · 𝑗𝛼𝑗−1

(𝑥𝑗−1)) · 𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼𝑗
(𝑥𝑗) =

= 𝑗1(𝑥) + 𝑗1(𝑥𝑗+1)𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2) · . . . · 𝑗𝛼𝑗−1

(𝑥𝑗−1) = 𝑔𝑗+1.

Легко видеть, что

𝑁(Í𝑗+1; 𝑥) = 1.

Следовательно, формула Í𝑛+1 реализует функцию 𝑔𝑛+1, причем выпол-
няется равенство 𝑁(Í𝑛+1; 𝑥𝑛+1) = 1. Рассмотрим формулу É, получающую-
ся из формулы Í𝑛+1 подстановкой формулы 𝜃(𝑥1, 𝑥1) вместо единственного
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вхождения переменной 𝑥𝑛+1. Нетрудно убедиться, что формула É реализует
функцию

𝑗1(𝑥) + 𝑗1(𝑗1(𝑥1) + 𝑗2(𝑥1))𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2) · . . . · 𝑗𝛼𝑛

(𝑥𝑛) =

= 𝑗1(𝑥) + 𝑗2(𝑥1)𝑗𝛼2
(𝑥2) · . . . · 𝑗𝛼𝑛

(𝑥𝑛).

Обозначим через È формулу, получающуюся из формулы É подстановкой
переменной 𝑥𝑛+1 вместо переменной 𝑥. Очевидно, что формула È реализует
функцию 𝑡 и 𝑁(È, 𝑥𝑛+1)= 1.

Так как 𝐿(Í𝑗)=3+𝐿(Í𝑗−1), 𝑗=3, . . ., 𝑛+1, то 𝐿(Í𝑛+1)=1+3𝑛. Следова-
тельно, 𝐿(È̃︀𝛼𝑖

)=2+3𝑛. Равенство𝑁(È; 𝑥𝑛+1)=1 очевидно. Лемма доказана.

Л е м м а 1.5.2. Пусть

𝑡(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑦) = 𝑗1(𝑦) +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝐾̃︀𝛼𝑖
,

где 𝑚> 1, 𝑦 ∈𝑋 и сумма берется по произвольным конъюнкциям 𝐾̃︀𝛼𝑖
,

таким, что ̃︀𝛼𝑖 = (𝛼𝑖1, . . ., 𝛼𝑖𝑛) ∈ 𝐸
𝑛
3 ∖ 𝐸

𝑛
2 , 𝑖 = 1, . . ., 𝑚. Тогда существу-

ет формула Ï над системой U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑡,
такая, что

𝐿(Ï)6 (2 + 3𝑛)𝑚+ 1, 𝑁(Ï; 𝑦) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для всех 𝑖=1, . . ., 𝑚 положим

𝑡̃︀𝛼𝑖
(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑧) = 𝑗1(𝑧) +𝐾̃︀𝛼𝑖

, (1.8)

где 𝑧∈𝑋 ∖𝑋𝑛. Для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑚 в силу леммы 1.5.1 существует фор-
мулаÈ𝑖 над системой U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑡̃︀𝛼𝑖

, такая, что

𝐿(È𝑖)6 2 + 3𝑛, 𝑁(È𝑖; 𝑧) = 1.

Рассмотрим формулу

Ï= F[È1, . . .,È𝑚; 𝑦].

Легко видеть, что

𝐿(Ï)6
𝑚∑︀
𝑖=1

𝐿(È𝑖) + 16 (2 + 3𝑛)𝑚+ 1.

Очевидно, что 𝑁(Ï; 𝑦)=1. Лемма доказана.
Рассмотрим произвольную функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) из множест-

ва H𝑛, 𝑛> 1. По определению, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) + 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
где 𝑔 ∈ 𝑃3,2, 𝑝𝑟𝑔 = 0. Очевидно, что функция 𝑓 может быть представле-
на в виде

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝐾̃︀𝛼𝑖
,

где сумма берется по всем наборам ̃︀𝛼𝑖 ∈ 𝐸
𝑛
3 ∖ 𝐸

𝑛
2 , таким, что 𝑔(̃︀𝛼𝑖) = 1.

Так как𝑚63𝑛−2𝑛, то имеет место следствие из доказанной выше леммы.
С л е д с т в и е. Для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) ∈H𝑛, 𝑛 > 1,

существует формула Ï над системой U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функ-
цию 𝑓 , такая, что

𝐿(Ï)6 (2 + 3𝑛)(3𝑛 − 2𝑛) + 1 и 𝑁(Ï; 𝑥𝑛+1) = 1.
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Приведем еще один метод синтеза функций из 𝑃3,2 над базисами,
содержащими функцию определенного вида. Этот метод синтеза опирает-
ся на лемму, являющуюся аналогом леммы 3 из [65]. Дадим необходимые
определения.

Пусть 𝑝>2, 16 𝑖6𝑝. Положим 𝑥𝑖=(𝑥𝑖
1, . . ., 𝑥

𝑖
𝑖−1, 𝑥

𝑖
𝑖+1, . . ., 𝑥

𝑖
𝑝). Обозначим

через 𝑋𝑝 набор (𝑥1, . . ., 𝑥𝑝), состоящий из 𝑝(𝑝−1) переменных.
Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция из 𝑃3,2, 𝑛> 𝑝. Будем обо-

значать через 𝑓 𝑖
𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑛) функцию

𝑓 𝑖
𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑛).

Через 𝑌 𝑝
𝑓 будем обозначать набор функций, получающийся из набора 𝑋𝑝

заменой переменных 𝑥𝑖
𝑗 на функции 𝑓 𝑖

𝑗 соответственно, где 𝑖, 𝑗 = 1, . . ., 𝑝
и 𝑖 ̸= 𝑗.

Для каждого 𝑝>3 определим булеву функцию 𝛿𝑝(𝑋
𝑝). Положим

𝛿𝑝(𝑋
𝑝) =

⋁︀
(&𝑥

𝑖𝑗
𝑖𝑙
),

где дизъюнкция берется по всем 𝑖1, . . ., 𝑖4=1, . . ., 𝑝, 𝑖𝑣 ̸= 𝑖𝑠 при 𝑣 ̸= 𝑠, а конъ-
юнкция берется по всем 𝑗, 𝑙, таким, что 16 𝑗 < 𝑙64.

Приведем несколько вспомогательных утверждений.
Л е м м а 1.5.3 [65]. Для любого 𝑚> 2 существует натуральное

число 𝑟(𝑚), такое, что функция 𝛿𝑟(𝑚) принадлежит классу 𝑂𝑚.
Обозначим через D𝑝 множество функций È𝑝(𝑋

𝑝) из 𝑃3,2, таких,
что 𝑝𝑟È𝑝(𝑋

𝑝) = 𝛿𝑝(𝑋
𝑝).

Следующая лемма аналогична лемме 3 из [65].
Л е м м а 1.5.4. Для любых натуральных 𝑛>𝑝>9, для любой функ-

ции È𝑝(𝑋
𝑝) из D𝑝 и любой функции 𝑓(𝑦1, . . ., 𝑦𝑛) из 𝑃3,2 выполняется ра-

венство
𝑓(𝑦1, . . ., 𝑦𝑛) =È𝑝(𝑌

𝑝
𝑓 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала, что в условиях леммы для
любого набора ̃︀𝛼∈𝐸𝑛

3 выполняется неравенство 𝑓(̃︀𝛼)6È𝑝(𝑌
𝑝
𝑓 (̃︀𝛼)). Рассмот-

рим первые 𝑝 разрядов набора ̃︀𝛼. Так как 𝑝 > 9, то среди первых 𝑝 разря-
дов найдется 4 одинаковых. Без ограничения общности можно считать, что
𝛼1=𝛼2=𝛼3=𝛼4. Тогда значения 𝑓

𝑖
𝑗(̃︀𝛼) равны 𝑓(̃︀𝛼) для любых 𝑖, 𝑗=1, 2, 3, 4,

𝑖 ̸= 𝑗. Следовательно,

È𝑝(𝑌
𝑝
𝑓 (̃︀𝛼)) = 𝑓(̃︀𝛼)∨ ̂︀𝑓(̃︀𝛼)> 𝑓(̃︀𝛼),

где ̂︀𝑓—некоторая функция из 𝑃3,2. Таким образом, неравенство
𝑓(̃︀𝛼)6È𝑝(𝑌

𝑝
𝑓 (̃︀𝛼)) доказано.

Покажем, что для любого набора ̃︀𝛼 ∈ 𝐸𝑛
3 выполняется неравенство

𝑓(̃︀𝛼) > È𝑝(𝑌
𝑝
𝑓 (̃︀𝛼)). Заметим, что если 1 6 𝑖1 = 𝑖2 6 𝑛, то 𝑓 𝑖1

𝑖2
(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼).

Среди любой четверки разрядов набора ̃︀𝛼 обязательно найдутся, по край-
ней мере, два одинаковых. Следовательно, множитель 𝑓(̃︀𝛼) есть в каждом
слагаемом функции È𝑝(𝑌

𝑝
𝑓 (̃︀𝛼)). Значит, 𝑓(̃︀𝛼)>È𝑝(𝑌

𝑝
𝑓 (̃︀𝛼)). Таким образом,

𝑓(̃︀𝛼)=È𝑝(𝑌
𝑝
𝑓 (̃︀𝛼)). Лемма доказана.

З а м е ч а н и е. Отметим, что справедлив двойственный к лемме 1.5.4
результат относительно перестановки 𝑠= (01)(2). Для любых натуральных
𝑛> 𝑝 > 9, для любой функции È𝑠

𝑝(𝑋
𝑝) из D𝑠

𝑝 и любой функции 𝑓(𝑦1, . . ., 𝑦𝑛)
из 𝑃3,2 выполняется равенство

𝑓(𝑦1, . . ., 𝑦𝑛) =È𝑠
𝑝(𝑌

𝑝
𝑓 ).
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1.6. Порождающие системы максимальных классов. В этом раз-
деле приводятся некоторые порождающие системы для всех максимальных
классов, кроме классов 𝑝𝑟−1𝐶0, 𝑝𝑟

−1𝐶1, 𝑝𝑟
−1𝐶01.

Напомним, что

U= {𝑗1, 𝛿, 𝜃, 𝜌0, 𝜌1, 𝜌2, 𝜓0, 𝜓1, 𝜓2}.

В следующей лемме доказывается, что система U является порождающей
системой класса 𝑝𝑟−1𝑈01 (см. также [95]).

Л е м м а 1.6.1. Выполняется соотношение

[U] = 𝑝𝑟−1𝑈01.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включение [U] ⊆ 𝑝𝑟−1𝑈01 выполняется в силу
того, что каждая функция множества U принадлежит множеству 𝑝𝑟−1𝑈01,
а также замкнутости множества 𝑝𝑟−1𝑈01. Докажем, что имеет место вклю-
чение 𝑝𝑟−1𝑈01 ⊆ [U]. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция из класса
𝑝𝑟−1𝑈01. Построим формулу над U, реализующую функцию 𝑓 .

Без ограничения общности будем считать, что 𝑝𝑟𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛.
Пусть ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑚 —все наборы, на которых функция 𝑓 принимает значение
1, 𝑚> 0. Легко видеть, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) может быть представле-
на в виде

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑗1(𝑥𝑛) · 𝑘(𝑥1) · . . . · 𝑘(𝑥𝑛−1) +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝐾̃︀𝛼𝑖
. (1.9)

Очевидно, что существует некоторая формула Í над {𝛿}, реализующая
функцию 𝑗1(𝑥𝑛) ·𝑘(𝑥1) · . . . ·𝑘(𝑥𝑛−1).

Если 𝑚= 0, то утверждение леммы выполняется, так как Í реализует
функцию 𝑓 и построена над системой U. Пусть теперь 𝑠> 1. Из леммы 1.5.2
следует, что существует формула Ï над U, реализующая функцию

𝑗1(𝑦) +
𝑚∑︀
𝑖=1

𝐾̃︀𝛼𝑖
, (1.10)

где 𝑦 ∈𝑋 ∖𝑋𝑛. Подставив в формулу Ï вместо переменной 𝑦 формулу Í,
мы получим формулу над U, реализующую функцию 𝑓 (см. (1.9)). Лемма
доказана.

В следующем утверждении приводятся порождающие системы для лю-
бого класса вида 𝑝𝑟−1𝐵, где 𝐵—замкнутый класс булевых функций, отлич-
ный от классов 𝐶, 𝐶0, 𝐶1.

Л е м м а 1.6.2. Пусть 𝐵—замкнутый класс булевых функций,
отличный от классов 𝐶, 𝐶0, 𝐶1. Тогда для любого множества 𝐴⊆ 𝑃3,2,
такого, что [𝑝𝑟𝐴] =𝐵, множество 𝐴∪U является порождающей систе-
мой класса 𝑝𝑟−1𝐵.

Доказательство см. в [95].

§ 2. Сложность псевдолинейных функций

В данном параграфе исследуется сложность псевдолинейных функций,
то есть функций трехзначной логики, принимающих значения из множества
{0, 1}, и ограничения которых на множестве наборов из нулей и единиц
являются линейными булевыми функциями. Множество всех таких функ-
ций обозначается через L. В разделе 2.1 отмечаются основные свойства
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псевдолинейных функций. В разделе 2.2 находится сложность реализации
псевдолинейных функций из классов 𝑍2,𝑖 ∩L, 𝑖= 0, 1, и 𝐿2,𝑟, 16 𝑟 <∞, а
также приводится асимптотическая оценка функции Шеннона для класса L.
В разделе 2.3 находится сложность реализации псевдолинейных функций из
класса L2.

2.1. Псевдолинейные функции и их свойства. Положим
L= {𝑓 ∈ 𝑃3,2 | 𝑝𝑟𝑓 ∈ 𝐿}. Функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2 называется псевдоли-
нейной, если 𝑓 ∈L.

Напомним некоторые обозначения, введенные в § 1. Через 𝜆(𝑥, 𝑦),
𝜇(𝑥, 𝑦) и 𝜈𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) мы обозначаем функции

𝜆(𝑥, 𝑦) = 𝑥+ 𝑦, 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝑗1(𝑥) · 𝑗2(𝑦), 𝜈𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 𝑗2(𝑥1) · . . . · 𝑗2(𝑥𝑟).

Приведем описание замкнутых классов 𝐻 ⊆ 𝑃3,2, таких, что 𝑝𝑟𝐻 = 𝐿.
Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная псевдолинейная функция. Нетрудно ви-
деть, что выполняется равенство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
∑︀
𝑗𝜎1

(𝑥1) · . . . · 𝑗𝜎𝑛
(𝑥𝑛),

где суммирование производится по всем наборам ̃︀𝜎=(𝜎1, . . ., 𝜎𝑛)∈𝐸
𝑛
3 , таким,

что 𝑓(̃︀𝜎)=1. Заменим каждое вхождение функции 𝑗0(𝑦) в правой части этого
равенства на равную ей функцию 1+𝑗1(𝑦)+𝑗2(𝑦) и раскроем скобки. Получим
представление функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) в следующем виде:

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜂𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝛿𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

где

𝜂𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑎+
∑︀
𝐹

𝑎𝐹 𝜃𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝛿𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
∑︀
𝐼,𝐽

𝑎𝐼,𝐽κ𝐼,𝐽(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝜃𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
∏︀
𝑖∈𝐹

𝑗1(𝑥𝑖), κ𝐼,𝐽(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

(︂∏︀
𝑖∈𝐼

𝑗1(𝑥𝑖)

)︂
·

(︂∏︀
𝑗∈𝐽

𝑗2(𝑥𝑗)

)︂
,

𝑎, 𝑎𝐹 , 𝑎𝐼,𝐽 ∈ 𝐸2, суммирование в определении функции 𝜃𝑓 производится
по всем непустым подмножествам множества {1, . . ., 𝑛}, а суммирование
в определении функции 𝛿𝑓 производится по всем множествам 𝐼, 𝐽 , таким,
что 𝐼 ∪ 𝐽 ⊆ {1, . . ., 𝑛}, 𝐼 ∩ 𝐽 =∅, 𝐽 ̸=∅. Поскольку 𝑝𝑟𝑓 = 𝑎+ 𝑝𝑟𝜃𝐹 и 𝑝𝑟𝑓—
линейная функция, то

𝜃𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗1(𝑥𝑖),

где 𝑎𝑖 ∈ 𝐸2. Следовательно, мы получили представление псевдолинейной
функции 𝑓 в виде

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜂𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝛿𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), (2.1)

где

𝜂𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑎+
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑗1(𝑥𝑖), 𝛿𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
∑︀
𝐼,𝐽

𝑎𝐼,𝐽κ𝐼,𝐽(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

κ𝐼,𝐽(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

(︂∏︀
𝑖∈𝐼

𝑗1(𝑥𝑖)

)︂
·

(︂∏︀
𝑗∈𝐽

𝑗2(𝑥𝑗)

)︂
,
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𝑎, 𝑎𝑖, 𝑎𝐼,𝐽 ∈ 𝐸2, а суммирование в определении функции 𝛿𝑓 производится
по всем множествам 𝐼, 𝐽 , таким, что 𝐼 ∪𝐽 ⊆{1, . . ., 𝑛}, 𝐼 ∩𝐽 =∅, 𝐽 ̸=∅. Ес-
ли 𝑎𝐼,𝐽 =1, то функция κ𝐼,𝐽(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) называется компонентой функции 𝑓 .
Множество всех компонент функции 𝑓 будем обозначать через 𝐾𝑓 . Поло-
жим 𝐾 =

⋃︀
𝐾𝑓 , где объединение берется по всем псевдолинейным функци-

ям 𝑓 . Представление функции 𝑓 ∈L в виде (2.1) будем называть канони-
ческим.

Л е м м а 2.1.1. Каноническое представление любой псевдолинейной
функции единственно с точностью до перестановки слагаемых и поряд-
ка множителей в слагаемых.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что единственно канони-
ческое представление псевдолиненой функции, тождественно равной нулю
и зависящей от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛. Очевидно, что если все коэффици-
енты 𝑎, 𝑎𝑖, 𝑎𝐼,𝐽 равны 0, то соответствующее каноническое представление
реализует тождественный ноль. Предположим, что существует другой на-
бор коэффициентов 𝑎, 𝑎𝑖, 𝑎𝐼,𝐽 , такой, что соответствующее каноническое
представление реализует тождественный ноль. Если 𝑎 = 1, то на наборе
(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)=(0, . . ., 0) функция, реализуемая таким каноническим представ-
лением, равна 1—противоречие. Значит, 𝑎= 0. Пусть существует 𝑖 такое,
что 𝑎𝑖=1. Тогда на наборе (𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 𝛼𝑖, 𝛼𝑖+1, . . ., 𝛼𝑛)=(0, . . ., 0, 1, 0, . . ., 0)
функция, реализуемая таким каноническим представлением, равна 1—про-
тиворечие. Следовательно, все коэффициенты 𝑎𝑖 равны 0. Так как не все ко-
эффициенты 𝑎, 𝑎𝑖, 𝑎𝐼,𝐽 равны нулю, то среди коэффициентов 𝑎𝐼,𝐽 найдется
по крайней мере один коэффициент, равный единице. Выберем среди ко-
эффициентов 𝑎𝐼,𝐽 , равных единице, тот, для которого сумма |𝐼|+ |𝐽 | мини-
мальна (другими словами, выберем самую короткую компоненту). Эта ком-
понента имеет вид 𝑗1(𝑥𝑙1) . . . 𝑗1(𝑥𝑙𝑠)𝑗2(𝑥𝑖1) . . . 𝑗2(𝑥𝑖𝑡), 1 6 𝑡 6 𝑛, 0 6 𝑠 6 𝑛,
16 𝑙1, . . ., 𝑙𝑠, 𝑖1, . . ., 𝑖𝑡 6 𝑛, 𝑙𝑟 ̸= 𝑖𝑗 при 𝑟 = 1, . . ., 𝑠 и 𝑗 = 1, . . ., 𝑡. Тогда кано-
ническое представление реализует функцию, равную единице, на наборе, в
котором на 𝑙1, . . ., 𝑙𝑠-х позициях стоит единицы, на 𝑖1, . . ., 𝑖𝑡-х позициях сто-
ят двойки, а на остальных позициях—нули. Это противоречит тому, что
каноническое представление реализует функцию, тождественно равную ну-
лю. Таким образом, каноническое представление функции, тождественно
равной нулю, единственно.

Предположим, что у произвольной псевдолинейной функции 𝑓 суще-
ствует по крайней мере два различных канонических представления:

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜂1𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝛿1𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜂2𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝛿2𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Сложив эти два равенства по модулю 2, получим, что

0 = (𝜂1𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝜂2𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)) + (𝛿1𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝛿2𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)).

По крайней мере, одна из двух функций 𝜂1𝑓 + 𝜂2𝑓 и 𝛿1𝑓 + 𝛿2𝑓 не равна тож-
дественному нулю, так как были взяты два различных канонических пред-
ставления функции 𝑓 . Следовательно, функция 0 допускает каноническое
представление, в котором не все коэффициенты 𝑎, 𝑎𝑖, 𝑎𝐼,𝐽 равны нулю.
Это противоречит доказанному выше. Лемма доказана.

Обозначим через 𝐽𝑓 множество всех таких функций 𝑗1(𝑥𝑖), 16 𝑖6 𝑛,
что 𝑎𝑖 = 1 в каноническом представлении функции 𝑓 . Определим мно-
жество 𝐻𝑓 следующим образом: если 𝑎 = 1 в каноническом представ-
лении функции 𝑓 , то 𝐻𝑓 = {1}; в противном случае 𝐻𝑓 = ∅. Положим
𝑌𝑓 =𝐾𝑓 ∪ 𝐽𝑓 ∪𝐻𝑓 .
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Определим следующие подмножества множестваL. Положим

L2 = {𝑓 ∈L|𝐾𝑓 ⊆ {κ𝐼,𝐽 ∈𝐾| |𝐼|6 1}},

L2,𝑟 = {𝑓 ∈L|𝐾𝑓 ⊆ {κ𝐼,𝐽 ∈𝐾| 𝐼 =∅, |𝐽 |6 𝑟}}, 16 𝑟 <∞,

L2,∞ = {𝑓 ∈L|𝐾𝑓 ⊆ {κ𝐼,𝐽 ∈𝐾| 𝐼 =∅}}.
В [95] показано, что множество всех замкнутых классов 𝐹 ⊆L, таких,

что 𝑝𝑟𝐹 =𝐿, состоит из следующих классов: L, L2, 𝑍2,0 ∩L, 𝑍2,1 ∩L, L2,𝑟,
где 16 𝑟6∞ (см. рис. 2.1). При этом каждый из перечисленных замкнутых
классов, кроме класса L2,∞, имеет конечный базис.

qL
qL2

qqqqq
qqqqq
L2,𝑟

L2,∞

q
L2,2

��
��q

𝑍2,0 ∩L

qL2,1

HH
HH q
𝑍2,1 ∩L

Рис. 2.1. Классы, проекция которых совпадает с классом 𝐿

Определим следующие системы функций из L. Положим

A={1, 𝜆(𝑥, 𝑦)}, B=A∪{𝑗1(𝑥)𝑗1(𝑦)𝑗2(𝑧), 𝑗0(𝑥), 𝑗1(𝑥), 𝑗2(𝑥)}, C=A∪{𝜇(𝑥, 𝑦)},

D𝑟 =A ∪ {𝜈𝑟(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)}, E= {1, 𝑗0(𝑥) + 𝑗0(𝑦)}.

Известно [95], что [A] = 𝑍2,0 ∩ L, [B] = L, [C] = L2, [D𝑟] = L2,𝑟,
[E] =𝑍2,1 ∩L.

2.2. Классы 𝑍2,𝑖∩L, L2,𝑟 и L. В этом разделе рассматриваются сле-
дующие классы псевдолинейных функций: 𝑍2,𝑖∩L, 𝑖=0, 1;L2,𝑟, 16𝑟<∞;L.

Т е о р е м а 2.2.1. Пусть 𝑄 = 𝑍2,0 ∩ L, 𝑈 = 𝑍2,1 ∩ L. Пусть
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑄, 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑈 , причем функции 𝑓, 𝑔 существенно зави-
сят от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑛>2. Тогда выполняются соотношения

𝐿A(𝑓) = |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |, 𝐿E(𝑔) = |𝐽𝑔|+ |𝐻𝑔|. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним, что в классе 𝑍2,𝑎, 𝑎=0, 1, лежат те
и только те функции ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃3,2, которые обладают следующим свой-

ством: если набор ̃︀𝛼∈𝐸𝑛
2 получен из набора ̃︀𝛽∈𝐸𝑛

3 заменой всех двоек на 𝑎,

то ℎ(̃︀𝛼) = ℎ(̃︀𝛽). Значит, каждая функция из классов 𝑄 и 𝑈 полностью зада-
ется своими значениями на наборах из нулей и единиц. Тогда для функций
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) выполняются соотношения

𝐿A(𝑓) =𝐿{1,𝑥+𝑦}(𝑝𝑟𝑓) = |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |, 𝐿E(𝑔) =𝐿{1,𝑥+𝑦}(𝑝𝑟𝑔) = |𝐽𝑔|+ |𝐻𝑔|.

Теорема доказана.
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Т е о р е м а 2.2.2. Пусть 𝑄=𝑍2,0 ∩L, 𝑈 =𝑍2,1 ∩L. Тогда при всех
𝑛> 2 имеют место соотношения

𝐿A(𝑄(𝑛)) =𝐿E(𝑈(𝑛)) = 𝑛+ 1. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непосредственно из теоремы 2.2.1 следует, что
𝐿A(𝑄(𝑛))=𝑛+1, 𝐿E(𝑈(𝑛))=𝑛+1. Теорема доказана.

Перейдем к изучению классов L2,𝑟, 16 𝑟6∞. Опишем некоторые свой-
ства минимальных формул над системой D𝑟, 𝑟>2.

Пусть 𝑓(𝑥1, .., 𝑥𝑛) ∈ L2,𝑟, Ï—минимальная формула, реализующая
функцию 𝑓 над системойD𝑟, 𝑇 —дерево, соответствующее формуле Ï. В си-
лу минимальности формулы Ï ни одна подформула формулы Ï не может
иметь вид 𝜈𝑟(Í1, . . .,Í𝑟), где хотя бы одна из подформул Í1, . . .,Í𝑟 отлич-
на от символа переменной (в противном случае подформула 𝜈𝑟(Í1, . . .,Í𝑟)
реализует функцию тождественный ноль и Ï не является минимальной).
Поэтому можно считать, что любая подформула формулы Ï имеет один из
двух видов: либо 𝜆(Í,Ñ), где Í,Ñ—формулы над D𝑟, либо 𝜈𝑟(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑟),
где 16 𝑖16 . . .6 𝑖𝑟6𝑛. Пусть 𝑣—вершина дерева 𝑇 , не являющаяся висячей.
Обозначим через 𝑓𝑣 функцию, реализуемую подформулой, соответствующей
вершине 𝑣. Пусть 𝑤—висячая вершина дерева 𝑇 . Обозначим через 𝑦𝑤 сим-
вол из множества 𝑋𝑛∪{1}, приписанный вершине 𝑤.

Л е м м а 2.2.1. Пусть Ï—минимальная формула над системой D𝑟.
Тогда формула Ï реализует функцию∑︀

𝑤∈𝐴

𝑗1(𝑦𝑤) +
∑︀
𝑣∈𝐵

𝑓𝑣.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение леммы индукцией
по глубине формулы Ï. Перечислим минимальные формулы глубины 1,
реализующие функции из класса L2: 1(𝑥), 𝜆(𝑥1, 𝑥2), 𝜈𝑟(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑟),
где 1 6 𝑖1 6 . . . 6 𝑖𝑟 6 𝑛, 𝑥1, 𝑥2 ∈𝑋. Легко видеть, что для каждой из них
утверждение леммы выполняется. Пусть теперь утверждение леммы спра-
ведливо для всех минимальных формул глубины не более 𝑙, 𝑙>1. Пусть Ï—
минимальная формула, 𝐷(Ï)= 𝑙+1. Так как формула Ï минимальна, то она
не может иметь вид 𝜈𝑟(Í1, . . .,Í𝑟), где хотя бы одна из подформул Í1, . . .,Í𝑟

отлична от символа переменной. Так как 𝐷(Ï)> 2, то формула Ï не может
иметь вид 𝜈𝑟(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑟), где 16 𝑖1 6 . . .6 𝑖𝑟 6𝑛. Следовательно, формула Ï
имеет вид 𝜆(Í, . . .,Ñ), где Í,Ñ—минимальные формулы над D𝑟. Так как
Í и Ñ являются минимальными формулами, то к ним применимо предпо-
ложение индукции, из которого утверждение леммы следует тривиальным
образом. Лемма доказана.

Обозначим через 𝐴𝑇 множество висячих вершин дерева 𝑇 , таких,
что единственной смежной с ней вершине соответствует подформула ви-
да 𝜆(Í,Ñ). Обозначим через 𝐵𝑇 множество вершин дерева 𝑇 , которым со-
ответствует подформула вида 𝜈𝑟(Í1, . . .,Í𝑟).

Л е м м а 2.2.2. Пусть Ï—минимальная формула над системой D𝑟,
реализующая функцию 𝑓 , а 𝑇 —соответствующее ей дерево. Тогда вы-
полняются неравенства

|𝐴𝑇 |> |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |, |𝐵𝑇 |> |𝐾𝑓 |.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем неравенство |𝐴𝑇 |> |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |. Пусть,
от противного, |𝐴𝑇 |< |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |. Тогда найдется символ 𝑦 ∈𝑋𝑛 ∪ {1}, ко-
торый не приписан ни одной из висячих вершин множества 𝐴, и такой,
что 𝑗1(𝑦) ∈ 𝐽𝑓 ∪𝐻𝑓 . Так как символ 𝑦 не приписан ни одной из висячих
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вершин множества 𝐴, то в силу лемм 2.2.1 и 2.1.1 формула Ï реализует
функцию, у которой в каноническом представлении коэффициент при 𝑗1(𝑦)
равен нулю. Это противоречит тому, что 𝑗1(𝑏) ∈ 𝐽𝑓 ∪𝐻𝑓 . Следовательно,
|𝐴𝑇 |> |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |. Неравенство |𝐵𝑇 |>𝐶1

𝑛 + . . .+𝐶𝑟
𝑛 доказывается аналогич-

ным образом. Лемма доказана.
Т е о р е м а 2.2.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция

из класса L2,𝑟, существенно зависящая от 𝑛 переменных, 𝑛 > 2,
16 𝑟 <∞. Тогда

𝐿D𝑟
(𝑓) = |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |+ 𝑟|𝐾𝑓 |.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Верхняя оценка. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произ-
вольная функция из класса L2,𝑟, а 𝜂𝑓 и 𝛿𝑓 —соответствующие функции
из представления 𝑓 в каноническом виде. Если 𝐾𝑓 =∅, то функция 𝑓 име-
ет вид 𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝑗1(𝑥1) + . . .+ 𝑎𝑛𝑗1(𝑥𝑛), и верхняя оценка очевидна. Пусть
𝐾𝑓 ={𝜅1, . . ., 𝜅𝑡}, 𝑡>1. Из определения класса L2,𝑟 следует, что каждая ком-
понента 𝜅∈𝐾𝑓 имеет вид 𝜅= 𝑗2(𝑥𝑖1) . . . 𝑗2(𝑥𝑖𝑝), 𝑝6 𝑟, 16 𝑖1, . . ., 𝑖𝑝 6𝑛. Любая
компонента 𝜅 ∈𝐾𝑓 может быть получена из функции 𝑗2(𝑥1)𝑗2(𝑥2) . . . 𝑗2(𝑥𝑟)
отождествлением переменных. Поэтому существует формула É над D𝑟,
реализующая функцию 𝛿𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), такая, что 𝐿(É)6𝑟|𝐾𝑓 |.

Далее рассмотрим три возможных случая. Если |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |> 1, то обо-
значим через È формулу, реализующую функцию 𝜂𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) со сложно-
стью |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |, и построим формулу Ï=𝜆(É,È). Очевидно, что формула Ï
реализует функцию 𝑓 и 𝐿(Ï)= |𝐽𝑓 |+|𝐻𝑓 |+𝑟|𝐾𝑓 |.

Если |𝐽𝑓 |+|𝐻𝑓 |=1, то обозначим через 𝑎 единственный элемент множе-
ства 𝐽𝑓∪𝐻𝑓 и рассмотрим формулу Ï=𝜆(𝑎,É). Легко видеть, что формула Ï
реализует функцию 𝑓 и 𝐿(Ï)= |𝐽𝑓 |+|𝐻𝑓 |+𝑟|𝐾𝑓 |.

Если |𝐽𝑓 | + |𝐻𝑓 | = 0, то формула É реализует функцию 𝑓 и 𝐿(É) =
=𝑟|𝐾𝑓 |= |𝐽𝑓 |+|𝐻𝑓 |+𝑟|𝐾𝑓 |. Верхняя оценка доказана.

Нижняя оценка непосредственно следует из леммы 2.2.2. Теорема
доказана.

Т е о р е м а 2.2.4. Пусть 𝑉𝑟 = 𝐿2,𝑟, где 16 𝑟 <∞. Тогда при всех
𝑛> 𝑟>1 имеет место соотношение

𝐿D𝑟
(𝑉𝑟(𝑛)) = 1+ 𝑛+ 𝑟(𝐶1

𝑛 +𝐶2
𝑛 + . . .+𝐶𝑟

𝑛). (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 𝑛 = 𝑟 = 1, то утверждение очевидно.
Пусть теперь 𝑛 > 2, 𝑛 > 𝑟 > 1. Легко видеть, что для любой функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑉𝑟(𝑛) выполняются неравенства |𝐽𝑓 | + |𝐻𝑓 | 6 1 + 𝑛,
|𝐾𝑓 | 6 𝐶1

𝑛 + . . . + 𝐶𝑟
𝑛. Поэтому в силу леммы 2.2.2 𝐿D𝑟

(𝑉𝑟(𝑛)) 6 1 + 𝑛 +
+𝑟(𝐶1

𝑛+𝐶
2
𝑛+. . .+𝐶

𝑟
𝑛), что и доказывает верхнюю оценку.

Обозначим через 𝜃𝑛 функцию из множества 𝑉𝑟(𝑛), у которой в
каноническом представлении все коэффициенты равны 1. Очевидно,
что |𝐽𝜃𝑛

| + |𝐻𝜃𝑛
| = 1 + 𝑛 и |𝐾𝜃𝑛

| = 𝐶1
𝑛 + . . . + 𝐶𝑟

𝑛. Из теоремы 2.2.3 следу-
ет, что 𝐿D𝑟

(𝜃𝑛) = |𝐽𝜃𝑛
|+ |𝐻𝜃𝑛

|+ 𝑟|𝐾𝜃𝑛
|= 1 + 𝑛+ 𝑟(𝐶1

𝑛 + . . .+ 𝐶𝑟
𝑛). Поэтому

𝐿D𝑟
(𝑉𝑟(𝑛))>𝐿D𝑟

(𝜃𝑛)=1+𝑛+𝑟(𝐶1
𝑛+𝐶

2
𝑛+. . .+𝐶

𝑟
𝑛). Следствие доказано.

Перейдем к случаю класса L—максимального класса псевдолинейных
функций. Имеет место следующая

Т е о р е м а 2.2.5. Имеет место соотношение

𝐿B(L(𝑛))∼
3𝑛

log2 𝑛
. (2.5)

Утверждение этой теоремы является следствием одного из результа-
тов § 3.
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2.3. Класс L2. Данный раздел устроен следующим образом. В п. 2.3.1
изучаются некоторые свойства минимальных формул над системой C—по-
рождающей системой класса L2. В п. 2.3.2 доказывается нижняя оценка для
функции Шеннона для класса L2. Далее в п. 2.3.3 получена верхняя оценка
для функции Шеннона для класса L2. Наконец, в пп. 2.3.4 и 2.3.5 уста-
навливается точное значение сложности реализации произвольной функции
из класса L2.

2.3.1. С в о й с т в а м и н и м а л ь н ы х ф о р м у л. Сначала дадим
несколько определений.

В данном параграфе будем называть формулу тривиальной, если она
является символом из множества 𝑋 ∪ {1}. В противном случае формула
называется нетривиальной.

Обозначим через 𝜏𝑛(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) функцию из множества L2(𝑛), у которой
в каноническом представлении все коэффициенты 𝑎, 𝑎𝑖, 𝑎𝐼,𝐽 равны 1.

Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из класса L2 является моно-
мом, если выполняется, по крайней мере, одно из условий:

1) 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 0;
2) 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)= 𝑗1(𝑎), где 𝑎∈𝑋𝑛∪{1};
3) 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑗1(𝑎)𝑗2(𝑏1). . .𝑗2(𝑏𝑘), где 𝑎, 𝑏1, . . ., 𝑏𝑘∈𝑋𝑛∪{1}, 𝑘>1.
Определим понятие нормальной формулы над системой C. Пусть

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция из L2, существенно зависящая от 𝑛 переменных,
𝑛> 2. Пусть Ï—формула над системой C, реализующая функцию 𝑓 , а 𝑇 —
соответствующее ей дерево. Назовем формулу Ï нормальной, если любая
ее нетривиальная подформула имеет один из следующих видов: 𝜆(Í,Ñ),
𝜇(Ì, 𝑥𝑖), где Í,Ñ,Ì—формулы над C, 16 𝑖6𝑛.

Отметим некоторые свойства минимальных формул над системой C.
Л е м м а 2.3.1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция из класса L2,

существенно зависящая от 𝑛 переменных, 𝑛> 2. Пусть Ï—минималь-
ная формула над C, реализующая функцию 𝑓 . Тогда в формуле Ï не
существует подформул, реализующих тождественный ноль.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть, от противного, существует подформу-
ла Ñ формулы Ï, реализующая тождественный ноль. Так как формула Ï—
минимальная, то Ñ—минимальная формула, реализующая тождественный
ноль. Легко видеть, что над системой C не существует формул сложно-
сти 1, реализующих тождественный ноль. Кроме того, существует формула
сложности 2, реализующая тождественный ноль: 𝜆(𝑥, 𝑥)=0. Следовательно,
𝐿(Ñ)=2. Возможны несколько случаев.

Случай I: Ñ= Ï. Тогда формула Ï реализует тождественный ноль—
противоречие с условием.

Случай II: в формуле Ï подформула Ñ подставляется на место первого
аргумента функции 𝜇. Так как 𝜇(Ñ, ·)=𝜇(0, ·)=0 и 𝐿(𝜇(Ñ, ·))>𝐿(Ñ)+1=3,
то в формуле Ï подформула 𝜇(Ñ, ·) не является минимальной формулой,
реализующей тождественный ноль. Это противоречит минимальности фор-
мулы Ï.

Случай III: в формуле Ï подформула Ñ подставляется на место второго
аргумента функции 𝜇. Невозможность этого случая доказывается аналогич-
но случаю II.

Случай IV: в формуле Ï подформула Ñ подставляется в функцию 1(𝑥).
Так как формула 1(Ñ) реализует тождественную единицу со сложностью 2,
то такая формула не является минимальной формулой, реализующей тож-
дественную единицу. Это противоречит минимальности формулы Ï.

Случай V: в формуле Ï подформула Ñ подставляется на место одного из
аргументов функции 𝜆. Пусть É—формула, которая подставляется на место
другого аргумента функции 𝜆 (другими словами, в формуле Ï с точностью
до перестановки аргументов существует подформула 𝜆(Ñ,É)). Случай Vа:
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формула É не является тривиальной. Тогда формулы É и 𝜆(Ñ,É) реализуют
равные функции. Это противоречит минимальности формулы Ï. Случай Vb:
формула É является тривиальной. Случай Vb1: É=1(𝑥), то формула 𝜆(Ñ,É)
реализует тождественную единицу со сложностью 3. Это противоречит ми-
нимальности формулы Ï. Случай Vb2: É—символ переменной 𝑥𝑖, 16 𝑖6𝑛.
Тогда формула 𝜆(Ñ,É) реализует функцию 𝑗1(𝑥𝑖) со сложностью 3. По усло-
вию функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) существенно зависит не менее чем от двух пе-
ременных, поэтому Ï ̸= 𝜆(Ñ,É). Следовательно, формула 𝜆(Ñ,É) подстав-
ляется в некоторую функцию. Формула 𝜆(Ñ,É) не может подставляться в
функцию 1(𝑥), так как тогда формула 1(𝜆(Ñ,É)) реализует тождественную
единицу со сложностью 2 и не является минимальной—противоречие ми-
нимальности формулы Ï. Формула 𝜆(Ñ,É) также не может подставляться
в функцию 𝜇(𝑥, 𝑦), так как это приведет к противоречию с минимальностью
формулы Ï (см. также случай II и случай III). Следовательно, в формуле Ï
с точностью до порядка слагаемых существует подформула 𝜆(𝜆(Ñ,É),È),
где È—некоторая формула над C. Очевидно, что формулы 𝜆(𝜆(Ñ,É),È)
и 𝜆(É,È) реализуют равные функции, причем сложность первой формулы
больше сложности второй. Это противоречит минимальности формулы Ï.
Лемма доказана.

С л е д с т в и е. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция из класса L2, суще-
ственно зависящая от 𝑛 переменных, 𝑛> 2. Тогда существует мини-
мальная формула над C, реализующая функцию 𝑓 , которая является
нормальной.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ï—минимальная формула над C, реа-
лизующая функцию 𝑓 . По лемме 2.3.1 в ней отсутствуют подформулы вида
𝜇(·,Ñ), где Ñ—формула, отличная от символа переменной. Если в фор-
муле Ï встречаются подформулы вида 1(Ñ), где Ñ—формула, отличная от

символа переменной, то построим формулу ̂︀Ï, заменив в формуле Ï все под-

формулы вида 1(Ñ) на формулу 1(𝑥1). Очевидно, что формула ̂︀Ï реализует
функцию 𝑓 , является минимальной и нормальной. Следствие доказано.

2.3.2. Н и ж н я я о ц е н к а д л я ф у н к ц и и Ш е н н о н а. Пусть 𝑓—
произвольная функция из класса L2, Ï—формула над системой C, реализу-
ющая функцию 𝑓 , а 𝑇 —соответствующее ей дерево. Сопоставим формуле Ï

дерево ̂︀𝑇 по следующему правилу. Пусть 𝑣*—корневая вершина дерева 𝑇 .
Добавим к дереву 𝑇 вершину 𝑣0, которую соединим ребром с вершиной 𝑣*.
Будем считать, что из вершины 𝑣* выходит одно ребро, в вершину 𝑣0 входит

одно ребро. Обозначим полученное дерево через ̂︀𝑇 .
Пусть 𝑓—произвольная функция из класса L2, Ï—формула над си-

стемой C, реализующая функцию 𝑓 , а 𝑇 —соответствующее ей дерево. Рас-

красим висячие вершины дерева ̂︀𝑇 в два цвета. Пусть ̃︀𝑣—произвольная вер-

шина дерева ̂︀𝑇 , которой соответствует подформула вида 𝜇(Í,Ñ), где Í—
формула над C, а Ñ—символ переменной. Покрасим висячую вершину 𝑣

дерева ̂︀𝑇 , соответствующую подформуле Ñ, в белый цвет. Проведем эту

операцию для всех вершин дерева ̂︀𝑇 , которым соответствует подформула
вида 𝜇(Í,Ñ), где Í—формула над C, а Ñ—символ переменной. Затем все

висячие вершины дерева ̂︀𝑇 , не покрашенные в белый цвет, покрасим в чер-
ный цвет.

Пусть Ï—произвольная нормальная формула над C, а ̂︀𝑇 —соответ-

ствующее ей дерево. Легко видеть, что в дереве ̂︀𝑇 существует хотя бы одна

черная вершина. Обозначим черные вершины дерева ̂︀𝑇 через 𝑣1, . . ., 𝑣𝑝, 𝑝>1.

Пусть 𝑣0 —корневая вершина дерева ̂︀𝑇 . Рассмотрим следующую процеду-
ру P, состоящую из 𝑝 шагов. Опишем 𝑖-й шаг этой процедуры, 𝑖= 1, . . ., 𝑝.
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Рассмотрим цепь, соединяющую вершину 𝑣𝑖 с вершиной 𝑣0, и последователь-
ность вершин {𝑞𝑗}

𝑠
𝑗=1, через которые последовательно проходит эта цепь,

𝑞1 = 𝑣𝑖, 𝑞𝑠 = 𝑣0, 𝑠> 2. Пусть 𝑒𝑗 = (𝑞𝑗, 𝑞𝑗+1)—ребро, соединяющее вершины 𝑞𝑗
и 𝑞𝑗+1, 𝑗 = 1, . . ., 𝑠− 1. Припишем ребру 𝑒𝑗, 26 𝑗 6 𝑠− 1, функции из L2 по

следующим правилам:
1) если вершине 𝑞2 приписан символ 𝜆, а вершине 𝑞1 —символ

𝑎∈𝑋𝑛∪{1}, то припишем ребру 𝑒2 функцию 𝑗1(𝑎);
2) если вершине 𝑞2 приписан символ 𝜇, вершине 𝑞1 —символ

𝑎 ∈𝑋𝑛 ∪ {1}, а второй висячей вершине, смежной с 𝑞2,— символ 𝑏 ∈𝑋𝑛,
то припишем ребру 𝑒2 функцию 𝜇(𝑎, 𝑏);

3) если вершине 𝑞𝑙, 𝑙> 3, приписан символ 𝜆, а ребру 𝑒𝑙−1 на 𝑖-м шаге
процедурыP была приписана функция 𝑔, то припишем ребру 𝑒𝑙 функцию 𝑔;

4) если вершине 𝑞𝑙, 𝑙>3, приписан символ 𝜇, ребру 𝑒𝑙−1 на 𝑖-м шаге про-
цедуры P была приписана функция 𝑔, а висячей вершине, смежной с 𝑞𝑙,—
символ 𝑏∈𝑋𝑛, то припишем ребру 𝑒𝑙 функцию 𝜇(𝑔, 𝑏).

На этом 𝑖-й шаг процедуры P закончен. Отметим, что после несколь-
ких шагов процедуры P может оказаться, что некоторому ребру приписа-
но несколько функций. Некоторые из этих функций могут быть равными.
В дальнейшем, говоря «ребру приписано 𝑡 функций», мы подразумеваем, что
некоторые из этих функций могут быть равными.

Приведем несколько свойств процедуры P.
Свойство 1. В результате применения процедуры P ребрам, выходящим

из висячих вершин, не может быть приписано никаких функций.

Свойство 2. Пусть Ï—нормальная формула над C, ̂︀𝑇 —соответствую-

щее ей дерево. Пусть 𝑒—произвольное ребро дерева ̂︀𝑇 , не соединяющее
висячую вершину со смежной с ней вершиной. Тогда если через ребро 𝑒
проходит 𝑡 цепей, соединяющих различные черные вершины с корневой вер-

шиной дерева ̂︀𝑇 , 𝑡> 1, то в результате применения процедуры P ребру 𝑒
будет приписано 𝑡 функций.

Свойство 3. Пусть Ï—нормальная формула над C, ̂︀𝑇 —соответствую-

щее ей дерево, 𝑣—произвольная вершина дерева ̂︀𝑇 , отличная от корневой,
𝑒—ребро, выходящее из вершины 𝑣. Пусть 𝑔—одна из функций, припи-

санных ребру 𝑒 в результате применения процедуры P к дереву ̂︀𝑇 . Тогда
функция 𝑔 является мономом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем свойство 3. Обозначим через 𝑣1 чер-

ную вершину дерева ̂︀𝑇 , соответствующую тому шагу номер 𝑡 процедуры P,
на котором ребру 𝑒 была приписана функция 𝑔. Рассмотрим цепь, соеди-
няющую вершины 𝑣1 и 𝑣. Пусть эта цепь последовательно проходит че-
рез вершины {𝑞1, . . ., 𝑞𝑠}, 𝑞1 = 𝑣1, 𝑞𝑠 = 𝑣, 𝑠> 1. Пусть 𝑒𝑗 = (𝑞𝑗, 𝑞𝑗+1)—ребро,
соединяющее вершины 𝑞𝑗 и 𝑞𝑗+1, 𝑗=1, . . ., 𝑠−1. Если 𝑠=1, то по свойству 1
процедуры P ребру 𝑒 не может быть приписана ни одна функция. Значит,
𝑠> 2. Ребру цепи, выходящему из вершины 𝑞2, в соответствии с правила-
ми 1 и 2 процедуры P может быть приписана либо функция вида 𝑗1(𝑎),
где 𝑎 ∈𝑋𝑛 ∪ {1}, либо функция вида 𝜇(𝑎, 𝑏), где 𝑎 ∈𝑋𝑛 ∪ {1}, 𝑏 ∈𝑋𝑛. Все
такие функции являются мономами. Пусть теперь функция ℎ, приписанная
ребру 𝑒𝑗 на 𝑡-м шаге процедуры P, является мономом, 𝑗 > 2. Покажем, что
функция 𝑔, приписанная ребру 𝑒𝑗+1 на 𝑡-м шаге процедуры P, является мо-
номом. Если вершине 𝑞𝑗+1 приписан символ 𝜆, то ребру 𝑒𝑗+1 будет приписана
функция ℎ, являющаяся мономом. Если вершине 𝑞𝑗+1 приписан символ 𝜇,
то ребру 𝑒𝑗+1 будет приписана функция 𝜇(ℎ, 𝑎), где 𝑎 ∈𝑋𝑛. Очевидно, что
функция является мономом. Отсюда вытекает справедливость утверждения
свойства 3.
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Л е м м а 2.3.2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈L2, 𝑛>1, Ï—нормальная фор-

мула над C, реализующая функцию 𝑓 , ̂︀𝑇 —соответствующее ей дере-

во, 𝑣—вершина дерева ̂︀𝑇 , 𝑒—выходящее из нее ребро. Пусть в резуль-
тате применения процедуры P ребру 𝑒 приписаны функции 𝜉1, . . ., 𝜉𝑡,

1 6 𝑡 6 𝑝, где 𝑝—число черных вершин в дереве ̂︀𝑇 . Пусть подфор-
мула Ï𝑣 формулы Ï, соответствующая вершине 𝑣, реализует функ-
цию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Тогда

𝑔 = 𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑡.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем вести доказательство индукцией по па-
раметру 𝑚—максимуму из длин цепей, соединяющих 𝑣 с висячими вер-
шинами, 𝑚> 0. Если 𝑚=0, то 𝑣—висячая вершина. Тогда из определения
процедурыP следует, что ребру 𝑒 не приписана ни одна функция—противо-
речие с условием леммы. Пусть 𝑚=1. Тогда у вершины 𝑣 есть две смежные
висячие вершины. Пусть этим вершинам приписаны символы 𝑎, 𝑏∈𝑋𝑛∪{1}
соответственно. Рассмотрим несколько случаев. Если вершине 𝑣 приписан
символ 𝜆, то ребру 𝑒 в результате применения процедуры P приписаны две
функции— 𝑗1(𝑎) и 𝑗1(𝑏). Очевидно, что 𝑔 = 𝜆(𝑎, 𝑏), и утверждение леммы
выполняется. Если вершине 𝑣 приписан символ 𝜇 и Ï𝑣 имеет вид 𝜇(𝑎, 𝑏),
то 𝑎 ∈𝑋𝑛 ∪ {1}, 𝑏 ∈𝑋𝑛. Тогда ребру 𝑒 в результате применения процеду-
ры P приписана функция 𝜇(𝑎, 𝑏). При этом 𝑔=𝜇(𝑎, 𝑏). Этим проверена база
индукции.

Пусть для вершин 𝑣, таких, что 1 6 𝑚 6 𝑙, утверждение леммы
выполняется, 𝑙 > 1. Докажем, что оно выполняется для вершины 𝑣, такой,
что 𝑚= 𝑙+1. Рассмотрим несколько возможных случаев.

Случай 1. Вершине 𝑣 приписан символ 𝜇. Тогда подформула Ï𝑣, соответ-
ствующая вершине 𝑣, имеет вид 𝜇(𝐴, 𝑏), где 𝐴—формула над C, 𝑏∈𝑋𝑛. Обо-
значим через 𝑢 вершину, соответствующую подформуле 𝐴, через 𝑑—ребро,
соединяющее 𝑣 с 𝑢, через 𝑒—ребро, выходящее из вершины 𝑣. Так как реб-
ру 𝑒 в результате применения процедуры P оказалось приписано 𝑡 функций,
то на некоторых шагах 𝑖1, . . ., 𝑖𝑡 процедуры P ребру 𝑒 было приписано по
одной функции, а на остальных шагах—ни одной. В соответствии с прави-
лом 4 процедуры P это означает, что ребру 𝑑 также приписано 𝑡 некото-
рых функций 𝜁1, . . ., 𝜁𝑡, таких, что 𝜉𝑖 = 𝜇(𝜁𝑖, 𝑏), 𝑖= 1, . . ., 𝑡. По предположе-
нию индукции, формула 𝐴 реализует функцию 𝜁1 + . . .+ 𝜁𝑡. Следовательно,
𝑔=𝜇(𝜁1+. . .+𝜁𝑡, 𝑏). Легко видеть, что 𝜇(𝜁1+. . .+𝜁𝑡, 𝑏)=𝜇(𝜁1, 𝑏)+. . .+𝜇(𝜁𝑡, 𝑏).
Поэтому 𝑔=𝜇(𝜁1, 𝑏)+. . .+𝜇(𝜁𝑡, 𝑏)=𝜉1+. . .+𝜉𝑡, что и требовалось доказать.

Случай 2. Подформула Ï𝑣, соответствующая вершине 𝑣, имеет вид
𝜆(𝐴, 𝐵), где 𝐴, 𝐵—нетривиальные формулы над C. Обозначим через 𝑢1

и 𝑢2 вершины, соответствующие подформулам 𝐴 и 𝐵, через 𝑑1 и 𝑑2 —реб-
ра, соединяющие вершину 𝑣 с 𝑢1 и 𝑢2 соответственно, через 𝑒—ребро,
выходящее из вершины 𝑣. Так как по условию ребру 𝑒 в результа-
те применения процедуры P оказалось приписано 𝑡 > 1 функций, то на
некоторых шагах 𝑖1, . . ., 𝑖𝑡 процедуры P ребру 𝑒 было приписано по од-
ной функции, а на остальных шагах—ни одной. Пусть ребрам 𝑑1 и 𝑑2
в результате применения процедуры P было приписано 𝑡1 и 𝑡2 функ-
ций соответственно, 0 6 𝑡1, 𝑡2 6 𝑡. Из свойства 2 процедуры P следует,
что 𝑡1, 𝑡2>1. В соответствии со свойствами процедуры P справедливо равен-
ство 𝑡1+ 𝑡2= 𝑡. Обозначим функции, приписанные ребру 𝑑1, через 𝜁1, . . ., 𝜁𝑡1 ,
а ребру 𝑑2 —через 𝜓1, . . ., 𝜓𝑡2 . В соответствии с правилом 3 процедуры P
𝜁1, . . ., 𝜁𝑡1 , 𝜓1, . . ., 𝜓𝑡2 ∈ {𝜉1, . . ., 𝜉𝑡}. По предположению индукции подформу-
лы 𝐴 и 𝐵 реализуют функции 𝜁1 + . . .+ 𝜁𝑡1 и 𝜓1 + . . .+ 𝜓𝑡2 соответственно.
Следовательно, 𝑔= 𝜁1+. . .+𝜁𝑡1+𝜓1+. . .+𝜓𝑡2 = 𝜉1+. . .+𝜉𝑡, что и требовалось
доказать.
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Случай 3. Подформула Ï𝑣, соответствующая вершине 𝑣, имеет вид
𝜆(𝐴, 𝑏), где 𝐴—нетривиальная формула над C, а 𝑏 ∈ 𝑋𝑛 ∪ {1}. Обозна-
чим через 𝑢 вершину, соответствующую подформуле 𝐴, через 𝑑—ребро,
соединяющее вершины 𝑣 и 𝑢 соответственно, через 𝑒—ребро, выходящее
из вершины 𝑣. Так как ребру 𝑒 в результате применения процедуры P оказа-
лось приписано 𝑡 функций, то на некоторых шагах 𝑖1, . . ., 𝑖𝑡 процедуры P реб-
ру 𝑒 было приписано по одной функции, а на остальных шагах—ни одной.
Из правил 1 и 3 следует, что ребру 𝑑 в результате применения процедуры P
была приписана 𝑡− 1 функция. Обозначим функции, приписанные ребру 𝑑,
через 𝜁1, . . ., 𝜁𝑡−1. В соответствии с правилами 1 и 3 процедуры P можно
считать, что 𝜉1 = 𝜁1, . . . , 𝜉𝑡−1 = 𝜁𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑗1(𝑏). По предположению индукции
подформула 𝐴 реализует функцию 𝜁1 + . . .+ 𝜁𝑡−1. Следовательно, подфор-
мула Ï𝑣 реализует функцию 𝜁1 + . . .+ 𝜁𝑡−1 + 𝑗1(𝑏) = 𝜉1 + . . .+ 𝜉𝑡, что и тре-
бовалось доказать. Это завершает доказательство индуктивного перехода.
Лемма доказана.

Л е м м а 2.3.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈L2, 𝑧 ∈ 𝑌𝑓 , Ï—нормальная

формула, реализующая функцию 𝑓 , ̂︀𝑇 —соответствующее формуле Ï

дерево. Пусть 𝑣*—вершина дерева ̂︀𝑇 , смежная с корневой, 𝑒—ребро,
выходящее из вершины 𝑣*. Пусть H = {ℎ1, . . ., ℎ𝑞}, 𝑞 > 1—множество
функций, приписанных ребру 𝑒 в результате применения процедуры P.
Тогда 𝑧 ∈H.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть, от противного, 𝑧 /∈H. Пусть 𝑚𝑖 —число
шагов процедуры P, на которых ребру 𝑒 были приписаны функции, равные
ℎ𝑖, 16 𝑖6𝑛, 𝑚𝑖>1. По лемме 2.3.2 формула Ï реализует функцию 𝑔=

∑︀
ℎ𝑗,

где сумма берется по всем 𝑗, 16 𝑗 6 𝑞, таким, что 𝑚𝑗 —нечетное число.
Так как каждая из функций ℎ1, . . ., ℎ𝑞 является мономом, то множество 𝑌𝑔

не содержит функцию 𝑧. Это противоречит тому, что формула Ï реализует
функцию 𝑓 и 𝑧 ∈𝑌𝑓 . Лемма доказана.

С л е д с т в и е 1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈L2(𝑛), Ï—минимальная

формула, реализующая функцию 𝑓 , а ̂︀𝑇— соответствующее формуле Ï

дерево. Тогда дерево ̂︀𝑇 содержит не менее |𝑌𝑓 | черных вершин.

С л е д с т в и е 2. Пусть Ï𝑛—минимальная формула над C, реа-

лизующая функцию 𝜏𝑛(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), а ̂︀𝑇𝑛—соответствующее ей дерево.

Тогда дерево ̂︀𝑇𝑛 содержит не менее 𝑛2𝑛−1+2𝑛 черных вершин.
Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ L2, Ï—минимальная формула, реализующая

функцию 𝑓 , ̂︀𝑇 —соответствующее ей дерево, 𝑣*—вершина дерева ̂︀𝑇 , смеж-
ная с корневой. Пусть 𝑣—произвольная вершина дерева ̂︀𝑇 , которой при-
писан символ 𝜇. Будем говорить, что вершина 𝑣 принадлежит множеству
𝑉𝑘 = 𝑉𝑘(Ï), 𝑘> 1, если цепь, соединяющая вершину 𝑣 с вершиной 𝑣*, содер-
жит ровно 𝑘 вершин, которым приписан символ 𝜇.

Л е м м а 2.3.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈L2, Ï—минимальная нор-

мальная формула, реализующая функцию 𝑓 , ̂︀𝑇 —соответствующее ей

дерево, 𝑣*—вершина дерева ̂︀𝑇 , смежная с корневой. Пусть 𝑣1 ∈ 𝑉𝑘1
(Ï),

𝑣2 ∈ 𝑉𝑘2
(Ï), 𝑘1 > 𝑘2 > 1, причем вершина 𝑣2 принадлежит цепи, соединя-

ющей вершины 𝑣1 и 𝑣*. Пусть 𝜇(È1, 𝑥𝑟)—подформула, соответствую-
щая вершине 𝑣1, 𝜇(È2, 𝑥𝑠)—подформула, соответствующая вершине 𝑣2,
где 𝑥𝑟, 𝑥𝑠∈𝑋𝑛, È1,È2—формулы над C. Тогда 𝑟 ̸=𝑠.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть, от противного, 𝑟 = 𝑠. Обозначим че-

рез 𝑒 выходящее из вершины 𝑣* ребро дерева ̂︀𝑇 . Рассмотрим формулу ̃︀Ï,
получающуюся из формулы Ï заменой подформулы 𝜇(È1, 𝑥𝑟) на форму-

лу È1. Обозначим через ̃︀𝑇 соответствующее ей дерево; через ̃︀𝑣*—верши-
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ну дерева ̃︀𝑇 , смежную с корневой; через ̃︀𝑒*—ребро, выходящее из верши-

ны ̃︀𝑇 ; через ̃︀𝑣2 —вершину дерева ̃︀𝑇 , соответствующую вершине 𝑣2 дерева 𝑇 .

Покажем с помощью леммы 2.3.2, что формула ̃︀Ï реализует функцию 𝑓 .
Докажем, что ребрам 𝑒 и ̃︀𝑒 приписаны одни и те же функции. Разделим все
черные вершины дерева 𝑇 на два типа. Будем говорить, что черная вершина
дерева 𝑇 принадлежит типу 1, если цепь, соединяющая ее с вершиной 𝑣*,
проходит через вершину 𝑣1. Все остальные черные вершины дерева 𝑇 отне-
сем к типу 2.

Пусть 𝑤—вершина типа 1, а ̃︀𝑤—соответствующая ей вершина дере-

ва ̃︀𝑇 . Пусть вершинам 𝑤 и ̃︀𝑤 соответствуют шаги 𝑖𝑤 и 𝑖̃︀𝑤 процедуры P для

деревьев 𝑇 и ̃︀𝑇 . Так как цепь 𝐶, соединяющая 𝑤 с вершиной 𝑣*, прохо-
дит через вершину 𝑣1, то она проходит и через вершину 𝑣2. Следовательно,

цепь ̃︀𝐶, соединяющая ̃︀𝑤 с вершиной ̃︀𝑣*, проходит через вершину ̃︀𝑣2. Так как
каждая приписываемая в ходе применения процедуры P функция является

мономом, то с учетом отмеченного выше свойства цепей 𝐶 и ̃︀𝐶, на ша-

гах 𝑖𝑤 и 𝑖̃︀𝑤 процедуры P для деревьев 𝑇 и ̃︀𝑇 соответственно, ребрам 𝑒 и ̃︀𝑒
приписываются равные функции.

Пусть 𝑧—вершина типа 2, а ̃︀𝑧—соответствующая ей вершина дере-

ва ̃︀𝑇 . Пусть вершинам 𝑧 и ̃︀𝑧 соответствуют шаги 𝑖𝑧 и 𝑖̃︀𝑧 процедуры P для

деревьев 𝑇 и ̃︀𝑇 . По построению цепь 𝐶, соединяющая 𝑧 с вершиной 𝑣*,

совпадает с цепью ̃︀𝐶, соединяющей ̃︀𝑤 с вершиной ̃︀𝑣*. Следовательно, на
шагах 𝑖𝑧 и 𝑖̃︀𝑧 процедуры P для деревьев 𝑇 и ̃︀𝑇 соответственно, ребрам 𝑒 и ̃︀𝑒
приписываются равные функции.

Следовательно, в силу леммы 2.3.2 формулы Ï и ̃︀Ï реализуют равные
функции. Но это противоречит минимальности формулы Ï, поэтому пред-
положение 𝑟= 𝑠 неверно. Лемма доказана.

Л е м м а 2.3.5. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция из L2, такая, что
𝑓 ̸=0, 𝑓 ̸=𝑗1(𝑥𝑖), 𝑖=1, . . ., 𝑛. Пусть Ï—минимальная нормальная формула,

реализующая функцию 𝑓 , ̂︀𝑇 —соответствующее ей дерево, 𝑣*—верши-

на дерева ̂︀𝑇 , смежная с корневой, а 𝑒*—ребро, выходящее из вершины 𝑣*.

Пусть 𝑣1, 𝑣2—произвольные черные вершины дерева ̂︀𝑇 , а 𝑔1, 𝑔2—мономы,
приписанные ребру 𝑒* на соответствующих вершинам 𝑣1, 𝑣2 шагах про-
цедуры P. Тогда 𝑔1 ̸= 𝑔2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓—функция из L2, такая, что 𝑓 ̸= 0,

𝑓 ̸= 𝑗1(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈𝑋𝑛. Предположим, от противного, что в дереве ̂︀𝑇 нашлись
черные вершины 𝑣1, 𝑣2, такие, что 𝑔1=𝑔2=𝑔. Докажем, что это противоречит
минимальности формулы Ï.

Пусть 𝑤1, . . ., 𝑤𝑙 —последовательность вершин, через которые проходит
цепь, соединяющая вершины 𝑣1 и 𝑣*, 𝑤1 = 𝑣1, 𝑤𝑙 = 𝑣*, 𝑙> 2. Так как форму-
ла Ï имеет, по крайней мере, две черные вершины, то формула Ï имеет
вид Ï = 𝜆(Ì1,Ì2), где Ì1,Ì2 —формулы над C. Построим по формуле Ï
формулу È по следующим правилам:

1) если вершине 𝑤2 соответствует подформула 𝜆(𝑎,Í), где 𝑎 ∈𝑋𝑛 —
символ, приписанный вершине 𝑣1, Í—формула над C, то заменим подфор-
мулу 𝜆(𝑎,Í) на формулу Í;

2) если 𝑙 > 3 и вершинам 𝑤2, 𝑤3, . . ., 𝑤𝑡 приписаны символы 𝜇, а вер-
шине 𝑤𝑡+1 соответствует подформула 𝜆(Ñ,Í), где 26 𝑡6 𝑙−1, Ñ—формула,
соответствующая вершине 𝑤𝑡, Í—формула над C, то заменим подформулу
𝜆(Ñ,Í) на формулу Ñ.

Легко видеть, что к формуле Ï применимо ровно одно из правил 1
и 2. Построенная формула È содержит на одну черную вершину меньше,
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чем формула Ï, а число белых вершин в формуле È не больше, чем чис-

ло белых вершин в формуле Ï. Поэтому 𝐿(È)< 𝐿(Ï). Пусть ̂︀𝑇1 —дерево,

соответствующее формуле È, 𝑣**—вершина дерева ̂︀𝑇1, смежная с корневой,

а 𝑒**—ребро, выходящее из вершины 𝑣**. Все цепи дерева ̂︀𝑇1, соединяющие
вершину 𝑣** с черными вершинами, совпадают с соответствующими цепями

дерева ̂︀𝑇 . Поэтому в результате применения процедуры P ребру 𝑒** припи-

сываются те же самые функции, что и ребру 𝑒* дерева ̂︀𝑇 , за исключени-
ем одного экземпляра функции 𝑔. Следовательно, функция ℎ, реализуемая
формулой È, отличается от функции 𝑓 одним слагаемым 𝑔 в каноническом
представлении. Будем говорить, что формула È получилась из формулы Ï
удалением черной вершины 𝑣1.

Обозначим через 𝑣**2 черную вершину дерева ̂︀𝑇1, соответствующую

вершине 𝑣2 дерева ̂︀𝑇 . Пусть É—формула, получающаяся из форму-
лы È удалением вершины 𝑣**2 . Аналогичным образом можно убедиться,
что 𝐿(É)<𝐿(È)<𝐿(Ï), а формула É реализует функцию, отличающуюся
от функции ℎ одним слагаемым 𝑔 в каноническом представлении. Следова-
тельно, формула É реализует функцию 𝑓 . Это противоречит минимальности
формулы Ï. Лемма доказана.

Л е м м а 2.3.6. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈L2, Ï—минимальная нормаль-

ная формула над C, реализующая функцию 𝑓 , ̂︀𝑇 —соответствующее
формуле Ï дерево. Тогда существует формула Ñ над C, реализующая
функцию 𝑓 , такая, что 𝐿(Ñ)=𝐿(Ï) и имеющая вид

Ñ= 𝜆(Í0, 𝜆(𝜇(Í1, 𝑦1), 𝜆(𝜇(Í2, 𝑦2), . . ., 𝜆(𝜇(Í𝑞−1, 𝑦𝑞−1), 𝜇(Í𝑞, 𝑦𝑞))))),

где формула Í0 реализует функцию 𝜂𝑓 , Í1, . . .,Í𝑞 —формулы над C,
𝑦1, . . ., 𝑦𝑞 ∈𝑋𝑛, 𝑞> 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 𝑓 =0 или 𝑓 = 𝑗1(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈𝑋𝑛, то утвержде-
ние леммы очевидно.

Пусть 𝑓 ̸=0, 𝑓 ̸= 𝑗1(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈𝑋𝑛. Пусть 𝑣*—вершина дерева ̂︀𝑇 , смежная
с корневой, а 𝑒*—ребро, выходящее из вершины 𝑣*. Пусть 𝑉0={𝑣1, . . ., 𝑣𝑙}—

множество черных вершин дерева ̂︀𝑇 , таких, что на соответствующих им ша-
гам процедуры P ребру 𝑒* приписываются функции 𝑔1, . . ., 𝑔𝑙 из множест-
ва E= {1, 𝑗1(𝑥1), . . ., 𝑗1(𝑥𝑛)}, 𝑙> 0. Из леммы 2.3.5 следует, что для каждой
функции из множества E существует не более одной соответствующей чер-
ной вершины из множества 𝑉0.

Пусть 𝑉1(Ï) = {𝑤1, . . ., 𝑤𝑞} (см. определение множества 𝑉1 перед лем-
мой 2.3.4). Пусть вершинам {𝑤1, . . ., 𝑤𝑞} соответствуют некоторые формулы
𝜇(Í1, 𝑦1), . . ., 𝜇(Í𝑞, 𝑦𝑞), где Í1, . . .,Í𝑞 —формулы над C, 𝑦1, . . ., 𝑦𝑞∈𝑋𝑛.

Рассмотрим формулу

É= 𝜆(Í0, 𝜆(𝜇(Í1, 𝑦1), 𝜆(𝜇(Í2, 𝑦2), . . ., 𝜆(𝜇(Í𝑞−1, 𝑦𝑞−1), 𝜇(Í𝑞, 𝑦𝑞))))),

где Í0 = 𝜆(𝑔1, 𝜆(𝑔2, . . .𝜆(𝑔𝑙−1, 𝑔𝑙)). Пусть ̂︀𝑇1 —соответствующее ей дерево.
Формула É имеет требуемый в лемме вид.

Покажем, что 𝐿(É) = 𝐿(Ï). Заметим, что в дереве ̂︀𝑇 цепи, соединяю-
щие вершины из множества 𝑉0 с вершиной 𝑣*, не проходят ни через одну
из вершин множества 𝑉1. Обозначим через 𝑄 такие висячие вершины де-

рева ̂︀𝑇 , что цепи, соединяющие их с вершиной 𝑣*, проходят через одну из

вершин множества 𝑉1. Тогда все висячие вершины дерева ̂︀𝑇 можно разбить
на два неперескающихся множества: 𝑉0 и 𝑄. По построению 𝐿(Í0) = |𝑉0|
и 𝐿(𝜇(Í1, 𝑦1))+. . .+𝐿(𝜇(Í𝑞, 𝑦𝑞))= |𝑄|. Поэтому 𝐿(É)=𝐿(Ï).
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По построению формула Í0 реализует функцию 𝜂𝑓 , а формула
𝜇(Í1, 𝑦1)+. . .+𝜇(Í𝑞, 𝑦𝑞)—функцию 𝛿𝑓 . Поэтому формула É реализует функ-
цию 𝑓 . Лемма доказана.

Для любого натурального 𝑘 и любой нормальной формулы Ï определим

множество функций Ë𝑘 =Ë𝑘(Ï). Пусть 𝑣—вершина дерева ̂︀𝑇 , принадлежа-
щая множеству 𝑉𝑘(Ï), 1 6 𝑘 6 𝑛. Рассмотрим цепь, соединяющую верши-
ну 𝑣 с вершиной 𝑣*, и последовательность вершин 𝑞1, . . ., 𝑞𝑙, через которые
последовательно проходит эта цепь, 𝑞1 = 𝑣, 𝑞𝑙 = 𝑣*, 𝑙> 1. Выделим из после-
довательности 𝑞1, . . ., 𝑞𝑙 подпоследовательность 𝑞𝑗1 , . . ., 𝑞𝑗𝑘 вершин, которым
приписан символ 𝜇, 16 𝑗1< . . .< 𝑗𝑡 6 𝑙. Пусть вершине 𝑞𝑗𝑠 , 𝑠=1, . . ., 𝑘, соот-
ветствует подформула 𝜇(Í𝑖, 𝑦𝑗𝑠), где Í𝑠 —формула над C, 𝑦𝑗𝑠 ∈𝑋𝑛. Положим
Ë𝑘=

⋃︀
{𝑗2(𝑦𝑗1) . . . 𝑗2(𝑦𝑗𝑘)}, где объединение берется по всем вершинам 𝑣∈𝑉𝑘,

𝑘>1. Легко видеть, что каждая функция из множества Ë𝑘 равна некоторому
моному. Очевидно, что |Ë𝑘|6 |𝑉𝑘(Ï)|. Из леммы 2.3.4 следует, что если Ï—
минимальная формула, то каждый моном из множества Ë𝑘(Ï) состоит из 𝑘
различных множителей.

Л е м м а 2.3.7. Пусть Ï𝑛—минимальная нормальная формула,
реализующая функцию 𝜏𝑛, 𝑛> 2. Тогда для любого 𝑘 = 1, . . ., 𝑛 справед-
ливо соотношение

|𝑉𝑘(Ï𝑛)|>𝐶𝑘
𝑛.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ̂︀𝑇𝑛 —дерево, соответствующее форму-
ле Ï𝑛, 𝑒—ребро, выходящее из вершины, смежной с корневой. Пусть,
от противного, для некоторого 𝑘>1 выполняется неравенство |𝑉𝑘(Ï𝑛)|<𝐶

𝑘
𝑛.

Так как |Ë𝑘| 6 |𝑉𝑘|, то |Ë𝑘| < 𝐶𝑘
𝑛. Следовательно, найдутся переменные

𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑘 ∈𝑋, такие, что 𝑗2(𝑥𝑖1). . .𝑗2(𝑥𝑖𝑘) /∈Ë𝑘. Покажем, что тогда в резуль-
тате применения процедуры P ребру 𝑒 не может быть приписана функция

𝑗2(𝑥𝑖1) . . . 𝑗2(𝑥𝑖𝑘). Пусть 𝑣—произвольная черная вершина дерева ̂︀𝑇𝑛. Рас-

смотрим цепь, соединяющую вершину 𝑣 с корневой вершиной дерева ̂︀𝑇𝑛.
Пусть 𝑘𝑚𝑎𝑥 —максимальное целое число, такое, что данная цепь проходит
через вершину из множества 𝑉𝑘𝑚𝑎𝑥

. Рассмотрим несколько возможных слу-
чаев. Если 𝑘𝑚𝑎𝑥 < 𝑘, то моном, приписанный ребру 𝑒 в результате приме-
нения процедуры P на шаге, соответствующем черной вершине 𝑣, содер-
жит менее 𝑘 множителей вида 𝑗2(·), и поэтому этот моном отличен от
𝑗2(𝑥𝑖1) . . . 𝑗2(𝑥𝑖𝑘). Если 𝑘𝑚𝑎𝑥 = 𝑘, то моном, приписанный ребру 𝑒 в результа-
те применения процедуры P на шаге, соответствующем черной вершине 𝑣,
отличен от 𝑗2(𝑥𝑖1) . . . 𝑗2(𝑥𝑖𝑘), поскольку 𝑗2(𝑥𝑖1) . . . 𝑗2(𝑥𝑖𝑘) /∈Ë𝑘. Если 𝑘𝑚𝑎𝑥 >𝑘,
то с учетом леммы 2.3.4 моном, приписанный ребру 𝑒 в результате при-
менения процедуры P на шаге, соответствующем черной вершине 𝑣, со-
держит более 𝑘 множителей вида 𝑗2(·), и поэтому этот моном отличен от
𝑗2(𝑥𝑖1) . . . 𝑗2(𝑥𝑖𝑘). Лемма доказана.

С л е д с т в и е. Пусть Ï𝑛—минимальная формула, реализующая
функцию 𝜏𝑛, 𝑛> 2. Тогда формула Ï𝑛 содержит не менее 2𝑛 − 1 белых
вершин.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 2.3.7 формула Ï𝑛 содержит не менее
𝐶1

𝑛+. . .+𝐶
𝑛
𝑛 =2𝑛−1 белых вершин. Следствие доказано.

2.3.3. В е р х н я я о ц е н к а д л я ф у н к ц и и Ш е н н о н а. Опреде-
лим множество наборов V𝑛, 𝑛> 1, с натуральными компонентами следую-
щим образом. Для любых 𝑙>1 и 𝑛>1 положим

V𝑛
𝑙 = {(𝑖1, . . ., 𝑖𝑙)|16 𝑖1, . . ., 𝑖𝑙 6 𝑛, причем среди 𝑖1, . . ., 𝑖𝑙 нет равных чисел}.

Положим V𝑛=
⋃︀

V𝑛
𝑙 , где объединение берется по 𝑙=1, . . ., 𝑛.
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Пусть F⊆V𝑛. Для любого 𝑘 = 1, . . ., 𝑛 определим множество 𝐷(F, 𝑘),
являющееся множеством всех наборов из F, которые имеют компоненту,
равную 𝑘. Положим

𝐷(F, 𝑘) = {(𝑖1, . . ., 𝑖𝑙)∈F| существует целое j, такое, что 16 𝑗 6 𝑙, 𝑖𝑗 = 𝑘}.

Положим 𝑑max(F)=max |𝐷(F, 𝑘)|, где максимум берется по 𝑘=1, . . ., 𝑛. Обо-
значим через 𝑑(F) наименьшее из натуральных 𝑘, удовлетворяющих равен-
ству |𝐷(F, 𝑘)|= 𝑑max(F).

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈L2, 𝑛>1. Рассмотрим каноническое представление
функции 𝑓 . Определим множество I= I(𝑓) наборов с натуральными ком-
понентами следующим образом. Набор 𝐼 = (𝑖1, . . ., 𝑖𝑙), где 16 𝑙6 𝑛, 𝑙= 𝑙(𝐼),
принадлежит множеству I тогда и только тогда, когда 16 𝑖1 < . . . < 𝑖𝑙 6 𝑛
и выполняется, по крайней мере, одно из двух условий:

1) 𝑗2(𝑥𝑖1) . . . 𝑗2(𝑥𝑖𝑙)∈𝐾𝑓 ,
2) 𝑗1(𝑥𝑡)𝑗2(𝑥𝑖1). . .𝑗2(𝑥𝑖𝑙)∈𝐾𝑓 хотя бы для одного 𝑡∈{1, . . ., 𝑛}∖{𝑖1, . . ., 𝑖𝑙}

(напомним, что𝐾𝑓 —это множество всех компонент функции 𝑓).
Обозначим через 𝑅𝑓 множество натуральных чисел 𝑖, таких, что 16 𝑖6𝑛

и в множестве I(𝑓) существует хотя бы один набор, имеющий компоненту,
равную 𝑖. Положим 𝑟𝑓 = |𝑅𝑓 |.

Определим индукцией по величине 𝑟𝑓 величину 𝐵(𝑓), которая одно-
значно вычисляется по функции 𝑓 ∈L2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈L2, 𝑛>1. Если
𝑟𝑓 =0, то положим 𝐵(𝑓) = 0. Пусть 𝑟𝑓 ̸=0. Сгруппировав вместе все компо-
ненты функции 𝑓 , содержащие множитель 𝑗2(𝑥𝑑(I)), получим представление
функции 𝑓 в виде 𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1 + 𝑓2, где 𝑓1, 𝑓2 —функции из L2, ни одна
компонента которых не содержит множителя 𝑗2(𝑥𝑑(I)). Тогда 𝑟𝑓1

<𝑟𝑓 , 𝑟𝑓2
<𝑟𝑓 .

Положим 𝐵(𝑓)=1+𝐵(𝑓1)+𝐵(𝑓2).
Из определения 𝐵(𝑓) следует, что для любой функции 𝑓 , такой, что

𝐾𝑓 = ∅, справедливо равенство 𝐵(𝑓) = 0. В частности, справедливы ра-
венства

𝐵(0)=0, 𝐵(1)=0, 𝐵(𝑗1(𝑥1))=0, 𝐵(1+𝑗1(𝑥1))=0, 𝐵(1+𝑗1(𝑥1)+𝑗1(𝑥2))=0.

Вычислим значение 𝐵(𝑓) для некоторых функций 𝑓(𝑥1), существенно
зависящих не более чем от одной переменной. Рассмотрим каноническое
представление функции 𝑓 . Если 𝑓(𝑥1) = 1 + 𝑗1(𝑥1) + 𝑗2(𝑥1), то I(𝑓) = {(1)}
(т. е. множество I(𝑓) состоит из одного набора длины 1, единствен-
ная компонента которого равна 1). Тогда 𝑑𝑚𝑎𝑥(I(𝑓)) = 1, и, вынося
за скобку множитель 𝑗2(𝑥1), мы получаем представление функции 𝑓
в виде 𝑓(𝑥1) = 𝑗2(𝑥1) · 1 + (1 + 𝑗1(𝑥1)). Так как выполняются равенства
𝐵(1)=𝐵(1+𝑗1(𝑥1))=0, то 𝐵(1+𝑗1(𝑥1)+𝑗2(𝑥1))=1+𝐵(1)+𝐵(1+𝑗1(𝑥1))=1.
Аналогичным образом можно убедиться, что

𝐵(𝑗2(𝑥1)) = 1, 𝐵(1 + 𝑗2(𝑥1)) = 1, 𝐵(𝑗1(𝑥1) + 𝑗2(𝑥1)) = 1.

Л е м м а 2.3.8. Пусть 𝑓 ∈L2. Тогда

𝐵(𝑓)6 2𝑟𝑓 − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство индукцией по 𝑟𝑓 .
Если 𝑟𝑓 = 0, то 𝐾𝑓 =∅ и 𝐵(𝑓) = 0, то есть утверждение леммы выполня-
ется. Пусть утверждение леммы выполняется для всех функций 𝑓 , таких,
что 𝑟𝑓 6 𝑠, 𝑠 ∈ N. Пусть 𝑓 такова, что 𝑟𝑓 = 𝑠 + 1. Рассмотрим равенство
𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1 + 𝑓2. Так как 𝑟𝑓1

6 𝑠, 𝑟𝑓2
6 𝑠, то к функциям 𝑓1, 𝑓2 применимо

предположение индукции. Тогда

𝐵(𝑓)6 1 +𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2)6 1 + 2𝑠 − 1 + 2𝑠 − 1 = 2𝑠+1 − 1.

Лемма доказана.
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Напомним, что через 𝑌𝑓 мы обозначаем множество 𝐾𝑓 ∪ 𝐽𝑓 ∪ 𝐻𝑓

(см. каноническое представление функции 𝑓). Пусть 𝑓—произвольная
функция из L2. Рассмотрим каноническое представление функции 𝑓 . Вы-
несем за скобки множитель 𝑗2(𝑥𝑑(I)):

𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1 + 𝑓2.

Отметим одно свойство функций 𝑓1 и 𝑓2, а именно: |𝑌𝑓1
| + |𝑌𝑓2

| = |𝑌𝑓 |.
Для сокращения записи обозначим функцию 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1 через 𝑓3. Очевид-
но, что |𝑌𝑓1

|= |𝑌𝑓3
|. Покажем, что выполняется равенство |𝑌𝑓3

|+ |𝑌𝑓2
|= |𝑌𝑓 |.

Заметим, что множества 𝑌𝑓3
и 𝑌𝑓2

не пересекаются, так как каждый эле-
мент множества 𝑌𝑓1

содержит множитель 𝑗2(𝑥𝑑(I)), а ни один из элементов
множества 𝑌𝑓2

его не содержит. Тогда из 𝑎∈ 𝑌𝑓2
следует 𝑎∈ 𝑌𝑓 ; и из 𝑎∈ 𝑌𝑓3

следует 𝑎∈𝑌𝑓 . Следовательно, |𝑌𝑓3
|+|𝑌𝑓2

|6 |𝑌𝑓 |. Наоборот, если 𝑎∈𝑌𝑓 , то из
равенства 𝑓 = 𝑓2 + 𝑓3 следует, что или 𝑎 ∈ 𝑌𝑓2

, или 𝑎 ∈ 𝑌𝑓3
. Следователь-

но, |𝑌𝑓3
|+ |𝑌𝑓2

|> |𝑌𝑓 |. Таким образом, |𝑌𝑓3
|+ |𝑌𝑓2

|= |𝑌𝑓 |. С учетом равенства
|𝑌𝑓1

|= |𝑌𝑓3
| получаем соотношение |𝑌𝑓1

|+|𝑌𝑓2
|= |𝑌𝑓 |.

Л е м м а 2.3.9. Пусть 𝑓(𝑥)—произвольная функция из L2(1), та-
кая, что 𝑓 ̸=0 и 𝑓 ̸= 𝑗1(𝑥𝑖), 𝑖=1, . . ., 𝑛. Тогда

𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐵(𝑓).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Убедимся непосредственной проверкой, что
справедливо неравенство 𝐿C(𝑓)6𝐵(𝑓)+ |𝑌𝑓 |.

Если 𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑖), то 𝐵(𝑓) = 1, |𝑌𝑓 | = 1 и формула 𝜇(1(𝑥1), 𝑥𝑖) реализу-
ет функцию 𝑓 со сложностью 2. Следовательно, 𝐿C(𝑓)6𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |. Если
𝑓 = 𝑗1(𝑥𝑖)+𝑗2(𝑥𝑖), то 𝐵(𝑓)=1, |𝑌𝑓 |=2 и формула 𝜆(𝑥𝑖, 𝜇(1(𝑥1), 𝑥𝑖)) реализует
функцию 𝑓 со сложностью 3. Следовательно, 𝐿C(𝑓)6𝐵(𝑓)+|𝑌𝑓 |.

Если 𝑓 =1, то 𝐵(𝑓) = 0, |𝑌𝑓 |=1 и формула 1(𝑥1) реализует функцию 𝑓
со сложностью 1. Следовательно, 𝐿C(𝑓)6𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |. Если 𝑓 = 1 + 𝑗1(𝑥𝑖),
то 𝐵(𝑓)=0, |𝑌𝑓 |=2 и формула 𝜆(1(𝑥𝑖), 𝑥𝑖) реализует функцию 𝑓 со сложно-
стью 2. Следовательно, 𝐿C(𝑓)6𝐵(𝑓)+ |𝑌𝑓 |. Если 𝑓 =1+ 𝑗2(𝑥𝑖), то 𝐵(𝑓) = 1,
|𝑌𝑓 |= 2 и формула 𝜆(1(𝑥1), 𝜇(1(𝑥1), 𝑥𝑖)) реализует функцию 𝑓 со сложно-
стью 3. Следовательно, 𝐿C(𝑓) 6 𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |. Если 𝑓 = 1 + 𝑗1(𝑥𝑖) + 𝑗2(𝑥𝑖),
то 𝐵(𝑓)=1, |𝑌𝑓 |=3 и формула 𝜆(𝜆(1, 𝑥𝑖), 𝜇(1(𝑥1), 𝑥𝑖)) реализует функцию 𝑓
со сложностью 4. Следовательно, 𝐿C(𝑓)6𝐵(𝑓)+|𝑌𝑓 |. Лемма доказана.

Л е м м а 2.3.10. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция из класса L2, суще-
ственно зависящая не менее чем от двух переменных. Тогда

𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐵(𝑓).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем вести доказательство индукцией по ве-
личине 𝑟𝑓 . Если 𝑟𝑓 =0, то 𝐵(𝑓)=0 и𝐾𝑓 =∅. Очевидно, что для любого 𝑛>2

𝐿C(𝑗1(𝑥1)+ . . .+𝑗1(𝑥𝑛))=𝑛= |𝑌𝑓 |, 𝐿C(1+𝑗1(𝑥1)+ . . .+𝑗1(𝑥𝑛))=1+𝑛= |𝑌𝑓 |.

Следовательно, в случае 𝑟𝑓 =0 утверждение леммы выполняется.
Пусть для любой функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из L2, такой, что 𝑟𝑓 6𝑚, и суще-

ственно зависящей не менее чем от двух переменных, выполняется неравен-
ство 𝐿C(𝑔)6 |𝑌𝑔|+𝐵(𝑔); 𝑚> 0. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция из L2, суще-
ственно зависящая не менее чем от двух переменных, и такая, что 𝑟𝑓 =𝑚+1.
Рассмотрим каноническое представление функции 𝑓 . Сгруппировав вместе
все компоненты функции 𝑓 , содержащие множитель 𝑗2(𝑥𝑑(I)), получим пред-
ставление функции 𝑓 в виде 𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1 + 𝑓2, где 𝑓1, 𝑓2 —функции из L2,
причем 𝑟𝑓1

6𝑟𝑓 и 𝑟𝑓2
6𝑟𝑓 . Рассмотрим несколько возможных случаев.
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Случай 1. Функции 𝑓1, 𝑓2 существенно зависят не менее чем от двух
переменных. Тогда к ним применимо предположение индукции. Поэтому
𝐿C(𝑓𝑖)6𝐵(𝑓𝑖)+ |𝑌𝑓𝑖

|, 𝑖=1, 2. Следовательно,

𝐿C(𝑓)6 1 +𝐿C(𝑓1) +𝐿C(𝑓2)6 1 + (𝐵(𝑓1) + |𝑌𝑓1
|) + (𝐵(𝑓2) + |𝑌𝑓2

|).

По определению 1+𝐵(𝑓1)+𝐵(𝑓2)=𝐵(𝑓). Кроме того, по свойству функций
𝑓1 и 𝑓2 выполняется равенство |𝑌𝑓1

|+|𝑌𝑓2
|= |𝑌𝑓 |. Следовательно,

𝐿C(𝑓)6 (1 +𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2)) + (|𝑌𝑓1
|+ |𝑌𝑓2

|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |,

что завершает доказательство перехода индукции.
Случай 2. Функция 𝑓1 существенно зависит не менее чем от двух пере-

менных, функция 𝑓2 существенно зависит не более чем от одной переменной.
Тогда к функции 𝑓1 применимо предположение индукции. Следовательно,
𝐿C(𝑓1)6𝐵(𝑓1)+ |𝑌𝑓1

|.
Если 𝑓2 = 0, то 𝐵(𝑓2) = 0 и 𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1. Из равенства 𝐵(𝑓2) = 0

и определения величины 𝐵(𝑓) следует, что 𝐵(𝑓) = 1 +𝐵(𝑓1). Из равенства
𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1 следует, что 𝐿C(𝑓)61+𝐿C(𝑓1). Из свойства функций 𝑓1 и 𝑓2, а
также равенства 𝑓2=0 следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝑓1

|. Таким образом,

𝐿C(𝑓)6 1 +𝐿C(𝑓1)6 1 + (𝐵(𝑓1) + |𝑌𝑓1
|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.

Если 𝑓2=𝑗1(𝑥𝑖), 𝑥𝑖∈𝑋𝑛, то 𝐵(𝑓2)=0 и 𝑓=𝜆(𝑥𝑖, 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1). Из равенства
𝐵(𝑓2)=0 и определения величины 𝐵(𝑓) следует, что 𝐵(𝑓)=1+𝐵(𝑓1). Так как
𝑓 = 𝜆(𝑥𝑖, 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1), то 𝐿C(𝑓) 6 2 + 𝐿C(𝑓1). Из свойства функций 𝑓1 и 𝑓2
следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝑓1

|+|𝑌𝑓2
|= |𝑌𝑓1

|+1. Таким образом,

𝐿C(𝑓)6 1 + 1+𝐿C(𝑓1)6 1 + 1+ (𝐵(𝑓1) + |𝑌𝑓1
|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.

Если 𝑓2 ̸=0 и 𝑓2 ̸=𝑗1(𝑥𝑖), то в силу леммы 2.3.10 справедливо неравенство
𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐵(𝑓).

Так как 𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1 + 𝑓2, то 𝐿C(𝑓)6 1+𝐿C(𝑓1) +𝐿C(𝑓2). Из определе-
ния величины 𝐵(𝑓) следует, что 𝐵(𝑓) = 1 +𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2). Из определения
функций 𝑓1 и 𝑓2 следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝑓1

|+|𝑌𝑓2
|. Тогда

𝐿C(𝑓)6 1 +𝐿C(𝑓1) +𝐿C(𝑓2)6 1 + (𝐵(𝑓1) + |𝑌𝑓1
|) + (𝐵(𝑓2) + |𝑌𝑓2

|) =

= (1 +𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2)) + (|𝑌𝑓1
|+ |𝑌𝑓2

|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.

Случай 3. Функция 𝑓1 существенно зависит не более чем от одной пе-
ременной, а функция 𝑓2 существенно зависит не менее чем от двух пере-
менных. Тогда к функции 𝑓2 применимо предположение индукции. Следова-
тельно, 𝐿C(𝑓2)6𝐵(𝑓2)+ |𝑌𝑓2

|.
Из определения величины 𝐵(𝑓) следует, что 𝑓1 ̸=0.
Если 𝑓1 = 𝑗1(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑛, то 𝐵(𝑓1) = 0. Тогда из определения вели-

чины 𝐵(𝑓) следует, что 𝐵(𝑓) = 1 + 𝐵(𝑓2). Так как 𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑗1(𝑥𝑖) + 𝑓2,
то 𝐿C(𝑓)6 2+𝐿C(𝑓2). Из свойства функций 𝑓1 и 𝑓2 следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝑓1

|+
+ |𝑌𝑓2

|= |𝑌𝑓2
|+1. Следовательно,

𝐿C(𝑓)6 2 +𝐿C(𝑓2)6 2 + (𝐵(𝑓2) + |𝑌𝑓2
|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.

Если 𝑓1 ̸=0 и 𝑓1 ̸=𝑗1(𝑥𝑖), то в силу леммы 2.3.10 справедливо неравенство
𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐵(𝑓). Так как 𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1+𝑓2, то 𝐿C(𝑓)61+𝐿C(𝑓1)+𝐿C(𝑓2).
Из определения величины 𝐵(𝑓) следует, что 𝐵(𝑓) = 1 + 𝐵(𝑓1) + 𝐵(𝑓2).
Из свойства функций 𝑓1 и 𝑓2 следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝑓1

|+|𝑌𝑓2
|. Тогда

𝐿C(𝑓)6 1 +𝐿C(𝑓1) +𝐿C(𝑓2)6 1 + (𝐵(𝑓1) + |𝑌𝑓1
|) + (𝐵(𝑓2) + |𝑌𝑓2

|) =

= (1 +𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2)) + (|𝑌𝑓1
|+ |𝑌𝑓2

|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.
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Случай 4. Функции 𝑓1, 𝑓2 существенно зависит не более чем от од-
ной переменной. Отметим, что 𝑓1 ̸= 0 по определению величины 𝐵(𝑓).
Пусть 𝑑(I) = 𝑖.

Случай 4а. Пусть 𝑓1 = 𝑗1(𝑥𝑗), 𝑥𝑗 ∈𝑋𝑛 ∖ {𝑥𝑖}. Тогда возможно несколько
случаев.

Случай 4aI. Если 𝑓2 = 0, то 𝑓 = 𝑗1(𝑥𝑗)𝑗2(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈𝑋𝑛. Тогда 𝐵(𝑓) = 1,
|𝑌𝑓 |= 1 и формула 𝜇(𝑥𝑗, 𝑥𝑖) реализует функцию 𝑓 со сложностью 2. Следо-
вательно, 𝐿C(𝑓)6𝐵(𝑓)+ |𝑌𝑓 |.

Случай 4aII. Если 𝑓2 = 𝑗1(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑛, то 𝑓 = 𝑗1(𝑥𝑗)𝑗2(𝑥𝑖) + 𝑗1(𝑥𝑘).
Тогда 𝐵(𝑓) = 1, |𝑌𝑓 |= 2 и формула 𝜆(𝑥𝑘, 𝜇(𝑥𝑗, 𝑥𝑖)) реализует функцию 𝑓 со
сложностью 3. Следовательно, 𝐿C(𝑓)6𝐵(𝑓)+|𝑌𝑓 |.

Случай 4aIII. Если 𝑓2 ̸= 0 и 𝑓2 ̸= 𝑗1(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑛, то по лемме 2.3.9
𝐿C(𝑓2)6 |𝑌𝑓2

|+𝐵(𝑓2). Так как 𝑓=𝜆(𝜇(𝑥𝑗, 𝑥𝑖), 𝑓2), то 𝐿C(𝑓)62+𝐿C(𝑓2). Так как
𝑓1 = 𝑗1(𝑥𝑗), то 𝐵(𝑓1) = 0. Следовательно, 𝐵(𝑓) = 1+𝐵(𝑓2). Так как |𝑌𝑓1

|= 1,
то 1+ |𝑌𝑓2

|= |𝑌𝑓 |. Тогда

𝐿C(𝑓)6 2+𝐿C(𝑓2)6 2+𝐵(𝑓2) + |𝑌𝑓2
|= (1+𝐵(𝑓2)) + (1+ |𝑌𝑓2

|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.

Случай 4б. Пусть 𝑓1 ̸= 0 и 𝑓1 ̸= 𝑗1(𝑥𝑗), 𝑥𝑗 ∈𝑋𝑛. Тогда по лемме 2.3.9
𝐿C(𝑓1)6 |𝑌𝑓1

|+𝐵(𝑓1).
Случай 4бI. Если 𝑓2 = 0, то 𝑓 = 𝑓1𝑗2(𝑥𝑖), 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑛. Следовательно,

𝐵(𝑓) = 1 + 𝐵(𝑓1). Очевидно, что |𝑌𝑓 | = |𝑌𝑓1
|. Так как 𝑓 = 𝜇(𝑓1, 𝑥𝑖),

то 𝐿C(𝑓)6 1+𝐿C(𝑓1). Тогда

𝐿C(𝑓)6 1 +𝐿C(𝑓1)6 1 +𝐵(𝑓1) + |𝑌𝑓1
|=𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.

Случай 4бII. Если 𝑓2= 𝑗1(𝑥𝑗), то 𝑓 = 𝑓1𝑗2(𝑥𝑖)+𝑗1(𝑥𝑗), 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 ∈𝑋𝑛. Так как
𝐵(𝑗1(𝑥𝑗)) = 0, то 𝐵(𝑓) = 1+𝐵(𝑓1). Кроме того, из свойства функций 𝑓1 и 𝑓2
следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝑓1

|+ |𝑌𝑓2
|= |𝑌𝑓1

|+ 1. Из равенства 𝑓 = 𝑓1𝑗2(𝑥𝑖) + 𝑗1(𝑥𝑗)
следует, что 𝐿C(𝑓)62+𝐿C(𝑓1). Тогда выполняются соотношения

𝐿C(𝑓)6 2 +𝐿C(𝑓1)6 2 +𝐵(𝑓1) + |𝑌𝑓1
|= (1+𝐵(𝑓)) + (1 + |𝑌𝑓1

|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.

Случай 4бIII. Если 𝑓2 ̸= 0 и 𝑓2 ̸= 𝑗1(𝑥𝑗), 𝑥𝑗 ∈ 𝑋𝑛, то по лемме 2.3.9
𝐿C(𝑓2)6 |𝑌𝑓2

|+𝐵(𝑓2). Так как 𝑓=𝜆(𝜇(𝑓1, 𝑥𝑖), 𝑓2), то 𝐿C(𝑓)61+𝐿C(𝑓1)+𝐿C(𝑓2).
Из свойства функций 𝑓1 и 𝑓2 следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝑓1

|+|𝑌𝑓2
|. Тогда

𝐿C(𝑓)6 1 +𝐿C(𝑓1) +𝐿C(𝑓2)6 1 +𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2) + |𝑌𝑓1
|+ |𝑌𝑓2

|=

= (1+𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2)) + (|𝑌𝑓1
|+ |𝑌𝑓2

|) =𝐵(𝑓) + |𝑌𝑓 |.

Лемма доказана.
Следствием из доказанных результатов является следующая теорема.
Т е о р е м а 2.3.1. При всех 𝑛>2 имеет место соотношение

𝐿C(L2(𝑛)) = 𝑛2𝑛−1 + 2𝑛+1 − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Верхняя оценка. Из леммы 2.3.9 следует, что
для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), отличной от функций 0 и 𝑗1(𝑥), справед-
лива оценка 𝐿C(𝑓) 6 |𝑌𝑓 | + 𝐵(𝑓). С учетом того, что в силу леммы 2.3.8
𝐵(𝑓)62𝑛−1, а также |𝑌𝑓 |6 |𝑌𝜏𝑛

|=𝑛2𝑛−1+2𝑛, мы имеем:

𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐵(𝑓)6 𝑛2𝑛−1 + 2𝑛 + 2𝑛 − 1 = 𝑛2𝑛−1 + 2𝑛+1 − 1.

Нижняя оценка. Пусть Ï𝑛 —минимальная формула, реализующая

функцию 𝜏𝑛, ̂︀𝑇𝑛 —соответствующее ей дерево. По следствию 2 из лем-

мы 2.3.3 дерево ̂︀𝑇𝑛 содержит не менее 𝑛2𝑛−1 + 2𝑛 черных вершин. По след-

ствию из леммы 2.3.7 дерево ̂︀𝑇𝑛 содержит не менее 2
𝑛−1 белых вершин. Сле-

довательно, 𝐿𝜏n
(𝑓)>𝑛2𝑛−1+2𝑛+2𝑛−1=𝑛2𝑛−1+2𝑛+1−1. Теорема доказана.
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2.3.4. В е р х н я я о ц е н к а с л о ж н о с т и п р о и з в о л ь н о й
ф у н к ц и и. Определим индукцией по величине 𝑟𝑓 величину 𝐴(𝑓), кото-
рая однозначно вычисляется по функции 𝑓 ∈L2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈L2,
𝑛>1. Если 𝑟𝑓 =0, то положим 𝐴(𝑓)=0. Пусть 𝑟𝑓 ̸=0. Пусть 𝑓1, . . ., 𝑓𝑠 —такие
функции изL2(𝑛), что одновременно выполняются следующие условия:

1) 𝑠> 1;
2) для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑠 выполняется неравенство |𝑌𝑓𝑖

|>1;
3) для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑠 найдется переменная 𝑥𝑙 ∈𝑋𝑛, 𝑙= 𝑙(𝑖), такая,

что множитель 𝑗2(𝑥𝑙) содержится в каждом элементе множества 𝑌𝑓𝑖
;

4) для любых 𝑖, 𝑗∈{1, . . ., 𝑠} выполняется соотношение |𝑌𝑓𝑖
|∩|𝑌𝑓𝑗

|=∅;
5) 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝜂𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)+𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)+. . .+𝑓𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Обозначим через ̃︀𝑓𝑖 функцию, которая получается из канонического
представления функции 𝑓𝑖 вынесением за скобки множителя 𝑗2(𝑥𝑙), 𝑙= 𝑙(𝑖).

Тогда выполняются соотношения 𝑓𝑖 = ̃︀𝑓𝑖𝑗2(𝑥𝑙) и 𝑙 /∈𝑅̃︀𝑓𝑖
. Напомним, что че-

рез 𝑅𝑓 мы обозначаем множество натуральных чисел 𝑖, таких, что хотя бы
одна компонента функции 𝑓 содержит множитель 𝑗2(𝑥𝑖). Так как 𝑙 /∈ 𝑅̃︀𝑓𝑖

,

то 𝑟̃︀𝑓𝑖
<𝑟𝑓 , 𝑖=1, . . ., 𝑠.

З а м е ч а н и е 1. Очевидно, что ̃︀𝑓𝑖 ̸=0.

З а м е ч а н и е 2. Из условий 4 и 5 следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝜂𝑓
|+|𝑌𝑓1

|+. . .
. . .+|𝑌𝑓𝑠

|. С учетом очевидных равенств |𝑌𝑓𝑖
|= |𝑌̃︀𝑓𝑖

|, 𝑖=1, . . ., 𝑠, выполняется

также равенство |𝑌𝑓 |= |𝑌𝜂𝑓
|+ |𝑌̃︀𝑓1

|+ . . .+ |𝑌̃︀𝑓𝑠
|.

Положим 𝐷 = {𝑓1, . . ., 𝑓𝑠}. Обозначим через Z𝑓 множество всех мно-
жеств 𝐷, удовлетворяющих условиям 1–5. В силу конечности числа функ-
ций из 𝑃3,2, существенно, зависящих не более чем от 𝑛 переменных, множе-
ство Z𝑓 конечно. Очевидно, что оно непусто. Пусть Z𝑓 ={𝐷1, . . ., 𝐷𝑡}, 𝑡>1.
Для каждого 𝑖= 1, . . ., 𝑡 рассмотрим множество 𝐷𝑖 = {𝑓1𝑖, . . ., 𝑓𝑠𝑖}, 𝑠= 𝑠(𝑖).

Положим 𝐴𝑖(𝑓) = (1 + 𝐴( ̃︀𝑓1𝑖)) + . . .+ (1 + 𝐴( ̃︀𝑓𝑠𝑖)) = 𝑠+ 𝐴( ̃︀𝑓1) + . . .+ 𝐴( ̃︀𝑓𝑠),
где 𝑠 = 𝑠(𝑖). Положим 𝐴(𝑓) = min𝐴𝑖(𝑓), где минимум берется по
всем 𝑖=1, . . ., 𝑡.

Отметим связь между величинами 𝐴(𝑓) и 𝐵(𝑓). Пусть 𝑓 ∈ L2.
Если 𝑟𝑓 = 0, то из определений величин 𝐴(𝑓) и 𝐵(𝑓) вытекает равенство
𝐴(𝑓)=𝐵(𝑓)=0. Пусть 𝑟𝑓 ̸=0. По определению величины 𝐵(𝑓) выполняется
соотношение

𝐵(𝑓) = 1+𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑔),

где 𝑓1, 𝑔—функции из L2, такие, что

𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I(𝑓)))𝑓1 + 𝑔,

причем 𝑑(I) /∈𝑅𝑓1
, 𝑑(I) /∈𝑅𝑔. Аналогично выполняется соотношение

𝐵(𝑔) = 1+𝐵(𝑓2) +𝐵(ℎ),

где 𝑓2, ℎ—функции из L2, такие, что

𝑔 = 𝑗2(𝑥𝑑(I(𝑔)))𝑓2 + ℎ,

причем 𝑑(I) /∈𝑅𝑓2
, 𝑑(I) /∈𝑅ℎ. Следовательно,

𝐵(𝑓) = 2+𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2) +𝐵(ℎ)

и т.д. Продолжая таким образом выносить за скобку наиболее часто встре-
чающийся множитель, пока это возможно, мы получим представление функ-
ции 𝑓 в виде

𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑖1)𝑓1 + . . .+ 𝑗2(𝑥𝑖𝑙)𝑓𝑙 + 𝜂𝑓 ,
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где 𝑙>1, 𝑖1, . . ., 𝑖𝑙∈𝑋𝑛. При этом выполняется равенство

𝐵(𝑓) = 𝑙+𝐵(𝑓1) +𝐵(𝑓2) + . . .+𝐵(𝑓𝑙).

Очевидно, что множество функций {𝑗2(𝑥𝑖1)𝑓1, . . ., 𝑗2(𝑥𝑖𝑙)𝑓𝑙} удовлетворяет
условиям 1–5 из определения множества Z𝑓 . Следовательно,

{𝑗2(𝑥𝑖1)𝑓1, . . ., 𝑗2(𝑥𝑖𝑙)𝑓𝑙} ∈Z𝑓 .

Тогда минимум в определении величины 𝐴(𝑓) не может быть больше 𝐵(𝑓).
Итак, для любой функции 𝑓 ∈L2 выполняется неравенство 𝐴(𝑓)6𝐵(𝑓).

Так как представлению функции 𝑓 ∈L2 в виде 𝑓 = 𝑗2(𝑥𝑑(I))𝑓1 + 𝑓2 из
определения величины 𝐵(𝑓) соответствует один из элементов множества
Z𝑓 в определении величины 𝐴(𝑓), то для любой функции 𝑓 ∈L2, такой, что
𝑟𝑓 ̸=0, справедливо неравенство 𝐴(𝑓)6𝐵(𝑓).

Из определения 𝐴(𝑓) следует, что для любой функции 𝑓 , такой, что
𝐾𝑓 =∅, справедливо равенство 𝐴(𝑓)= 0, так как для таких функций 𝑟𝑓 =0.
В частности, справедливы равенства

𝐴(0)=0, 𝐴(1)=0, 𝐴(𝑗1(𝑥1))=0, 𝐴(1+𝑗1(𝑥1))=0, 𝐴(1+𝑗1(𝑥1)+𝑗1(𝑥2))=0.

Вычислим значение 𝐴(𝑓) для некоторых функций 𝑓(𝑥1), существен-
но зависящих не более чем от одной переменной. Рассмотрим ка-
ноническое представление функции 𝑓 . Если 𝑓(𝑥1) = 1 + 𝑗1(𝑥1) + 𝑗2(𝑥1),
то I(𝑓) = {(1)} (т. е. множество I(𝑓) состоит из одного набора длины 1,
единственная компонента которого равна 1). Тогда множество Z𝑓 со-
стоит из единственного элемента 𝐷1 = {𝑗2(𝑥1)}, так как 𝐷1 —един-
ственное множество, удовлетворяющее условиям 1–5. Вынося за скоб-
ку множитель 𝑗2(𝑥1), мы получаем представление функции 𝑓 в ви-
де 𝑓(𝑥1) = 𝑗2(𝑥1) · 1 + (1 + 𝑗1(𝑥1)). Так как выполняются равенства 𝐴(1) =
= 𝐴(1 + 𝑗1(𝑥1)) = 0, то 𝐴(1 + 𝑗1(𝑥1) + 𝑗2(𝑥1)) = 1 + 𝐴(1) + 𝐴(1 + 𝑗1(𝑥1)) = 1.
Аналогичным образом можно убедиться, что

𝐴(𝑗2(𝑥1)) = 1, 𝐴(1 + 𝑗2(𝑥1)) = 1, 𝐴(𝑗1(𝑥1) + 𝑗2(𝑥1)) = 1.

Л е м м а 2.3.11. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция из
L2(1), причем 𝑓 ̸=0 и 𝑓 ̸= 𝑗1(𝑥𝑖). Тогда

𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим, что 𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓).

Если ̃︀𝑓𝑗 = 𝑗2(𝑥𝑖), то 𝐴( ̃︀𝑓𝑗) = 1, |𝑌̃︀𝑓𝑗
|= 1 и формула 𝜇(1(𝑥1), 𝑥𝑖) реализу-

ет функцию ̃︀𝑓𝑗 со сложностью 2. Следовательно, 𝐿C( ̃︀𝑓𝑗)6𝐴( ̃︀𝑓𝑗) + |𝑌̃︀𝑓𝑗
|. Ес-

ли ̃︀𝑓𝑗 = 𝑗1(𝑥𝑖)+𝑗2(𝑥𝑖), то 𝐴( ̃︀𝑓𝑗)=1, |𝑌̃︀𝑓𝑗
|=2 и формула 𝜆(𝑥𝑖, 𝜇(1(𝑥1), 𝑥𝑖)) реа-

лизует функцию ̃︀𝑓𝑗 со сложностью 3. Следовательно, 𝐿C( ̃︀𝑓𝑗)6𝐴( ̃︀𝑓𝑗)+|𝑌̃︀𝑓𝑗
|.

Если ̃︀𝑓𝑗=1, то 𝐴( ̃︀𝑓𝑗)=0, |𝑌̃︀𝑓𝑗
|=1 и формула 1(𝑥1) реализует функцию ̃︀𝑓𝑗

со сложностью 1. Следовательно, 𝐿C( ̃︀𝑓𝑗)6𝐴( ̃︀𝑓𝑗)+ |𝑌̃︀𝑓𝑗
|. Если ̃︀𝑓𝑗 =1+ 𝑗1(𝑥𝑖),

то 𝐴( ̃︀𝑓𝑗)=0, |𝑌̃︀𝑓𝑗
|=2 и формула 𝜆(1(𝑥𝑖), 𝑥𝑖) реализует функцию ̃︀𝑓𝑗 со сложно-

стью 2. Следовательно, 𝐿C( ̃︀𝑓𝑗)6𝐴( ̃︀𝑓𝑗)+|𝑌̃︀𝑓𝑗
|. Если ̃︀𝑓𝑗=1+𝑗2(𝑥𝑖), то 𝐴( ̃︀𝑓𝑗)=1,

|𝑌̃︀𝑓𝑗
|= 2 и формула 𝜆(1(𝑥1), 𝜇(1(𝑥1), 𝑥𝑖)) реализует функцию ̃︀𝑓𝑗 со сложно-

стью 3. Следовательно, 𝐿C( ̃︀𝑓𝑗)6𝐴( ̃︀𝑓𝑗) + |𝑌̃︀𝑓𝑗
|. Если ̃︀𝑓𝑗 = 1 + 𝑗1(𝑥𝑖) + 𝑗2(𝑥𝑖),
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то 𝐴( ̃︀𝑓𝑗) = 1, |𝑌̃︀𝑓𝑗
| = 3 и формула 𝜆(𝜆(1, 𝑥𝑖), 𝜇(1(𝑥1), 𝑥𝑖)) реализует функ-

цию ̃︀𝑓𝑗 со сложностью 4. Следовательно, 𝐿C( ̃︀𝑓𝑗) 6 𝐴( ̃︀𝑓𝑗) + |𝑌̃︀𝑓𝑗
|. Лемма

доказана.
Л е м м а 2.3.12. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функция из класса L2, суще-

ственно зависящая не менее чем от двух переменных. Тогда

𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем вести доказательство индукцией по ве-
личине 𝑟𝑓 . Пусть 𝑟𝑓 =0. Тогда 𝐾𝑓 =∅. По определению 𝐴(𝑓)=0. Очевидно,
что 𝐿C(𝑓)= |𝑌𝑓 | и утверждение леммы выполняется.

Пусть для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из L2, такой, что 𝑟𝑓 6 𝑚,
и существенно зависящей не менее чем от двух переменных, выполня-
ется неравенство 𝐿C(𝑓) 6 |𝑌𝑓 | + 𝐴(𝑓), 𝑚 > 0. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—функ-
ция из L2, существенно зависящая не менее чем от двух переменных,
такая, что 𝑟𝑓 =𝑚+1. Пусть Z𝑓 = {𝐷1, . . ., 𝐷𝑡}, 𝑡> 1. Рассмотрим множест-
во 𝐷𝑖={𝑓1, . . ., 𝑓𝑠} из множества Z𝑓 , на котором достигается величина 𝐴(𝑓)
(если таких множеств несколько, то выберем любое из них). Тогда

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜂𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + . . .+ 𝑓𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

где 𝑠 > 1, 𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑗2(𝑥𝑗𝑖)
̃︀𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), ̃︀𝑓𝑖 ∈ L2(𝑛), 𝑗𝑖 /∈ 𝑟̃︀𝑓𝑖

. Следо-
вательно,

𝐿C(𝑓)6𝐿C(𝜂𝑓) +𝐿C(𝑓1) + . . .+𝐿C(𝑓𝑠).

Среди функций ̃︀𝑓1, . . ., ̃︀𝑓𝑠, могут оказаться функции, существенно зави-
сящие не более чем от одной переменной. Без ограничения общности будем

считать, что это функции ̃︀𝑓1, . . ., ̃︀𝑓𝑝, 06 𝑝6 𝑠. Так как 𝑟̃︀𝑓𝑖
< 𝑟𝑓 , 𝑖= 1, . . ., 𝑠,

то при 𝑖 > 𝑝 к функциям ̃︀𝑓𝑖 можно применить предположение индукции.
Поэтому

𝐿C( ̃︀𝑓𝑖)6 |𝑌̃︀𝑓𝑖
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑖), 𝑖= 𝑝+ 1, . . ., 𝑠. (2.6)

Из определения величины 𝐴(𝑓) следует, что ̃︀𝑓1 ̸= 0,. . . , ̃︀𝑓𝑝 ̸= 0. Среди

функций ̃︀𝑓1, . . ., ̃︀𝑓𝑝 могут оказаться функции вида 𝑗1(𝑦), 𝑦∈𝑋𝑛. Без ограниче-

ния общности будем считать, что это функции ̃︀𝑓1, . . ., ̃︀𝑓𝑞, 06 𝑞6𝑝. Тогда при
всех 𝑖= 1, . . ., 𝑝 выполняется равенство 𝑓𝑖 = 𝑗1(𝑦𝑖)𝑗2(𝑥𝑙𝑖), где 𝑥𝑙𝑖 ∈𝑋𝑛 ∖ {𝑦𝑖}.
Функция 𝑓𝑖 = 𝑗1(𝑦𝑖)𝑗2(𝑥𝑙𝑖) может быть реализована формулой 𝜇(𝑦𝑖, 𝑥𝑙𝑖)
со сложностью 2. Очевидно, что функция, существенно зависящая от двух
переменных, не может быть реализована формулой со сложностью 0 или 1.
Поэтому выполняются равенства

𝐿C(𝑓𝑖) = 2, 𝑖= 1, . . ., 𝑞. (2.7)

Из леммы 2.3.11 следует, что имеют место неравенства

𝐿C( ̃︀𝑓𝑖)6𝐴( ̃︀𝑓𝑖) + |𝑌̃︀𝑓𝑖
|, 𝑖= 𝑞 + 1, . . ., 𝑝. (2.8)

Рассмотрим три случая.
Случай 1. Пусть 𝜂𝑓 = 0. Тогда 𝑓 = 𝑓1 + . . . + 𝑓𝑠. Следовательно,

𝐿C(𝑓)6𝐿C(𝑓1)+ . . .+𝐿C(𝑓𝑠). Тогда

𝐿C(𝑓)6𝐿C(𝑓1) + . . .+𝐿C(𝑓𝑠) =

= (𝐿C(𝑓1)+ . . .+𝐿C(𝑓𝑞))+(𝐿C(𝑓𝑞+1)+ . . .+𝐿C(𝑓𝑝))+(𝐿C(𝑓𝑝+1)+ . . .+𝐿C(𝑓𝑠)).
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Тогда, с учетом (2.6)–(2.8), справедливы соотношения

𝐿C(𝑓)6 2 + . . .+ 2⏟  ⏞  
𝑞 раз

+((1 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)) + . . .+ (1+ |𝑌̃︀𝑓𝑝

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑝)))+
+((1 + |𝑌̃︀𝑓𝑝+1

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑝+1)) + . . .+ (1+ |𝑌̃︀𝑓𝑠
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑠))) =

= 2𝑞 + (𝑠− 𝑞) + (|𝑌̃︀𝑓𝑞+1
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)) + . . .+ (|𝑌̃︀𝑓𝑠

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)) =
= (𝑞 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1

|+ . . .+ |𝑌̃︀𝑓𝑠
|) + (𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1) + . . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)).

Так как |𝑌̃︀𝑓1
|= . . .= |𝑌̃︀𝑓𝑞

|=1, то 𝑞+ |𝑌̃︀𝑓𝑞+1
|+ . . .+ |𝑌̃︀𝑓𝑠

|= |𝑌̃︀𝑓1
|+ . . .+ |𝑌̃︀𝑓𝑠

|. Из за-

мечания 2 к определению величины 𝐴(𝑓) следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌̃︀𝑓1
|+ . . .+ |𝑌̃︀𝑓𝑠

|.

Поэтому 𝑞 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1
| + . . . + |𝑌̃︀𝑓𝑠

| = |𝑌𝑓 |. Поскольку 𝐴( ̃︀𝑓1) = . . . = 𝐴( ̃︀𝑓𝑞) = 0,

то 𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)+. . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)=𝑠+𝐴( ̃︀𝑓1)+. . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠). По определению величины

𝐴(𝑓) выполняется равенство 𝑠+𝐴( ̃︀𝑓1) + . . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠) =𝐴(𝑓). Следовательно,

𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)+ . . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)=𝐴(𝑓). Значит,
𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓),

что завершает доказательство леммы в случае 1.
Случай 2. Пусть 𝜂𝑓 = 𝑗1(𝑥𝑖). Тогда 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝜆(𝑥𝑖, 𝑓1 + . . . + 𝑓𝑠).

Следовательно, 𝐿C(𝑓)61+𝐿C(𝑓1)+. . .+𝐿C(𝑓𝑠). Тогда

𝐿C(𝑓)6 1 +𝐿C(𝑓1) + . . .+𝐿C(𝑓𝑠) =

=1+(𝐿C(𝑓1)+. . .+𝐿C(𝑓𝑞))+(𝐿C(𝑓𝑞+1)+. . .+𝐿C(𝑓𝑝))+(𝐿C(𝑓𝑝+1)+. . .+𝐿C(𝑓𝑠)).

Тогда, с учетом (2.6)–(2.8), мы имеем:

𝐿C(𝑓)6 1 + 2+ . . .+ 2⏟  ⏞  
𝑞 раз

+((1 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)) + . . .+ (1+ |𝑌̃︀𝑓𝑝

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑝)))+
+((1 + |𝑌̃︀𝑓𝑝+1

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑝+1)) + . . .+ (1+ |𝑌̃︀𝑓𝑠
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑠))) =

= 1+ 2𝑞 + (𝑠− 𝑞) + (|𝑌̃︀𝑓𝑞+1
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)) + . . .+ (|𝑌̃︀𝑓𝑠

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)) =
= (1 + 𝑞 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1

|+ . . .+ |𝑌̃︀𝑓𝑠
|) + (𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1) + . . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)).

Так как |𝑌̃︀𝑓1
| = . . . = |𝑌̃︀𝑓𝑞

| = 1, то 𝑞 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1
| + . . . + |𝑌̃︀𝑓𝑠

| = |𝑌̃︀𝑓1
| + . . . + |𝑌̃︀𝑓𝑠

|.

Из замечания 2 к определению величины 𝐴(𝑓) следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝜂𝑓
|+

+ |𝑌̃︀𝑓1
| + . . . + |𝑌̃︀𝑓𝑠

|. Поэтому 1 + 𝑞 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1
| + . . . + |𝑌̃︀𝑓𝑠

| = |𝑌𝑓 |. Поскольку

𝐴( ̃︀𝑓1) = . . .=𝐴( ̃︀𝑓𝑞) = 0, то 𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1) + . . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠) = 𝑠+𝐴( ̃︀𝑓1) + . . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠).
По определению величины 𝐴(𝑓) выполняется равенство 𝑠 + 𝐴( ̃︀𝑓1) + . . .

. . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)=𝐴(𝑓). Следовательно, 𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)+. . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)=𝐴(𝑓). Значит,
𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓),

что завершает доказательство леммы в случае 2.
Случай 3. Пусть 𝜂𝑓 ̸= 0, 𝜂𝑓 ̸= 𝑗1(𝑥𝑖). Тогда 𝐿C(𝜂𝑓) = |𝑌𝜂𝑓

|. Из равен-
ства 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝜂𝑓+𝑓1+ . . .+𝑓𝑠 следует, что

𝐿C(𝑓)6𝐿C(𝜂𝑓) +𝐿C(𝑓1) + . . .+𝐿C(𝑓𝑠).
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Тогда

𝐿C(𝑓)6𝐿C(𝜂𝑓) +𝐿C(𝑓1) + . . .+𝐿C(𝑓𝑠) =𝐿C(𝜂𝑓) + (𝐿C(𝑓1) + . . .+𝐿C(𝑓𝑞))+

+ (𝐿C(𝑓𝑞+1) + . . .+𝐿C(𝑓𝑝)) + (𝐿C(𝑓𝑝+1) + . . .+𝐿C(𝑓𝑠)).

Тогда, с учетом (2.6)–(2.8), мы получаем:

𝐿C(𝑓)6𝐿C(𝜂𝑓)+2+ . . .+ 2⏟  ⏞  
𝑞 раз

+((1+ |𝑌̃︀𝑓𝑞+1
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1))+ . . .+(1+ |𝑌̃︀𝑓𝑝

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑝)))+
+((1 + |𝑌̃︀𝑓𝑝+1

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑝+1)) + . . .+ (1+ |𝑌̃︀𝑓𝑠
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑠))) =

= |𝑌𝜂𝑓
|+ 2𝑞 + (𝑠− 𝑞) + (|𝑌̃︀𝑓𝑞+1

|+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)) + . . .+ (|𝑌̃︀𝑓𝑠
|+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)) =

= (|𝑌𝜂𝑓
|+ 𝑞 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1

|+ . . .+ |𝑌̃︀𝑓𝑠
|) + (𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1) + . . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)).

Так как |𝑌̃︀𝑓1
| = . . . = |𝑌̃︀𝑓𝑞

| = 1, то 𝑞 + |𝑌̃︀𝑓𝑞+1
| + . . . + |𝑌̃︀𝑓𝑠

| = |𝑌̃︀𝑓1
| + . . . + |𝑌̃︀𝑓𝑠

|.

Из замечания 2 к определению величины 𝐴(𝑓) следует, что |𝑌𝑓 |= |𝑌𝜂𝑓
|+

+|𝑌̃︀𝑓1
|+. . .+|𝑌̃︀𝑓𝑠

|. Поэтому |𝑌𝜂𝑓
|+𝑞+|𝑌̃︀𝑓𝑞+1

|+. . .+|𝑌̃︀𝑓𝑠
|= |𝑌𝑓 |. Поскольку 𝐴( ̃︀𝑓1)=

= . . .=𝐴( ̃︀𝑓𝑞)=0, то 𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)+. . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)=𝑠+𝐴( ̃︀𝑓1)+. . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠). По опреде-
лению величины 𝐴(𝑓) выполняется равенство 𝑠+𝐴( ̃︀𝑓1)+ . . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)=𝐴(𝑓).
Следовательно, 𝑠+𝐴( ̃︀𝑓𝑞+1)+. . .+𝐴( ̃︀𝑓𝑠)=𝐴(𝑓). Значит,

𝐿C(𝑓)6 |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓),

что завершает доказательство леммы в случае 3. Лемма доказана.
2.3.5. Н и ж н я я о ц е н к а с л о ж н о с т и п р о и з в о л ь н о й

ф у н к ц и и. Для произвольной функции 𝑓 ∈L2 докажем нижнюю оценку
сложности ее реализации над базисом C.

Л е м м а 2.3.13. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция из
класса L2. Тогда

𝐿C(𝑓)> |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈L2. Доказательство будем
вести индукцией по величине 𝑟𝑓 . Пусть 𝑟𝑓 = 0. Тогда 𝐾𝑓 =∅. По опреде-
лению 𝐴(𝑓) = 0. Очевидно, что 𝐿C(𝑓)> |𝑌𝑓 |. Следовательно, утверждение
леммы выполняется.

Пусть для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из L2, такой, что 𝑟𝑓 6𝑚, выпол-
няется неравенство 𝐿C(𝑓)> |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓), 𝑚> 0. Пусть теперь 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—
функция из L2, такая, что 𝑟𝑓 =𝑚+1. Пусть Ï—минимальная нормальная

формула, реализующая функцию 𝑓 , ̂︀𝑇 —соответствующее ей дерево, 𝑣*—

вершина дерева ̂︀𝑇 , смежная с корневой, а 𝑒—ребро, выходящее из вер-
шины 𝑣*.

Напомним определение множества 𝑉1(Ï). Пусть 𝑣—произвольная вер-

шина дерева ̂︀𝑇 , которой приписан символ 𝜇. Вершина 𝑣 принадлежит множе-
ству 𝑉1=𝑉1(Ï), если цепь дерева ̂︀𝑇 , соединяющая вершину 𝑣 с вершиной 𝑣*,
содержит ровно одну вершину, которой приписан символ 𝜇 (а именно вер-
шину 𝑣).

Пусть 𝑉1( ̂︀𝑇 ) = {𝑣1, . . ., 𝑣𝑞}, 𝑞 > 0. Если 𝑞 = 0, то формула Ï реализует
функцию 𝑓 , не имеющую ни одной компоненты, то есть 𝐾𝑓 =0. Тогда 𝑟𝑓 =0.



82 Д.А. ДАГАЕВ

Из определения величины 𝐴(𝑓) следует, что 𝐴(𝑓) = 0. Тогда утверждение
леммы очевидно.

Пусть 𝑞 > 1. Вершине 𝑣𝑙 соответствует подформула вида 𝜇(Í𝑙, 𝑦𝑙),
где Í𝑙 —формула над C, 𝑦𝑙 ∈𝑋𝑛, 𝑙 = 1, . . ., 𝑞. Из леммы 2.3.6 следует, что
существует формула

Ñ= 𝜆(Í0, 𝜆(𝜇(Í1, 𝑦1), 𝜆(𝜇(Í2, 𝑦2), . . ., 𝜆(𝜇(Í𝑞−1, 𝑦𝑞−1), 𝜇(Í𝑞, 𝑦𝑞))))),

реализующая функцию 𝑓 , где формула Í0 реализует функцию 𝜂𝑓 и 𝐿(Ñ) =
=𝐿(Ï). Будем без ограничения общности считать, что Ï=Ñ. Справедливо
очевидное неравенство 𝐿(Í0)> |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |.

Пусть формула Í𝑙 реализует функцию 𝑔𝑙, 𝑙 = 1, . . ., 𝑞. По лемме 2.3.4
формула Í𝑙 не может содержать подформул вида 𝜇(Ñ, 𝑦𝑙), где Ñ—форму-
ла над C. Следовательно, 𝑦𝑙 /∈𝑅𝑔𝑙

(напомним, что через 𝑅𝑓 мы обозначаем
множество натуральных чисел 𝑖, таких, что хотя бы одна копмонента функ-
ции 𝑓 содержит множитель 𝑗2(𝑥𝑖).) Но тогда 𝑟𝑔𝑙

< 𝑟𝑓 для всех 𝑙 = 1, . . ., 𝑞.
Следовательно, к функциям 𝑔𝑙 можно применить предположение индукции.
Поэтому 𝐿(Í𝑙)> |𝑌𝑔𝑙

|+𝐴(𝑔𝑙), 𝑙=1, . . ., 𝑞.
Пусть 𝜅—произвольная компонента функции 𝑓 . Тогда среди функций

𝜇(Í𝑙, 𝑦𝑙), 𝑙=1, . . ., 𝑞 найдется хотя бы одна функция, имеющая компоненту 𝜅.
Тогда выполняется неравенство |𝐽𝑓 |+ |𝐻𝑓 |+ |𝑌𝜇(𝑔1,𝑦1)|+ . . .+ |𝑌𝜇(𝑔𝑞,𝑦𝑞)|> |𝑌𝑓 |.
Так как |𝑌𝜇(𝑔𝑙,𝑦𝑙)|= |𝑌𝑔𝑙

|, 𝑙=1, . . ., 𝑞, то |𝐽𝑓 |+|𝐻𝑓 |+|𝑌𝑔1
|+. . .+|𝑌𝑔𝑞

|> |𝑌𝑓 |.
Покажем, что для любых 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . ., 𝑞}, 𝑖 ̸= 𝑗 выполняется соотноше-

ние 𝑌𝜇(𝑔𝑖,𝑦𝑖) ∩𝑌𝜇(𝑔𝑗 ,𝑦𝑗 ) =∅. Пусть, от противного, существуют 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . ., 𝑞},
𝑖 ̸= 𝑗, такие, что множество 𝑌𝜇(𝑔𝑖,𝑦𝑖)∩𝑌𝜇(𝑔𝑗 ,𝑦𝑗 ) содержит, по крайней мере, один

моном (обозначим его 𝜅). Обозначим через 𝑒1 и 𝑒2 ребра дерева ̂︀𝑇 , выхо-
дящие из вершин, которым соответствуют подформулы 𝜇(𝑔𝑖, 𝑦𝑖) и 𝜇(𝑔𝑗, 𝑦𝑗)
соответственно. Так как 𝜅∈𝑌𝜇(𝑔𝑖,𝑦𝑖), то по лемме 2.3.3 в подформуле, соответ-
ствующей функции 𝜇(𝑔𝑖, 𝑦𝑖), найдется, по крайней мере, одна висячая черная
вершина 𝑤1, такая, что ребру 𝑒1 на соответствующем шаге процедуры P для
формулы 𝜇(𝑔𝑖, 𝑦𝑖) приписывается функция 𝜅. Аналогично, в подформуле, со-
ответствующей функции 𝜇(𝑔𝑗, 𝑦𝑗), найдется по крайней мере одна висячая
черная вершина 𝑤2, такая, что ребру 𝑒2 на соответствующем шаге процеду-
ры P для формулы 𝜇(𝑔𝑗, 𝑦𝑗) приписывается функция 𝜅. Так как формула Ï
имеет вид Í0 + 𝜇(Í1, 𝑦1) + . . . + 𝜇(Í𝑞, 𝑦𝑞), то на шагах процедуры P для
формулы Ï, соответствующих вершинам 𝑤1 и 𝑤2, ребру 𝑒 будет приписана
функция 𝜅. Это противоречит утверждению леммы 2.3.5. Следовательно, для
любых 𝑖, 𝑗∈{1, . . ., 𝑞}, 𝑖 ̸=𝑗 выполняется соотношение 𝑌𝜇(𝑔𝑖,𝑦𝑖)∩𝑌𝜇(𝑔𝑗 ,𝑦𝑗 )=∅.

Значит, множество функций {𝜇(𝑔1, 𝑦1), . . ., 𝜇(𝑔𝑞, 𝑦𝑞)} удовлетворя-
ет условиям 1–5 из определения величины 𝐴(𝑓). Следовательно,
{𝜇(𝑔1, 𝑦1), . . ., 𝜇(𝑔𝑞, 𝑦𝑞)}∈Z𝑓 . Тогда 𝑞+𝐴(𝑔1)+. . .+𝐴(𝑔𝑞)>𝐴(𝑓).

Таким образом, справедлива следующая цепочка неравенств:

𝐿(Ï)=𝐿(Í0)+(1+𝐿(Í1))+. . .+(1+𝐿(Í𝑞))> |𝐽𝑓 |+|𝐻𝑓 |+(1+|𝑌𝑔1
|+𝐴(𝑔1))+. . .

. . .+(1+|𝑌𝑔𝑞
|+𝐴(𝑔𝑞))=(|𝐽𝑓 |+|𝐻𝑓 |+|𝑌𝑔1

|+. . .+|𝑌𝑔𝑞
|)+(𝑞+𝐴(𝑔1)+. . .+𝐴(𝑔𝑞))>

> |𝑌𝑓 |+ (𝑞 +𝐴(𝑔1) + . . .+𝐴(𝑔𝑞))> |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓).

Лемма доказана.
Имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а 2.3.2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция из
классаL2, существенно зависящая от 𝑛 переменных, 𝑛>2. Тогда

𝐿C(𝑓) = |𝑌𝑓 |+𝐴(𝑓).
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Верхняя оценка вытекает из леммы 2.3.12. Справедливость нижней
оценки следует из леммы 2.3.13.

§ 3. Сложность функций из максимальных классов

В этом параграфе изучается задача о сложности реализации формулами
функций из максимальных замкнутых классов. Напомним, что ранее для
каждого замкнутого класса булевых функций 𝐵 было определено множество
функций

𝑝𝑟−1𝐵 = {𝑓 ∈ 𝑃3,2|𝑝𝑟𝑓 ∈𝐵}.

Легко видеть, что множество 𝑝𝑟−1𝐵 является замкнутым классом. Кроме
того, для любого замкнутого класса 𝐹 ⊆𝑃3,2, такого, что 𝑝𝑟𝐹 =𝐵, выполняет-
ся соотношение 𝐹 ⊆ 𝑝𝑟−1𝐵. Класс 𝑝𝑟−1𝐵 называется максимальным замкну-
тым классом. Таким образом, каждому замкнутому классу булевых функций
соответствует один максимальный класс в 𝑃3,2.

Известно [95], что максимальный класс 𝑝𝑟−1𝐵 является конечно-
порожденным тогда и только тогда, когда 𝐵 /∈{𝐶, 𝐶0, 𝐶1}.

Кратко опишем схему доказательства основного результата данного па-
раграфа, сформулированного в разделе 3.3. Пусть 𝐵—замкнутый класс бу-
левых функций, такой, что 𝐵 /∈{𝐶, 𝐶0, 𝐶1}, а 𝑝𝑟

−1𝐵—соответствующий ему
максимальный класс функций из 𝑃3,2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑝𝑟

−1𝐵, 𝑛 > 3.
Строится представление функции 𝑓 в виде суперпозиции двух функций ℎ𝑓

и 𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑘(𝑥1) . . . 𝑘(𝑥𝑛), первая из которых принадлежит множеству
H𝑛 ⊆ 𝑝𝑟−1𝑈01, а вторая совпадает с 𝑓 на множестве наборов из 𝐸𝑛

2 и равна
нулю на наборах из множества 𝐸𝑛

3 ∖ 𝐸
𝑛
2 . Раздел 3.1 содержит вспомога-

тельные построения, а именно, в нем строится специальное представление
функций из множества H𝑛. В разделе 3.2 вычисляются верхние оценки
сложности реализации функций из множества H𝑛 над некоторым базисом
класса 𝑝𝑟−1𝑈01 на основе данного представления. Отсюда, в частности, сле-
дует, верхняя оценка для сложности реализации функции ℎ𝑓 . Затем вводит-
ся базис 𝐺=𝐺(𝐵) класса 𝑝𝑟−1𝐵, доказывается верхняя оценка для 𝐿𝐺(𝑓)
и доказывается верхняя асимптотическая оценка для 𝐿𝐺(𝑝𝑟

−1𝐵(𝑛)). Доказа-
тельства нижних мощностных оценок функций Шеннона приводятся в раз-
деле 3.3. Также в этом разделе формулируется основная теорема, являюща-
яся следствием из результатов разделов 3.2 и 3.3. В разделе 3.4 в качестве
следствия из основного результата и известных ранее оценок для сложности
реализации булевых функций устанавливаются некоторые асимптотически
точные оценки.

3.1. Представление функций из максимальных классов. Насто-
ящий раздел устроен следующим образом. Сначала строится специальное
разбиение множества 𝐸𝑟

3 , 𝑟> 3. Затем оценивается мощность этого разбие-
ния. Далее строится специальное представление функций из множестваH𝑛,
опирающееся на построенное разбиение множества 𝐸𝑟

3 . После этого оцени-
вается сложность реализации функций из множества H𝑛 на основе данного
представления. Используя полученные результаты, доказывается верхняя
оценка для функции Шеннона для всех конечно-порожденных максималь-
ных классов.

3.1.1. С п е ц и а л ь н о е р а з б и е н и е м н о ж е с т в а 𝐸𝑟
3 . Сначала

для любого 𝑟> 3 построим разбиение множества 𝐸𝑟
3 на подмножества опре-

деленного вида. Положим

𝑊𝑖 = {(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) ∈𝐸
𝑟
3 | среди 𝛼1, . . ., 𝛼𝑟 ровно 𝑖 двоек}, 𝑖= 0, . . ., 𝑟. (3.1)
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Очевидно, что выполняются соотношения

|𝑊𝑖|=𝐶𝑖
𝑟 · 2

𝑟−𝑖, 𝑖= 0, . . ., 𝑟; (3.2)

𝑊𝑖 ∩𝑊𝑗 =∅ при всех 𝑖, 𝑗 = 0, . . ., 𝑟, 𝑖 ̸= 𝑗; (3.3)

𝐸𝑟
3 =

𝑟⋃︀
𝑖=0

𝑊𝑖. (3.4)

Для всех 𝑖=3, . . ., 𝑟 рассмотрим множества𝑊𝑖 и𝑊𝑖−1. Пусть

𝑊𝑖 = {̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑁𝑖}, 𝑊𝑖−1 = {̃︀𝛽1, . . ., ̃︀𝛽𝑀𝑖},

где
𝑁𝑖 = |𝑊𝑖|=𝐶𝑖

𝑟 · 2
𝑟−𝑖, 𝑀𝑖 = |𝑊𝑖−1|=𝐶𝑖−1

𝑟 · 2𝑟−𝑖+1.

Обозначим через 𝑍𝑙 шар радиуса 1 с центром в наборе ̃︀𝛽𝑙, 𝑙 = 1, . . ., 𝑀𝑖.
Любой шар 𝑍𝑙, 𝑙=1, . . ., 𝑀𝑖, содержит 𝑟−𝑖+1 наборов из множества𝑊𝑖.

Построим разбиение множества 𝑊𝑖 на непересекающиеся подмноже-
ства, каждое из которых является подмножеством одного из шаров 𝑍𝑙,
𝑙 = 1, . . ., 𝑀𝑖. Для построения будем использовать метод из работы [7].
Рассмотрим прямоугольную таблицу размера 𝑁𝑖 ×𝑀𝑖, в которой по стро-
кам расположены наборы {̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑁𝑖}, а по столбцам—шары 𝑍1, . . ., 𝑍𝑀𝑖

.
В данной таблице на пересечении 𝑘-й строки и 𝑙-го столбца поставим цифру
1 в том и только том случае, если набор ̃︀𝛼𝑘 принадлежит шару 𝑍𝑙, 16𝑘6𝑁𝑖,
16 𝑙6𝑀𝑖. Легко видеть, что в каждой строке этой таблицы стоит ровно 2𝑖
единиц, а в каждом столбце—ровно 𝑟−𝑖+1 единица.

Выберем некоторое количество столбцов таблицы так, чтобы каждая
строка в этой подтаблице содержала по крайней мере одну единицу, т. е. что-
бы выбранные шары (столбцы) покрывали все наборы (строки). На каждом
шаге будем выбирать один очередной столбец так, чтобы выбираемый стол-
бец покрывал наибольшее число еще не покрытых строк. Обозначим через
𝑉𝑖𝑚 множество наборов из 𝑊𝑖, которые лежат в выбираемом на 𝑚-м шаге
шаре, 𝑚> 1. Обозначим через 𝑎𝑚 число непокрытых строк после 𝑚 шагов,
𝑚>1, 𝑎0=𝑁𝑖. Так как каждая непокрытая строка содержит 2𝑖 единиц, то по-
сле 𝑚-го шага в таблице останется 2𝑖𝑎𝑚 единиц. Тогда столбец, выбираемый

на (𝑚+1)-м шаге, будет содержать не менее
2𝑖𝑎𝑚
𝑀𝑖

единиц. Следовательно,

𝑎𝑚+1 6 𝑎𝑚 −
2𝑖𝑎𝑚
𝑀𝑖

, (3.5)

или

𝑎𝑚+1 6 𝑎𝑚

(︁
1−

2𝑖

𝑀𝑖

)︁
. (3.6)

Отсюда следует, что

𝑎𝑚 6𝑁𝑖

(︁
1−

2𝑖

𝑀𝑖

)︁𝑚

. (3.7)

Пусть 𝑚—такое, что 𝑎𝑚> 0. Тогда в таблице есть непокрытые строки.
Очевидно, что для каждой непокрытой строки найдется хотя бы один покры-
вающий ее столбец, не выбранный на первых 𝑚 шагах. Тогда существует
покрытие всех строк, состоящее не более чем из𝑚+𝑎𝑚 столбцов. При этом

𝑚+ 𝑎𝑚 6𝑚+𝑁𝑖

(︁
1−

2𝑖

𝑀𝑖

)︁𝑚

6𝑚+𝑁𝑖𝑒
− 2𝑖𝑚

𝑀𝑖 . (3.8)
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Положим

𝑚=
[︁
𝑀𝑖

2𝑖
ln

𝑖𝑁𝑖

𝑀𝑖

]︁
+ 1.

Очевидно, что

𝑀𝑖

2𝑖
ln

𝑖𝑁𝑖

𝑀𝑖
6𝑚6 𝑀𝑖

2𝑖
ln

𝑖𝑁𝑖

𝑀𝑖
+ 1.

Тогда, с учетом (3.8), получаем, что существует покрытие всех строк,
число столбцов в котором не превосходит

𝑚+𝑁𝑖𝑒
− 2𝑖𝑚

𝑀𝑖 6 𝑀𝑖

2𝑖
ln

𝑖𝑁𝑖

𝑀𝑖
+ 1+𝑁𝑖𝑒

− 2𝑖
𝑀𝑖

(︀
𝑀𝑖
2𝑖

ln
𝑖𝑁𝑖
𝑀𝑖

)︀
6 𝑀𝑖

2𝑖
ln

𝑖𝑁𝑖

𝑀𝑖
+ 1+𝑁𝑖𝑒

− ln
𝑖𝑁𝑖
𝑀𝑖 6

6 𝑀𝑖

2𝑖
ln

𝑖𝑁𝑖

𝑀𝑖
+ 1+

𝑀𝑖

𝑖
6 𝑀𝑖

2𝑖

(︁
ln

𝑖𝑁𝑖

𝑀𝑖
+ 2
)︁
+ 1. (3.9)

Так как

𝑁𝑖

𝑀𝑖
=

𝑟− 𝑖+ 1

2𝑖
, (3.10)

то, подставляя в выражение (3.9) значения𝑀𝑖 и 𝑁𝑖, получим:

𝑀𝑖

2𝑖

(︁
ln

𝑖𝑁𝑖

𝑀𝑖
+ 2
)︁
+ 1=

𝐶𝑖−1
𝑟 · 2𝑟−𝑖+1

2𝑖

(︁
ln

(𝑟− 𝑖+ 1)

2
+ 2
)︁
+ 16 𝐶𝑖−1

𝑟 · 2𝑟−𝑖+1
𝑖

· 2 ln 𝑟.

(3.11)

Обозначим через 𝑞 = 𝑞(𝑖) минимальное натуральное число, такое, что
𝑎𝑞 =0. Таким образом,

𝑊𝑖 =
𝑞(𝑖)⋃︀
𝑚=1

𝑉𝑖𝑚, (3.12)

где

𝑞(𝑖)6 2
𝐶𝑖−1

𝑟 · 2𝑟−𝑖+1
𝑖

ln 𝑟. (3.13)

Положим

𝑈𝑖1 = 𝑉𝑖1, 𝑈𝑖𝑚 = 𝑉𝑖𝑚 ∖
𝑚−1⋃︀
𝑘=1

𝑉𝑖𝑘, 26𝑚6 𝑞(𝑖). (3.14)

Тогда

𝑊𝑖 =
𝑞(𝑖)⋃︀
𝑚=1

𝑈𝑖𝑚, 𝑞(𝑖)6 2
𝐶𝑖−1

𝑟 · 2𝑟−𝑖+1
𝑖

ln 𝑟, (3.15)

причем множества 𝑈𝑖𝑘 и 𝑈𝑖𝑙 не пересекаются при 𝑘 ̸= 𝑙.
Положим

𝑈0 =𝑊0 ∪𝑊1 ∪𝑊2. (3.16)

Тогда

𝐸𝑟
3 =𝑈0 ∪

𝑟⋃︀
𝑖=3

𝑞(𝑖)⋃︀
𝑚=1

𝑈𝑖𝑚. (3.17)
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Таким образом, построено некоторое разбиение множества 𝐸𝑟
3 на непересе-

кающиеся подмножества.
Для удобства перейдем от нумерации множеств 𝑈𝑖𝑚 двойными

индексами к нумерации одинарными. Занумеруем в произвольном порядке
все множества 𝑈𝑖𝑚, 𝑖= 3, . . ., 𝑟, 𝑚= 1, . . ., 𝑞(𝑖), числами 1, . . ., 𝑇 , где 𝑇 =
= 𝑇 (𝑟) 6 𝑟 ·max{𝑞(3), . . ., 𝑞(𝑟)}, и будем обозначать эти множества через
𝑈1, . . ., 𝑈𝑇 .

3.1.2. В е р х н я я о ц е н к а м о щ н о с т и р а з б и е н и я. Оценим
число подмножеств разбиения, построенного в предыдущем разделе.

Л е м м а 3.1.1. Для любого 𝑟>3 выполняется соотношение

𝑇 (𝑟)6 2 ·
3𝑟+1

𝑟
· ln 𝑟.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с (3.13) получаем, что число
множеств в разбиении в правой части (3.17) не превосходит величины

1 +
𝑟∑︀

𝑖=3

2
𝐶𝑖−1

𝑟 · 2𝑟−𝑖+1
𝑖

ln 𝑟6 2 ln 𝑟 ·
𝑟+1∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖−1
𝑟 · 2𝑟−𝑖+1

𝑖
. (3.18)

Вычислим сумму

𝑟+1∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖−1
𝑟 · 2𝑟−𝑖+1

𝑖
. (3.19)

Легко видеть, что

𝑟+1∑︀
𝑖=1

𝐶𝑖−1
𝑟 · 2𝑟−𝑖+1

𝑖
=

𝑟+1∑︀
𝑖=1

𝑟!

(𝑖− 1)! · (𝑟− 𝑖+ 1)!
·
2𝑟−𝑖+1

𝑖
=

=
𝑟+1∑︀
𝑖=1

𝑟! · 2𝑟−𝑖+1
𝑖! · (𝑟− 𝑖+ 1)!

=
1

𝑟+ 1

𝑟+1∑︀
𝑖=1

(𝑟+ 1)! · 2𝑟−𝑖+1
𝑖! · (𝑟− 𝑖+ 1)!

=

=
1

𝑟+ 1

𝑟+1∑︀
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑟+1 · 2

𝑟−𝑖+1 −
2𝑟+1

𝑟+ 1
=

3𝑟+1 − 2𝑟+1

𝑟+ 1
.

Следовательно, с учетом (3.18), число множеств в построенном разбиении
(3.17) не превосходит

2 ·
3𝑟+1

𝑟
· ln 𝑟. (3.20)

Лемма доказана.
3.1.3. П р е д с т а в л е н и е ф у н к ц и й и з м н о ж е с т в а H𝑛.

В этом разделе для функций из множества H𝑛 (см. (1.1) в § 1), 𝑛> 1, будет
получено специальное представление, аналогичное третьему представлению
булевых функций из [33]. Это представление имеет в качестве параметров
натуральные числа 𝑟, 𝑘, 𝑠, такие, что 𝑟+𝑘+16𝑛.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1)—произвольная функция из множества H𝑛. Тогда
имеет место равенство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) + 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), (3.21)

где

𝑝𝑟𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 0. (3.22)
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Аргументы функции 𝑓 разобьем на четыре группы. В первую группу входят
переменные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑟, во вторую—переменные 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘, в третью—
𝑥𝑟+𝑘+1, . . ., 𝑥𝑛, в четвертую—переменная 𝑥𝑛+1.

Определим функции 𝑓 𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1), 𝑖 = 0, 1, следующим образом.
Положим

𝑓 0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) +
∑︀
̃︀𝛾∈𝐶0

𝐾̃︀𝛾 , (3.23)

где

𝐶0 = {(𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) ∈𝐸
𝑛
3 ∖𝐸

𝑛
2 |(𝛾1, . . ., 𝛾𝑟)∈𝑈0, 𝑔(𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) = 1}.

Положим

𝑓 1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) +
∑︀
̃︀𝛾∈𝐶1

𝐾̃︀𝛾 , (3.24)

где

𝐶1 = {(𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) ∈𝐸
𝑛
3 ∖𝐸

𝑛
2 |(𝛾1, . . ., 𝛾𝑟) /∈𝑈0, 𝑔(𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) = 1}.

Из определения следует, что

𝑓 1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑓
0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1). (3.25)

Далее мы построим представление для функции 𝑓 1.
Отметим, что по построению для любого множества 𝑈𝑙, 𝑙 = 1, . . ., 𝑇 ,

найдется номер 𝑖𝑙, 16 𝑖𝑙 6 𝑟, такой, что для любого набора (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) ∈𝑈𝑙

выполняется равенство 𝛼𝑖𝑙 =2.
Для всех 𝑙= 1, . . ., 𝑇 определим функцию 𝜙𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) следующим об-

разом. Положим

𝜙𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +
∑︀

(𝛼1,...,𝛼𝑟)∈𝑈𝑙

𝑗𝛼1
(𝑥1) · . . . · 𝑗𝛼𝑟

(𝑥𝑟). (3.26)

Так как по построению для любого набора ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟)∈𝑈𝑙 справедливо
равенство 𝛼𝑖𝑙 =2, то функция 𝜙𝑙 равна 1 на наборах, которые входят в мно-
жество 𝑈𝑙. Очевидно, что если ̃︀𝛼=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) /∈𝑈𝑙, то 𝜙𝑙(̃︀𝛼)=𝑗1(𝛼𝑖𝑙).

Отметим свойство, которым обладает функция 𝜙𝑙. Пусть |𝑈𝑙|= 𝑞. Обо-
значим наборы из множества 𝑈𝑙 через (𝛼𝑡1, . . ., 𝛼𝑡𝑟), 16 𝑡6𝑞. По построению
каждый из наборов (𝛼𝑡1, . . ., 𝛼𝑡𝑟) отличается от центра шара, которому при-
надлежат наборы из 𝑈𝑙, в одной компоненте—обозначим ее номер через
𝜒𝑡,— причем компонента с номером 𝜒𝑡 в наборе (𝛼𝑡1, . . ., 𝛼𝑡𝑟) равна двойке.
Представим функцию 𝜙𝑙 в виде

𝜙𝑙 = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +𝐾1 + . . .+𝐾𝑑,

где 𝐾𝑡= 𝑗𝛼𝑡1
(𝑥1) · . . . ·𝑗𝛼𝑡𝑟

(𝑥𝑟). По построению для любых 𝑗 ∈{𝜒1, . . ., 𝜒𝑑} мно-
житель 𝑗2(𝑥𝑗) содержится ровно в одной из функций 𝐾1, .., 𝐾𝑞. Пусть, напри-
мер, множитель 𝑗2(𝑥𝑗) содержит функция 𝐾1. Так как для всех 𝑖= 2, . . ., 𝑞
очевидным образом выполняется равенство 𝐾𝑖 · 𝑗2(𝑥𝑗) = 0, то умножение
функции 𝜙𝑙 на 𝑗2(𝑥𝑗) «выщипляет» из суммы в определении функции 𝜙𝑙 одно
слагаемое, в котором присутствует множитель 𝑗2(𝑥𝑗), а именно:

𝜙𝑙 · 𝑗2(𝑥𝑗) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) · 𝑗2(𝑥𝑗) +𝐾1. (3.27)

Так как функция 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) принимает значение 0 на всех наборах из мно-
жества 𝑈𝑙, то на наборах из множества 𝑈𝑙 значения функции 𝜙𝑙𝑗2(𝑥𝑗) сов-
падают со значениями функции 𝐾1.
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Для каждого набора ̃︀𝜎=(𝜎𝑟+𝑘+1, . . ., 𝜎𝑛)∈𝐸
𝑛−𝑟−𝑘
3 определим функции

𝑓𝑙,̃︀𝜎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) =

= 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) + 𝜙𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)𝑓
1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘, 𝜎𝑟+𝑘+1, . . ., 𝜎𝑛, 2)𝑗2(𝑥𝑖𝑙).

Положим

𝑅𝑙 = {(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘)∈𝐸
𝑟+𝑘
3 |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟)∈𝑈𝑙}.

Значения функции 𝑓𝑙,̃︀𝜎 на наборах из множества 𝑅𝑙 могут быть одно-
значно заданы таблицей 𝑀 , в которой по строкам расположены все набо-
ры (𝜎𝑟+1, . . ., 𝜎𝑟+𝑘) из 𝐸𝑘

3 , а по столбцам—все наборы из 𝑈𝑙. Припишем
наборам, расположенным по столбцам таблицы, номера 1, 2, . . ., 𝑞, 𝑞 6 𝑟.
Для любого 𝑗 = 1, . . ., 𝑞 обозначим через 𝜉𝑗 номер переменной, значение
которой в наборе номер 𝑗 отличается от значения соответствующей компо-
ненты центра шара, в котором лежит 𝑗-й набор. Отметим, что по постро-
ению (см. определение множеств 𝑈𝑙) в 𝑗-м наборе компонента 𝜉𝑗 равна 2.
Отметим также, что в каждом из наборов, стоящих по столбцам таблицы,
𝑖𝑙-я компонента равна 2. Таблица 𝑀 имеет 3𝑘 строк и не более 𝑟 столб-
цов. Если ̃︀𝛼= (𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) ∈𝐸

𝑘
3 и ̃︀𝛾 ∈ 𝑈𝑙 —столбец, которому приписан

номер 𝑡, 16 𝑡6 𝑞, то на пересечении строки, соответствующей набору ̃︀𝛼, и
столбца, соответствующего набору ̃︀𝛾, стоит значение 𝑓𝑙,̃︀𝜎(̃︀𝛼, ̃︀𝛾).

Т а б л и ц а 3.1

Задание функции 𝑓𝑙,̃︀𝜎 таблицей 𝑀

𝑥𝑟+1 . . . 𝑥𝑟+𝑘−1 𝑥𝑟+𝑘 1 . . . 𝑡 . . . 𝑞

0 . . . 0 0 · 𝐴1

0 . . . 0 1 ·

. . . . . . . . . . . . ·

. . . . . . . . . . . . ·

𝛼𝑟+1 . . . 𝛼𝑟+𝑘−1 𝛼𝑟+𝑘 · · 𝑓𝑙,̃︀𝜎(̃︀𝛼, ̃︀𝛾) . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . 𝐴𝑝

2 . . . 2 2

Разобьем строки таблицы 𝑀 на 𝑝 полос 𝐴1,. . . ,𝐴𝑝 так, что в полосах
𝐴1, . . ., 𝐴𝑝−1 будет по 𝑠 строк в каждой, а в полосе 𝐴𝑝 будет не более 𝑠 строк,
16 𝑠63𝑘 (см. табл. 3.1). Очевидно, что

3𝑘

𝑠
6 𝑝6 3𝑘

𝑠
+ 1. (3.28)

Определим функции ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) и 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘), 𝑖= 1, . . ., 𝑝,

следующим образом. Пусть ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) ∈ 𝐸
𝑟+𝑘
3 . Если ̃︀𝛼 /∈ 𝑅𝑙 или
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(𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) /∈ 𝐴𝑖, то положим ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) = 0. Если ̃︀𝛼 ∈ 𝑅𝑙 и

(𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘)∈𝐴𝑖, то положим ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘)=𝑓𝑙,̃︀𝜎(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘).
Положим

𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +
̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘). (3.29)

Так как функция ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) может принимать значение 1 только на

наборах, в которых 𝑖𝑙-я компонента равна 2, то 𝑝𝑟 ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖 = 0. Следовательно,
𝑝𝑟𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖= 𝑒(𝑥𝑖𝑙). Поскольку в любом наборе из множества 𝑅𝑙 𝑖𝑙-я компонента
равна 2, то функция 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖 совпадает с функцией 𝑓𝑙,̃︀𝜎 на полосе 𝐴𝑖 таблицы𝑀
и равна 0 на всех остальных полосах таблицы𝑀 . Отметим, что выполняется
равенство

𝑓𝑙,̃︀𝜎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +

(︂∑︀
𝑖

𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)

)︂
𝑗2(𝑥𝑖𝑙). (3.30)

Действительно, пусть ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) ∈ 𝐸
𝑟+𝑘
3 . Если ̃︀𝛼 /∈ 𝑅𝑙, то обе части

равенства равны 𝑗1(𝛼𝑖𝑙). Если ̃︀𝛼∈𝑅𝑙, то в сумме в правой части ровно одна
функция 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖 принимает на наборе ̃︀𝛼 ненулевое значение, а именно значе-
ние 𝑓𝑙,̃︀𝜎(̃︀𝛼). Таким образом, равенство (3.30) верно.

Пусть ̃︀𝜏—произвольный набор из 𝐸𝑠
3 . Через 𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 обозначим груп-

пу столбцов из матрицы для 𝑓𝑙,̃︀𝜎, равных ̃︀𝜏 в 𝑖-й полосе. Положим
𝑏 = 𝑏(𝑙, ̃︀𝜎, 𝑖, ̃︀𝜏) = |𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 |. Для упрощения записи в дальнейшем мы будем
при записи опускать зависимость 𝑏 от 𝑙, ̃︀𝜎, 𝑖, ̃︀𝜏 . Обозначим через 𝑥𝑙𝜉1

, . . ., 𝑥𝑙𝜉𝑏

переменные, соответствующие столбцам из группы 𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 (то есть такие
переменные, в значениях которых наборы из группы 𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 отличаются от
центра соответствующего шара).

Определим функции ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) и 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) следую-

щим образом. Пусть ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘)∈𝐸
𝑟+𝑘
3 . Если (𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) /∈𝐴𝑖 или

(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) /∈𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 , то положим ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘)=0. Если же выполнено

(𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘)∈𝐴𝑖 и (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟)∈𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 , то положим ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘)=
= 𝑓𝑙,̃︀𝜎(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘).

Положим

𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +
̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘). (3.31)

Поскольку функция ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 может принимать значение 1 только на набо-

рах, в которых 𝑖𝑙-я компонента равна 2, то 𝑝𝑟 ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 = 0. Следовательно,
𝑝𝑟𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 = 𝑒(𝑥𝑖𝑙). Так как в любом наборе из множества 𝑅𝑙 𝑖𝑙-я компонента
равна 2, то функция 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 совпадает с функцией 𝑓𝑙,̃︀𝜎 на группе столбцов
𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 таблицы𝑀 и равна 0 в остальных ячейках таблицы𝑀 .

Определим функции ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) и 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟). Пусть ̃︀𝛼=
= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) ∈ 𝐸

𝑟
3 . Если (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) /∈ 𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 , то положим ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1(𝛼1, . . .

. . ., 𝛼𝑟) = 0. Если (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) ∈ 𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 , то положим ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) = 1.
Положим

𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +
̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟). (3.32)

С учетом того, что функция ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1 может принимать значение 1 только
на наборах, в которых 𝑖𝑙-я компонента равна 2, получаем, что 𝑝𝑟 ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1=0.
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Тогда 𝑝𝑟𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1= 𝑒(𝑥𝑖𝑙). Так как в любом наборе из множества 𝑈𝑙 𝑖𝑙-я компо-
нента равна 2, то функция 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1 равна 1 на столбцах из 𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 и равна 0
в остальных ячейках таблицы 𝑀 .

Определим функции ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) и 𝑓𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)
следующим образом. Пусть ̃︀𝛼= (𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) ∈𝐸

𝑘
3 . Если ̃︀𝛼 /∈𝐴𝑖, то поло-

жим значение ̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) равным 0. Если ̃︀𝛼∈𝐴𝑖, причем набор ̃︀𝛼
является 𝑗-м по счету набором полосы 𝐴𝑖, 16 𝑗 6 𝑠, то положим значение̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝛼𝑟+1, . . ., 𝛼𝑟+𝑘) равным 𝑗-му по счету элементу столбца ̃︀𝜏 . Положим
𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +

̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)𝑗2(𝑥𝑖𝑙). (3.33)

Легко видеть, что 𝑝𝑟𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2 = 𝑒(𝑥𝑖𝑙). Так как в любом наборе из мно-
жества 𝑅𝑙 𝑖𝑙-я компонента равна 2, то каждый столбец значений функции
𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2 в 𝑖-й полосе матрицы 𝑀 совпадает со столбцом ̃︀𝜏 , а в остальных
ячейках таблицы𝑀 функция 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2 равна нулю.

Заметим, что

𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) = 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘). (3.34)

Пусть

𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) + (𝑗2(𝑥𝑙𝜉1
) + . . .+ 𝑗2(𝑥𝑙𝜉𝑏

))𝑗2(𝑥𝑖𝑙), (3.35)

где суммирование производится по множеству столбцов 1, . . ., 𝑏 из 𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 .
В силу (3.27) верно равенство

𝜙𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) = 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟).

Следовательно, имеет место равенство

𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙)+

+ 𝜙𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)
∑︀
̃︀𝜏
𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟). (3.36)

Положим

𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +

(︂∑︀
̃︀𝜎
𝑗𝜎𝑟+𝑘+1

(𝑥𝑟+𝑘+1) · . . . · 𝑗𝜎𝑛
(𝑥𝑛)𝑓𝑙,̃︀𝜎

)︂
· 𝑗2(𝑥𝑖𝑙). (3.37)

Из (3.37), (3.30) и (3.36) следует, что имеет место равенство

𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) + 𝜙𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) · 𝑗2(𝑥𝑖𝑙) ·

(︂∑︀
̃︀𝜎
𝑗𝜎𝑟+𝑘+1

(𝑥𝑟+𝑘+1) · . . .

. . . · 𝑗𝜎𝑛
(𝑥𝑛)

∑︀
𝑖

∑︀
̃︀𝜏
𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)

)︂
. (3.38)

Покажем, что имеет место равенство

𝑓 1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) +
𝑇∑︀
𝑙=1

𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑗2(𝑥𝑖𝑙). (3.39)

Пусть ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛+1) ∈ 𝐸𝑛+1
3 . По построению набор (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) ле-

жит ровно в одном из множеств 𝑈0, 𝑈1, . . ., 𝑈𝑇 . Рассмотрим сначала слу-
чай (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) ∈ 𝑈0. Тогда для всех 𝑙 = 1, . . ., 𝑇 выполняется соотноше-
ние 𝜙𝑙(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) = 0. Тогда из (3.38) следует, что правая часть (3.39)
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равна 𝑗1(𝛼𝑛+1). По определению (см. (3.24)) левая часть (3.39) также
равна 𝑗1(𝛼𝑛+1).

Пусть (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟)∈𝑈𝑙, 16 𝑙6𝑇 . Тогда для всех 𝑘=1, . . ., 𝑇 , 𝑘 ̸= 𝑙, выпол-
няется равенство 𝜙𝑘(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟)=0. Кроме того, 𝜙𝑙(𝛼1, . . ., 𝛼𝑟)=𝑗1(𝛼𝑖𝑙)+1=1,
так как из (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) ∈ 𝑈𝑙 следует 𝛼𝑖𝑙 = 2. Тогда правая часть (3.39)
равна 𝑗1(𝛼𝑛+1) + 𝑓𝑙(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛). Из равенства (3.38) с учетом 𝛼𝑖𝑙 = 2 сле-
дует, что 𝑓𝑙(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = 𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛). По определению (см. (3.24)) ле-
вая часть (3.39) равна 𝑗1(𝛼𝑛+1) + 𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛). Так как (𝛼1, . . ., 𝛼𝑟) ∈ 𝑈𝑙,
то 𝑓𝑙(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = 𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛). Следовательно, равенство (3.39) вы-
полняется.

Таким образом, каждой функции 𝑓 ∈H𝑛 поставлены в соответствие
функции

𝑓 0, 𝑓 1, 𝑓𝑙, 𝑓𝑙,̃︀𝜎, 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖, 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3, 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2.
Будем говорить, что эти функции соответствуют функции 𝑓 .

Сформулируем полученные свойства в виде леммы.
Л е м м а 3.1.2. Для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) из множест-

ва H𝑛 имеют место равенства

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑓 1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑓
0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)), (3.40)

𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) + 𝜙𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) · 𝑗2(𝑥𝑖𝑙) ·

(︂∑︀
̃︀𝜎
𝑗𝜎𝑟+𝑘+1

(𝑥𝑟+𝑘+1) · . . .

. . . · 𝑗𝜎𝑛
(𝑥𝑛)

∑︀
𝑖

∑︀
̃︀𝜏
𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)

)︂
, (3.41)

𝑓 1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) +
𝑇∑︀
𝑙=1

𝑓𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑗2(𝑥𝑖𝑙). (3.42)

Таким образом, для любой функции из множества H𝑛 построено пред-
ставление; при этом натуральные числа 𝑘, 𝑠, 𝑟 являются параметрами этого

представления, причем 16𝑘, 𝑟6𝑛, 16𝑠63𝑘, 𝑝=
⌈︁
3𝑘

𝑠

⌉︁
.

3.2. Верхние оценки для функций Шеннона. В этом разделе для
каждого максимального класса и некоторого конечного базиса этого класса
доказывается верхняя оценка для функции Шеннона. Сначала мы докажем
верхнюю оценку для функции Шеннона для множестваH𝑛. Затем на основе
этой оценки будет получена верхняя оценка для функции Шеннона для
произвольного максимального класса.

Имеет место следующая
Т е о р е м а 3.2.1. Пусть 𝐺 = U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}. Тогда справедливо

соотношение

𝐿𝐺(H𝑛). 3𝑛

log2 𝑛
. (3.43)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)—произвольная функ-
ция из множества H𝑛. Тогда 𝑓 имеет вид

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) + 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

где 𝑔∈𝑃3,2, 𝑝𝑟𝑔=0. Рассмотрим представление для функции 𝑓 , приведенное
в лемме 3.1.2 (см. соотношения (3.40), (3.39)). Натуральные числа 𝑘, 𝑠, 𝑟

являются параметрами этого представления и 16𝑘, 𝑟6𝑛, 16𝑠63𝑘, 𝑝=
⌈︁
3𝑘

𝑠

⌉︁
.
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Получим верхние оценки сложности для функций

𝑓 0, 𝑓 1, 𝑓𝑙, 𝑓𝑙,̃︀𝜎, 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖, 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3, 𝑓𝑙,̃︀𝜎𝑖,̃︀𝜏,2.

1. Сначала оценим сложность реализации функции 𝑓 0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)
из представления (3.40) на основе метода синтеза, аналогичного построению
совершенной дизъюнктивной нормальной формы (см. раздел 1.3). Покажем,
что существует формула Ï0 над U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑓 0,
такая, что

𝐿(Ï0)6 9𝑛3 · 3𝑛−𝑟 · 2𝑟, (3.44)

𝑁(Ï0; 𝑥𝑛+1) = 1. (3.45)

По определению функции 𝑓 0 имеем

𝑓 0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) +
∑︀
̃︀𝛾∈𝐶0

𝐾̃︀𝛾 , (3.46)

где

𝐶0 = {(𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) ∈𝐸
𝑛
3 ∖𝐸

𝑛
2 |(𝛾1, . . ., 𝛾𝑟)∈𝑈0, 𝑔(𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) = 1}.

Напомним, что 𝑈0 —это множество наборов ̃︀𝛾 из 𝐸𝑟
3 , имеющих не более

двух компонент, равных двойке. Легко видеть, что существует ровно 2𝑟 ·3𝑛−𝑟

наборов из 𝐸𝑛
3 , первые 𝑟 компонент которых равны 0 или 1. Очевидно также,

что существует ровно 𝑟 · 2𝑟−1 · 3𝑛−𝑟 наборов из 𝐸𝑛
3 , в которых среди пер-

вых 𝑟 компонент есть ровно одна двойка. Кроме того, существует ровно
𝑟(𝑟− 1)

2
· 2𝑟−2 · 3𝑛−𝑟 наборов из 𝐸𝑛

3 , в которых среди первых 𝑟 компонент есть

ровно две двойки.
Значит, в сумму в правой части равенства (3.46) входит не более

2𝑟 · 3𝑛−𝑟 + 𝑟 · 2𝑟−1 · 3𝑛−𝑟 +
𝑟(𝑟− 1)

2
· 2𝑟−2 · 3𝑛−𝑟 = 2𝑟−2 · 3𝑛−𝑟 ·

(︁
4 + 2𝑟+

𝑟(𝑟− 1)

2

)︁
конъюнкций. Так как 𝑟6𝑛, то

2𝑟−2 · 3𝑛−𝑟 ·
(︁
4 + 2𝑟+

𝑟(𝑟− 1)

2

)︁
6 3𝑛−𝑟 · 2𝑟−2 · 7𝑛2.

Следовательно, в силу леммы 1.5.2 существует формула Ï0 над системой
U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑓 0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛+1), такая, что

𝐿(Ï0)6 (2 + 3𝑛)3𝑛−𝑟 · 2𝑟−2 · 7𝑛2 + 16 9𝑛3 · 3𝑛−𝑟 · 2𝑟,

𝑁(Ï0; 𝑥𝑛+1) = 1.

Таким образом, соотношения (3.44) и (3.45) доказаны.
2. Оценим сложность реализации функций 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2. Покажем, что суще-

ствует формула Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2 над U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2,
такая, что

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2)6 6𝑘 · 3𝑘.
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По определению

𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +
̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)𝑗2(𝑥𝑖𝑙). (3.47)

В силу леммы 1.5.2 существует формула ̂︀Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2 над U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реали-
зующая функцию

𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +
̂︀𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘),

такая, что

𝐿(̂︀Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2)6 (2 + 3𝑘)3𝑘 + 1. (3.48)

Рассмотрим формулу 𝜌1(𝑥𝑖𝑙 ,
̂︀Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2, 𝑥𝑖𝑙). Очевидно, что она реализует функ-

цию 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2. При этом

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2)6𝐿(̂︀Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 ) + 26 6𝑘 · 3𝑘. (3.49)

3. Докажем, что существуют формулы Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3 над U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реали-
зующие функции 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) соответственно такие, что∑︀

̃︀𝜏
𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3)6 2𝑠 + |𝑈𝑙|.

Напомним, что через 𝑏 мы обозначаем число столбцов в множест-
ве 𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 , т. е.

𝑏= 𝑏(𝑙, ̃︀𝜎, 𝑖, ̃︀𝜏) = |𝐵𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏 |.

Очевидно, что любая функция вида

𝑗1(𝑥𝑖𝑙) + 𝑗2(𝑦1) + . . .+ 𝑗2(𝑦𝑏)

может быть реализована формулой È1 над {𝜃(𝑥1, 𝑥2)= 𝑗1(𝑥1)+𝑗2(𝑥2)}, такой,
что 𝐿(È1)61+𝑏. Тогда формулаÈ2 вида 𝜌1(𝑥𝑖𝑙 ,È1, 𝑥𝑖𝑙) реализует функцию

𝑗1(𝑥𝑖𝑙) + (𝑗2(𝑦1) + . . .+ 𝑗2(𝑦𝑏))𝑗2(𝑥𝑖𝑙),

причем 𝐿(È1) 6 3 + 𝑏. Следовательно, существует формула Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3
над U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟), такая, что
𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3)6 3+𝑏. Следовательно,∑︀

̃︀𝜏
𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3)6 3 · 2𝑠 + |𝑈𝑙|. (3.50)

4. Положим

𝐹𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘, 𝑦) = 𝑗1(𝑦)+

+

(︂∑︀
̃︀𝜏
𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)

)︂
𝑗2(𝑥𝑖𝑙). (3.51)

Покажем, что существует формула Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖 над U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая
функцию 𝐹𝑙,̃︀𝜎,𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘, 𝑦), такая, что

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖)6 9𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠 + |𝑈𝑙|. (3.52)
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Рассмотрим формулы

Ð𝑗 = 𝜁1(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3,Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2, 𝑥𝑖𝑙 , 𝑧), (3.53)

𝑗= 𝑗(̃︀𝜏)=1, . . ., 2𝑠, и формулу Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖 вида F[Ð1, . . .,Ð2𝑠 ; 𝑦]. Очевидно, что фор-
мула Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖 построена над системой U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}. Из (3.51) следует, что она
реализует функцию 𝐹𝑙,̃︀𝜎,𝑖.

С учетом соотношений (3.49), (3.50) и определения (3.53) сложность
формулы Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖 оценивается следующим образом:

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖) =
∑︀
̃︀𝜏
(𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2) +𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3) + 1) + 16

6
∑︀
̃︀𝜏
𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2) +

∑︀
̃︀𝜏
𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3) + 2𝑠 + 16

6 6𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠 + |𝑈𝑙|+ 3 · 2𝑠 + 2𝑠 + 16 9𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠 + |𝑈𝑙|.

Таким образом, соотношение (3.52) доказано.
5. Положим

𝐹𝑙,̃︀𝜎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘, 𝑦) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙)+

+

(︂∑︀
𝑖

∑︀
̃︀𝜏
𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)

)︂
𝑗2(𝑥𝑖𝑙). (3.54)

Оценим сложность реализации функций 𝐹𝑙,̃︀𝜎. Докажем, что существует
формула Ï𝑙,̃︀𝜎 над U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝐹𝑙,̃︀𝜎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑘),
такая, что

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎)6 𝑝(11𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠 + |𝑈𝑙|). (3.55)

Для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑝 определим формулу

É𝑖(𝑧, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑘) = 𝜌1(𝑧,Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖, 𝑥𝑖𝑙).

Рассмотрим формулу Ï𝑙,̃︀𝜎 вида F[É1, . . .,É𝑝; 𝑥𝑖𝑙]. Из построения легко
видеть, что эта формула реализует функцию 𝐹𝑙,̃︀𝜎. Из предыдущего пункта
доказательства следует, что

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎)61+
𝑝∑︀

𝑖=1

(𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎,𝑖)+1)61+𝑝(9𝑘 ·3𝑘 ·2𝑠+ |𝑈𝑙|+1)6 𝑝(11𝑘 ·3𝑘 ·2𝑠+ |𝑈𝑙|).

Таким образом, соотношение (3.55) доказано.
6. Положим

𝐹𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) + 𝑗2(𝑥𝑖𝑙) ·

(︂∑︀
̃︀𝜎
𝑗𝜎𝑟+𝑘+1

(𝑥𝑟+𝑘+1) · . . .

. . . · 𝑗𝜎𝑛
(𝑥𝑛)

∑︀
𝑖

∑︀
̃︀𝜏
𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,2(𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑟+1, . . ., 𝑥𝑟+𝑘)𝑓𝑙,̃︀𝜎,𝑖,̃︀𝜏,3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)

)︂
. (3.56)

Докажем, что существует формула Ï𝑙 над U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая
функцию 𝐹𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑘), такая, что

𝐿(Ï𝑙)6 3𝑛−𝑟−𝑘𝑝(32𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠 + |𝑈𝑙|). (3.57)
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Переход от функций 𝐹𝑙,̃︀𝜎 к функции 𝐹𝑙 происходит за 𝑛− 𝑟 − 𝑘 шагов
следующим образом. Для упрощения записи введем обозначения̃︀𝜎𝑑 = (𝜎𝑟+𝑘+1, . . ., 𝜎𝑑),̃︀𝜎𝑑,𝑎 = (̃︀𝜎𝑑, 𝑎), 𝑎∈ {0, 1, 2}.

Сначала на первом шаге из 3𝑛−𝑟−𝑘 формул Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛
строятся 3𝑛−𝑟−𝑘−1 формул

Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−1
. Положим

Í𝑎
𝑛 = 𝜁𝑎(Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−1,𝑎

, 𝑥𝑛, 𝑥𝑖𝑙 , 𝑧), 𝑎= 0, 1, 2

и
Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−1

= F[Í0
𝑛,Í

1
𝑛,Í

2
𝑛; 𝑥𝑖𝑙].

Легко видеть, что формула Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−1
реализует функцию

𝐹𝑙,̃︀𝜎𝑛−1
= 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +

2∑︀
𝛼𝑛=0

𝐹𝑙,̃︀𝜎𝑛−1,𝛼𝑛
𝑗𝛼𝑛

(𝑥𝑛)𝑗2(𝑥𝑖𝑙).

Из построения следует, что∑︀
̃︀𝜎𝑛−1

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−1
) =
∑︀
̃︀𝜎𝑛

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛
) + 7 · 3𝑛−𝑟−𝑘−1.

Затем на 𝑞-м шаге, 1<𝑞6𝑛− 𝑟−𝑘, аналогичным образом из 3𝑛−𝑟−𝑘−𝑞+1

формул Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞+1
строятся 3𝑛−𝑟−𝑘−𝑞 формулы Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞

. Положим

Í𝑎
𝑛−𝑞+1 = 𝜁𝑎(Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞,𝑎, 𝑥𝑛, 𝑥𝑖𝑙 , 𝑧), 𝑎= 0, 1, 2

и
Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞

= F[Í0
𝑛−𝑞+1,Í

1
𝑛−𝑞+1,Í

2
𝑛−𝑞+1; 𝑥𝑖𝑙].

Легко видеть, что формула Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞
реализует функцию

𝐹𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞
= 𝑗1(𝑥𝑖𝑙) +

∑︀
𝐹𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞,𝛼𝑛−𝑞+1,...,𝛼𝑛

𝑗𝛼𝑛−𝑞+1
(𝑥𝑛−𝑞+1)𝑗𝛼𝑛

(𝑥𝑛)𝑗2(𝑥𝑖𝑙),

где сумма берется по всем 𝛼𝑛−𝑞+1, . . ., 𝛼𝑛=0, 1, 2. Из построения следует, что∑︀
̃︀𝜎𝑛−𝑞

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞
) =

∑︀
̃︀𝜎𝑛−𝑞+1

𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎𝑛−𝑞+1
) + 7 · 3𝑛−𝑟−𝑘−𝑞.

В итоге на (𝑛−𝑟−𝑘)-м шаге будет построена формула Ï𝑙, реализующая
функцию 𝐹𝑙. При этом

𝐿(Ï𝑙)67(31+. . .+3𝑛−𝑟−𝑘)+
∑︀
̃︀𝜎
𝐿(Ï𝑙,̃︀𝜎)67·3𝑛−𝑟−𝑘+1+3𝑛−𝑟−𝑘𝑝(11𝑘·3𝑘 ·2𝑠+|𝑈𝑙|)6

6 3𝑛−𝑟−𝑘𝑝(32𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠 + |𝑈𝑙|).

Таким образом, соотношение (3.57) доказано.
7. Оценим сложность реализации функции 𝑓 1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1). Дока-

жем, что существует формула Ï1 над U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию
𝑓 1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1), такая, что

*)

𝐿(Ï)6
𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(Ï𝑙) + 22𝑟2 · 𝑇, (3.58)

𝑁(Ï; 𝑥𝑛+1) = 1. (3.59)

*) Напомним, что 𝑇 = 𝑇 (𝑟)—мощность построенного выше разбиения множества 𝐸𝑟
3 .
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Из определения функции 𝜙𝑙 и леммы 1.5.2 следует, что для любого
𝑙 = 1, . . ., 𝑇 существует формула É𝑙, реализующая функцию 𝜙𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟),
такая, что

𝐿(É𝑙)6 (2 + 3𝑟)|𝑈𝑙|+ 16 6𝑟|𝑈𝑙|6 6𝑟 · 3𝑟= 18𝑟2.

Для каждого 𝑙=1, . . ., 𝑇 рассмотрим формулу

Ë𝑙 = 𝜁1(É𝑙,Ï𝑙, 𝑥𝑖𝑙 , 𝑥𝑖𝑙).

Из (3.41) следует, что формула Ë𝑙 реализует функцию 𝑓𝑙. Положим

Ñ𝑙 = 𝜌1(𝑧,Ë𝑙, 𝑥𝑖𝑙), 𝑙= 1, . . ., 𝑇.

Рассмотрим формулу Ï1 вида F[Ñ1, . . .,Ñ𝑇 ; 𝑥𝑛+1]. Из (3.42) вытекает,
что формула Ï1 реализует функцию 𝑓 1. Из построения следует, что

𝐿(Ï1)6
𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(Ñ𝑙) + 16
𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(Ë𝑙) + 𝑇 + 26

6
𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(Ï𝑙)+
𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(É𝑙)+3𝑇+26
𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(Ï𝑙)+𝑇 ·18𝑟
2+3𝑇+26

𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(Ï𝑙)+22𝑟2 ·𝑇.

Равенство 𝑁(Ï1; 𝑥𝑛+1)=1 очевидно.
Таким образом, соотношения (3.58), (3.59) доказаны.
8. На основе оценок сложности функций, полученных в пунктах 1–7,

получим оценку сложности реализации функции 𝑓 .
Пусть

𝑆1 = 9𝑛3 · 3𝑛−𝑟2𝑟, 𝑆2 = 𝑇 · 3𝑛−𝑟−𝑘𝑝 · 32𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠, 𝑆3 = 3𝑛−𝑘𝑝, 𝑆4 = 22𝑟2 · 𝑇.
(3.60)

Докажем, что существует формула Ï над 𝐺, реализующая функцию 𝑓 ,
такая, что

𝐿(Ï)6 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 + 𝑆4, (3.61)

𝑁(Ï; 𝑥𝑛+1) = 1. (3.62)

Из соотношений (3.44) и (3.45) следует, что существует формула Ï0

над U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑓 0, такая, что

𝐿(Ï0)6 9𝑛3 · 3𝑛−𝑟2𝑟 = 𝑆1, (3.63)

𝑁(Ï0; 𝑥𝑛+1) = 1. (3.64)

Из соотношений (3.58), (3.59) следует, что существует формула Ï1

над U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}, реализующая функцию 𝑓 1, такая, что

𝐿(Ï1)6
𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(Ï𝑙) + 22𝑟2 · 𝑇, (3.65)

𝑁(Ï1; 𝑥𝑛+1) = 1. (3.66)
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Рассмотрим формулу Ï вида F[Ï0,Ï1; 𝑥𝑛+1]. В силу (3.40) формула Ï
реализует функцию 𝑓 . Легко видеть, что

𝑁(Ï; 𝑥𝑛+1) = 1. (3.67)

Оценим сложность формулы Ï. Из определения формулы Ï, соотно-
шений (3.63), (3.65) и (3.57) следует, что

𝐿(Ï)6𝐿(Ï0)+𝐿(Ï1)6𝑆1+
𝑇∑︀
𝑙=1

𝐿(Ï𝑙)+𝑆46𝑆1+𝑆4+
𝑇∑︀
𝑙=1

3𝑛−𝑟−𝑘𝑝(32𝑘·3𝑘·2𝑠+|𝑈𝑙|)6

6 𝑆1 + 𝑆4 + 𝑇 · 3𝑛−𝑟−𝑘𝑝 · 32𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠 + 3𝑛−𝑟−𝑘𝑝 · 3𝑟 6 𝑆1 + 𝑆2 + 𝑆3 + 𝑆4.

Очевидно, что формула Ï построена над системой 𝐺.
Таким образом, соотношение (3.61) доказано.
Выберем для параметров 𝑟, 𝑠, 𝑘 следующие значения:

𝑟= 2[log2 𝑛−1], 𝑠=
[︀
log2 𝑛− 4 log2 log2 𝑛

]︀
, 𝑘=

[︀
2 log3 log3 𝑛

]︀
. (3.68)

Покажем, что «асимптотически главным» слагаемым в выражении из правой
части соотношения (3.61) является слагаемое 𝑆3. С учетом (3.68) легко
видеть, что выполняются соотношения

𝑛

4
< 𝑟6 𝑛

2
.

Принимая во внимание неравенства (3.28), а также лемму 3.1.1, получаем,
что

𝑆1

𝑆3
=

9𝑛3 · 3𝑛−𝑟2𝑟
𝑝 · 3𝑛−𝑘 6 9𝑛3 ·

(︁
2

3

)︁𝑟

· 𝑠6 9𝑛4 ·
(︁
2

3

)︁ 𝑛
4

,

𝑆2

𝑆3
=

𝑇 · 3𝑛−𝑟−𝑘 · 𝑝 · 32𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠
𝑝 · 3𝑛−𝑘 6 2 · 3𝑟+2 ln 𝑟 · 32𝑘 · 3𝑘 · 2𝑠

3𝑟 · 𝑟 6

6 𝑐1
log2 𝑛 · log3 log3 𝑛 · (log3 𝑛)2 · 𝑛

𝑛 · (log2 𝑛)4
6 𝑐1

log3 log3 𝑛 · (log3 𝑛)2
(log2 𝑛)

3
6 𝑐1

log3 log3 𝑛

log2 𝑛
,

𝑆4

𝑆3
=

22𝑟2 · 𝑇
𝑝 · 3𝑛−𝑘 6 𝑐2

𝑟2 · 𝑠 · 3𝑟 ln 𝑟
𝑟 · 3𝑘 · 3𝑛−𝑘 6 𝑐2

𝑟 · 𝑠 · ln 𝑟
3𝑛−𝑟

6 𝑐3𝑛
3 · 3−

𝑛
2 ,

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 —некоторые константы. Поэтому при 𝑛→∞ выражения

𝑆1

𝑆3
,

𝑆2

𝑆3
,

𝑆4

𝑆3

стремятся к 0. Следовательно, «асимптотически главным» слагаемым в пра-
вой части соотношения (3.61) является слагаемое 𝑆3. Легко видеть, что

𝑝 · 3𝑛−𝑘 6
(︁
3𝑘

𝑠
+ 1
)︁
3𝑛−𝑘 . 3𝑛

log2 𝑛
.

Тогда из соотношения (3.61) следует, что

𝐿𝐺(H𝑛). 3𝑛

log2 𝑛
.

Теорема 3.2.1 доказана.
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Теперь получим верхнюю оценку функции Шеннона для произвольного
максимального класса. Справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а 3.2.2. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс бу-
левых функций, такой, что 𝑈01 ⊆𝐵. Пусть A(𝐵)—произвольное конеч-
ное множество функций из 𝑃3,2, удовлетворяющее условию [𝑝𝑟A(𝐵)]=𝐵,
а 𝐺=A(𝐵)∪U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}. Тогда справедливо соотношение

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛)). 3𝑛

log2 𝑛
+𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)). (3.69)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс бу-
левых функций, отличный от классов 𝐶0, 𝐶1, 𝐶01, 𝑝𝑟

−1𝐵—соответствую-
щий ему максимальный класс, а A(𝐵)—произвольное конечное множест-
во функций из 𝑃3,2, удовлетворяющее условию [𝑝𝑟A(𝐵)] =𝐵. В силу лем-
мы 1.6.2 справедливо равенство

[A(𝐵)∪ U] = 𝑝𝑟−1𝐵.

Положим
𝐺=A(𝐵)∪ U ∪ {𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}.

Очевидно, что функции 𝜁0, 𝜁1, 𝜁2 принадлежат классу 𝑝𝑟−1𝐵. Поэтому
[𝐺] = 𝑝𝑟−1𝐵.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция из класса 𝑝𝑟−1𝐵. Опреде-
лим функцию ℎ𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1). Положим

ℎ𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑗1(𝑥𝑛+1) +
∑︀
𝑗𝛼1

(𝑥1) . . . 𝑗𝛼𝑛
(𝑥𝑛),

где суммирование ведется по всем наборам (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈ 𝐸
𝑛
3 ∖ 𝐸

𝑛
2 , таким,

что 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)=1. Заметим, что 𝑝𝑟ℎ𝑓 =𝑥𝑛+1. Поэтому 𝑝𝑟ℎ𝑓 ∈𝑈01.
Так как [𝑝𝑟A(𝐵)] = 𝐵, то найдется функция 𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ [A(𝐵)],

удовлетворяющая условию 𝑝𝑟𝑞= 𝑝𝑟𝑓 .

Определим функцию ̂︀𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) следующим образом. Положим

̂︀𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑘(𝑥1) . . . 𝑘(𝑥𝑛)).

Из определения функции ℎ𝑓 следует, что̂︀𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) + 𝑏(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),

где
𝑎(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑘(𝑥1) . . . 𝑘(𝑥𝑛),

𝑏(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
∑︀
𝑗𝛼1

(𝑥1) . . . 𝑗𝛼𝑛
(𝑥𝑛),

где суммирование ведется по всем наборам (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈ 𝐸
𝑛
3 ∖ 𝐸

𝑛
2 , таким,

что 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = 1.

Покажем, что ̂︀𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Пусть ̃︀𝛾= (𝛾1, . . ., 𝛾𝑛)—про-
извольный набор из 𝐸𝑛

3 . Если ̃︀𝛾∈𝐸𝑛
2 , то 𝑎(̃︀𝛾)=𝑞(̃︀𝛾), 𝑏(̃︀𝛾)=0 и, следовательно,̂︀𝑓(̃︀𝛾)=𝑞(̃︀𝛾). Так как 𝑝𝑟𝑞=𝑝𝑟𝑓 , то 𝑞(̃︀𝛾)=𝑓(̃︀𝛾). Следовательно, ̂︀𝑓(̃︀𝛾)=𝑓(̃︀𝛾).

Пусть ̃︀𝛾 ∈𝐸𝑛
3 ∖𝐸

𝑛
2 . Легко видеть, что 𝑎(̃︀𝛾)=0. Если 𝑓(̃︀𝛾)=0, то 𝑏(̃︀𝛾)=0.

Следовательно, ̂︀𝑓(̃︀𝛾) = 0. Поэтому ̂︀𝑓(̃︀𝛾) = 𝑓(̃︀𝛾). Если 𝑓(̃︀𝛾) = 1, то 𝑏(̃︀𝛾) = 1.

Значит, ̂︀𝑓(̃︀𝛾)=1. Таким образом, ̂︀𝑓(̃︀𝛾)=𝑓(̃︀𝛾). Итак, выполнено ̂︀𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=
=𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Следовательно, имеет место равенство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑘(𝑥1) . . . 𝑘(𝑥𝑛)). (3.70)
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Таким образом, для произвольной функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из клас-
са 𝑝𝑟−1𝐵 получено представление 𝑓 в виде суперпозиции двух функций ℎ𝑓

и 𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑘(𝑥1). . .𝑘(𝑥𝑛), первая из которых принадлежит множествуH𝑛,
а вторая совпадает с 𝑓 на множестве наборов из 𝐸𝑛

2 .
Очевидно, что существует формула Ï𝑞𝑘 над 𝐺, реализующая функцию

𝑞(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)𝑘(𝑥1) . . . 𝑘(𝑥𝑛),

такая, что

𝐿(Ï𝑞𝑘)6𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)) + 𝑛. (3.71)

Из пункта 8 доказательства теоремы 3.2.1 следует, что существует фор-
мула Ïℎ над 𝐺, реализующая функцию 𝑓 , такая, что

𝐿(Ïℎ). 3𝑛

log2 𝑛
, (3.72)

𝑁(Ïℎ; 𝑥𝑛+1) = 1.

Рассмотрим формулу Ï, которая получается из формулы Ïℎ подстанов-
кой формулы Ï𝑞𝑘 вместо единственного вхождения переменной 𝑥𝑛+1. Легко
видеть, что формула Ï реализует функцию 𝑓 , причем выполняется нера-
венство

𝐿(Ï)6𝐿(Ïℎ) +𝐿(Ï𝑞𝑘). (3.73)

Тогда из теоремы 3.2.1 и соотношения (3.71) следует, что

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛)). 3𝑛

log2 𝑛
+𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)).

Теорема 3.2.2 доказана.
3.3. Нижние оценки для функций Шеннона. В этом разделе

доказывается нижняя мощностная оценка для функций Шеннона для мак-
симальных классов.

Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс булевых функций, такой,
что 𝑈01⊆𝐵. Пусть A(𝐵)—произвольное конечное подмножество 𝑃3,2, такое,
что [𝑝𝑟A(𝐵)] =𝐵. Через 𝑁(𝑛, 𝑘,A(𝐵)) обозначим число различных формул
над системой

𝐺=A(𝐵)∪ U∪ {𝜁0 ∪ 𝜁1 ∪ 𝜁2}

сложности не более 𝑘, реализующих функции от переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛.
Следующая лемма является аналогом леммы 16 из [33].

Л е м м а 3.3.1. Для каждой системы A(𝐵) существует констан-
та 𝑐= 𝑐(A(𝐵)), такая, что

𝑁(𝑛, 𝑘,A(𝐵))< (𝑐𝑛)𝑘. (3.74)

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 16
из [33]. Следующая лемма является аналогом леммы 9 из [33].

Л е м м а 3.3.2. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс булевых
функций, такой, что 𝑈01 ⊆𝐵. Тогда если для некоторой функции 𝑘(𝑛)
выполняется соотношение

𝑁(𝑛, 𝑘(𝑛),A(𝐵))

|𝑝𝑟−1𝐵(𝑛)| → 0 при 𝑛→∞,
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то начиная с некоторого 𝑛 выполняется неравенство

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))> 𝑘(𝑛).

Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 9 из [33].

Л е м м а 3.3.3. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс булевых
функций, такой, что 𝑈01⊆𝐵. Для любого 𝜀>0 при достаточно больших
𝑛 выполняется неравенство

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))>

3𝑛

log2 𝑛
(1− 𝜀).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 3.3.1 достаточно показать,
что при

𝑘(𝑛) =
3𝑛

log2 𝑛
(1− 𝜀)

и 𝑛→∞ выполняется условие

𝑁(𝑛, 𝑘(𝑛),A(𝐵))

|𝑝𝑟−1𝐵(𝑛)| → 0.

Так как 𝑈01⊆𝐵 и |𝑈01(𝑛)|=𝑛, то |𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛)|>𝑛23𝑛−2𝑛 . По лемме 3.3.2 сущест-

вует константа 𝑐, такая, что 𝑁(𝑛, 𝑘(𝑛))< (𝑐𝑛)𝑘. Тогда получаем:

log2

𝑁(𝑛, 𝑘(𝑛),A(𝐵))

|𝑝𝑟−1𝐵(𝑛)| = log2 𝑁(𝑛, 𝑘(𝑛),A(𝐵))− log2 |𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛)|6

6 𝑘 log2 𝑐𝑛− log2 𝑛− (3𝑛−2𝑛)6 3𝑛

log2 𝑛
(1− 𝜀)(log2 𝑛+log2 𝑐)− log2 𝑛−3𝑛+2𝑛.

Последнее выражение стремится к −∞ при 𝑛→∞, откуда вытекает, что

𝑁(𝑛, 𝑘(𝑛),A(𝐵))

|𝑝𝑟−1𝐵(𝑛)| → 0 при 𝑛→∞.

Лемма доказана.
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а 3.3.1. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс
булевых функций, такой, что 𝑈01 ⊆ 𝐵, A(𝐵)—произвольное конечное
подмножество 𝑃3,2, удовлетворяющее условию [𝑝𝑟A(𝐵)] = 𝐵, а 𝐺 =
=A(𝐵)∪U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}. Тогда имеет место соотношение

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))& 3𝑛

log2 𝑛
.

С учетом теорем 3.2.2 и 3.3.1 получаем следующий результат.

Т е о р е м а 3.3.2. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс
булевых функций, такой, что 𝑈01 ⊆ 𝐵, A(𝐵)—произвольное конечное
подмножество 𝑃3,2, удовлетворяющее условию [𝑝𝑟A(𝐵)] = 𝐵, а 𝐺 =
=A(𝐵)∪U∪{𝜁0, 𝜁1, 𝜁2}. Тогда имеет место соотношение

3𝑛

log2 𝑛
.𝐿𝐺(𝑝𝑟

−1𝐵(𝑛)). 3𝑛

log2 𝑛
+𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)).



О СЛОЖНОСТИ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ, ПРИНИМАЮЩИХ ДВА ЗНАЧЕНИЯ 101

3.4. Асимптотически точные формулы для функций Шеннона.
В этом разделе для некоторых конечных семейств функций, порождающих
максимальные классы, находятся асимптотически точные оценки соответ-
ствующих функций Шеннона.

Имеет место следующий результат.
Т е о р е м а 3.4.1. Пусть 𝐵—замкнутый класс булевых функций,

такой, что 𝐿01 ⊆𝐵. Тогда существует конечный базис 𝐺 класса 𝑝𝑟−1𝐵,
такой, что

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))∼

3𝑛

log2 𝑛
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐵—замкнутый класс булевых функций,
такой, что 𝐿01⊆𝐵. Рассмотрим базис 𝐺, удовлетворяющий условиям теоре-
мы 3.3.2. Тогда по теореме 3.3.2 выполняются оценки

3𝑛

log2 𝑛
.𝐿𝐺(𝑝𝑟

−1𝐵(𝑛)). 3𝑛

log2 𝑛
+𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)). (3.75)

В соотношении (3.75) оценим величину 𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)). Множество всех
замкнутых классов булевых функций, содержащих класс 𝐿01, состоит из
классов

𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿𝑆, 𝐿, 𝑆01, 𝑆, 𝑇01, 𝑇0, 𝑇1, 𝑃2.

Рассмотрим каждый из этих случаев и для каждого случая покажем, что

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)) = 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
.

Если 𝐵=𝑃2, то в силу теоремы 1.3.1

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛))∼
2𝑛

log2 𝑛
= 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
.

Пусть 𝐵 ∈{𝐿01, 𝐿0, 𝐿1, 𝐿𝑆, 𝐿}. Тогда по лемме 1.3.2 найдется такая кон-
станта 𝑐, что

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛))6 𝑐𝑛= 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
.

Если 𝐵 ∈{𝑆, 𝑆01}, то по теореме 1.3.5

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛))∼
2𝑛−1

log2 𝑛
= 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
.

Пусть, наконец, 𝐵∈{𝑇0, 𝑇1, 𝑇01}. Из теоремы 1.3.6 следует, что

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛))∼
2𝑛

log2 𝑛
= 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
.

Таким образом, для любого замкнутого класса булевых функций 𝐵,
такого, что 𝐿01⊆𝐵, выполняется соотношение

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)) = 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
.

Тогда из соотношения (3.75) следует, что

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))∼

3𝑛

log2 𝑛
.

Теорема доказана.
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Также имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а 3.4.2. Пусть 𝐵 — замкнутый класс булевых функций,
принадлежащий множеству {𝑂∞, 𝑂∞

0 , 𝐼
∞, 𝐼∞1 , 𝑀𝑂∞, 𝑀𝑂∞

0 , 𝑀𝐼∞, 𝑀𝐼∞1 }.
Тогда существует конечный базис 𝐺 класса 𝑝𝑟−1𝐵, такой, что

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))∼

3𝑛

log2 𝑛
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐵 ∈ {𝑂∞, 𝑂∞
0 }. Рассмотрим базис 𝐺,

удовлетворяющий условиям теоремы 3.3.2. Тогда по теореме 3.3.2

3𝑛

log2 𝑛
.𝐿𝐺(𝑝𝑟

−1𝐵(𝑛)). 3𝑛

log2 𝑛
+𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)). (3.76)

В силу теоремы 1.3.5 справедливо соотношение

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛))∼
2𝑛−1

log2 𝑛
= 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
.

Следовательно, с учетом соотношений (3.76), имеет место соотношение

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))∼

3𝑛

log2 𝑛
.

Если 𝐵 ∈ {𝐼∞, 𝐼∞1 }, то утверждение теоремы выполняется в силу сооб-
ражений двойственности.

В случае 𝐵∈{𝑀𝑂∞, 𝑀𝑂∞
0 , 𝑀𝐼∞, 𝑀𝐼∞1 } утверждение теоремы аналогич-

ным образом извлекается из теоремы 1.3.7.
Теорема доказана.

Т е о р е м а 3.4.3. Пусть 𝐵 ∈ {𝑀01, 𝑀0, 𝑀1, 𝑀}. Тогда существует
конечный базис 𝐺 класса 𝑝𝑟−1𝐵, такой, что

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))∼

3𝑛

log2 𝑛
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐵 ∈{𝑀01, 𝑀0, 𝑀1, 𝑀}. Рассмотрим базис
𝐺, удовлетворяющий условиям теоремы 3.3.2, и такой, что 𝑥𝑦, 𝑥 ∨ 𝑦 ∈ 𝑝𝑟𝐺.
Тогда по теореме 3.3.2

3𝑛

log2 𝑛
.𝐿𝐺(𝑝𝑟

−1𝐵(𝑛)). 3𝑛

log2 𝑛
+𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)). (3.77)

Легко видеть, что для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐵(𝑛) найдутся такие
функции 𝑔(𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐵(𝑛−1) и ℎ(𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐵(𝑛−1), что

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑥1𝑔(𝑥2, . . ., 𝑥𝑛)∨ ℎ(𝑥2, . . ., 𝑥𝑛).

Следовательно, выполняется соотношение

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)) = 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
.

Тогда, с учетом соотношений (3.77), получаем утверждение теоремы.
Теорема доказана.
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Т е о р е м а 3.4.4. Пусть

𝐵 ∈ {𝐷01, 𝐷0, 𝐷1, 𝐷, 𝐾01, 𝐾0, 𝐾1, 𝐾, 𝑈, 𝑆𝑈, 𝑈01, 𝑀𝑈, 𝑈0, 𝑈1}.

Тогда существует конечный базис 𝐺 класса 𝑝𝑟−1𝐵, такой, что

𝐿𝐺(𝑝𝑟
−1𝐵(𝑛))∼

3𝑛

log2 𝑛
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть

𝐵 ∈ {𝐷01, 𝐷0, 𝐷1, 𝐷, 𝐾01, 𝐾0, 𝐾1, 𝐾, 𝑈, 𝑆𝑈, 𝑈01, 𝑀𝑈, 𝑈0, 𝑈1}.

Рассмотрим базис 𝐺, удовлетворяющий условиям теоремы 3.3.2. Тогда по
теореме 3.3.2

3𝑛

log2 𝑛
.𝐿𝐺(𝑝𝑟

−1𝐵(𝑛)). 3𝑛

log2 𝑛
+𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)). (3.78)

Очевидным образом выполняется соотношение

𝐿𝑝𝑟𝐺(𝐵(𝑛)) = 𝑜

(︂
3𝑛

log2 𝑛

)︂
,

откуда, с учетом соотношений (3.78), следует утверждение теоремы. Теоре-
ма доказана.

§ 4. Глубина формул, реализующих функции из 𝑃3,2

В этом параграфе изучается вопрос о глубине формул, реализующих
функции из 𝑃3,2. Известно [61], что для произвольной конечной системы
булевых функций всякая функция из замкнутого класса, порожденного этой
системой, может быть реализована формулой, глубина которой имеет не
более чем линейный порядок роста от числа переменных. Ниже аналогичный
факт устанавливается для некоторых конечных систем функций из 𝑃3,2.

4.1. Классы, проекция которых содержит функцию 𝛿𝑝 или 𝛿*
𝑝
.

Напомним некоторые определения, приведенные ранее в параграфе 1.
Для любого 𝑝 > 2 и любого 𝑖 = 1, . . ., 𝑝 будем обозначать через 𝑥𝑖 на-
бор (𝑥𝑖

1, . . ., 𝑥
𝑖
𝑖−1, 𝑥

𝑖
𝑖+1, . . ., 𝑥

𝑖
𝑝), а через 𝑋

𝑝 —набор (𝑥1, . . ., 𝑥𝑝), состоящий из
𝑝(𝑝− 1) переменных.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция из 𝑃3,2, 𝑛 > 𝑝 > 2.
Для любых 𝑖, 𝑗, таких, что 1 6 𝑖, 𝑗 6 𝑝 и 𝑖 ̸= 𝑗, будем обозначать через
𝑓 𝑖
𝑗(𝑥1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑛) функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑛). Через 𝑌

𝑝

обозначим набор функций, получающийся из набора 𝑋𝑝 заменой перемен-
ных 𝑥𝑖

𝑗 на функции 𝑓
𝑖
𝑗 соответственно, где 𝑖, 𝑗=1, . . ., 𝑝 и 𝑖 ̸=𝑗.

Для любых 𝑝>3 в главе 1 была определена булева функция 𝛿𝑝(𝑋
𝑝):

𝛿𝑝(𝑋
𝑝) = ∨&𝑥

𝑖𝑗
𝑖𝑙
,

где дизъюнкция берется по всем 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4=1, . . ., 𝑝, 𝑖𝑣 ̸= 𝑖𝑠 при 𝑣 ̸=𝑠, а конъ-
юнкция берется по всем 𝑗, 𝑙, таким, что 16 𝑗 < 𝑙64.

Через D𝑝 мы обозначаем множество функций È𝑝(𝑋
𝑝) из 𝑃3,2, таких, что

𝑝𝑟È𝑝(𝑋
𝑝) = 𝛿𝑝(𝑋

𝑝).
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Определим множества Q и R замкнутых классов из 𝑃2. Обозначим че-
рез Q множество

{𝑃2, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑀,𝑀0, 𝑀1, 𝑀01, 𝑂
𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝑀𝑂𝑚,

𝑀𝑂𝑚
0 , 𝐼

𝑚, 𝐼𝑚1 , 𝑀𝐼𝑚, 𝑀𝐼𝑚1 , 26𝑚<∞},

а через R—множество

{𝑃2, 𝑇1, 𝑇01, 𝑀,𝑀1, 𝑀01, 𝑂
𝑚, 𝑂𝑚

0 , 𝑀𝑂𝑚, 𝑀𝑂𝑚
0 , 26𝑚<∞}.

Легко видеть, что

R∪R* =Q.

Имеет место следующая теорема.
Т е о р е м а 4.1.1. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс бу-

левых функций из множества Q, 𝐻—произвольный замкнутый класс
функций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻 =𝐵, а 𝐺—произвольная конечная по-
рождающая система класса 𝐻. Тогда существует константа 𝑐, такая,
что при всех 𝑛>1 выполняется неравенство

𝐷𝐺(𝐻(𝑛))6 𝑐𝑛.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс бу-
левых функций из множества Q, 𝐻—произвольный замкнутый класс функ-
ций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻=𝐵, а 𝐺—произвольная конечная порождающая
система класса 𝐻. Рассмотрим сначала случай, когда 𝐵∈R. Из леммы 1.5.3
следует, что для любого фиксированного 𝑚>2 существует натуральное чис-
ло 𝑟=𝑟(𝑚), такое, что функция 𝛿𝑟 принадлежит замкнутому классу булевых
функций 𝑂𝑚. Следовательно, для любого класса 𝐵∈R и для любого замкну-
того класса 𝐻 из 𝑃3,2, такого, что 𝑝𝑟𝐻 =𝐵, найдутся натуральное 𝑟= 𝑟(𝑚)
и функция È𝑟(𝑋

𝑟) из множества D𝑟, такие, что функция È𝑟(𝑋
𝑟) принад-

лежит классу 𝐻. Из леммы 1.5.4 следует, что тогда для любой функции
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐻, 𝑛> 10, выполняется равенство 𝑓 =È𝑟(𝑌

𝑟
𝑓 ). Функции 𝑌 𝑟

𝑓

зависят не более чем от 𝑛− 1 переменной. Следовательно, для любого ко-
нечного базиса 𝐺0 класса 𝐻, содержащего функцию È𝑟(𝑋

𝑟) и все функции
из множества 𝐻(9), выполняется соотношение 𝐷𝐺0

(𝐻(𝑛))6 𝑐0𝑛, где 𝑐0 —
некоторая константа. Отсюда следует, что для порождающей системы 𝐺
класса 𝐻 выполняется соотношение 𝐷𝐺(𝐻(𝑛))6 𝑐𝑛, где 𝑐—некоторая кон-
станта, так как переход от одного базиса к другому влечет увеличение глу-
бины функций не более чем в константу раз.

Если класс 𝐵 принадлежит множеству Q ∖R, то утверждение теоремы
следует из соображений двойственности.

Теорема доказана.
4.2. Классы, проекция которых совпадает с 𝑆 или 𝑆01. В этом

разделе устанавливается верхняя линейная оценка для функции Шеннона
по глубине для всех замкнутых классов 𝐹 из 𝑃3,2, таких, что 𝑝𝑟𝐹 ∈ {𝑆, 𝑆01},
и всех конечных базисов класса 𝐹 .

Установим сначала один факт о глубине формул, реализующих функ-
ции из классов вида 𝑝𝑟−1𝐵 ∩ 𝑍2,𝑖, где 𝐵—произвольный замкнутый класс
булевых функций, такой, что 𝑈01⊆𝐵, 𝑖=0, 1.

Л е м м а 4.2.1. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс булевых
функций, такой, что 𝑈01 ⊆𝐵. Пусть 𝐻𝑖 = 𝑝𝑟−1𝐵 ∩𝑍2,𝑖, а 𝐺𝑖 —произволь-
ная конечная порождающая система класса 𝐻𝑖, 𝑖=0, 1. Тогда найдется
константа 𝑐𝑖, 𝑖=0, 1, такая, что

𝐷𝐺𝑖
(𝐻𝑖(𝑛))6 𝑐𝑖𝑛.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс бу-
левых функций, такой, что 𝑈01 ⊆ 𝐵. Пусть 𝐻𝑖 = 𝑝𝑟−1𝐵 ∩ 𝑍2,𝑖, а 𝐺𝑖 —про-
извольная конечная порождающая система класса 𝐻𝑖, 𝑖= 0, 1. Рассмотрим
сначала случай класса 𝐻0.

Каждая функция 𝑓 из класса 𝑍2,0 удовлетворяют следующему условию:

если набор ̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
2 получен из набора ̃︀𝛽 ∈𝐸𝑛

3 заменой всех двоек на нули,

то 𝑓(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛽). Значит, значения функции 𝑓 полностью определяются зна-
чениями булевой функции 𝑝𝑟𝑓 . Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐻0. Тогда выполняется
неравенство

𝐷𝐺0
(𝑓)6𝐷𝑝𝑟𝐺0

(𝑝𝑟𝑓). (4.1)

Тогда справедливо соотношение

𝐷𝐺0
(𝐻0(𝑛))6𝐷𝑝𝑟𝐺0

(𝐵(𝑛)). (4.2)

По теореме 1.3.2 существует константа 𝑐, такая, что 𝐷𝑝𝑟𝐺0
(𝐵(𝑛)) 6 𝑐𝑛.

Следовательно, с учетом соотношения (4.2), получаем

𝐷𝐺0
(𝐻0(𝑛))6 𝑐𝑛.

Для класса 𝐻1 доказательство проводится аналогичным образом. Лемма
доказана.

Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2 является нулевым
доопределением булевой функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), если 𝑝𝑟𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =
= 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и для каждого набора ̃︀𝛼∈𝐸𝑛

3 ∖𝐸
𝑛
2 выполняется соотношение

𝑓(̃︀𝛼) = 0. Через 𝜀(𝑛)1 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) обозначим нулевое доопределение булевой
функции 𝑒(𝑛)1 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑥1, 𝑛> 1. Нетрудно убедиться в справедливости
равенств

𝜀(1)1 (𝑥1) = 𝜀(2)1 (𝑥1, 𝑥1), (4.3)

𝜀(𝑖+1)1 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑖+1) = 𝜀(2)1 (𝜀(𝑖)1 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑖), 𝑥𝑖+1), 𝑖> 2. (4.4)

Следовательно, для любого 𝑛 > 1 справедливо соотношение 𝜀(𝑛)1 ∈ [{𝜀(2)1 }],
причем для 𝑛>2 выполняется неравенство

𝐷{𝜀(2)
1
}(𝜀

(𝑛)
1 )6 𝑛.

Обозначим через Ð𝑛 формулу над системой 𝜀(2)1 , реализующую функ-
цию 𝜀(𝑛+1)1 (𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑖+1), полученную в соответствии с соотношениями (4.3)
и (4.4) и с последующим переименованием переменных, 𝑛> 1. Очевидно,
что при 𝑛>2 выполняется неравенство

𝐷(Ð𝑛)6 𝑛. (4.5)

Докажем следующую лемму.

Л е м м а 4.2.2. Пусть 𝐻—произвольный замкнутый класс функ-
ций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻 ∈{𝑆, 𝑆01}. Пусть 𝐺—произвольная конечная

порождающая система класса 𝐻, такая, что 𝜀(2)1 (𝑥1, 𝑥2) ∈𝐺. Тогда су-
ществует константа 𝑐= 𝑐(𝐺), такая, что при всех 𝑛> 1 выполняется
неравенство

𝐷𝐺(𝐻(𝑛))6 𝑐𝑛.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐻—произвольный замкнутый класс
функций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻 ∈ {𝑆, 𝑆01}. Пусть 𝐺—произвольная
конечная порождающая система класса 𝐻, такая, что 𝜀(2)1 (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐺.
Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)—произвольная функция из класса 𝐻. Рассмотрим
конечную систему 𝐺 ∪ {0}. Пусть 𝐹 = [𝐺 ∪ {0}]. Так как 𝑝𝑟𝐻 ∈ {𝑆, 𝑆01},
то 𝑝𝑟𝐹 ∈ {𝑃2, 𝑇0}. Тогда из теоремы 4.1.1 следует, что существует форму-
ла Ï над 𝐺∪{0}, реализующая функцию 𝑓 , и константа ̃︀𝑐=̃︀𝑐(𝐺∪{0}), такие,
что 𝐷(Ï)6̃︀𝑐𝑛. Заменим каждое вхождение константы 0 в формулу Ï на фор-

мулу Ð𝑛 (см. ее построение перед леммой). Получится формула ̂︀Ï над 𝐺,
реализующая некоторую функцию 𝑔(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Покажем, что 𝑔(𝑦, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Пусть ̃︀𝛼=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)∈𝐸
𝑛
3 ,

𝛽 ∈𝐸3. Если ̃︀𝛼 ∈𝐸𝑛
3 ∖𝐸

𝑛
2 , то 𝜀

(𝑛+1)
1 (𝛽, ̃︀𝛼) = 0. Поэтому 𝑔(𝛽, ̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼). Пусть̃︀𝛼∈𝐸𝑛

2 . Если 𝛽=0 или 𝛽=2, то 𝜀(𝑛+1)1 (𝛽, ̃︀𝛼) = 0 и 𝑔(𝛽, ̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼). Если 𝛽=1,
то 𝜀(𝑛+1)1 (𝛽, ̃︀𝛼) = 1. Принимая во внимание самодвойственность функций 𝑝𝑟𝑓
и 𝑝𝑟𝑔, получим следующую цепочку равенств:

𝑔(1, ̃︀𝛼) = 𝑔(0, ̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼).
Таким образом, формула ̂︀Ï реализует функцию 𝑓 . При этом в силу построе-
ния и с учетом соотношения (4.5) выполняется неравенство

𝐷(̂︀Ï)6𝐷(Ï) +𝐷(Ð𝑛)6 ̃︀𝑐𝑛+ 𝑛+ 16 𝑐𝑛,

где 𝑐—некоторая константа. Лемма доказана.
Справедлива следующая теорема.
Т е о р е м а 4.2.1. Пусть 𝐵—один из двух классов булевых

функций: 𝑆 или 𝑆01. Пусть 𝐻—произвольный замкнутый класс функ-
ций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻 =𝐵. Пусть 𝐺—произвольная конечная по-
рождающая система класса 𝐻. Тогда существует константа 𝑐 такая,
что при всех 𝑛>1 выполняется неравенство

𝐷𝐺(𝐻(𝑛))6 𝑐𝑛.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐵—один из двух классов булевых функ-
ций: 𝑆 или 𝑆01. Пусть 𝐻—произвольный замкнутый класс функций из 𝑃3,2,
такой, что 𝑝𝑟𝐻 =𝐵. Пусть 𝐺—произвольная конечная порождающая си-
стема класса 𝐻. Рассмотрим сначала случай 𝐵=𝑆. В лемме 1.4.6 приведено
описание множества замкнутых классов из 𝑃3,2, проекция которых совпада-
ет с классом 𝑆: в класс 𝑆 проектируются классы

𝑝𝑟−1𝑆, 𝑍2,0 ∩ 𝑝𝑟
−1𝑆, 𝑍2,1 ∩ 𝑝𝑟

−1𝑆

и только они.
Для классов 𝑍2,0 ∩ 𝑝𝑟

−1𝑆 и 𝑍2,1 ∩ 𝑝𝑟
−1𝑆 утверждение теоремы вытекает

из леммы 4.2.1.
Легко видеть, что класс 𝑝𝑟−1𝑆 содержит функцию 𝜀(2)1 (𝑥1, 𝑥2). Оче-

видно, что если 𝐺—конечная порождающая система класса 𝑝𝑟−1𝑆, то и
система 𝐺0 = 𝐺 ∪ {𝜀(2)1 } является конечной порождающей системой клас-
са 𝑝𝑟−1𝑆. Следовательно, по лемме 4.2.2 найдется константа 𝑐0, такая,
что 𝐷𝐺0

(𝐻(𝑛))6 𝑐0𝑛. Так как переход от одного базиса к другому влечет
увеличение сложности функций не более чем в константу раз, то найдется
константа 𝑐, такая, что 𝐷𝐺(𝐻(𝑛))6 𝑐𝑛.

Перейдем к рассмотрению случая 𝐵 = 𝑆01. В лемме 1.4.7 содержится
описание множества замкнутых классов из 𝑃3,2, проекция которых совпадает
с классом 𝑆01: в класс 𝑆01 проектируются классы

𝑝𝑟−1𝑆01, 𝑇
(2)
0 ∩ 𝑝𝑟−1𝑆01, 𝑇

(2)
1 ∩ 𝑝𝑟−1𝑆01, 𝑍2,0 ∩ 𝑝𝑟

−1𝑆01, 𝑍2,1 ∩ 𝑝𝑟
−1𝑆01

и только они.
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Для классов 𝑍2,0∩𝑝𝑟
−1𝑆01 и 𝑍2,1∩𝑝𝑟

−1𝑆01 утверждение теоремы вытекает
из леммы 4.2.1.

Классы 𝑝𝑟−1𝑆01 и 𝑇 (2)
0 ∩ 𝑝𝑟−1𝑆01 содержат функцию 𝜀(2)1 (𝑥1, 𝑥2). Доказа-

тельство утверждения теоремы для этих классов следует из леммы 4.2.2
и проводится аналогично случаю класса 𝑝𝑟−1𝑆.

Класс 𝑇 (2)
1 ∩ 𝑝𝑟−1𝑆01 является двойственным к классу 𝑇 (2)

0 ∩ 𝑝𝑟−1𝑆01 от-
носительно перестановки (01)(2). Поэтому для него утверждение теоремы
выполняется в силу принципа двойственности. Теорема доказана.

4.3. Классы, проекция которых совпадает с классом 𝑆𝑀 .
Перейдем к рассмотрению классов, проекция которых совпадает с клас-
сом 𝑆𝑀 . Известно [95], что множество всех классов, проекция которых
совпадает с классом 𝑆𝑀 , является конечным. В [95] приведен метод описа-
ния этого множества. Полное описание этого множества можно найти в [84].
Ниже мы не будем опираться на это описание.

План дальнейших рассуждений выглядит следующим образом. Сначала
мы введем некоторые обозначения и докажем ряд вспомогательных утвер-
ждений. Затем мы определим рекуррентным образом булеву функцию 𝜔6.
Затем для каждой функции 𝑓 ∈𝑃3,2 будет доказано одно специальное разло-
жение, получаемое с использованием функции, проекция которой совпадает
с функцией 𝜔6. Наконец, на основе этого разложения будет доказана верх-
няя оценка для функции Шеннона по глубине для каждого класса, проекция
которого является классом 𝑆𝑀 .

Далее мы будем использовать булеву функцию 𝛿10(𝑋
10). Напомним, что

𝛿10(𝑋
10) = ∨&𝑥

𝑖𝑗
𝑖𝑙
,

где дизъюнкция берется по всем 𝑖1, 𝑖2, 𝑖3, 𝑖4 = 1, . . ., 10, 𝑖𝑣 ̸= 𝑖𝑠 при 𝑣 ̸= 𝑠,
а конъюнкция берется по всем 𝑗, 𝑙, таким, что 16 𝑗 <𝑙64.

Напомним также, что через 𝑑3(𝑥, 𝑦, 𝑧) мы обозначаем булеву функцию
𝑥𝑦 ∨ 𝑥𝑧 ∨ 𝑦𝑧.

Определим функцию 𝜋(𝑧1, 𝑧2, 𝑋
10)∈𝑃2. Положим

𝜋(𝑧1, 𝑧2, 𝑋
10) = 𝑧1(𝑧2 ∨ 𝛿10(𝑋

10))∨ 𝑧2𝛿
*
10(𝑋

10), (4.6)

где 𝛿*10(𝑋
10)—булева функция, двойственная к функции 𝛿10(𝑋

10).
Очевидно, что выполняется следующее утверждение.

Л е м м а 4.3.1. Функция 𝜋(𝑧1, 𝑧2, 𝑋
10) принадлежит классу 𝑆𝑀 .

Определим функции 𝜔𝑖∈𝑃2, 𝑖=2, 3, 4, 5, 6, следующим образом.Положим

𝜔2(𝑧1, 𝑧2, 𝑋
10) = 𝜋(𝑧1, 𝑧2, 𝑋

10), (4.7)

𝜔3(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑋
10) = 𝑑3(𝜔2(𝑧1, 𝑧2, 𝑋

10), 𝜔2(𝑧1, 𝑧3, 𝑋
10), 𝜔2(𝑧2, 𝑧3, 𝑋

10)), (4.8)

𝜔4(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑋
10) =

= 𝑑3(𝜔3(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑋
10), 𝜔3(𝑧1, 𝑧2, 𝑧4, 𝑋

10), 𝜔3(𝑧1, 𝑧3, 𝑧4, 𝑋
10)), (4.9)

𝜔5(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑋
10) =

= 𝑑3(𝜔4(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑋
10), 𝜔4(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧5, 𝑋

10), 𝜔4(𝑧1, 𝑧2, 𝑧4, 𝑧5, 𝑋
10)), (4.10)
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𝜔6(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑧6, 𝑋
10) =

=𝑑3(𝜔5(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑋
10), 𝜔5(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧6, 𝑋

10), 𝜔5(𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧5, 𝑧6, 𝑋
10)).
(4.11)

Отметим, что из определений и леммы 4.3.1 следует, что функции 𝜔𝑖,
𝑖=2, 3, 4, 5, 6, принадлежат классу 𝑆𝑀 .

Обозначим через Q𝑖 множество функций Ñ𝑖 ∈𝑃3,2, таких, что 𝑝𝑟Ñ𝑖=𝜔𝑖,
𝑖=2, 3, 4, 5, 6.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛> 5. Определим следующим образом функ-

ции 𝑔𝑓𝑖 (𝑦1, . . ., 𝑦𝑖, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃3,2, 𝑖=2, 3, 4, 5, 6. Положим

𝑔𝑓𝑖 (𝑦1, . . ., 𝑦𝑖, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)(𝑗1(𝑦1)∨ . . .∨ 𝑗1(𝑦𝑖)) ∨ 𝑗1(𝑦1) · . . . · 𝑗1(𝑦𝑖). (4.12)

Докажем несколько свойств функций Ñ𝑖, 𝑖 = 2, 3, 4, 5, 6. Напомним,
что для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 2, и любого 𝑝, 𝑛> 𝑝> 2, мы обоз-
начаем через 𝑌 𝑝 = 𝑌 𝑝(𝑓) набор функций, получающийся из набора пере-
менных 𝑋𝑝 подстановкой функции 𝑓 𝑖

𝑗 вместо переменной 𝑥𝑖
𝑗 для всех 𝑖, 𝑗,

16 𝑖, 𝑗 6 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗.
Л е м м а 4.3.2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃3,2, 𝑛>10, и Ñ2∈Q2. Пусть ̃︀𝛼=

=(𝛼1, 𝛼2)∈𝐸
2
3 , 𝛾𝑖= 𝑗1(𝛼𝑖), 𝑖=1, 2, ̃︀𝛽=(𝛽1, . . ., 𝛽𝑛)∈𝐸

𝑛
3 . Тогда выполняется

равенство

Ñ2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, и Ñ2 ∈ Q2.

Пусть ̃︀𝛼 = (𝛼1, 𝛼2) ∈ 𝐸
2
3 , 𝛾𝑖 = 𝑗1(𝛼𝑖), 𝑖 = 1, 2, ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) ∈ 𝐸

𝑛
3 . Так как

𝛾1, 𝛾2 ∈𝐸2, а также в силу того, что функции из набора 𝑌 10 не принимают
значение 2, выполняется равенство

Ñ2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝜔2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌

10(̃︀𝛽)). (4.13)

По определению функции 𝜔2

𝜔2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝛾1(𝛾2 ∨ 𝛿10(𝑌

10(̃︀𝛽)))∨ 𝛾2𝛿*10(𝑌 10(̃︀𝛽)). (4.14)

Пусть È10 —произвольная функция из 𝑃3,2, такая, что 𝑝𝑟È10 = 𝛿10.

Тогда справедливо равенство 𝛿10(𝑌
10(̃︀𝛽)) = È10(𝑌

10(̃︀𝛽)). В силу лем-

мы 1.5.4 выполняется соотношение È10(𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑓(̃︀𝛽). Следовательно,

𝛿10(𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑓(̃︀𝛽). Аналогично, с учетом замечания к лемме 1.5.4, можно

доказать, что 𝛿*10(𝑌
10(̃︀𝛽))= 𝑓(̃︀𝛽). Тогда

𝜔2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝛾1(𝛾2 ∨ 𝑓(̃︀𝛽))∨ 𝛾2𝑓(̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛽) · (𝛾1 ∨ 𝛾2)∨ 𝛾1𝛾2.

Из определения вытекает, что

𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛽) · (𝛾1 ∨ 𝛾2) ∨ 𝛾1𝛾2.
Следовательно,

Ñ2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽).

Лемма доказана.
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Л е м м а 4.3.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃3,2, 𝑛>10, и Ñ3∈Q3. Пусть ̃︀𝛼=
= (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)∈𝐸

3
3 , 𝛾𝑖 = 𝑗1(𝛼𝑖), 𝑖=1, 2, 3, ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛)∈𝐸

𝑛
3 . Тогда выпол-

няется равенство

Ñ3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, и Ñ3 ∈ Q3.

Пусть ̃︀𝛼=(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)∈𝐸
3
3 , 𝛾𝑖= 𝑗1(𝛼𝑖), 𝑖=1, 2, 3, ̃︀𝛽=(𝛽1, . . ., 𝛽𝑛)∈𝐸

𝑛
3 . Так как

𝛾1, 𝛾2, 𝛾3∈𝐸2, а также в силу того, что функции из набора 𝑌
10 не принимают

значение 2, выполняется равенство

Ñ3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝜔3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.15)

По определению функции 𝜔3

𝜔3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =

= 𝑑3(𝜔2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌
10(̃︀𝛽)), 𝜔2(𝛾1, 𝛾3, 𝑌

10(̃︀𝛽)), 𝜔2(𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽))). (4.16)

Пусть Ñ2 —произвольная функция из множества Q2. Так как
𝛾1, 𝛾2, 𝛾3 ∈ 𝐸2, а также в силу того, что функции из набора 𝑌 10 не прини-
мают значение 2, выполняются равенства

𝜔2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.17)

𝜔2(𝛾1, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ2(𝛾1, 𝛾3, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.18)

𝜔2(𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ2(𝛾2, 𝛾3, 𝑌

10(̃︀𝛽)). (4.19)

По лемме 4.3.2

Ñ2(𝛾1, 𝛾2, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽), (4.20)

Ñ2(𝛾1, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼3, ̃︀𝛽), (4.21)

Ñ2(𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓2 (𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽). (4.22)

Из равенств (4.15)–(4.22) получаем, что

Ñ3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑑3(𝑔

𝑓
2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓2 (𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽)). (4.23)

Покажем, что

𝑑3(𝑔
𝑓
2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓2 (𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽). (4.24)

Рассмотрим несколько случаев.
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1. Пусть 𝛼1=𝛼2=𝛼3=1. Тогда из определения функции 𝑔𝑓2 следует, что

𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓2 (𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 1,

𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 1.

Поэтому равенство (4.24) выполняется.
2. Пусть существуют 𝑖, 𝑗, такие, что 𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑗 ̸= 1, 16 𝑖, 𝑗 6 3, 𝑖 ̸= 𝑗.

Без ограничения общности будем считать, что 𝛼1 =1, 𝛼2 ̸=1. Тогда из опре-
деления функции 𝑔𝑓2 следует, что

𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛽),
𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼3, ̃︀𝛽)> 𝑓(̃︀𝛽),
𝑔𝑓2 (𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽)6 𝑓(̃︀𝛽),

𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛽).
Следовательно,

𝑑3(𝑔
𝑓
2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓2 (𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽)

и равенство (4.24) выполняется.
3. Пусть 𝛼1 ̸= 1, 𝛼2 ̸= 1, 𝛼3 ̸= 1. Тогда из определения функции 𝑔𝑓2 сле-

дует, что

𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼2, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓2 (𝛼1, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓2 (𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 0,

𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 0.

Отсюда вытекает, что равенство (4.24) выполняется.
Таким образом, мы доказали равенство (4.24). Из равенств (4.23)

и (4.24) следует, что

Ñ3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽).

Лемма доказана.

Л е м м а 4.3.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃3,2, 𝑛>10, и Ñ4∈Q4. Пусть ̃︀𝛼=
= (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4) ∈ 𝐸

4
3 , 𝛾𝑖 = 𝑗1(𝛼𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 4, ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) ∈ 𝐸

𝑛
3 . Тогда

выполняется равенство

Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, и Ñ4 ∈ Q4.

Пусть ̃︀𝛼= (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4) ∈𝐸
4
3 , 𝛾𝑖 = 𝑗1(𝛼𝑖), 𝑖= 1, 2, 3, 4, ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) ∈𝐸

𝑛
3 .

Так как 𝛾𝑖 ∈𝐸2, 𝑖=1, 2, 3, 4, а также в силу того, что функции из набора 𝑌 10

не принимают значение 2, выполняется равенство

Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝜔4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌

10(̃︀𝛽)). (4.25)
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По определению функции 𝜔4

𝜔4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =

= 𝑑3(𝜔3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)), 𝜔3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝑌

10(̃︀𝛽)), 𝜔3(𝛾1, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽))). (4.26)

Пусть Ñ3 —произвольная функция из множества Q3. В силу принадлеж-
ности 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4 множеству 𝐸2, а также поскольку функции из набора 𝑌 10

не принимают значение 2, выполняются равенства

𝜔3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.27)

𝜔3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.28)

𝜔3(𝛾1, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ3(𝛾1, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌

10(̃︀𝛽)). (4.29)

По лемме 4.3.3

Ñ3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽), (4.30)

Ñ3(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽), (4.31)

Ñ3(𝛾1, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽). (4.32)

Из равенств (4.25)–(4.32) получаем, что

Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =

= 𝑑3(𝑔
𝑓
3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽)). (4.33)

Покажем, что

𝑑3(𝑔
𝑓
3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽).

(4.34)

Положим
𝐴= 𝛾1 ∨ 𝛾2 ∨ 𝛾3 ∨ 𝛾4, 𝐵 = 𝛾1 · 𝛾2 · 𝛾3 · 𝛾4.

Рассмотрим несколько случаев.
1. Пусть 𝐵=1. Очевидно, что в этом случае 𝛼1=𝛼2=𝛼3=𝛼4=1. Тогда

из определения функций 𝑔𝑓3 и 𝑔𝑓4 следует, что

𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 1,

𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 1.

Поэтому равенство (4.34) выполняется.
2. Пусть 𝐴=1, 𝐵=0. Тогда из определения функции 𝑔𝑓4 следует, что

𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛽).
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Из равенства 𝐴= 1 следует, что среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 есть, по крайней
мере, одна единица. Следовательно, среди трех троек (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3), (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4)
и (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4), по крайней мере, две содержат хотя бы одну единицу. Тогда
среди трех чисел

𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽),
по крайней мере, два не меньше 𝑓(̃︀𝛽). Следовательно,

𝑑3(𝑔
𝑓
3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽))> 𝑓(̃︀𝛽).

Из равенства 𝐵=0 следует, что среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4 есть, по край-
ней мере, одно число, отличное от единицы. Следовательно, среди трех тро-
ек (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3), (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4) и (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4), по крайней мере, две содержат хотя
бы одно число, отличное от единицы. Тогда среди трех чисел

𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽),
по крайней мере, два не больше 𝑓(̃︀𝛽). Следовательно,

𝑑3(𝑔
𝑓
3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽))6 𝑓(̃︀𝛽).

Таким образом,

𝑑3(𝑔
𝑓
3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽)) = 𝑓(̃︀𝛽) =

= 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽)
и равенство (4.34) выполняется.

3. Пусть 𝐴= 0. Очевидно, что в этом случае среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4

нет единиц. Тогда из определения функций 𝑔𝑓3 и 𝑔
𝑓
4 следует, что

𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓3 (𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 0,

𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 0.

Отсюда вытекает, что равенство (4.34) выполняется.
Таким образом, мы доказали равенство (4.34). Из равенств (4.33)

и (4.34) следует, что

Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽).

Лемма доказана.

Л е м м а 4.3.5. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, Ñ5 ∈ Q5,̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) ∈ 𝐸𝑛
3 и ̃︀𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5) ∈ 𝐸5

3 . Пусть 𝛾𝑖 = 𝑗1(𝛼𝑖),
𝑖=1, 2, 3, 4, 5. Тогда выполняется равенство

Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, и Ñ5 ∈ Q5.

Пусть ̃︀𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5) ∈ 𝐸
5
3 , 𝛾𝑖 = 𝑗1(𝛼𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5, и пусть ̃︀𝛽 =

= (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) ∈ 𝐸
𝑛
3 . Так как 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5 ∈ 𝐸2, а также в силу того,
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что функции из набора 𝑌 10 не принимают значение 2, выполняется ра-
венство

Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝜔5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌

10(̃︀𝛽)). (4.35)

По определению функции 𝜔5

𝜔5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =

= 𝑑3(𝜔4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)), 𝜔4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5, 𝑌

10(̃︀𝛽)), 𝜔4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽))).
(4.36)

Пусть Ñ4 —произвольная функция из множества Q4. В силу того,
что 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5 ∈𝐸2, а также поскольку функции из набора 𝑌 10 не при-
нимают значение 2, выполняются равенства

𝜔4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.37)

𝜔4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.38)

𝜔4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌

10(̃︀𝛽)). (4.39)

По лемме 4.3.4

Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽), (4.40)

Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽), (4.41)

Ñ4(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽). (4.42)

Из равенств (4.35)–(4.42) получаем, что

Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =

= 𝑑3(𝑔
𝑓
4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽)). (4.43)

Покажем, что

𝑑3(𝑔
𝑓
4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽)) =

= 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽). (4.44)

Положим
𝐴= 𝛾1 ∨ 𝛾2 ∨ 𝛾3 ∨ 𝛾4 ∨ 𝛾5, 𝐵 = 𝛾1 · 𝛾2 · 𝛾3 · 𝛾4 · 𝛾5.

Рассмотрим несколько случаев.
1. Пусть 𝐵 =1. Очевидно, что в этом случае 𝛼1 =𝛼2 =𝛼3 =𝛼4 =𝛼5 =1.

Тогда из определения функций 𝑔𝑓4 и 𝑔
𝑓
5 следует, что

𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 1,

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 1.

Поэтому равенство (4.44) выполняется.
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2. Пусть 𝐴=1, 𝐵=0. Тогда из определения функции 𝑔𝑓5 следует, что

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛽).
Из равенства 𝐴= 1 следует, что среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5 есть, по край-
ней мере, одна единица. Следовательно, среди трех четверок (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5),
(𝛼1, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5) и (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5), по крайней мере, две содержат хотя бы одну
единицу. Тогда среди трех чисел

𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽),
по крайней мере, два не меньше 𝑓(̃︀𝛽). Следовательно,

𝑑3(𝑔
𝑓
4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽))> 𝑓(̃︀𝛽).

Из равенства 𝐵 = 0 следует, что среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5 есть, по
крайней мере, одно число, отличное от единицы. Следовательно, среди трех
четверок (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4), (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5) и (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5), по крайней мере, две
содержат хотя бы одно число, отличное от единицы. Тогда среди трех чисел

𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽),
по крайней мере, два не больше 𝑓(̃︀𝛽). Следовательно,

𝑑3(𝑔
𝑓
4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽))6 𝑓(̃︀𝛽).

Таким образом,

𝑑3(𝑔
𝑓
4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4

̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽)) = 𝑓(̃︀𝛽) =
= 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽)

и равенство (4.34) выполняется.
3. Пусть 𝐴=0. Очевидно, что в этом случае среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5

нет единиц. Тогда из определения функций 𝑔𝑓4 и 𝑔
𝑓
5 следует, что

𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓4 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 0,

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 0.

Отсюда вытекает, что равенство (4.44) выполняется.
Таким образом, мы доказали равенство (4.44). Из равенств (4.43)

и (4.44) следует, что

Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽).

Лемма доказана.

Л е м м а 4.3.6. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, Ñ6 ∈ Q6,̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) ∈ 𝐸
𝑛
3 и ̃︀𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6) ∈ 𝐸

6
3 . Пусть 𝛾𝑖 = 𝑗1(𝛼𝑖),

𝑖=1, 2, 3, 4, 5, 6. Тогда выполняется равенство

Ñ6(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓6 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, и Ñ6 ∈ Q6.

Пусть ̃︀𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6) ∈ 𝐸6
3 , 𝛾𝑖 = 𝑗1(𝛼𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, ̃︀𝛽 =

= (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛) ∈ 𝐸
𝑛
3 . Так как 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6 ∈ 𝐸2, а также в силу того,

что функции из набора 𝑌 10 не принимают значение 2, выполняется ра-
венство

Ñ6(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝜔6(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌

10(̃︀𝛽)). (4.45)

По определению функции 𝜔6

𝜔6(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =

= 𝑑3(𝜔5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)), 𝜔5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌

10(̃︀𝛽)),
𝜔5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌

10(̃︀𝛽))). (4.46)

Пусть Ñ5 —произвольная функция из множества Q5. В силу принад-
лежности 𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6 множеству 𝐸2, а также поскольку функции из
набора 𝑌 10 не принимают значение 2, выполняются равенства

𝜔5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.47)

𝜔5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾6, 𝑌

10(̃︀𝛽)), (4.48)

𝜔5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌

10(̃︀𝛽)). (4.49)

По лемме 4.3.5

Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛾4, 𝛾5̃︀𝛽), (4.50)

Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽), (4.51)

Ñ5(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽). (4.52)

Из равенств (4.45)–(4.52) получаем, что

Ñ6(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) =

= 𝑑3(𝑔
𝑓
5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽),

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽)). (4.53)

Покажем, что

𝑑3(𝑔
𝑓
5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽)) =

= 𝑔𝑓6 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽). (4.54)

Положим

𝐴= 𝛾1 ∨ 𝛾2 ∨ 𝛾3 ∨ 𝛾4 ∨ 𝛾5 ∨ 𝛾6, 𝐵 = 𝛾1 · 𝛾2 · 𝛾3 · 𝛾4 · 𝛾5 · 𝛾6.
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Рассмотрим несколько случаев.
1. Пусть 𝐵=1. Очевидно, что в этом случае 𝛼1=𝛼2=𝛼3=𝛼4=𝛼5=𝛼6=1.

Тогда из определения функций 𝑔𝑓5 и 𝑔
𝑓
6 следует, что

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 1,

𝑔𝑓6 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽) = 1.

Поэтому равенство (4.54) выполняется.
2. Пусть 𝐴=1, 𝐵=0. Тогда из определения функции 𝑔𝑓6 следует, что

𝑔𝑓6 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛽).
Из равенства 𝐴 = 1 следует, что среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6 есть,
по крайней мере, одна единица. Следовательно, среди трех пятерок
(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5), (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6) и (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6), по крайней мере,
две содержат хотя бы одну единицу. Тогда среди трех чисел

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽),
по крайней мере, два не меньше 𝑓(̃︀𝛽). Следовательно,
𝑑3(𝑔

𝑓
5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽),

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽))> 𝑓(̃︀𝛽).
Из равенства 𝐵 = 0 следует, что среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6 есть,

по крайней мере, одно число, отличное от единицы. Следовательно, среди
пятерок (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5), (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6) и (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6), по крайней
мере, две содержат хотя бы одно число, отличное от единицы. Тогда среди
трех чисел

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽),
по крайней мере, два не больше 𝑓(̃︀𝛽). Следовательно,
𝑑3(𝑔

𝑓
5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽),

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽))6 𝑓(̃︀𝛽).
Таким образом,

𝑑3(𝑔
𝑓
5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽), 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽)) =

= 𝑓(̃︀𝛽) = 𝑔𝑓6 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽) (4.55)

и равенство (4.34) выполняется.
3. Пусть 𝐴=0. Очевидно, что в этом случае среди чисел 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5

нет единиц. Тогда из определения функций 𝑔𝑓3 и 𝑔
𝑓
4 следует, что

𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼6, ̃︀𝛽) = 𝑔𝑓5 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽) = 0,

𝑔𝑓6 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽) = 0.

Отсюда вытекает, что равенство (4.54) выполняется.
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Таким образом, мы доказали равенство (4.54). Из равенств (4.53)
и (4.54) следует, что

Ñ6(𝛾1, 𝛾2, 𝛾3, 𝛾4, 𝛾5, 𝛾6, 𝑌
10(̃︀𝛽)) = 𝑔𝑓6 (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, ̃︀𝛽).

Лемма доказана.
Отметим одно следствие, вытекающее из последней леммы.

С л е д с т в и е. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, ̃︀𝑥 = (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
Пусть Ñ6∈Q6. Тогда выполняется равенство

Ñ6(𝑗1(𝑧1), 𝑗1(𝑧2), 𝑗1(𝑧3), 𝑗1(𝑧4), 𝑗1(𝑧5), 𝑗1(𝑧6), 𝑌
10(̃︀𝑥)) = 𝑔𝑓6 (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑧6, ̃︀𝑥).

(4.56)

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛> 4. Обозначим через 𝑍4 набор из шести
функций (𝑓 1

2 , 𝑓
1
3 , 𝑓

1
4 , 𝑓

2
3 , 𝑓

2
4 , 𝑓

3
4 ).

Имеет место следующее утверждение.

Л е м м а 4.3.7. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10. Пусть Ñ6 ∈ Q6.
Тогда выполняется равенство

Ñ6(𝑍
4, 𝑌 10) = 𝑓. (4.57)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃3,2, 𝑛 > 10, Ñ6 ∈ Q6,̃︀𝑥= (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Пусть формула Ñ6(𝑍
4, 𝑌 10) реализует некоторую функцию

𝐹 (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из 𝑃3,2. Пусть ̃︀𝛼—произвольный набор из 𝐸𝑛
3 . Покажем,

что 𝐹 (̃︀𝛼)=𝑓(̃︀𝛼). В силу равенства (4.56) выполняется равенство

Ñ6(𝑗1(𝑧1), 𝑗1(𝑧2), 𝑗1(𝑧3), 𝑗1(𝑧4), 𝑗1(𝑧5), 𝑗1(𝑧6), 𝑌
10(̃︀𝑥)) = 𝑔𝑓6 (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4, 𝑧5, 𝑧6, ̃︀𝑥).

Поскольку для любой функции 𝑔∈𝑃3,2 справедливо равенство 𝑗1(𝑔)=𝑔, то

Ñ6(𝑍
4, 𝑌 10(̃︀𝑥)) = 𝑔𝑓6 (𝑍

4, ̃︀𝑥).
По определению

𝑔𝑓6 (𝑍
4, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 · (𝑓 1

2 ∨ 𝑓
1
3 ∨ 𝑓

1
4 ∨ 𝑓

2
3 ∨ 𝑓

2
4 ∨ 𝑓

3
4 )∨ 𝑓

1
2 · 𝑓

1
3 · 𝑓

1
4 · 𝑓

2
3 · 𝑓

2
4 · 𝑓

3
4 .

(4.58)

Докажем сначала неравенство 𝐹 (̃︀𝛼) > 𝑓(̃︀𝛼). Так среди любых чисел
𝛼1, . . ., 𝛼4 ∈𝐸3 найдутся хотя бы два одинаковых, то среди шести функций
𝑓 1
2 , 𝑓

1
3 , 𝑓

1
4 , 𝑓

2
3 , 𝑓

2
4 , 𝑓

3
4 найдется хотя бы одна функция 𝑡, такая, что 𝑡(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛼).

Поэтому 𝐹 (̃︀𝛼)> 𝑓(̃︀𝛼).
Докажем теперь неравенство 𝐹 (̃︀𝛼)6 𝑓(̃︀𝛼). В силу упомянутого выше

свойства функция 𝑓 1
2 · 𝑓

1
3 · 𝑓

1
4 · 𝑓

2
3 · 𝑓

2
4 · 𝑓

3
4 принимает на наборе ̃︀𝛼 значение,

не большее 𝑓(̃︀𝛼). Кроме того, функция 𝑓 ·(𝑓 1
2 ∨𝑓

1
3 ∨𝑓

1
4 ∨𝑓

2
3 ∨𝑓

2
4 ∨𝑓

3
4 ) принимает

на наборе ̃︀𝛼 значение, не большее 𝑓(̃︀𝛼). Следовательно, 𝐹 (̃︀𝛼)6 𝑓(̃︀𝛼). Лемма
доказана.

Т е о р е м а 4.3.1. Пусть 𝐻—произвольный замкнутый класс функ-
ций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻 = 𝑆𝑀 , а 𝐺—произвольная конечная по-
рождающая система класса 𝐻. Тогда существует константа 𝑐= 𝑐(𝐺)
такая, что при всех 𝑛>1 выполняется неравенство

𝐷𝐺(𝐻(𝑛))6 𝑐𝑛.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐻—замкнутый класс функций из 𝑃3,2,
𝑝𝑟𝐻 = 𝑆𝑀 . Так как 𝜔6 ∈ 𝑆𝑀 и 𝑝𝑟𝐻 = 𝑆𝑀 , то найдется функция Ñ6 из 𝐻,
такая, что 𝑝𝑟Ñ6=𝜔6. Пусть 𝑓

(𝑛)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐻, 𝑛>10. Пусть ̃︀𝑥=(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
Из леммы 4.3.7 следует, что выполняется равенство

𝑓 (𝑛) =Ñ6(𝑍
4, 𝑌 10(̃︀𝑥)).

Каждая из функций в наборах 𝑍4 и 𝑌 10 зависит не более чем от 𝑛− 1 пере-
менных. Следовательно, множество 𝐺0={Ñ6}∪𝐻(9) является порождающей
системой класса 𝐻. Кроме того, выполняется неравенство

𝐷𝐺0
(𝑓 (𝑛))6 1 +𝐷𝐺0

(𝐻(𝑛− 1)).

Поэтому найдется константа 𝑐0, такая, что 𝐷𝐺0
(𝐻(𝑛))6 𝑐0𝑛. Так как пере-

ход от одной порождающей системы к другой влечет увеличение глубины
функций не более чем в константу раз, то для любого конечного базиса 𝐺
класса 𝐻 существует константа 𝑐= 𝑐(𝐺) такая, что 𝐷𝐺(𝐻(𝑛))6 𝑐𝑛. Теорема
доказана.

Положим

𝑁1 = {𝑃2, 𝑇0, 𝑇1, 𝑇01, 𝑀,𝑀0, 𝑀1, 𝑀01, 𝑆, 𝑆01, 𝑆𝑀,

𝑂𝑚, 𝑂𝑚
0 , 𝑀𝑂𝑚, 𝑀𝑂𝑚

0 , 𝐼
𝑚, 𝐼𝑚1 , 𝑀𝐼𝑚, 𝑀𝐼𝑚1 , 26𝑚<∞}.

С учетом теорем 4.1.1, 4.2.1, 4.3.1, а также с учетом стандартных мощност-
ных оценок получаем следующую теорему.

Т е о р е м а 4.3.2. Пусть 𝐵—произвольный замкнутый класс буле-
вых функций из множества 𝑁1, 𝐻—произвольный замкнутый класс
функций из 𝑃3,2, такой, что 𝑝𝑟𝐻 =𝐵, а 𝐺—произвольная конечная по-
рождающая система класса𝐻. Тогда выполняется соотношение

𝐷𝐺(𝐻(𝑛))≍ 𝑛.

Таким образом, для любого замкнутого класса булевых функций 𝐵,
такого, что |N(𝐵)| < ∞, для любого замкнутого класса 𝐻, такого,
что 𝑝𝑟𝐻 =𝐵, и для любой конечной порождающей системы класса 𝐻 полу-
чен порядок функции Шеннона по глубине.

Автор выражает глубокую признательность профессору А.Б. Угольни-
кову за большое внимание, уделенное данной работе. Также автор благода-
рит профессора Р.М. Колпакова и доцента О.С. Дудакову за ряд ценных
замечаний.
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