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Введение

В данной работе изучаются свойства замкнутых классов функций мно-
гозначной логики. Рассматривается задача о существовании базисов для
некоторых семейств замкнутых классов.

Э.Л. Пост [142,143] описал все замкнутые (относительно операции су-
перпозиции) классы булевых функций и показал, что множество замкнутых
классов **) в 𝑃2 счетно, при этом каждый такой класс имеет конечный ба-
зис (см. также [144]). Описание классов Поста можно найти также в рабо-
тах [33, 42, 70, 71, 75, 112,127, 132, 140, 147]. Предикатное описание классов
Поста дано в [4] (см. также [33,42,132]). Алгебраический подход к понятиям
суперпозиции и замкнутого класса предложен А.И. Мальцевым [24,28].

Многозначные логики во многом похожи на двузначную логику. В них
сохраняются многие результаты, имеющие место в двузначной логике.

*) Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(проект 08–01–00863), Программы поддержки ведущих научных школ РФ (проект
НШ-4470.2008.1) и Программы фундаментальных исследований ОМН РАН «Алгебраические
и комбинаторные методы математической кибернетики» (проект «Синтез и сложность
управляющих систем»).

**) Через 𝑃𝑘 обозначается множество всех функций 𝑘-значной логики, 𝑘> 2.

c○ А.В.Михайлович, 2013
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Можно, например, отметить решения проблемы функциональной полно-
ты [21, 22, 25, 73, 74, 154, 155, 159] и задачи описания предполных клас-
сов [16, 29, 74, 134–137, 145, 148, 149]. В то же время имеются сущест-
венные различия между 𝑃2 и 𝑃𝑘 при 𝑘 > 3. К их числу относятся примеры
Ю.И. Янова о существовании замкнутых классов в 𝑃𝑘, не имеющих базиса,
и A.A. Мучника о существовании замкнутых классов в 𝑃𝑘 со счетным
базисом (𝑘> 3) [79]. Из этих результатов следует, что мощность семейства
замкнутых классов в 𝑃𝑘 при всех 𝑘 > 3 континуальна. Это делает трудно-
обозримой структуру данного множества.

Поскольку при 𝑘> 3 изучение замкнутых классов 𝑘-значной логики на-
талкивается на значительные трудности, то, с одной стороны, многие авто-
ры стали рассматривать задачу изучения классов, замкнутых относительно
более сильных операций замыкания, которые позволили бы получить мно-
жество замкнутых классов конечной или счетной мощности (см., напри-
мер, [1, 8, 9, 23, 34, 36, 38, 59–62, 64–69, 84]). С другой стороны, изучались
отдельные семейства замкнутых классов функций 𝑘-значной логики, содер-
жащих конечное, счетное или континуальное множество подклассов. К нас-
тоящему времени получено описание свойств некоторых семейств замкну-
тых классов *) в 𝑃𝑘. Отметим некоторые из этих результатов.

Наиболее хорошо изучены свойства предполных **) классов функций
𝑘-значной логики. Конечность числа предполных классов в 𝑃𝑘 установил
А.В. Кузнецов [44]. Все предполные классы функций трехзначной логики
описал С.В. Яблонский [73,74]. Отдельные семейства предполных классов
в 𝑃𝑘 найдены в работах [2, 13, 14, 29, 74, 134–137]. Полное описание всех
предполных классов в 𝑃𝑘 при всех 𝑘>3 было дано И. Розенбергом [148,149]
(см. также [5,15,35,77,132,145]). Асимптотически точная формула для чис-
ла 𝜋(𝑘) всех предполных классов в 𝑃𝑘 найдена в [15]. Конечная порожден-
ность всех предполных классов при 𝑘 6 7 доказана Д. Лау [116]. Пример
предполного в 𝑃8 класса типа

***) O (замкнутого класса функций, монотон-
ных относительно частичного порядка специального вида), не имеющего
конечной порождающей системы, приведен Г. Тардошем [166]. Необходи-
мые и достаточные условия конечной порожденности предполных классов
функций в 𝑃𝑘 (𝑘 > 3), монотонных относительно частично упорядоченных
множеств ширины 2, получены в [10–12].

Свойства минимальных классов и минимальных клонов ****) в решет-
ке M𝑘 (семействе замкнутых классов функций 𝑘-значной логики, упорядо-
ченных по включению) изучались в работах [95–97, 108–111, 132, 133, 139,
141,146,152,153,160,167]. В [141] приведена формула для числа минималь-
ных классов функций 𝑘-значной логики, 𝑘>3, и дано описание свойств функ-
ций, порождающих эти классы (см. также [132]). Все минимальные клоны
в 𝑃3 описаны Б. Чаканем [95,96]. В [109,110,141] описаны все минимальные
клоны в 𝑃𝑘 (𝑘 > 3) порядка 1. Розенберг [152] установил конечность мно-
жества минимальных клонов в 𝑃𝑘 при всех 𝑘 > 3 и привел классификацию
функций, определяющих минимальные клоны в решетке M𝑘. Отдельные се-
мейства минимальных клонов в 𝑃4 изучены в [167]; в работе [139] приведены
примеры минимальных клонов в 𝑃𝑘, 𝑘>3, порядка 𝑡, 16 𝑡6𝑘.

В работах [6,25,30–32,36–41,55–63,74,154,155,159] изучаются свой-
ства замкнутых классов в 𝑃𝑘, содержащих заданное множество функций
одной переменной. Е. Слупецкий [159] предложил критерий полноты

*) Обзор результатов, полученных в этом направлении, можно найти, например, в [132,
141].

**) Предполные классы в 𝑃𝑘 называются также максимальными.
***) Будем использовать обозначения семейств предполных классов из книги [77].
****) Клоном называется замкнутый класс, содержащий все селекторные функции.
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для систем функций 𝑘-значной логики, содержащих множество *) 𝑃𝑘(1), 𝑘>3.
Все замкнутые классы в 𝑃𝑘, содержащие множество 𝑃𝑘(1), перечислены
Г.А. Бурле [6]. Яблонский [74] получил критерий полноты для систем
функций в 𝑃𝑘, содержащих множество всех функций из 𝑃𝑘(1), принима-
ющих не более 𝑘− 1 значения, 𝑘> 3. Некоторое усиление этого результата
получено А.И. Мальцевым [25]. Критерии полноты для систем функций
из 𝑃𝑘 при 𝑘 > 5, содержащих группу S𝑘 всех подстановок на множест-
ве 𝐸𝑘 = {0, 1, . . ., 𝑘− 1}, получены в [154,155]. Все замкнутые классы в 𝑃𝑘,
содержащие заданный предполный в [𝑃𝑘(1)] класс функций, для всех 𝑘 > 3
описаны в [63]. Описание семейства замкнутых классов в 𝑃𝑘, содержащих
группу S𝑘, при всех 𝑘> 3 получено в [30–32,43,59–61]. Свойства семейств
замкнутых классов в 𝑃𝑘, содержащих некоторые подгруппы группы S𝑘, изу-
чены в работах [37,39–41,55–58,62].

В работах В.Б. Кудрявцева [17–20] изучаются свойства систем функ-
ций 𝑘-значной логики, состоящих только из функций, принимающих все
значения из множества 𝐸𝑘 (такие системы называются 𝑆-системами);
приводятся критерии 𝑆-полноты для рассматриваемых систем функ-
ций, устанавливается асимптотическое поведение числа 𝑆-предполных
𝑆-множеств и их типов.

Замкнутые классы функций из множества **) 𝑃𝑘,𝑙 изучаются в рабо-
тах [91–94, 105–107, 113–115, 120, 124, 125, 132]. Рассматривается отобра-
жение замкнутых классов из 𝑃𝑘,𝑙 в замкнутые классы 𝑃𝑙, и для каждого
класса 𝐵 ⊆ 𝑃𝑙 описывается семейство N𝑘,𝑙(𝐵) замкнутых классов из 𝑃𝑘,𝑙,
состоящих из функций, ограничение которых на множестве 𝐸𝑙 определяет
функции из класса 𝐵. Ряд важных свойств замкнутых классов из 𝑃3,2 изучен
в [105–107, 120, 125]; в частности, для каждого замкнутого класса 𝐵 буле-
вых функций установлена мощность семейства N3,2(𝐵), а также для некото-
рых классов 𝐵 ⊆𝑃2 приведено описание фрагментов решетки M3, содержа-
щих классы из диаграммы включений, соответствующих семейству N3,2(𝐵).
В работах [91–94, 107, 124] найдены все максимальные и все предмакси-
мальные ***) замкнутые классы множества 𝑃𝑘,2, изучены некоторые свойства
семейств N𝑘,2(𝐵) для всех 𝐵⊆𝑃2.

Семейства замкнутых классов в 𝑃𝑘 (𝑘 > 3), содержащихся в задан-
ном предполном классе, изучаются в работах [30–32, 82, 83, 85, 87, 88, 98–
103, 117–119, 121, 123, 126, 128–132, 138, 150, 151, 156, 161–165]. Показа-
но [30–32, 82, 83, 98, 100, 117, 156], что предполный класс в 𝑃𝑘 (𝑘 > 3)
содержит континуальное множество замкнутых классов тогда и только
тогда, когда он не является классом типа L (классом линейных функ-
ций). Некоторые свойства замкнутых классов линейных функций изучены
в [82, 83, 87, 88, 117, 123, 126, 156, 161–165]. Все предмаксимальные клас-
сы в 𝑃3 найдены в [31, 83, 100, 118, 138, 156]; в работе [85] для каждого
предмаксимального класса в 𝑃3 установлена мощность семейства замкну-
тых классов, содержащихся в рассматриваемом классе. Все максимальные
классы для предполных классов типа P (классов самодвойственных функ-
ций) при всех 𝑘 > 3 найдены в [30–32, 98, 99, 121, 151]. Описание неко-
торых семейств предмаксимальных классов в 𝑃𝑘 при 𝑘 > 4 содержится
в [119,128–132,150].

Существование континуального семейства классов в 𝑃𝑘, содержащих
цепи неограниченной длины (𝑘 > 3), доказано в [157, 158]. Примеры цепей
и антицепей в M𝑘 (𝑘> 3) континуальной мощности приведены в [104,141].

*) Через 𝑃𝑘(1) обозначается множество всех функций 𝑓(𝑥) из 𝑃𝑘, 𝑘> 2.
**) Через 𝑃𝑘,𝑙 обозначается множество всех функций 𝑘-значной логики, принимающих зна-

чения только из множества 𝐸𝑙, 26 𝑙 < 𝑘.
***) Предмаксимальными называются такие замкнутые классы в 𝑃𝑘, которые являются пред-

полными для максимальных.
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Достаточные условия, при выполнении которых заданный класс функций
в 𝑃𝑘 (𝑘 > 3) содержит не более чем счетное семейство подклассов, при-
ведены в [122, 132]; приведены также примеры классов, удовлетворяющих
этим условиям. Ряд свойств решетки M𝑘 изучен в работах [26,27,86,89,90].
Верхние и нижние окрестности замкнутых классов различного вида в решет-
кеM𝑘 описаны в [53,76]. Примеры замкнутых классов в 𝑃𝑘 (𝑘>3), не являю-
щихся конечно-порожденными, в которых каждый предполный класс имеет
конечный базис, приведены в [54]; показано также, что мощность семейства
таких классов не более чем счетная.

Таким образом, было проведено значительное число исследований, нап-
равленных на изучение свойств замкнутых классов функций 𝑘-значной логи-
ки. Вместе с тем в настоящее время недостаточно информации, которая поз-
воляла бы для классов из заданного континуального семейства определять,
имеют ли эти классы базисы и являются ли они конечно-порожденными.
В связи с этим представляется важным получение необходимых и достаточ-
ных условий, позволяющих отвечать на поставленные вопросы для конти-
нуальных семейств замкнутых классов в 𝑃𝑘.

Как уже говорилось, семейство замкнутых классов из работы Янова
и Мучника является первым примером континуального семейства замкну-
тых классов функций 𝑘-значной логики (𝑘>3). Следует отметить, что функ-
ции из этих примеров обладают следующими свойствами: каждая функция
является симметрической, принадлежит множеству 𝑃𝑘,2 (т. е. принимает
значения только из множества {0, 1}), принимает значение 0 на единич-
ном наборе и всех наборах, содержащих хотя бы одну нулевую компоненту
и, кроме того, замыкание произвольного множества 𝐹 этих функций сов-
падает с множеством ∪[{𝑓}], где объединение берется по всем функциям
из множества 𝐹 .

В настоящей работе изучаются семейства замкнутых классов в 𝑃𝑘,
порожденных функциями, которые обладают аналогичными свойствами.
Для этих классов доказываются критерии базируемости и конечной по-
рожденности, устанавливаются также другие свойства рассматриваемых
классов.

Дадим некоторые определения. Пусть 𝐸𝑘 = {0, 1, . . ., 𝑘− 1}, 𝐸𝑛
𝑘 — мно-

жество всех наборов вида (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛), где 𝛼1, . . ., 𝛼𝑛 ∈ 𝐸𝑘, 𝑘 > 2, 𝑛 > 1,
а X — счетное множество переменных. Пусть A={𝑓1(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛1

), 𝑓2(𝑥𝑗1 , . . .
. . ., 𝑥𝑗𝑛2

), . . ., } — некоторое множество функций из 𝑃𝑘. Дадим определение
понятия формулы над A.

(1) Символ переменной из множества X является формулой над A; такие
формулы называются тривиальными.

(2) Если Ï1, . . .,Ï𝑛 — формулы над A, а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ A, то выраже-
ние Ï = 𝑓(Ï1, . . .,Ï𝑛) является формулой над A, 𝑛> 1, при этом Ï,
Ï1, . . .,Ï𝑛 называются подформулами формулы Ï. Подформулами фор-
мулы Ï называется также сама формула Ï и все подформулы формул
Ï1, . . .,Ï𝑛.

Формула Ï называется простой, если она имеет вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛), где 𝑔∈A,
а 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛 — символы переменных, 𝑛>1.

Пусть 𝐹 — замкнутый (относительной операции суперпозиции и вве-
дения фиктивной переменной) класс функций 𝑘-значной логики, 𝑘 > 2.
Множество функций A ⊆ 𝐹 называется базисом класса 𝐹 , если [A] = 𝐹
и для любого множества B⊆A, B ̸=A, выполняется неравенство [B] ̸= 𝐹 .
Замкнутый класс 𝐹 называется базируемым, если существует множество A,
такое что A — базис класса 𝐹 . Замкнутый класс 𝐹 называется конечно-
порожденным, если он имеет конечный базис.
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Пусть A ⊆ 𝑃𝑘, 𝑘 > 2. Множество всех функций, которые могут быть
получены из функций системы A применением операций переименования,
отождествления переменных и введения фиктивной переменной, будем на-
зывать 𝑝-замыканием множества A (обозначение <A>). Множество A на-
зывается 𝑝-замкнутым, если A=<A>; 𝑝-замкнутые множества называются
также 𝑝-замкнутыми классами.

Обозначим через 𝑅𝑘, 𝑘> 3, множество всех функций 𝑘-значной логики,
принимающих значения только из множества {0, 1} и равных нулю на еди-
ничном наборе и на всех наборах, содержащих хотя бы одну нулевую ком-
поненту. Множество всех наборов из 𝐸𝑛

𝑘 , которые получаются друг из друга
перестановкой компонент, называется слоем. Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из 𝑅𝑘

будем называть симметрической, если для любого слоя L ⊆ 𝐸𝑛
𝑘 и любых

двух наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈L выполняется равенство 𝑓(̃︀𝛼)= 𝑓(̃︀𝛽). Множество всех
симметрических функций из 𝑅𝑘 будем обозначать через S𝑘. Функция из 𝑅𝑘

называется 𝑚-слойной симметрической, если существуют 𝑚 слоев, 𝑚> 1,
таких, что эта функция равна единице на всех наборах из этих слоев и равна
нулю на всех остальных наборах. Множество всех 𝑚-слойных симметричес-
ких функций из 𝑅𝑘 будем обозначать через S𝑚

𝑘 , 𝑚> 1. Множество всех од-
нослойных симметрических функций из 𝑅𝑘, равных нулю на всех наборах,

все компоненты которых совпадают, будем обозначать через NS1

𝑘, 𝑘>3.
Пусть *) 𝛼 ∈Q, 𝛼> 0, а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — однослойная симметрическая

функция. Будем говорить, что 𝑓 является функцией типа 𝜎 (тип функ-
ции 𝑓 равен 𝜎), если отношение числа единиц к числу двоек в слое,
на наборах которого эта функция равна единице, равно 𝜎. Множество всех
функций из S1

3, тип которых равен 𝜎, будем обозначать через 𝐹𝜎, 𝜎 ∈ Q,
𝜎 > 0. Функцию из 𝑃3 будем называть монотонной, если она монотонна
относительно порядка 0< 1< 2 на множестве 𝐸3. Множество всех моно-
тонных функций из 𝑅3 будем обозначать через MS. Пусть 𝑓 — монотонная
симметрическая функция из 𝑅3. Обозначим через 𝑒𝑓 и 𝑑𝑓 число единиц
и двоек соответственно в слое с наибольшим числом единиц, на котором
функция 𝑓 принимает значение 1. Пусть 𝐺⊆MS, 𝑘 ∈ Z+. Будем называть
множество 𝐺 𝑘-ограниченным, если для любой функции 𝑓 ∈𝐺 выполняется
неравенство 𝑒𝑓 6 𝑘 и найдется функция 𝑔 ∈𝐺, такая, что 𝑒𝑔 = 𝑘. Пусть 𝐺 —
𝑘-ограниченное множество. ПоложимK(𝐺)={𝑔∈𝐺 |𝑒𝑔=𝑘}.

Пусть A ⊆ 𝑃𝑘, 𝑘 > 3. Будем говорить, что множество A обла-
дает свойством (*), если для любого 𝐺 ⊆ A выполняется равенство(︀
∪[{𝑔}]

)︀
∩ A = [∪{𝑔}] ∩ A, где объединение берется по всем функциям 𝑔

из множества 𝐺. Таким образом, если функция 𝑓 из множества A выра-
жается некоторой формулой над 𝐺, то найдется функция 𝑔 из 𝐺, такая,
что 𝑓 ∈ [{𝑔}]. Будем говорить, что функция 𝑓 не превосходит функцию 𝑔
относительно отношения ⪯ (обозначение 𝑓 ⪯ 𝑔), если 𝑓 ∈ [{𝑔}]. Функции 𝑓
и 𝑔 называются эквивалентными (обозначение 𝑓 ∼ 𝑔), если 𝑓 ⪯ 𝑔 и 𝑔 ⪯ 𝑓 .
Будем говорить, что функция 𝑓 не превосходит функцию 𝑔 относительно
отношения EA (обозначение 𝑓 EA 𝑔), если существует формула Ï над A,
реализующая функцию 𝑓 и содержащая подформулу вида 𝑔(B1, . . .,B𝑚),
где B1, . . .,B𝑚 — формулы над A. Будем говорить, что множество A обла-
дает свойством (**), если для любых 𝑓, 𝑔 ∈ A, таких, что 𝑓 EA 𝑔 и 𝑔 EA 𝑓 ,
выполняется соотношение 𝑓 ∼ 𝑔 и для любых функций 𝑓, 𝑔, ℎ∈A, таких, что
𝑓 EA 𝑔, 𝑔 EA ℎ, 𝑓 ⪯ ℎ, выполняется, по крайней мере, одно из следующих
соотношений: 𝑓 ⪯ 𝑔, 𝑔⪯ℎ.

Опишем кратко содержание работы.

*) Через Q и N обозначаем множество всех рациональных и множество всех натуральных
чисел соответственно, Z+ =N∪ {0}.
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В параграфе 1 приводятся основные определения, обозначения и вспо-
могательные утверждения (см. также [3,7,72,78,80,81]).

В параграфе 2 изучаются замкнутые (относительно операций суперпо-
зиции и введения несущественной переменной) классы, порожденные одно-
слойными симметрическими функциями из 𝑅3. Вводится специальное от-
ношение порядка на множестве S1

3. В п. 2.1 доказывается, что класс 𝐹 ,

порожденный множеством 𝐺, 𝐺⊆NS1

3, имеет базис тогда и только тогда,
когда каждая функция из 𝐺 содержится в некоторой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐺 относительно введенного отношения порядка;
при этом 𝐹 имеет конечный базис тогда и только тогда, когда множество 𝐺
конечно (теорема 2.1). В п. 2.2 сопоставляются замкнутые классы и 𝑝-замк-
нутые классы, порожденные однослойными симметрическими функциями.
Показывается, что замыкание множества S1

3 совпадает с 𝑝-замыканием это-

го множества (теорема 2.2). Далее, для любой функции 𝑓 из NS1

3 и лю-
бого 𝜎 ∈Q, 𝜎 > 0, приводятся необходимые и достаточные условия выпол-
нения соотношения [{𝑓}]⊆< 𝐹𝜎 ∪ {𝑓}> (теорема 2.3). Отсюда, в частно-
сти, следует, что для каждой функции 𝑓 из S1 существует число 𝜎 ∈Q+,
такое, что [{𝑓}] ⊆< 𝐹𝜎 ∪ {𝑓} > (следствие 2.2.14), и для каждой функ-

ции 𝑓 ∈ NS1 множество таких чисел 𝜎 всюду плотно в некотором интер-
вале (утверждение 2.2.15). Наконец, доказывается, что замкнутый класс,
порожденный функциями из множества S1

3, является конечно-порожденным
тогда и только тогда, когда существуют рациональные числа 𝜎1, . . ., 𝜎𝑡, 𝑡>1,
такие, что каждая функция из этого класса принадлежит множеству <𝐹 >,
где 𝐹 =𝐹𝜎1

∪ . . .∪𝐹𝜎𝑡
(теорема 2.4).

В параграфе 3 изучаются замкнутые классы, порожденные монотонны-
ми симметрическими функциями из множества 𝑅3. Приводятся критерии
базируемости и конечной порожденности для рассматриваемых классов.
В п. 3.1 вводится отношение порядка ⪯MS на множестве MS. Показыва-
ется, что класс 𝐹 , порожденный множеством 𝐺, 𝐺⊆MS, имеет базис тогда
и только тогда, когда каждая функция из 𝐺 содержится в некоторой огра-
ниченной максимальной цепи множества 𝐺 относительно введенного отно-
шения порядка; при этом 𝐹 имеет конечный базис тогда и только тогда,
когда множество 𝐺 является 𝑘-ограниченным и множество K(𝐺) конечно
(теорема 3.1). В п. 3.2 рассматривается представление монотонных сим-
метрических функций точками на плоскости из множества Z+ ×N. Каждой
функции 𝑓 из MS ставится в соответствие точка на плоскости с координа-
тами (𝑒𝑓 , 𝑑𝑓) и указываются все точки плоскости, соответствующие функ-
циям 𝑔 и ℎ из MS, таким, что 𝑔 ⪯MS 𝑓 ⪯MS ℎ (следствие 3.2.3). В п. 3.3
приводятся критерии базируемости и конечной порожденности замкнутых
классов, порожденных монотонными симметрическими функциями, в тер-
минах свойств множеств точек из Z+ ×N, соответствующих порождающим
системам этих классов (теоремы 3.2 и 3.3).

В параграфе 4 изучаются множества, обладающие свойствами (*) и (**).
Доказывается критерий базируемости для классов, порождающие системы
которых содержатся в множествах, обладающих этими свойствами. Приво-
дятся также примеры множеств, обладающих свойствами (*) и (**). В п. 4.1
доказывается критерий базируемости для замкнутых классов, порождающие
системы которых состоят из попарно неэквивалентных функций и содержат-
ся в множествах, обладающих свойствами (*) и (**). Показано, что каждый
такой класс 𝐹 имеет базис тогда и только тогда, когда всякая функция из си-
стемы 𝐺, порождающей класс 𝐹 , содержится в некоторой ограниченной мак-
симальной цепи множества 𝐺 относительно порядка ⪯ (теорема 4.1). Этот
критерий является обобщением критерия базируемости для однослойных
симметрических функций, полученного в п. 2.1. Кроме того, показывается,
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что если класс 𝐹 имеет базис, то существует базис класса 𝐹 , состоящий
из всех верхних граней ограниченных максимальных цепей множества 𝐺
(следствие 4.1.1). В п. 4.2 приводятся примеры множеств функций, удов-
летворяющих условиям полученных критериев (теоремы 4.2–4.4). Показы-
вается, что свойствами (*) и (**) обладают множество всех немонотонных
функций из S𝑚

3 , 𝑚> 1, множество NS1

𝑘, 𝑘 > 3, а также некоторые подмно-
жества множества S3, обладающие рядом дополнительных свойств.

§ 1. Основные определения и вспомогательные утверждения

В этом параграфе приводятся основные определения и вспомогательные
утверждения.

1.1. Определения и обозначения. Пусть 𝐸𝑘={0, 1, . . ., 𝑘−1}, 𝑘>2.
Через 𝐸𝑛

𝑘 обозначим множество всех наборов ̃︀𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . ., 𝛼𝑛),
где 𝛼1, 𝛼2, . . ., 𝛼𝑛 ∈𝐸𝑘, 𝑛> 1. Число единиц в наборе ̃︀𝛼 обозначим через |̃︀𝛼|.
Набор из 𝐸𝑛

𝑘 , все компоненты которого равны 𝑎, будем обозначать через 𝑎𝑛.
Пусть X — счетное множество переменных. Будем обозначать переменные
символами 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, . . ., 𝑦1, . . ., 𝑦𝑛, . . ., а набор переменных (𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) —
через ̃︀𝑥, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 ∈X. Обозначим набор (𝑥, . . ., 𝑥) длины 𝑞, состоящий из 𝑞
одинаковых переменных 𝑥, через 𝑥𝑞, 𝑞>1.

Пусть 𝐴 — произвольное множество. Множество B = {𝐴1, . . ., 𝐴𝑠},
𝑠> 1, называется разбиением множества 𝐴, если выполняются следующие
условия:

(1) 𝐴𝑖 ̸=∅ для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑠;

(2) 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 =∅ для любых 16 𝑖, 𝑗 6 𝑠, 𝑖 ̸= 𝑗;

(3) 𝐴1 ∪ . . .∪𝐴𝑠 =𝐴.

Пусть 𝐴1 ⊆𝐸𝑛1

𝑘 , . . ., 𝐴𝑝 ⊆𝐸
𝑛𝑝

𝑘 , 𝑝> 1. Через
𝑝∏︀

𝑖=1

𝐴𝑖 =𝐴1× . . .×𝐴𝑝 обозна-

чим множество всех наборов из 𝐸𝑛
𝑘 вида (̃︁𝛼1, . . .,̃︁𝛼𝑝), где ̃︀𝛼𝑖 ∈𝐴𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑝,

𝑛=𝑛1+. . .+𝑛𝑝. Пусть 𝑋={𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, {𝑋1, . . ., 𝑋𝑝}— разбиение множест-
ва 𝑋, 𝑋1 = {𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛1

}, 𝑋2 = {𝑥𝑖𝑛1+1
, . . ., 𝑥𝑖𝑛2

}, . . ., 𝑋𝑝 = {𝑥𝑖𝑛𝑝−1+1
, . . ., 𝑥𝑖𝑛𝑝

},

𝑛𝑝 > 𝑛𝑝−1 > . . . > 𝑛1 > 1. Пусть 𝐴1 ⊆ 𝐸𝑛1

𝑘 , . . ., 𝐴𝑝 ⊆ 𝐸
𝑛𝑝

𝑘 . Будем обозна-

чать через
𝑝∏︀

𝑖=1

𝐴𝑖(𝑋𝑖) = 𝐴1(𝑋1) × . . . × 𝐴𝑝(𝑋𝑝) множество всех таких на-

боров ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛), что (𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑛1
) ∈ 𝐴1, (𝛼𝑖𝑛1+1

, . . ., 𝛼𝑖𝑛2
) ∈ 𝐴2, . . . ,

(𝛼𝑖𝑛𝑝−1+1
, . . ., 𝛼𝑖𝑛𝑝

)∈𝐴𝑝.

Множество всех натуральных чисел будем обозначать через N, мно-
жество всех рациональных чисел — через Q, множество всех действитель-
ных чисел — через R. Пусть 𝑎∈Q. Обозначим через ]𝑎[ наименьшее целое
число, которое не меньше 𝑎. Положим Z+ = N ∪ {0}, Q+ = {𝑞 ∈Q | 𝑞 > 0},
R+ = {𝑞 ∈R | 𝑞 > 0}. Пусть 𝑚, 𝑛 ∈ N. Наибольший общий делитель чи-
сел 𝑚 и 𝑛 будем обозначать через (𝑚, 𝑛).

Частично упорядоченным множеством (см. [3,72]) называется система
элементов 𝐴={𝑎, 𝑏, 𝑐, . . .} с отношением порядка ⪯𝐴 для некоторых элемен-
тов и равенством, в которой для любых элементов 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈𝐴 выполняются
следующие соотношения (аксиомы):
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(1) 𝑎⪯𝐴 𝑎 (рефлексивность);

(2) если 𝑎⪯𝐴 𝑏 и 𝑏⪯𝐴 𝑐, то 𝑎⪯𝐴 𝑐 (транзитивность);

(3) если 𝑎⪯𝐴 𝑏 и 𝑏⪯𝐴 𝑎, то 𝑎= 𝑏 (антисимметричность).

Соотношения 𝑎⪯𝐴 𝑏 и 𝑎≺ 𝑏 будем также записывать в виде 𝑏⪰𝐴 𝑎 и 𝑏≻ 𝑎
соответственно. Частично упорядоченное множество 𝐴 называется линейно
упорядоченным множеством (или цепью), если оно также удовлетворяет
аксиоме:

(4) если 𝑎, 𝑏∈𝐴, то 𝑎⪯𝐴 𝑏 или 𝑏⪯𝐴 𝑎.

Функцией 𝑘-значной логики называется функция, все переменные ко-
торой принимают значения из множества 𝐸𝑘 и которая сама также при-
нимает значения из 𝐸𝑘, 𝑘 > 2. Множество всех функций 𝑘-значной логики
обозначается через 𝑃𝑘, 𝑘 > 2. Функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из 𝑃𝑘 зависит сущест-
венным образом от переменной 𝑥𝑖, 16 𝑖6 𝑛, если существуют такие набо-

ры ̃︀𝛼=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 𝛼𝑖, 𝛼𝑖+1, . . ., 𝛼𝑛), ̃︀𝛽=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑖−1, 𝛽𝑖, 𝛼𝑖+1, . . ., 𝛼𝑛), 𝛼𝑖 ̸=𝛽𝑖,

что 𝑓(̃︀𝛼) ̸= 𝑓(̃︀𝛽). В этом случае переменная 𝑥𝑖 называется существенной.
Если 𝑥𝑖 не является существенной переменной, то она называется несу-
щественной (или фиктивной). Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑃𝑘. Функции 𝑓 и 𝑔 называются
равными (обозначение 𝑓 = 𝑔), если на любом наборе значений существен-
ных переменных они принимают равные значения. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃𝑘.
Будем обозначать через 𝑁𝑓 множество всех наборов из 𝐸𝑛

𝑘 , на которых
функция 𝑓 принимает значение 1.

Функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) и 𝑔(𝑦1, . . ., 𝑦𝑛) из 𝑃𝑘 называются конгруэнтны-
ми, если одна из них получается из другой переименованием переменных
без отождествления (обозначение 𝑓 ∼= 𝑔). Пусть 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑃𝑘. Будем говорить,
что 𝐴∼=𝐵, если для любой функции 𝑓 ∈𝐴 существует функция 𝑔∈𝐵, такая,
что 𝑓 ∼= 𝑔, и наоборот, для любой функции 𝑔 ∈𝐵 существует функция 𝑓 ∈𝐴,
такая, что 𝑔∼=𝑓 . Отметим, что если 𝑁𝑓 =𝑁𝑔, то 𝑓 ∼=𝑔.

Пусть A ⊆ 𝑃𝑘, 𝑓 ∈ A. Положим FA(𝑓) = {𝑔 ∈A|𝑔 ∼= 𝑓}, FA = ∪FA(𝑓),
где объединение берется по всем функциям множества A. Очевидно, что FA

является разбиением множества A на классы, состоящие из конгруэнт-
ных функций. Пусть на множестве FA задан порядок ⪯A. Будем так-
же писать 𝑓 ⪯A 𝑔, сравнивая 𝑓 и 𝑔 как представителей классов FA(𝑓)
и FA(𝑔) соответственно. Будем использовать обозначение 𝑓 ≺A 𝑔, если 𝑓 ⪯A 𝑔
и 𝑓 ̸∼= 𝑔. Будем говорить, что функции 𝑓 и 𝑔 несравнимы относительно ⪯A,
если 𝑓 ̸⪯A 𝑔 и 𝑔 ̸⪯A 𝑓 . Если A= 𝑃𝑘, то индекс множества A в этих обозначе-
ниях будем опускать.

Пусть на множестве A задано отношение ⪯A. Пусть 𝐻⊆𝐺⊆A, где 𝐻 —
цепь, а 𝐺 — множество попарно неконгруэнтных функций. Цепь 𝐻 назы-
вается максимальной цепью множества 𝐺, если для любой цепи 𝐻1 ⊆ A,
такой, что 𝐻 ⊆𝐻1, 𝐻 ̸=𝐻1, цепь 𝐻1 не является подмножеством множест-
ва 𝐺. Функция 𝑓 ∈𝐻 называется верхней гранью цепи 𝐻, если для любой
функции 𝑔 ∈𝐻 выполняется неравенство 𝑔 ⪯A 𝑓 . Цепь называется ограни-
ченной, если она имеет верхнюю грань.

Пусть A= {𝑓1(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛1
), 𝑓2(𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑛2

), . . ., } — некоторое множест-
во функций из 𝑃𝑘. Дадим определение понятия формулы над A.

(1) Символ переменной из множества X является формулой над A; такие
формулы называются тривиальными.

(2) Если Ï1, . . .,Ï𝑛 — формулы над A, а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ A, то выраже-
ние Ï = 𝑓(Ï1, . . .,Ï𝑛) является формулой над A, 𝑛> 1, при этом Ï,
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Ï1, . . .,Ï𝑛 называются подформулами формулы Ï. Подформулами фор-
мулы Ï называется также сама формула Ï и все подформулы формул
Ï1, . . .,Ï𝑛.

Пусть Ï — формула над A. Будем обозначать через Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) такую
формулу, которая содержит символы переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 и не содержит
символы других переменных. Множество всех переменных, которые содер-
жатся в формуле Ï, будем обозначать через 𝑋Ï.

Для каждого набора ̃︀𝛼∈𝐸𝑛
𝑘 определим значение Ï(̃︀𝛼) формулы Ï на на-

боре ̃︀𝛼. Если Ï — тривиальная формула вида 𝑥𝑖, 16 𝑖6 𝑛, то это значение
равно 𝛼𝑖. Пусть Ï имеет вид 𝑓(Ï1(̃︀𝑥1), . . .,Ï𝑚(̃︀𝑥𝑚)), где 𝑓 ∈A, ̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑚 —
поднаборы набора ̃︀𝑥, а Ï1, . . .,Ï𝑚 — формулы над A, для которых значе-
ния Ï1(̃︀𝛼1), . . .,Ï𝑚(̃︀𝛼𝑚) уже определены и равны 𝛽1, . . ., 𝛽𝑚 соответствен-
но. Тогда Ï(̃︀𝛼) = 𝑓(𝛽1, . . ., 𝛽𝑚). Пусть Ð(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚) — некоторая формула
над A, {𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚} ⊆ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈𝐸𝑛

𝑘 . Будем обозначать
через Ð(̃︀𝛼) значение формулы Ð на наборе (𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚). Будем обозначать
через 𝑁Ï множество всех наборов из 𝐸

𝑛
𝑘 , на которых формула Ï принимает

значение 1.
Формулы Ï и Ð называются эквивалентными, если они реализуют рав-

ные функции (обозначение Ï=Ð). Формулы Ï и Ð называются конгруэнт-
ными, если они реализуют конгруэнтные функции (обозначение Ï∼=Ð).

Пусть Ï — некоторая формула над A. Определим глубину формулы Ï.
Если Ï— тривиальная формула, то глубина формулы Ï равна нулю. Пусть Ï
имеет вид 𝑓(Ï1, . . .,Ï𝑚), где 𝑓 ∈A, а Ï1, . . .,Ï𝑚 — формулы над A, глубина
которых равна 𝑑1, . . ., 𝑑𝑚 соответственно. Тогда глубина формулы Ï рав-
на 1+max 𝑑𝑖, где максимум берется по всем 𝑖=1, . . ., 𝑚.

Формула Ï над A называется простой, если она имеет вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛),
где 𝑔 ∈A, а 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛 — символы переменных, 𝑛> 1. Пусть Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
C1, . . .,C𝑛 — формулы над A. Будем обозначать через Ï(C1, . . .,C𝑛) фор-
мулу над A, полученную из Ï подстановкой формулы C𝑖 вместо каждого
вхождения переменной 𝑥𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑛. Формула Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) над A называ-
ется бесповторной, если символ каждой переменной 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встречается
ровно один раз.

Пусть A⊆𝑃𝑘, Ï— некоторая формула над A. Множество всех функций,
символы которых содержатся в формуле Ï, обозначим через É(Ï). Очевид-
но, что Ï является формулой над É(Ï), и для любого B⊆É(Ï), B ̸=É(Ï),
формула Ï не является формулой над B.

Пусть A⊆𝑃𝑘. Будем говорить, что 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) получена операцией су-
перпозиции из функций системы A, если функция реализована некоторой
нетривиальной формулой над A. Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
выразима над множеством A, если ее можно представить в виде супер-
позиции функций из A. Будем говорить, что функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1)
получена добавлением несущественной (фиктивной) переменной из функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), если для любого набора (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛, 𝛼𝑛+1) ∈𝐸𝑘

𝑛+1 выпол-
няется равенство 𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛, 𝛼𝑛+1) = 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛). Множество всех функ-
ций, которые могут быть получены из функций системы A применением
операций суперпозиции и введения фиктивной переменной, будем называть
замыканием множества A (относительно операций суперпозиции и введе-
ния несущественной переменной) и обозначать [A]. Множество A называ-
ется замкнутым (относительно операций суперпозиции и введения фиктив-
ной переменной), если A=[A]; замкнутые множества будем называть также
замкнутыми классами. Множество всех функций, которые могут быть реа-
лизованы простыми формулами над A и применением операции введения
фиктивной переменной, будем называть 𝑝-замыканием множества A (обо-
значение <A>). Множество A называется 𝑝-замкнутым, если A=<A>.
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Пусть 𝐹 ⊆𝑃𝑘, 𝐹 = [𝐹 ]. Множество функций A⊆𝐹 называется базисом
класса 𝐹 , если [A] =𝐹 и для любого множества B⊆A, B ̸=A, выполняется
неравенство [B] ̸= 𝐹 . Замкнутый класс 𝐹 называется базируемым, если су-
ществует множество A, такое, что A — базис класса 𝐹 . Замкнутый класс 𝐹
называется конечно-порожденным, если он имеет конечный базис.

Пусть A⊆𝑃𝑘. Будем говорить, что множество A обладает свойством (*),
если для любого 𝐺⊆A выполняется равенство(︂ ⋃︀

𝑔∈𝐺

[{𝑔}]

)︂⋂︀
A=

[︂ ⋃︀
𝑔∈𝐺

{𝑔}

]︂⋂︀
A. (1)

Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ A ⊆ 𝑃𝑘. Будем говорить, что функция 𝑓 не превосходит
функцию 𝑔 относительно ⪯ (обозначение 𝑓 ⪯ 𝑔), если 𝑓 ∈ [{𝑔}]. Будем го-
ворить, что функции 𝑓 и 𝑔 эквивалентны (обозначение 𝑓 ∼ 𝑔), если 𝑓 ⪯ 𝑔
и 𝑔 ⪯ 𝑓 . Пусть GA — разбиение множества A на классы эквивалентно-
сти относительно отношения ∼. Положим GA(𝑓) = {𝑔 ∈ A|𝑔 ∼ 𝑓}. Очевид-
но, что для любых 𝑓, 𝑔 ∈ A соотношение 𝑓 ∼ 𝑔 выполняется тогда и только
тогда, когда GA(𝑓) =GA(𝑔). Будем говорить, что GA(𝑓)⪯GA(𝑔), если 𝑓 ⪯ 𝑔.
Легко видеть, что на множестве GA отношение ⪯ рефлексивно, транзитивно
и антисимметрично. Следовательно, отношение ⪯ является отношением по-
рядка на множестве GA. Будем использовать обозначение 𝑓 ≺ 𝑔, если 𝑓 ⪯ 𝑔
и 𝑓 ̸∼ 𝑔. Пусть A — множество неэквивалентных функций из 𝑃𝑘, 𝐻 ⊆A —
цепь относительно порядка ⪯, 𝑓 — верхняя грань цепи 𝐻. Тогда очевидно,
что 𝐻 ⊆ [{𝑓}].

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ A ⊆ 𝑃𝑘, 𝑛, 𝑚 > 1. Будем говорить,
что функция 𝑓 не превосходит функцию 𝑔 относительно E𝐴 (обозначе-
ние 𝑓 EA 𝑔), если существует формула Ï над A, реализующая функцию 𝑓
и содержащая подформулу вида 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где B1, . . .,B𝑚 — формулы
над A (т. е. если 𝑔 ∈É(Ï)). Очевидно, что если 𝑓 ⪯ 𝑔, то 𝑓 EA 𝑔. Будем ис-
пользовать обозначение GA(𝑓)EA GA(𝑔), если 𝑓 EA 𝑔. Легко видеть, что это
определение не зависит от выбора функций 𝑓 и 𝑔.

Будем говорить, что множество A обладает свойством (**), если для
любых 𝑓, 𝑔 ∈A, таких, что 𝑓 EA 𝑔 и 𝑔 EA 𝑓 , выполняется соотношение 𝑓 ∼ 𝑔
и для любых функций 𝑓, 𝑔, ℎ∈A, таких, что 𝑓EA𝑔, 𝑔EAℎ, 𝑓⪯ℎ, выполняется,
по крайней мере, одно из следующих соотношений: 𝑓⪯𝑔, 𝑔⪯ℎ.

Положим 𝐷𝑛
𝑘 ={1, 2, . . ., 𝑘−1}

𝑛∖{1}𝑛, 𝑘>2, 𝑛>1. Обозначим через 𝑅(𝑛)
𝑘

множество всех функций из 𝑃𝑘, зависящих от 𝑛 переменных, принимающих
значения только из множества {0, 1} и равных нулю на всех наборах из мно-

жества 𝐸𝑛
𝑘 ∖𝐷

𝑛
𝑘 . Положим 𝑅𝑘=

⋃︀
𝑛>1

𝑅(𝑛)
𝑘 . Обозначим через ̂︁𝑅𝑘 множество всех

функций из 𝑃𝑘, принимающих значения только из множества {0, 1} и равных
нулю на всех наборах, содержащих хотя бы один нуль. Положим 𝑅=𝑅3,̂︀𝑅 = ̂︁𝑅3.

З а м е ч а н и е 1.1.1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ ̂︁𝑅𝑘 и 𝑓 отлична от
константы 0. Тогда функция 𝑓 существенно зависит от перемен-
ных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛.

Зададим на множестве 𝐸𝑘 отношение порядка: 0<1<. . .<𝑘−1. Функ-
ция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑘 называется монотонной, если для любых двух набо-

ров ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛), ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑛), из 𝐸𝑛
𝑘 , таких, что 𝛼1 6 𝛽1, . . ., 𝛼𝑛 6 𝛽𝑛

выполняется неравенство 𝑓(̃︀𝛼)6 𝑓(̃︀𝛽).
Множество всех наборов из 𝐸𝑛

𝑘 , которые получаются друг из друга пе-
рестановкой компонент, будем называть слоем. Слой из {1, 2, . . ., 𝑘 − 1}𝑛,
содержащий 𝑒 единиц, 𝑑1 двоек, 𝑑2 троек, . . . , 𝑑𝑘−2 символов 𝑘−1, обозначим
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черезL(𝑒, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑘−2), 06𝑒6𝑛, 06𝑑𝑖6𝑛, 𝑖=1, . . ., 𝑘−2, 𝑒+𝑑1+. . .+𝑑𝑘−2=𝑛.
Слой из {1, 2}𝑛, содержащий 𝑒 единиц и 𝑑 двоек, будем обозначать также
через L(𝑒, 𝑑), где 06 𝑒6 𝑛, 06 𝑑6 𝑛, 𝑒+ 𝑑= 𝑛. Типом слоя L(𝑒, 𝑑) из 𝐷𝑛

3

(𝑒>0, 𝑑>1) называется рациональное число, равное
𝑒

𝑑
. Множество наборов

вида
𝑝∏︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑝>1, 𝑒1, . . ., 𝑒𝑝, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑝>0, будем называть произведени-

ем подслоев, а множества L(𝑒1, 𝑑1), . . . , L(𝑒𝑝, 𝑑𝑝) — сомножителями этого
произведения.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃𝑘, 𝑋={𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Через 𝑓
(𝑖,𝑗)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) обозна-

чим функцию, полученную из 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) перестановкой переменных 𝑥𝑖

и 𝑥𝑗, 16 𝑖, 𝑗 6 𝑛, т.е.

𝑓 (𝑖,𝑗)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑗, 𝑥𝑖+1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑛).

Очевидно, что при 𝑖 = 𝑗 выполняется 𝑓 (𝑖,𝑗)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
Таким образом, через (𝑓 (𝑖,𝑗))(𝑚,𝑛) обозначается функция, полученная
из функции 𝑓 (𝑖,𝑗) перестановкой переменных 𝑥𝑚 и 𝑥𝑛. Например,

(𝑓 (1,2))(1,3)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 (1,3)(𝑥2, 𝑥1, 𝑥3, 𝑥4, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓(𝑥3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, . . ., 𝑥𝑛), 𝑛> 3.

З а м е ч а н и е 1.1.2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃𝑘, 16 𝑖, 𝑗, 𝑘6𝑛. Тогда

((𝑓 (𝑖,𝑗))(𝑖,𝑘))(𝑖,𝑗)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓 (𝑗,𝑘)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Действительно, пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃𝑘. Легко видеть, что выполняются
равенства

((𝑓 (𝑖,𝑗))(𝑖,𝑘))(𝑖,𝑗)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) =

= (𝑓 (𝑖,𝑘))(𝑖,𝑗)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑗, 𝑥𝑖+1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓 (𝑖,𝑗)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑘, 𝑥𝑖+1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘+1, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1, . . ., 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑘, 𝑥𝑗+1, . . ., 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘+1, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑓 (𝑗,𝑘)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Будем говорить, что функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является симметрической
относительно множества переменных 𝑋1, 𝑋1⊆𝑋, если для любых перемен-
ных 𝑥𝑖, 𝑥𝑗∈𝑋1 выполняется равенство 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑓 (𝑖,𝑗)(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Пусть функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) является симметрической относительно
множества переменных 𝑋1. Будем говорить, что множество 𝑋1 макси-
мально по симметричности для функции 𝑓 , если для любого множест-
ва 𝑋2 ⊆ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, такого, что 𝑋1 ⊆𝑋2, 𝑋1 ̸=𝑋2, функция 𝑓 не являет-
ся симметрической относительно множества 𝑋2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑃𝑘,
𝑋 = {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Разбиение множества 𝑋 вида X𝑓 = {𝑋1, . . ., 𝑋𝑚} будем
называть максимальным по симметричности для функции 𝑓 , если множест-
ва 𝑋1, . . ., 𝑋𝑚 —максимальные по симметричности для функции 𝑓 .

Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑃𝑘 будем называть симметрической, если мно-
жество 𝑋 = {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛} — максимальное по симметричности для функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Очевидно, что если 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — симметрическая

функция из ̂︁𝑅𝑘, то для любого слоя L(𝑒, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑘−2) из {1, 2, . . ., 𝑘 − 1}𝑛,
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𝑒+ 𝑑1 + . . .+ 𝑑𝑘−2 = 𝑛, и для любых наборов ̃︀𝛼, ̃︀𝛽 ∈L(𝑒, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑘−2) выпол-

няется равенство 𝑓(̃︀𝛼) = 𝑓(̃︀𝛽). Множество всех симметрических функций
из 𝑅𝑘 будем обозначать через S𝑘. Функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈S𝑘 будем называть
𝑚-слойной симметрической функцией, если существует 𝑚 слоев L1, . . .,L𝑚

из 𝐷𝑛
𝑘 , 𝑚> 1, таких, что 𝑁𝑓 =

𝑚⋃︀
𝑖=1

L𝑖. Множество всех 𝑚-слойных симметри-

ческих функций из 𝑅𝑘 будем обозначать через S𝑚
𝑘 , 𝑚> 1. Множество всех

немонотонных 𝑚-слойных симметрических функций из 𝑅3 будем обозначать
через NS𝑚

3 , 𝑚> 1. Положим S=S3, S
𝑚 =S𝑚

3 , NS
𝑚 =NS𝑚

3 . Множество всех
немонотонных однослойных симметрических функций из 𝑅𝑘, принимающих
значение 1 на наборах, содержащих, по крайней мере, две различные ком-

поненты, будем обозначать через NS1

𝑘.

З а м е ч а н и е 1.1.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈NS𝑚
3 , 𝑁𝑓 =

𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖),

𝑒𝑖+𝑑𝑖=𝑛, 𝑖=1, . . ., 𝑚, 06 𝑒1<𝑒2<. . .<𝑒𝑚. Тогда справедливы следующие
неравенства: 𝑒𝑚 >𝑚, 𝑒𝑖 > 𝑖− 1 для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑚− 1, 𝑑𝑖 >𝑚− (𝑖− 1)
для всех 𝑖=1, . . ., 𝑚.

Действительно, поскольку 𝑒𝑖 ∈ Z+, 𝑖= 1, . . ., 𝑚 и 06 𝑒1 < 𝑒2 < . . . < 𝑒𝑚,
то очевидно, что 𝑒𝑖 > 𝑖 − 1. Так как 𝑑𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, . . ., 𝑚 и 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛,
то 1 6 𝑑𝑚 < 𝑑𝑚−1 < . . . < 𝑑1. Поэтому очевидно, что 𝑑𝑖 > 𝑚 − (𝑖 − 1).
Покажем, что 𝑒𝑚 >𝑚. В самом деле, предположим, что 𝑒𝑚 <𝑚. Тогда для
всех 𝑖=1, . . ., 𝑚− 1 выполняется неравенство 𝑒𝑖 < 𝑖. Следовательно, 𝑒1 =0,
𝑒2=1, . . . 𝑒𝑚 =𝑚−1. Тогда функция 𝑓 монотонная, что противоречит тому,
что 𝑓 ∈NS𝑚

3 . Следовательно, 𝑒𝑚 >𝑚.
Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ S𝑚

3 . Тогда по определению 𝑚-слойной сим-
метрической функции найдутся числа 𝑒1, . . ., 𝑒𝑚, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑚, такие,
что 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑚 <𝑛, 0<𝑑𝑚 < . . . < 𝑑1 6 𝑛, 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, где 𝑖=1, 2, . . ., 𝑚,
и выполняется равенство 𝑁𝑓 = ∪L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), где объединение берется по
всем 𝑖= 1, . . ., 𝑚. Типом 𝑚-слойной симметрической функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)

назовем набор чисел (
𝑒1
𝑐
,
𝑑1
𝑐
, . . .,

𝑒𝑚
𝑐
,
𝑑𝑚
𝑐
), где 𝑐 — наибольший общий де-

литель чисел 𝑒1, . . ., 𝑒𝑚, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑚. Отметим, что тип однослойной функ-
ции однозначно определяется типом слоя, на котором эта функция равна
единице.

Определим на множестве FS𝑚 = ∪{FS𝑚(𝑓)}, где объединение бе-
рется по всем функциям множества S𝑚, отношение частичного по-
рядка ⪯S𝑚 . Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑦1, . . ., 𝑦𝑝)∈ S

𝑚. Будем говорить,
что FS𝑚(𝑓)⪯S𝑚 FS𝑚(𝑔), если 𝑓 и 𝑔 — функции одного типа и 𝑝 кратно 𝑛.
Очевидно, что отношение ⪯S𝑚 транзитивно, рефлексивно и антисимметрич-
но. Поэтому ⪯S𝑚 является отношением частичного порядка на множест-
ве FS𝑚 . Будем также писать 𝑓 ⪯S𝑚 𝑔, сравнивая 𝑓 и 𝑔 как представителей
классов FS𝑚(𝑓) и FS𝑚(𝑔) соответственно.

З а м е ч а н и е 1.1.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝)∈S
𝑚, 𝑓 ⪯S𝑚 𝑔,

𝑁𝑓 =
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖) и 𝑁𝑔 =
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑎𝑖, 𝑏𝑖), 𝑖 = 1, . . ., 𝑚. Тогда для некоторого

натурального числа 𝑞 выполняются равенства 𝑎𝑖 = 𝑞𝑒𝑖, 𝑏𝑖 = 𝑞𝑑𝑖, для
всех 𝑖=1, . . ., 𝑚.

В самом деле, пусть 𝑐𝑓 — наибольший общий делитель чисел 𝑒1, . . ., 𝑒𝑚,
𝑑1, . . ., 𝑑𝑚, 𝑐𝑔 — наибольший общий делитель чисел 𝑎1, . . ., 𝑎𝑚, 𝑏1, . . ., 𝑏𝑚.
Поскольку 𝑓 ⪯S𝑚 𝑔, то типы функций 𝑓 и 𝑔 совпадают. Поэтому 𝑐𝑔𝑒𝑖 = 𝑐𝑓𝑎𝑖

и 𝑐𝑔𝑑𝑖 = 𝑐𝑓𝑏𝑖. А значит, 𝑐𝑔𝑛= 𝑐𝑔(𝑒𝑖+𝑑𝑖)= 𝑐𝑓(𝑎𝑖+ 𝑏𝑖)= 𝑐𝑓𝑝. Поскольку 𝑝 крат-

но 𝑛, то 𝑐𝑔 кратно 𝑐𝑓 . Следовательно, для 𝑞 =
𝑐𝑔
𝑐𝑓

выполняются равенст-

ва 𝑎𝑖= 𝑞𝑒𝑖, 𝑏𝑖= 𝑞𝑑𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑚.
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Обозначим множество всех монотонных симметрических функций
из 𝑅𝑘 через MS𝑘, 𝑘> 3. Положим MS=MS3. Пусть 𝑓 ∈MS. Число единиц
и число двоек в слое с наибольшим числом единиц, на котором монотон-
ная симметрическая функция 𝑓 принимает значение 1, обозначим через 𝑒𝑓
и 𝑑𝑓 соответственно. Типом функции 𝑓 ∈MS называется число

𝑒𝑓
𝑑𝑓
. Очевид-

но, что тип функции совпадает с типом слоя с наибольшим числом единиц,
на котором эта функция принимает значение 1.

Пусть 𝐺⊆MS, 𝑘 ∈ Z+. Будем называть множество 𝐺 𝑘-ограниченным,
если для любой функции 𝑓 ∈𝐺 выполняется неравенство 𝑒𝑓 6 𝑘 и найдется
функция 𝑔 ∈𝐺, такая, что 𝑒𝑔 = 𝑘. Пусть 𝐺 — 𝑘-ограниченное множество.
Функцию 𝑔 ∈𝐺, для которой выполняется равенство 𝑒𝑔 = 𝑘, будем называть
максимальной функцией множества 𝐺. Обозначим множество всех макси-
мальных функций множества 𝐺 черезK(𝐺), т. е.K(𝐺)={𝑔∈𝐺|𝑒𝑔=𝑘}.

Определим на множестве FMS = ∪{FMS(𝑓)}, где объединение берется
по всем функциям 𝑓 из множестваMS, отношение частичного порядка ⪯MS .
Пусть 𝑓, 𝑔 ∈MS. Будем говорить, что FMS(𝑓)⪯MS FMS(𝑔), если 𝑓 ∈ [{𝑔}].
Очевидно, что отношение ⪯MS транзитивно и рефлексивно. Ниже будет по-
казано (см. следствие 1.2.9), что отношение ⪯MS антисимметрично. Поэто-
му ⪯MS является отношением частичного порядка на множестве FMS.

Положим 𝐼 = Z+ ×N. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 ̸=∅. Множество 𝐷 можно расс-
матривать также как множество точек на плоскости с целочисленными ко-
ординатами.

Будем говорить, что множество 𝐷 имеет 𝑛-границу, если для некоторо-
го 𝛼∈R+ множество {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒 > 𝛼𝑑} конечно.

В этом случае 𝑛-границей будем называть прямую, которая задается
уравнением 𝑒=𝛼𝑑.

Обозначим через 𝛾(𝐷) такое число из R+, что для любого 𝛼 ∈ R+,
𝛼 < 𝛾(𝐷), прямая, задаваемая уравнением 𝑒 = 𝛼𝑑, не является 𝑛-гра-
ницей, и для всех 𝛽 ∈ R+, 𝛽 > 𝛾(𝐷), прямая, задаваемая уравнени-
ем 𝑒 = 𝛽𝑑 является 𝑛-границей. Если прямая 𝑒 = 𝛾(𝐷) · 𝑑 является 𝑛-гра-
ницей множества 𝐷, то будем называть эту прямую точной 𝑛-границей
множества 𝐷. Определим множество �𝑛(𝐷) следующим образом. Поло-
жим �𝑛(𝐷)= {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 |𝑒= 𝛾(𝐷) · 𝑑}.

Будем говорить, что множество 𝐷 имеет 𝑔-границу, если сущест-
вует 𝑎 ∈ Z+, такое, что для любой пары (𝑒, 𝑑) ∈𝐷 выполняется неравенст-
во 𝑒6 𝑎. Легко видеть, что если множество 𝐷 имеет 𝑔-границу, то суще-
ствует прямая, задаваемая уравнением 𝑒= 𝑎, 𝑎 ∈ Z+, такая, что для любой
пары (𝑒, 𝑑) выполняется неравенство 𝑒6 𝑎 и для любого числа 𝑏 < 𝑎, 𝑏 ∈ Z+

существует пара (𝑒, 𝑑)∈𝐷, такая, что 𝑒 > 𝑏. Будем называть такую прямую
точной 𝑔-границей множества 𝐷. Обозначим множество целочисленных то-
чек из 𝐷, лежащих на точной 𝑔-границе множества 𝐷, через �𝑔(𝐷). Будем
говорить, что множество 𝐷 имеет конечную 𝑔-границу, если множество 𝐷
имеет 𝑔-границу и множество �𝑔(𝐷) конечно.

Множество точек 𝐷 называется тривиальным, если точная 𝑔-граница
задается уравнением 𝑒 = 0. Будем называть множество функций 𝐺 ⊆MS
нетривиальным, если множество 𝐷(𝐺) не является тривиальным. Назовем
множество 𝐷 линейным, если существует число 𝛼∈R+, такое, что все точки
множества 𝐷 лежат на прямой, задаваемой уравнением 𝑒=𝛼𝑑.

Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼. Определим множество 𝐹 (𝐷) следующим образом. Поло-
жим 𝐹 (𝐷)={𝑓 ∈MS|(𝑒𝑓 , 𝑑𝑓)∈𝐷}. Легко видеть, что множество 𝐹 (𝐼) совпа-
дает с множеством MS. Пусть 𝐹 ⊆MS. Определим множество 𝐷(𝐹 ) следу-
ющим образом:𝐷(𝐹 )={(𝑒, 𝑑)∈𝐼 | существует функция 𝑓 ∈𝐹, 𝑒𝑓 =𝑒, 𝑑𝑓 =𝑑}.
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1.2. Вспомогательные утверждения.
У т в е р ж д е н и е 1.2.1. Пусть Ï— некоторая формула над A⊆𝑅𝑘,

а Ï1 – произвольная подформула формулы Ï. Пусть ̃︀𝛼 — произвольный
набор из 𝐸𝑛

𝑘 , такой, что Ï1(̃︀𝛼)=0. Тогда Ï(̃︀𝛼)=0.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ï— некоторая формула над A⊆𝑅𝑘, Ï1 –

произвольная подформула формулы Ï, ̃︀𝛼 — произвольный набор из 𝐸𝑛
𝑘 ,

такой, что Ï1(̃︀𝛼) = 0. Будем вести доказательство индукцией по глубине
формулы Ï. Если глубина формулы Ï равна нулю, то Ï является сим-
волом переменной и совпадает с подформулой Ï1. Очевидно, что в этом
случае утверждение выполняется. Пусть для всех формул, глубина кото-
рых меньше 𝑠, 𝑠> 1, утверждение доказано. Рассмотрим формулу Ï над A,
глубина которой равна 𝑠, 𝑠 > 1. Если подформула Ï1 совпадает с форму-
лой Ï, то утверждение доказано. Пусть формула Ï имеет вид 𝑓(Ð1, . . .,Ð𝑛),
где 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ A, а Ð1, . . .,Ð𝑛 — формулы над A, глубина каждой
из которых меньше 𝑠. Тогда для некоторого Ð𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑛, формула Ï1 яв-
ляется подформулой формулы Ð𝑖. По предположению индукции Ð𝑖(̃︀𝛼) = 0.
Тогда Ï(̃︀𝛼) = 𝑓(Ð1(̃︀𝛼), . . .,Ð𝑖−1(̃︀𝛼), 0,Ð𝑖+1(̃︀𝛼), . . .,Ð𝑛(̃︀𝛼)). Поскольку 𝑓 ∈ 𝑅𝑘,
то Ï(̃︀𝛼) = 0.

С л е д с т в и е 1.2.2. Пусть Ï — некоторая формула над A⊆𝑅𝑘,
а Ï1 – произвольная нетривиальная подформула формулы Ï. Пусть ̃︀𝛼 —
произвольный набор из 𝐸𝑛

𝑘 , такой, что Ï(̃︀𝛼)=1. Тогда Ï1(̃︀𝛼)=1.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ï — некоторая формула над A ⊆ 𝑅𝑘,

Ï1 — произвольная нетривиальная подформула формулы Ï, ̃︀𝛼 — произволь-
ный набор из 𝐸𝑛

𝑘 , такой, что Ï(̃︀𝛼)=1. Поскольку формулы Ï и Ï1 являются
нетривиальными формулами над A⊆𝑅𝑘, то они могут принимать значения
только из множества {0, 1}. Предположим, что Ï1(̃︀𝛼) = 0. Тогда по утверж-
дению 1.2.1 выполняется равенство Ï(̃︀𝛼) = 0, что противоречит условию.
Следовательно, Ï1(̃︀𝛼)= 1.

У т в е р ж д е н и е 1.2.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈NS
𝑙, 𝑙> 1, Ï — фор-

мула над S, реализующая функцию 𝑓 , а Ï1 — подформула формулы Ï,
имеющая вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где B1, . . .,B𝑚 — формулы над S, 𝑔∈S𝑟, 𝑟6 𝑙.
Тогда среди формулB1, . . .,B𝑚 есть символы переменных, причем символ
каждой переменной из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛} встречается одинаковое
число раз.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈NS𝑙, 𝑙> 1, Ï — формула
над S, реализующая функцию 𝑓 , а Ï1 — подформула формулы Ï, имею-
щая вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где B1, . . .,B𝑚 — формулы над S, 𝑔 ∈ S𝑟, 𝑟 6 𝑙.

Пусть 𝑁𝑓 =
𝑙⋃︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 0 6 𝑒1 < 𝑒2 < . . . < 𝑒𝑙 < 𝑛, 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖 = 1, . . ., 𝑙.

Тогда 𝑛 > 𝑑1 > . . . > 𝑑𝑙 > 0. Пусть среди B1, . . .,B𝑚 символы перемен-
ных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встречаются 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 раз соответственно, а нетривиальные
формулы — 𝑟 раз, 𝑟, 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 ∈ Z+. Без ограничения общности будем счи-
тать, что 𝑞1> 𝑞2> . . .> 𝑞𝑛 > 0.

Покажем, что 𝑞𝑒𝑙+1 > 0. Предположим, что 𝑞𝑒𝑙+1 = 0. Тогда для
всех 𝑖 > 𝑒𝑙 + 1 выполняются равенства 𝑞𝑖 = 0. Положим ̃︀𝛼 = (1𝑒𝑙 , 2𝑑𝑙).
Поскольку ̃︀𝛼 ∈L(𝑒𝑙, 𝑑𝑙) ⊆ 𝑁𝑓 , то 𝑓(̃︀𝛼) = 1. По следствию 1.2.2 имеет ме-

сто равенство Ï1(̃︀𝛼) = 1. Кроме того, Ï1(̃︀𝛼) = 𝑔(̃︀𝛽), где ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑚),
𝛽𝑖 = B𝑖(̃︀𝛼), 𝑖 = 1, . . ., 𝑚. Если B𝑖 является нетривиальной формулой,
то в силу следствия 1.2.2 выполняется равенство B𝑖(̃︀𝛼) = 1. Поэто-

му B𝑖(̃︀𝛼) = 𝛽𝑖 =1, 𝑖=1, . . ., 𝑚. Так как 𝑔 ∈𝑅, то 𝑔(̃︀𝛽) = 0. Это противоречит

тому, что Ï1(̃︀𝛼)=𝑔(̃︀𝛽)=1. Следовательно, 𝑞𝑒𝑙+1>0.

Поскольку 𝑓 ∈NS𝑙, то по замечанию 1.1.3 получаем, что 𝑒𝑙 > 𝑙. Поэтому
имеют место неравенства 𝑞𝑙+1> 𝑞𝑒𝑙+1>0.
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Покажем, что если среди чисел 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 есть различные, то 𝑔 /∈
𝑙⋃︀

𝑖=1

S𝑖.

Предположим, что существуют 𝑗, 𝑘, 16 𝑗, 𝑘6𝑛, такие, что 𝑞𝑗 ̸= 𝑞𝑘. Посколь-
ку 𝑞1>𝑞2> . . .>𝑞𝑛, то существует 𝑗, 26𝑗6𝑛, такое, что 𝑞1= . . .=𝑞𝑗−1>𝑞𝑗.

Рассмотрим три случая. Пусть 𝑞𝑗 =0. Поскольку 𝑞1 > 𝑞2 > . . .> 𝑞𝑙+1 > 0,
то 𝑗 > 𝑙 + 1. Положим 𝑞 = 𝑞1 = . . . = 𝑞𝑗−1. В силу замечания 1.1.3 выпол-
няются неравенства 𝑒𝑖 > 𝑖 − 1, 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 − 1 и 𝑒𝑙 > 𝑙. Определим набо-
ры ̃︀𝛼𝑖=(𝛼𝑖,1, . . ., 𝛼𝑖,𝑛)∈{1, 2}

𝑛, 𝑖=1, . . ., 𝑙+1 следующим образом. Положим

̃︀𝛼𝑖 = (1𝑖−1, 2𝑑𝑖 , 1𝑒𝑖−𝑖+1), 𝑖= 1, . . ., 𝑙,̃︀𝛼𝑙+1 = (1𝑙, 2𝑑𝑙−1, 1𝑒𝑙−𝑙, 2).

Легко видеть, что ̃︀𝛼𝑙+1 ∈L(𝑒𝑙, 𝑑𝑙) и для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 выполняются со-
отношения ̃︀𝛼𝑖 ∈L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖). Поскольку для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑙 выполняются со-
отношения L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖) ⊆ 𝑁𝑓 , то при всех 𝑝 = 1, . . ., 𝑙 + 1 справедливо ра-
венство 𝑓(̃︀𝛼𝑝) = 1. Поскольку 𝑑1 > . . . > 𝑑𝑙, то для всех 𝑖 = 2, . . ., 𝑙 вы-
полняются неравенства 𝑖 − 1 + 𝑑𝑖 6 𝑖 − 2 + 𝑑𝑖−1. Поэтому 𝛼𝑖,𝑘 6 𝛼𝑖−1,𝑘 для
всех 𝑖=2, . . ., 𝑙, 𝑘=1, . . ., 𝑛. Кроме того, для всех 𝑘=1, . . ., 𝑛−1 справедли-
вы неравенства 𝛼𝑙+1,𝑘 6 𝛼𝑙,𝑘 и для всех 𝑖= 2, . . ., 𝑙+1 имеют место равенст-

ва 𝛼𝑖,𝑖−1 = 1, 𝛼𝑖−1,𝑖−1 = 2. Определим наборы ̃︀𝛽𝑖 = (𝛽𝑖,1, . . ., 𝛽𝑖,𝑚) следующим
образом. Положим

𝛽𝑖,𝑘 =B𝑘(̃︀𝛼𝑖), 𝑖= 1, . . ., 𝑙+ 1, 𝑘= 1, . . ., 𝑚.

Поскольку ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑙+1 ∈ 𝑁𝑓 , то по следствию 1.2.2 получаем, что для

всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 + 1 имеют место равенства 𝑔(̃︀𝛽𝑖) = 𝑓(̃︀𝛼𝑖) = 1. Посколь-
ку 𝑗 > 𝑙 + 1, то очевидно, что для всех 𝑖 = 2, . . ., 𝑙 + 1 имеют место нера-
венства

|̃︀𝛽𝑖| − |̃︀𝛽𝑖−1|= (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑖,𝑘=1

𝑞𝑘)− (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑖−1,𝑘=1

𝑞𝑘)>
∑︀

16𝑘6𝑗−1
𝛼𝑖,𝑘=1
𝛼𝑖−1,𝑘=2

𝑞𝑘 > 𝑞 > 0.

Поэтому выполняются неравенства |̃︀𝛽1|< |̃︀𝛽2|< . . . < |̃︀𝛽𝑙+1|. Так как справед-

ливы соотношения ̃︀𝛽𝑖 ∈L(|̃︀𝛽𝑖|, 𝑚− |̃︀𝛽𝑖|)⊆𝑁𝑔, и 𝑔(̃︀𝛽𝑖) = 1, 𝑖= 1, . . ., 𝑙+ 1, то
функция 𝑔 принимает значение 1 на наборах из более чем 𝑙 различных слоев.

Пусть теперь 𝑞𝑗 > 0, 𝑒1 = 0. В силу замечания 1.1.3 выполняются
неравенства 𝑒𝑖 > 𝑖− 1, 𝑑𝑖 > 𝑙 − (𝑖− 1), 𝑖= 1, . . ., 𝑙, 𝑒𝑙 > 𝑙. Определим набо-
ры ̃︀𝛾𝑖=(𝛾𝑖,1, . . ., 𝛾𝑖,𝑛−2)∈{1, 2}

𝑛−2, 𝑖=1, . . ., 𝑙 следующим образом. Положим

̃︀𝛾1 = (2𝑛−2),̃︀𝛾𝑖 = (1𝑖−2, 2𝑙−𝑖, 1𝑒𝑖−𝑖+1, 2𝑑𝑖−𝑙+𝑖−1), 𝑖= 2, . . ., 𝑙.

Легко видеть, что ̃︀𝛾1 ∈ L(0, 𝑛 − 2), ̃︀𝛾𝑖 ∈ L(𝑒𝑖 − 1, 𝑑𝑖 − 1), 𝑖 = 2, . . ., 𝑙.
Так как 𝑒𝑖 >𝑒𝑖−1, то 𝑒𝑖− 𝑖+1> 𝑒𝑖−1− (𝑖−1)+1. Поэтому для всех 𝑖=2, . . ., 𝑙,
𝑘 = 1, . . ., 𝑛 − 2 выполняются неравенства 𝛾𝑖,𝑘 6 𝛾𝑖−1,𝑘. Кроме того, для
всех 𝑖=3, . . ., 𝑙 имеют место равенства 𝛾𝑖,𝑖−2=1, 𝛾𝑖−1,𝑖−2=2. Определим набо-
ры ̃︀𝛼𝑖=(𝛼𝑖,1, . . ., 𝛼𝑖,𝑛)∈{1, 2}

𝑛, 𝑖=1, . . ., 𝑙+1, следующим образом. Положим

̃︀𝛼1 = (2𝑛),̃︀𝛼𝑖 = (𝛾𝑖,1, . . ., 𝛾𝑖,𝑗−2, 2, 1, 𝛾𝑖,𝑗−1, . . ., 𝛾𝑖,𝑛−2), 𝑖= 2, . . ., 𝑙,̃︀𝛼𝑙+1 = (𝛾𝑙,1, . . ., 𝛾𝑙,𝑗−2, 1, 2, 𝛾𝑙,𝑗−1, . . ., 𝛾𝑙,𝑛−2).
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Легко видеть, что ̃︀𝛼𝑖 ∈ L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 и ̃︀𝛼𝑙+1 ∈ L(𝑒𝑙, 𝑑𝑙). Поэтому
для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 + 1 выполняются равенства 𝑓(̃︀𝛼𝑖) = 1. Кроме того,
для всех 𝑖=2, . . ., 𝑙, 𝑘=1, . . ., 𝑛 выполняются соотношения 𝛼𝑖,𝑘6𝛼𝑖−1,𝑘. Оче-
видно, что существует 𝑘𝑖, 16 𝑘𝑖 6max(𝑗, 𝑙), такое, что 𝛼𝑖,𝑘𝑖

= 1, 𝛼𝑖−1,𝑘𝑖
= 2.

Определим наборы ̃︀𝛽𝑖=(𝛽𝑖,1, . . ., 𝛽𝑖,𝑚) следующим образом. Положим

𝛽𝑖,𝑘 =B𝑘(̃︀𝛼𝑖), 𝑖= 1, . . ., 𝑙+ 1, 𝑘= 1, . . ., 𝑚.

Поскольку 𝛼1, . . ., 𝛼𝑙+1 ∈ 𝑁𝑓 , то по следствию 1.2.2 получаем, что для

всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 + 1 имеют место равенства 𝑔(̃︀𝛽𝑖) = 𝑓(̃︀𝛼𝑖) = 1. Кроме того,
выполняются следующие соотношения:

|̃︀𝛽𝑖| − |̃︀𝛽𝑖−1|= (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑖,𝑘=1

𝑞𝑘)− (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑖−1,𝑘=1

𝑞𝑘)>

>
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑖,𝑘=1
𝛼𝑖−1,𝑘=2

𝑞𝑘 > 𝑞𝑘𝑖
>min(𝑞𝑗, 𝑞𝑙)> 0, 𝑖= 2, . . ., 𝑙,

|̃︀𝛽𝑙+1| − |̃︀𝛽𝑙|= (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑙+1,𝑘=1

𝑞𝑘)− (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑙,𝑘=1

𝑞𝑘) = 𝑞𝑗−1 − 𝑞𝑗 > 0.

Поэтому выполняются неравенства |̃︀𝛽1|< |̃︀𝛽2|< . . . < |̃︀𝛽𝑙+1|. Так как справед-

ливы соотношения ̃︀𝛽𝑖 ∈L(|̃︀𝛽𝑖|, 𝑚− |̃︀𝛽𝑖|)⊆𝑁𝑔, и 𝑔(̃︀𝛽𝑖) = 1, 𝑖= 1, . . ., 𝑙+ 1, то
функция 𝑔 принимает значение 1 на наборах из более чем 𝑙 различных слоев.

Пусть, наконец, 𝑞𝑗 > 0, 𝑒1 > 0. Поскольку имеют место неравен-
ства 0 < 𝑒1 < 𝑒2 < . . . < 𝑒𝑙, 0 < 𝑑𝑙 < 𝑑𝑙−1 < . . . < 𝑑1, то для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑙
выполняются неравенства 𝑒𝑖 > 𝑖, 𝑑𝑖 > 𝑙 − (𝑖 − 1). Определим набо-
ры ̃︀𝛾𝑖=(𝛾𝑖,1, . . ., 𝛾𝑖,𝑛−2)∈{1, 2}

𝑛−2, 𝑖=1, . . ., 𝑙, следующим образом. Положим

̃︀𝛾𝑖 = (1𝑖−1, 2𝑙−𝑖, 1𝑒𝑖−𝑖, 2𝑑𝑖−𝑙+𝑖−1), 𝑖= 1, . . ., 𝑙.

Легко видеть, что ̃︀𝛾𝑖 ∈ L(𝑒𝑖 − 1, 𝑑𝑖 − 1), 𝑖 = 1, . . ., 𝑙. Так как 𝑒𝑖 > 𝑒𝑖−1,
то 𝑒𝑖− 𝑖+1> 𝑒𝑖−1− (𝑖− 1)+ 1. Поэтому для всех 𝑖=2, . . ., 𝑙, 𝑘=1, . . ., 𝑛− 2
выполняются неравенства 𝛾𝑖,𝑘 6 𝛾𝑖−1,𝑘. Кроме того, имеют место ра-
венства 𝛾𝑖,𝑖−1 = 1, 𝛾𝑖−1,𝑖−1 = 2. Для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 + 1 определим набо-
ры ̃︀𝛼𝑖=(𝛼𝑖,1, . . ., 𝛼𝑖,𝑛) следующим образом. Положим

̃︀𝛼𝑖 = (𝛾𝑖,1, . . ., 𝛾𝑖,𝑗−2, 2, 1, 𝛾𝑖,𝑗−1, . . ., 𝛾𝑖,𝑛−2), 𝑖= 1, . . .𝑙,̃︀𝛼𝑙+1 = (𝛾𝑙,1, . . ., 𝛾𝑙,𝑗−2, 1, 2, 𝛾𝑙,𝑗−1, . . ., 𝛾𝑙,𝑛−2).

Легко видеть, что ̃︀𝛼𝑖 ∈ L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑖 = 1, . . ., 𝑙, ̃︀𝛼𝑙+1 ∈ L(𝑒𝑙, 𝑑𝑙). Поэтому
для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 + 1 выполняются равенства 𝑓(̃︀𝛼𝑖) = 1. Кроме того,
для всех 𝑖=2, . . ., 𝑙, 𝑘=1, . . ., 𝑛 выполняются соотношения 𝛼𝑖,𝑘6𝛼𝑖−1,𝑘. Оче-
видно, что существует 𝑘𝑖, 16𝑘𝑖6max(𝑗, 𝑙+1), такое, что 𝛼𝑖,𝑘𝑖

=1, 𝛼𝑖−1,𝑘𝑖
=2.

Определим наборы ̃︀𝛽𝑖=(𝛽𝑖,1, . . ., 𝛽𝑖,𝑚) следующим образом. Положим

𝛽𝑖,𝑘 =B𝑘(̃︀𝛼𝑖), 𝑖= 1, . . ., 𝑙+ 1, 𝑘= 1, . . ., 𝑚.

Поскольку 𝛼1, . . ., 𝛼𝑙+1 ∈ 𝑁𝑓 , то по следствию 1.2.2 получаем, что для

всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑙 + 1 имеет место равенство 𝑔(̃︀𝛽𝑖) = 𝑓(̃︀𝛼) = 1. Кроме того,
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выполняются следующие соотношения:

|̃︀𝛽𝑖| − |̃︀𝛽𝑖−1|= (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑖,𝑘=1

𝑞𝑘)− (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑖−1,𝑘=1

𝑞𝑘)>

>
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑖,𝑘=1
𝛼𝑖−1,𝑘=2

𝑞𝑘 > 𝑞𝑘𝑖
>min(𝑞𝑗, 𝑞𝑙+1)> 0, 𝑖= 2, . . ., 𝑙,

|̃︀𝛽𝑙+1| − |̃︀𝛽𝑙|= (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑙+1,𝑘=1

𝑞𝑘)− (𝑟+
∑︀

16𝑘6𝑛
𝛼𝑙,𝑘=1

𝑞𝑘) = 𝑞𝑗−1 − 𝑞𝑗 > 0.

Поэтому выполняются неравенства |̃︀𝛽1|< |̃︀𝛽2|< . . . < |̃︀𝛽𝑙+1|. Так как справед-

ливы соотношения ̃︀𝛽𝑖 ∈L(|̃︀𝛽𝑖|, 𝑚− |̃︀𝛽𝑖|)⊆𝑁𝑔, и 𝑔(̃︀𝛽𝑖) = 1, 𝑖= 1, . . ., 𝑙+ 1, то
функция 𝑔 принимает значение 1 на наборах из более чем 𝑙 различных слоев.

Таким образом, если существуют числа 𝑗, 𝑘, 1 6 𝑗, 𝑘 6 𝑛, такие,
что 𝑞𝑗 ̸=𝑞𝑘, то функция 𝑔 принимает значение 1 на наборах из более чем 𝑙 раз-
личных слоев. Это противоречит условию 𝑔∈S𝑟, 𝑟6 𝑙. Поэтому 𝑞1= . . .= 𝑞𝑛.
Кроме того, так как 𝑞𝑙+1>0, то 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛>0.

У т в е р ж д е н и е 1.2.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ NS𝑚, 𝑚 > 1,
Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — формула над S, реализующая функцию 𝑓 , а Ï1 — прос-
тая подформула формулы Ï, имеющая вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑝), где 𝑔 ∈ NS𝑚

,
𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑝 ∈{𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Тогда выполняется неравенство 𝑓⪯S𝑚 𝑔.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ NS𝑚, Ï — формула
над 𝑅, реализующая функцию 𝑓 , а Ï1 = 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑝) — простая под-
формула формулы Ï, 𝑔 ∈ NS𝑚. По утверждению 1.2.3 среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑝

встречается каждая переменная из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, причем оди-
наковое число раз. В силу следствия 1.2.2 получаем, что если для неко-
торого ̃︀𝛼 ∈ 𝐸3

𝑛 выполняется равенство 𝑓(̃︀𝛼) = 1, то справедливо равенст-
во Ï1(̃︀𝛼) = 1. Следовательно, если L(𝑒, 𝑑) ∈ 𝑁𝑓 , то для некоторого 𝑘 ∈ N
выполняется соотношение L(𝑘𝑒, 𝑘𝑑) ∈𝑁𝑔. Очевидно, что 𝑘 = 𝑝/𝑛. Посколь-

ку 𝑓 ∈NS𝑚, то 𝑁𝑓 =
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖) для некоторых 𝑒1, . . ., 𝑒𝑚∈Z+, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑚∈N.

Тогда
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑘𝑒𝑖, 𝑘𝑑𝑖)⊂𝑁𝑔. Поскольку 𝑔 ∈NS𝑚, то
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑘𝑒𝑖, 𝑘𝑑𝑖) =𝑁𝑔. Сле-

довательно, функции 𝑓 и 𝑔 являются функциями одного типа и 𝑝 кратно 𝑛.
Поэтому 𝑓 ⪯S𝑚 𝑔.

У т в е р ж д е н и е 1.2.5. Пусть 𝑓, 𝑔 ∈ S𝑚, 𝑚 ∈N. Тогда соотноше-
ние 𝑓⪯S𝑚 𝑔 выполняется тогда и только тогда, когда 𝑓 ∈ [{𝑔}].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑠) ∈ S𝑚, где
𝑚, 𝑛, 𝑠∈N и 𝑓 ⪯S𝑚 𝑔. Тогда типы функций 𝑓 и 𝑔 совпадают и для некоторо-
го 𝑟> 1 выполняется соотношение 𝑠= 𝑟𝑛. Из определения симметрических
𝑚-слойных функций получаем, что 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥1

𝑟, . . ., 𝑥𝑛
𝑟). Следова-

тельно, 𝑓 ∈ [{𝑔}].
Пусть 𝑓 ∈ [{𝑔}]. Тогда существует формула Ï над {𝑔}, реализующая

функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Пусть Ï1 — некоторая простая подформула фор-
мулы Ï, имеющая вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑠). По утверждению 1.2.3 среди пере-
менных 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑠 встречается каждая переменная из 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, причем
одинаковое число раз. Пусть каждая переменная встречается 𝑟 раз, 𝑟 > 1.
Тогда 𝑠= 𝑟𝑛, и из утверждения 1.2.1 и следствия 1.2.2 следует, что функ-
ция 𝑔 принимает значение 1 на слоях, тип которых равен типу слоев, на
которых функция 𝑓 принимает значение 1. Поскольку число таких слоев
для функций 𝑓 и 𝑔 одинаково, то и типы функций 𝑓 и 𝑔 совпадают. Следо-
вательно, 𝑓 ⪯S𝑚 𝑔.
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У т в е р ж д е н и е 1.2.6. Пусть A⊆𝑅, A∩MS ̸=∅, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈MS,
Ï— некоторая формула над A, реализующая функцию 𝑓, а Ï1 — подфор-
мула формулы Ï, имеющая вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈A∩MS,
а B1, . . .,B𝑚 — формулы на A. Тогда выполняются следующие
соотношения:

(1) 𝑒𝑓 6 𝑒𝑔;

(2)
𝑒𝑓
𝑑𝑓

6 𝑒𝑔
𝑑𝑔
;

(3) если 𝑒𝑓 ̸= 0, то

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
6 𝑒𝑔

𝑒𝑓
.

При этом если Ï1 не является простой формулой, то

(1′) 𝑒𝑓 < 𝑒𝑔;

(2′)
𝑒𝑓
𝑑𝑓

<
𝑒𝑔
𝑑𝑔
;

(3′) если 𝑒𝑓 ̸= 0, то

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
<

𝑒𝑔
𝑒𝑓
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — формула над A⊆𝑅, реа-
лизующая функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), а Ï1 — некоторая подформула форму-
лы Ï, которая имеет вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где 𝑔 — некоторая монотонная
симметрическая функция из A. Пусть среди формул B1, . . .,B𝑚 символы пе-
ременных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встречаются 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 раз соответственно, а формулы,
не являющиеся символами переменных, встречаются 𝑟 раз, 𝑟> 0. Без огра-
ничения общности будем считать, что 𝑞1 > 𝑞2 > . . .> 𝑞𝑛 > 0. Рассмотрим на-
бор ̃︀𝛼 ∈L(𝑒𝑓 , 𝑑𝑓), ̃︀𝛼= (1𝑒𝑓 , 2𝑑𝑓 ), 06 𝑒𝑓 < 𝑛, 0< 𝑑𝑓 6 𝑛. Поскольку 𝑓(̃︀𝛼) = 1,
то по следствию 1.2.2 выполняется равенство Ï1(̃︀𝛼) = 1. Кроме того,
из следствия 1.2.2 следует, что если формула B𝑖 не является симво-
лом переменной, то B𝑖(̃︀𝛼) = 1 для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑚. Положим 𝛽𝑖 =B𝑖(̃︀𝛼).
Тогда Ï1(̃︀𝛼)=𝑔(𝛽1, . . ., 𝛽𝑚)=1 и |̃︀𝛽|= 𝑞1+. . .+𝑞𝑒𝑓

+𝑟. Покажем, что 𝑞𝑒𝑓+1>0.
Пусть 𝑞𝑒𝑓+1 = 0. Тогда набор (𝛽1, . . ., 𝛽𝑚) не содержит двоек. Посколь-
ку 𝑔 ∈MS⊆𝑅, то 𝑔(𝛽1, . . ., 𝛽𝑚) = 0. Получили противоречие. Следователь-
но, 𝑞𝑒𝑓+1 > 0 и 𝑞1 > . . .> 𝑞𝑒𝑓+1 > 0. Поскольку Ï1(̃︀𝛼) = 1, то функция 𝑔 равна
единице на наборе, содержащем 𝑞1+ . . .𝑞𝑒𝑓

+𝑟 единиц и 𝑞𝑒𝑓+1+ . . .+𝑞𝑛 двоек.
Так как функция 𝑔 монотонна, получаем следующие неравенства:

𝑒𝑔 > 𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑒𝑓
+ 𝑟> 𝑒𝑓𝑞𝑒𝑓

+ 𝑟> 𝑒𝑓 ;

𝑑𝑔 6 𝑞𝑒𝑓+1 + . . .+ 𝑞𝑛 6 𝑞𝑒𝑓+1𝑑𝑓 ;

𝑒𝑔
𝑑𝑔

> 𝑒𝑓 𝑞𝑒𝑓
+ 𝑟

𝑞𝑒𝑓+1𝑑𝑓
> 𝑒𝑓 𝑞𝑒𝑓

𝑞𝑒𝑓+1𝑑𝑓
> 𝑒𝑓

𝑑𝑓

и если 𝑒𝑓 ̸=0, то

𝑒𝑔
𝑒𝑓

> 𝑒𝑓 𝑞𝑒𝑓
+ 𝑟

𝑒𝑓
> 𝑞𝑒𝑓

> 𝑞𝑒𝑓+1 =
𝑞𝑒𝑓+1𝑑𝑓

𝑑𝑓
=

]︂
𝑞𝑒𝑓+1𝑑𝑓

𝑑𝑓

[︂
>
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
.

Отсюда следует, что 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 ,
𝑒𝑔
𝑑𝑔

> 𝑒𝑓
𝑑𝑓

и при 𝑒𝑓 ̸= 0 выполняется неравенст-

во
𝑒𝑔
𝑒𝑓

>
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
. Таким образом, неравенства (1)− (3) доказаны. Если Ï1 не
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является простой подформулой, то 𝑟 > 1. Поэтому 𝑒𝑓𝑞𝑒𝑓
+ 𝑟 > 𝑒𝑓𝑞𝑒𝑓

> 𝑒𝑓 ,
следовательно,

𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 ,
𝑒𝑔
𝑑𝑔

>
𝑒𝑓
𝑑𝑓

и если 𝑒𝑓 ̸=0, то
𝑒𝑔
𝑒𝑓

>

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
.

С л е д с т в и е 1.2.7. Пусть 𝐻 = {𝑓1, . . ., 𝑓𝑠}, 𝐻 ⊆MS, 𝑒𝐻 =max 𝑒𝑓𝑖
,

где максимум берется по всем функциям множества𝐻. Тогда для любой
функции 𝑔∈ [𝐻] выполняется неравенство 𝑒𝑔 6𝑒𝐻.

У т в е р ж д е н и е 1.2.8. Пусть 𝑓, 𝑔 ∈MS. Если 𝑓 ⪯MS 𝑔 и 𝑔 ⪯MS 𝑓 ,
то 𝑓 ∼= 𝑔.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS,
𝑒𝑓
𝑑𝑓

—

тип функции 𝑓, 𝑒𝑓 + 𝑑𝑓 = 𝑛,
𝑒𝑔
𝑑𝑔

— тип функции 𝑔, 𝑒𝑔 + 𝑑𝑔 =𝑚. Посколь-

ку 𝑓 ⪯MS 𝑔, то существует формула над {𝑔}, реализующая функцию 𝑓 .
Поэтому в силу утверждения 1.2.6 выполняются неравенства: 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓
и

𝑒𝑔
𝑑𝑔

> 𝑒𝑓
𝑑𝑓
. Аналогично из соотношения 𝑔⪯MS 𝑓 следует, что 𝑒𝑓 >𝑒𝑔 и

𝑒𝑓
𝑑𝑓

> 𝑒𝑔
𝑑𝑔
.

Поэтому 𝑒𝑔=𝑒𝑓 ,
𝑒𝑔
𝑑𝑔
=

𝑒𝑓
𝑑𝑓

, а значит, 𝑑𝑔=𝑑𝑓 . Следовательно, 𝑓∼=𝑔.

С л е д с т в и е 1.2.9. Отношение ⪯MS является отношением по-
рядка на множестве FMS.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что отношение ⪯MS на FMS транзи-
тивно и рефлексивно. Из утверждения 1.2.8 следует, что отношение ⪯MS

на FMS антисимметрично. Следовательно, отношение ⪯MS является отноше-
нием порядка на множестве FMS.

У т в е р ж д е н и е 1.2.10. Пусть 𝑓 ∈MS, 𝑒𝑓 = 0. Тогда для любой
функции 𝑔∈MS, такой, что 𝑒𝑔>0, выполняется неравенство 𝑓≺MS 𝑔.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS, 𝑒𝑓 = 0,
𝑒𝑔 >0. Положим ℎ(𝑥1, 𝑥2)=𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥2). Легко видеть, что 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=
= ℎ(ℎ(. . .(ℎ(⏟  ⏞  

𝑛

𝑥1, 𝑥1), 𝑥2), . . .), 𝑥𝑛). Следовательно, 𝑓 ⪯MS 𝑔. Поскольку 𝑒𝑓 <𝑒𝑔,

то 𝑁𝑓 ̸=𝑁𝑔, а значит 𝑓 ̸∼= 𝑔. Поэтому 𝑓 ≺MS 𝑔.

§ 2. Классы, порожденные функциями из множества NS1

В этом параграфе изучаются свойства функций из множества S1 всех
симметрических однослойных функций трехзначной логики. Приводятся
критерии базируемости и конечной порожденности для классов, порожден-
ных однослойными немонотонными симметрическими функциями (множест-

во всех таких функций обозначается через NS1). Приводится также крите-
рий выразимости функций из 𝑃𝑘, принимающих значения только из множе-
ства {0, 1} и равных нулю на наборе из одних единиц и на всех наборах,
содержащих хотя бы один нуль (множество всех таких функций обознача-
ется через 𝑅) формулами над S1. Устанавливаются некоторые соответствия
между замкнутыми классами и 𝑝-замкнутыми классами.

В параграфе 1 на множестве FS𝑚 был определен порядок ⪯S𝑚 , 𝑚 ∈N.
В этом параграфе будем обозначать отношение ⪯S1 через ⪯1. Понятия цепи,
максимальной цепи, ограниченной цепи и верхней грани цепи соответствуют
отношению порядка ⪯1.
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2.1. Критерии базируемости и конечной порожденности. В этом
пункте (см. также [45]) приводится критерий базируемости и конечной по-
рожденности классов для произвольных порождающих систем однослойных
симметрических функций в терминах отношения ⪯1.

Т е о р е м а 2.1. Пусть 𝐺 — произвольное множество попарно

неконгруэнтных функций из NS1
, 𝐹 =[𝐺]. Тогда справедливы следующие

утверждения:

(1) класс F имеет конечный базис тогда и только тогда, когда мно-
жество 𝐺 содержит конечное число функций;

(2) класс F имеет счетный базис тогда и только тогда, когда 𝐺 со-
держит счетное число функций и каждая функция, принадлежа-
щая 𝐺, содержится в некоторой конечной максимальной цепи мно-
жества G;

(3) класс 𝐹 не имеет базиса тогда и только тогда, когда 𝐺 содер-
жит счетное число функций и найдется функция ℎ ∈ 𝐺, такая,
что ℎ не принадлежит никакой конечной максимальной цепи мно-
жества 𝐺.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Д о с т а т о ч н о с т ь. Существование конечно-
го базиса в случае (1) очевидно. Рассмотрим случай (2). Пусть A⊆𝐺 —
множество всех (попарно неконгруэнтных) функций, являющихся верх-
ними гранями конечных максимальных цепей множества 𝐺. Очевидно,
что множество A счетно и все функции из A попарно несравнимы. Покажем,
что [A]=𝐹 . В самом деле, по утверждению 1.2.5 для любых функций 𝑓, 𝑔∈S1

соотношение 𝑓⪯1 𝑔 выполняется тогда и только тогда, когда 𝑓 ∈ [{𝑔}]. Поэто-
му очевидно, что если функция 𝑓 ∈ S1 является верхней гранью некоторой
максимальной цепи множества 𝐺, то все функции из этой цепи содержатся
в множестве [{𝑓}]. Поскольку по условию каждая функция из 𝐺 лежит
в некоторой конечной максимальной цепи, то [A] = 𝐹 . Далее покажем,
что для любой функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝)∈A выполнено соотношение 𝑔 /∈ [A∖{𝑔}].
Предположим, что это не так. Пусть формула Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝) над A∖{𝑔} реа-
лизует функцию 𝑔. Пусть некоторая простая подформула формулы Ï имеет
вид 𝑓(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛), 𝑓 ∈A∖{𝑔}. Тогда по утверждению 1.2.4 справедливо нера-
венство 𝑔⪯1 𝑓 . Получили противоречие с тем, что все функции множества A
несравнимы. Следовательно, 𝑔 /∈ [A∖{𝑔}]. То есть A— базис класса 𝐹 . Таким
образом, достаточность для случая (2) доказана.

Докажем достаточность для случая (3). Предположим, что класс 𝐹 име-
ет базис A и существует функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑠) ∈𝐺, которая не содержится
ни в какой конечной максимальной цепи множества 𝐺. Пусть функция 𝑓 ∈A
реализуется некоторой формулой Î𝑓 над 𝐺. Пусть Ï — произвольная фор-
мула над A. Заменим в формуле Ï каждую из функций базиса A на соот-
ветствующую ей подформулу над 𝐺. Полученную формулу над 𝐺 обозначим
через 𝜋(Ï).

Рассмотрим функцию 𝑓 ∈ A и некоторую формулу Î𝑓 над 𝐺, реали-
зующую функцию 𝑓 . Легко видеть, что существует некоторая подформу-
ла Ï вида 𝑔(B1, . . .,B𝑚) формулы Î𝑓 , такая, что 𝑔 /∈ [A∖{𝑓}]. Покажем, что
подформула Ï простая. Пусть Ï𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) — некоторая формула над A,



О ЗАМКНУТЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 143

реализующая функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚). Тогда формула 𝜋(Ï𝑔) реализует функ-
цию 𝑔 над 𝐺. В формуле 𝜋(Ï𝑔) есть подформула вида 𝑔(C1, . . .,C𝑚). По ут-
верждению 1.2.3 среди C1, . . .,C𝑚 встречаются переменные, причем каждая
переменная из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑚} встречается одинаковое число раз.
Следовательно, все подформулы C1, . . .,C𝑚 являются символами перемен-
ных. Таким образом, формула 𝑔(C1, . . .,C𝑚) — простая. Тогда легко ви-
деть, что подформула Ï — простая. Покажем теперь, что функция 𝑔 явля-
ется верхней гранью некоторой конечной максимальной цепи множества 𝐺.
Предположим, что существует функция 𝑔′(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟)∈𝐺, такая, что 𝑔≺1 𝑔

′.
Тогда очевидно, что 𝑔′ /∈ [A∖{𝑓}]. Поэтому любая формула над A, реализую-
щая функцию 𝑔′, содержит подформулу вида 𝑓(B1, . . .,B𝑛), гдеB1, . . .,B𝑛 —
некоторые формулы над A. Пусть Ð(𝑥1, . . ., 𝑥𝑟) — произвольная формула
над A, реализующая функцию 𝑔′. Рассмотрим формулу 𝜋(Ð). Эта формула
содержит подформулу вида 𝑔(D1, . . .,D𝑚). Из утверждения 1.2.3 следует,
что среди подформул D1, . . .,D𝑚 встречается каждая переменная из мно-
жества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑟}. Следовательно, 𝑚 > 𝑟. С другой стороны, поскольку
𝑔 ≺1 𝑔

′, то 𝑟 > 𝑚. Получили противоречие. Следовательно, не существует
функции 𝑔′ ∈𝐺, для которой выполняется соотношение 𝑔 ≺ 𝑔′. Таким обра-
зом, 𝑔 является верхней гранью некоторой максимальной цепи в 𝐺. Легко
видеть, что все функции, содержащиеся в этой максимальной цепи, зави-
сят не более, чем от 𝑚 переменных. Поскольку множество 𝐺 состоит из
неконгруэнтных функций, то эта цепь конечна. Следовательно, функция 𝑔
является верхней гранью некоторой конечной максимальной цепи множе-
ства 𝐺. Таким образом, для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈A каждая форму-
ла Î𝑓 , реализующая функцию 𝑓 , содержит простую подформулу, имеющую
вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), такую, что 𝑔 — верхняя грань некоторой конечной мак-
симальной цепи множества 𝐺.

По условию существует функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑠)∈𝐺, не содержащаяся ни
в какой конечной максимальной цепи множества 𝐺. Пусть Ïℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑠) —
формула над A, реализующая функцию ℎ, а Ï1 — некоторая простая
подформула формулы Ïℎ, имеющая вид 𝑓(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛). Поскольку форму-
ла Î𝑓(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛) содержит простую подформулу 𝑔(𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚), такую,
что 𝑔 — верхняя грань некоторой конечной максимальной цепи множе-
ства 𝐺, то и в формуле 𝜋(Ïℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑠)) найдется простая подформула ви-
да 𝑔(𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚). В силу утверждения 1.2.4 выполняется неравенство ℎ⪯1 𝑔.
Следовательно, функция ℎ лежит в конечной максимальной цепи 𝐻 ⊆𝐺,
для которой функция 𝑔 является верхней гранью. Получили противоречие.
Следовательно, класс 𝐹 не имеет базиса.

Н е о б х о д и м о с т ь. Покажем, что класс 𝐹 может иметь конечный
базис только тогда, когда число функций в 𝐺 конечно. Предположим, что
класс 𝐹 имеет конечный базис, но при этом множество 𝐺 содержит счетное
число функций. Возможны два случая: либо каждая функция из 𝐺 лежит
в некоторой конечной максимальной цепи множества 𝐺, либо существует
функция ℎ ∈𝐺, которая не принадлежит никакой конечной максимальной
цепи в 𝐺. Выше показано, что в первом случае класс 𝐹 имеет счетный ба-
зис, а во втором случае не имеет базиса. Получили противоречие с тем,
что базис класса 𝐹 конечный. Очевидно, что в случаях (2) и (3) мно-
жество 𝐺 не может состоять из конечного числа функций. Аналогично слу-
чаю (1), предполагая, что в случае (2) существует хотя бы одна функция, не
принадлежащая никакой конечной максимальной цепи множества 𝐺, полу-
чаем, что класс 𝐹 не имеет базиса, что противоречит условию. Если в слу-
чае (3) каждая функция из 𝐺 лежит в некоторой конечной максимальной
цепи в 𝐺, то получаем, что класс 𝐹 имеет счетный базис, что противоречит
условию.
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2.2. Замыкание относительно отождествления переменных.
В этом пункте (см. также [50]) сопоставляются замкнутые классы и 𝑝-замк-
нутые классы, порожденные однослойными симметрическими функциями.
Показывается, что замыкание множества S1

3 совпадает с 𝑝-замыканием это-

го множества. Для любой функции 𝑓 из NS1

3 и любого 𝜎 ∈ Q, 𝜎 > 0,
приводится критерий выполнения соотношения [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪{𝑓}> и неко-
торые следствия из него. Доказывается, что замкнутый класс, порожден-
ный функциями из множества S1

3, является конечно-порожденным тогда
и только тогда, когда существуют рациональные числа 𝜎1, . . ., 𝜎𝑡, 𝑡 > 1,
такие, что каждая функция из этого класса принадлежит множеству <𝐹 >,
где 𝐹 =𝐹𝜎1

∪ . . .∪𝐹𝜎𝑡
.

У т в е р ж д е н и е 2.2.1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) — функ-

ции из ̂︀𝑅, такие, что 𝑁ℎ =L(𝑒, 𝑑), 𝑁𝑓 =
𝑠∏︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), где 𝑒1, . . ., 𝑒𝑠, 𝑑1, . . .

. . ., 𝑑𝑠, 𝑒, 𝑑 ∈ Z+, 𝑠 ∈N, 𝑚> 𝑛. Пусть 𝑛1 = 𝑒1 + 𝑑1, 𝑛2 = 𝑒1 + 𝑑1 + 𝑒2 + 𝑑2, . . .

. . ., 𝑛𝑠−1 = 𝑒1 + 𝑑1 + . . . + 𝑒𝑠−1 + 𝑑𝑠−1. Пусть для некоторых 𝑞1, . . ., 𝑞𝑠 ∈ N
выполняются соотношения

𝑒=
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖𝑒𝑖, 𝑑=
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖𝑑𝑖, 𝑞𝑖 >
𝑠∑︀

𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗(𝑒𝑗 + 𝑑𝑗),

где 𝑖=1, . . ., 𝑠−1. Тогда справедливо равенство 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=ℎ(̃︀𝑥1, . . ., ̃︀𝑥𝑠),
где ̃︀𝑥1=(𝑥𝑞1

1 , . . ., 𝑥
𝑞1
𝑛1
), ̃︀𝑥2=(𝑥𝑞2

𝑛1+1
, . . ., 𝑥𝑞2

𝑛2
), . . . , ̃︀𝑥𝑠=(𝑥𝑞𝑠

𝑛𝑠−1+1
, . . ., 𝑥𝑞𝑠

𝑛 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) — неко-

торые функции из ̂︀𝑅, такие, что 𝑁ℎ = L(𝑒, 𝑑), 𝑁𝑓 =
𝑠∏︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖),

𝑒1, . . ., 𝑒𝑠, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑠, 𝑒, 𝑑∈Z+, 𝑠∈N, 𝑚>𝑛. Положим 𝑛1= 𝑒1+𝑑1, 𝑛2= 𝑒1+𝑑1+
+𝑒2+𝑑2, . . . , 𝑛𝑠−1=𝑒1+𝑑1+. . .+𝑒𝑠−1+𝑑𝑠−1. Пусть для некоторых 𝑞1, . . ., 𝑞𝑠∈N
выполняются соотношения 𝑞𝑖 >

𝑠∑︀
𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗(𝑒𝑗 + 𝑑𝑗), 𝑖= 1, . . ., 𝑠− 1, 𝑒=
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖𝑒𝑖,

𝑑 =
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖𝑑𝑖. Очевидно, что для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑠 − 1 из соотноше-

ния 𝑞𝑖>
𝑠∑︀

𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗(𝑒𝑗+𝑑𝑗), следуют неравенства 𝑞𝑖>
𝑠∑︀

𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗𝑒𝑗, 𝑞𝑖>
𝑠∑︀

𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗𝑑𝑗.

Покажем, что для любого набора ̃︀𝛼 ∈ 𝐸𝑛
3 выполняется равенство

𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = ℎ(̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑠), где ̃︀𝛼1 = (𝛼𝑞1
1 , . . ., 𝛼

𝑞1
𝑛1
), ̃︀𝛼2 = (𝛼𝑞2

𝑛1+1
, . . ., 𝛼𝑞2

𝑛2
), . . .

. . ., ̃︀𝛼𝑠 = (𝛼𝑞𝑠

𝑛𝑠−1+1
, . . ., 𝛼𝑞𝑠

𝑛 ). Отметим, что длина набора ̃︀𝛼𝑖 равна 𝑞𝑖(𝑒𝑖 + 𝑑𝑖),
𝑖=1, . . ., 𝑠.

Пусть (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈ 𝐸𝑛
3 — такой набор, что 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = 1.

Положим ̃︀𝛼1 = (𝛼𝑞1
1 , . . ., 𝛼

𝑞1
𝑛1
), ̃︀𝛼2 = (𝛼𝑞2

𝑛1+1
, . . ., 𝛼𝑞2

𝑛2
), . . . , ̃︀𝛼𝑠 = (𝛼𝑞𝑠

𝑛𝑠−1+1
, . . ., 𝛼𝑞𝑠

𝑛 ).

Так как по условию 𝑁𝑓 =
𝑠∏︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), то выполняются следующие соотноше-

ния (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)∈L(𝑒1, 𝑑1), (𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛2

)∈L(𝑒2, 𝑑2), . . . , (𝛼𝑛𝑠−1+1, . . ., 𝛼𝑛)∈
∈L(𝑒𝑠, 𝑑𝑠). Следовательно |̃︀𝛼1|= 𝑞1𝑒1, . . . , |̃︀𝛼𝑠|= 𝑞𝑠𝑒𝑠, и набор (̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑠)
содержит 𝑒1𝑞1 + . . . + 𝑒𝑠𝑞𝑠 = 𝑒 единиц и 𝑑1𝑞1 + . . . + 𝑑𝑠𝑞𝑠 = 𝑑 двоек. Поэто-
му ℎ(̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑠) = 1.

Рассмотрим теперь произвольный набор (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛), для которого вы-
полнено ℎ(̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑠) = 1, где ̃︀𝛼1 = (𝛼𝑞1

1 , . . ., 𝛼
𝑞1
𝑛1
), ̃︀𝛼2 = (𝛼𝑞2

𝑛1+1
, . . ., 𝛼𝑞2

𝑛2
), . . . ,̃︀𝛼𝑠=(𝛼𝑞𝑠

𝑛𝑠−1+1
, . . ., 𝛼𝑞𝑠

𝑛 ). Покажем, что выполняются соотношения

(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)∈L(𝑒1, 𝑑1), (𝛼𝑛1+1, . . .,𝛼𝑛2

)∈L(𝑒2, 𝑑2), . . .

. . ., (𝛼𝑛𝑠−1+1, . . ., 𝛼𝑛)∈L(𝑒𝑠, 𝑑𝑠).
(2)
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Поскольку (̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑠)∈𝑁ℎ⊆{1, 2}
𝑚, то достаточно показать, что выполне-

ны |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)|=𝑒1, |(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛2

)|=𝑒2, . . . , |(𝛼𝑛𝑠−1+1, . . ., 𝛼𝑛)|=𝑒𝑠.
Положим 𝑎= |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1

)|. Тогда |̃︀𝛼1|= 𝑞1𝑎. Так как (̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑠)∈𝑁ℎ =
=L(𝑒, 𝑑), то |(̃︀𝛼2, . . ., ̃︀𝛼𝑠)|=𝑒−𝑞1𝑎. Следовательно, 06𝑒−𝑎𝑞16𝑚−𝑞1(𝑒1+𝑑1).

Поскольку 𝑞1 >
𝑠∑︀

𝑖=2

𝑞𝑖𝑒𝑖, 𝑒 − 𝑎𝑞1 > 0 и 𝑒 = 𝑞1𝑒1 + . . . + 𝑞𝑠𝑒𝑠, то справедливы

соотношения

𝑎6 𝑒

𝑞1
=

𝑞1𝑒1 + . . .+ 𝑞𝑠𝑒𝑠
𝑞1

= 𝑒1 +
1

𝑞1

𝑠∑︀
𝑖=2

𝑞𝑖𝑒𝑖 < 𝑒1 + 1.

Так как 𝑞1 >
𝑠∑︀

𝑖=2

𝑞𝑖𝑑𝑖, 𝑒−𝑎𝑞1 6𝑚− 𝑞1(𝑒1+ 𝑑1), 𝑒+ 𝑑=𝑚 и 𝑑= 𝑞1𝑑1+ . . .+ 𝑞𝑠𝑑𝑠,

то выполняются соотношения

𝑎> 𝑒−𝑚+ 𝑞1(𝑒1 + 𝑑1)

𝑞1
=𝑒1+𝑑1−

𝑑

𝑞1
=𝑒1+𝑑1−

𝑞1𝑑1 + . . .+ 𝑞𝑠𝑑𝑠
𝑞1

=𝑒1−
1

𝑞1

𝑠∑︀
𝑖=2

𝑞𝑖𝑑𝑖>𝑒1−1.

Поэтому, так как 𝑎 — целое число, то 𝑎= 𝑒1.
Аналогично, положим 𝑏= |(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛2

)|. Из соотношений

𝑞2 >
𝑠∑︀

𝑖=3

𝑞𝑖𝑒𝑖, 𝑞2 >
𝑠∑︀

𝑖=3

𝑞𝑖𝑑𝑖,

06 𝑒− 𝑒1𝑞1 − 𝑏𝑞2 6𝑚− 𝑞1(𝑒1 + 𝑑1)− 𝑞2(𝑒2 + 𝑑2),

𝑒+ 𝑑=𝑚, 𝑒= 𝑒1 + . . .+ 𝑒𝑠, 𝑑= 𝑑1 + . . .+ 𝑑𝑠

получаем, что 𝑏= 𝑒2. Таким же образом можно показать, что выполняются
равенства

|(𝛼𝑛2+1, . . ., 𝛼𝑛2+𝑛3
)|= 𝑒3, . . ., |(𝛼𝑛𝑠−1+1, . . ., 𝛼𝑛)|= 𝑒𝑠.

Следовательно, выполняются соотношения (2). Поэтому (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈𝑁𝑓 ,
а значит 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)= 1.

Таким образом, показано, что 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = ℎ(̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑠) для любого
набора (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)∈𝐸𝑛

3 . Поэтому 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=ℎ(̃︀𝑥1, . . ., ̃︀𝑥𝑠).
С л е д с т в и е 2.2.2. Пусть 𝑠, 𝑛, 𝑛1, . . ., 𝑛𝑠 — произвольные на-

туральные числа, такие, что 𝑠6 𝑛 и 𝑛1 < 𝑛2 < . . . < 𝑛𝑠, а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

), 𝑓2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛2−𝑛1
), . . . , 𝑓𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑠−𝑛𝑠−1

) — функции из S1.
Пусть функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡)∈ [S

1] такая, что

𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡) =

= 𝑓(𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1
), 𝑓2(𝑥𝑛1+1, . . ., 𝑥𝑛2

), . . ., 𝑓𝑠(𝑥𝑛𝑠−1+1, . . ., 𝑥𝑛𝑠
), 𝑥𝑛𝑠+1, . . ., 𝑥𝑡),

где 𝑡= 𝑛+ 𝑛𝑠 − 𝑠. Тогда существует функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ S1, такая,
что 𝑔 реализуется простой формулой над {ℎ}, 𝑚> 𝑡.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑠, 𝑛, 𝑛1, . . ., 𝑛𝑠 — произвольные натураль-
ные числа, такие, что 𝑠 6 𝑛, 𝑛1 < . . . < 𝑛𝑠, а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

),
𝑓2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛2−𝑛1

), . . . , 𝑓𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑠−𝑛𝑠−1
) — некоторые функции из S1. Пусть

функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡)∈ [S
1], такая, что выполняется равенство

𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡) =

= 𝑓(𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1
), 𝑓2(𝑥𝑛1+1, . . ., 𝑥𝑛2

), . . ., 𝑓𝑠(𝑥𝑛𝑠−1+1, . . ., 𝑥𝑛𝑠
), 𝑥𝑛𝑠+1, . . ., 𝑥𝑡),

где 𝑡= 𝑛+ 𝑛𝑠 − 𝑠. Пусть 𝑁𝑓1
=L(𝑒1, 𝑑1), . . . , 𝑁𝑓𝑠

=L(𝑒𝑠, 𝑑𝑠), 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑),
где 𝑒, 𝑒1, . . ., 𝑒𝑠 ∈ Z+, 𝑑, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑠∈N. Рассмотрим два случая.
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Пусть 𝑠 > 𝑒. Тогда для любого набора (𝛼1, . . ., 𝛼𝑡) ∈𝐸𝑡
3 выполняется ра-

венство 𝑔(𝛼1, . . ., 𝛼𝑡)= 𝑓(𝜀1, . . ., 𝜀𝑠, 𝛼𝑛𝑠+1, . . ., 𝛼𝑡), где 𝜀𝑖= 𝑓𝑖(𝛼𝑛𝑖−1+1, . . ., 𝛼𝑛𝑖
)∈

∈{0, 1}, 𝑖=1, . . ., 𝑠, 𝑛0=0. Тогда значение функции 𝑔 на наборе (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)
совпадает со значение функции 𝑓 на наборе, содержащем не более
чем 𝑡 − 𝑛𝑠 = 𝑛 − 𝑠 < 𝑛 − 𝑒 = 𝑑 двоек. Поскольку 𝑁𝑓 = L(𝑒, 𝑑), то 𝑔 ≡ 0.
Рассмотрим функцию ℎ(𝑥1, 𝑥2) ∈ S1, такую, что 𝑁ℎ = L(1, 1). Очевидно,
что ℎ(𝑥, 𝑥)≡ 0. Поэтому 𝑔∈< {ℎ}>.

Пусть 𝑠6𝑒. Очевидно, что𝑁𝑔=

(︂
𝑠∏︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖)

)︂
×L(𝑒−𝑠, 𝑑). Положим

𝑞𝑠+1 = 1, 𝑞𝑖 = 1+ 𝑞𝑠+1(𝑒− 𝑠+ 𝑑) +
𝑠∑︀

𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗(𝑒𝑗 + 𝑑𝑗), 𝑖= 1, . . ., 𝑠,

̂︀𝑒= 𝑞𝑠+1(𝑒− 𝑠) +
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖𝑒𝑖, ̂︀𝑑= 𝑞𝑠+1𝑑+
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖𝑑𝑖.

По определению чисел 𝑞1, . . ., 𝑞𝑠+1 для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑠 выполняются соот-
ношения

𝑞𝑖 > 𝑞𝑠+1(𝑒− 𝑠+ 𝑑) +
𝑠∑︀

𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗(𝑒𝑗 + 𝑑𝑗).

Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥
̂︀𝑒+̂︀𝑑) — некоторая функция из S1, такая, что 𝑁ℎ =L(̂︀𝑒, ̂︀𝑑).

Тогда по утверждению 2.2.1 выполняется равенство 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡) =
= ℎ(̃︀𝑥1, . . ., ̃︀𝑥𝑠, 𝑥𝑛𝑠+1, . . ., 𝑥𝑡), где ̃︀𝑥𝑖 = (𝑥𝑞𝑖

𝑛𝑖−1+1
, . . ., 𝑥𝑞𝑖

𝑛𝑖
), 𝑖= 1, . . ., 𝑠. Таким об-

разом, функция 𝑔 реализуется простой формулой над {ℎ}.

С л е д с т в и е 2.2.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — функция из ̂︀𝑅,
такая, что 𝑁𝑓 =

𝑠∏︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), где 𝑒1, . . ., 𝑒𝑠 ∈ Z+, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑠 ∈ N, 𝑠 ∈ N,

𝑒1+ . . .+ 𝑒𝑠 + 𝑑1+ . . .+ 𝑑𝑠 = 𝑛. Тогда существует функция ℎ∈ S1, такая,
что 𝑓 содержится в < {ℎ}>.

Т е о р е м а 2.2. Имеет место равенство [S1]=<S1>.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что < S1 >⊆ [S1]. Покажем,
что [S1] ⊆<S1>. Для этого достаточно показать, что для любой функ-
ции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из [S

1] существует функция ℎ из S1, такая, что 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)
реализуется простой формулой над {ℎ}.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ [S1], Ï — некоторая формула над S1, реализую-
щая функцию 𝑓 . Построим простую формулу, эквивалентную формуле Ï.
Построение будем проводить индукцией по глубине формулы Ï. Если Ï яв-
ляется простой формулой, то утверждение очевидно. Предположим, что для
каждой формулы над S1, глубина которой меньше 𝑘, существует эквивалент-
ная простая формула. Пусть глубина формулы Ï равна 𝑘, 𝑘 > 1. Пусть фор-
мула Ï имеет вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где 𝑔 ∈ S1, B1, . . .,B𝑚 — формулы над S1,
глубина которых меньше 𝑘. Без ограничения общности будем считать,
что формулы B1, . . .,B𝑝 нетривиальны, а формулы B𝑝+1, . . .,B𝑚 являются
символами переменных 𝑥𝑗𝑝+1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚 из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, 16 𝑝6𝑚.
Поскольку глубина формулы B𝑖 меньше 𝑘, то по предположению индукции
существует простая формула C𝑖 над S1, эквивалентная формуле B𝑖,

𝑖 = 1, . . ., 𝑝. Пусть C𝑖 имеет вид 𝑔𝑖(̃︀𝑥𝑖), где ̃︀𝑥𝑖 = (𝑥𝑘𝑛𝑖−1+1
, . . ., 𝑥𝑘𝑛𝑖

), 𝑔𝑖 ∈ S1,

𝑖=1, . . ., 𝑝, 𝑛0=0, 𝑥𝑘1
, . . ., 𝑥𝑘𝑛𝑝

∈{𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}.
Тогда

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑔1( ̃︀𝑥1), . . ., 𝑔𝑝(̃︁𝑥𝑝), 𝑥𝑗𝑝+1, . . ., 𝑥𝑗𝑚).
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Рассмотрим функцию ̂︀𝑓(𝑦1, . . ., 𝑦𝑡) = 𝑔(𝑔1( ̃︀𝑦1), . . ., 𝑔𝑝( ̃︀𝑦𝑝), 𝑦𝑛𝑝+1, . . ., 𝑦𝑡),

где ̃︀𝑦𝑖 = (𝑦𝑛𝑖−1+1, . . ., 𝑦𝑛𝑖
). По следствию 2.2.2 существует функция ℎ ∈ S1,

такая, что функция ̂︀𝑓(𝑦1, . . ., 𝑦𝑡), реализуется простой формулой над {ℎ}.

Поскольку функция 𝑓 может быть реализована простой формулой над { ̂︀𝑓},
то 𝑓 может быть реализована простой формулой над {ℎ}. Поэтому выпол-
нено [S1]⊆<S1>.

У т в е р ж д е н и е 2.2.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈ [S
1]∩𝑅, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=

= 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), где 𝑔 ∈S1, 𝑚>𝑛> 1. Пусть функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — сим-
метрическая относительно множества переменных 𝑋 = {𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑠} ⊆
⊆ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Пусть существует такой набор ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈ 𝑁𝑓 ,
что 𝛼𝑗𝑘 = 1 и 𝛼𝑗𝑙 = 2, где 1 6 𝑘, 𝑙 6 𝑠. Тогда среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 встреча-
ется символ каждой переменной из множества 𝑋, причем одинаковое
число раз.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ [S1], функция 𝑓 является
симметрической относительно множества 𝑋 = {𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑠} ⊆ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛},
и существует набор ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈ 𝑁𝑓 , такой, что для некото-
рых 𝑘, 𝑙, 1 6 𝑘, 𝑙 6 𝑠, выполняются равенства 𝛼𝑗𝑘 = 1 и 𝛼𝑗𝑙 = 2.
Без ограничения общности будем считать, что 𝑋 = {𝑥1, . . ., 𝑥𝑠}, 𝑗𝑘 = 1,
𝑗𝑙 = 2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), 𝑔 ∈ S1, 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 ∈ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛},
𝑚 > 𝑛 > 1. Пусть 𝑁𝑔 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒, 𝑑 ∈ N. Пусть среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 перемен-
ные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встречаются 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 раз соответственно, 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 ∈ Z+.
Покажем, что 𝑞1= . . .= 𝑞𝑠 > 0.

Покажем сначала, что 𝑞1 = 𝑞2. Поскольку 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋, то для любого

набора ̃︀𝛽 ∈ {1, 2}𝑛 выполняется равенство 𝑓(̃︀𝛽) = 𝑓 (1,2)(̃︀𝛽). Кроме того,
значение 𝑓(1, 2, 𝛼3, . . ., 𝛼𝑛) равно значению функции 𝑔 на некотором

наборе ̃︀𝛾1 ∈ {1, 2}𝑚, содержащем 𝑞2 +
𝑛∑︀
𝑖=3

(𝛼𝑖 − 1)𝑞𝑖 двоек, а значе-

ние 𝑓(2, 1, 𝛼3, . . ., 𝛼𝑛) равно значению функции 𝑔 на некотором набо-

ре ̃︀𝛾2∈{1, 2}𝑚, содержащем 𝑞1+
𝑛∑︀
𝑖=3

(𝛼𝑖−1)𝑞𝑖 двоек.

Так как 𝑓(1, 2, 𝛼3, . . ., 𝛼𝑛)= 𝑓(2, 1, 𝛼3, . . ., 𝛼𝑛)= 𝑔(̃︀𝛾1)= 𝑔(̃︀𝛾2)=1 и 𝑔∈S1,
то |(̃︀𝛾1)|= |(̃︀𝛾2)|. Следовательно

𝑞2 +
𝑛∑︀
𝑖=3

(𝛼𝑖 − 1)𝑞𝑖 = 𝑛− |(̃︀𝛾1)|= 𝑛− |(̃︀𝛾2)|= 𝑞1 +
𝑛∑︀
𝑖=3

(𝛼𝑖 − 1)𝑞𝑖.

Поэтому 𝑞1=𝑞2. Если 𝑠=2, то утверждение доказано.
Пусть 𝑠 > 2. Тогда {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} ⊆ 𝑋. Поскольку функция 𝑓 являет-

ся симметрической относительно множества 𝑋, то 𝑓(1, 2, 𝛼3, 𝛼4, . . ., 𝛼𝑛) =

=𝑓(1, 𝛼3, 2, 𝛼4, . . ., 𝛼𝑛)=1. Кроме того, для любого набора ̃︀𝛽∈{1, 2}𝑛 выпол-
няется равенство 𝑓(̃︀𝛽) = 𝑓 (1,3)(̃︀𝛽). Отсюда аналогично получаем, что 𝑞1 = 𝑞3.
Таким же образом можно показать, что 𝑞1 = 𝑞4, . . . , 𝑞1 = 𝑞𝑠. Следователь-
но, 𝑞1 = . . .= 𝑞𝑠.

Покажем, что 𝑞1 > 0. Предположим, что 𝑞1 = 0. Тогда 𝑞1 = . . .= 𝑞𝑠 = 0.
Поэтому 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 ∈ {𝑥𝑠+1, . . ., 𝑥𝑛}. Следова-
тельно, переменные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑠 не являются существенными для функции 𝑓 ,

что противоречит тому, что 𝑓 ∈ [S1] ∩𝑅⊆ ̂︀𝑅 (см. замечание 1.1.1). А зна-
чит, 𝑞1= . . .= 𝑞𝑠 > 0.

Таким образом, среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 встречается символ каждой перемен-
ной из множества 𝑋, причем одинаковое число раз.

У т в е р ж д е н и е 2.2.5. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑅, 𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2 ∈ N,
𝑛1= 𝑒1+ 𝑑1, 𝑛= 𝑒1+ 𝑑1+ 𝑒2+ 𝑑2, 𝑁𝑓 =L(𝑒1, 𝑑1)×L(𝑒2, 𝑑2), 𝜎 ∈Q, 𝜎 > 0, чис-
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ла 𝑎, 𝑏∈N такие, что
𝑎

𝑏
=𝜎. Тогда функция 𝑓 содержится в <𝐹𝜎 > в том

и только в том случае, когда существуют числа 𝑝, 𝑞, 𝑘 ∈N такие, что
система {︃

𝑝𝑥 + 𝑞𝑢 = 𝑘𝑎;
𝑝𝑦 + 𝑞𝑣 = 𝑘𝑏;
𝑥 + 𝑦 = 𝑛1

(3)

имеет единственное решение (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) с компонентами
из Z+.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑅,
𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2∈N, 𝑛1=𝑒1+𝑑1, 𝑛=𝑒1+𝑑1+𝑒2+𝑑2, 𝑁𝑓 =L(𝑒1, 𝑑1)×L(𝑒2, 𝑑2), 𝜎∈Q,
𝜎>0, числа 𝑎, 𝑏∈N такие, что

𝑎

𝑏
=𝜎. Пусть функция 𝑓 содержится в <𝐹𝜎 >.

Тогда существует функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ 𝐹𝜎, такая, что 𝑁ℎ =L(𝑘𝑎, 𝑘𝑏),
𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=ℎ(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚∈{𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, где 𝑘∈N,𝑚=𝑘𝑎+𝑘𝑏.

Из условия утверждения следует, что функция 𝑓 является симметри-
ческой относительно множеств {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

} и {𝑥𝑛1+1, . . ., 𝑥𝑛}. Пусть ̃︀𝛼 =
=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)=(1𝑒1 , 2𝑑1 , 1𝑒2 , 2𝑑2), 𝑒1, 𝑒2, 𝑑1, 𝑑2>0. Очевидно, что ̃︀𝛼∈L(𝑒1, 𝑑1)×
×L(𝑒2, 𝑑2)=𝑁𝑓 . Поэтому 𝑓(̃︀𝛼)=1. Так как 𝑓 ∈ [S1], то по утверждению 2.2.4
среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 встречается каждая из переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛, причем каж-
дая из переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

встречается одинаковое число раз и каждая
из переменных 𝑥𝑛1+1, . . ., 𝑥𝑛 также встречается одинаковое число раз. Пусть
каждая из переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

встречается среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 𝑝 раз, а каж-

дая из переменных 𝑥𝑛1+1, . . ., 𝑥𝑛 — 𝑞 раз, 𝑝, 𝑞>0. Положим ̃︀𝛽=(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚).

Тогда ℎ(̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛼) = 1. А значит, ̃︀𝛽 ∈𝑁ℎ =L(𝑘𝑎, 𝑘𝑏). Следовательно, выпол-
няются следующие соотношения:

|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚)|= 𝑝|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)|+ 𝑞|(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛)|= 𝑝𝑒1 + 𝑞𝑒2 = 𝑘𝑎;

𝑚− |̃︀𝛽|=𝑚− |(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚)|= 𝑝(𝑛1 − |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)|)+

+𝑞(𝑛− 𝑛1 − |(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛)|) = 𝑝𝑑1 + 𝑞𝑑2 = 𝑘𝑏.
(4)

Поэтому набор (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) является решением системы (3) с компо-
нентами из Z+.

Предположим, что (𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2) — решение системы (3), такое,
что 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2 ∈ Z+, (𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2) ̸= (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2). Рассмотрим произ-
вольный набор ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) из множества L(𝑎1, 𝑏1) × L(𝑎2, 𝑏2). Поло-

жим ̃︀𝛽=(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚). Тогда выполняются следующие соотношения:

|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚)|= 𝑝|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)|+ 𝑞|(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛)|= 𝑝𝑎1 + 𝑞𝑎2 = 𝑘𝑎;

𝑚− |̃︀𝛽|=𝑚− |(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚)|= 𝑝(𝑛1 − |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)|)+

+ 𝑞(𝑛− 𝑛1 − |(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛)|) = 𝑝(𝑛1 − 𝑎1) + 𝑞(𝑛− 𝑛1 − 𝑎2) = 𝑝𝑏1 + 𝑞𝑏2 = 𝑘𝑏.

Поэтому ̃︀𝛽∈L(𝑘𝑎, 𝑘𝑏)=𝑁ℎ, и ℎ(̃︀𝛽)=1. Следовательно, 𝑓(̃︀𝛼)=ℎ(̃︀𝛽)=1, а зна-
чит, ̃︀𝛼 ∈𝑁𝑓 =L(𝑒1, 𝑑1) ×L(𝑒2, 𝑑2). Поскольку (𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2) ̸= (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2),
то L(𝑎1, 𝑏1) ×L(𝑎2, 𝑏2) ∩L(𝑒1, 𝑑1) ×L(𝑒2, 𝑑2) = ∅, поэтому ̃︀𝛼 /∈L(𝑒1, 𝑑1) ×
×L(𝑒2, 𝑑2) =𝑁𝑓 . Получили противоречие. Следовательно, (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) —
единственное решение системы (3) с компонентами из Z+.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑅, 𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2∈N, 𝑛1=𝑒1+𝑑1,
𝑛=𝑒1+𝑑1+𝑒2+𝑑2, 𝑁𝑓 =L(𝑒1, 𝑑1)×L(𝑒2, 𝑑2), 𝜎∈Q, 𝜎>0, числа 𝑎, 𝑏∈N такие,

что
𝑎

𝑏
= 𝜎. Пусть существуют числа 𝑝, 𝑞, 𝑘 ∈N такие, что система (3) име-

ет единственное решение (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) с компонентами из Z+. Рассмотрим



О ЗАМКНУТЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 149

функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐹𝜎, такую, что 𝑁ℎ=L(𝑘𝑎, 𝑘𝑏),𝑚=𝑘𝑎+𝑘𝑏. Покажем,
что 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=ℎ(𝑥𝑝

1 , . . ., 𝑥
𝑝
𝑛1
, 𝑥𝑞

𝑛1+1
, . . ., 𝑥𝑞

𝑛).

Пусть ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈ 𝑁𝑓 . Положим ̃︀𝛽 = (𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑛1
, 𝛼𝑞

𝑛1+1
, . . ., 𝛼𝑞

𝑛).
Тогда

|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑛1
, 𝛼𝑞

𝑛1+1
, . . ., 𝛼𝑞

𝑛)|=

= 𝑝|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)|+ 𝑞|(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛)|= 𝑝𝑒1 + 𝑞𝑒2 = 𝑘𝑎;

𝑚− |̃︀𝛽|=𝑚− |(𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑛1
, 𝛼𝑞

𝑛1+1
, . . ., 𝛼𝑞

𝑛)|=

= 𝑝(𝑛1 − |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛1
)|) + 𝑞(𝑛− 𝑛1 − |(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛)|) = 𝑝𝑑1 + 𝑞𝑑2 = 𝑘𝑏.

Поэтому ̃︀𝛽∈L(𝑘𝑎, 𝑘𝑏)=𝑁ℎ, а значит, ℎ(̃︀𝛽)=1.
Пусть теперь ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) — произвольный набор из множест-

ва {1, 2}𝑛, такой, что ℎ(𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑛1
, 𝛼𝑞

𝑛1+1
, . . ., 𝛼𝑞

𝑛) = 1. Положим 𝑟 = |(𝛼1, . . .
. . ., 𝛼𝑛1

)|, 𝑠 = |(𝛼𝑛1+1, . . ., 𝛼𝑛)|. Очевидно, что 0 6 𝑟 6 𝑛1, 0 6 𝑠 6 𝑛 − 𝑛1.
Тогда |(𝛼𝑝

1 , . . ., 𝛼
𝑝
𝑛1
)|=𝑝𝑟, |(𝛼𝑞

𝑛1+1
, . . ., 𝛼𝑞

𝑛)|= 𝑞𝑠. Так как 𝑁ℎ=L(𝑘𝑎, 𝑘𝑏), то вы-
полняются соотношения

𝑝𝑟+ 𝑞𝑠 = 𝑘𝑎;
𝑝(𝑛1 − 𝑟) + 𝑞(𝑛− 𝑛1 − 𝑠) = 𝑘𝑏;

𝑟+ (𝑛1 − 𝑟) = 𝑛1.

Поскольку 𝑟, 𝑠, 𝑛1 − 𝑟, 𝑛− 𝑛1 − 𝑠 ∈ Z+ и система (3) имеет единственное
решение (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) с компонентами из Z+, то 𝑟 = 𝑒1, 𝑛1 − 𝑟 = 𝑑1, 𝑠= 𝑒2,
𝑛−𝑛1−𝑟=𝑑2. Следовательно, ̃︀𝛼∈L(𝑒1, 𝑑1)×L(𝑒2, 𝑑2)=𝑁𝑓 . Поэтому 𝑓(̃︀𝛼)=1.

У т в е р ж д е н и е 2.2.6. Пусть 𝑝, 𝑞, 𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2 ∈N, 𝑎= 𝑝𝑒1 + 𝑞𝑒2,
𝑏= 𝑝𝑑1+𝑞𝑑2, 𝑛1= 𝑒1+𝑑1. Тогда система{︃

𝑝𝑥+ 𝑞𝑢 = 𝑎;
𝑝𝑦 + 𝑞𝑣 = 𝑏;
𝑥+ 𝑦 = 𝑛1

(5)

имеет единственное решение (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) с компонентами
из Z+ тогда и только тогда, когда выполняется, по крайней мере, одно
из неравенств:

𝑑1 <
𝑞

(𝑝, 𝑞)
; 𝑒2 <

𝑝

(𝑝, 𝑞)
(6)

и, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑒1 <
𝑞

(𝑝, 𝑞)
; 𝑑2 <

𝑝

(𝑝, 𝑞)
. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑝, 𝑞, 𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2 ∈ N, 𝑎 = 𝑝𝑒1 + 𝑞𝑒2,
𝑏= 𝑝𝑑1+ 𝑞𝑑2, 𝑛1= 𝑒1+𝑑1.

Найдем сначала все целочисленные решения системы (5). Все решения
системы (5) имеют вид (𝑥0 + 𝑥1, 𝑦0 + 𝑦1, 𝑢0 + 𝑢1, 𝑣0 + 𝑣1), где (𝑥0, 𝑦0, 𝑢0, 𝑣0) —
некоторое частное решение системы (5), а (𝑥1, 𝑦1, 𝑢1, 𝑣1) — произвольное
решение однородной системы{︃

𝑝𝑥+ 𝑞𝑢 = 0;
𝑝𝑦 + 𝑞𝑣 = 0;
𝑥+ 𝑦 = 0.

(8)

Из условия утверждения следует, что (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) является реше-
нием системы (5). Очевидно, что решения однородной системы (8) име-

ют вид (𝑥,−𝑥,
−𝑝𝑥

𝑞
,
𝑝𝑥

𝑞
), 𝑥 ∈ R. Так как 𝑝, 𝑞 ∈ N, то компоненты этого
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решения являются целыми числами в том и только в том случае, ког-

да 𝑥 ∈ Z и 𝑡 =
𝑥 · (𝑝, 𝑞)

𝑞
∈ Z. Тогда решения системы (8) с целочисленны-

ми компонентами имеют вид
(︁

𝑞𝑡

(𝑝, 𝑞)
,
−𝑞𝑡

(𝑝, 𝑞)
,
−𝑝𝑡

(𝑝, 𝑞)
,

𝑝𝑡

(𝑝, 𝑞)

)︁
, 𝑡 ∈ Z. Следователь-

но, все решения системы (5) с целочисленными компонентами имеют

вид
(︁
𝑒1 +

𝑞𝑡

(𝑝, 𝑞)
, 𝑑1 −

𝑞𝑡

(𝑝, 𝑞)
, 𝑒2 −

𝑝𝑡

(𝑝, 𝑞)
, 𝑑2 +

𝑝𝑡

(𝑝, 𝑞)

)︁
, где 𝑡 — произвольное це-

лое число.
Покажем теперь, что система (5) имеет единственное решение с ком-

понентами из Z+ тогда и только тогда, когда имеет место, по крайней мере,
одно из неравенств (6) и, по крайней мере, одно из неравенств (7).

Пусть система (5) имеет единственное решение с компонентами из Z+.
Поскольку решение (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) является решением системы (5) с компо-
нентами из Z+, то все другие целочисленные решения содержат хотя бы
одну отрицательную компоненту. Рассмотрим произвольное целочисленное

решение (̂︀𝑒1, ̂︀𝑑1, ̂︀𝑒2, ̂︀𝑑2) = (︁
𝑒1 +

𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑑1 −
𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑒2 −
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑑2 +
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

)︁
, 𝑡0 ∈ Z.

Поскольку (̂︀𝑒1, ̂︀𝑑1, ̂︀𝑒2, ̂︀𝑑2) ̸=(𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2), то 𝑡0 ̸=0 и хотя бы одно из чисел ̂︀𝑒1,̂︀𝑑1, ̂︀𝑒2, ̂︀𝑑2 отрицательно. Следовательно, имеет место, по крайней мере, одно
из неравенств:

𝑒1 +
𝑞𝑡0

(𝑝, 𝑞)
< 0; 𝑑1 −

𝑞𝑡0

(𝑝, 𝑞)
< 0; 𝑒2 −

𝑝𝑡0

(𝑝, 𝑞)
< 0; 𝑑2 +

𝑝𝑡0

(𝑝, 𝑞)
< 0.

Рассмотрим два случая. Пусть 𝑡0 > 0. Поскольку 𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2, 𝑝, 𝑞 > 0,

то 𝑒1 +
𝑞𝑡0

(𝑝, 𝑞)
> 0 и 𝑑2 +

𝑝𝑡0

(𝑝, 𝑞)
> 0. Поэтому выполняется хотя бы одно из

неравенств:

𝑑1 <
𝑞𝑡0

(𝑝, 𝑞)
; 𝑒2 <

𝑝𝑡0

(𝑝, 𝑞)
.

Следовательно, выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑑1 <
𝑞

(𝑝, 𝑞)
; 𝑒2 <

𝑝

(𝑝, 𝑞)
.

Пусть теперь 𝑡0 < 0. Тогда 𝑑1−
𝑞𝑡0

(𝑝, 𝑞)
> 0 и 𝑒2−

𝑝𝑡0

(𝑝, 𝑞)
> 0. Поэтому выпол-

няется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑒1 <
𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

; 𝑑2 <
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

.

Следовательно, выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑒1 <
𝑞

(𝑝, 𝑞)
; 𝑑2 <

𝑝

(𝑝, 𝑞)
.

Пусть теперь выполняется, по крайней мере, одно из неравенств (6)
и, по крайней мере, одно из неравенств (7). Покажем, что в этом случае
система (5) имеет единственное решение с компонентами из Z+. Из усло-
вия утверждения следует, что набор (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) с компонентами из Z+

является решением системы (5). Покажем, что система (5) не имеет других
решений с компонентами из Z+. Пусть (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2)— целочисленное реше-
ние системы (5), такое, что (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) ̸=(𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2). Выше показано, что



О ЗАМКНУТЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 151

решение (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) имеет вид
(︁
𝑒1 +

𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑑1 −
𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑒2 −
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑑2 +
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

)︁
,

𝑡0 ∈Z. Так как (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) ̸= (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2), то 𝑡0 ̸=0. Покажем, что хотя бы
одна из его компонент отрицательна. Рассмотрим два случая.

Пусть 𝑡0 > 0. Поскольку 𝑑1, 𝑒2, 𝑝, 𝑞 > 0, то справедливы неравенст-

ва 𝑑1 −
𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

< 𝑑1 −
𝑞

(𝑝, 𝑞)
и 𝑒2 −

𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

< 𝑒2 −
𝑝

(𝑝, 𝑞)
. Так как выполняется, по

крайней мере, одно из неравенств (6), то выполняется, по крайней мере,

одно из неравенств 𝑑1−
𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

< 0 или 𝑒2−
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

< 0. Следовательно, хотя бы

одна компонента решения (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) отрицательна.
Пусть 𝑡0 < 0. Поскольку 𝑒1, 𝑑2, 𝑝, 𝑞 > 0, то справедливы неравенст-

ва 𝑒1 +
𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

< 𝑒1 −
𝑞

(𝑝, 𝑞)
и 𝑑2 +

𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

< 𝑒2 −
𝑝

(𝑝, 𝑞)
. Так как выполняется, по

крайней мере, одно из неравенств (7), то выполняется, по крайней мере,

одно из неравенств 𝑒1+
𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

< 0 или 𝑑2+
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

< 0. Следовательно, хотя бы

одна компонента решения (𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) отрицательна.
Таким образом, решение

(𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2) =
(︁
𝑒1 +

𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑑1 −
𝑞𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑒2 −
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

, 𝑑2 +
𝑝𝑡0
(𝑝, 𝑞)

)︁
при 𝑡0 ̸=0 содержит хотя бы одну отрицательную компоненту. Следователь-
но, (𝑒1, 𝑑1, 𝑒2, 𝑑2) является единственным решением системы (5) с компонен-
тами из Z+.

У т в е р ж д е н и е 2.2.7. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑅,𝑁𝑓=L(𝑒, 𝑑)×L(0, 𝑑),
𝑒, 𝑑, 𝑛∈N, 𝑒+2𝑑=𝑛, 𝜎∈Q, 𝜎>0, числа 𝑎, 𝑏∈N такие, что (𝑎, 𝑏)=1 и

𝑎

𝑏
=𝜎.

Тогда функция 𝑓 содержится в < 𝐹𝜎 > в том и только в том случае,
когда выполняются следующие соотношения:

(1) 𝑏𝑒− 𝑎𝑑> 0;
(2) 𝑏𝑒−𝑎𝑑 ̸= 𝑡𝑎 при всех 𝑡=1, . . ., 𝑒.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝑅,

𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑)×L(0, 𝑑), 𝑒, 𝑑, 𝑛∈N, 𝑒+2𝑑=𝑛, 𝜎∈Q, 𝜎>0, числа 𝑎, 𝑏∈N такие,

что (𝑎, 𝑏)=1 и
𝑎

𝑏
=𝜎. Пусть функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) содержится в <𝐹𝜎>. Тогда

существует функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐹𝜎, такая, что 𝑁ℎ =L(𝑐𝑎, 𝑐𝑏), где 𝑐∈N,
𝑚=𝑐𝑎+𝑐𝑏, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=ℎ(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 ∈{𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}.

По условию функция 𝑓 является симметрической относительно мно-
жества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑒+𝑑}. Пусть ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = (1𝑒, 2𝑑, 2𝑑), 𝑒, 𝑑 > 0. Очевид-
но, что ̃︀𝛼 ∈ L(𝑒, 𝑑) × L(0, 𝑑) = 𝑁𝑓 . Поэтому 𝑓(̃︀𝛼) = 1. Так как 𝑓 ∈ [S1],
то по утверждению 2.2.4 среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 встречается каждая из пере-
менных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑒+𝑑, причем каждая из переменных встречается одина-
ковое число раз. Пусть каждая из переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑒+𝑑 встречает-
ся среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 ровно 𝑝 раз, а переменные 𝑥𝑒+𝑑+1, . . ., 𝑥𝑛 встре-
чаются 𝑞𝑒+𝑑+1, . . ., 𝑞𝑛 раз соответственно, 𝑞𝑒+𝑑+1, . . ., 𝑞𝑛 ∈ Z+. Тогда 𝑚 =
= (𝑒+ 𝑑)𝑝+ 𝑞𝑒+𝑑+1 + . . .+ 𝑞𝑛. Поскольку функция 𝑓 существенно зависит от
переменных 𝑥𝑒+𝑑+1, . . ., 𝑥𝑛, то среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 встречается каждая из этих
переменных, а значит, 𝑞𝑒+𝑑+1, . . ., 𝑞𝑛 ∈N.

Положим ̃︀𝛽 = (𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚). Тогда ℎ(̃︀𝛽) = 𝑓(̃︀𝛼) = 1. Поэтому ̃︀𝛽 ∈ 𝑁ℎ =
=L(𝑐𝑎, 𝑐𝑏). Следовательно, выполняются следующие соотношения:

|̃︀𝛽|= 𝑐𝑎= |(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚)|= 𝑝|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑒+𝑑)|= 𝑝𝑒;

𝑚− |̃︀𝛽|= 𝑐𝑏=𝑚− |(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚)|=

= 𝑝(𝑒+ 𝑑) + 𝑞𝑒+𝑑+1 + . . .+ 𝑞𝑛 − 𝑝|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑒+𝑑)|= 𝑝𝑑+ 𝑞𝑒+𝑑+1 + . . .+ 𝑞𝑛.
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Таким образом, 𝑝= 𝑐𝑎/𝑒. Поэтому 𝑐𝑎/𝑒 ∈ N. Кроме того, выполняются ра-
венства 𝑞𝑒+𝑑+1+. . .+𝑞𝑛=𝑐𝑏−𝑝𝑑=𝑐(𝑏𝑒−𝑎𝑑)/𝑒. Поэтому 𝑏𝑒−𝑎𝑑>0.

Покажем, что если для некоторого 𝑡 ∈ N, 1 6 𝑡 6 𝑒, выполняет-
ся соотношение 𝑏𝑒 − 𝑎𝑑 = 𝑡𝑎, то функция 𝑓 не содержится в < 𝐹𝜎 >.
Предположим, что 𝑏𝑒 − 𝑎𝑑 = 𝑡𝑎, 𝑡 ∈ N, 1 6 𝑡 6 𝑒. Определим набо-

ры ̃︀𝛾 = (𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) ∈ {1, 2}𝑛 и ̃︀𝛿 ∈ {1, 2}𝑚 следующим образом. Поло-

жим ̃︀𝛾 = (2𝑡+𝑑, 1𝑒−𝑡, 1𝑑), ̃︀𝛿 = (𝛾𝑖1 , . . ., 𝛾𝑖𝑚). Так как ̃︀𝛾 ̸∈L(𝑒, 𝑑)×L(0, 𝑑) =𝑁𝑓 ,

то 𝑓(̃︀𝛾)=0, а значит, ℎ(̃︀𝛿)=0. Поскольку выполняются соотношения

|̃︀𝛿|= |(𝛾𝑖1 , . . ., 𝛾𝑖𝑚)|= 𝑝|(𝛾1, . . ., 𝛾𝑒+𝑑)|+𝑞𝑒+𝑑+1+ . . .+𝑞𝑛= 𝑝(𝑒− 𝑡)+(𝑐𝑏−𝑝𝑑)=

=
𝑐𝑎

𝑒
· (𝑒− 𝑡) +

𝑐

𝑒
· (𝑏𝑒− 𝑎𝑑) =

𝑐

𝑒
· (𝑎𝑒− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑) + (𝑏𝑒− 𝑎𝑑)) = 𝑐𝑎

и𝑚=𝑐𝑎+𝑐𝑏, то ̃︀𝛿∈L(𝑐𝑎, 𝑐𝑏)=𝑁ℎ. Поэтому ℎ(̃︀𝛿)=1. Получили противоречие.
Значит, для всех 𝑡=1, . . ., 𝑒 выполняется соотношение 𝑏𝑒−𝑎𝑑 ̸= 𝑡𝑎.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝑅, 𝑁𝑓 = L(𝑒, 𝑑) × L(0, 𝑑),
𝑒, 𝑑 ∈ N, 𝑒 + 2𝑑 = 𝑛, 𝜎 ∈ Q, 𝜎 > 0, числа 𝑎, 𝑏 ∈ N такие, что (𝑎, 𝑏) = 1
и

𝑎

𝑏
= 𝜎. Пусть выполняются соотношения (1) и (2). Рассмотрим

функцию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ 𝐹𝜎, такую, что 𝑁ℎ = L(𝑑𝑎𝑒/(𝑎, 𝑒), 𝑑𝑏𝑒/(𝑎, 𝑒)),

𝑚= 𝑒𝑑(𝑎+ 𝑏)/(𝑎, 𝑒). Положим 𝑝= 𝑑𝑎/(𝑎, 𝑒), 𝑞 = 𝑑 ·
𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑎, 𝑒)
− 𝑑+ 1. Покажем,

что выполняется равенство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ(𝑥𝑝
1 , . . ., 𝑥

𝑝
𝑒+𝑑, 𝑥

𝑞
𝑒+𝑑+1, 𝑥𝑒+𝑑+2, . . ., 𝑥𝑛). (9)

Поскольку 𝑏𝑒−𝑎𝑑> 0, то 𝑝, 𝑞∈N.
Пусть набор ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) содержится в 𝑁𝑓 = L(𝑒, 𝑑) × L(0, 𝑑).

Положим ̃︀𝛽=(𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑒+𝑑, 𝛼

𝑞
𝑒+𝑑+1, 𝛼𝑒+𝑑+2, . . ., 𝛼𝑛). Поскольку справедливо ра-

венство

𝑝(𝑒+𝑑)+𝑞+𝑛− (𝑒+𝑑+1)= 𝑑𝑎 ·
𝑒+ 𝑑

(𝑎, 𝑒)
+𝑑 ·

𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑎, 𝑒)
−𝑑+1+𝑑−1= 𝑑𝑒 ·

𝑎+ 𝑏

(𝑎, 𝑒)
=𝑚,

то ̃︀𝛽∈{1, 2}𝑚. Кроме того, выполняются равенства
|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑝

1 , . . ., 𝛼
𝑝
𝑒+𝑑, 𝛼

𝑞
𝑒+𝑑+1, 𝛼𝑒+𝑑+2, . . ., 𝛼𝑛)|=

= 𝑝|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑒+𝑑)|= 𝑝𝑒= 𝑑𝑎𝑒/(𝑎, 𝑒).

Поэтому ̃︀𝛽∈L(𝑑𝑎𝑒/(𝑎, 𝑒), 𝑑𝑏𝑒/(𝑎, 𝑒))=𝑁ℎ, а значит, ℎ(̃︀𝛽)=1.
Пусть теперь ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) — произвольный набор из {1, 2}𝑛, такой,

что выполняется равенство ℎ(̃︀𝛽) = 1, где ̃︀𝛽 = (𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑒+𝑑, 𝛼

𝑞
𝑒+𝑑+1, 𝛼𝑒+𝑑+2. . .

. . ., 𝛼𝑛). Положим 𝑟 = |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑒+𝑑)|, 𝑠 = |(𝛼𝑒+𝑑+2, . . ., 𝛼𝑛)|. Очевидно,

что 0 6 𝑟 6 𝑒 + 𝑑, 0 6 𝑠 6 𝑑 − 1, |(𝛼1
𝑝, . . ., 𝛼𝑝

𝑒+𝑑)| = 𝑝𝑟. Так как ̃︀𝛽 ∈ 𝑁ℎ =

= L(𝑑𝑎𝑒/(𝑎, 𝑒), 𝑑𝑏𝑒/(𝑎, 𝑒)), то 𝑝𝑟 6 𝑑𝑎𝑒/(𝑎, 𝑒). Поэтому 𝑟 6 𝑑𝑎𝑒/(𝑎, 𝑒)

𝑝
= 𝑒.

Тогда |(𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑒+𝑑)|= 𝑝𝑟= 𝑑𝑎𝑟/(𝑎, 𝑒). Так как 𝑁ℎ=L(𝑑𝑎𝑒/(𝑎, 𝑒), 𝑑𝑏𝑒/(𝑎, 𝑒)),

то справедливы равенства

|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑒+𝑑, 𝛼

𝑞
𝑒+𝑑+1, 𝛼𝑒+𝑑+2, . . ., 𝛼𝑛)|=

𝑑𝑎𝑒

(𝑎, 𝑒)
=

= |(𝛼𝑝
1 , . . ., 𝛼

𝑝
𝑒+𝑑)|+ |(𝛼𝑞

𝑒+𝑑+1)|+ |(𝛼𝑒+𝑑+2, . . ., 𝛼𝑛)|=

=
𝑑𝑎𝑟

(𝑎, 𝑒)
+

(︂
𝑑
𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑎, 𝑒)
− 𝑑+ 1

)︂
· 𝜆+ 𝑠,
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где 𝜆=1, если 𝛼𝑒+𝑑+1=1, и 𝜆=0, если 𝛼𝑒+𝑑+1=2.

Предположим, что 𝛼𝑒+𝑑+1=1. Тогда 𝜆=1 и 𝑑·
𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑎, 𝑒)
−𝑑+1+𝑠=

𝑑𝑎(𝑒− 𝑟)

(𝑎, 𝑒)
.

Поэтому 𝑑·
𝑏𝑒− 𝑎𝑑− 𝑎(𝑒− 𝑟)

(𝑎, 𝑒)
=𝑑−1−𝑠. Поскольку 06𝑠6𝑑−1, то справедливы

неравенства

06 𝑑 ·
𝑏𝑒− 𝑎𝑑− 𝑎(𝑒− 𝑟)

(𝑎, 𝑒)
6 𝑑− 1.

Положим 𝑙=
𝑏𝑒− 𝑎𝑑− 𝑎(𝑒− 𝑟)

(𝑎, 𝑒)
. Очевидно, что 𝑙 ∈ Z. Тогда выполняются соот-

ношения 06 𝑑 ·
𝑏𝑒− 𝑎𝑑− 𝑎(𝑒− 𝑟)

(𝑎, 𝑒)
= 𝑑𝑙6 𝑑− 1. Следовательно, 𝑑𝑙=0. Тогда вы-

полняется равенство 𝑏𝑒−𝑎𝑑= 𝑎(𝑒− 𝑟). Положим 𝑡= 𝑒− 𝑟. Так как 06 𝑟6 𝑒,
то 06 𝑡6 𝑒. В силу условия (1) выполняется неравенство 𝑡>0, что противо-
речит условию (2). Поэтому 𝛼𝑒+𝑑+1 ̸=1. Следовательно, 𝛼𝑒+𝑑+1=2. Тогда 𝜆=0

и 𝑠=
𝑑𝑎(𝑒− 𝑟)

(𝑎, 𝑒)
. Поскольку 06𝑠6𝑑−1, то справедливы неравенства

06 𝑑(𝑒− 𝑟)
𝑎

(𝑎, 𝑒)
6 𝑑− 1.

Так как 𝑎/(𝑎, 𝑒) ∈ N, 𝑑 ∈ N, то 𝑒 − 𝑟 = 0 и 𝑠 = 0. Таким образом,
|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑒+𝑑)| = 𝑟 = 𝑒, 𝛼𝑒+𝑑+1 = 2, |(𝛼𝑒+𝑑+2, . . ., 𝛼𝑛)| = 0. Следователь-
но, ̃︀𝛼∈L(𝑒, 𝑑)×L(0, 𝑑)=𝑁𝑓 . А значит, 𝑓(̃︀𝛼)=1. Таким образом, установлено
равенство (9). Следовательно, 𝑓 ∈<𝐹𝜎 >.

У т в е р ж д е н и е 2.2.8. Пусть 𝜎 ∈ Q, 𝜎 > 0, 𝑠, 𝑛1, . . ., 𝑛𝑠 ∈ N,
𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

), . . . , 𝑔𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑠
) — произвольные функции из < 𝐹𝜎 >,

а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — функция из 𝑅, такая, что 𝑁𝑓 = 𝑁𝑔1
× . . . × 𝑁𝑔𝑠

,
𝑛=𝑛1+. . .+𝑛𝑠. Тогда 𝑓 содержится в <𝐹𝜎 >.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝜎 ∈ Q, 𝜎 > 0, 𝑠, 𝑛1, . . ., 𝑛𝑠 ∈ N,
𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

), . . . , 𝑔𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑠
) — произвольные функции из < 𝐹𝜎 >,

а 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — функция из 𝑅, такая, что 𝑁𝑓 = 𝑁𝑔1
× . . . × 𝑁𝑔𝑠

,

𝑛=𝑛1+. . .+𝑛𝑠. Пусть числа 𝑎, 𝑏∈N такие, что 𝜎=
𝑎

𝑏
.

Поскольку функции 𝑔1, . . . , 𝑔𝑠 содержатся в < 𝐹𝜎 >, то для каж-
дого 𝑖 = 1, . . ., 𝑠 существует такая функция ℎ𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚𝑖

) ∈ 𝐹𝜎, 𝑚𝑖 > 𝑛𝑖,
что 𝑔𝑖 реализуется простой формулой над {ℎ𝑖}. Пусть выполнено равенст-
во 𝑔𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑖

)=ℎ𝑖(𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚𝑖
), где 𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚𝑖

∈{𝑥1. . ., 𝑥𝑛𝑖
}, 𝑖=1, . . ., 𝑠.

Пусть 𝑁ℎ𝑖
=L(𝑡𝑖𝑎, 𝑡𝑖𝑏), 𝑡𝑖 ∈N, 𝑖=1, . . ., 𝑠. Пусть ℎ(̃︀𝑥1, . . ., ̃︀𝑥𝑠) — некото-

рая функция из 𝑅, такая, что𝑁ℎ=𝑁ℎ1
×. . .×𝑁ℎ𝑠

=L(𝑡1𝑎, 𝑡1𝑏)×. . .×L(𝑡𝑠𝑎, 𝑡𝑠𝑏),
𝑚=𝑚1 + . . .+𝑚𝑠, ̃︀𝑥𝑖=(𝑥𝑖,1, . . ., 𝑥𝑖,𝑚𝑖

), 𝑖=1, . . ., 𝑠. Покажем, что функция ℎ
содержится в <𝐹𝜎 >. Положим

𝑞𝑠 = 1, 𝑞𝑖 = 1+
𝑠∑︀

𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗𝑡𝑗(𝑎+ 𝑏), 𝑖= 1, . . ., 𝑠− 1,

̂︀𝑒= 𝑎
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖𝑡𝑖, ̂︀𝑑= 𝑏
𝑠∑︀

𝑖=1

𝑞𝑖𝑡𝑖.

По определению чисел 𝑞1, . . ., 𝑞𝑠 для всех 𝑖=1, . . ., 𝑠− 1 выполняются соот-
ношения

𝑞𝑖 >
𝑠∑︀

𝑗=𝑖+1

𝑞𝑗𝑡𝑗(𝑎+ 𝑏).

Пусть ̂︀ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥
̂︀𝑒+̂︀𝑑) — некоторая функция из S1 такая, что 𝑁

̂︀ℎ =L(̂︀𝑒, ̂︀𝑑).
Легко видеть, что ̂︀ℎ ∈ 𝐹𝜎. Тогда по утверждению 2.2.1 выполняется соот-
ношение

ℎ(̃︀𝑥1, . . ., ̃︀𝑥𝑠) = ̂︀ℎ(̃︀𝑦1, . . ., ̃︀𝑦𝑠),
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где ̃︀𝑥𝑖=(𝑥𝑖,1, . . ., 𝑥𝑖,𝑚𝑖
), ̃︀𝑦𝑖=(𝑥𝑞𝑖

𝑖,1, . . ., 𝑥
𝑞𝑖

𝑖,𝑚𝑖
), 𝑖=1, . . ., 𝑠. Следовательно, функ-

ция ℎ реализуется простой формулой над {̂︀ℎ}. Поэтому функция ℎ содер-
жится в <𝐹𝜎 >.

Поскольку 𝑁𝑓 = 𝑁𝑔1
× . . . × 𝑁𝑔𝑠

, 𝑔𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑖
) = ℎ𝑖(𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚𝑖

),

𝑖 = 1, . . ., 𝑠, 𝑁ℎ = 𝑁ℎ1
× . . . × 𝑁ℎ𝑠

, то выполняется равенст-
во 𝑓(̃︀𝑢1, . . ., ̃︀𝑢𝑠) = ℎ(̃︀𝑣1, . . ., ̃︀𝑣𝑠), где ̃︀𝑢𝑖 = (𝑥𝑖,1, . . ., 𝑥𝑖,𝑛𝑖

), ̃︀𝑣𝑖 = (𝑥𝑖,𝑗1 , . . ., 𝑥𝑖,𝑗𝑚𝑖
),

𝑖 = 1, . . ., 𝑠. Следовательно, функция 𝑓 содержится в < {ℎ} >. Поэтому 𝑓
содержится в <𝐹𝜎 >.

У т в е р ж д е н и е 2.2.9. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈S
1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒∈Z+,

𝑑∈N, 𝑒+𝑑=𝑛. Пусть Ï — бесповторная формула над {𝑓}, реализующая
функцию, отличную от константы 0. Тогда существуют бесповтор-

ная формула ̂︀Ï над {𝑓} и числа 𝑠0 ∈N, 𝑠1, . . ., 𝑠𝑒 ∈ Z+, такие, что ̂︀Ï∼=Ï,
𝑋
̂︀Ï
=𝑋Ï и

𝑁
̂︀Ï
=
∏︁

06𝑖6𝑒
𝑠𝑖 ̸=0

⎛⎝L(𝑒− 𝑖, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑖, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑖

⎞⎠; (10)

при этом если Ï не является простой формулой, то 𝑠1+. . .+𝑠𝑒>0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ S1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒, 𝑑 ∈N,
𝑒+ 𝑑= 𝑛. Пусть Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) — некоторая бесповторная формула над {𝑓},
реализующая функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚), такую, что 𝑔 ̸=0,𝑚>𝑛.

Доказательство будем проводить индукцией по глубине формулы Ï.
Если Ï является простой бесповторной формулой, то без ограничения
общности будем считать, что она имеет вид Ï = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Поло-

жим ̂︀Ï= 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Тогда ̂︀Ï∼=Ï, 𝑋Ï=𝑋
̂︀Ï
и 𝑁

̂︀Ï
=L(𝑒, 𝑑). Положим 𝑠0=1,

𝑠𝑖=0, 16 𝑖6𝑒. Очевидно, что формула ̂︀Ï и числа 𝑠0, 𝑠1, . . ., 𝑠𝑒 удовлетворяют
условиям утверждения.

Предположим, что для каждой бесповторной формулы Ð над {𝑓}, глу-

бина которой меньше 𝑘, 𝑘 > 1, найдутся бесповторная формула ̂︀Ð над {𝑓}

и числа 𝑠0 ∈ N, 𝑠1, . . ., 𝑠𝑒 ∈ Z+, такие, что ̂︀Ð ∼= Ð, 𝑋Ð =𝑋
̂︀Ð
и выполняется

равенство (10). Пусть глубина формулы Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) равна 𝑘, 𝑘 > 1, и фор-
мула Ï имеет вид 𝑓(B1, . . .,B𝑛). Без ограничения общности будем считать,
что формулы B1, . . .,B𝑟 нетривиальны, а B𝑟+1, . . .,B𝑛 являются символа-
ми переменных из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑚}, 16 𝑟6 𝑛. Поскольку формула Ï
является бесповторной, то можем считать, что B𝑟+1, . . .,B𝑛 являются сим-
волами переменных 𝑥𝑚−𝑛+𝑟+1, . . ., 𝑥𝑚 соответственно. Очевидно, что форму-
лы B1, . . .,B𝑟 являются бесповторными.

Покажем, что 𝑟6𝑒. Предположим, что 𝑟>𝑒. Поскольку формула Ï име-
ет вид 𝑓(B1, . . .,B𝑟, 𝑥𝑚−𝑛+𝑟+1, . . ., 𝑥𝑚), где B1, . . .,B𝑟 — нетривиальные фор-
мулы над {𝑓}, принимающие значения из множества {0, 1}, и 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑),
то Ï реализует функцию, тождественно равную нулю. Это противоречит
условию утверждения. Поэтому 𝑟6 𝑒.

Поскольку формула Ï является бесповторной и представима в ви-
де 𝑓(B1, . . .,B𝑟, 𝑥𝑚−𝑛+𝑟+1, . . ., 𝑥𝑚), то без ограничения общности будем счи-
тать, что 𝑁Ï=𝑁B1

× . . .×𝑁B𝑟
×L(𝑒−𝑟, 𝑑).

Так как для каждого 𝑖 = 1, . . ., 𝑟 формула B𝑖 является бесповторной
и ее глубина меньше 𝑘, то по предположению индукции существует бес-

повторная формула ̂︀B𝑖 над {𝑓}, такая, что ̂︀B𝑖
∼=B𝑖, 𝑋B𝑖

=𝑋
̂︀B𝑖
и для некото-
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рых 𝑠𝑖0∈N, 𝑠𝑖1, . . ., 𝑠𝑖𝑒∈Z+ справедливо равенство

𝑁
̂︀B𝑖
=
∏︁

06𝑗6𝑒
𝑠𝑗 ̸=0

⎛⎜⎝L(𝑒− 𝑗, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑗, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑖
𝑗

⎞⎟⎠.

Определим формулу Ï1 над {𝑓} : Ï1= 𝑓(̂︀B1, . . ., ̂︀B𝑟, 𝑥𝑚−𝑛+𝑟+1, . . ., 𝑥𝑚). Легко
видеть, что формула Ï1 бесповторная и выполняется равенство

𝑁Ï1
=𝑁

̂︀B1
× . . .×𝑁

̂︀B𝑟
×L(𝑒− 𝑟, 𝑑) =

=

⎛⎜⎜⎝ 𝑟∏︁
𝑖=1

∏︁
06𝑗6𝑒
𝑠𝑖
𝑗 ̸=0

L(𝑒− 𝑗, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑗, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑖
𝑗

⎞⎟⎟⎠×L(𝑒− 𝑟, 𝑑).

Поскольку ̂︀B𝑖
∼=B𝑖 и 𝑋

̂︀B𝑖
=𝑋B𝑖

, то Ï1
∼=Ï и 𝑋Ï1

=𝑋Ï.

Положим 𝑠𝑖 = 𝑠1𝑖 + . . . + 𝑠𝑟𝑖 для всех 𝑖 = 0, . . ., 𝑟 − 1, 𝑟 + 1, . . ., 𝑒;
𝑠𝑟=𝑠1𝑟+. . .+𝑠𝑟𝑟+1. Легко видеть, что выполняется равенство

∏︁
06𝑖6𝑒
𝑠𝑖 ̸=0

⎛⎝L(𝑒− 𝑖, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑖, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑖

⎞⎠=

=
∏︁

06𝑖6𝑟−1
𝑠𝑖 ̸=0

∏︁
16𝑗6𝑟

𝑠𝑗
𝑖 ̸=0

⎛⎜⎝L(𝑒− 𝑖, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑖, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑗
𝑖

⎞⎟⎠×

×
∏︁

16𝑗6𝑟

𝑠𝑗
𝑟 ̸=0

⎛⎜⎝L(𝑒− 𝑟, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑟, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑗
𝑟

⎞⎟⎠×L(𝑒− 𝑟, 𝑑)×

×
∏︁

𝑟+16𝑖6𝑒
𝑠𝑖 ̸=0

∏︁
16𝑗6𝑟

𝑠𝑗
𝑖 ̸=0

⎛⎜⎝L(𝑒− 𝑖, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑖, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑗
𝑖

⎞⎟⎠.

Поэтому множества 𝑁Ï1
и

∏︁
06𝑖6𝑒
𝑠𝑖 ̸=0

⎛⎝L(𝑒− 𝑖, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑖, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑖

⎞⎠
отличаются только перестановкой сомножителей. Так как формула Ï1 явля-

ется бесповторной, то существует бесповторная формула ̂︀Ï, полученная из
формулы Ï1 перестановкой переменных, такая, что

𝑁
̂︀Ï
=
∏︁

06𝑖6𝑒
𝑠𝑖 ̸=0

⎛⎝L(𝑒− 𝑖, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑖, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑖

⎞⎠.
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Поскольку ̂︀Ï∼=Ï1 и 𝑋
̂︀Ï
=𝑋Ï1

, то выполняются соотношения ̂︀Ï∼=Ï, 𝑋
̂︀Ï
=𝑋Ï.

Кроме того, 𝑠𝑟 > 1. Поэтому 𝑠1 + . . .+ 𝑠𝑒 > 𝑠𝑟 > 0. Таким образом, для чи-

сел 𝑠0, . . ., 𝑠𝑒 и формулы ̂︀Ï утверждение выполняется.
Аналогичным образом доказывается следующее утверждение.

У т в е р ж д е н и е 2.2.10. Пусть 𝐹 ⊆ S1, 𝐹 = {𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1
), . . .

. . ., 𝑓𝑡(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑡
)}, 𝑁𝑓𝑖

=L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑒𝑖 ∈ Z+, 𝑑𝑖 ∈ N, 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑡.
Пусть Ï — бесповторная формула над 𝐹 , реализующая функцию,
отличную от константы 0. Тогда существуют бесповторная форму-

ла ̂︀Ï над 𝐹 и числа 𝑠𝑖,𝑗 ∈ Z+, 𝑖= 1, . . ., 𝑡, 𝑗 = 0, . . ., 𝑒𝑖, 𝑠1,0 + . . .+ 𝑠𝑡,0 > 0,

такие, что ̂︀Ï∼=Ï, 𝑋Ï=𝑋
̂︀Ï
и

𝑁
̂︀Ï
=

∏︁
06𝑖6𝑡

𝑠𝑖,1+...+𝑠𝑖,𝑒𝑖
̸=0

∏︁
06𝑗6𝑒𝑖

𝑠𝑖,𝑗 ̸=0

⎛⎜⎝L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖)× . . .×L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖)⏟  ⏞  
𝑠𝑖,𝑗

⎞⎟⎠.

У т в е р ж д е н и е 2.2.11. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ S1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑),

𝑒, 𝑑 ∈N, 𝑛= 𝑒+ 𝑑, числа 𝑎, 𝑏 ∈N такие, что (𝑎, 𝑏) = 1 и 𝜎 =
𝑎

𝑏
. Тогда для

того, чтобы выполнялось соотношение [{𝑓}] ⊆< 𝐹𝜎 ∪ {𝑓} >, необходи-
мо и достаточно, чтобы для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑒 выполнялось соотноше-
ние 𝑏𝑒−𝑎𝑑 ̸= 𝑖𝑎, существовали числа 𝑟, 𝑞, 𝑘∈N, для которых выполнялись
следующие соотношения:

𝑟𝑒 − 𝑞 = 𝑘𝑎;
𝑟𝑑 = 𝑘𝑏;

(𝑟, 𝑞) = 1;
𝑟 > 𝑞

(11)

и для каждого 𝑖, 16 𝑖 < 𝑒, выполнялось, по крайней мере, одно из нера-
венств:

𝑞

(𝑞, 𝑖)
> max (𝑒, 𝑑);

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
> max (𝑒− 𝑖, 𝑑);

𝑒 < min

(︂
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
+ 𝑖,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︂
;

𝑑 < min

(︂
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︂
.

(12)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈S
1,

𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒, 𝑑∈N, 𝑛=𝑒+𝑑, числа 𝑎, 𝑏∈N такие, что 𝜎=
𝑎

𝑏
. Пусть выполня-

ется соотношение [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪ {𝑓}> . Определим функции 𝑓𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑒,
следующим образом. Положим

𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥2𝑛−𝑖) = 𝑓(𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)⏟  ⏞  
𝑖

, 𝑥𝑛+1, . . ., 𝑥2𝑛−𝑖).

Легко видеть, что 𝑁𝑓𝑖
=L(𝑒, 𝑑)×L(𝑒− 𝑖, 𝑑) для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑒. Посколь-

ку [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪ {𝑓}>, то для всех 𝑖, 16 𝑖6𝑒, выполняются соотношения

𝑓𝑖 ∈ [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪ {𝑓}> .
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Так как 𝑒 < 𝑛, то для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑒 справедливо неравенство 2𝑛− 𝑖 > 𝑛,
т. е. число переменных, от которых зависит функция 𝑓𝑖, больше, чем число
переменных, от которых зависит функция 𝑓 . Поэтому функцию 𝑓𝑖 нель-
зя реализовать простой формулой над {𝑓}, 𝑖 = 1, . . ., 𝑒. Следовательно,
𝑓𝑖 ∈<𝐹𝜎 >, где 𝑖=1, . . ., 𝑒.

Найдем необходимые условия того, что функции 𝑓𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑒, содер-
жатся в множестве <𝐹𝜎 >.

Поскольку 𝑓𝑒 ∈<𝐹𝜎 >, 𝑁𝑓𝑒
=L(𝑒, 𝑑)×L(0, 𝑑) и 𝜎=

𝑎

𝑏
, то в силу утверж-

дения 2.2.7 получаем, что при всех 𝑗 = 1, . . ., 𝑒 выполняется соотноше-
ние 𝑏𝑒− 𝑎𝑑 ̸= 𝑗𝑎.

Так как для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 выполняется равенство𝑁𝑓𝑖
=L(𝑒, 𝑑)×

×L(𝑒− 𝑖, 𝑑), то по утверждению 2.2.5 существуют числа 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑘𝑖 ∈N, такие,
что набор (𝑒, 𝑑, 𝑒−𝑖, 𝑑) является единственным решением системы{︃

𝑝𝑖𝑥 + 𝑞𝑖𝑢 = 𝑘𝑖𝑎;
𝑝𝑖𝑦 + 𝑞𝑖𝑣 = 𝑘𝑖𝑏;
𝑥 + 𝑦 = 𝑛

(13)

с компонентами из Z+. В силу утверждения 2.2.6 набор (𝑒, 𝑑, 𝑒−𝑖, 𝑑) является
единственным решением системы (13) с компонентами из Z+ тогда и только
тогда, когда для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 справедливо, по крайней мере, одно
из неравенств:

𝑒− 𝑖 <
𝑝𝑖

(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)
, 𝑑 <

𝑞𝑖

(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)

и, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑒 <
𝑞𝑖

(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)
, 𝑑 <

𝑝𝑖
(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)

.

Положим κ𝑖 =
𝑞𝑖

(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)
, 𝜆𝑖 =

𝑝𝑖
(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)

. Тогда для каждого 𝑖= 1, . . ., 𝑒− 1 выпол-

няется хотя бы одна из систем неравенств:{︂
𝑒 < κ𝑖;
𝑑 < κ𝑖,

{︂
𝑒− 𝑖 < 𝜆𝑖;

𝑑 < 𝜆𝑖,

{︂
𝑒 < 𝜆𝑖 + 𝑖;
𝑒 < κ𝑖,

{︂
𝑑 < 𝜆𝑖;
𝑑 < κ𝑖.

Отсюда получаем, что для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑒− 1 выполняется, по крайней
мере, одно из неравенств:

κ𝑖 > max (𝑒, 𝑑);
𝜆𝑖 > max (𝑒− 𝑖, 𝑑);
𝑒 < min (𝜆𝑖 + 𝑖,κ𝑖);
𝑑 < min (𝜆𝑖,κ𝑖).

(14)

Установим некоторые соотношения между наборами 𝑝1, 𝑞1, 𝑘1 и 𝑝𝑖, 𝑞𝑖, 𝑘𝑖,
𝑖=2, . . ., 𝑒−1. Поскольку при всех 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 набор (𝑒, 𝑑, 𝑒−𝑖, 𝑑) является
решением системы (13), то имеют место следующие соотношения:

𝑝1𝑒 + 𝑞1(𝑒− 1) = 𝑘1𝑎;
𝑝1𝑑 + 𝑞1𝑑 = 𝑘1𝑏;
𝑝𝑖𝑒 + 𝑞𝑖(𝑒− 𝑖) = 𝑘𝑖𝑎;
𝑝𝑖𝑑 + 𝑞𝑖𝑑 = 𝑘𝑖𝑏,

(15)

где 𝑖 = 2, . . ., 𝑒 − 1. Так как 𝑘𝑖 ̸= 0 при всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑒 − 1, то получаем
следующие равенства:

𝑝1𝑒+ 𝑞1(𝑒− 1)

𝑘1
=

𝑝𝑖𝑒+ 𝑞𝑖(𝑒− 𝑖)

𝑘𝑖
;

𝑝1𝑑+ 𝑞1𝑑

𝑘1
=

𝑝𝑖𝑑+ 𝑞𝑖𝑑

𝑘𝑖
.
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Поэтому для всех 𝑖=2, . . ., 𝑒−1 выполняются следующие равенства:

𝑞𝑖 =
𝑘𝑖𝑞1

𝑖𝑘1
; 𝑝𝑖 =

𝑘𝑖

𝑘1

(︂
𝑝1 + 𝑞1

(︂
𝑖− 1

𝑖

)︂)︂
. (16)

Найдем числа 𝑟, 𝑞, 𝑘, удовлетворяющие соотношениям (11) и (12). По-

ложим 𝑟=
𝑝1 + 𝑞1
(𝑝1, 𝑞1)

, 𝑞=
𝑞1

(𝑝1, 𝑞1)
. Очевидно, что 𝑟, 𝑞 ∈N, (𝑟, 𝑞) = 1 и 𝑟 > 𝑞. Кроме

того, из соотношений (15) следует, что для чисел 𝑟 и 𝑞 выполняются ра-
венства

𝑟𝑒(𝑝1, 𝑞1)− 𝑞(𝑝1, 𝑞1) = 𝑘1𝑎; 𝑟𝑑(𝑝1, 𝑞1) = 𝑘1𝑏. (17)

По условию (𝑎, 𝑏) = 1. Покажем, что 𝑘1/(𝑝1, 𝑞1) ∈ N. В самом деле,
если 𝑘1/(𝑝1, 𝑞1) /∈ N, то (𝑘1, (𝑝1, 𝑞1)) < (𝑝1, 𝑞1). Из соотношений (17)
следует, что числа 𝑎𝑘1/(𝑝1, 𝑞1) и 𝑏𝑘1/(𝑝1, 𝑞1) натуральные. Поэтому

числа
𝑎

(𝑝1, 𝑞1)/(𝑘1, (𝑝1, 𝑞1))
и

𝑏

(𝑝1, 𝑞1)/(𝑘1, (𝑝1, 𝑞1))
натуральные. Следователь-

но, (𝑎, 𝑏) > (𝑝1, 𝑞1)/(𝑘1, (𝑝1, 𝑞1)) > 1. Получили противоречие. Следователь-
но, 𝑘1/(𝑝1, 𝑞1) ∈ N. Положим 𝑘 = 𝑘1/(𝑝1, 𝑞1). Очевидно, что выполняется
равенство 𝑘1= 𝑘(𝑝1, 𝑞1).

Очевидно, что для чисел 𝑟, 𝑞, 𝑘 выполняются соотношения (11). Пока-
жем, что для чисел 𝑟, 𝑞, 𝑘 выполняются соотношения (12). Из определений
чисел 𝑟, 𝑞, 𝑘 и равенств (16) следует

𝑞𝑖 =
𝑘𝑖𝑞

𝑖𝑘
; 𝑝𝑖 =

𝑘𝑖

𝑘

(︂
𝑟−

𝑞

𝑖

)︂
, (18)

где 𝑖= 1, . . ., 𝑒− 1. Поэтому
𝑘𝑖𝑞

𝑖𝑘
,
𝑘𝑖
𝑘

(︁
𝑟−

𝑞

𝑖

)︁
∈N, а значит, 𝑘𝑖𝑞/𝑘, 𝑘𝑖𝑟/𝑘 ∈N,

где 𝑖=1, . . ., 𝑒−1. Поскольку (𝑟, 𝑞)=1, то 𝑣𝑖=𝑘𝑖/𝑘∈N. Из соотношений (18)
для всех 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 получаем следующие равенства:

𝑞𝑖 = 𝑣𝑖𝑞/𝑖; 𝑝𝑖 = 𝑣𝑖 · (𝑟− 𝑞/𝑖). (19)

Следовательно, имеют место следующие равенства:

(𝑝𝑖, 𝑞𝑖) =

(︂
𝑣𝑖𝑞

𝑖
, 𝑣𝑖

(︂
𝑟−

𝑞

𝑖

)︂)︂
=

(︂
𝑣𝑖𝑞

𝑖
, 𝑣𝑖𝑟

)︂
=

(︂
𝑣𝑖 · (𝑞/(𝑞, 𝑖))

𝑖/(𝑞, 𝑖)
,
𝑣𝑖𝑟 · (𝑖/(𝑞, 𝑖))

𝑖/(𝑞, 𝑖)

)︂
,

где 𝑖=1, . . ., 𝑒− 1. Поскольку (𝑞/(𝑞, 𝑖), 𝑖/(𝑞, 𝑖)) = 1, то число
𝑣𝑖

𝑖/(𝑞, 𝑖)
— нату-

ральное, 𝑖=1, . . ., 𝑒−1. Кроме того, так как (𝑞, 𝑟)=1, то (𝑞/(𝑞, 𝑖), 𝑖𝑟/(𝑞, 𝑖))=1,
𝑖=1, . . ., 𝑒−1. Поэтому выполняются следующие равенства:

(𝑝𝑖, 𝑞𝑖) =

(︂
𝑣𝑖

𝑖/(𝑞, 𝑖)
·

𝑞

(𝑞, 𝑖)
,

𝑣𝑖

𝑖/(𝑞, 𝑖)
· 𝑟 · (𝑖/(𝑞, 𝑖))

)︂
=

𝑣𝑖 · (𝑞, 𝑖)

𝑖

(︂
𝑞

(𝑞, 𝑖)
,

𝑖𝑟

(𝑞, 𝑖)

)︂
=

𝑣𝑖 · (𝑞, 𝑖)

𝑖
,

где 𝑖=1, . . ., 𝑒−1. Используя полученное равенство и соотношения (19), для
всех 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 получаем следующие равенства:

κ𝑖 =
𝑞𝑖

(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)
=

𝑣𝑖𝑞𝑖

𝑖𝑣𝑖 · (𝑞, 𝑖)
=

𝑞

(𝑞, 𝑖)
; 𝜆𝑖 =

𝑝𝑖

(𝑞𝑖, 𝑝𝑖)
=

𝑣𝑖𝑖 · (𝑖𝑟− 𝑞)

𝑖𝑣𝑖 · (𝑞, 𝑖)
=

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
.



О ЗАМКНУТЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 159

Таким образом, из соотношений (14) получаем, что для всех 𝑖=1, . . ., 𝑒− 1
выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑞

(𝑞, 𝑖)
> max (𝑒, 𝑑);

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
> max (𝑒− 𝑖, 𝑑);

𝑒 < min

(︂
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
+ 𝑖,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︂
;

𝑑 < min

(︂
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︂
.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ S1, 𝑁𝑓 = L(𝑒, 𝑑), 𝑒, 𝑑 ∈ N,
𝑛 = 𝑒 + 𝑑. Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑟, 𝑞, 𝑘 — произвольные натуральные числа, для
которых выполняются соотношения (𝑎, 𝑏) = 1,

𝑎

𝑏
= 𝜎, соотношения (11),

для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑒 выполняются соотношения 𝑏𝑒− 𝑎𝑑 ̸= 𝑖𝑎, и для каждо-
го 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 выполняется, по крайней мере, одно из неравенств (12).

Определим функции 𝑓𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑒, следующим образом. Положим

𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥2𝑛−𝑖) = 𝑓(𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), . . ., 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)⏟  ⏞  
𝑖

, 𝑥𝑛+1, . . ., 𝑥2𝑛−𝑖).

Легко видеть, что 𝑁𝑓𝑖
=L(𝑒, 𝑑)×L(𝑒−𝑖, 𝑑) для всех 𝑖=1, . . ., 𝑒.

Покажем сначала, что при всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑒 функция 𝑓𝑖 содержится
в <𝐹𝜎 >.

Построим простые формулы над 𝐹𝜎, реализующие функции 𝑓𝑖,
𝑖=1, . . ., 𝑒−1. Рассмотрим такие функции ℎ𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚𝑖

)∈𝐹𝜎, что выполня-
ется следующее: 𝑚𝑖 = 𝑖𝑘(𝑎+ 𝑏) и 𝑁ℎ𝑖

=L(𝑖𝑘𝑎, 𝑖𝑘𝑏) для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑒− 1.
Так как 𝑘𝑎 = 𝑟𝑒 − 𝑞, 𝑘𝑏 = 𝑟𝑑, то 𝑁ℎ𝑖

= L(𝑖(𝑟𝑒 − 𝑞), 𝑖𝑟𝑑), 𝑖 = 1, . . ., 𝑒 − 1.
Положим 𝑝𝑖 = 𝑖𝑟 − 𝑞, 𝑖= 1, . . ., 𝑒− 1, очевидно, что 𝑝𝑖 ∈ Z, 𝑖= 1, . . ., 𝑒− 1.
Так как 𝑟>𝑞, то 𝑝𝑖∈N, 𝑖=1, . . ., 𝑒−1. Кроме того, так как 𝑘𝑎=𝑟𝑒−𝑞, 𝑘𝑏=𝑟𝑑,
то для всех 𝑖=1, . . ., 𝑒 выполняются соотношения

𝑖(𝑘𝑎+𝑘𝑏)= 𝑖(𝑟𝑒−𝑞+𝑟𝑑)= (𝑖𝑟−𝑞)(𝑒+𝑑)+𝑞(𝑒− 𝑖+𝑑)= 𝑝𝑖(𝑒+𝑑)+𝑞(𝑒+𝑑− 𝑖).

Покажем, что для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 выполняется равенство

𝑓𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥2𝑛−𝑖) = ℎ𝑖(𝑥
𝑝𝑖

1 , . . ., 𝑥
𝑝𝑖

𝑛 , 𝑥
𝑞
𝑛+1, . . ., 𝑥

𝑞
2𝑛−𝑖). (20)

Пусть 𝑖 ∈ N, 1 6 𝑖 6 𝑒 − 1, ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼2𝑛−𝑖) — произвольный на-

бор из {1, 2}2𝑛−𝑖. Положим ̃︀𝛽 = (𝛼𝑝𝑖

1 , . . ., 𝛼
𝑝𝑖

𝑛 , 𝛼
𝑞
𝑛+1, . . ., 𝛼

𝑞
2𝑛−𝑖). Покажем,

что 𝑓𝑖(̃︀𝛼) = ℎ𝑖(̃︀𝛽).
Пусть 𝑓𝑖(̃︀𝛼) = 1. Тогда ̃︀𝛼 ∈ 𝑁𝑓𝑖

. Поскольку 𝑁𝑓𝑖
=L(𝑒, 𝑑) ×L(𝑒 − 𝑖, 𝑑),

то выполняются равенства

|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑝𝑖

1 , . . ., 𝛼
𝑝𝑖

𝑛 , 𝛼
𝑞
𝑛+1, . . ., 𝛼

𝑞
2𝑛−𝑖)|=

= 𝑒𝑝𝑖 + (𝑒− 𝑖)𝑞 = 𝑒(𝑖𝑟− 𝑞) + 𝑞(𝑒− 𝑖) = 𝑖(𝑒𝑟− 𝑞).

Так как 𝑁ℎ𝑖
=L(𝑖𝑘𝑎, 𝑖𝑘𝑏)=L(𝑖(𝑒𝑟−𝑞), 𝑖𝑟𝑑), то ̃︀𝛽∈𝑁ℎ𝑖

. Поэтому ℎ𝑖(̃︀𝛽)=1.

Пусть ℎ𝑖(̃︀𝛽) = 1. Положим 𝑠= |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)|, 𝑣 = |(𝛼𝑛+1, . . ., 𝛼2𝑛−𝑖)|. Оче-
видно, что 06𝑠6𝑛, 06𝑣6𝑛−𝑖. Так как выполняются равенства

|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑝𝑖

1 , . . ., 𝛼
𝑝𝑖

𝑛 , 𝛼
𝑞
𝑛+1, . . ., 𝛼

𝑞
2𝑛−𝑖)|= 𝑝𝑖|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)|+

+ 𝑞|(𝛼𝑛+1, . . ., 𝛼2𝑛−𝑖)|= 𝑝𝑖𝑠+ 𝑞𝑣 = (𝑖𝑟− 𝑞)𝑠+ 𝑞𝑣
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и ̃︀𝛽∈𝑁ℎ=L(𝑖(𝑒𝑟−𝑞), 𝑖𝑟𝑑), то пара (𝑠, 𝑣) является целочисленным решением
следующей системы: {︃

(𝑖𝑟− 𝑞)𝑢+ 𝑞𝑧 = 𝑖(𝑒𝑟− 𝑞);
06 𝑢6 𝑛;
06 𝑧 6 𝑛− 𝑖.

(21)

Покажем, что пара (𝑒, 𝑒− 𝑖) является единственным целочисленным ре-
шением системы (21). Легко видеть, что целочисленные решения первого
уравнения системы (21) имеют вид (𝑢0+𝑢1, 𝑧0+𝑧1), где (𝑢0, 𝑧0) — некоторое
частное целочисленное решение уравнения

(𝑖𝑟− 𝑞)𝑢+ 𝑞𝑧 = 𝑖(𝑒𝑟− 𝑞), (22)

а (𝑢1, 𝑧1)—произвольное целочисленное решение однородного уравнения

(𝑖𝑟− 𝑞)𝑢+ 𝑞𝑧 = 0. (23)

Очевидно, что пара (𝑒, 𝑒 − 𝑖) является целочисленным решением урав-
нения (22). Легко видеть, что целочисленные решения уравнения (23)

имеют вид
(︁
𝑡

𝑞

(𝑖𝑟− 𝑞, 𝑞)
,−𝑡

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑖𝑟− 𝑞, 𝑞)

)︁
, где 𝑡 ∈ Z. Так как (𝑞, 𝑟) = 1,

то (𝑖𝑟−𝑞, 𝑞)=(𝑖𝑟, 𝑞)=(𝑖, 𝑞). Поэтому целочисленные решения уравнения (23)

имеют вид
(︁
𝑡

𝑞

(𝑖, 𝑞)
,−𝑡

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑖, 𝑞)

)︁
. А значит, целочисленные решения уравне-

ния (22) имеют вид (︁
𝑒+

𝑡𝑞

(𝑞, 𝑖)
, (𝑒− 𝑖)−

𝑡(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)

)︁
, 𝑡 ∈ Z.

Пусть пара
(︁
𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
, (𝑒− 𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)

)︁
, 𝑡0∈Z, является решением сис-

темы (21). Тогда выполняются соотношения

06 𝑒+
𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
6 𝑛; 06 (𝑒− 𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)
6 𝑛− 𝑖. (24)

Поскольку 𝑒+𝑑=𝑛, то выполняются соотношения

06 𝑑−
𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
6 𝑛; 06 𝑑+

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)
6 𝑛− 𝑖. (25)

Покажем, что пара
(︁
𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
, (𝑒− 𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)

)︁
, 𝑡0 ∈Z, является реше-

нием системы (21) только при 𝑡0=0.
По условию утверждения выполняется, по крайней мере, одно из соот-

ношений (12). Возможны четыре случая.
Предположим, что выполняется первое соотношение из (12). Пусть

выполнено
𝑞

(𝑞, 𝑖)
> max(𝑒, 𝑑). Тогда при 𝑡0 > 0 выполняются неравенст-

ва
𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
> 𝑞

(𝑞, 𝑖)
> 𝑑. Поэтому 𝑑−

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
< 0, что противоречит (25). При 𝑡0 < 0

выполняются неравенства
𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
6 −𝑞

(𝑞, 𝑖)
<−𝑒. Поэтому 𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
<0, что проти-

воречит (24). Таким образом, если выполняется неравенство
𝑞

(𝑞, 𝑖)
>max(𝑒, 𝑑)

и 𝑡0 ̸= 0, то пара
(︁
𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
, (𝑒− 𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)

)︁
не является решени-

ем системы (21). Аналогично нетрудно показать, что если выполняет-

ся второе неравенство из (12)
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
> max(𝑒 − 𝑖, 𝑑) и 𝑡0 ̸= 0, то па-

ра
(︁
𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
, (𝑒− 𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)

)︁
не является решением системы (21).
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Предположим теперь, что выполняется третье соотношение из (12).

Пусть 𝑒 <min
(︁
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
+ 𝑖,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︁
. Тогда при 𝑡0 > 0 выполняются неравенст-

ва
𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)
> 𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
>𝑒−𝑖. Поэтому (𝑒−𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)
<0, что противоречит (24).

При 𝑡0< 0 выполняются неравенства
𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
6 −𝑞

(𝑞, 𝑖)
<−𝑒. Поэтому 𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
< 0,

что противоречит (24). Таким образом, если выполняется неравенст-

во 𝑒 < min
(︁
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
+ 𝑖,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︁
и 𝑡0 ̸= 0, то пара

(︁
𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
, (𝑒− 𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)

)︁
не является решением системы (21). Аналогично нетрудно показать, что ес-

ли выполняется последнее неравенство из (12) 𝑑<min
(︁
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︁
и 𝑡0 ̸=0,

то пара
(︁
𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
, (𝑒− 𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)

)︁
не является решением системы (21).

Таким образом, пара
(︁
𝑒+

𝑡0𝑞

(𝑞, 𝑖)
, (𝑒− 𝑖)−

𝑡0(𝑖𝑟− 𝑞)

(𝑞, 𝑖)

)︁
является решени-

ем системы (21) только при 𝑡0 = 0. Следовательно, единственным це-
лочисленным решением системы (21) является пара (𝑒, 𝑒 − 𝑖). Поэто-
му 𝑠= |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)|= 𝑒 и 𝑣= |(𝛼𝑛+1, . . ., 𝛼2𝑛−𝑖)|= 𝑒− 𝑖. Следовательно, имеет
место (𝛼1, . . ., 𝛼2𝑛−𝑖)∈L(𝑒, 𝑑)×L(𝑒−𝑖, 𝑑)=𝑁𝑓𝑖

, а значит, 𝑓𝑖(𝛼1, . . ., 𝛼2𝑛−𝑖)=1.
Таким образом, для каждого 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 имеет место равенство (20).

А значит, 𝑓𝑖∈<𝐹𝜎 > для всех 𝑖=1, . . ., 𝑒−1.
Покажем, что 𝑓𝑒 ∈< 𝐹𝜎 >. Действительно, из соотношений (11) сле-

дует, что 𝑏𝑒− 𝑎𝑑=
𝑟𝑑

𝑘
· 𝑒−

𝑟𝑒− 𝑞

𝑘
· 𝑑=

𝑞𝑑

𝑘
> 0. Кроме того, по условию для

всех 𝑖=1, . . ., 𝑒 выполняется соотношение 𝑏𝑒−𝑎𝑑 ̸= 𝑖𝑎. Тогда в силу утверж-
дения 2.2.7 выполняется соотношение 𝑓𝑒∈<𝐹𝜎 >.

Таким образом, при всех 𝑖=1, . . ., 𝑒 функции 𝑓𝑖 содержатся в <𝐹𝜎>.
Покажем теперь, что любая функция из [{𝑓}], которая может быть

реализована бесповторной формулой над {𝑓}, реализуется простой фор-
мулой над 𝐹𝜎 ∪ {𝑓}. Пусть Ï — произвольная бесповторная формула
над {𝑓}. Пусть 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) — функция, реализуемая формулой Ï. Оче-
видно, что если формула Ï является простой, то утверждение выполняется.
Пусть Ï не является простой формулой. Покажем, что функция 𝑔 содержит-
ся в <𝐹𝜎 >. Рассмотрим два случая.

Пусть 𝑔 ≡ 0. Пусть ℎ — произвольная функция из 𝐹𝜎. Тогда легко ви-
деть, что формула ℎ(𝑥, . . ., 𝑥) реализует функцию 𝑔.

Пусть теперь 𝑔 ̸≡ 0. По утверждению 2.2.9 существуют формула ̂︀Ï
над {𝑓} и числа 𝑠0∈N, 𝑠1, . . ., 𝑠𝑒∈Z+, такие, что ̂︀Ï∼=Ï, 𝑋

̂︀Ï
=𝑋Ï и

𝑁
̂︀Ï
=
∏︁

06𝑖6𝑒
𝑠𝑖 ̸=0

⎛⎝L(𝑒− 𝑖, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑖, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑠𝑖

⎞⎠,

при этом 𝑠1 + . . . + 𝑠𝑒 > 0. Пусть 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) — функция, реализуемая

формулой ̂︀Ï. Очевидно, что 𝑔1 ∼= 𝑔. Покажем, что функция 𝑔1 содержится
в <𝐹𝜎 >.

Определим числа 𝑡1, . . ., 𝑡𝑒, 𝑡0 следующим образом. Положим

𝑡1 =

{︂
0, если 𝑠1 = 0;
max(𝑠1, 𝑠0 − (𝑠2 + . . .+ 𝑠𝑒)) в остальных случаях;

𝑡𝑖 =

{︃
0, если 𝑠𝑖 = 0;
max(𝑠𝑖, 𝑠0 − (𝑠𝑖+1 + . . .+ 𝑠𝑒)) если 𝑠1 = . . .= 𝑠𝑖−1 = 0;
𝑠𝑖 в остальных случаях,
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где 𝑖=2, . . ., 𝑒. Положим 𝑡0= 𝑡1+. . .+𝑡𝑒. Рассмотрим функцию 𝑔2(𝑥1, . . ., 𝑥𝑢),
𝑢>𝑚, такую, что

𝑁𝑔2
=
∏︁

06𝑖6𝑒
𝑡𝑖 ̸=0

⎛⎝L(𝑒− 𝑖, 𝑑)× . . .×L(𝑒− 𝑖, 𝑑)⏟  ⏞  
𝑡𝑖

⎞⎠.

Очевидно, что для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑒 выполняются неравенства 𝑡𝑖 > 𝑠𝑖.
Покажем, что 𝑡0 > 𝑠0. Поскольку 𝑠1 + . . . + 𝑠𝑒 > 0, то существует число
𝑖0, 1 6 𝑖0 6 𝑒, такое, что при 1 6 𝑖 < 𝑖0 выполняется равенство 𝑠𝑖 = 0 и
𝑠𝑖0 > 0. Тогда 𝑡𝑖0 =max(𝑠𝑖0 , 𝑠0− (𝑠𝑖0+1+ . . .+𝑠𝑒))> 𝑠0− (𝑠𝑖0+1+ . . .+𝑠𝑒). Поэто-
му 𝑡0= 𝑡1+. . .+𝑡𝑒= 𝑡𝑖0+. . .+𝑡𝑒>𝑠0−(𝑠𝑖0+1+. . .+𝑠𝑒)+𝑠𝑖0+1+. . .+𝑠𝑒=𝑠0. Таким
образом, для каждого 𝑖=0, . . ., 𝑒 выполняется неравенство 𝑡𝑖 > 𝑠𝑖. Следова-
тельно, функция 𝑔1 может быть получена из функции 𝑔2 отождествлением
переменных, т. е. 𝑔1 ∈< {𝑔2}>.

Покажем, что 𝑔2 ∈< 𝐹𝜎 >. Рассмотрим функцию 𝑔3(𝑥1, . . ., 𝑥𝑢),
такую, что

𝑁𝑔3
=
∏︁

16𝑖6𝑒
𝑡𝑖 ̸=0

⎛⎝(L(𝑒, 𝑑)×L(𝑒− 𝑖, 𝑑))× . . .× (L(𝑒, 𝑑)×L(𝑒− 𝑖, 𝑑))⏟  ⏞  
𝑡𝑖

⎞⎠.

Очевидно, что 𝑔2 ∼= 𝑔3. Покажем, что 𝑔3 ∈< 𝐹𝜎 >. Поскольку имеет место
равенство

𝑁𝑔3
=
∏︁

16𝑖6𝑒
𝑡𝑖 ̸=0

⎛⎝𝑁𝑓𝑖
× . . .×𝑁𝑓𝑖⏟  ⏞  

𝑡𝑖

⎞⎠
и для всех 𝑖=1, . . ., 𝑒 выполняется соотношение 𝑓𝑖∈<𝐹𝜎>, то в силу утверж-
дения 2.2.8 функция 𝑔3 содержится в < 𝐹𝜎 >. Поэтому функции 𝑔, 𝑔1, 𝑔2
также содержатся в <𝐹𝜎 >.

Таким образом, любая функция из [{𝑓}], которая может быть реали-
зована бесповторной формулой над {𝑓}, реализуется простой формулой
над 𝐹𝜎 ∪ {𝑓}. Поскольку любая формула над {𝑓} может быть получена
отождествлением переменных в некоторой бесповторной формуле, то любая
функция из [{𝑓}] может быть реализована простой формулой над 𝐹𝜎 ∪ {𝑓}.
А значит, выполняется соотношение [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎∪{𝑓}>.

С л е д с т в и е 2.2.12. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈S
1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒, 𝑑∈N,

𝑒+𝑑=𝑛, 𝜎∈Q, 𝜎>0. Если имеет место соотношение [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎∪{𝑓}>,

то
𝑒− 1

𝑑
<𝜎 <

𝑒

𝑑
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ S1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒, 𝑑 ∈N,
𝑒+𝑑=𝑛, 𝜎 ∈Q, 𝜎 > 0. Пусть имеет место соотношение [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪{𝑓}>.
Тогда по утверждению 2.2.11 выполняются соотношения (11). Следователь-

но,
𝑎

𝑏
=

𝑟𝑒− 𝑞

𝑟𝑑
. Поскольку справедливы неравенства 0<𝑞<𝑟, то имеют место

соотношения
𝑒− 1

𝑑
<

𝑟𝑒− 𝑞

𝑟𝑑
=

𝑎

𝑏
<

𝑒

𝑑
.

Т е о р е м а 2.3. Пусть 𝑓 ∈ S1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑎, 𝑏, 𝑒, 𝑑 ∈ N, (𝑎, 𝑏) = 1,

𝜎 =
𝑎

𝑏
, 𝑞 =

𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑏, 𝑑)
, 𝑟 =

𝑏

(𝑏, 𝑑)
. Тогда для того, чтобы выполнялось соот-

ношение [{𝑓}]⊆< 𝐹𝜎 ∪ {𝑓}>, необходимо и достаточно, чтобы выпол-
нялось неравенство 𝑟 > 𝑞, для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑒 выполнялись соотноше-
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ния 𝑏𝑒−𝑎𝑑 ̸=𝑖𝑎, было справедливо, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑞 > max (𝑒, 𝑑);
𝑟− 𝑞 > max (𝑒− 1, 𝑑);

𝑒 < min(𝑟− 𝑞 + 1, 𝑞);
𝑑 < min(𝑟− 𝑞, 𝑞)

(26)

и для каждого 𝑖= 2, . . ., 𝑒 выполнялось, по крайней мере, одно из нера-
венств:

𝑞

(𝑞, 𝑖)
> min (𝑒, 𝑑);

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
> max (𝑒− 𝑖, 𝑑).

(27)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть функция 𝑓 ∈ S1,
𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑎, 𝑏, 𝑒, 𝑑 ∈ N, (𝑎, 𝑏) = 1, 𝜎 =

𝑎

𝑏
. Пусть выполняется соотноше-

ние [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪{𝑓}>. По утверждению 2.2.11 для всех 𝑖=1, . . ., 𝑒 выпол-

няется соотношение 𝑏𝑒− 𝑎𝑑 ̸= 𝑖𝑎 и существуют числа ̂︀𝑟, ̂︀𝑞, ̂︀𝑘 ∈ N, для кото-

рых выполняются соотношения (11). Выразим числа ̂︀𝑟, ̂︀𝑞 и ̂︀𝑘 через 𝑎, 𝑏, 𝑒, 𝑑.

Поскольку для чисел ̂︀𝑟, ̂︀𝑞 и ̂︀𝑘 выполняются соотношения (11), то легко ви-

деть, что ̂︀𝑞 = ̂︀𝑘(𝑏𝑒− 𝑎𝑑)

𝑑
, ̂︀𝑟 = ̂︀𝑘𝑏

𝑑
. Поскольку (̂︀𝑟, ̂︀𝑞) = 1 и (𝑎, 𝑏) = 1, то имеют

место равенства

(̂︀𝑟, ̂︀𝑞) =(︂̂︀𝑘𝑏

𝑑
,
̂︀𝑘(𝑏𝑒− 𝑎𝑑)

𝑑

)︂
=

(︂
̂︀𝑘𝑏/(𝑏, 𝑑)

𝑑/(𝑏, 𝑑)
, ̂︀𝑘𝑎)︂.

Поскольку (𝑏/(𝑏, 𝑑), 𝑑/(𝑏, 𝑑)) = 1, то число 𝑙=
̂︀𝑘

𝑑/(𝑏, 𝑑)
— натуральное. Тогда

справедливы равенства

(̂︀𝑟, ̂︀𝑞) =(︂ 𝑙𝑏

(𝑏, 𝑑)
,

𝑙𝑑𝑎

(𝑏, 𝑑)

)︂
= 1.

Следовательно, 𝑙 = 1. Поэтому ̂︀𝑘 =
𝑑

(𝑏, 𝑑)
, ̂︀𝑞 = 𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑏, 𝑑)
, ̂︀𝑟 = 𝑏

(𝑏, 𝑑)
. А зна-

чит, ̂︀𝑟= 𝑟, ̂︀𝑞= 𝑞.
По утверждению 2.2.11 при каждом 𝑖=1, . . .𝑒−1 для чисел 𝑟, 𝑞 выполня-

ется, по крайней мере, одно из неравенств (12). При 𝑖=1 неравенства (12)
совпадают с неравенствами (26).

Покажем, что при 𝑖=2, . . ., 𝑒−1 из неравенств (12) следуют неравенст-
ва (27). Пусть 26 𝑖6 𝑒− 1. Рассмотрим неравенства (12). Поскольку 𝑟 > 𝑞,

то при 𝑖>1 выполняются неравенства
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
>

(𝑖− 1)𝑞

(𝑞, 𝑖)
>

𝑞

(𝑞, 𝑖)
. Следовательно,

имеют место соотношения min
(︁
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
+ 𝑖,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︁
=min

(︁
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︁
=

𝑞

(𝑞, 𝑖)
.

Следовательно, выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑞

(𝑞, 𝑖)
>max (𝑒, 𝑑);

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
>max (𝑒− 𝑖, 𝑑); 𝑒 <

𝑞

(𝑞, 𝑖)
; 𝑑 <

𝑞

(𝑞, 𝑖)
.

Поэтому выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑞

(𝑞, 𝑖)
>min (𝑒, 𝑑);

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
>max (𝑒− 𝑖, 𝑑).
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Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝑓 ∈S1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑎, 𝑏, 𝑒, 𝑑∈N, (𝑎, 𝑏) = 1,

𝜎 =
𝑎

𝑏
, 𝑞 =

𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑏, 𝑑)
, 𝑟 =

𝑏

(𝑏, 𝑑)
. Пусть 𝑟 > 𝑞 и для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑒 выполня-

ется соотношение 𝑏𝑒− 𝑎𝑑 ̸= 𝑖𝑎. Пусть выполняется хотя бы одно из нера-
венств (26) и для каждого 𝑖= 2, . . ., 𝑒 справедливо, по крайней мере, одно
из неравенств (27).

Положим 𝑘 =
𝑟𝑑

𝑏
=

𝑑

(𝑏, 𝑑)
. Легко проверить, что числа 𝑞, 𝑟, 𝑘 удовлетво-

ряют соотношениям (11). Покажем, что для чисел 𝑞, 𝑟, 𝑘 выполняется, по
крайней мере, одно из соотношений (12). Очевидно, что при 𝑖 = 1 нера-
венства (12) совпадают с (26).

Покажем, что при 𝑖 = 2, . . ., 𝑒 − 1 из неравенств (27) следуют нера-
венства (12). Пусть 2 6 𝑖 6 𝑒 − 1. Из соотношений (27) следует, что для
всех 𝑖=1, . . ., 𝑒−1 выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑞

(𝑞, 𝑖)
>max (𝑒, 𝑑);

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
>max (𝑒− 𝑖, 𝑑); 𝑒 <

𝑞

(𝑞, 𝑖)
; 𝑑 <

𝑞

(𝑞, 𝑖)
.

Поскольку 𝑟>𝑞, то при 𝑖>1 выполняются неравенства
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
>

(𝑖− 1)𝑞

(𝑞, 𝑖)
>

𝑞

(𝑞, 𝑖)
.

Следовательно, имеют место соотношения

min
(︁
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
+ 𝑖,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︁
=min

(︁
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︁
=

𝑞

(𝑞, 𝑖)
.

Поэтому при 𝑖=2, . . ., 𝑒 выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑞

(𝑞, 𝑖)
>max (𝑒, 𝑑);

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
>max (𝑒− 𝑖, 𝑑);

𝑒 <min

(︂
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
+ 𝑖,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︂
; 𝑑 <min

(︂
𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
,

𝑞

(𝑞, 𝑖)

)︂
.

Таким образом, выполняется, по крайней мере, одно из неравенств 12. Сле-
довательно, по утверждению 2.2.11 выполнено включение [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎∪{𝑓}>.

С л е д с т в и е 2.2.13. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈S
1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒+𝑑=𝑛,

𝑟, 𝑞, 𝑒, 𝑑 ∈ N, (𝑟, 𝑞) = 1, 𝑟 > 𝑞, 𝑞𝑑 ̸= 𝑖(𝑒𝑟 − 𝑞) при всех 𝑖= 1, . . ., 𝑒, 𝜎 =
𝑒𝑟− 𝑞

𝑟𝑑
и выполняется, по крайней мере, одно из неравенств

𝑟− 𝑞 >max(𝑒− 1, 𝑑); (28)

𝑞 > 𝑒𝑑. (29)

Тогда [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪{𝑓}>.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — функция из S1, такая,
что 𝑁𝑓 = L(𝑒, 𝑑), 𝑒 + 𝑑 = 𝑛, 𝑒, 𝑑, 𝑛 ∈ N. Пусть 𝑟, 𝑞 — натуральные
числа, такие, что (𝑟, 𝑞) = 1, 𝑟 − 𝑞 > max(𝑒 − 1, 𝑑), 𝑞𝑑 ̸= 𝑖(𝑒𝑟 − 𝑞) при

всех 𝑖= 1, . . ., 𝑒, 𝜎 =
𝑒𝑟− 𝑞

𝑟𝑑
. Положим 𝑎=

𝑒𝑟− 𝑞

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
, 𝑏=

𝑟𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
. Посколь-

ку (𝑟, 𝑞) = 1, то ((𝑒𝑟 − 𝑞, 𝑟𝑑), 𝑟) = 1. Так как число
𝑟𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
натуральное

и ((𝑒𝑟 − 𝑞, 𝑟𝑑), 𝑟) = 1, то число
𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
— натуральное. Следовательно,

выполняются равенства

(𝑏, 𝑑) =
(︁

𝑟𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
, 𝑑
)︁
=
(︁
𝑟 ·

𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
, (𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑) ·

𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)

)︁
=

=
𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
· (𝑟, (𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)) =

𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
.
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Поэтому справедливы соотношения

𝑏

(𝑏, 𝑑)
=

𝑟𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
·
(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)

𝑑
= 𝑟

𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑏, 𝑑)
=

(︂
𝑟𝑑𝑒

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
−

(𝑒𝑟− 𝑞)𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)

)︂
·
(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)

𝑑
= 𝑞.

Из соотношений 𝑞𝑑 ̸=𝑖(𝑒𝑟−𝑞) при всех 𝑖=1, . . ., 𝑒 следуют соотношения

𝑏𝑒− 𝑎𝑑= 𝑞 · (𝑏, 𝑑) =
𝑞𝑑

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
̸=

𝑖(𝑒𝑟− 𝑞)

(𝑒𝑟− 𝑞, 𝑟𝑑)
= 𝑖𝑎.

Пусть выполняется неравенство (28), то для всех 𝑖=2, . . ., 𝑒−1 имеют место
соотношения

𝑖𝑟− 𝑞

(𝑞, 𝑖)
> 𝑖(𝑟− 𝑞)

𝑖
> 𝑟− 𝑞 >max(𝑒− 1, 𝑑)>max(𝑒− 𝑖, 𝑑).

Из полученных соотношений в силу теоремы 2.3 получаем, что выполняется
соотношение 𝑓 ∈<𝐹𝜎 >.

Если выполняется неравенство (29), то для всех 𝑖= 2, . . ., 𝑒− 1 имеют
место неравенства

𝑞

(𝑞, 𝑖)
> 𝑞

𝑒
>

𝑒𝑑

𝑒
= 𝑑>min(𝑒, 𝑑).

Кроме того, поскольку 𝑒, 𝑑 ∈ N, то 𝑒𝑑 >max(𝑒, 𝑑). Поэтому 𝑞 >max(𝑒, 𝑑).
Из полученных соотношений в силу теоремы 2.3 следует соотноше-
ние 𝑓 ∈<𝐹𝜎 >.

С л е д с т в и е 2.2.14. Для любой функции 𝑓 из S1 существует
число 𝜎∈Q+, такое, что [{𝑓}]⊆ <𝐹𝜎∪{𝑓}>.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈S
1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑). Рассмот-

рим два случая.
Пусть 𝑒= 0, 𝑑= 𝑛. Легко видеть, что все функции из множества [{𝑓}]

принимают значение 1 на наборах из множества L(0, 𝑎), 0<𝑎6 𝑑, и равны
нулю на остальных наборах или тождественно равны нулю. Если 𝑔 ∈ [{𝑓}],
𝑔 ̸≡0, то есть 𝑁𝑔=L(0, 𝑎), 0<𝑎6𝑑, то очевидно, что

𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑎) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥1⏟  ⏞  
𝑛−𝑎+1

, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑎).

Если же 𝑔≡ 0, то 𝑔 ∈𝐹𝜎 для любого 𝜎 ∈Q, 𝜎 > 0. Действительно, пусть ℎ —
произвольная функция из 𝐹𝜎. Тогда очевидно, что формула ℎ(𝑥, . . ., 𝑥) реа-
лизует функцию 𝑔.

Пусть теперь 𝑒, 𝑑∈N. Положим 𝜎=
(𝑛+ 2)𝑒− 1

(𝑛+ 2)𝑑
, 𝑟=𝑛+2, 𝑞=1. Тогда по

следствию 2.2.13 получаем, что [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎∪{𝑓}>.

У т в е р ж д е н и е 2.2.15. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ NS1
, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑),

𝑒, 𝑑 ∈ N, 𝑒+ 𝑑= 𝑛, 𝛼, 𝛽 ∈ R+,
𝑒− 1

𝑑
6 𝛼 < 𝛽 6 𝑒

𝑑
. Тогда существует такое

число 𝛾∈Q, 𝛼<𝛾<𝛽, что [{𝑓}]⊆<𝐹𝛾∪{𝑓}>.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈NS
1, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒, 𝑑∈N,

𝑒 + 𝑑 = 𝑛, 𝛼, 𝛽 ∈ R+,
𝑒− 1

𝑑
6 𝛼 < 𝛽 6 𝑒

𝑑
. Выберем число 𝑟 ∈ N так,

что 𝑟 > max
(︁
2𝑒𝑑,

2

(𝛽 −𝛼)𝑑

)︁
и 𝑟 — простое. Поскольку 𝑟 >

2

(𝛽 −𝛼)𝑑
,
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то 𝛽−𝛼>
2

𝑟𝑑
. Поэтому существует число 𝑐∈N, такое, что 𝛼<

𝑐

𝑟𝑑
<𝛽. Поло-

жим 𝑞=𝑟𝑒−𝑐, заметим, что (𝑞, 𝑟)=1. Тогда имеют место соотношения

𝑞 = 𝑟𝑒− 𝑐 > 𝑟𝑒− 𝛽𝑟𝑑> 𝑟𝑒−
𝑒

𝑑
𝑟𝑑= 0;

𝑞 = 𝑟𝑒− 𝑐 < 𝑟𝑒− 𝛼𝑟𝑑6 𝑟𝑒−
𝑒− 1

𝑑
𝑟𝑑= 𝑟.

(30)

Таким образом, 0<𝑞 < 𝑟.
Покажем, что для всех 𝑖=1, . . ., 𝑒 выполняются неравенства 𝑞𝑑 ̸=𝑖(𝑒𝑟−𝑞).

Предположим, что для некоторого 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑒, имеет место равенство
𝑞𝑑= 𝑖(𝑒𝑟−𝑞). Тогда 𝑞(𝑑+𝑖)= 𝑖𝑒𝑟. Поскольку 𝑟 — простое, то, по крайней ме-

ре, одно из чисел
𝑑+ 𝑖

𝑟
и

𝑞

𝑟
натуральное. Поэтому выполняется, по крайней

мере, одно из неравенств 𝑑+ 𝑖> 𝑟, 𝑞 > 𝑟. Так как имеют место неравенства
𝑞 < 𝑟 и 𝑑+ 𝑖6 𝑑+𝑒6 2𝑒𝑑<𝑟, то получаем противоречие. Следовательно, для
всех 𝑖=1, . . ., 𝑒 выполняются неравенства 𝑞𝑑 ̸= 𝑖(𝑒𝑟−𝑞).

Положим 𝛾 =
𝑟𝑒− 𝑞

𝑟𝑑
. Очевидно, что 𝛼< 𝛾 < 𝛽. Тогда возможны два слу-

чая: 𝑟− 𝑞 >max(𝑒, 𝑑) и 𝑟− 𝑞6max(𝑒, 𝑑) и в этом случае поскольку 𝑟 > 2𝑒𝑑,
то 𝑞> 𝑟−max(𝑒, 𝑑)>2𝑒𝑑−𝑒𝑑= 𝑒𝑑. Таким образом, выполняются все условия
следствия 2.2.13, поэтому выполняется соотношение [{𝑓}]⊆<𝐹𝛾∪{𝑓}>.

У т в е р ж д е н и е 2.2.16. Пусть 𝜎 ∈Q, 𝜎 > 0. Тогда существует
лишь конечное число попарно неконгруэнтных функций 𝑓 ∈ S1, таких,
что [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪{𝑓}>.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть заданы 𝜎 ∈Q, 𝜎 > 0, 𝑎, 𝑏 ∈N, такие, что
𝜎=

𝑎

𝑏
и (𝑎, 𝑏) = 1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — такая функция из S1, что выполне-

но [{𝑓}]⊆<𝐹𝜎 ∪ {𝑓}>, 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑), 𝑒+ 𝑑= 𝑛, 𝑒, 𝑑 ∈N. Положим 𝑟=
𝑏

(𝑏, 𝑑)
,

𝑞=
𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑏, 𝑑)
. По теореме 2.3 выполняется по крайней мере одно из следующих

неравенств:
𝑞 > max (𝑒, 𝑑);

𝑟− 𝑞 > max (𝑒− 1, 𝑑);
𝑒 < min(𝑟− 𝑞 + 1, 𝑞);
𝑑 < min(𝑝, 𝑞).

(31)

То есть выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑏, 𝑑)
> max (𝑒, 𝑑);

𝑏− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑)

(𝑏, 𝑑)
> max (𝑒− 1, 𝑑);

𝑒 < min
(︁
𝑏− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑)

(𝑏, 𝑑)
+ 1,

𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑏, 𝑑)

)︁
;

𝑑 < min
(︁
𝑏− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑)

(𝑏, 𝑑)
,
𝑏𝑒− 𝑎𝑑

(𝑏, 𝑑)

)︁
.

Поэтому справедливо хотя бы одно из неравенств:

𝑏𝑒− 𝑎𝑑 > max (𝑒, 𝑑);
𝑏− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑) > max (𝑒− 1, 𝑑);

𝑒 < min(𝑏− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑) + 1, 𝑏𝑒− 𝑎𝑑);
𝑑 < min(𝑏− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑), 𝑏𝑒− 𝑎𝑑).

(32)

В силу следствия 2.2.12 выполняются соотношения
𝑒− 1

𝑑
<

𝑎

𝑏
<

𝑒

𝑑
.

Поэтому выполняются неравенства

𝑎𝑑 > 𝑏(𝑒− 1); 𝑏𝑒 > 𝑎𝑑. (33)
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Покажем, что существует лишь конечное число пар (𝑒, 𝑑), 𝑒, 𝑑 ∈ Z+, одно-
временно удовлетворяющих неравенствам (33) и, по крайней мере, одному
из неравенств (32).

Рассмотрим четыре случая. Пусть 𝑏𝑒− 𝑎𝑑 >max (𝑒, 𝑑). Тогда посколь-
ку справедливо неравенство 𝑎𝑑 > 𝑏(𝑒 − 1), то 𝑏𝑒 − 𝑎𝑑 < 𝑏. Следователь-
но, max(𝑒, 𝑑) < 𝑏. Пусть далее выполняется неравенство 𝑏 − (𝑏𝑒 − 𝑎𝑑) >
> max (𝑒− 1, 𝑑). Так как имеет место соотношение 𝑏𝑒 − 𝑎𝑑 > 0,
то max(𝑒 − 1, 𝑑) < 𝑏. Пусть теперь 𝑒 < min(𝑏 − (𝑏𝑒 − 𝑎𝑑) + 1, 𝑏𝑒 − 𝑎𝑑).
Тогда 𝑏 − (𝑏𝑒 − 𝑎𝑑) > 𝑒. Так как имеет место соотношение 𝑏𝑒 − 𝑎𝑑 > 0,

то 𝑒 < 𝑏+ 1. Кроме того, 𝑑 <
𝑏𝑒

𝑎
<

𝑏(𝑏+ 1)

𝑎
. Пусть, наконец, выполняется не-

равенство 𝑑 <min(𝑏− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑), 𝑏𝑒− 𝑎𝑑). Поскольку 𝑏𝑒− 𝑎𝑑 > 0, то имеют
место соотношения 𝑑 < 𝑏− (𝑏𝑒− 𝑎𝑑)< 𝑏. Кроме того, так как 𝑎𝑑 > 𝑏(𝑒− 1),

то 𝑒<
𝑎𝑑

𝑏
+1<𝑎+1.

Таким образом, выполняется, по крайней мере, одно из соотношений

max(𝑒, 𝑑)< 𝑏;

max(𝑒− 1, 𝑑)< 𝑏;

𝑒 < 𝑏+ 1, 𝑑 <
𝑏(𝑏+ 1)

𝑎
;

𝑑 < 𝑏, 𝑒 < 𝑎+ 1.

Следовательно, выполнено 𝑒 <max(𝑎+ 1, 𝑏+ 1) и 𝑑 <max
(︁
𝑏,

𝑏(𝑏+ 1)

𝑎

)︁
. Пос-

кольку 𝑒, 𝑑 ∈ Z+, то число пар (𝑒, 𝑑), для которых выполняются соотноше-
ния (31), конечно. Поэтому получаем, что существует лишь конечное число
функций 𝑓 из S1, для которых выполняется соотношение [{𝑓}]⊆<𝐹∪{𝑓}>.

У т в е р ж д е н и е 2.2.17. Пусть 𝐹 ⊆ S1, 𝐹 = {𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1
), . . .

. . ., 𝑓𝑝(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑝
)}, 𝑁𝑓𝑖

=L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑖= 1, . . ., 𝑝. Тогда существует конеч-

ный набор рациональных чисел 𝜎1, . . ., 𝜎𝑡, таких, что [𝐹 ]⊆<
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪𝐹 >.

При этом 𝑡< 2𝑟, где 𝑟=
𝑝∑︀

𝑗=1

(𝑒𝑗+1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ⊆ S1, 𝐹 = {𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1
), . . ., 𝑓𝑝(𝑥1, . . .

. . ., 𝑥𝑛𝑝
)}, 𝑁𝑓𝑖

=L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑖=1, . . ., 𝑝. Рассмотрим всевозможные функции 𝑔
из 𝑅, такие, что

𝑁𝑔 =
∏︁

16𝑖6𝑝
𝑞𝑖,0+...+𝑞𝑖,𝑒𝑖

>0

∏︁
06𝑗6𝑒𝑖

𝑞𝑖,𝑗=1

L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖),

где 𝑞𝑖,𝑗 ∈ {0, 1}, 𝑖= 1, . . ., 𝑝, 𝑗 = 0, . . ., 𝑒𝑖 и существуют числа 𝑖, 𝑗, 16 𝑖6 𝑝,
0 6 𝑗 6 𝑒𝑖, такие, что 𝑞𝑖,𝑗 = 1. Обозначим множество всех таких функций
через 𝐺. Очевидно, что 𝐺 содержит не более чем 2𝑟 попарно неконгру-

энтных функций, где 𝑟 =
𝑝∑︀

𝑗=1

(𝑒𝑗 + 1). В силу следствия 2.2.3 получаем,

что для каждой функции 𝑔 из 𝐺 существует такая функция ℎ ∈ S1, что 𝑔
реализуется простой формулой над {ℎ}. Поскольку множество 𝐺 содержит
конечное число попарно неконгруэнтных функций, то существует конеч-
ное число функций ℎ1, . . ., ℎ𝑡, таких, что 𝐺 ⊆< {ℎ1, . . ., ℎ𝑡} >. Обозначим
через 𝜎1, . . ., 𝜎𝑡 типы функций ℎ1, . . ., ℎ𝑡 соответственно. Покажем, что чис-
ла 𝜎1, . . ., 𝜎𝑡 удовлетворяют условию теоремы. Без ограничения общности
будем считать, что 𝜎1 > 0.
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Покажем сначала, что любая функция, которая реализуется бесповтор-
ной формулой Ï над 𝐹 , может быть реализована простой формулой над

множеством функций
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪𝐹 .

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — некоторая функция из [𝐹 ], которая реализуется
бесповторной формулой Ï над 𝐹 . Рассмотрим два случая.

Пусть 𝑓 ≡ 0. Пусть ℎ — произвольная функция из 𝐹𝜎1
. Тогда легко

видеть, что формула ℎ(𝑥, . . ., 𝑥) реализует функцию 𝑔.
Пусть теперь 𝑓 ̸≡ 0. Тогда по утверждению 2.2.10 существуют бес-

повторная формула Ï1 над 𝐹 и числа 𝑠𝑖,𝑗, 𝑖 = 1, . . ., 𝑝, 𝑗 = 0, . . ., 𝑒𝑖,
𝑠1,0+. . .+𝑠𝑝,0>0, такие, что Ï∼=Ï1,𝑋Ï=𝑋Ï1

и справедливо равенство

𝑁Ï1
=

∏︁
16𝑖6𝑝

𝑠𝑖,0+...+𝑠𝑖,𝑒𝑖
̸=0

∏︁
06𝑗6𝑒𝑖

𝑠𝑖,𝑗 ̸=0

⎛⎜⎝L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖)× . . .×L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖)⏟  ⏞  
𝑠𝑖,𝑗

⎞⎟⎠.

Пусть 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — функция, реализуемая формулой Ï1. Очевидно,

что 𝑓 ∼= 𝑓1. Покажем, что существует простая формула над
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪ 𝐹 , реа-

лизующая функцию 𝑓1.
Положим 𝑟=max

𝑖,𝑗
𝑠𝑖,𝑗,

𝑟𝑖,𝑗 =

{︂
𝑟, если 𝑠𝑖,𝑗 ̸= 0,
0 в остальных случаях.

Рассмотрим функцию 𝑓2 ∈𝑅, такую, что

𝑁𝑓2
=

∏︁
06𝑖6𝑝

𝑟𝑖,1+...+𝑟𝑖,𝑒𝑖
̸=0

∏︁
06𝑗6𝑒𝑖

𝑟𝑖,𝑗 ̸=0

⎛⎜⎝L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖)× . . .×L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖)⏟  ⏞  
𝑟𝑖,𝑗

⎞⎟⎠.

Очевидно, что функция 𝑓1 может быть получена из функции 𝑓2 отождеств-
лением переменных, т. е. 𝑓1∈<{𝑓2}>. Покажем, что функция 𝑓2 содержится

в <
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪𝐹 >.

Положим

𝑞𝑖,𝑗 =

{︂
1, если 𝑟𝑖,𝑗 ̸= 0,
0 в остальных случаях.

Рассмотрим функцию 𝑓3 ∈𝑅, такую, что

𝑁𝑓3
=

∏︁
06𝑖6𝑝

𝑞𝑖,1+...+𝑞𝑖,𝑒𝑖
̸=0

∏︁
06𝑗6𝑒𝑖

𝑞𝑖,𝑗 ̸=0

⎛⎜⎝L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖)× . . .×L(𝑒𝑖 − 𝑗, 𝑑𝑖)⏟  ⏞  
𝑞𝑖,𝑗

⎞⎟⎠,

где 𝑞𝑖,𝑗 ∈ {0, 1}. Очевидно, что 𝑓3 ∈𝐺. Как было показано выше, существует

число 𝜎𝑖, 16 𝑖6 𝑡, такое, что 𝑓3∈<𝐹𝜎𝑖
>⊆<

𝑡⋃︀
𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪𝐹 >.



О ЗАМКНУТЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 169

Рассмотрим функцию 𝑓4∈𝑅, такую, что

𝑁𝑓4
=𝑁𝑓3

× . . .×𝑁𝑓3⏟  ⏞  
𝑟

.

Легко видеть, что 𝑓4 ∼= 𝑓2. Покажем, что 𝑓4 ∈<
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪ 𝐹 >. Так как выпол-

нено 𝑁𝑓4
=𝑁𝑓3

× . . .×𝑁𝑓3⏟  ⏞  
𝑟

и 𝑓3∈<𝐹𝜎𝑖
>, 16 𝑖6 𝑡, то в силу утверждения 2.2.8

функция 𝑓4 содержится в <𝐹𝜎𝑖
>⊆<

𝑡⋃︀
𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪𝐹 >.

Следовательно, функции 𝑓2, 𝑓1, 𝑓 также содержатся в <
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪ 𝐹 >.

Таким образом, любая функция, которая реализуется бесповторной форму-
лой над 𝐹 , может быть реализована простой формулой над множеством

функций
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪ 𝐹 . Поскольку любая формула над 𝐹 может быть получе-

на из некоторой бесповторной формулы отождествлением переменных, то
любая функция из [𝐹 ] может быть реализована простой формулой над мно-

жеством функций
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪𝐹 .

Из утверждений 2.2.16 и 2.2.17 следует теорема.
Т е о р е м а 2.4. Пусть 𝐻⊆S1, 𝐺=[𝐻]. Класс 𝐺 имеет конечный ба-

зис тогда и только тогда, когда существуют числа 𝑡∈N и 𝜎1, . . ., 𝜎𝑡∈Q,

такие, что 𝐺⊆<
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
>.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐻 ⊆ S1, 𝐺= [𝐻],
класс 𝐺 имеет конечный базис. Без ограничения общности можем считать,
что множество 𝐻 состоит из попарно неконгруэнтных функций. В силу тео-
ремы 2.1 множество 𝐻 содержит конечное число функций. Пусть это функ-
ции 𝑓1, . . ., 𝑓𝑠. Пусть 𝜏1, . . ., 𝜏𝑠 — типы функций 𝑓1, . . ., 𝑓𝑠 соответственно.

Очевидно, что 𝐻 ⊆
𝑠⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜏𝑖
. В силу утверждения 2.2.17 существуют такие

числа 𝑡0 ∈ N, 𝛿1, . . ., 𝛿𝑡0 ∈ Q, что 𝐺 ⊆<
𝑡0⋃︀
𝑖=1

𝐹𝛿𝑖
∪𝐻 >. Легко видеть, что су-

ществует число 𝑡6 𝑠+ 𝑡0, такое, что {𝜎1, . . ., 𝜎𝑡}= {𝜏1, . . ., 𝜏𝑠} ∪ {𝛿1, . . ., 𝛿𝑡0}.

Тогда очевидно, что 𝐺⊆<
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
>.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝐻 ⊆ S1, 𝐺 = [𝐻]. Пусть существуют та-

кие числа 𝑡 ∈ N и 𝜎1, . . ., 𝜎𝑡 ∈ Q, что 𝐺 ⊆<
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
>. В силу утверж-

дения 2.2.16 для любого 𝜎𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑡, существует конечное число
неконгруэнтных функций 𝑓1, . . ., 𝑓𝑠𝑗

, таких, что [{𝑓𝑖}] ⊆< 𝐹𝜎𝑗
∪ {𝑓𝑖} >,

𝑖=1, . . ., 𝑠𝑗. Поэтому существует конечное число функций 𝑓1, . . ., 𝑓𝑝, таких,

что [{𝑓𝑗}]⊆<
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪{𝑓𝑗}>, 𝑗=1, . . ., 𝑝. Очевидно, что выполняется соотно-

шение ∪[{𝑓}]⊆ [𝐻], где объединение берется по всем функциям множест-

ва 𝐻. Поскольку 𝐺= [𝐻]⊆<
𝑡⋃︀

𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
>⊆<

𝑡⋃︀
𝑖=1

𝐹𝜎𝑖
∪

𝑝⋃︀
𝑗=1

{𝑓𝑗}>, то множество 𝐻

содержит конечное число неконгруэнтных функций. Таким образом, в силу
теоремы 2.1 класс 𝐺 имеет конечный базис.
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§ 3. Классы, порожденные функциями из множества MS3

В этом параграфе изучаются свойства функций из множества MS всех
монотонных симметрических функций из 𝑃3, принимающих значения толь-
ко из множества {0, 1} и равных нулю на наборе, состоящем из всех еди-
ниц, и на всех наборах, содержащих хотя бы один нуль. Устанавливаются
критерии базируемости и конечной порожденности классов, порожденных
функциями множества MS. Описываются свойства функций множества MS
при помощи сопоставления каждой функции точки на плоскости с целочис-
ленными координатами.

На множестве FMS определен порядок ⪯MS. В этом параграфе будем
обозначать отношение ⪯MS через ⪯. Понятия цепи, максимальной цепи,
ограниченной цепи и верхней грани цепи соответствуют отношению ⪯.

3.1. Критерии базируемости и конечной порожденности. В этом
пункте вводится отношение порядка ⪯MS на множестве MS и в терминах
этого порядка доказывается критерий базируемости и конечной порожден-
ности классов, порожденных множеством 𝐺, 𝐺⊆𝑀 (см. также [46,49]).

У т в е р ж д е н и е 3.1.1. Пусть 𝑓, 𝑔 ∈MS, 𝑒𝑓 > 0. Если 𝑓 ≺ 𝑔,
то 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS,
𝑒𝑓
𝑑𝑓

—

тип функции 𝑓 , 𝑒𝑓 + 𝑑𝑓 = 𝑛,
𝑒𝑔
𝑑𝑔

— тип функции 𝑔, 𝑒𝑔 + 𝑑𝑔 = 𝑚, и

𝑓 ≺ 𝑔. По утверждению 1.2.6 выполняются неравенства: 𝑒𝑓 6 𝑒𝑔 и
𝑒𝑓
𝑑𝑓

6 𝑒𝑔
𝑑𝑔
.

Покажем, что 𝑒𝑓 < 𝑒𝑔. Предположим, что 𝑒𝑓 = 𝑒𝑔. Тогда
𝑒𝑓
𝑑𝑓

<
𝑒𝑔
𝑑𝑔
.

Действительно, если
𝑒𝑓
𝑑𝑓

=
𝑒𝑔
𝑑𝑔
, то 𝑑𝑓 = 𝑑𝑔 и, следовательно, 𝑓 ∼= 𝑔,

что противоречит тому, что 𝑓 ≺ 𝑔. Поскольку 𝑒𝑓 = 𝑒𝑔, то 𝑑𝑓 > 𝑑𝑔.
Тогда 𝑛= 𝑒𝑓 + 𝑑𝑓 > 𝑒𝑔 + 𝑑𝑔 =𝑚. Пусть Ï(𝑥1, . . .𝑥𝑛) — некоторая формула,
реализующая функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) над {𝑔}. Поскольку 𝑛 >𝑚, формула Ï
не является простой. Тогда по утверждению 1.2.6 выполняется неравенст-
во 𝑒𝑔>𝑒𝑓 . Получили противоречие. Следовательно, 𝑒𝑔>𝑒𝑓 .

С л е д с т в и е 3.1.2. Пусть 𝐹 ⊆MS, 𝑓 ∈ 𝐹 , 𝑓 не содержится ни
в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 . Тогда для лю-
бого 𝑡∈N существует функция 𝑔∈𝐹 , такая, что 𝑓≺𝑔 и 𝑒𝑔> 𝑡.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐹 ⊆MS, 𝑓 ∈𝐹 , 𝑓 не содержится ни в ка-
кой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 . Пусть 𝑡∈N. Поскольку
функция 𝑓 не содержится ни в какой ограниченной максимальной цепи мно-
жества 𝐹 , то существуют функции 𝑓1, . . ., 𝑓𝑡 ∈𝐹 , такие, что 𝑓 ≺ 𝑓1≺ . . .≺ 𝑓𝑡.
В силу утверждения 3.1.1 выполняются неравенства 𝑒𝑓 <𝑒𝑓1

<. . .< 𝑒𝑓𝑡
. Пос-

кольку 𝑒𝑓 , 𝑒𝑓1
, . . ., 𝑒𝑓𝑡

∈ Z+, то 𝑒𝑓𝑡
> 𝑡. Положим 𝑔 = 𝑓𝑡. Тогда функция 𝑔 яв-

ляется искомой.
У т в е р ж д е н и е 3.1.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS,

𝑛>𝑚>1. Пусть 𝑒𝑓 <𝑒𝑔. Тогда 𝑓 ≺ 𝑔.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS,
𝑒𝑓
𝑑𝑓

—

тип функции 𝑓 , 𝑒𝑓 +𝑑𝑓 =𝑛,
𝑒𝑔
𝑑𝑔

— тип функции 𝑔, 𝑒𝑔 +𝑑𝑔 =𝑚, выполняются

соотношения 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 и 𝑛>𝑚> 1. Из неравенств 𝑚> 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 > 0 следует,
что 𝑚> 1.

Построим формулу над {𝑔}, реализующую функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).
Пусть 𝑋1, . . ., 𝑋𝑝 — все подмножества множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, каждое из

которых содержит 𝑚− 1 элемент, 𝑝 =
𝑛!

(𝑚− 1)!(𝑛−𝑚+ 1)!
. Рассмотрим мно-
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жества 𝑋𝑖 = {𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚−1
}, 𝑖=1, . . ., 𝑝, 𝑗1 <𝑗2 < . . . < 𝑗𝑚−1. Сопоставим мно-

жеству𝑋𝑖 упорядоченный набор ̃︀𝑥𝑖=(𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚−1
), 𝑖=1, . . ., 𝑝. Если ̃︀𝛼∈𝐸3

𝑛,̃︀𝑥𝑠=(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚−1
), то обозначим через ̃︀𝛼𝑠 набор (𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚−1

).
Обозначим через ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) такую функцию из MS, что 𝑒ℎ = 𝑒𝑔 − 1,

𝑑ℎ=𝑑𝑔+1. Построим формулу над {𝑔}, реализующую функцию ℎ1. Для этого
построим последовательность формул Ð0, . . .,Ð𝑝, таких, что Ð𝑖(̃︀𝛼)=1 на всех
наборах ̃︀𝛼 ∈𝐷𝑛

3 , удовлетворяющих соотношению |̃︀𝛼| 6 𝑒𝑔 − 1, 𝑖 = 0, . . ., 𝑝.
Положим

Ð0(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚−1) = 𝑔(𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚−1).

Легко видеть, что для любого набора ̃︀𝛾 ∈ 𝐸3
𝑚−2 выполняется следующее

равенство:

Ð0(̃︀𝛾, 𝛾𝑚−1) =

{︃
1, если ̃︀𝛾 ∈ {1, 2}𝑚−2, |̃︀𝛾|6 𝑒𝑔 и 𝛾𝑚−1 = 2;

или ̃︀𝛾 ∈ {1, 2}𝑚−2, |̃︀𝛾|6 𝑒𝑔 − 2 и 𝛾𝑚−1 = 1;
0 в остальных случаях.

Очевидно, что Ð0(̃︀𝛼)=1 на всех наборах ̃︀𝛼∈𝐷𝑛
3 , таких, что |̃︀𝛼|6𝑒𝑔−1.

Обозначим через Ð𝑖 формулу вида 𝑔(Ð𝑖−1, ̃︀𝑥𝑖), 𝑖 = 1, . . ., 𝑝. Очевидно,
что если Ð𝑖−1(̃︀𝛼) = 1 и 𝑔(1, ̃︀𝛼𝑖) = 1, то Ð𝑖(̃︀𝛼) = 1. Покажем по индукции,
что при 𝑖=1, . . ., 𝑝 формулы Ð𝑖 также принимают значение 1 на всех набо-
рах ̃︀𝛼 ∈ 𝐷𝑛

3 , таких, что |̃︀𝛼| 6 𝑒𝑔 − 1. Из следствия 1.2.2 следует, что ес-
ли Ð𝑖(̃︀𝛼)=1, то Ð𝑖−1(̃︀𝛼)=1 и 𝑔(1, ̃︀𝛼𝑖)=1. Легко видеть, что

𝑔(1, ̃︀𝛼𝑖) =

{︂
1, если ̃︀𝛼𝑖 ∈𝐷𝑚−1 и |̃︀𝛼𝑖|6 𝑒𝑔 − 1;
0, в остальных случаях.

По предположению значение формулы Ð𝑖−1 равно 1 на всех наборах,
содержащих не более чем 𝑒𝑔−1 единицу, а следовательно, для любого набо-
ра ̃︀𝛼∈𝐷𝑛

3 , такого, что |̃︀𝛼|6 𝑒𝑔−1, выполняется равенство Ð𝑖−1(̃︀𝛼)=1. Кроме
того, 𝑔(1, ̃︀𝛼𝑖)=1. Тогда Ð𝑖(̃︀𝛼)=1. Следовательно, значение формулы Ð𝑝 рав-
но 1 на всех наборах ̃︀𝛼∈𝐷𝑛

3 , таких, что |̃︀𝛼|6𝑒𝑔−1.
Покажем, что на наборах, содержащих 𝑒𝑔 и больше единиц, формула Ð𝑝

принимает значение 0. Пусть ̃︀𝛽 ∈𝐷𝑛
3 , |

̃︀𝛽|> 𝑒𝑔. Без ограничения общности
будем считать, что 𝛽1 = 𝛽2 = . . . = 𝛽𝑒𝑔

= 1. Так как 𝑒𝑔 6𝑚 − 1, то найдет-
ся набор ̃︀𝑥𝑗, 1 6 𝑗 6 𝑝, содержащий все переменные 𝑥1, . . ., 𝑥𝑒𝑔

. Посколь-

ку 𝑔(1, ̃︀𝛽𝑗) = 0, то и Ð𝑗(̃︀𝛽) = 0, а следовательно, по утверждению 1.2.1 вы-

полняется равенство Ð𝑝(̃︀𝛽)=0. Таким образом, формула Ð𝑝 реализует функ-
цию ℎ1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), такую, что ℎ(̃︀𝛼) = 1 для любого набора ̃︀𝛼 ∈𝐷𝑛

3 , для ко-
торого выполняется неравенство |̃︀𝛼|6 𝑒𝑔 − 1, а на всех остальных наборах
равна нулю.

Если 𝑒𝑔 − 𝑒𝑓 = 1, то ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), и утверждение дока-
зано. Если 𝑒𝑔 − 𝑒𝑓 = 𝑙 > 1, то для каждого 𝑖 = 2, . . ., 𝑙 рассмотрим функ-

цию ℎ𝑖(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), тип которой равен
𝑒𝑔 − 𝑖

𝑛− 𝑒𝑔 + 𝑖
. Аналогичным образом пост-

роим формулы Ï2, . . . , Ï𝑙 над {𝑔}, реализующие функции ℎ2, . . . , ℎ𝑙

соответственно. Очевидно, что 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = ℎ𝑙(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Следователь-
но, 𝑓 ∈ [{𝑔}].

У т в е р ж д е н и е 3.1.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS,

𝑛<𝑚,
𝑒

𝑑
— тип функции 𝑓, 𝑒+𝑑=𝑛, 𝑒>0,

𝑒𝑔

𝑑𝑔
— тип функции 𝑔, 𝑒𝑔+𝑑𝑔=𝑚.

Тогда если
𝑒𝑔

𝑒
>

]︂
𝑑𝑔

𝑑

[︂
, то 𝑓 ≺ 𝑔.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈MS,
𝑒

𝑑
— тип

функции 𝑓 , 𝑒+𝑑=𝑛,
𝑒𝑔
𝑑𝑔

— тип функции 𝑔, 𝑒𝑔+𝑑𝑔 =𝑚. Пусть выполняются

соотношения
𝑒𝑔
𝑒
>
]︁
𝑑𝑔
𝑑

[︁
и 𝑛<𝑚. Введем следующие обозначения:

𝑘=
]︁
𝑑𝑔
𝑑

[︁
, 𝑏= 𝑒𝑔 − 𝑘𝑒, 𝑟=

]︁
𝑏

𝑒

[︁
− 1, 𝑠= 𝑏− 𝑟𝑒, 𝑡= 𝑘𝑑− 𝑑𝑔.

Легко видеть, что 𝑘 > 0, 𝑏 > 0, 0 6 𝑡 < 𝑛 − 𝑒, 0 < 𝑠 6 𝑒, 𝑟 > 0.

Пусть 𝑝=
𝑛!

(𝑒+ 1)!(𝑑− 1)!
, A1, . . . , A𝑝 — все такие различные разбиения мно-

жества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛} на 2 непересекающихся подмножества, что A𝑖={𝑌𝑖, 𝑈𝑖},
а множества 𝑌𝑖 и 𝑈𝑖 содержат 𝑒 + 1 и 𝑑 − 1 переменную соответствен-
но, 𝑖= 1, . . ., 𝑝. Обозначим через ̃︀𝑥𝑖 некоторый (упорядоченный) набор пе-
ременных (𝑥(𝑖)𝑗1

, . . ., 𝑥(𝑖)𝑗𝑛
), такой, что {𝑥(𝑖)𝑗1

, . . ., 𝑥(𝑖)𝑗𝑒+1
}= 𝑌𝑖, {𝑥

(𝑖)
𝑗𝑒+2

, . . ., 𝑥(𝑖)𝑗𝑛
}= 𝑈𝑖,

где 𝑖=1, . . ., 𝑝.
Построим функцию ℎ над {𝑔} следующего вида:

ℎ(𝑥0, . . ., 𝑥𝑛) =

= 𝑔(𝑥0, 𝑥
𝑘+𝑟+1
1 , . . ., 𝑥𝑘+𝑟+1

𝑠−1 , 𝑥𝑘+𝑟
𝑠 , . . ., 𝑥𝑘+𝑟

𝑒 , 𝑥𝑘
𝑒+1, . . ., 𝑥

𝑘
𝑛−𝑡, 𝑥

𝑘−1
𝑛−𝑡+1, . . ., 𝑥

𝑘−1
𝑛 ).

Отметим некоторые свойства функции ℎ. Если 𝑘 = 1, то ℎ существенно
зависит от 𝑛− 𝑡 переменных. Функция ℎ монотонна, ℎ(1𝑒+2, 2𝑑−1) = 0, по-
скольку значение ℎ(1𝑒+2, 2𝑑−1) совпадает со значением функции 𝑔 на наборе,
содержащем

(𝑘+ 𝑟+ 1)(𝑠− 1) + (𝑘+ 𝑟)(𝑒− 𝑠+ 1) + 1+ 𝑘 > 𝑒𝑔

единиц. Для любого набора ̃︀𝛼 ∈ 𝐷𝑛+1, |̃︀𝛼| 6 𝑒, справедливо равенст-
во ℎ(1, ̃︀𝛼)= 1, так как значение функции ℎ на наборе (1, ̃︀𝛼) равно значению
функции 𝑔 на соответствующем наборе, содержащем не более чем

(𝑘+ 𝑟+ 1)(𝑠− 1) + (𝑘+ 𝑟)(𝑒− 𝑠+ 1) + 1= (𝑘+ 𝑟)𝑒+ 𝑠= 𝑘𝑒+ 𝑏= 𝑒𝑔

единиц.

Будем последовательно строить формулу, реализующую функцию 𝑓
над {ℎ}. Построим последовательность формул Ï0, . . . , Ï𝑝 над {ℎ}. Поло-
жим Ï0=ℎ(𝑥𝑠, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Для всех 𝑞=1, . . ., 𝑝 обозначим через Ï𝑞 формулу
вида ℎ(Ï𝑞−1, ̃︀𝑥𝑞). Очевидно, что если Ï𝑞−1(̃︀𝛼)= 1 и ℎ(1, ̃︀𝛼𝑞)= 1, то Ï𝑞(̃︀𝛼)= 1.
Из свойств функции ℎ получаем, что на любом наборе ̃︀𝛼 ∈𝐷𝑛

3 , |̃︀𝛼|6 𝑒, зна-
чение формулы Ï0 равно 1.

Покажем по индукции, что формула Ï𝑝 принимает значение 1 на всех
наборах ̃︀𝛼 ∈𝐷𝑛

3 , |̃︀𝛼| 6 𝑒. Из следствия 1.2.2 следует, что если Ï𝑞(̃︀𝛼) = 1,
то Ï𝑞−1(̃︀𝛼) = 1 и ℎ(1, ̃︀𝛼𝑞) = 1. По предположению индукции формула Ï𝑞−1

принимает значение 1 на всех наборах ̃︀𝛼 ∈ 𝐷𝑛
3 , |̃︀𝛼| 6 𝑒, а следователь-

но, Ï𝑞−1(̃︀𝛼)= 1. Также выше показано, что ℎ(1, 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) принимает значе-
ние 1 на всех наборах ̃︀𝛼∈𝐷𝑛

3 , |̃︀𝛼|6 𝑒, откуда ℎ(1, ̃︀𝛼𝑞)=1. Поэтому на любом
наборе ̃︀𝛼 ∈𝐷𝑛

3 , |̃︀𝛼|6 𝑒 формула Ï𝑞 принимает значение 1. Следовательно,
формула Ï𝑝 принимает значение 1 на любом наборе ̃︀𝛼∈𝐷𝑛

3 , |̃︀𝛼|6𝑒.
Покажем, что на всех наборах, содержащих более чем 𝑒 единиц, форму-

ла Ï𝑝 принимает нулевое значение. Пусть ̃︀𝛽 ∈𝐷𝑛
3 , |

̃︀𝛽|> 𝑒. Без ограничения
общности будем считать, что 𝛽1 = . . .= 𝛽𝑒+1 = 1. Существует разбиение A𝑗,
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такое, что {𝑥1, . . ., 𝑥𝑒+1}=𝑌𝑗. Тогда по свойствам функции ℎ выполняется ра-

венство ℎ(1, 𝛽1, . . ., 𝛽𝑛)=0, следовательно, Ï𝑗(̃︀𝛽)=0, а поэтому и Ï𝑝(̃︀𝛽)=0.
Получаем, что формула Ï𝑝 реализует функцию, принимающую значение 1
на всех наборах из ̃︀𝛼∈𝐷𝑛

3 , |̃︀𝛼|6𝑒, и принимающую нулевое значение на всех
остальных наборах. То есть формула Ï𝑝 реализует функцию 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

У т в е р ж д е н и е 3.1.5. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ MS, A ⊆ 𝑅,
A ∩MS ̸= ∅, Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — некоторая формула над A, реализующая
функцию 𝑓 , Ï1 — произвольная подформула формулы Ï, имеющая
вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), 𝑔 ∈A∩MS, B1, . . .,B𝑚 — формулы над A. Ï1 не явля-
ется простой формулой. Тогда 𝑓 ≺ 𝑔.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈MS, Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — неко-
торая формула над A ⊆ 𝑅, реализующая функцию 𝑓 , Ï1 — произвольная
подформула формулы Ï, имеющая вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), 𝑔∈MS, B1, . . .,B𝑚 —

формулы над A, Ï1 не является простой формулой,
𝑒𝑓
𝑑𝑓

— тип функ-

ции 𝑓, 𝑒𝑓+𝑑𝑓 =𝑛,
𝑒𝑔
𝑑𝑔

— тип функции 𝑔, 𝑒𝑔+𝑑𝑔=𝑚. Рассмотрим два случая.

Пусть 𝑒𝑓 =0. Поскольку формула Ï1 не является простой, то существует
нетривиальная подформула B𝑖, 16 𝑖6𝑚. Поскольку на всех наборах из 𝐸𝑛

формула B𝑖 принимает значения из множества {0, 1}, то существует на-
бор ̃︀𝛼∈𝑁𝑔, содержащий хотя бы одну единицу. Следовательно, 𝑒𝑔 >0. Тогда
по утверждению 1.2.10 выполняется соотношение 𝑓 ≺𝑔.

Пусть теперь 𝑒𝑓 > 0. По утверждению 1.2.6 выполняются неравенст-

ва: 𝑒𝑓 < 𝑒𝑔 и
]︁
𝑑𝑔
𝑑

[︁
<

𝑒𝑔
𝑒
. Если 𝑛>𝑚, то из неравенства 𝑒𝑓 < 𝑒𝑔 и утверж-

дения 3.1.3 следует, что 𝑓 ≺ 𝑔. Если 𝑛 6𝑚, то из неравенства
]︁
𝑑𝑔
𝑑

[︁
<

𝑒𝑔
𝑒

и утверждения 3.1.4 следует 𝑓 ≺ 𝑔.
С л е д с т в и е 3.1.6. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈MS, A⊆𝑅, A ∩MS ̸=∅,

Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — некоторая формула над A, реализующая функ-
цию 𝑓 , Ï имеет вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), 𝑔 ∈ A ∩MS, B1, . . .,B𝑚 — формулы
над A. Тогда 𝑓 ⪯ 𝑔.

У т в е р ж д е н и е 3.1.7. Пусть 𝐺 — произвольное мно-
жество, состоящее из попарно неконгруэнтных функций множест-
ва MS. Пусть 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐺, 𝑔 является верхней гранью неко-
торой максимальной цепи множества 𝐺. Тогда любая формула
над 𝐺, реализующая функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), имеет вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛),
где {𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑛}= {𝑥1, . . .𝑥𝑛}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐺 — произвольное множество, состоя-
щее из попарно неконгруэнтных функций множества MS, 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈𝐺,
пусть 𝑔 является верхней гранью некоторой максимальной цепи множест-
ва 𝐺, Ï — формула над 𝐺, реализующая функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛). Пусть фор-
мула Ï имеет вид 𝑓(B1, . . .,B𝑚), где 𝑓 ∈𝐺, а B1, . . .,B𝑚 — формулы над
𝐺. Если формула Ï не является простой, то по утверждению 3.1.5 𝑔 ≺ 𝑓 ,
что противоречит тому, что 𝑔 — верхняя грань некоторой максимальной це-
пи множества 𝐺. Следовательно, формула Ï простая. Тогда 𝑔⪯ 𝑓 . Посколь-
ку 𝑔 является верхней гранью некоторой максимальной цепи множества 𝐺,
то 𝑓 ∼= 𝑔. Так как все функции множества 𝐺 попарно неконгруэнтны, то 𝑓
совпадает с 𝑔.

У т в е р ж д е н и е 3.1.8. Пусть 𝐺 — произвольное множество, со-
стоящее из попарно неконгруэнтных функций множестваMS,B— мно-
жество всех верхних граней максимальных цепей множества 𝐺, 𝐹 =[𝐺],
пусть 𝐹 имеет базис и A — базис класса 𝐹 . Тогда выполняется соот-
ношение B∼=A.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐺 — произвольное множество, состоя-
щее из попарно неконгруэнтных функций множества MS, 𝐹 = [𝐺], класс 𝐹
имеет базис A. Покажем, что для любой функции 𝑔 ∈ 𝐹 выполняется усло-
вие: 𝑔 ∈A тогда и только тогда, когда 𝑔 является верхней гранью некоторой
максимальной цепи множества 𝐺. Для каждой функции 𝑓 ∈ A обозначим
через Î𝑓 некоторую формулу над 𝐺, реализующую функцию 𝑓 . Пусть Ï —
произвольная формула над A. Заменим в формуле Ï каждую из функций
базиса A на соответствующую ей подформулу над 𝐺. Полученную формулу
над 𝐺 обозначим через 𝜋(Ï).

Пусть 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ 𝐹 , 𝑔 — верхняя грань некоторой максимальной
цепи множества 𝐺. Пусть Ï — формула, реализующая функцию 𝑔 над A.
Тогда формула 𝜋(Ï) реализует функцию 𝑔 над 𝐺. По утверждению 3.1.7
формула 𝜋(Ï) имеет вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), {𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚}= {𝑥1, . . ., 𝑥𝑚}. Следо-
вательно, формула Ï имеет вид 𝑔(𝑥𝑗1 , . . ., 𝑥𝑗𝑚), поэтому 𝑔∈A.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐹 , 𝑓 не является верхней гранью никакой макси-
мальной цепи множества 𝐺. Предположим, что 𝑓 ∈ A. Рассмотрим форму-
лу Î𝑓 над 𝐺, реализующую функцию 𝑓 . Покажем, что для любой функции 𝑔
из É(Î𝑓) выполняется соотношение 𝑔∈ [A∖{𝑓}]. Пусть 𝑔∈É(Î𝑓). Если функ-
ция 𝑔 является верхней гранью некоторой максимальной цепи множества 𝐺,
то 𝑔∈A и 𝑔∈A∖{𝑓}⊆

[︀
A∖{𝑓}

]︀
. Если функция 𝑔 не является верхней гранью

некоторой максимальной цепи в 𝐺, то существует функция 𝑔′ ∈𝐺, такая,
что 𝑔≺ 𝑔′.

Предположим, что 𝑔′ /∈ [A∖{𝑓}]. Тогда любая формула над A, реализую-
щая функцию 𝑔′, содержит подформулу вида 𝑓(C1, . . .,C𝑛). Пусть Ð

′ — неко-
торая формула над A, реализующая функцию 𝑔′. Легко видеть, что в форму-
ле 𝜋(Ð′) есть подформула вида 𝑔(D1, . . .,D𝑚). Тогда по утверждению 1.2.6
получаем, что 𝑒𝑔 > 𝑒𝑔′ . Рассмотрим два случая.

Пусть 𝑒𝑔 > 0. Тогда в силу утверждения 3.1.1 выполняется нера-
венство 𝑒𝑔 < 𝑒𝑔′ , что противоречит неравенству 𝑒𝑔 > 𝑒𝑔′ . Следователь-
но, 𝑔′ ∈ [A∖{𝑓}], а значит 𝑔∈ [A∖{𝑓}].

Пусть теперь 𝑒𝑔 =0. Поскольку 𝑒𝑔′ 6 𝑒𝑔, то 𝑒𝑔′ =0. Если найдется функ-
ция ℎ∈É(Î𝑓), такая, что 𝑒ℎ > 0, то в силу утверждения 1.2.10 выполняется
соотношение 𝑔′ ≺ ℎ. Выше показано, что для каждой функции ℎ ∈ É(Î𝑓)
из неравенства 𝑒ℎ > 0 следует, что ℎ∈ [A∖{𝑓}]. А значит, выполняется соот-
ношение 𝑔′ ∈ [A∖{𝑓}]. Если же для любой функции ℎ ∈É(Î𝑓) выполняется
равенство 𝑒ℎ = 0, то либо 𝑓 ≡ 0, либо 𝑁𝑓 = {(2, . . ., 2)}. Очевидно, что ес-
ли 𝑓 ≡0, то 𝑔′∈ [A∖{𝑓}]. Если же 𝑁𝑓 ={(2, . . ., 2)}, то возможны два случая.
Пусть существует функция ℎ1∈𝐺, такая, что 𝑒ℎ1

>0. Тогда в силу утвержде-
ния 1.2.6 выполняется соотношение ℎ1∈ [A∖{𝑓}]. Кроме того, в силу утверж-
дения 1.2.10 выполняется соотношение 𝑔′ ∈ [{ℎ1}]. А значит, 𝑔′ ∈ [A∖{𝑓}].
Пусть теперь для любой функции ℎ2∈𝐺 выполняется равенство 𝑒ℎ2

=0. Лег-
ко видеть, что всякая формула Ï над 𝐺, которая не является простой, реа-
лизует функцию, тождественно равную нулю. Тогда очевидно, что 𝑓 ∈ [{𝑔}].
Поскольку 𝑔 ≺ 𝑔′, то 𝑔′ ∈ [A∖{𝑓}]. Следовательно, в случае 𝑒𝑔 = 0 показано,
что 𝑔′ ∈ [A∖{𝑓}] и 𝑔 ∈ [A∖{𝑓}].

Таким образом, для каждой функции 𝑔 из É(Î𝑓) выполняется соотно-

шение 𝑔∈
[︀
A∖{𝑓}

]︀
. Тогда выполняется включение 𝑓 ∈

[︀
A∖{𝑓}

]︀
, что противо-

речит определению базиса. Следовательно, базис A содержит все функции
из 𝐹 , которые являются верхними гранями некоторых максимальных цепей
множества 𝐺 или конгруэнтны им, и только их.

Т е о р е м а 3.1. Пусть 𝐺— произвольное множество, состоящее из
попарно неконгруэнтных функций из MS, 𝐹 = [𝐺]. Тогда выполняются
следующие утверждения.
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(1) 𝐹 имеет базис тогда и только тогда, когда каждая функция из 𝐺
содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи мно-
жества 𝐺.

(2) 𝐹 имеет конечный базис тогда и только тогда, когда для неко-
торого 𝑘∈Z+ множество 𝐺 является 𝑘-ограниченным и множест-
во K(𝐺) конечно.

(3) 𝐹 имеет счетный базис тогда и только тогда, когда каждая функ-
ция из 𝐺 содержится в некоторой ограниченной максимальной це-
пи множества 𝐺 и либо ни для какого 𝑘 ∈ Z+ множество 𝐺 не яв-
ляется 𝑘-ограниченным, либо для некоторого 𝑘∈Z+ множество 𝐺
является 𝑘-ограниченным и множество K(𝐺) счетно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть класс 𝐹 имеет
базис A. Из утверждения 3.1.8 следует, что выполняется соотношение A⊆𝐺.
Предположим, что существует некоторая функция ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝) ∈𝐺, кото-
рая не содержится ни в какой ограниченной максимальной цепи множе-
ства 𝐺. Рассмотрим некоторую формулу Ïℎ над A, реализующую функ-
цию ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝), пусть формула Ïℎ имеет вид 𝑓(B1, . . .,B𝑠), где 𝑓 ∈ A,
а B1, . . .,B𝑠 — формулы над A. По следствию 3.1.6 выполняется соотноше-
ние ℎ ⪯ 𝑓 . По утверждению 3.1.8 базис A состоит только из тех функ-
ций, которые являются верхними гранями некоторых максимальных цепей
множества 𝐺. Следовательно, функция 𝑓 также является верхней гранью
максимальной цепи множества 𝐺. Тогда функция ℎ содержится в какой-то
ограниченной максимальной цепи множества 𝐺. Получили противоречие.
Следовательно, каждая функция ℎ из 𝐺 принадлежит некоторой ограничен-
ной максимальной цепи множества 𝐺.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть A ⊆ 𝐺, A — множество всех функций,
которые являются верхними гранями максимальных цепей множества 𝐺.
Очевидно, что все функции множества A попарно несравнимы. Поскольку
по условию каждая функция из 𝐺 лежит в некоторой максимальной цепи,
то [A] = 𝐹 . Покажем, что для любой функции 𝑔 ∈ A выполняется соотно-
шение 𝑔 /∈ [A∖{𝑔}]. Предположим, что найдется функция 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝), для
которой выполняется соотношение 𝑔 ∈ [A∖{𝑔}]. Пусть формула Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝)
над A∖{𝑔} реализует функцию 𝑔. Формула Ï имеет вид 𝑓(B1, . . .,B𝑛),
где 𝑓 ∈A, а B1, . . .,B𝑛 — формулы над A. Покажем, что выполняется нера-
венство 𝑔≺ 𝑓 . Действительно, если формула Ï не является простой, то это
неравенство следует из утверждения 3.1.5. Если же Ï является простой
формулой, то это неравенство следует из соотношений 𝑔 ∈ [{𝑓}] и 𝑔 ̸∼= 𝑓 .
Полученное соотношение противоречит тому, что 𝑔 — верхняя грань неко-
торой конечной максимальной цепи в 𝐺. Следовательно, 𝑔 /∈ [A∖{𝑔}]. Таким
образом, A — базис класса 𝐹 .

(2) Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐺 — множество, состоящее из по-
парно неконгруэнтных функций из MS, 𝐹 = [𝐺], 𝐹 имеет конечный базис.
Пусть A — некоторый базис класса 𝐹 . Из утверждения 3.1.8 следует,
что A⊆𝐺. Поскольку множество A конечно, существует число 𝑘 ∈ Z+ та-
кое, что множество A является 𝑘-ограниченным. Рассмотрим произволь-
ную функцию 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐺. Пусть она реализуется формулой Ï над A,
формула Ï имеет вид ℎ(B1, . . .,B𝑚), ℎ∈A, B1, . . .,B𝑚 — некоторые форму-
лы над A. По утверждению 1.2.6 выполняется неравенство 𝑒𝑔 6 𝑒ℎ, причем
если формула Ï не является простой, то 𝑒𝑔 < 𝑒ℎ. Если формула Ï простая,
то либо ℎ ∼= 𝑔, что противоречит условию, либо 𝑔 ≺ ℎ. Тогда по утверж-
дению 3.1.1 выполняется неравенство 𝑒𝑔 < 𝑒ℎ. Следовательно, для любой
функции множества 𝑔 ∈𝐺∖A выполняется неравенство 𝑒𝑔 < 𝑒ℎ 6 𝑘. Отсю-
да следует, что множество 𝐺 является 𝑘-ограниченным и что выполняется
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включение K(𝐺)⊆ A. А значит, так как множество A конечно, то и мно-
жество K(𝐺) конечно.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть множество 𝐺 𝑘-ограниченно и множест-
во K(𝐺) конечно. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ K(𝐺). Тогда для любой функ-
ции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐺 имеет место неравенство 𝑒𝑔 6𝑒𝑓 . Из утверждения 3.1.3
следует, что для любой функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚), такой, что 𝑒𝑔 <𝑒𝑓 , 𝑚>𝑛, вы-
полняется соотношение 𝑔∈ [{𝑓}]. Обозначим через B множество всех функ-
ций ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝)∈𝐺, таких, что 𝑒ℎ < 𝑒𝑓 , 𝑝< 𝑛. Очевидно, что множество B
конечно. Тогда для любой функции 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈𝐺, такой, что 𝑒𝑔 <𝑒𝑓 , вы-
полняется по крайней мере одно из соотношений: 𝑔 ∈ [{𝑓}], 𝑔 ∈B. Далее,
для любой функции 𝑔 ∈ 𝐺, такой, что 𝑒𝑔 = 𝑒𝑓 , по определению множест-
ва K(𝐺) выполняется включение 𝑔 ∈K(𝐺). Следовательно, 𝐺⊆ [B∪K(𝐺)].
Так какB,K(𝐺)⊆𝐺, то 𝐹 =[𝐺]=[B∪K(𝐺)]. Поскольку множествоB∪K(𝐺)
конечно, класс 𝐹 имеет конечный базис.

(3) Это утверждение следует из пунктов (1) и (2).
3.2. Изображение монотонных функций на плоскости. В этом

пункте рассматривается представление монотонных симметрических функ-
ций точками на плоскости из множества Z+×N. Каждой функции 𝑓 из MS
ставится в соответствие точка на плоскости с координатами (𝑒𝑓 , 𝑑𝑓) и ука-
зываются все точки плоскости, соответствующие функциям 𝑔 и ℎ из MS,
таким, что 𝑔⪯MS 𝑓 ⪯MS ℎ.

У т в е р ж д е н и е 3.2.1. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS,

𝑒𝑓 ̸=0, 𝑓 ̸∼= 𝑔, 𝑘=
𝑒𝑔

𝑒𝑓
, 𝑡=

𝑒𝑔

𝑒𝑓
·𝑑𝑓 −𝑑𝑔. Тогда соотношение 𝑓 ≺ 𝑔 выполняется

тогда и только тогда, когда имеют место неравенства

𝑒𝑓 < 𝑒𝑔,
𝑒𝑔
𝑒𝑓

>
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
(34)

и выполняется, по крайней мере, одно из следующих соотношений:

𝑛>𝑚; (35)

𝑘 >

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
; (36)

𝑘 > 𝑒𝑓 + 1; (37)

𝑘 > 𝑡. (38)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS, 𝑓 ≺ 𝑔. По утверждению 3.1.1 выполняется неравенст-
во 𝑒𝑓 <𝑒𝑔. Так как 𝑓 ∈ [{𝑔}] и 𝑒𝑓 ̸=0, то в силу утверждения 1.2.6 справедливо

неравенство
𝑒𝑔
𝑒𝑓

>
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
. Таким образом, неравенства (34) выполняются.

Покажем, что если неравенства (35) и (36) не выполняются, то выпол-
няется соотношение (37) или (38). Очевидно, что если неравенства (35)

и (36) не выполняются, то 𝑛<𝑚 и
𝑒𝑔
𝑒𝑓

=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
, т. е. 𝑘=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
. Тогда 𝑑𝑔 6 𝑘𝑑𝑓 ,

𝑑𝑔>(𝑘−1)𝑑𝑓 , 𝑡=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
·𝑑𝑓−𝑑𝑔. Поэтому выполняются неравенства:

𝑡 <

(︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

+ 1

)︂
𝑑𝑓 − 𝑑𝑔 = 𝑑𝑓 ;

𝑡> 𝑑𝑔
𝑑𝑓
· 𝑑𝑓 − 𝑑𝑔 = 0.

(39)
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Таким образом, 06 𝑡 < 𝑑𝑓 . Поскольку 𝑛= 𝑒𝑓 + 𝑑𝑓 , 𝑚= 𝑒𝑔 + 𝑑𝑔, 𝑑𝑔 = 𝑘𝑑𝑓 − 𝑡,
то выполняются равенства

𝑚= 𝑒𝑔 + 𝑑𝑔 = 𝑘𝑒𝑓 + 𝑘𝑑𝑓 − 𝑡= 𝑘𝑛− 𝑡. (40)

Пусть Ï — некоторая формула над {𝑔}, реализующая функцию 𝑓 .

Поскольку
𝑒𝑔
𝑒𝑓

=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
, то из утверждения 1.2.6 получаем, что формула Ï

простая.
Пусть формула Ï имеет вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚) и пусть среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚

символы переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встречаются 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 раз соответственно.
Очевидно, что выполняется равенство

𝑚= 𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑛. (41)

Без ограничения общности будем считать, что

𝑞1 > 𝑞2 > . . .> 𝑞𝑛 > 0. (42)

Очевидно, что для всех 𝑖, 𝑗, 16𝑗6 𝑖6𝑛, справедливо неравенство

𝑞𝑛−𝑖+1 + . . .+ 𝑞𝑛

𝑖
> 𝑞𝑛−𝑗+1 + . . .+ 𝑞𝑛

𝑗
. (43)

Установим некоторые соотношения между числами 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛, 𝑒𝑔, 𝑑𝑔.

Рассмотрим набор ̃︀𝛼=(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)=(1𝑒𝑓 , 2𝑑𝑓 ). Положим ̃︀𝛽=(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚).

Легко видеть, что ̃︀𝛽∈L(𝑞1+ . . .+𝑞𝑒𝑓
, 𝑞𝑒𝑓+1+ . . .+𝑞𝑛). Так как 𝑓(̃︀𝛼)= 𝑔(̃︀𝛽)=1,

тоL(𝑞1+. . .+𝑞𝑒𝑓
, 𝑞𝑒𝑓+1+. . .+𝑞𝑛)⊆𝑁𝑔. Поэтому выполняются неравенства

𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑒𝑓
6 𝑒𝑔, 𝑞𝑒𝑓+1 + . . .+ 𝑞𝑛 > 𝑑𝑔. (44)

Аналогично из равенства 𝑓(2𝑑𝑓 , 1𝑒𝑓 )=1, получаем неравенство

𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑑𝑓
> 𝑑𝑔. (45)

Рассмотрим набор ̃︀𝛾 = (𝛾1, . . ., 𝛾𝑛) = (2𝑑𝑓−1, 1𝑒𝑓+1). Положим ̃︀𝛿 =

= (𝛾𝑖1 , . . ., 𝛾𝑖𝑚). Легко видеть, что ̃︀𝛿 ∈ L(𝑞𝑑𝑓
+ . . . + 𝑞𝑛, 𝑞1 + . . . + 𝑞𝑑𝑓−1).

Так как 𝑓(̃︀𝛾) = 𝑔(̃︀𝛿) = 0, то L(𝑞𝑑𝑓
+ . . .+ 𝑞𝑛, 𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑑𝑓−1) ̸⊆𝑁𝑔. Поэтому

имеют место неравенства

𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑑𝑓−1 < 𝑑𝑔, 𝑞𝑑𝑓
+ . . .+ 𝑞𝑛 > 𝑒𝑔. (46)

Покажем, что имеют место равенства

𝑞1 = . . .= 𝑞𝑛−𝑡 = 𝑘. (47)

Покажем сначала, что для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑛 − 𝑡 выполняется нера-
венство 𝑞𝑖 6 𝑘. Предположим, что это не так. Пусть для некоторого 𝑖,
16 𝑖6 𝑛− 𝑡, выполняется неравенство 𝑞𝑖 > 𝑘. Тогда 𝑞1 > 𝑞𝑖 > 𝑘 (см. (42)).
Так как 𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑒𝑓

6 𝑒𝑔 (см. (44)) и 𝑘𝑒𝑓 = 𝑒𝑔, то имеет место неравенст-
во 𝑞1 + . . . + 𝑞𝑒𝑓

6 𝑘𝑒𝑓 , поэтому 𝑞𝑒𝑓
6 𝑘. Если 𝑞𝑒𝑓

= 𝑘, то так как 𝑞1 > 𝑘,
то 𝑞1+ . . .+ 𝑞𝑒𝑓

>𝑘𝑒𝑓 . Получили противоречие. Следовательно, 𝑞𝑒𝑓
<𝑘. Пос-

кольку 𝑞𝑒𝑓
∈Z+, то 𝑞𝑒𝑓

6𝑘−1. Поэтому в силу (42) выполняются соотношения

𝑞𝑒𝑓+1 + . . .+ 𝑞𝑛 6 𝑞𝑒𝑓
(𝑛− 𝑒𝑓) = 𝑞𝑒𝑓

𝑑𝑓 6 (𝑘− 1)𝑑𝑓 < 𝑘𝑑𝑓 − 𝑡= 𝑑𝑔,
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что противоречит неравенству 𝑞𝑒𝑓+1+ . . .+𝑞𝑛>𝑑𝑔 (см. (44)). Следовательно,
для всех 𝑖=1, . . ., 𝑛−𝑡 выполняется неравенство 𝑞𝑖6𝑘.

Покажем теперь, что для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑛− 𝑡 выполняется неравенст-
во 𝑞𝑖 >𝑘. Предположим, что это не так. Пусть для некоторого 𝑖, 16 𝑖6𝑛−𝑡,
выполняется неравенство 𝑞𝑖<𝑘. В силу соотношений (40), (41), (42) и нера-
венств 𝑞𝑗 6𝑘, 𝑗=1, . . ., 𝑛−𝑡, выполняются соотношения

𝑚= 𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑖−1 + 𝑞𝑖 + . . .+ 𝑞𝑛 6 𝑘(𝑖− 1)+

+ (𝑘− 1)(𝑛− 𝑖+ 1) = 𝑘𝑛− (𝑛− 𝑖+ 1)< 𝑘𝑛− 𝑡=𝑚.

Получили противоречие. Следовательно, для всех 𝑖=1, . . ., 𝑛−𝑡 выполняется
неравенство 𝑞𝑖>𝑘. А значит 𝑞1= . . .= 𝑞𝑛−𝑡=𝑘.

Из соотношений (40) и (47) следуют равенства

𝑞𝑛−𝑡+1 + . . .+ 𝑞𝑛 =𝑚− (𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑛−𝑡) =𝑚− 𝑘(𝑛− 𝑡) =

= 𝑘𝑒𝑓 + 𝑘𝑑𝑓 − 𝑡− 𝑘(𝑒𝑓 + 𝑑𝑓 − 𝑡) = 𝑡(𝑘− 1).
(48)

Покажем, что при 𝑡 > 𝑒𝑓 выполняется неравенство (37), а при 𝑡6 𝑒𝑓 —
неравенство (38). Пусть 𝑡>𝑒𝑓 . Тогда 𝑑𝑓 =𝑛−𝑒𝑓 >𝑛−𝑡. Из соотношений (43)
и (48) следуют соотношения

𝑞𝑑𝑓
+ . . .+ 𝑞𝑛 =

𝑞𝑑𝑓
+ . . .+ 𝑞𝑛

𝑛− 𝑑𝑓 + 1
· (𝑛− 𝑑𝑓 + 1)6 𝑞𝑛−𝑡+1 + . . .+ 𝑞𝑛

𝑡
· (𝑛− 𝑑𝑓 + 1) =

=
𝑡(𝑘− 1)

𝑡
(𝑒𝑓 + 1) = 𝑘𝑒𝑓 + 𝑘− 𝑒𝑓 − 1.

Из полученных соотношений и соотношений (46) следует, что выполняются
неравенства 𝑘𝑒𝑓 + 𝑘− 𝑒𝑓 −1> 𝑞𝑑𝑓

+ . . .+ 𝑞𝑛 >𝑒𝑔 = 𝑘𝑒𝑓 . Поэтому имеет место
неравенство 𝑘>𝑒𝑓+1, т. е. выполняется неравенство (37).

Пусть теперь 𝑡6𝑒𝑓 . Из соотношений (47) и (48) следуют равенства

𝑞𝑑𝑓
+ . . .+ 𝑞𝑛 = 𝑞𝑑𝑓

+ . . .+ 𝑞𝑛−𝑡 + 𝑞𝑛−𝑡+1 + . . .+ 𝑞𝑛 =

= 𝑘(𝑒𝑓 − 𝑡+ 1) + 𝑡(𝑘− 1) = 𝑘𝑒𝑓 + 𝑘− 𝑡.

Кроме того, в силу соотношений (46) выполняются соотношения

𝑘𝑒𝑓 + 𝑘− 𝑡= 𝑞𝑑𝑓
+ . . .+ 𝑞𝑛 > 𝑒𝑔 = 𝑘𝑒𝑓 .

Следовательно, 𝑘>𝑡, т. е. выполняется неравенство (38).
Таким образом, либо выполняется одно из неравенств (35) и (36), либо,

если оба эти неравенства не выполняются, то выполняется одно из нера-
венств (37) и (38).

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈MS. Пусть вы-
полняются соотношения (34) и (35). Тогда по утверждению 3.1.3 выполня-
ется соотношение 𝑓 ≺ 𝑔. Если неравенство (35) не выполняется, а нера-
венства (34) и (36) выполняются, то по утверждению 3.1.4 справедливо
соотношение 𝑓 ≺ 𝑔.

Покажем, что если выполняется неравенство (34), неравенства (35)
и (36) не выполняются и выполняется, по крайней мере, одно из нера-
венств: (37) или (38), то 𝑓 ≺ 𝑔.

Пусть выполняется неравенство (34), неравенства (35) и (36) не выпол-
няются и имеет место, по крайней мере, одно из соотношений: (37) или (38).
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Поскольку в силу (34) выполняется неравенство
𝑒𝑔
𝑒𝑓

>
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
и неравенст-

во (36) не выполняется, то
𝑒𝑔
𝑒𝑓

=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
. Поэтому 𝑘=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
, 𝑡=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
· 𝑑𝑓 − 𝑑𝑔.

А значит, 06 𝑡 < 𝑑𝑔 (см. соотношения (39)) Кроме того, поскольку 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 ,

то 𝑘=
𝑒𝑔
𝑒𝑓

> 1.

Покажем, что выполняется равенство

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑘
1 , . . ., 𝑥

𝑘
𝑛−𝑡, 𝑥

𝑘−1
𝑛−𝑡+1, . . .𝑥

𝑘−1
𝑛 ). (49)

Пусть ̃︀𝛼 = (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) — произвольный набор из {1, 2}𝑛. Поло-

жим ̃︀𝛽=(𝛼𝑘
1 , . . ., 𝛼

𝑘
𝑛−𝑡, 𝛼

𝑘−1
𝑛−𝑡+1, . . ., 𝛼

𝑘−1
𝑛 ). Покажем, что 𝑓(̃︀𝛼)=𝑔(̃︀𝛽).

Пусть 𝑓(̃︀𝛼) = 1. Тогда ̃︀𝛼 ∈𝑁𝑓 . Поэтому |̃︀𝛼|6 𝑒𝑓 . Легко видеть, что вы-
полняются соотношения

|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑘
1 , . . ., 𝛼

𝑘
𝑛−𝑡, 𝛼

𝑘−1
𝑛−𝑡+1, . . ., 𝛼

𝑘−1
𝑛 )|6 𝑘|(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛)|6 𝑘𝑒𝑓 = 𝑒𝑔.

Следовательно, ̃︀𝛽 ∈𝑁𝑔 и 𝑔(̃︀𝛽)=1.

Пусть теперь 𝑔(̃︀𝛽)=1. Положим 𝑎= |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛−𝑡)|, 𝑏= |(𝛼𝑛−𝑡+1, . . ., 𝛼𝑛)|.

Очевидно, что 06 𝑎6 𝑛− 𝑡, 06 𝑏6 𝑡. Так как ̃︀𝛽 ∈𝑁𝑔, то |̃︀𝛽|6 𝑒𝑔, поэтому
имеют место соотношения

|̃︀𝛽|= |(𝛼𝑘
1 , . . ., 𝛼

𝑘
𝑛−𝑡, 𝛼

𝑘−1
𝑛−𝑡+1, . . .𝛼𝑛

𝑘−1)|= 𝑘 · |(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛−𝑡)|+

+(𝑘− 1) · |(𝛼𝑛−𝑡+1, . . ., 𝛼𝑛)|= 𝑎𝑘+ 𝑏(𝑘− 1)6 𝑒𝑔.
(50)

Рассмотрим два случая. Пусть выполняется неравенство (37),
т. е. 𝑒𝑓 < 𝑘 − 1. Тогда из неравенства 𝑎𝑘 + 𝑏(𝑘 − 1) 6 𝑒𝑔 (см. (50)) и ра-
венства 𝑒𝑔 =𝑘𝑒𝑓 следуют соотношения

𝑎+ 𝑏=
(𝑘− 1)(𝑎+ 𝑏)

𝑘− 1
6 𝑎𝑘+ 𝑏(𝑘− 1)

𝑘− 1
6 𝑒𝑔

𝑘− 1
=

𝑘𝑒𝑓 − 𝑒𝑓 + 𝑒𝑓
𝑘− 1

= 𝑒𝑓 +
𝑒𝑓

𝑘− 1
.

Поскольку 𝑒𝑓 < 𝑘 − 1, то
𝑒𝑓

𝑘− 1
< 1. Так как 𝑎, 𝑏 ∈ Z+, то 𝑎+ 𝑏6 𝑒𝑓 . Поэто-

му 𝑓(̃︀𝛼) = 1.
Пусть теперь выполняется неравенство (38), т. е. 𝑡 < 𝑘. Тогда из (50)

и равенства 𝑒𝑔 =𝑘𝑒𝑓 следуют соотношения

𝑎+ 𝑏=
𝑘𝑎+ 𝑏(𝑘− 1) + 𝑏

𝑘
6 𝑒𝑔 + 𝑏

𝑘
6 𝑒𝑔 + 𝑡

𝑘
<

𝑒𝑔 + 𝑘

𝑘
= 𝑒𝑓 + 1.

Поскольку 𝑎+𝑏∈Z+, то 𝑎+𝑏6𝑒𝑓 . Поэтому |̃︀𝛼|=𝑎+𝑏6𝑒𝑓 . А значит, и в этом
случае 𝑓(̃︀𝛼) = 1. Следовательно, для всех наборов ̃︀𝛼 ∈ {1, 2}𝑛 выполняется
равенство

𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = 𝑔(𝛼𝑘
1 , . . ., 𝛼

𝑘
𝑛−𝑡, 𝛼

𝑘−1
𝑛−𝑡+1, . . .𝛼

𝑘−1
𝑛 ).

Поэтому выполняется равенство (49). Таким образом, 𝑓 ∈ [{𝑔}], т. е. 𝑓 ⪯ 𝑔.
Поскольку 𝑓 ̸∼= 𝑔, то 𝑓 ≺ 𝑔.

У т в е р ж д е н и е 3.2.2. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS,

𝑓 ̸∼= 𝑔, 𝑒𝑓 ̸=0, 𝑘=
𝑒𝑔

𝑒𝑓
, 𝑡=

𝑒𝑔

𝑒𝑓
· 𝑑𝑓 − 𝑑𝑔. Соотношение 𝑓 ≺ 𝑔 выполняется тог-

да и только тогда, когда выполняются неравенства (34) и, по крайней
мере, одно из неравенств: (36), (37), (38).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS, 𝑒𝑓 ̸= 0, 𝑘 =

𝑒𝑔
𝑒𝑓
, 𝑡 =

𝑒𝑔
𝑒𝑓
𝑑𝑓 − 𝑑𝑔. Пусть выполняется соот-

ношение 𝑓 ≺ 𝑔. Тогда по утверждению 3.2.1 выполняются неравенства (34)
и, по крайней мере, одно из соотношений (35), (36), (37), (38).

Покажем, что из соотношений (34) и (35) следует соотношение (36).
Предположим, что соотношения (34) и (35) выполняются, а неравенст-

во (36) не выполняется. Тогда имеют место соотношения

𝑒𝑓 < 𝑒𝑔;
𝑒𝑔

𝑒𝑓
=

]︂
𝑑𝑔

𝑑𝑓

[︂
; 𝑛>𝑚. (51)

Поскольку 𝑛= 𝑒𝑓 + 𝑑𝑓 и 𝑚= 𝑒𝑔 + 𝑑𝑔, то из соотношений (51) следует,

что 𝑒𝑓 + 𝑑𝑓 > 𝑒𝑔 + 𝑑𝑔. Поскольку 𝑒𝑔 = 𝑒𝑓

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
, то выполняются следующие

неравенства:

𝑒𝑓 < 𝑒𝑓

]︂
𝑑𝑔

𝑑𝑓

[︂
; 𝑒𝑓 + 𝑑𝑓 > 𝑒𝑓

]︂
𝑑𝑔

𝑑𝑓

[︂
+ 𝑑𝑔.

Поскольку 𝑒𝑓 , 𝑑𝑓 >0, то имеют место неравенства]︂
𝑑𝑔

𝑑𝑓

[︂
> 1;

𝑑𝑔

𝑑𝑓
+

𝑒𝑓

𝑑𝑓
·

(︂]︂
𝑑𝑔

𝑑𝑓

[︂
− 1

)︂
6 1.

Поэтому
𝑑𝑔
𝑑𝑓

> 1 и
𝑑𝑔
𝑑𝑓

6 𝑑𝑔
𝑑𝑓

+
𝑒𝑓
𝑑𝑓
·

(︂]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
− 1

)︂
6 1. Получили противоречие.

Таким образом, соотношения (51) выполняться не могут. Следовательно,
если выполняется соотношения (34) и (35), то выполняется соотноше-
ние (36).

Д о с т а т о ч н о с т ь следует из утверждения 3.2.1.
С л е д с т в и е 3.2.3. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS, 𝑓 ̸∼= 𝑔,

𝑒𝑓 , 𝑒𝑔 > 0. Тогда

(1) 𝑔≺ 𝑓 тогда и только тогда, когда 𝑒𝑔 <𝑒𝑓 ,
𝑒𝑓
𝑒𝑔

>
]︂
𝑑𝑓
𝑑𝑔

[︂
и выполняется,

по крайней мере, одно из следующих соотношений:

(𝑎)
𝑒𝑓

𝑒𝑔
>

]︂
𝑑𝑓

𝑑𝑔

[︂
;

(𝑏) 𝑒𝑓 >𝑒𝑔(𝑒𝑔 +1);

(𝑐)
𝑒𝑓

𝑒𝑔
𝑑𝑔− 𝑑𝑓 <

𝑒𝑓

𝑒𝑔
;

(2) 𝑓 ≺ 𝑔 тогда и только тогда, когда 𝑒𝑓 <𝑒𝑔,
𝑒𝑔
𝑒𝑓

>
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
и выполняется,

по крайней мере, одно из следующих соотношений:

(𝑎)
𝑒𝑔

𝑒𝑓
>

]︂
𝑑𝑔

𝑑𝑓

[︂
;

(𝑏) 𝑒𝑔 >𝑒𝑓(𝑒𝑓 +1);

(𝑐)
𝑒𝑔

𝑒𝑓
𝑑𝑓 − 𝑑𝑔 <

𝑒𝑔

𝑒𝑓
;

(3) 𝑓 и 𝑔 несравнимы относительно ⪯ в остальных случаях.

С л е д с т в и е 3.2.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈MS,
𝑒𝑓

𝑑𝑓
=

𝑒𝑔

𝑑𝑔
,

𝑒𝑓 ̸=0. Тогда 𝑓 ⪯𝑔 тогда и только тогда, когда существует такое 𝑘∈N,
что 𝑒𝑔 = 𝑘𝑒𝑓 , 𝑑𝑔 = 𝑘𝑑𝑓 .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛),
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈MS,

𝑒𝑓
𝑑𝑓
=

𝑒𝑔
𝑑𝑔
, 𝑓⪯𝑔. Если 𝑓∼=𝑔, то 𝑒𝑓 =𝑒𝑔, 𝑑𝑓 =𝑑𝑔, т. е. 𝑘=1.

Пусть теперь 𝑓 ≺ 𝑔. Тогда 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 ,
𝑒𝑔
𝑒𝑓

>
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
(см. (34)). По усло-

вию
𝑒𝑓
𝑑𝑓

=
𝑒𝑔
𝑑𝑔
. Кроме того,

𝑑𝑔
𝑑𝑓

6
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
. Поэтому

𝑒𝑔
𝑒𝑓

>
]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
> 𝑑𝑔

𝑑𝑓
=

𝑒𝑔
𝑒𝑓
. А зна-

чит,
𝑒𝑔
𝑒𝑓

=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
=

𝑑𝑔
𝑑𝑓
. Следовательно,

𝑒𝑔
𝑒𝑓
∈N. Очевидно, что значение 𝑘=

𝑒𝑔
𝑒𝑓

является искомым.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈MS,
𝑒𝑓
𝑑𝑓

=
𝑒𝑔
𝑑𝑔
.

Пусть существует 𝑘 ∈ N, такое, что 𝑒𝑔 = 𝑘𝑒𝑓 , 𝑑𝑔 = 𝑘𝑑𝑓 . Пусть 𝑘 = 1. Тогда

очевидно, что 𝑓 ∼= 𝑔. Пусть теперь 𝑘 > 1. Тогда 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 и
𝑒𝑔
𝑒𝑓

=

]︂
𝑑𝑔
𝑑𝑓

[︂
. Кроме

того,
𝑒𝑔
𝑒𝑓
𝑑𝑓 − 𝑑𝑔 = 0 <

𝑒𝑓
𝑒𝑔
. Поэтому в силу утверждения 3.2.2 выполняется

соотношение 𝑓 ≺ 𝑔.
Отметим, что любая функция 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) из MS характеризуется

двумя натуральными числами: числом 𝑛 переменных и числом 𝑒𝑓 единиц
в слое с наибольшим числом единиц, на котором эта функция принимает
значение 1. Поскольку MS⊆𝑅, то число переменных функции равно сум-
ме числа единиц и числа двоек в слое с наибольшим числом единиц, на
котором эта функция равна единице. Следовательно, монотонная функция
также характеризуется числом единиц и числом двоек в наборах из этого
слоя. Сопоставим каждой функции 𝑔 ∈MS точку на плоскости с целочис-
ленными координатами (𝑒𝑔, 𝑑𝑔). Легко видеть, что множеству всех функций
из MS соответствует множество 𝐼=Z+×N.

Введем следующие обозначения: P(𝑔) = {𝑓 ∈MS | 𝑓 ≺ 𝑔}, S(𝑔) =
= {𝑓 ∈MS | 𝑔 ≺ 𝑓}. Обозначим через 𝑃 (𝑔) множество точек из 𝐼, соответст-
вующих функциям из P(𝑔), а через 𝑆(𝑔) — множество точек из 𝐼, соот-
ветствующих функциям из S(𝑔).

Изобразим на плоскости области, содержащие множества 𝑃 (𝑔) и 𝑆(𝑓)
для произвольных 𝑓, 𝑔 ∈MS и не содержащие других точек с целочислен-
ными координатами. Будем использовать следующие соглашения. Жирной
сплошной линией обозначается граница, которая включается в рассматри-
ваемую область, жирным пунктиром — граница, которая не включается
в рассматриваемую область, внутренняя часть области заштриховывается,
выколотые точки обозначаются белым цветом; остальные линии вспомога-
тельные. Для удобства будем откладывать число единиц по вертикальной
оси, а число двоек — по горизонтальной оси.

Рассмотрим функцию 𝑔 ∈ MS. Функции 𝑔 соответствует точ-
ка 𝑇 =(𝑒𝑔, 𝑑𝑔). Опишем множество 𝑃 (𝑔).

Рассмотрим два случая. Пусть 𝑒𝑔 = 0. Легко видеть, что в этом случае
справедливо P(𝑔)={𝑓 ∈MS | 𝑒𝑓 = 0, 𝑑𝑓 < 𝑑𝑔}. Тогда 𝑃 (𝑔)={(0, 𝑑)∈𝐼 |𝑑<𝑑𝑔}
(см. рис. 1).

Рис. 1. Множество 𝑃 (𝑔) при 𝑒𝑔 = 0.
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Пусть теперь 𝑒𝑔 > 0. По утверждению 1.2.10 множество 𝑃 (𝑔) содержит
все точки с координатами (𝑒, 𝑑), для которых выполняются соотношения

𝑒= 0; 𝑑 > 0. (52)

Из следствия 3.2.3 следует, что точка (𝑒, 𝑑), 𝑒 > 0 принадлежит множест-
ву 𝑃 (𝑔) тогда и только тогда, когда выполняются неравенства

𝑒 < 𝑒𝑔;
𝑒𝑔

𝑒
>
]︂
𝑑𝑔

𝑑

[︂
(53)

и, по крайней мере, одно из неравенств:

𝑒𝑔

𝑒
>

]︂
𝑑𝑔

𝑑

[︂
; 𝑒𝑔 > 𝑒(𝑒+ 1);

𝑒𝑔

𝑒
𝑑− 𝑑𝑔 <

𝑒𝑔

𝑒
.

Следовательно, множество 𝑃 (𝑔) содержит все точки (𝑒, 𝑑), которые удовлет-
воряют соотношениям (52), и все точки, которые удовлетворяют соотноше-
ниям (53) и, по крайней мере, одному из неравенств:

𝑒𝑔

𝑒
>

]︂
𝑑𝑔

𝑑

[︂
; 𝑒 <

√︁
𝑒𝑔 + 1/4− 1/2; 𝑒 >

𝑒𝑔

𝑑𝑔
(𝑑− 1), (54)

и только их (см. рис. 2).

0 1

Рис. 2. Множество 𝑃 (𝑔) при 𝑒𝑔 > 0.

Таким образом, множество 𝑃 (𝑔) содержит точки с целочисленными
координатами, лежащие в следующих областях:

— во внутренней часть заштрихованной области;
— на луче 𝑒=0, 𝑑> 0;

— на границе области, располагающейся ниже прямой 𝑒=
√︁

𝑒𝑔 +
1

4
−

1

2
;

— на границе области, располагающейся выше прямой 𝑒=
𝑒𝑔
𝑑𝑔
(𝑑−1);

— на вертикальных границах области (𝑑=
𝑑𝑔
𝑖
,

𝑒𝑔
𝑖+ 1

6 𝑒 <
𝑒𝑔
𝑖
, 𝑖= 1, . . .

. . ., 𝑒𝑔−1 и 𝑑=
𝑑𝑔
𝑒𝑔
, 06 𝑒<

𝑒𝑔
𝑖
, 𝑖=1, . . ., 𝑒𝑔−1).
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Рассмотрим теперь функцию 𝑓 ∈MS. Функции 𝑓 соответствует точ-
ка 𝑇 =(𝑒𝑓 , 𝑑𝑓). Опишем множество 𝑆(𝑓).

Рассмотрим два случая. Пусть 𝑒𝑓 = 0. Из утверждения 1.2.10 сле-
дует, что

S(𝑓) = {𝑔 ∈MS | 𝑒𝑔 = 0, 𝑑𝑔 > 𝑑𝑓} ∪ {𝑔 ∈MS|𝑒𝑔 > 0} .

Поэтому (см. рис. 3)

𝑆(𝑓) = {(0, 𝑑) ∈ 𝐼 | 𝑑 > 𝑑𝑓} ∪ {(𝑒, 𝑑)∈ 𝐼 | 𝑒 > 0} .

T0

e

d

Рис. 3. Множество 𝑆(𝑓) при 𝑒𝑓 = 0.

Пусть теперь 𝑒𝑓 > 0. По следствию 3.2.3 точка (𝑒, 𝑑) ∈ 𝐼 принадлежит
множеству 𝑆(𝑓) тогда и только тогда, когда выполняются неравенства

𝑒 > 𝑒𝑓 ;
𝑒

𝑒𝑓
>
]︂

𝑑

𝑑𝑓

[︂
(55)

и, по крайней мере, одно из неравенств

𝑒

𝑒𝑓
>

]︂
𝑑

𝑑𝑓

[︂
; 𝑒 > 𝑒𝑓(𝑒𝑓 + 1);

𝑒

𝑒𝑓
𝑑𝑓 − 𝑑 <

𝑒

𝑒𝑓
.

Следовательно, множество 𝑆(𝑓) содержит все точки, которые удовлетворя-
ют неравенствам (55) и, по крайней мере, одному из неравенств:

𝑒

𝑒𝑓
>

]︂
𝑑

𝑑𝑓

[︂
; 𝑒 > 𝑒𝑓(𝑒𝑓 + 1); 𝑒(𝑑𝑓 − 1)< 𝑑𝑒𝑓 , (56)

и только их (см. рис. 4).
Таким образом, множество 𝑆(𝑓) состоит из точек с целочисленными

координатами, содержащихся в следующих областях:
— во внутренней части заштрихованной области;
— лежащие на границе, находящейся выше прямой 𝑒= 𝑒𝑓(𝑒𝑓 + 1) или

ниже прямой 𝑒(𝑑𝑓 −1)= 𝑑𝑒𝑓 ;
— на вертикальных отрезках границы (𝑖𝑒𝑓 <𝑒6(𝑖+1)𝑒𝑓 , 𝑑= 𝑖𝑑𝑓 , 𝑖>1).
3.3. Критерии базируемости и конечной порожденности в тер-

минах свойств множества точек на плоскости. В этом пункте
(см. также [52]) приводятся критерии базируемости и конечной порожденно-
сти замкнутых классов, порожденных монотонными симметрическими функ-
циями, в терминах свойств множеств точек из 𝐼 =Z+×N, соответствующих
порождающим системам этих классов.

Отметим два очевидных свойства множеств точек из 𝐼.
С в о й с т в о 3.3.1. Пусть 𝐷⊆𝐼, 𝛼∈R, 𝛼>0, 𝑡∈N. Тогда следующие

множества конечны:

{(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒6 𝑡, 𝑒> 𝛼𝑑} , {(𝑒, 𝑑) ∈𝐷 | 𝑒 < 𝑡, 𝑒> 𝛼𝑑} ,

{(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒6 𝑡, 𝑒 > 𝛼𝑑} , {(𝑒, 𝑑) ∈𝐷 | 𝑒 < 𝑡, 𝑒 < 𝛼𝑑} .
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Рис. 4. Множество 𝑆(𝑓) при 𝑒𝑓 > 0.

С в о й с т в о 3.3.2. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝛼 ∈R, 𝛼 > 0, 𝑡 ∈N и пусть мно-
жество {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒> 𝛼𝑑} (соответственно, {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒 > 𝛼𝑑}) счет-
но. Тогда множества {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒 > 𝑡, 𝑒> 𝛼𝑑} и {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒> 𝑡, 𝑒> 𝛼𝑑}
(соответственно, {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒 > 𝑡, 𝑒 > 𝛼𝑑} и {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒> 𝑡, 𝑒 > 𝛼𝑑})
счетны.

Т е о р е м а 3.2. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное линейное мно-
жество, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Тогда выполняются следующие утверждения.

(1) Класс 𝐺 имеет базис тогда и только тогда, когда для любой функ-
ции 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷), такая, что

– для некоторого 𝑘 ∈ N выполняются равенства 𝑒𝑔 = 𝑘𝑒𝑓 ,
𝑑𝑔 = 𝑘𝑑𝑓 ;

– множество 𝐹 (𝐷) не содержит функций ℎ из MS, таких,
что 𝑒ℎ = 𝑙𝑒𝑔, 𝑑ℎ = 𝑙𝑑𝑔, 𝑙 ∈N, 𝑙 > 1.

(2) Класс 𝐺 имеет конечный базис тогда и только тогда, когда мно-
жество 𝐷 содержит конечное число точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем утверждение (1).
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐷⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное линейное мно-

жество, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Пусть класс 𝐺 имеет базис.
Пусть 𝑓 — произвольная функция из 𝐹 (𝐷). Тогда по теореме 3.1 функ-

ция 𝑓 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи множест-
ва 𝐹 (𝐷). А значит, существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷), такая, что 𝑓 ⪯ 𝑔 и 𝑔
является верхней гранью некоторой ограниченной максимальной цепи мно-
жества 𝐹 (𝐷). Так как множество 𝐷 является линейным, то существует та-

кое число 𝛼∈R, 𝛼>0, что 𝑒𝑓 =𝛼𝑑𝑓 , 𝑒𝑔 =𝛼𝑑𝑔. А значит,
𝑒𝑓
𝑑𝑓

=
𝑒𝑔
𝑑𝑔
. Кроме того,

так как множество 𝐷 нетривиально, то 𝑒𝑓 > 0. Поэтому в силу след-
ствия 3.2.4 для некоторого 𝑘 ∈N выполняются равенства 𝑒𝑔 = 𝑘𝑒𝑓 , 𝑑𝑔 = 𝑘𝑑𝑓 .
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Предположим, что существует такая функция ℎ∈𝐹 (𝐷), что 𝑒ℎ= 𝑙𝑒𝑔, 𝑑ℎ= 𝑙𝑑𝑔,
𝑙∈N, 𝑙>1. Тогда в силу следствия 3.2.4 выполняется соотношение 𝑔⪯ℎ. По-
скольку 𝑙 >1, то 𝑔 ̸∼=ℎ. Поэтому 𝑔≺ℎ. Это противоречит тому, что 𝑔 — верх-
няя грань некоторой максимальной цепи. Следовательно, множество 𝐹 (𝐷)
не содержит функций ℎ изMS, таких, что 𝑒ℎ= 𝑙𝑒𝑔, 𝑑ℎ= 𝑙𝑑𝑔, 𝑙∈N, 𝑙>1.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝐷⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное линейное мно-
жество, 𝐺= [𝐹 (𝐷)].

Пусть 𝑓 — произвольная функция из 𝐹 (𝐷). Покажем, что 𝑓 содержится
в некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). По условию
теоремы существует функция 𝑔 ∈𝐹 (𝐷), такая, что для некоторого 𝑘 ∈N вы-
полняются равенства 𝑒𝑔=𝑘𝑒𝑓 , 𝑑𝑔=𝑘𝑑𝑓 и множество 𝐹 (𝐷) не содержит функ-
ций ℎ изMS, таких, что 𝑒ℎ= 𝑙𝑒𝑔, 𝑑ℎ= 𝑙𝑑𝑔, 𝑙∈N, 𝑙>1. Очевидно, что 𝑓 ∈ [{𝑔}].
Покажем, что функция 𝑔 является верхней гранью некоторой ограниченной
максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Предположим, что это не так. Тогда
существует функция ℎ ∈ 𝐹 (𝐷), такая, что 𝑔 ≺ ℎ. Поскольку 𝐷 — нетри-
виальное линейное множество, то 𝑒𝑔 > 0 и существует такое число 𝛼 ∈ R,
𝛼 > 0, что 𝑒𝑔 = 𝛼𝑑𝑔, 𝑒ℎ = 𝛼𝑑ℎ. А значит,

𝑒𝑔
𝑑𝑔

=
𝑒ℎ
𝑑ℎ
. Поэтому в силу следст-

вия 3.2.4 для некоторого 𝑙 ∈N выполняются соотношения 𝑒ℎ = 𝑙𝑒𝑔, 𝑑ℎ = 𝑙𝑑𝑔.
Поскольку ℎ ̸∼= 𝑔, то 𝑙 > 1. Получили противоречие с условием теоремы.
Следовательно, функция 𝑔 является верхней гранью ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Поэтому функция 𝑓 содержится в ограни-
ченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). В силу теоремы 3.1 класс 𝐹 (𝐷)
имеет базис.

Докажем теперь утверждение (2).
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐷⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное линейное мно-

жество, 𝐺= [𝐹 (𝐷)], и пусть класс 𝐺 имеет конечный базис. Тогда сущест-
вует конечное множество 𝐻 = {𝑓1, . . ., 𝑓𝑠}, 𝐻 ⊆ 𝐹 (𝐷), такое, что 𝐺= [𝐻].
Пусть 𝑒𝐻 =max 𝑒𝑓𝑖

, где максимум берется по всем функциям из множест-
ва 𝐻. В силу следствия 1.2.7 для любой функции 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) выполняется
неравенство 𝑒𝑓 6 𝑒𝐻 . Поскольку 𝐷 — нетривиальное линейное множество,
то существует 𝛼∈R, 𝛼>0, такое, что для любой функции 𝑓 ∈𝐹 (𝐷) выполня-

ется равенство
𝑒𝑓
𝑑𝑓

= 𝛼. Очевидно, что множество {(𝑒, 𝑑) ∈ 𝐼 | 𝑒6 𝑒𝐻 , 𝑒= 𝛼𝑑}

конечно. Так как𝐷⊆{(𝑒, 𝑑)∈ 𝐼 | 𝑒6 𝑒𝐻 , 𝑒= 𝛼𝑑}, то множество𝐷 конечно.
Д о с т а т о ч н о с т ь утверждения (2) очевидна.

У т в е р ж д е н и е 3.3.3. Пусть 𝑓 ∈MS,
𝑒𝑓
𝑑𝑓

<𝛼 для некоторого 𝛼∈R,
𝛼> 0, 𝐻 ⊆MS, множество 𝐻 счетно и для любой функции ℎ∈𝐻 выпол-

няется неравенство
𝑒ℎ
𝑑ℎ

> 𝛼. Тогда существует функция 𝑔 ∈𝐻, такая,

что 𝑓 ≺ 𝑔.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈MS,
𝑒𝑓
𝑑𝑓

<𝛼 для некоторо-

го 𝛼 ∈R, 𝛼> 0, 𝐻 ⊆MS, множество 𝐻 счетно и для любой функции ℎ ∈𝐻
выполняется неравенство

𝑒ℎ
𝑑ℎ

>𝛼.

Рассмотрим два случая. Пусть 𝑒𝑓 = 0. Тогда для любой функции ℎ ∈𝐻
выполняются неравенства 𝑒ℎ > 𝛼𝑑ℎ > 0. В силу утверждения 1.2.10 выпол-
няется соотношение 𝑓 ≺ℎ.

Пусть теперь 𝑒𝑓 >0. Положим 𝑠=

]︂
𝛼𝑒𝑓

𝛼− (𝑒𝑓/𝑑𝑓 )

[︂
+1. Очевидно, что 𝑠>𝑒𝑓 .

Кроме того, поскольку множество 𝐻 счетно, то в силу свойства 3.3.2 мно-
жество 𝐻𝑠 = {ℎ∈𝐻 |𝑒ℎ > 𝑠} счетно. Пусть ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ 𝐻𝑠. Покажем,

что 𝑓 ≺ ℎ. В самом деле, выполняются неравенства 𝑒ℎ > 𝑠>
𝛼𝑒𝑓

𝛼− (𝑒𝑓/𝑑𝑓 )
> 𝑒𝑓 ,



186 А.В. МИХАЙЛОВИЧ

𝑒ℎ >𝛼𝑑ℎ. Поэтому

𝑒ℎ
𝑒𝑓
−

]︂
𝑑ℎ
𝑑𝑓

[︂
>

𝑒ℎ
𝑒𝑓
−

𝑑ℎ
𝑑𝑓
−1> 𝑒ℎ

𝑒𝑓

(︁
1−

𝑒𝑓/𝑑𝑓
𝛼

)︁
−1>

𝛼𝑒𝑓
𝛼− (𝑒𝑓/𝑑𝑓 )

·
1

𝑒𝑓
·
𝛼− (𝑒𝑓/𝑑𝑓 )

𝑒𝑓𝛼
−1=0.

Следовательно,
𝑒ℎ
𝑒𝑓

>

]︂
𝑑ℎ
𝑑𝑓

[︂
и 𝑒ℎ > 𝑒𝑓 . В силу следствия 3.2.3 выполняется

соотношение 𝑓 ≺ ℎ. Поэтому для любой функции ℎ ∈𝐻𝑠 выполняется соот-
ношение 𝑓 ≺ ℎ.

У т в е р ж д е н и е 3.3.4. Пусть 𝐷⊆ 𝐼, множество 𝐷 нетривиально
и не имеет 𝑛-границы, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Тогда класс 𝐺 не имеет базиса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐷⊆ 𝐼, множество 𝐷 нетривиально и не
имеет 𝑛-границы, 𝐺= [𝐹 (𝐷)].

Покажем сначала, что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) существует функ-
ция ℎ∈𝐹 (𝐷), такая, что 𝑓 ≺ℎ. Рассмотрим два случая.

Пусть 𝑒𝑓 = 0. Поскольку множество 𝐷 нетривиально, то существует
функция 𝑓 ∈𝐹 (𝐷), такая, что 𝑒𝑓 >0. В силу утверждения 1.2.10 выполняется
соотношение 𝑓 ≺ ℎ.

Пусть теперь 𝑒𝑓 > 0. Определим множество 𝐹𝑓 следующим образом.
Положим 𝛼0 = 𝑒𝑓/𝑑𝑓 + 1, 𝐹𝑓 = {𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷) | 𝑒𝑔 >𝛼0𝑑𝑔}. Поскольку множе-
ство 𝐷 не имеет 𝑛-границы, то для любого 𝛼 > 0 множество 𝐹𝛼 =
= {𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷) |𝑒𝑔 >𝛼𝑑𝑔 } счетно. А значит, множество 𝐹𝑓 счетно. Тогда по
утверждению 3.3.3 существует функция ℎ∈𝐹𝑓 , такая, что 𝑓≺ℎ.

Покажем, что множество 𝐹 (𝐷) не содержит ограниченных цепей. Пред-
положим, что существует функция 𝑓 ∈𝐹 (𝐷), которая содержится в некото-
рой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Тогда существу-
ет функция 𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷), такая, что 𝑔 является верхней гранью этой цепи
и 𝑓 ⪯ 𝑔. Как показано выше, существует функция ℎ∈𝐹 (𝐷), такая, что 𝑔≺ℎ.
Это противоречит тому, что функция 𝑔 является верхней гранью некото-
рой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Поэтому множе-
ство 𝐹 (𝐷) не содержит функций, лежащих в ограниченных максимальных
цепях множества 𝐹 (𝐷). По теореме 3.1 получаем, что класс 𝐺 не име-
ет базиса.

Напомним некоторые обозначения. Множество точек, соответствующих
функциям ℎ из MS, таким, что 𝑓 ≺ ℎ, обозначается через 𝑆(𝑓). Множество
точек (𝑒, 𝑑) из 𝐷, таких, что 𝑒= 𝛾(𝐷) ·𝑑, обозначается через �𝑛(𝐷), т. е. это
множество точек из 𝐷, лежащих на точной 𝑛-границе множества 𝐷.

У т в е р ж д е н и е 3.3.5. Пусть 𝐷⊆ 𝐼, множество 𝐷 имеет 𝑛-гра-
ницу. Тогда любая функция 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷), такая, что 𝑒𝑓/𝑑𝑓 > 𝛾(𝐷), содер-
жится в некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, множество 𝐷 имеет 𝑛-границу.
Тогда по определению числа 𝛾(𝐷) для любого 𝛼 ∈ R+, 𝛼 > 𝛾(𝐷), пря-
мая, задаваемая уравнением 𝑒= 𝛼𝑑, является 𝑛-границей. Пусть 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷),

𝑒𝑓/𝑑𝑓 > 𝛾(𝐷). Положим 𝛽 =
𝛾(𝐷) + (𝑒𝑓/𝑑𝑓 )

2
. Поскольку 𝑒𝑓/𝑑𝑓 > 𝛾(𝐷),

то 𝛽>𝛾(𝐷). Поэтому прямая, задаваемая уравнением 𝑒=𝛽𝑑, является 𝑛-гра-
ницей множества 𝐷.

Пусть ℎ ∈ 𝐹 (𝐷). Если выполняется соотношение 𝑓 ≺ ℎ, то в силу ут-

верждения 1.2.6 выполняются неравенства
𝑒ℎ
𝑑ℎ

> 𝑒𝑓
𝑑𝑓

>𝛽. Поскольку прямая,

задаваемая уравнением 𝑒= 𝛽𝑑, является 𝑛-границей множества 𝐷, то мно-
жество функций из 𝐹 (𝐷), тип которых больше 𝛽, конечно. Следовательно,
множество 𝑆(𝑓)∩𝐷 конечно. А значит, функция 𝑓 содержится в некоторой
ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).
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У т в е р ж д е н и е 3.3.6. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное мно-
жество, имеющее точную 𝑛-границу, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Тогда

(1) класс 𝐺 имеет конечный базис тогда и только тогда, ког-
да 𝛾(𝐷) = 0;

(2) класс 𝐺 имеет счетный базис тогда и только тогда, когда
класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет счетный базис.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала утверждение (1).
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное множе-

ство, имеющее точную 𝑛-границу, 𝐺 = [𝐹 (𝐷)], класс 𝐺 имеет конеч-
ный базис. Тогда существует множество 𝐻 = {𝑓1, . . ., 𝑓𝑠}, 𝐻 ⊆ 𝐹 (𝐷),
такое, что 𝐺 = [𝐻]. Пусть 𝑒𝐻 = max 𝑒𝑓𝑖

, где максимум берется по всем
функциям множества 𝐻. Тогда в силу следствия 1.2.7 для любой функ-
ции 𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷) выполняется неравенство 𝑒𝑔 6 𝑒𝐻 . По свойству 3.3.1 для
любых 𝛼 ∈ Q, 𝛼 > 0, 𝑡 ∈ N множество {𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷) | 𝑒𝑔 6 𝑡, 𝑒𝑔 > 𝛼𝑑𝑔} конеч-
но. Поскольку для любой функции 𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷) выполняется неравенст-
во 𝑒𝑔 6 𝑒𝐻 , то для любого числа 𝛼 ∈ Q, 𝛼 > 0, выполняется соотноше-
ние {𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷) | 𝑒𝑔 > 𝛼𝑑𝑔}= {𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷) | 𝑒𝑔 6 𝑒𝐻 , 𝑒𝑔/𝑑𝑔 > 𝛼}. Поэтому для лю-
бого 𝛼 ∈ Q, 𝛼 > 0, множество {(𝑒, 𝑑)∈𝐷 | 𝑒> 𝛼𝑑} конечно. Следователь-
но, 𝛾(𝐷) = 0.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное мно-
жество, имеющее точную 𝑛-границу, 𝐺 = [𝐹 (𝐷)], 𝛾(𝐷) = 0. Поло-
жим 𝐻 = {𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) | 𝑒𝑓 > 0}. Поскольку прямая, задаваемая уравнени-
ем 𝑒= 0, является точной 𝑛-границей, то множество 𝐻 конечно. Посколь-
ку 𝐷 — нетривиальное множество, то 𝐻 — непустое множество. Из ут-
верждения 1.2.10 следует, что 𝐹 (𝐷)⊆ [𝐻]. Поэтому 𝐺=[𝐻]. Следовательно,
класс 𝐺 имеет конечный базис.

Докажем теперь утверждение (2).
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное множест-

во, имеющее точную 𝑛-границу. Тогда эта прямая задается уравнени-
ем 𝑒 = 𝛾(𝐷) · 𝑑, где 𝛾(𝐷) ∈ R, 𝛾(𝐷) > 0. Пусть 𝐺 = [𝐹 (𝐷)] и класс 𝐺
имеет счетный базис. Из пункта (1) следует, что 𝛾(𝐷) > 0. Покажем,
что класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет счетный базис. Предположим, что это не так.
Тогда класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] либо имеет конечный базис, либо не имеет базиса.
Покажем, что каждый из этих случаев невозможен.

Пусть класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет конечный базис. Так как �𝑛(𝐷) —
множество точек из 𝐷, лежащих на точной 𝑛-границе множества 𝐷,
то �𝑛(𝐷) — нетривиальное линейное множество. Тогда по теореме 3.2
множество �𝑛(𝐷) конечно. Кроме того, поскольку точная 𝑛-граница мно-
жества 𝐷 задается уравнением 𝑒 = 𝛾(𝐷) · 𝑑, то по определению мно-
жество функций 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷), таких, что 𝑒𝑓/𝑑𝑓 > 𝛾(𝐷), конечно и для лю-
бого 𝛼 < 𝛾(𝐷) существует бесконечное число функций 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷), таких,
что 𝑒𝑓/𝑑𝑓 >𝛼. Поэтому для любого 𝛼<𝛾(𝐷) множество функций 𝑓 ∈𝐹 (𝐷),
таких, что 𝛼<𝑒𝑓/𝑑𝑓 6 𝛾(𝐷), счетно.

Поскольку множество �𝑛(𝐷) конечно и лежит на прямой 𝑒= 𝛾(𝐷) · 𝑑,
то множество функций из 𝐹 (𝐷), тип которых не меньше чем 𝛾(𝐷), конечно.
Положим 𝑒𝑛 =max 𝑒𝑓 , где максимум берется по всем функциям 𝑓 из мно-
жества 𝐹 (𝐷), таким, что 𝑒𝑓/𝑑𝑓 > 𝛾(𝐷). Тогда для любой функции 𝑓 ∈𝐹 (𝐷),
такой, что 𝑒𝑓 >𝑒𝑛, выполняется неравенство 𝑒𝑓/𝑑𝑓 <𝛾(𝐷).

Пусть 𝛼 ∈R, 𝛼> 0, 𝑡 ∈N. Положим 𝐹𝛼,𝑡 = {𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) | 𝑒𝑓 > 𝑡, 𝑒𝑓 >𝛼𝑑𝑓}.
Поскольку множество 𝐷 имеет точную 𝑛-границу (задаваемую уравнени-
ем 𝑒= 𝛾(𝐷) ·𝑑), то для любого 0<𝛼<𝛾(𝐷) множество {𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) |𝑒𝑓 >𝛼𝑑𝑓 }
счетно. Следовательно, в силу свойства 3.3.2 для любых чисел 𝛼 ∈ R,
0<𝛼<𝛾(𝐷), 𝑡∈N, множество 𝐹𝛼,𝑡 счетно.
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Пусть 𝛼 ∈ R, 0 < 𝛼 < 𝛾(𝐷). Рассмотрим произвольную функцию 𝑓
из 𝐹𝛼,𝑒𝑛

. Покажем, что 𝑓 не содержится ни в какой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Предположим, что функция 𝑓 содержится
в некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Тогда су-
ществует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (𝐷), которая является верхней гранью этой цепи.
Поскольку 𝑔⪰𝑓 , то в силу утверждения 1.2.6 и определения множества 𝐹𝛼,𝑒𝑛

выполняются неравенства 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 > 𝑒𝑛, 𝑒𝑔/𝑑𝑔 > 𝑒𝑓/𝑑𝑓 > 𝛼. Кроме того, пос-
кольку 𝑒𝑔 >𝑒𝑛, то 𝑒𝑔/𝑑𝑔 <𝛾(𝐷). Положим 𝛽=((𝑒𝑔/𝑑𝑔)+𝛾(𝐷))/2. Поскольку
множество 𝐷 имеет точную 𝑛-границу (задаваемую уравнением 𝑒= 𝛾(𝐷) ·𝑑)
и 𝛽 < 𝛾(𝐷), то множество 𝐹𝛽 = {𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) |𝑒𝑓 >𝛽𝑑𝑓 } счетно. По утвержде-
нию 3.3.3 существует функция ℎ∈𝐹𝛽⊆𝐹 (𝐷), такая, что 𝑔≺ℎ. Это противо-
речит тому, что функция 𝑔 является верхней гранью некоторой ограничен-
ной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Следовательно, функция 𝑓 не со-
держится ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).
Поэтому в силу теоремы 3.1 класс 𝐺 не имеет базиса, что противоречит
условию утверждения. Следовательно, класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] не имеет конечно-
го базиса.

Пусть теперь класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] не имеет базиса. Положим 𝑒𝑛 =max 𝑒𝑓 ,
где максимум берется по всем функциям 𝑓 из множества 𝐹 (𝐷), тип кото-
рых больше 𝛾(𝐷). Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷), такой, что 𝑒𝑓 > 𝑒𝑛,
выполняется неравенство 𝑒𝑓/𝑑𝑓 6𝛾(𝐷).

Поскольку класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] не имеет базиса, то в силу теоремы 3.1
существует функция 𝑓0 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), такая, что 𝑓0 не содержится ни в ка-
кой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Тогда в силу
следствия 3.1.2 существует функция 𝑓 ∈𝐹 (�𝑛(𝐷)), такая, что 𝑓0⪯𝑓 , 𝑒𝑓 >𝑒𝑛.
Очевидно, что функция 𝑓 не содержится ни в какой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)).

Покажем, что функция 𝑓 не содержится ни в какой ограниченной мак-
симальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Предположим, что это не так. Тогда су-
ществует функция 𝑔 ∈𝐹 (𝐷), такая, что 𝑓 ⪯ 𝑔 и функция 𝑔 является верхней
гранью ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). По утвержде-

нию 1.2.6 выполняются неравенства 𝑒𝑔 > 𝑒𝑓 > 𝑒𝑛,
𝑒𝑔
𝑑𝑔

> 𝑒𝑓
𝑑𝑓

= 𝛾(𝐷). Посколь-

ку 𝑒𝑔 > 𝑒𝑛, то 𝑒𝑔/𝑑𝑔 6 𝛾(𝐷). Поэтому 𝑒𝑔/𝑑𝑔 = 𝛾(𝐷). А значит 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)).
Поскольку функция 𝑓 не содержится ни в какой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) и 𝑓 ≺ 𝑔, то функция 𝑔 не содержится
ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Сле-
довательно, существует функция ℎ ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)) ⊆ 𝐹 (𝐷), такая, что 𝑔 ≺ ℎ.
Это противоречит тому, что функция 𝑔 является верхней гранью неко-
торой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Следовательно,
существует функция 𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷), не содержащаяся ни в какой ограничен-
ной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Тогда по теореме 3.1 класс 𝐺
не имеет базиса, что противоречит условию утверждения. Следовательно,
класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет базис.

Таким образом, класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет счетный базис.
Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть𝐷⊆𝐼,𝐷—нетривиальное множество, име-

ющее точную 𝑛-границу, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Пусть класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет счетный
базис. Тогда по теореме 3.1 каждая функция из 𝐹 (�𝑛(𝐷)) содержится в неко-
торой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)).

Покажем, что 𝛾(𝐷)> 0. В самом деле, если 𝛾(𝐷) = 0, то легко видеть,
что класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет конечный базис или не имеет базиса, что проти-
воречит тому, что [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет счетный базис. Следовательно, 𝛾(𝐷)>0.

Для доказательства утверждения достаточно показать, что каждая
функция из множества 𝐹 (𝐷) содержится в некоторой ограниченной мак-
симальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Покажем сначала, что любая функция
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из множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) содержится в некоторой ограниченной максималь-
ной цепи множества 𝐹 (𝐷). Для этого достаточно показать, что каждая функ-
ция 𝑓 ∈𝐹 (�𝑛(𝐷)), являющаяся верхней гранью какой-то ограниченной мак-
симальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), содержится в некоторой ограничен-
ной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Пусть 𝑓 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), 𝑓 является верхней гранью ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Тогда 𝑒𝑓/𝑑𝑓 = 𝛾(𝐷). Поэтому в силу
утверждения 1.2.6 для любой функции ℎ ∈ 𝐹 (𝐷), такой, что 𝑓 ≺ ℎ, выпол-

няются соотношения
𝑒ℎ
𝑑ℎ

> 𝑒𝑓
𝑑𝑓

= 𝛾(𝐷). Поскольку функция 𝑓 является верх-

ней гранью ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) и 𝑓 ≺ ℎ,
то ℎ /∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Поэтому

𝑒ℎ
𝑑ℎ

> 𝛾(𝐷). В силу утверждения 3.3.5 функция ℎ

содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).
Поэтому и функция 𝑓 содержится в некоторой ограниченной максимальной
цепи множества 𝐹 (𝐷). А значит, любая функция из 𝐹 (�𝑛(𝐷)) содержится
в некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Покажем наконец, что любая функция из множества 𝐹 (𝐷) содержится
в некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Пусть 𝑓 — произвольная функция из 𝐹 (𝐷). Рассмотрим три случая.
Если 𝑒𝑓/𝑑𝑓 > 𝛾(𝐷), то в силу утверждения 3.3.5 функция 𝑓 содержится
в ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Если 𝑒𝑓/𝑑𝑓 = 𝛾(𝐷),
то 𝑓 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), и как показано выше, функция 𝑓 содержится в некоторой
ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Пусть теперь 𝑒𝑓/𝑑𝑓 < 𝛾(𝐷). Поскольку множество 𝐹 (�𝑛(𝐷)) счетно

и 𝛾(𝐷)>
𝑒𝑓
𝑑𝑓
, то в силу утверждения 3.3.3 существует функция 𝑔∈𝐹 (�𝑛(𝐷)),

такая, что 𝑓 ≺ 𝑔. Поскольку функция 𝑔 содержится в некоторой ограничен-
ной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷), то и функция 𝑓 содержится в не-
которой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Таким образом, любая функция из множества 𝐹 (𝐷) содержится в неко-
торой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). В силу теоре-
мы 3.1 класс 𝐺 имеет базис.

У т в е р ж д е н и е 3.3.7. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиаль-
ное множество, имеющее 𝑛-границу и не имеющее точной 𝑛-грани-
цы, 𝐺= [𝐹 (𝐷)]. Тогда класс 𝐺 не имеет базиса тогда и только тогда,
когда существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежащая ни в какой огра-
ниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), и такая, что мно-
жество (𝑆(𝑔) ∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) (где (𝑆(𝑔) — множество точек из 𝐼, соответ-
ствующих функциям ℎ изMS, таким, что 𝑔≺ℎ) конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть𝐷⊆𝐼,𝐷 — нетри-
виальное множество, имеющее 𝑛-границу и не имеющее точной 𝑛-грани-
цы, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Тогда для любого 𝛼>𝛾(𝐷) уравнение 𝑒=𝛼𝑑 задает 𝑛-границу
множества 𝐷 и для любого 0 6 𝛽 6 𝛾(𝐷) прямая, задаваемая уравнени-
ем 𝑒= 𝛽𝑑, не является 𝑛-границей множества 𝐷, 𝛾(𝐷)∈R+. Пусть класс 𝐺
не имеет базиса.

Определим множества 𝐹1 и 𝐹2 следующим образом. Положим

𝐹1 = {𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) | 𝑒𝑓/𝑑𝑓 > 𝛾(𝐷)} , 𝐹2 = {𝑓 ∈ 𝐹 (𝐷) | 𝑒𝑓/𝑑𝑓 < 𝛾(𝐷)} .

Очевидно, что 𝐹 (𝐷)=𝐹1∪𝐹 (�𝑛(𝐷))∪𝐹2.
Покажем сначала, что множество �𝑛(𝐷) счетно. Предположим, что мно-

жество �𝑛(𝐷) конечно. Покажем тогда, что любая функция из 𝐹 (𝐷) со-
держится в некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).
Пусть 𝑓 — произвольная функция из 𝐹 (𝐷). Рассмотрим три случая.
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Пусть 𝑓 ∈ 𝐹1. Так как 𝑒𝑓/𝑑𝑓 >𝛾(𝐷), то в силу утверждения 3.3.5 функ-
ция 𝑓 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи множест-
ва 𝐹 (𝐷).

Пусть 𝑓 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Поскольку для любой функции ℎ из MS, такой,
что 𝑓 ≺ ℎ, выполняется неравенство 𝑒𝑓/𝑑𝑓 6 𝑒ℎ/𝑑ℎ (см. утверждение 1.2.6),
то 𝐹 (𝑆(𝑓)∩𝐷)⊆𝐹1∪𝐹 (�𝑛(𝐷))). Если 𝐹1∩𝐹 (𝑆(𝑓)) ̸=∅, то существует функ-
ция 𝑔 ∈ 𝐹1 ∩ 𝐹 (𝑆(𝑓)), которая, как показано выше, содержится в некоторой
ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Следовательно, и функ-
ция 𝑓 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи множест-
ва 𝐹 (𝐷). Если 𝐹1 ∩ 𝐹 (𝑆(𝑓)) =∅, то 𝐹 (𝑆(𝑓) ∩𝐷)⊆ 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Поэтому мно-
жество 𝑆(𝑓)∩𝐷 конечно (так как по предположению множество �𝑛(𝐷) ко-
нечно). А значит, функция 𝑓 содержится в некоторой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Пусть 𝑓 ∈ 𝐹2. Тогда 𝑒𝑓/𝑑𝑓 < 𝛾(𝐷). Поскольку множество 𝐷 не имеет
точной 𝑛-границы, то прямая, задаваемая уравнением 𝑒=𝛾(𝐷) ·𝑑, не являет-
ся 𝑛-границей множества𝐷. Поэтому по определению 𝑛-границы множество

𝐹1 ∪ 𝐹 (�𝑛(𝐷)) = {ℎ∈ 𝐹 (𝐷) |𝑒ℎ/𝑑ℎ > 𝛾(𝐷)}

счетно. В силу утверждения 3.3.3 существует функция 𝑔 ∈ 𝐹1 ∪ 𝐹 (�𝑛(𝐷))⊆
⊆𝐹 (𝐷), такая, что 𝑓 ≺ 𝑔. Как показано выше, функция 𝑔 содержится в неко-
торой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). А значит, функ-
ция 𝑓 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи множест-
ва 𝐹 (𝐷).

Таким образом, предположив, что множество �𝑛(𝐷) конечно, мы полу-
чаем, что каждая функция из множества 𝐹 (𝐷) содержится в некоторой
ограниченной максимальной цепи этого множества. В силу теоремы 3.1
класс 𝐹 (𝐷) имеет базис, что противоречит условию утверждения. Следо-
вательно, множество �𝑛(𝐷) счетно.

Покажем теперь, что существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не содер-
жащаяся ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).
Поскольку класс 𝐺 не имеет базиса, то в силу теоремы 3.1 существует функ-
ция 𝑓 ∈𝐹 (𝐷)=𝐹1∪𝐹 (�𝑛(𝐷))∪𝐹2, не содержащаяся ни в какой ограниченной
максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Рассмотрим три случая.

Пусть 𝑓 ∈ 𝐹1. Так как 𝑒𝑓/𝑑𝑓 >𝛾(𝐷), то в силу утверждения 3.3.5 функ-
ция 𝑓 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи множест-
ва 𝐹 (𝐷), что противоречит выбору функции 𝑓 .

Пусть 𝑓 ∈𝐹 (�𝑛(𝐷)). Тогда функция 𝑓 является искомой.
Пусть 𝑓 ∈ 𝐹2. Тогда 𝑒𝑓/𝑑𝑓 < 𝛾(𝐷). Поскольку множество �𝑛(𝐷) счетно,

то в силу утверждения 3.3.3 существует функция 𝑔∈�𝑛(𝐷), такая, что 𝑓 ≺𝑔.
Поскольку функция 𝑓 не содержится ни в какой ограниченной максимальной
цепи множества 𝐹 (𝐷) и 𝑓 ≺ 𝑔, то и функция 𝑔 не содержится ни в какой
ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Таким образом, множество 𝐹 (�𝑛(𝐷)) содержит функцию 𝑔, которая
не лежит ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).

Покажем далее, что 𝑔 не содержится ни в какой ограниченной мак-
симальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Предположим, что это не так.
Тогда существует функция ℎ ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), такая, что 𝑔 ⪯ ℎ и функция ℎ яв-
ляется верхней гранью некоторой ограниченной максимальной цепи мно-
жества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Поскольку 𝑔 ⪯ ℎ и 𝑔 не содержится ни в какой огра-
ниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷), то и ℎ не содержится
ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Следова-
тельно, существует функция ℎ1∈𝐹 (𝐷), такая, что ℎ≺ℎ1. Поскольку ℎ явля-
ется верхней гранью некоторой ограниченной максимальной цепи множест-
ва 𝐹 (�𝑛(𝐷)), то ℎ1 /∈𝐹 (�𝑛(𝐷). В силу утверждения 1.2.6 выполняется соот-
ношение

𝑒ℎ1

𝑑ℎ1

> 𝑒ℎ
𝑑ℎ
. Поскольку ℎ ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)) и ℎ1 /∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), то

𝑒ℎ1

𝑑ℎ1

> 𝛾(𝐷).
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Поэтому в силу утверждения 3.3.5 функция ℎ1 содержится в некоторой огра-
ниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Так как 𝑔 ≺ ℎ≺ ℎ1, то это
противоречит тому, что функция 𝑔 не содержится ни в какой ограниченной
максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Следовательно, функция 𝑔 не содер-
жится ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)).

Покажем, наконец, что множество (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷)=∅. Предположим,
что это не так. Тогда существует функция ℎ∈𝐹 ((𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷))⊆𝐹 (𝑆(𝑔)).
Так как ℎ ∈ 𝐹 (𝑆(𝑔)), то в силу утверждения 1.2.6 выполняется неравенст-
во

𝑒ℎ
𝑑ℎ

> 𝑒𝑔
𝑑𝑔
. Поскольку ℎ /∈𝐹 (�𝑛(𝐷)) и 𝑔 ∈𝐹 (�𝑛(𝐷)), то

𝑒ℎ
𝑑ℎ

>𝛾(𝐷). Поэтому

в силу утверждения 3.3.5 функция ℎ содержится в некоторой ограниченной
максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Поскольку 𝑔≺ℎ, то это противоречит
тому, что функция 𝑔 не содержится ни в какой ограниченной максимальной
цепи множества 𝐹 (𝐷). Следовательно, (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷)=∅.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть𝐷⊆𝐼,𝐷—нетривиальное множество, име-
ющее 𝑛-границу и не имеющее точной 𝑛-границы, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Пусть сущест-
вует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежащая ни в какой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), такая, что множество (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷)
конечно.

Покажем, что существует функция 𝑓 из 𝐹 (𝐷), которая не содержит-
ся ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷). Поло-
жим 𝑒� =max 𝑒ℎ, где максимум берется по всем функциям ℎ из множест-
ва 𝐹 ((𝑆(𝑔) ∩𝐷)∖�𝑛(𝐷)). Тогда для любой функции ℎ ∈ 𝐹 (𝑆(𝑔) ∩𝐷), такой,
что 𝑒ℎ>𝑒�, выполняется соотношение ℎ∈𝐹 (�𝑛(𝐷)).

Поскольку функция 𝑔 не содержится ни в какой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), то в силу следствия 3.1.2 существует
функция 𝑓 ∈𝐹 (�𝑛(𝐷)), такая, что 𝑔≺ 𝑓 и 𝑒𝑓 >𝑒�. Функция 𝑓 не содержится
ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Пока-
жем, что функция 𝑓 не содержится ни в какой ограниченной максимальной
цепи множества 𝐹 (𝐷).

Предположим, что существует функция ℎ ∈ 𝐹 (𝐷), такая, что 𝑓 ⪯ ℎ
и ℎ является верхней гранью некоторой ограниченной максимальной
цепи множества 𝐹 (𝐷). По утверждению 1.2.6 выполняются неравенст-

ва
𝑒ℎ
𝑑ℎ

> 𝑒𝑓
𝑑𝑓
, 𝑒ℎ > 𝑒𝑓 . Кроме того, поскольку 𝑔 ≺ 𝑓 ⪯ ℎ, то ℎ ∈ 𝐹 (𝑆(𝑔) ∩𝐷).

Так как 𝑒ℎ > 𝑒𝑓 > 𝑒�, то ℎ ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Поскольку функция 𝑓 не содержится
ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) и 𝑓 ⪯ ℎ,
то и функция ℎ не содержится ни в какой ограниченной максимальной цепи
множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Поэтому существует функция ℎ1 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷))⊆ 𝐹 (𝐷),
такая, что ℎ ≺ ℎ1, что противоречит тому, что функция ℎ является верх-
ней гранью некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (𝐷).
Следовательно, функция 𝑓 не содержится ни в какой ограниченной макси-
мальной цепи множества 𝐹 (𝐷). В силу теоремы 3.1 класс𝐺 не имеет базиса.

Т е о р е м а 3.3. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное множест-
во, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Тогда выполняются следующие утверждения.

(1) Класс 𝐺 имеет конечный базис тогда и только тогда, когда мно-
жество 𝐷 имеет конечную 𝑔-границу.

(2) Класс 𝐺 имеет счетный базис тогда и только тогда, когда вы-
полняется, по крайней мере, одно из условий:

— множество 𝐷 не имеет конечной 𝑔-границы, имеет 𝑛-границу
и не имеет точной 𝑛-границы и либо класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] име-
ет базис, либо для любой функции 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежа-
щей ни в какой ограниченной максимальной цепи множест-
ва 𝐹 (�𝑛(𝐷)), множество (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) счетно;
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— множество 𝐷 имеет точную 𝑛-границу и класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))]
имеет счетный базис.

(3) Класс 𝐺 не имеет базиса тогда и только тогда, когда выполня-
ется, по крайней мере, одно из следующих условий:

— множество 𝐷 не имеет 𝑛-границы;

— множество 𝐷 имеет 𝑛-границу и не имеет точной 𝑛-границы
и существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежащая ни в какой
ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), и та-
кая, что множество (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) конечно;

— множество 𝐷 имеет точную 𝑛-границу, 𝛾(𝐷) > 0 и
класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет конечный базис или не имеет базиса.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем сначала утверждение (1). Пусть𝐷⊆𝐼,
𝐷 — нетривиальное множество, 𝐺= [𝐹 (𝐷)]. В силу теоремы 3.1 класс 𝐺
имеет конечный базис тогда и только тогда, когда для некоторого 𝑘 ∈ Z+

множество 𝐹 (𝐷) является 𝑘-ограниченным (т. е. для любой функции 𝑓 ∈𝐺
выполняется неравенство 𝑒𝑓 6𝑘 и найдется функция 𝑔∈𝐺, такая, что 𝑒𝑔=𝑘)
и множество K(𝐹 (𝐷)) = {𝑔 ∈ 𝐺|𝑒𝑔 = 𝑘} конечно. Очевидно, что множест-
во 𝐹 (𝐷) является 𝑘-ограниченным тогда и только тогда, когда множест-
во 𝐷 имеет точную 𝑔-границу, задаваемую уравнением 𝑒= 𝑘𝑑. Кроме того,
легко видеть, что множество K(𝐹 (𝐷)) совпадает с множеством 𝐹 (�𝑔(𝐷))
(где �𝑔(𝐷) — множество точек из 𝐷, лежащих на прямой 𝑒= 𝑘𝑑). Поэтому
класс 𝐺 имеет конечный базис тогда и только тогда, когда множество 𝐷
имеет конечную 𝑔-границу.

Докажем теперь утверждение (2).
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное множест-

во,𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Пусть класс𝐺 имеет счетный базис. Рассмотрим три случая.
Пусть множество𝐷 не имеет 𝑛-границы. Тогда в силу утверждения 3.3.4

класс 𝐺 не имеет базиса, что противоречит условию.
Пусть теперь множество 𝐷 имеет 𝑛-границу и не имеет точной

𝑛-границы. Если множество 𝐷 имеет конечную 𝑔-границу, то, как показано
выше, класс 𝐺 имеет конечный базис, что противоречит условию утвержде-
ния. Следовательно, множество 𝐷 не имеет конечной 𝑔-границы.

Предположим, что существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежащая ни
в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), и такая,
что множество (𝑆(𝑔)∩ (𝐷))∖�𝑛(𝐷) конечно. Тогда в силу утверждения 3.3.7
класс 𝐺 не имеет базиса, что противоречит условию. Следовательно, для лю-
бой функции 𝑔 из множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) выполняется, по крайней мере, одно
из условий: 𝑔 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи
множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) или множество (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) счетно. Если каждая
функция из множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) содержится в некоторой ограниченной мак-
симальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), то в силу теоремы 3.1 класс 𝐹 (�𝑛(𝐷))
имеет базис. Если же существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежащая ни
в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), то множест-
во (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) счетно.

Пусть, наконец, множество 𝐷 имеет точную 𝑛-границу. Так как класс 𝐺
имеет счетный базис, то в силу утверждения 3.3.6 класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет
счетный базис.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное множест-
во, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Рассмотрим два случая.

Пусть множество 𝐷 не имеет конечной 𝑔-границы, имеет 𝑛-границу
и не имеет точной 𝑛-границы. Пусть выполняется одно из условий:



О ЗАМКНУТЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 193

класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет базис или для любой функции 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не ле-
жащей ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)),

множество (𝑆(𝑔) ∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) счетно. Если класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет базис,

то в силу теоремы 3.1 каждая функция из множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) содержится
в некоторой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Поэто-
му для любой функции 𝑔 из множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) выполняется, по крайней
мере, одно из условий: 𝑔 содержится в некоторой ограниченной максималь-

ной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)) или множество (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) счетно.

Предположим, что 𝐺 не имеет базиса. Тогда в силу утверждения 3.3.7
существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежащая ни в какой ограничен-
ной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), и такая, что множест-
во (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) конечно. Это противоречит установленному выше свой-

ству функций из множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)). Следовательно, класс𝐺 имеет базис.
Поскольку множество 𝐷 не имеет конечной 𝑔-границы, то, как показано

в п. (1), класс 𝐺 не имеет конечного базиса. Таким образом, класс 𝐺 имеет
счетный базис.

Пусть теперь множество 𝐷 имеет точную 𝑛-границу и класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))]
имеет счетный базис. Тогда в силу утверждения 3.3.6 класс 𝐺 имеет счет-
ный базис.

Докажем, наконец, утверждение (3).
Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное множест-

во, 𝐺=[𝐹 (𝐷)], класс 𝐺 не имеет базиса. Рассмотрим три случая.
Если множество 𝐷 не имеет 𝑛-границы, то необходимость утвержде-

ния (3) очевидна.
Пусть теперь множество 𝐷 имеет 𝑛-границу и не имеет точной 𝑛-грани-

цы. В силу утверждения 3.3.7 существует функция 𝑔∈𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежащая
ни в какой ограниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), и такая,

что множество (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) конечно.

Пусть, наконец, множество 𝐷 имеет точную 𝑛-границу. Предположим,
что класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет счетный базис. Тогда в силу утверждения 3.3.6
класс 𝐺 имеет счетный базис, что противоречит условию утверждения. Сле-
довательно, класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет конечный базис или не имеет базиса.
Кроме того, если 𝛾(𝐷) = 0, то в силу утверждения 3.3.6 класс 𝐺 имеет ко-
нечный базис. Поэтому 𝛾(𝐷)> 0.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝐷 ⊆ 𝐼, 𝐷 — нетривиальное множест-
во, 𝐺=[𝐹 (𝐷)]. Рассмотрим три случая.

Пусть множество 𝐷 не имеет 𝑛-границу. В силу утверждения 3.3.4
класс 𝐺 не имеет базиса.

Пусть теперь множество 𝐷 имеет 𝑛-границу и не имеет точной 𝑛-гра-
ницы и существует функция 𝑔 ∈ 𝐹 (�𝑛(𝐷)), не лежащая ни в какой огра-
ниченной максимальной цепи множества 𝐹 (�𝑛(𝐷)), такая, что множест-
во (𝑆(𝑔)∩𝐷)∖�𝑛(𝐷) конечно. Тогда в силу утверждения 3.3.7 класс 𝐺 не име-

ет базиса.
Пусть, наконец, множество 𝐷 имеет точную 𝑛-границу, 𝛾(𝐷) > 0

и класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))] имеет конечный базис или не имеет базиса. В силу
утверждения 3.3.6 класс 𝐺 не имеет конечного базиса. Предположим, что
класс 𝐺 имеет счетный базис. Тогда по утверждению 3.3.6 класс [𝐹 (�𝑛(𝐷))]
имеет счетный базис, что противоречит условию утверждения (3). Следова-
тельно, класс 𝐺 не имеет базиса.
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§ 4. Классы, порожденные функциями
со специальными свойствами

В этом параграфе обобщаются некоторые свойства однослойных сим-
метрических функций. Приводится критерий существования базиса для
классов, которые порождаются множествами функций, обладающих свойст-
вами (*) и (**). Кроме того, приводятся примеры множеств функций, обла-
дающих этими свойствами, а также пример множества, для которого свойст-
во (**) не выполняется.

4.1. Критерий базируемости для множеств, обладающих
свойствами (*) и (**). В этом пункте (см. также [48]) приводится кри-
терий базируемости для замкнутых классов, порождающие системы которых
обладают свойствами (*) и (**). Напомним, что множество A⊆𝑃𝑘 обладает
свойством (*), если для любого 𝐺⊆A выполняется равенство(︂ ⋃︀

𝑔∈𝐺

[{𝑔}]

)︂⋂︀
A=

[︂ ⋃︀
𝑔∈𝐺

{𝑔}

]︂⋂︀
A.

Множество A обладает свойством (**), если для любых функций 𝑓, 𝑔 ∈ A
из соотношений 𝑓 EA 𝑔 (т. е. существует формула Ï над A, реализующая
функцию 𝑓 и содержащая подформулу вида 𝑔(B1, . . .,B𝑚), гдеB1, . . .,B𝑚 —
формулы над A), 𝑔 EA 𝑓 следует, что 𝑓 ∼ 𝑔 (т. е. 𝑓 ∈ [{𝑔}], 𝑔 ∈ [{𝑓}]) и для
любых функций 𝑓, 𝑔, ℎ ∈A, таких, что 𝑓 EA 𝑔, 𝑔 EA ℎ, 𝑓 ⪯ ℎ (т. е. 𝑓 ∈ [{ℎ}]),
выполняется, по крайней мере, одно из соотношений: 𝑓⪯𝑔, 𝑔⪯ℎ.

Т е о р е м а 4.1. Пусть A— произвольное множество функций из 𝑃𝑘,
обладающее свойствами (*) и (**), а 𝐺 — произвольное множество, сос-
тоящее из попарно неэквивалентных функций множества A, 𝐹 = [𝐺].
Класс 𝐹 имеет базис тогда и только тогда, когда каждая функция
из 𝐺 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи мно-
жества 𝐺 относительно ⪯.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Н е о б х о д и м о с т ь. Пусть 𝐺 — произволь-
ное множество, состоящее из попарно неэквивалентных функций множест-
ва A, 𝐹 = [𝐺], A — базис класса 𝐹 . Обозначим через B множество всех
функций из 𝐺, которые являются верхними гранями ограниченных макси-
мальных цепей множества 𝐺. Для каждой функции 𝑓 ∈A зафиксируем неко-
торую формулу Î𝑓 над 𝐺, реализующую функцию 𝑓 . Пусть Ï — произволь-
ная формула над A. Заменим в формуле Ï каждую из функций базиса A
на соответствующую ей подформулу над 𝐺. Полученную формулу над 𝐺
обозначим через 𝜋(Ï). Очевидно, что формулы 𝜋(Ï) и Ï эквивалентны.

Пусть 𝑓 ∈ A. Положим 𝐹𝑓 = [A∖{𝑓}]. Поскольку множество A являет-
ся базисом, то 𝑓 /∈ 𝐹𝑓 . Легко видеть, что существует функция 𝑔 ∈ É(Î𝑓),
такая, что 𝑔 /∈ 𝐹𝑓 . Пусть 𝑔 ∈ 𝐹 , 𝑔 /∈ 𝐹𝑓 , Ð — произвольная формула над A,
реализующая функцию 𝑔. Очевидно, что 𝑓 ∈É(Ð).

Рассмотрим функцию 𝑓 ∈ A и формулу Î𝑓 над 𝐺. Покажем снача-
ла, что если 𝑔1 ∈ É(Î𝑓)∖B, то функция 𝑔1 принадлежит множеству 𝐹𝑓 .
В самом деле, поскольку 𝑔1 /∈B, то найдется функция 𝑔2 ∈ 𝐺, такая, что
𝑔1 ≺ 𝑔2. Поэтому 𝑔1 EA 𝑔2, 𝑔1 ̸∼ 𝑔2. Покажем, что 𝑔2 ∈ 𝐹𝑓 . Предположим, что
𝑔2 /∈ 𝐹𝑓 . Пусть Ð2 — некоторая формула над A, реализующая функцию 𝑔2.
Тогда 𝑓 ∈É(Ð2), а следовательно, 𝑔1 ∈É(Î𝑓)⊆É(𝜋(Ð2)). Поэтому 𝑔2 EA 𝑔1.
Поскольку 𝑔1 EA 𝑔2, то в силу свойства (**) 𝑔1 ∼ 𝑔2, что противоречит тому,
что 𝑔1 ̸∼𝑔2. Поэтому 𝑔2∈𝐹𝑓 . А значит, 𝑔1∈ [{𝑔2}]⊆𝐹𝑓 .

Покажем теперь, что существует функция 𝑔 ∈ B ∩ É(Î𝑓), такая,
что 𝑔 /∈ 𝐹𝑓 . Предположим, что это не так. Тогда для любой функ-
ции 𝑔 ∈ É(Î𝑓) выполняется, по крайней мере, одно из соотношений:
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𝑔 /∈B или 𝑔 ∈ 𝐹𝑓 . Если 𝑔 /∈B, то, как показано выше, 𝑔 ∈ 𝐹𝑓 . Поэтому
каждая функция из множества É(Î𝑓) принадлежит множеству 𝐹𝑓 .
Тогда 𝑓 ∈ [É(Î𝑓)]⊆ [𝐹𝑓 ] = [A∖{𝑓}], что противоречит определению базиса.
Поэтому существует функция 𝑔∈B∩É(Î𝑓), такая, что 𝑔 /∈𝐹𝑓 .

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы. Рассмот-
рим произвольную функцию ℎ∈𝐺. Покажем, что ℎ лежит в некоторой огра-
ниченной максимальной цепи множества 𝐺.

Рассмотрим произвольную формулу Ð над A, реализующую функцию ℎ.
Покажем, что существуют функции 𝑓 ∈ A, ℎ1 ∈𝐺, такие, что ℎ⪯ ℎ1, фор-
мула Ð содержит подформулу, имеющую вид 𝑓(A1, . . .,A𝑛), а формула Î𝑓

содержит подформулу, имеющую вид ℎ1(B1, . . .,B𝑝), где A1, . . .,A𝑛 — фор-
мулы над A, а B1, . . .,B𝑝 — формулы над 𝐺. Рассмотрим формулу 𝜋(Ð)
над 𝐺 и множество É(𝜋(Ð)). Очевидно, что ℎ∈ [É(𝜋(Ð))]∩𝐺⊆ [É(𝜋(Ð))]∩A.
Поскольку множество A обладает свойством (*), то [É(𝜋(Ð))] ∩ A =
=
(︀
∪[{𝑣}]

)︀
∩ A, где объединение берется по всем функциям 𝑣 из множест-

ва É(𝜋(Ð)). Поэтому найдется функция ℎ1 ∈É(𝜋(Ð)), такая, что ℎ ∈ [{ℎ1}],
т. е. ℎ ⪯ ℎ1. А значит, существует некоторая подформула формулы 𝜋(Ð),
которая имеет вид ℎ1(D1, . . .,D𝑝), где D1, . . .,D𝑝 — формулы над 𝐺. Далее,
очевидно, что É(𝜋(Ð))=∪É(Î𝑤), где объединение берется по всем функци-
ям 𝑤 из множества É(Ð). Тогда существует функция 𝑓 ∈É(Ð), такая, что
множество É(Î𝑓) содержит функцию ℎ1. Таким образом, функции 𝑓 и ℎ1 и
есть искомые.

Как показано выше, для функции 𝑓 существует функция 𝑔 ∈B, такая,
что 𝑔 /∈ 𝐹𝑓 и 𝑔 ∈É(Î𝑓), т. е. формула Î𝑓 содержит подформулу, имеющую
вид 𝑔(E1, . . ., E𝑚), где E1, . . ., E𝑚 — формулы над 𝐺. Пусть Ï — некото-
рая формула над A, реализующая функцию 𝑔. Так как 𝑔 /∈ 𝐹𝑓 , то выпол-
няется соотношение 𝑓 ∈É(Ï). Поскольку формула Ð, реализующая функ-
цию ℎ, содержит подформулу, имеющую вид 𝑓(A1, . . .,A𝑛), а формула Î𝑓

содержит подформулу, имеющую вид 𝑔(D1, . . .,D𝑚), то выполняются соотно-
шения 𝑔 ∈ É(Î𝑓), É(Î𝑓)⊆ ∪É(Î𝑤) = É(𝜋(Ð)), где объединение берется по
всем функциям 𝑤 из множества É(Ð). Поэтому 𝑔 ∈ É(𝜋(Ð)), т. е. ℎEA 𝑔.
Кроме того, поскольку 𝑓 ∈É(Ï), то É(Î𝑓)⊆∪É(Î𝑤) =É(𝜋(Ï)), где объеди-
нение берется по всем функциям 𝑤 из множества É(Ï). А значит, так как
ℎ1∈É(Î𝑓), то ℎ1∈É(𝜋(Ï)). Поэтому 𝑔EAℎ1. Поскольку ℎ⪯ℎ1, то в силу свой-
ства (**) получаем, что выполняется, по крайней мере, одно из неравенств:
ℎ ⪯ 𝑔, 𝑔 ⪯ ℎ1. Если ℎ ⪯ 𝑔, то функция ℎ содержится в некоторой ограни-
ченной максимальной цепи множества 𝐺, у которой функция 𝑔 является
верхней гранью. Если же 𝑔 ⪯ ℎ1, то в силу того, что функция 𝑔 является
верхней гранью ограниченной максимальной цепи множества 𝐺, получа-
ем соотношение ℎ1 ∼ 𝑔. Так как множество 𝐺 состоит из неэквивалентных
функций, то ℎ1= 𝑔. Поэтому и в этом случае функция ℎ содержится в неко-
торой ограниченной максимальной цепи множества 𝐺, у которой функция 𝑔
является верхней гранью. Следовательно, любая функция из 𝐺 содержится
в какой-нибудь ограниченной максимальной цепи множества 𝐺.

Д о с т а т о ч н о с т ь. Пусть 𝐺 — произвольное множество, состоящее
из попарно неэквивалентных функций множества A, 𝐹 = [𝐺], и каждая
функция из 𝐺 содержится в некоторой ограниченной максимальной це-
пи множества 𝐺. Пусть B — множество всех верхних граней ограничен-
ных максимальных цепей множества 𝐺. По определению B ⊆ 𝐺, а зна-
чит [B] ⊆ [𝐺]. Поскольку каждая функция из 𝐺 содержится в некоторой
ограниченной максимальной цепи множества 𝐺, то 𝐺⊆ [B]. Следователь-
но, 𝐹 = [𝐺] = [B]. Покажем, что для любой функции 𝑔 ∈B выполняется
соотношение 𝑔 /∈ [B∖{𝑔}]. Предположим противное. Пусть существует функ-
ция 𝑔∈B, такая, что 𝑔∈ [B∖{𝑔}]. По условию теоремы множество A обладает
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свойством (*). ПосколькуB⊆A, то выполняется соотношение

[B∖{𝑔}] ∩A=

⎛⎝ ⋃︀
𝑓∈B
𝑓 ̸=𝑔

[{𝑓}]

⎞⎠∩A.

Поэтому из соотношения 𝑔 ∈ [B∖{𝑔}] следует, что существует функ-
ция 𝑓 ∈B∖{𝑔}, такая, что 𝑔 ∈ [{𝑓}], т. е. 𝑔 ⪯ 𝑓 . В силу того, что множест-
во 𝑔 состоит из неэквивалентных функций, выполняется соотношение 𝑔 ̸∼ 𝑓 .
Поэтому 𝑔 ≺ 𝑓 . Полученное соотношение противоречит тому, что 𝑔 являет-
ся верхней гранью ограниченной максимальной цепи множества 𝐺. Поэто-
му 𝑔 /∈ [B∖{𝑔}]. Таким образом, множествоB является базисом класса 𝐹 .

С л е д с т в и е 4.1.1. Пусть A — произвольное множество функций
из 𝑃𝑘, обладающее свойствами (*) и (**), 𝐺 — произвольное множество,
состоящее из попарно неэквивалентных функций множества A, B —
множество всех верхних граней ограниченных максимальных цепей мно-
жества 𝐺, 𝐹 = [𝐺] и пусть класс 𝐹 имеет базис. Тогда множество B
является базисом класса 𝐹 .

4.2. Примеры классов, обладающих свойствами (*) и (**).
В этом пункте приводятся примеры множеств функций, которые обладают
свойствами (*) и (**), и рассматриваются замкнутые классы, порожденные
этими функциями. Отметим, что каждое из приведенных множеств включа-

ет множество NS1 симметрических однослойных функций. Также приводит-
ся пример множества, не обладающего свойством (**).

4.2.1. К л а с с ы, п о р о ж д е н н ы е ф у н к ц и я м и и з м н о ж е с т-
в а NS𝑚. Ниже рассматриваются отношения ⪯ и ENS𝑚 на множестве NS𝑚.
Приводится критерий базируемости и конечной порожденности классов,
порождающие системы которых содержатся в NS𝑚 (см. также [47]).

У т в е р ж д е н и е 4.2.1. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ NS𝑚
,

𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡)∈S
𝑚, 𝑁𝑓 =

𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 06𝑒𝑖<𝑛, 0<𝑑𝑖6𝑛, для всех 𝑖=1, . . ., 𝑚,

𝑒1 < . . . < 𝑒𝑚, 𝑁𝑔 =
𝑚⋃︀
𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗), 06 𝑎𝑖 < 𝑡, 0< 𝑏𝑖 6 𝑡, для всех 𝑖= 1, . . ., 𝑚,

𝑎1 < . . . < 𝑎𝑚, и пусть 𝑓 ES 𝑔. Тогда существует 𝑘 ∈N, такое, что выпол-
няются соотношения 𝑘𝑒𝑖6𝑎𝑖, 𝑘𝑑𝑖=𝑏𝑖, для всех 𝑖=1, . . ., 𝑚.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑚 ∈ N, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ NS𝑚,
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑡)∈S

𝑚,

𝑁𝑓 =
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖); 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑚; 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑚 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑚⋃︀
𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗); 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 = 𝑡, 𝑖= 1, . . ., 𝑚; 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑚 < 𝑡;

и пусть 𝑓ES 𝑔. Тогда существует формула Ï над S, реализующая функцию 𝑓
и содержащая подформулу вида 𝑔(B1, . . .,B𝑡), где B1, . . .,B𝑡 — формулы
над S. В силу утверждения 1.2.3 среди формул B1, . . .,B𝑡 встречаются сим-
волы переменных из {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, причем существует число 𝑘 ∈ N, такое,
что символ каждой переменной из {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛} встречается 𝑘 раз. Рассмот-
рим два случая.

Пусть все формулы B1, . . .,B𝑡 тривиальны. Тогда формула 𝑔(B1, . . .,B𝑡)
простая. Поэтому выполняются соотношения 𝑘𝑒𝑖=𝑎𝑖, 𝑘𝑑𝑖=𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑚.

Пусть теперь среди B1, . . .,B𝑡 есть хотя бы одна нетривиальная фор-
мула. Без ограничения общности будем считать, что B1 — нетривиальная
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подформула. В силу следствия 1.2.2 для любого набора ̃︀𝛼 ∈𝑁𝑓 выполняет-
ся равенство B1(̃︀𝛼)= 1. Следовательно, выполняются соотношения 𝑘𝑒𝑖 <𝑎𝑖,
𝑘𝑑𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑚.

Таким образом, выполняются соотношения 𝑘𝑒𝑖6𝑎𝑖, 𝑘𝑑𝑖=𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑚.

Т е о р е м а 4.2. Пусть 𝐺 — произвольное множество попарно
неконгруэнтных функций из NS𝑚

, 𝑚 ∈ N, 𝐹 = [𝐺]. Тогда выполняются
следующие утверждения.

(1) Класс 𝐹 имеет базис тогда и только тогда, когда каждая функция
из 𝐺 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи
множества 𝐺 относительно ⪯.

(2) Класс 𝐹 имеет конечный базис тогда и только тогда, когда мно-
жество 𝐺 конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐺 — произвольное множество попарно
неконгруэнтных функций из NS𝑚, 𝑚 ∈N, 𝐹 = [𝐺]. Покажем, что множест-
во NS𝑚 обладает свойствами (*) и (**).

Покажем сначала, что множество NS𝑚 обладает свойством (*).
Пусть 𝐻 — подмножество множества NS𝑚. Положим

A=

(︂ ⋃︀
𝑓∈𝐻

[{𝑓}]

)︂⋂︀
NS𝑚; B =

[︂ ⋃︀
𝑓∈𝐻

{𝑓}

]︂⋂︀
NS𝑚.

Для того, чтобы множество NS𝑚 обладало свойством (*), достаточно по-
казать, что выполняется равенство A= B. Очевидно, что A⊆ B. Покажем,
что выполняется обратное включение.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ B, Ï — некоторая формула над 𝐻, реализующая
функцию 𝑓 . Пусть 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑠) — некоторая простая подформула форму-
лы Ï, {𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑠} ⊆ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Тогда по утверждению 1.2.4 выполняет-
ся соотношение 𝑓 ⪯S𝑚 𝑔. В силу утверждения 1.2.5 выполняется соотноше-
ние 𝑓 ∈ [{𝑔}]. Следовательно, 𝑓 ∈ A. Поэтому B ⊆ A. Таким образом, вы-
полняется равенство A=B. Таким образом, множество NS𝑚 обладает свой-
ством (*).

Покажем теперь, что множество NS𝑚 обладает свойством (**). А имен-
но, для любых функций 𝑓, 𝑔∈NS𝑚 из соотношений 𝑓ENS𝑚 𝑔 и 𝑔ENS𝑚 𝑓 следу-
ет, что 𝑓∼𝑔, и для любых функций 𝑓, 𝑔, ℎ∈NS𝑚, таких, что 𝑓ENS𝑚𝑔, 𝑔ENS𝑚ℎ,
𝑓⪯ℎ, выполняется, по крайней мере, одно из соотношений: 𝑓⪯𝑔, 𝑔⪯ℎ.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝) ∈NS𝑚, 𝑓 ENS𝑚 𝑔 и 𝑔 ENS𝑚 𝑓 . Покажем,
что выполняется соотношение 𝑓 ∼ 𝑔. Пусть

𝑁𝑓 =
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖); 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑚; 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑚 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑚⋃︀
𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗); 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . ., 𝑚; 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑚 < 𝑝.

Из соотношений 𝑓 ENS𝑚 𝑔 и 𝑔 ENS𝑚 𝑓 в силу включения NS𝑚 ⊆ S𝑚, следует,
что 𝑓 ES𝑚 𝑔 и 𝑔 ES𝑚 𝑓 . Поэтому в силу утверждения 4.2.1 существуют чис-
ла 𝑘, 𝑙∈N, такие что 𝑘𝑒𝑖 6 𝑎𝑖, 𝑘𝑑𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑙𝑎𝑖 6 𝑒𝑖, 𝑙𝑏𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑚. Посколь-
ку 𝑘, 𝑙, 𝑏𝑖, 𝑑𝑖 ∈N, 𝑖=1, . . .𝑚, то 𝑘= 𝑙=1. Поэтому 𝑎𝑖= 𝑒𝑖, 𝑏𝑖= 𝑑𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑚.
А значит, 𝑁𝑓 =𝑁𝑔. Отсюда получаем, что 𝑓∼=𝑔. Следовательно, 𝑓∼𝑔.
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Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝), ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑞) ∈ NS𝑚, 𝑓 ENS𝑚 𝑔 ENS𝑚 ℎ,
𝑓⪯ℎ. Покажем, что выполняются соотношения 𝑓⪯𝑔⪯ℎ. Пусть

𝑁𝑓 =
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖); 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑚; 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑚 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑚⋃︀
𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗); 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . ., 𝑚; 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑚 < 𝑝;

𝑁ℎ =
𝑚⋃︀
𝑡=1

L(𝑢𝑡, 𝑣𝑡); 𝑢𝑡 + 𝑣𝑡 = 𝑞, 𝑡= 1, . . ., 𝑚; 06 𝑢1 < . . . < 𝑢𝑚 < 𝑞.

Поскольку 𝑓 ENS𝑚 𝑔, 𝑔 ENS𝑚 ℎ и NS𝑚 ⊆ S𝑚, то 𝑓 ES𝑚 𝑔 и 𝑔 ES𝑚 ℎ. Поэтому
в силу утверждения 4.2.1 существуют числа 𝑘, 𝑙 ∈ N, такие, что 𝑘𝑒𝑖 6 𝑎𝑖,
𝑘𝑑𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑙𝑎𝑖 6 𝑢𝑖, 𝑙𝑏𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑚. Так как 𝑓, ℎ ∈NS𝑚 ⊆ S𝑚 и 𝑓 ⪯ ℎ, то
в силу утверждения 1.2.5 выполняется соотношение 𝑓 ⪯S𝑚 ℎ. Поэтому в си-
лу замечания 1.1.4 для некоторого 𝑠 ∈ N выполняются равенства 𝑢𝑖 = 𝑠𝑒𝑖,
𝑣𝑖 = 𝑠𝑑𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑚. Следовательно, 𝑠𝑑𝑖 = 𝑣𝑖 = 𝑙𝑏𝑖 = 𝑙𝑘𝑑𝑖. А значит, 𝑠= 𝑙𝑘.
Поэтому выполняются равенства 𝑎𝑖 = 𝑘𝑒𝑖, 𝑏𝑖 = 𝑘𝑑𝑖, 𝑢𝑖 = 𝑙𝑎𝑖, 𝑣𝑖 = 𝑙𝑏𝑖,
𝑖=1, . . ., 𝑚. Следовательно,

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑘
1 , . . ., 𝑥

𝑘
𝑛); 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝) = ℎ(𝑥𝑙

1, . . ., 𝑥
𝑙
𝑚).

А значит, 𝑓 ∈ [{𝑔}], 𝑔∈ [{ℎ}], т. е. 𝑓 ⪯ 𝑔⪯ℎ.
Таким образом, множество NS𝑚 обладает свойством (**).
Покажем теперь, что для любых функций 𝑓, 𝑔 ∈ NS𝑚 из соот-

ношения 𝑓 ̸∼= 𝑔 следует, что 𝑓 ̸∼ 𝑔. Предположим, что это не так.
Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝)∈NS

𝑚, 𝑓 ̸∼=𝑔 и 𝑓∼𝑔. Пусть

𝑁𝑓 =
𝑚⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖); 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑚; 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑚 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑚⋃︀
𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗); 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . ., 𝑚; 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑚 < 𝑝.

Поскольку 𝑓 ∼ 𝑔, то 𝑓 ⪯ 𝑔. Так как 𝑓, 𝑔 ∈ NS𝑚 ⊆ S𝑚, то в силу утверж-
дения 1.2.5 выполняется соотношение 𝑓 ⪯S𝑚 𝑔. В силу замечания 1.1.4
для некоторого 𝑠 ∈N выполняются равенства 𝑎𝑖 = 𝑠𝑒𝑖, 𝑏𝑖 = 𝑠𝑑𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑚.
Так как 𝑔 ⪯ 𝑓 , то аналогичным образом получаем, что для некоторого 𝑡 ∈N
выполняются равенства 𝑒𝑖= 𝑡𝑎𝑖, 𝑑𝑖= 𝑡𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑚. Следовательно, 𝑎𝑖= 𝑒𝑖,
𝑏𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑚. А значит, 𝑓 ∼= 𝑔. Получили противоречие. Поэтому
из соотношения 𝑓 ̸∼= 𝑔 следует, что 𝑓 ̸∼ 𝑔.

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы. Справед-
ливость утверждения (1) следует из теоремы 4.1. А именно, поскольку мно-
жество NS𝑚 обладает свойствами (*) и (**), то класс 𝐹 имеет базис тогда
и только тогда, когда каждая функция из 𝐺 содержится в некоторой ограни-
ченной максимальной цепи множества 𝐺 относительно ⪯.

Докажем теперь утверждение (2). Достаточность очевидна.
Докажем необходимость. Пусть класс 𝐹 имеет конечный базис.
Тогда существует конечный базис A класса 𝐹 , такой, что A ⊆ 𝐺.
Пусть A= {𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

), . . ., 𝑓𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑠
)}. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐺, Ï —

формула над A, реализующая функцию 𝑓 , Ï1 — некоторая подформула фор-
мулы Ï, имеющая вид 𝑓𝑖(B1, . . .,B𝑛𝑖

), где 16 𝑖6 𝑠, B1, . . .,B𝑚 — формулы
над A. В силу утверждения 1.2.3 среди B1, . . .,B𝑚 встречается каждая пере-
менная из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Тогда выполняется неравенство 𝑛6𝑛𝑖. Та-
ким образом, для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐺 выполняется неравенст-
во 𝑛6max(𝑛𝑖), где максимум берется по всем 𝑖= 1, . . ., 𝑠. Следовательно,
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множество 𝐺 конечно (так как оно состоит из попарно неконгруэнтных
функций).

4.2.2. К л а с с ы, п о р о ж д е н н ы е с и м м е т р и ч е с к и м и ф у н к-

ц и я м и с с о г л а с о в а н н ы м и т и п а м и. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ NS𝑘,

𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ NS𝑡, 𝑘, 𝑡 ∈ N; 𝑁𝑓 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖 = 1, . . ., 𝑘,

06 𝑒1< . . .< 𝑒𝑘 <𝑛; 𝑁𝑔 =
𝑡⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗), где 𝑎𝑗+𝑏𝑗 =𝑚, 𝑗=1, . . ., 𝑡, 06 𝑎1< . . .

. . . < 𝑎𝑡 <𝑚. Будем говорить, что типы функций 𝑓 и 𝑔 согласованы, если
выполняется, по крайней мере, одно из условий:

(1) 𝑘= 𝑡;

(2)
𝑒1
𝑑1

>
𝑎1
𝑏1
,

𝑒𝑘
𝑑𝑘

>
𝑎𝑡
𝑏𝑡
;

(3)
𝑒1
𝑑1

<
𝑎1
𝑏1
,

𝑒𝑘
𝑑𝑘

<
𝑎𝑡
𝑏𝑡
.

Пусть C⊆NS. Будем говорить, что C является множеством симметри-
ческих функций с согласованными типами, если типы любых двух функ-
ций 𝑓, 𝑔 ∈C согласованы.

У т в е р ж д е н и е 4.2.2. Пусть 𝑘, 𝑡 ∈ N, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ NS𝑘,

𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈NS
𝑡
,𝑁𝑓=

𝑘⋃︀
𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑒𝑖+𝑑𝑖=𝑛, 𝑖=1, . . ., 𝑘, 06𝑒1<. . .<𝑒𝑘<𝑛;

𝑁𝑔=
𝑡⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗), 𝑎𝑗+𝑏𝑗=𝑚, 𝑗=1, . . ., 𝑡, 06𝑎1<. . .<𝑎𝑠<𝑚, 𝑓ES𝑔. Тогда

(1) 𝑘6 𝑡;

(2)
𝑒𝑘

𝑑𝑘
6 𝑎𝑡

𝑏𝑡
;

(3) при этом если существует формула Ï, реализующая функцию 𝑓
и содержащая простую подформулу, имеющую вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚),

𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 ∈ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}, то
𝑒1

𝑑1
> 𝑎1

𝑏1
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑘, 𝑡 ∈ N, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ NS𝑘,
𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈NS

𝑡,

𝑁𝑓 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑘, 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑘 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑡⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗), 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 =𝑚, 𝑗 = 1, . . ., 𝑡, 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑡 <𝑚.

По условию выполняется соотношение 𝑓 ES 𝑔, поэтому существует фор-
мула Ï над S, реализующая функцию 𝑓 и содержащая подформу-
лу Ï1, имеющую вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где B1, . . .,B𝑚 — формулы над S.
Пусть среди формул B1, . . .,B𝑚 символы переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встреча-
ются 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 раз соответственно, а формулы, не являющиеся символа-
ми переменных, — 𝑟 раз, 𝑟 > 0. Без ограничения общности будем считать,
что 𝑞1 > 𝑞2 > . . .> 𝑞𝑛 > 0.
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Рассмотрим наборы ̃︀𝛼1 = (1𝑒1 , 2𝑑1), . . . , ̃︀𝛼𝑘 = (1𝑒𝑘 , 2𝑑𝑘). Посколь-
ку ̃︀𝛼1, . . ., ̃︀𝛼𝑘 ∈𝑁𝑓 , то 𝑓(̃︀𝛼1) = . . .= 𝑓(̃︀𝛼𝑘) = 1. Тогда по следствию 1.2.2 вы-
полняются равенства Ï1(̃︀𝛼1)= . . .=Ï1(̃︀𝛼𝑘)=1. Следовательно, (1𝑢𝑖 , 2𝑣𝑖)∈𝑁𝑔,
где 𝑢𝑖=𝑟+𝑞1+. . .+𝑞𝑒𝑖

, 𝑣𝑖= 𝑞𝑒𝑖+1+. . .+𝑞𝑛, 𝑖=1, . . ., 𝑘.
Покажем, что 06 𝑢1 < . . . < 𝑢𝑘. Поскольку 𝑢𝑖 − 𝑢𝑖−1 = 𝑞𝑒𝑖−1+1 + . . .+ 𝑞𝑒𝑖

,
то для этого достаточно показать, что 𝑞𝑒𝑖

> 0 для всех 𝑖 = 1, . . ., 𝑘.
Поскольку 0 6 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑘 и 𝑞1 > . . . > 𝑞𝑛 > 0, то достаточно показать,
что 𝑞𝑒𝑘

> 0. Покажем, что 𝑞𝑒𝑘+1 > 0. Предположим, что 𝑞𝑒𝑘+1 = 0. Тогда для
всех 𝑖= 𝑒𝑘 + 1, . . ., 𝑛 выполняется равенство 𝑞𝑖 = 0. Положим ̃︀𝛼= (1𝑒𝑘 , 2𝑑𝑘).
Поскольку ̃︀𝛼 ∈L(𝑒𝑘, 𝑑𝑘)⊆𝑁𝑓 , то 𝑓(̃︀𝛼) = 1. По следствию 1.2.2 имеет мес-

то равенство Ï1(̃︀𝛼) = 1. Кроме того, 𝑔(̃︀𝛽) = Ï1(̃︀𝛼) = 1, где ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑚),
𝛽𝑖 = B𝑖(̃︀𝛼), 𝑖 = 1, . . ., 𝑚. Поскольку 𝑞𝑒𝑘+1 = . . . = 𝑞𝑛 = 0, то для каждо-
го 𝑖=1, . . ., 𝑚 формулаB𝑖 является либо символом переменной 𝑥𝑗, 16𝑗6𝑒𝑘,
либо нетривиальной формулой. Если B𝑖 является нетривиальной форму-
лой, то в силу следствия 1.2.2 выполняется равенство B𝑖(̃︀𝛼) = 1. Поэто-

му B𝑖(̃︀𝛼) = 𝛽𝑖 =1, 𝑖=1, . . ., 𝑚. Так как 𝑔 ∈𝑅, то 𝑔(̃︀𝛽) = 0, что противоречит

равенству 𝑔(̃︀𝛽)=1. Следовательно, 𝑞𝑒𝑘+1>0.
Таким образом, 06 𝑢1 < . . . < 𝑢𝑘, т. е. числа 𝑢1, . . ., 𝑢𝑘 — различные.

Так как (1𝑢𝑖 , 2𝑣𝑖)∈𝑁𝑔 =
𝑡⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗), 𝑖=1, . . ., 𝑘, то 𝑘6 𝑡. То есть соотноше-

ние (1) утверждения доказано.
Поскольку (1𝑢𝑘 , 2𝑣𝑘)∈𝑁𝑔, то 𝑢𝑘6𝑎𝑡, 𝑣𝑘> 𝑏𝑡. Кроме того, 𝑞1> . . .> 𝑞𝑛>0,

𝑞𝑒𝑘+1 > 0. Поэтому

𝑒𝑘
𝑑𝑘

6 𝑞𝑒𝑘

𝑞𝑒𝑘+1
·
𝑒𝑘
𝑑𝑘

6 𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑒𝑘

𝑞𝑒𝑘+1 + . . .+ 𝑞𝑛
6 𝑢𝑘

𝑣𝑘
6 𝑎𝑡

𝑏𝑡
.

Таким образом, соотношение (2) утверждения доказано.
Докажем теперь соотношение (3). Пусть Ï1 — простая подформула

формулы Ï, имеющая вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 ∈ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Рассмот-

рим набор ̃︀𝛽 = (2𝑑1 , 1𝑒1). Поскольку ̃︀𝛽 ∈ 𝑁𝑓 , то 𝑓(̃︀𝛽) = 1. В силу следст-

вия 1.2.2 выполняется равенство Ï1(̃︀𝛽) = 1. Следовательно, (2𝑢, 1𝑣) ∈ 𝑁𝑔,
где 𝑢=𝑞1+. . .+𝑞𝑑1

, 𝑣=𝑞𝑑1+1+. . .+𝑞𝑛. Так как 06𝑎1<. . .<𝑎𝑡, то 𝑣>𝑎1 и 𝑢6𝑏1.
Если 𝑞𝑑1

= 0, то 𝑞𝑑1+1 = . . .= 𝑞𝑛 = 0. А значит, 𝑎1 = 𝑣 = 0. Тогда
𝑒1
𝑑1

> 0 =
𝑎1
𝑏1
.

Пусть теперь 𝑞𝑑1
> 0. Поскольку 𝑞1 > 𝑞2 > . . .> 𝑞𝑛 > 0 и 𝑒1+𝑑1=𝑛, то выпол-

няются соотношения

𝑒1
𝑑1

> 𝑒1
𝑑1
·
𝑞𝑑1+1

𝑞𝑑1

> 𝑞𝑑1+1 + . . .+ 𝑞𝑛
𝑞1 + . . .+ 𝑞𝑑1

=
𝑣

𝑢
> 𝑎1

𝑏1
.

Таким образом, соотношение (3) доказано.
У т в е р ж д е н и е 4.2.3. Пусть 𝑘, 𝑡∈N, C — множество симметри-

ческих функций с согласованными типами, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈NS𝑘 ∩ C, Ï —
формула над C, реализующая функцию 𝑓 , Ï1 — простая подформу-
ла формулы Ï, имеющая вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), где 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚) ∈ NS𝑡 ∩ C,

𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 ∈ {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}; 𝑁𝑓 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖 = 1, . . ., 𝑘,

0 6 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑘 < 𝑛; 𝑁𝑔 =
𝑡⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗), 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 = 𝑚, 𝑗 = 1, . . ., 𝑡,

06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑠 <𝑚. Тогда 𝑘 = 𝑡, 𝑓 ⪯ 𝑔 и существует такое число 𝑟 ∈N,
что 𝑟𝑒𝑖= 𝑎𝑖, 𝑟𝑑𝑖= 𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑘, 𝑡∈N, C— множество симметрических

функций с согласованными типами, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈NS𝑘 ∩ C, Ï — формула



О ЗАМКНУТЫХ КЛАССАХ ФУНКЦИЙ МНОГОЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ 201

над C, реализующая функцию 𝑓 , Ï1 — простая подформула формулы Ï, име-
ющая вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), где 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈NS

𝑡∩C, 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚∈{𝑥1, . . ., 𝑥𝑛},

𝑁𝑓 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖), 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑘, 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑘 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑡⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗), 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 =𝑚, 𝑗 = 1, . . ., 𝑡, 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑡 <𝑚.

Согласно утверждению 4.2.2 выполняются неравенства
𝑒𝑘
𝑑𝑘

6 𝑎𝑡
𝑏𝑡
,

𝑒1
𝑑1

> 𝑎1
𝑏1
.

Поэтому из условий (1)–(3) в определении функций согласованного типа

может выполняться только равенство (1) 𝑘= 𝑡. А значит, 𝑓, 𝑔 ∈NS𝑘. В силу
утверждения 1.2.4 выполняется соотношение 𝑓⪯S𝑘 𝑔. В силу замечания 1.1.4
для некоторого 𝑟 ∈N выполняются равенства 𝑎𝑖 = 𝑟𝑒𝑖, 𝑏𝑖 = 𝑟𝑑𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑘.
Следовательно, 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)=𝑔(𝑥𝑟

1 , . . ., 𝑥
𝑟
𝑛). А значит, 𝑓⪯𝑔.

Т е о р е м а 4.3. Пусть C⊆NS, C — произвольное множество сим-
метрических функций с согласованными типами, а 𝐺 — произвольное
множество попарно неконгруэнтных функций из C, 𝐹 = [𝐺]. Тогда вы-
полняются следующие утверждения.

(1) Класс 𝐹 имеет базис тогда и только тогда, когда каждая функция
из 𝐺 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи
множества 𝐺 относительно ⪯.

(2) Класс 𝐹 имеет конечный базис тогда и только тогда, когда мно-
жество 𝐺 конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть C⊆NS, C — произвольное множество
симметрических функций с согласованными типами, а 𝐺 — произволь-
ное множество попарно неконгруэнтных функций из C, 𝐹 = [𝐺]. Покажем,
что множество C обладает свойствами (*) и (**).

Покажем сначала, что множество C обладает свойством (*). Пусть 𝐻 —
подмножество множества C. Положим

A=

(︂ ⋃︀
𝑓∈𝐻

[{𝑓}]

)︂⋂︀
C; B=

[︂ ⋃︀
𝑓∈𝐻

{𝑓}

]︂⋂︀
C.

Для того, чтобы множество C обладало свойством (*), достаточно показать,
что выполняется равенство A= B. Очевидно, что A⊆ B. Покажем, что вы-
полняется обратное включение.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ B. Пусть Ï — некоторая формула над 𝐻, реа-
лизующая функцию 𝑓 , Ï1 — простая подформула формулы Ï, имеющая
вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), где 𝑔∈𝐻. Поскольку 𝑓, 𝑔∈𝐻⊆NS, то существуют 𝑘, 𝑙∈N,
такие, что 𝑓 ∈NS𝑘, 𝑔 ∈NS𝑙. Тогда по утверждению 4.2.3 выполняется со-
отношение 𝑓 ⪯ 𝑔. Следовательно 𝑓 ∈ [{𝑔}] ⊆ A. Поэтому B ⊆ A. А значит,
выполняется равенство A=B. Таким образом, множество C обладает свойст-
вом (*).

Покажем теперь, что множество C обладает свойством (**). А имен-
но, покажем, что для любых функций 𝑓, 𝑔 ∈ C, таких, что 𝑓 EC 𝑔 и 𝑔 EC 𝑓 ,
выполняется соотношение 𝑓 ∼ 𝑔, и для любых функций 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ C, таких,
что 𝑓 EC 𝑔, 𝑔EC ℎ, 𝑓 ⪯ ℎ, выполняется, по крайней мере, одно из соотноше-
ний: 𝑓 ⪯ 𝑔, 𝑔⪯ ℎ.
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Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝) ∈C, 𝑓 EC 𝑔 и 𝑔 EC 𝑓 . Покажем, что вы-

полняется соотношение 𝑓∼𝑔. Пусть 𝑓 ∈NS𝑘, 𝑔∈NS𝑙, 𝑘, 𝑙∈N и

𝑁𝑓 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖); 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑘; 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑘 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑙⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗); 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . ., 𝑙; 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑙 < 𝑝.

Так как 𝑓 EC 𝑔 и 𝑔 EC 𝑓 и 𝐶 ⊆ S, то 𝑓 ES 𝑔 и 𝑔 ES 𝑓 . Из утверждения 4.2.2

следует, что 𝑘 6 𝑙 и 𝑙6 𝑘. Поэтому 𝑘 = 𝑙, т. е. 𝑓, 𝑔 ∈NS𝑘. В силу утвержде-
ния 4.2.1 для некоторых 𝑝, 𝑞∈N выполняются соотношения 𝑝𝑒𝑖6𝑎𝑖, 𝑝𝑑𝑖= 𝑏𝑖,
𝑞𝑎𝑖 6 𝑒𝑖, 𝑞𝑏𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘. Поэтому 𝑞= 𝑝=1 и 𝑒𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑑𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘.
Следовательно, 𝑓 ∼= 𝑔. А значит, 𝑓 ∼ 𝑔.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝), ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑞)∈C, 𝑓EC 𝑔EC ℎ, 𝑓 ⪯ℎ. По-

кажем, что выполняются соотношения 𝑓 ⪯ 𝑔 ⪯ ℎ. Пусть 𝑓 ∈ NS𝑘, 𝑔 ∈ NS𝑙,
ℎ∈NS𝑚, 𝑘, 𝑙, 𝑚∈N и

𝑁𝑓 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖); 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑘; 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑘 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑙⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗); 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . ., 𝑙; 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑙 < 𝑝;

𝑁ℎ =
𝑚⋃︀
𝑡=1

L(𝑢𝑡, 𝑣𝑡); 𝑢𝑡 + 𝑣𝑡 = 𝑞, 𝑡= 1, . . ., 𝑚; 06 𝑢1 < . . . < 𝑢𝑚 < 𝑞.

Поскольку 𝑓 EC 𝑔 EC ℎ, и C⊆ 𝑆, то 𝑓 ES 𝑔 ES ℎ. Поэтому в силу утвержде-
ния 4.2.2 выполняются неравенства 𝑘6 𝑙6𝑚. Так как 𝑓 ⪯ ℎ, то из утверж-
дения 4.2.3 следует, что выполняется равенство 𝑘 =𝑚 и существует чис-
ло 𝑟 ∈N, такое, что 𝑟𝑒𝑖 = 𝑢𝑖, 𝑟𝑑𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑘. Следовательно, 𝑘 = 𝑙=𝑚.
Так как 𝑓ES 𝑔ESℎ, то в силу утверждения 4.2.1 существуют числа 𝑐1, 𝑐2∈N,
такие, что 𝑐1𝑒𝑖 6 𝑎𝑖, 𝑐1𝑑𝑖 = 𝑏𝑖, 𝑐2𝑎𝑖 6 𝑢𝑖, 𝑐2𝑏𝑖 = 𝑣𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘. Из этих соотно-
шений нетрудно получить следующие равенства: 𝑟= 𝑐1𝑐2, 𝑐1𝑒𝑖 = 𝑎𝑖, 𝑐1𝑑𝑖 = 𝑏𝑖,
𝑐2𝑎𝑖=𝑢𝑖, 𝑐2𝑏𝑖=𝑣𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘. Следовательно, выполняются равенства

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑐1
1 , . . ., 𝑥

𝑐1
𝑛 ); 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝) = ℎ(𝑥𝑐2

1 , . . ., 𝑥
𝑐2
𝑝 ).

Поэтому выполняются соотношения 𝑓 ∈ [{𝑔}], 𝑔∈ [{ℎ}]. А значит, 𝑓⪯𝑔⪯ℎ.
Покажем теперь, что для любых функций 𝑓, 𝑔∈C из соотношения 𝑓 ̸∼= 𝑔

следует, что 𝑓 ̸∼𝑔. Предположим, что это не так. Пусть 𝑓, 𝑔∈C, 𝑓 ̸∼=𝑔 и 𝑓 ∼𝑔.
Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈NS

𝑘, 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈NS
𝑙, 𝑘, 𝑙∈N и

𝑁𝑓 =
𝑘⋃︀

𝑖=1

L(𝑒𝑖, 𝑑𝑖); 𝑒𝑖 + 𝑑𝑖 = 𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑘; 06 𝑒1 < . . . < 𝑒𝑘 <𝑛;

𝑁𝑔 =
𝑙⋃︀

𝑗=1

L(𝑎𝑗, 𝑏𝑗); 𝑎𝑗 + 𝑏𝑗 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . ., 𝑙; 06 𝑎1 < . . . < 𝑎𝑙 < 𝑝.

Поскольку 𝑓 ∼ 𝑔, то 𝑓 ⪯ 𝑔 и 𝑔 ⪯ 𝑓 . Так как 𝑓, 𝑔 ∈ C ⊆ NS, то в силу ут-
верждения 4.2.2 выполняются неравенства 𝑘 6 𝑙, 𝑙 6 𝑘. А значит, 𝑘 = 𝑙
и 𝑓, 𝑔 ∈ NS𝑘 ⊆ S𝑘. Поэтому в силу утверждения 1.2.5 выполняются соот-
ношения 𝑓 ⪯S𝑘 𝑔, 𝑔 ⪯S𝑘 𝑓 . В силу замечания 1.1.4 для некоторых 𝑠, 𝑡 ∈ N
выполняются равенства 𝑎𝑖 = 𝑠𝑒𝑖, 𝑏𝑖 = 𝑠𝑑𝑖, 𝑒𝑖 = 𝑡𝑎𝑖, 𝑑𝑖 = 𝑡𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘. Следо-
вательно, 𝑠= 𝑡= 1 и 𝑎𝑖 = 𝑒𝑖, 𝑏𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑘. А значит, 𝑓 ∼= 𝑔. Получили
противоречие. Поэтому из соотношения 𝑓 ̸∼=𝑔 следует, что 𝑓 ̸∼𝑔.
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Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы. Справед-
ливость утверждения (1) следует из теоремы 4.1. А именно, поскольку мно-
жество C обладает свойствами (*) и (**), то класс 𝐹 имеет базис тогда
и только тогда, когда каждая функция из 𝐺 содержится в некоторой ограни-
ченной максимальной цепи множества 𝐺 относительно ⪯.

Докажем теперь утверждение (2). Достаточность очевидна.
Докажем необходимость. Пусть класс 𝐹 имеет конечный базис.
Тогда существует конечный базис A класса 𝐹 , такой, что A ⊆ 𝐺.
Пусть A= {𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

), . . ., 𝑓𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑠
)}. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐺, Ï —

формула над A, реализующая функцию 𝑓 , Ï1 — некоторая подформула фор-
мулы Ï, имеющая вид 𝑓𝑖(B1, . . .,B𝑛𝑖

), где 16 𝑖6 𝑠, B1, . . .,B𝑚 — формулы
над A. В силу утверждения 1.2.3 среди B1, . . .,B𝑚 встречается каждая пе-
ременная из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Тогда выполняется неравенство 𝑛6𝑛𝑖.
Таким образом, для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐺 выполняется нера-
венство 𝑛 6max(𝑛𝑖), где максимум берется по всем 𝑖 = 1, . . ., 𝑠. Следова-
тельно, множество 𝐺 конечно (так как оно состоит из попарно неконгру-
энтных функций).

4.2.3. К л а с с ы, п о р о ж д е н н ы е ф у н к ц и я м и и з м н о ж е с т-

в а NS1

𝑘. Рассматриваются симметрические однослойные функции из мно-
жества 𝑅𝑘 всех функций 𝑘-значной логики (𝑘> 3), принимающих значения
только из множества {0, 1} и равных нулю на всех наборах, содержащих хо-
тя бы одну нулевую компоненту и на всех наборах, все компоненты которых
совпадают (см. также [51]). Множество всех таких функций обозначается

через NS1

𝑘.

У т в е р ж д е н и е 4.2.4. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈NS1

𝑘, Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) —

формула над NS1

𝑘, реализующая функцию 𝑓, а Ï1 — подформула форму-

лы Ï, имеющая вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где 𝑔 ∈NS1

𝑘, а B1, . . .,B𝑚 — формулы

над NS1

𝑘. Тогда среди формул B1, . . .,B𝑚 есть символы переменных, при-
чем символ каждой переменной из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛} встречается
одинаковое число раз.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)∈NS
1

𝑘, Ï(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) — фор-

мула над NS1

𝑘, реализующая функцию 𝑓, а Ï1 — подформула формулы Ï,

имеющая вид 𝑔(B1, . . .,B𝑚), где 𝑔 ∈ NS1

𝑘, а B1, . . .,B𝑚 — формулы над

NS1

𝑘. Поскольку функция 𝑓 принимает значение 1 на наборах, содержащих,
по крайней мере, две различные компоненты, то 𝑛> 2. Пусть среди фор-
мул B1, . . .,B𝑚 символы переменных 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встречаются 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛 раз
соответственно, а нетривиальные формулы — 𝑟 раз, 𝑟, 𝑞1, . . ., 𝑞𝑛∈Z+.

Покажем, что среди формул B1, . . .,B𝑚 встречаются символы перемен-
ных. Предположим, что это не так. Рассмотрим набор ̃︀𝛼 ∈ 𝑁𝑓 . Посколь-
ку Ï(̃︀𝛼) = 1, то в силу следствия 1.2.2 выполняется равенство Ï1(̃︀𝛼) = 1.

Кроме того, 𝑔(̃︀𝛽) = Ï1(̃︀𝛼) = 1, где ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑚), 𝛽𝑖 =B𝑖(̃︀𝛼), 𝑖= 1, . . ., 𝑚.
Поскольку B𝑖 является нетривиальной формулой над 𝑅𝑘, то в силу след-
ствия 1.2.2 выполняются равенства B𝑖(̃︀𝛼) = 𝛽𝑖 = 1, 𝑖= 1, . . ., 𝑚. В силу то-

го, что 𝑔 ∈𝑅𝑘, выполняется равенство 𝑔(̃︀𝛽) = 0, что противоречит равенст-

ву 𝑔(̃︀𝛽)= 1. Следовательно, среди формул B1, . . .,B𝑚 встречаются символы
переменных.

Покажем, что 𝑞1 = . . .= 𝑞𝑛. Предположим, что существуют числа 𝑞𝑖, 𝑞𝑗,
такие, что 𝑞𝑖 ̸= 𝑞𝑗. Без ограничения общности будем считать, что 𝑞1 ̸= 𝑞2.
Пусть 𝑁𝑓 = L(𝑒, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑘−2), 𝑁𝑔 = L(𝑎, 𝑏1, . . ., 𝑏𝑘−2). Поскольку множест-
во 𝑁𝑓 содержит набор, в котором имеются, по крайней мере, две различ-
ные компоненты, то без ограничения общности будем считать, что 𝑒 > 0

и 𝑑1>0. Рассмотрим наборы ̃︀𝜉1=(1, 2, 𝛼3, . . ., 𝛼𝑛), ̃︀𝜉2=(2, 1, 𝛼3, . . ., 𝛼𝑛) из 𝑁𝑓 .
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В силу следствия 1.2.2 выполняются равенства Ï1(̃︀𝜉1) = Ï1(̃︀𝜉2) = 1. Обоз-

начим (B1(̃︀𝜉1), . . .,B𝑚(̃︀𝜉2)) через ̃︀𝛽 = (𝛽1, . . ., 𝛽𝑚), а (B1(̃︀𝜉2), . . .,B𝑚(̃︀𝜉2)) —
через ̃︀𝛾 = (𝛾1, . . ., 𝛾𝑚). Так как 𝑔(̃︀𝛽) = Ï1(̃︀𝜉1) = 1 и 𝑔(̃︀𝛾) = Ï1(̃︀𝜉2) = 1,

то ̃︀𝛽, ̃︀𝛾 ∈𝑁𝑔. Заметим, что в силу следствия 1.2.2 выполняются равенст-

ва B𝑗1(
̃︀𝜉1) = . . .=B𝑗𝑟(

̃︀𝜉1) = 1 и B𝑗1(
̃︀𝜉2) = . . .=B𝑗𝑟(

̃︀𝜉2) = 1, где B𝑗1 , . . .,B𝑗𝑟 —

все нетривиальные формулы из B1, . . .,B𝑚. Так как ̃︀𝛽, ̃︀𝛾 ∈𝑁𝑔, то |̃︀𝛽|= |̃︀𝛾|.
С другой стороны, выполняются равенства

|̃︀𝛽|= 𝑟+ 𝑞1 +
∑︀

36 𝑡6 𝑛
𝛼𝑡 = 1

𝑞𝑡; |̃︀𝛾|= 𝑟+ 𝑞2 +
∑︀

36 𝑡6 𝑛
𝛼𝑡 = 1

𝑞𝑡.

Так как по предположению 𝑞1 ̸= 𝑞2, то получаем, что |̃︀𝛽| ̸= |̃︀𝛾|, что противоре-
чит равенству |̃︀𝛽|= |̃︀𝛾|. Таким образом, 𝑞1= . . .= 𝑞𝑛.

С л е д с т в и е 4.2.5. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑚)∈NS
1

𝑘, 𝑓ENS1𝑘
𝑔.

Тогда 𝑛6𝑚.
Т е о р е м а 4.4. Пусть 𝐺 — произвольное множество, состоящее

из попарно неконгруэнтных функций множества NS1

𝑘, 𝐹 = [𝐺]. Тогда
выполняются следующие утверждения.

(1) Класс 𝐹 имеет базис тогда и только тогда, когда каждая функция
из 𝐺 содержится в некоторой ограниченной максимальной цепи
множества 𝐺 относительно ⪯.

(2) Класс 𝐹 имеет конечный базис тогда и только тогда, когда мно-
жество 𝐺 конечно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 𝐺 — множество, состоящее из попарно

неконгруэнтных функций множества NS1

𝑘, 𝐹 = [𝐺]. Покажем, что множест-

во NS1

𝑘 обладает свойствами (*) и (**).

Покажем сначала, что множество NS1

𝑘 обладает свойством (*).

Пусть 𝐻 — подмножество множества NS1

𝑘. Положим

A=

(︂ ⋃︀
𝑓∈𝐻

[{𝑓}]

)︂⋂︀
NS1

𝑘; B =

[︂ ⋃︀
𝑓∈𝐻

{𝑓}

]︂⋂︀
NS1

𝑘.

Для того, чтобы множество NS1

𝑘 обладало свойством (*), достаточно по-
казать, что выполняется равенство A= B. Очевидно, что A⊆ B. Покажем,
что выполняется обратное включение.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ B, Ï — некоторая формула над 𝐻, реализую-
щая функцию 𝑓 . Пусть Ï1 — простая подформула формулы Ï, имеющая
вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚), 𝑔∈𝐻. Пусть 𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑘−2), 𝑁𝑔=L(𝑎, 𝑏1, . . ., 𝑏𝑘−2).
Покажем, что 𝑓 ∈ [{𝑔}].

В силу утверждения 4.2.4 существует число 𝑡 ∈ N, такое, что сре-
ди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑚 каждая переменная из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛} встречает-
ся 𝑡 раз. Пусть ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) ∈𝑁𝑓 . В силу следствия 1.2.2 выполняется
равенство Ï1(̃︀𝛼)= 1. Кроме того, в силу равенств 𝑔(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚)=Ï1(̃︀𝛼)= 1,
выполняется соотношение (𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑚)∈𝑁𝑔. Следовательно, 𝑎= 𝑡𝑒, 𝑏𝑖= 𝑡𝑑𝑖,
𝑖=1, . . ., 𝑘−2. Тогда очевидно, что 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛)= 𝑔(𝑥𝑡

1, . . .𝑥
𝑡
𝑛), т. е. 𝑓 ∈ [{𝑔}].

А значит, 𝑓 ∈A. Поэтому A=B.

Покажем теперь, что множество NS1

𝑘 обладает свойством (**). А имен-

но, для любых функций 𝑓, 𝑔 ∈NS1

𝑘, таких, что 𝑓 ENS1𝑘
𝑔 и 𝑔 ENS1𝑘

𝑓 , выпол-

няется соотношение 𝑓 ∼ 𝑔 и для любых функций 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ NS1

𝑘, таких,
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что 𝑓 ENS1𝑘
𝑔, 𝑔ENS1𝑘

ℎ, 𝑓 ⪯ ℎ, выполняется, по крайней мере, одно из соотно-
шений: 𝑓 ⪯ 𝑔, 𝑔⪯ ℎ.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝)∈NS
1

𝑘, 𝑓ENS1𝑘
𝑔 и 𝑔ENS1𝑘

𝑓 . Покажем, что
выполняется соотношение 𝑓 ∼ 𝑔.

Так как 𝑓ENS1𝑘
𝑔 и 𝑔ENS1𝑘

𝑓 , то в силу следствия 4.2.5 выполняются нера-
венства 𝑛6 𝑝 и 𝑝6 𝑛. Поэтому 𝑛= 𝑝. Поскольку 𝑓 ENS1𝑘

𝑔, то существуют

формула Ï над NS1

𝑘, реализующая функцию 𝑓 , и подформула Ï1 формулы Ï,

имеющая вид 𝑔(B1, . . .,B𝑛), где B1, . . .,B𝑛 — формулы над NS1

𝑘. В силу
утверждения 4.2.4 каждая переменная из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛} встречает-
ся среди B1, . . .,B𝑛. Поэтому Ï1 является простой подформулой формулы Ï.
Без ограничения общности можем считать, что Ï1 имеет вид 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛).

Для каждого набора ̃︀𝛼 из 𝑁𝑓 в силу следствия 1.2.2 выполняется ра-
венство Ï1(̃︀𝛼) = 1, т. е. 𝑔(̃︀𝛼) = 1, поэтому ̃︀𝛼 ∈𝑁𝑔. Таким образом, 𝑁𝑓 ⊆𝑁𝑔.
Аналогичным образом можно показать, что из соотношения 𝑔 ENS1𝑘

𝑓 следу-
ет включение 𝑁𝑔 ⊆𝑁𝑓 . Поэтому 𝑁𝑓 =𝑁𝑔. А значит, 𝑓 ∼= 𝑔 и, следователь-
но, 𝑓 ∼ 𝑔.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝), ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥𝑞)∈NS
1

𝑘, 𝑓ENS1𝑘
𝑔ENS1𝑘

ℎ, 𝑓⪯ℎ.
Покажем, что выполняются соотношения 𝑓 ⪯𝑔⪯ℎ. Пусть

𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑘−2),

𝑒+ 𝑑1 + . . .+ 𝑑𝑘−2 = 𝑛, 06 𝑒 < 𝑛, 06 𝑑𝑖 <𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑘− 2;

𝑁𝑔 =L(𝑎, 𝑏1, . . ., 𝑏𝑘−2),

𝑎+ 𝑏1 + . . .+ 𝑏𝑘−2 = 𝑝, 06 𝑎 < 𝑝, 06 𝑏𝑖 < 𝑝, 𝑖= 1, . . ., 𝑘− 2;

𝑁ℎ =L(𝑢, 𝑣1, . . ., 𝑣𝑘−2),

𝑢+ 𝑣1 + . . .+ 𝑣𝑘−2 = 𝑞, 06 𝑢< 𝑞, 06 𝑣𝑖 < 𝑞, 𝑖= 1, . . ., 𝑘− 2.

Поскольку 𝑓 ENS1𝑘
𝑔, то существуют формула Ï над NS1

𝑘, реализующая
функцию 𝑓 , и подформула Ï1 формулы Ï, имеющая вид 𝑔(B1, . . .,B𝑝),

где B1, . . .,B𝑝 — формулы над NS1

𝑘. В силу утверждения 4.2.4 существует
число 𝑙 ∈ N, такое, что среди B1, . . .,B𝑝 каждая переменная из 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛

встречается 𝑙 раз. Поэтому выполняются соотношения 𝑎 > 𝑙𝑒, 𝑏𝑖 = 𝑙𝑑𝑖,
𝑖 = 1, . . ., 𝑘 − 2. Так как 𝑔 ENS1𝑘

ℎ, то аналогично можно показать, что су-
ществует число 𝑤 ∈ N, такое, что 𝑢> 𝑤𝑎, 𝑣𝑖 = 𝑤𝑏𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑘 − 2. Кроме
того, так как 𝑓 ⪯ ℎ, то существуют формула Ð над {ℎ}, реализующая функ-
цию 𝑓 , и простая подформула формулы Ð, имеющая вид ℎ(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑞).
В силу утверждения 4.2.4 существует 𝑐 ∈ N, такое, что каждая пере-
менная из 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встречается среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑞 𝑐 раз. В силу следст-
вия 1.2.2 для любого набора ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) из 𝑁𝑓 выполняются равенст-
ва ℎ(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑞) = 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = 1. А значит, (𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑞) ∈ 𝑁ℎ. Поэто-
му 𝑢 = 𝑐𝑒, 𝑣𝑖 = 𝑐𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . ., 𝑘 − 2. Следовательно, выполняются равенст-
ва 𝑐=𝑤𝑙 и 𝑎= 𝑙𝑒, 𝑏𝑖= 𝑙𝑑𝑖, 𝑢=𝑤𝑎, 𝑣𝑖=𝑤𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘−2. А значит,

𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) = 𝑔(𝑥𝑙
1, . . ., 𝑥

𝑙
𝑛); 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥𝑝) = ℎ(𝑥𝑤

1 , . . ., 𝑥
𝑤
𝑝 ).

Поэтому выполняются соотношения 𝑓 ∈ [{𝑔}], 𝑔 ∈ [{ℎ}]. Следователь-
но, 𝑓 ⪯ 𝑔⪯ ℎ.

Таким образом, множество NS1

𝑘 обладает свойством (**).

Покажем теперь, что для любых функций 𝑓, 𝑔 ∈ NS1

𝑘 из соотноше-

ния 𝑓 ̸∼= 𝑔 следует 𝑓 ̸∼ 𝑔. Предположим, что это не так. Пусть 𝑓, 𝑔 ∈NS1

𝑘,
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𝑓 ̸∼= 𝑔 и 𝑓 ∼ 𝑔. Пусть

𝑁𝑓 =L(𝑒, 𝑑1, . . ., 𝑑𝑘−2),

𝑒+ 𝑑1 + . . .+ 𝑑𝑘−2 = 𝑛, 06 𝑒 < 𝑛, 06 𝑑𝑖 <𝑛, 𝑖= 1, . . ., 𝑘− 2;

𝑁𝑔 =L(𝑎, 𝑏1, . . ., 𝑏𝑘−2),

𝑎+ 𝑏1 + . . .+ 𝑏𝑘−2 = 𝑝, 06 𝑎 < 𝑝, 06 𝑏𝑖 < 𝑝, 𝑖= 1, . . ., 𝑘− 2.

Поскольку 𝑓 ∼ 𝑔, то 𝑓 ⪯ 𝑔. Поэтому существуют формула Ð над {𝑔},
реализующая функцию 𝑓 , и простая подформула формулы Ð, имеющая
вид 𝑔(𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑝). В силу утверждения 4.2.4 существует число 𝑐∈N, такое,
что каждая переменная из 𝑥1, . . ., 𝑥𝑛 встречается среди 𝑥𝑖1 , . . ., 𝑥𝑖𝑝 𝑐 раз.
В силу следствия 1.2.2 для каждого набора ̃︀𝛼= (𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) из 𝑁𝑓 , выпол-
няются равенства 𝑔(𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑝) = 𝑓(𝛼1, . . ., 𝛼𝑛) = 1, т. е. (𝛼𝑖1 , . . ., 𝛼𝑖𝑝) ∈𝑁𝑔.
Поэтому выполняются равенства 𝑎= 𝑐𝑒, 𝑏𝑖 = 𝑐𝑑𝑖, 𝑖= 1, . . ., 𝑘 − 2. Аналогич-
ным образом можно показать, что в силу соотношения 𝑔⪯ 𝑓 найдется такое
число 𝑡∈N, что выполняются равенства 𝑒= 𝑡𝑎, 𝑑𝑖= 𝑡𝑏𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘−2. Следо-
вательно, 𝑐= 𝑡=1 и 𝑎=𝑒, 𝑏𝑖=𝑑𝑖, 𝑖=1, . . ., 𝑘−2, т. е. 𝑁𝑓 =𝑁𝑔. А значит, 𝑓∼=𝑔.
Получили противоречие. Поэтому из соотношения 𝑓 ̸∼=𝑔 следует 𝑓 ̸∼𝑔.

Перейдем теперь непосредственно к доказательству теоремы. Справед-
ливость утверждения (1) следует из теоремы 4.1. А именно, поскольку мно-

жество NS1

𝑘 обладает свойствами (*) и (**), то класс 𝐹 имеет базис тогда
и только тогда, когда каждая функция из 𝐺 содержится в некоторой ограни-
ченной максимальной цепи множества 𝐺 относительно ⪯.

Докажем теперь утверждение (2). Достаточность очевидна.
Докажем необходимость. Пусть класс 𝐹 имеет конечный базис.
Тогда существует конечный базис A класса 𝐹 , такой, что A ⊆ 𝐺.
Пусть A= {𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛1

), . . ., 𝑓𝑠(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛𝑠
)}. Пусть 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈𝐺, Ï —

формула над A, реализующая функцию 𝑓 , Ï1 — некоторая подформула фор-
мулы Ï, имеющая вид 𝑓𝑖(B1, . . .,B𝑛𝑖

), где 16 𝑖6 𝑠, B1, . . .,B𝑚 — формулы
над A. В силу утверждения 1.2.3 среди B1, . . .,B𝑚 встречается каждая пе-
ременная из множества {𝑥1, . . ., 𝑥𝑛}. Тогда выполняется неравенство 𝑛6𝑛𝑖.
Таким образом, для любой функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥𝑛) ∈ 𝐺 выполняется нера-
венство 𝑛6max(𝑛𝑖), где максимум берется по всем 𝑖=1, . . ., 𝑠. Следователь-
но, множество 𝐺 конечно (так как оно состоит из попарно неконгруэнтных
функций).

4.2.4. К л а с с ы, п о р о ж д е н н ы е ф у н к ц и я м и и з м н о ж е с т-
в а MS. Ниже приводится пример множества функций, не обладающего
свойством (**).

У т в е р ж д е н и е 4.2.6. Множество монотонных функций MS
не обладает свойством (**).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим функции 𝑓(𝑥1, . . ., 𝑥5), 𝑔(𝑥1, . . ., 𝑥4),
ℎ(𝑥1, . . ., 𝑥6) ∈MS, такие, что 𝑒𝑓 = 1, 𝑑𝑓 = 4, 𝑒𝑔 = 1, 𝑑𝑔 = 3, 𝑒ℎ = 2, 𝑑ℎ = 4.
Покажем, что выполняются соотношения 𝑓 ⪯ℎ, 𝑓 EMS 𝑔EMS ℎ и не выполня-
ется ни одно из соотношений 𝑓 ⪯ 𝑔, 𝑔⪯ℎ.

Действительно, поскольку
𝑒ℎ
𝑒𝑓

= 2 > 1 =

]︂
𝑑ℎ
𝑑𝑓

[︂
, то в силу утвержде-

ния 3.1.4 выполняется соотношение 𝑓 ⪯ℎ.
Рассмотрим такие функции 𝑓1(𝑥1, . . ., 𝑥6), 𝑔1(𝑥1, . . ., 𝑥9) из множест-

ва MS, что 𝑒𝑓1
= 2, 𝑑𝑓1

= 4, 𝑒𝑔1
= 3, 𝑑𝑔1

= 6. Очевидно, что выполняются ра-
венства

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑓1(𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4), 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5);

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑔1(ℎ(𝑥1, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥3), 𝑥1, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥4).

Поэтому 𝑓 EMS 𝑔EMS ℎ.
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Покажем теперь, что 𝑓 ̸⪯ 𝑔. Предположим, что 𝑓 ⪯ 𝑔. Поскольку 𝑓 ̸∼= 𝑔,
то 𝑓 ≺ 𝑔. Поэтому в силу следствия 3.2.3 выполняется соотношение 𝑒𝑓 <𝑒𝑔,
что противоречит равенствам 𝑒𝑓 =𝑒𝑔=1. Следовательно, 𝑓 ̸⪯𝑔.

Покажем, наконец, что 𝑔 ̸⪯ℎ. Предположим, что 𝑔⪯ℎ. Поскольку 𝑔 ̸∼=ℎ,
то 𝑔≺ℎ. Поэтому в силу следствия 3.2.3 выполняется, по крайней мере, одно
из соотношений:

𝑒ℎ
𝑒𝑔

>

]︂
𝑑ℎ
𝑑𝑔

[︂
, 𝑒ℎ > 𝑒𝑔(𝑒𝑔 + 1),

𝑒ℎ
𝑒𝑔
𝑑𝑔 − 𝑑ℎ <

𝑒ℎ
𝑒𝑔
.

Это противоречит следующим соотношениям:
𝑒ℎ
𝑒𝑔

= 2 =
]︁
4

3

[︁
=

]︂
𝑑ℎ
𝑑𝑔

[︂
,

𝑒ℎ = 2 = 1(1 + 1) = 𝑒𝑔(𝑒𝑔 + 1) и
𝑒ℎ
𝑒𝑔
𝑑𝑔 − 𝑑ℎ =

2

1
· 3− 4 =

2

1
=

𝑒ℎ
𝑒𝑔
. Следователь-

но, 𝑔 ̸⪯ ℎ.
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Preprint, WPU Rostock. — 1979.
94. B u r o s c h G., D a s s o w J., H a r n a w W., L a u D. On subalgebras of an algebra

of predicates // J. Inform. Process Cybern. EIK. — 1985. — V. 21, № 1/2. — P. 9–22.
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102. D e m e t r o v i c s J., H a n n á k L., R ó n y a i L. On algebraic properties of monotone
clones // Order. — 1986. — V. 3. — P. 219–225.
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