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Ìîñêâà � 2012



ÓÄÊ.519.6Â.Ò. Æóêîâ, Í.Ä.Íîâèêîâà, Î.Á. ÔåîäîðèòîâàÅmail: zhukov�kiam.ru, nn�kiam.ru, feodor�kiam.ruÏàðàëëåëüíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä äëÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Àíèçî-òðîïíàÿ äè��óçèÿ.Ïðèâåäåíî ðàçâèòèå ïàðàëëåëüíîãî ìíîãîñåòî÷íîãî àëãîðèòìà [1℄ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõýëëèïòè÷åñêèõ òðåõìåðíûõ óðàâíåíèé, ïîêàçàâøåãî õîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü â ðàñ÷å-òàõ èçîòðîïíûõ çàäà÷ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñóïåðêîìïüþòåðàõ. Â íîâîé ðàáîòå ðàññìîò-ðåíû âîïðîñû ïîâûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ àíèçîòðîïíûõ çàäà÷,òèïè÷íûõ â ïðèëîæåíèÿõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ äè��óçèè, òåïëîïðîâîäíîñòè,äèíàìèêè æèäêîñòè. �àçâèâàåìûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàëëåëüíóþ ðåàëèçà-öèþ êëàññè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà �.Ï.Ôåäîðåíêî äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ïåðâîãî,âòîðîãî è òðåòüåãî ðîäà, âêëþ÷àÿ âûðîæäåííóþ çàäà÷ó Íåéìàíà. Ïîñòðîåííûé àëãîðèòìèñïîëüçóåò ÿâíûå ÷åáûøåâñêèå èòåðàöèè íà ýòàïàõ ñãëàæèâàíèÿ è ïðè ðåøåíèè ãðóáîñå-òî÷íûõ óðàâíåíèé. �àçðàáîòàíà ïðîöåäóðà àäàïòàöèè ñãëàæèâàòåëåé ê àíèçîòðîïèè, è íàïðèìåðàõ ïîêàçàíî, ÷òî àäàïòàöèÿ îáåñïå÷èâàåò ý��åêòèâíîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà èìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàëëåëüíîãî êîäà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåõìåðíûå ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, ÷åáû-øåâñêèå èòåðàöèè, ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿÑòð. 36, òàáë. 6, ðèñ. 6, áèáë. íàçâ. 14V.T. Zhukov, N.D. Novikova, O.B. FeodoritovaParallel multigrid method for ellipti
 di�eren
e equations. Anisotropi
 di�usionWe present the development of the parallel multigrid algorithm [1℄ for solving three-dimensionalellipti
 di�eren
e equations. This algorithm exhibits s
alability in the 
al
ulation of isotropi
problems on multipro
essor super
omputers. Here we improve e�
ien
y of the algorithm forsolving anisotropi
 problems whi
h are typi
al in appli
ations for modeling the pro
esses ofdi�usion, heat 
ondu
tion, �uid dynami
s, et
. The developed algorithm is a parallel implemen-tation of the 
lassi
al multigrid of R.P.Fedorenko for boundary-value problems of the �rst,se
ond and third kinds, in
luding semi-de�nite Neumann problem. The algorithm is basedon the expli
it Chebyshev iterations for solving the 
oarsest grid equations and to 
onstru
tsmoothing pro
edures. We develop the adaptive smoothers for anisotropy problems, and showthat the multigrid provides e�
ien
y and s
alability in parallel implementation.Key words: three-dimensional ellipti
 equations, multigrid, Chebyshev's iterations, parallelimplementation�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé(ïðîåêòû 11-01-12082-î�è-ì, 11-01-12045-î�è-ì) è Ïðîãðàììû � 25 �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé �ÀÍ



3Ñîäåðæàíèå1 Ââåäåíèå 32 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è 63 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿ 74 Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä 94.1 Îñíîâíûå ýëåìåíòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94.2 Àíèçîòðîïèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124.3 Cãëàæèâàþùèå èòåðàöèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144.4 �åøåíèå ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . 194.5 Óòî÷íåíèå íèæíèõ ãðàíèö . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ 206 Çàêëþ÷åíèå 31Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 361 ÂâåäåíèåÂ [1℄ ïðèâåäåí ïàðàëëåëüíûé ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñò-íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé è äåòàëüíî èçëîæåíû îñíîâíûå àëãîðèòìè-÷åñêèå ýëåìåíòû � îïåðàòîðû ìåæñåòî÷íûõ ïåðåõîäîâ è äâå ñãëàæèâàþùèåïðîöåäóðû, îñíîâàííûå íà ìíîãî÷ëåíàõ ×åáûøåâà. Òàì æå äàíû ïðèìåðû,ïîêàçûâàþùèå õîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü ïàðàëëåëüíîãî êîäà ïðè åãî âû-ïîëíåíèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîéïàìÿòüþ íà îñíîâå êîììóíèêàöèé MPI. Íîâàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïî-âûøåíèÿ ý��åêòèâíîñòè àëãîðèòìà ïðè ðåøåíèè àíèçîòðîïíûõ çàäà÷. Àíè-çîòðîïèÿ ìîæåò ïðîèñòåêàòü èç-çà ðàçíîìàñøòàáíîñòè êîý��èöèåíòîâ óðàâ-íåíèÿ, à òàêæå ñåòî÷íîé íåðàâíîìåðíîñòè, íàïðèìåð, êîãäà ðàçìåðû ÿ÷ååêñåòêè ïî ðàçëè÷íûì íàïðàâëåíèÿì ðàçëè÷àþòñÿ â ñîòíè ðàç. Òàêèå çàäà÷èâîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ äè��óçèè, òåïëîïðîâîäíîñòè, äèíà-ìèêè æèäêîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè òàêèõ ïðîöåññîâ ïðåäñòàâëÿþò ýë-ëèïòè÷åñêèå èëè ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ïðè èõ ñåòî÷íîé èëè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè âîçíèêàþò ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áîëü-øîé ðàçìåðíîñòè. Ìàòðèöû òàêèõ ñèñòåì îáû÷íî ïëîõî îáóñëîâëåíû. Äî-ïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè ìîæåò ñîçäàâàòü ñëîæíûé õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êàê ðåçóëüòàò àíèçîòðîïèè. Êëàñòåðèçàöèÿ ñïåê-



4òðà âëèÿåò íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìíîãèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, â òîì÷èñëå è ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà, âêëþ÷àÿïðåäîáóñëîâëåííûå ìåòîäû ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, ïðè ðåøåíèè òàêèõ çà-äà÷ òîæå èìåþò òðóäíîñòè: èç-çà íàêîïëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåéïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåìûå áàçèñíûå âåêòîðû ìîãóò òåðÿòü îðòîãîíàëü-íîñòü, à ïðîöåäóðà ïåðåîðòîãîíàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷íîé, îñîáåííî ïðèèñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Àíèçîòðîïèÿ óñèëèâàåò òðóäíî-ñòè èòåðàöèîííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ áîëüøèì ÷èñëîìíåèçâåñòíûõ (â äèàïàçîíå N ≃ 1010).Äîïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè ïðè ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì âîç-íèêàþò â ñâÿçè ñ áûñòðûì ðàçâèòèåì àðõèòåêòóð ñóïåðêîìïüþòåðîâ ñ öåëüþäîñòèæåíèÿ ýêçà�ëîïíûõ ñêîðîñòåé. �îñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðîâñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì ÷èñëà ïðîöåññîðîâ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ìîæåò äî-ñòèãàòü ñîòíè òûñÿ÷. Ïîýòîìó äëÿ äîñòèæåíèÿ âûñîêîé ý��åêòèâíîñòè êêîìïüþòåðíûì êîäàì ïðåäúÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ìàñøòàáèðóåìîñòè. �àçëè-÷àþò äâà òèïà ìàñøòàáèðóåìîñòè ïàðàëëåëüíîãî êîìïüþòåðíîãî êîäà.Ìàñøòàáèðóåìîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò ý��åêòèâíîñòü ðàñ-ïàðàëëåëèâàíèÿ ïðè �èêñèðîâàííîì ðàçìåðå çàäà÷è N è îïðåäåëÿåòñÿ óñêî-ðåíèåì ðàñ÷åòà íà p ïðîöåññîðàõ. Â èäåàëå óñêîðåíèå ðàñ÷åòà äîëæíî ðàñòèëèíåéíî ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðîöåññîðîâ.Ìàñøòàáèðóåìîñòü â ñëàáîì ñìûñëå õàðàêòåðèçóåò ý��åêòèâíîñòü êîäàïðè îäíîâðåìåííîì ïðîïîðöèîíàëüíîì èçìåíåíèè âåëè÷èí N è p ñ ñîõðà-íåíèåì îòíîøåíèÿ N/p ïîñòîÿííûì. Â èäåàëå ïðè òàêîì èçìåíåíèè N è pâðåìÿ ñ÷åòà íå äîëæíî èçìåíÿòüñÿ.Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàçóìíîñòü îïðåäåëåíèÿ äèàïàçîíîâ èçìåíåíèÿâåëè÷èí N è p: ÷èñëî N/p óçëîâ ñåòêè â êàæäîì ïðîöåññîðå íå äîëæíî áûòüñëèøêîì ìàëûì èëè ñëèøêîì áîëüøèì.Â [1℄ ïðèâåäåíî ïðàêòè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå òîìó, ÷òî ñðåäè èòåðàöè-îííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òðåáîâàíèÿììàñøòàáèðóåìîñòè óäîâëåòâîðÿåò êëàññè÷åñêèé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä �.Ï.Ôåäîðåíêî [2℄ � [4℄ ïðè ðåàëèçàöèè âñåõ åãî ýòàïîâ íà ïðèíöèïå ìàêñèìàëü-íîé àëãîðèòìè÷åñêîé ïðîñòîòû. Ýòîò ïðèíöèï îáúÿñíåí â [1℄, ãäå òàêæå èç-ëîæåíû îñíîâíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ýëåìåíòû, ïîëîæåííûå â îñíîâó ïàðàë-ëåëüíîé ðåàëèçàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ íà òðåõìåðíûõ äåêàðòîâûõ ñåòêàõ. Àëãîðèòìîñíîâàí íà ñåìèòî÷å÷íîé äèñêðåòèçàöèè â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå.Òàêàÿ äèñêðåòèçàöèÿ îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå ìàæîðàíòíûõ îöåíîê ý��åê-òèâíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè óëüòðàïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ. Îáîáùåíèåíà 27-òî÷å÷íûå äèñêðåòèçàöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì.



5Èçâåñòíî, äëÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä îïòè-ìàëåí � ÷èñëî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, íå çàâèñèò îò ÷èñëà N íåèçâåñòíûõ â çàäà÷å, òî åñòüâû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäà çàâèñèò ëèíåéíî îò ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè ìàñøòà-áèðóåìûì. Îáû÷íî ÷èñëî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé è âðåìÿ ñ÷åòà çàâèñèò îòêîíêðåòíîé çàäà÷è, íàïðèìåð, îò õàðàêòåðà è ñòåïåíè àíèçîòðîïèè, à òàêæåîò ðåàëèçàöèè îñíîâíûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ � îïåðàòîðîâ ìåæñåòî÷-íûõ ïåðåõîäîâ, è â áîëüøåé ñòåïåíè � îò ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû.Ïîñòðîåííûé â [1℄ ïàðàëëåëüíûé ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì èñïîëüçóåòÿâíûå ÷åáûøåâñêèå èòåðàöèè íà ýòàïàõ ñãëàæèâàíèÿ è ïðè ðåøåíèè ãðóáî-ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, è, êàê ïîêàçàíî íà ïðèìåðàõ, òàêîé ïîäõîä îáåñïå÷èâàåòõîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü äëÿ ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðîâ.Ý��åêòèâíîñòü ÿâíîãî ÷åáûøåâñêîãî ìåòîäà íåäîñòàòî÷íà äëÿ ðåøåíèÿñëîæíûõ çàäà÷, íî ñåé÷àñ ðîëü òàêèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ïåðåñìàòðèâàåò-ñÿ â ñâåòå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé, ñì. [13℄ è öèòèðîâàííóþ òàì ëèòåðàòó-ðó. Àâòîðû íàñòîÿùåé ðàáîòû åùå â 1996 ãîäó [5℄ ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòüñïåöèàëüíûé âàðèàíò ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè ýëëèïòè÷åñêèõóðàâíåíèé íà áëî÷íî-ñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ; â ýòîì ñëó÷àå ïîìèìî ñãëàæèâà-íèÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ðîëü ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé ñîñòîÿëà â îáåñïå÷åíèè çà-ìåíû ïðÿìîé äèñêðåòèçàöèè óðàâíåíèé â óçëàõ ñòûêîâêè ñåòî÷íûõ áëîêîâàääèòèâíûì ñïîñîáîì äèñêðåòèçàöèè, óäîáíûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìíîãîñåòî÷-íîãî ìåòîäà.Àëãîðèòì [1℄ ðàáîòàåò ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ îáùåãî âèäà, âêëþ÷àþùèõóñëîâèÿ Äèðèõëå, Íåéìàíà è òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå. Ñïåöèàëüíîå âíèìàíèåïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìà óäåëåíî âûðîæäåííîé çàäà÷å Íåéìàíà, òðåáóþùåéäëÿ ðàçðåøèìîñòè íà êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå âçàèìíîé ñîïðÿæåííîñòè îïå-ðàòîðîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ è ïðîåêòèðîâàíèÿ.Ê ÷èñëó íåäîñòàòêîâ ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé îáû÷íî îòíîñÿò íåîáõîäè-ìîñòü çàäàíèÿ ãðàíèö ñïåêòðà îïåðàòîðîâ íà âñåõ óðîâíÿõ ñåòêè. Âåðõíÿÿãðàíèöà ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêî � ïî òåîðåìå �åðøãîðèíà (êàê ìàêñè-ìóì ñóììû ìîäóëåé øàáëîííûõ êîý��èöèåíòîâ ðàçíîñòíîé ñõåìû). Íèæíèåãðàíèöû âñåãî ñïåêòðà è ãðàíèöû âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè, íóæíûå ñîîòâåò-ñòâåííî äëÿ ðåøåíèÿ ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé è ñãëàæèâàíèÿ, ìû îïðåäå-ëÿåì, èñïîëüçóÿ èí�îðìàöèþ î êîý��èöèåíòàõ óðàâíåíèÿ è îñíîâíîé ñåòêå.Íàìè ðàçðàáîòàíà ïðîöåäóðà àäàïòàöèè ñãëàæèâàòåëåé, ïîçâîëÿþùàÿ óòî÷-íÿòü â ïðîöåññå ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé íèæíþþ ãðàíèöó âûñîêî÷àñòîòíîé÷àñòè ñïåêòðà è èçìåíÿòü ïàðàìåòðû ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû â ñîîòâåò-ñòâèè ñ íîâîé ãðàíèöåé.



6Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåàëèçàöèè â óñëîâèÿõ óëüòðàïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèéâûáðàí êëàññè÷åñêèé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä íà äåêàðòîâûõ ñåòêàõ; îïûò ðåà-ëèçàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà íà íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ ïðè ðåøåíèÿ áîëååñëîæíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà [9℄, [10℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî äîáèòüñÿòàêîãî âûñîêîãî óðîâíÿ ìàñøòàáèðóåìîñòè áóäåò ÷ðåçâû÷àéíî òðóäíî.2 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå
div(κ grad u)− a · u = −f (1)â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå Ω = {(x1, x2, x3) : l−α ≤ xα ≤ l+α , α =

1, 2, 3}. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà òåíçîð äè��óçèè κ ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëü-íîé 3×3�ìàòðèöåé ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ýòè ýëå-ìåíòû, êîý��èöèåíò a è ïðàâàÿ ÷àñòü f ÿâëÿþòñÿ çàäàííûìè �óíêöèÿìè
x = (x1, x2, x3); ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a ≥ 0. Èñêîìàÿ �óíêöèÿ u(x) óäîâëå-òâîðÿåò íà ãðàíèöå Γ ïàðàëëåëåïèïåäà (íà åãî ãðàíÿõ xα = l±α , α = 1, 2, 3)êðàåâûì óñëîâèÿì Äèðèõëå, Íåéìàíà èëè êðàåâîìó óñëîâèþ òðåòüåãî ðîäà.Çàïèøåì êðàåâîå óñëîâèå â îáùåì âèäå

− (κ grad u) · n = σ(u− uΓ) + γ, x ∈ Γ, (2)
n � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ, σ ≥ 0, uΓ, γ � çàäàííûå íà Γ�óíêöèè x. Çàïèñü (2) âêëþ÷àåò óñëîâèå Äèðèõëå, òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå èóñëîâèå Íåéìàíà (ïðè σ(x) ≡ 0).Ñ÷èòàåì, ÷òî âõîäíûå äàííûå îáåñïå÷èâàþò ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà-÷è. Â ñëó÷àå âûðîæäåííîé çàäà÷è Íåéìàíà (òî åñòü ïðè a(x) ≡ 0, σ(x) ≡ 0)äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

∫

Γ

γ(x)ds =

∫

Ω

f(x)dv. (3)Òîãäà íà ïîäïðîñòðàíñòâå �óíêöèé, îðòîãîíàëüíûõ ïîñòîÿííîé �óíêöèè, âû-ðîæäåííàÿ çàäà÷à Íåéìàíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Êàê ïîêàçàíî â [1℄,äëÿ òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ ñåòî÷íîãî àíàëîãà óñëîâèÿ (3) íà âñåõ ñåòî÷íûõóðîâíÿõ (÷òî âàæíî äëÿ ý��åêòèâíîé âû÷èñëèòåëüíîé ðåàëèçàöèè) íóæíîâçÿòü îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ, ñîïðÿæåííûé îïåðàòîðó èíòåðïîëÿöèè.Óðàâíåíèå (1) ïåðåïèøåì â êîìïàêòíîì âèäå
A u = f, (4)



7à òàêæå â âèäå, óäîáíîì äëÿ äèñêðåòèçàöèè è äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ àíèçîòðî-ïèè ïî íàïðàâëåíèÿì:
−

3
∑

α=1

∂

∂xα

(

Aα
∂u

∂xα

)

+A0 u = f, (5)ãäå A0, A1, A2, A3, f � çàäàííûå �óíêöèè x.3 Ïðîñòðàíñòâåííàÿ äèñêðåòèçàöèÿÒî÷êó òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì êàê (x1, x2, x3), òàêè (x, y, z). Ââåäåì â ïàðàëëåëåïèïåäå Ω = {(x1, x2, x3) : l−α ≤ xα ≤ l+α ,
α = 1, 2, 3} ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó Ωh ñ ÷èñëîìøàãîâ Nx, Ny, Nz. Óçëû ñåòêè Ωh îáîçíà÷èì êàê (xi, yj, zk) èëè (i, j, k) i =

0, ..., Nx, j = 0, ..., Ny, k = 0, ..., Nz. Â óçëàõ ñåòêè Ωh îïðåäåëåíû ñåòî÷-íûå �óíêöèè: èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå u ê èñêîìîìó ðåøåíèþ, ïðàâàÿ÷àñòü f , êîý��èöèåíòû A0, A1, A2, A3, íåâÿçêà r = f − Au. Êîý��èöèåíòû
A1, A2, A3 óðàâíåíèÿ (5) âû÷èñëÿþòñÿ â �ïîëóöåëûõ� òî÷êàõ (íà èíòåð�åéñàõÿ÷ååê èíòåãðèðîâàíèÿ) {i+ 1

2
, j, k}, {i, j+ 1

2
, k}, {i, j, k+ 1

2
} ñ îáîçíà÷å-íèÿìè A

i+1/2, j, k
1 , A

i, j+1/2, k
2 , A

i, j, k+1/2
3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäóñìîòðåíûäâå èíòåðïîëÿöèîííûå ïðîöåäóðû ðàñ÷åòà Al, l = 1, 2, 3 â �ïîëóöåëûõ� òî÷-êàõ � ýòè êîý��èöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ëèáî êàê ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå,ëèáî êàê ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëîâûõ çíà÷åíèé A i, j, k

l .Êîý��èöèåíòû êðàåâîãî óñëîâèÿ σ, β, γ çàäàþòñÿ â óçëàõ, ëåæàùèõ íà ãðà-íÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà, íàïðèìåð, íà ãðàíè x = 0 �óíêöèè σ, β, γ îïðåäåëåíûâ óçëàõ (0, j, k), àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå ñåòî÷íûå �óíêöèè íàîñòàëüíûõ ãðàíÿõ ïàðàëëåëåïèïåäà. Äèñêðåòíóþ ñõåìó ñòðîèì ìåòîäîì áà-ëàíñà, èíòåãðèðóÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå ïî ÿ÷åéêå (i, j, k)
xi−1/2 ≤ x ≤ xi+1/2,

yj−1/2 ≤ y ≤ yj+1/2,
zk−1/2 ≤ z ≤ zk+1/2,àññîöèèðîâàííîé ñ óçëîì (i, j, k). Ïëîùàäè øåñòè ãðàíåé ÿ÷åéêè (i, j, k) îáî-çíà÷èì êàê Si+1/2,j,k, Si,j+1/2,k, Si,j,k+1/2, à åå îáúåì êàê Vi,j,k .Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå ñåòî÷íûõ �óíêöèé Uh, çàäàí-íûõ íà ñåòêå Ωh (è îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà Γh â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå),îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì:

(u, w) =
∑

i,j,k

ui,j,kwi,j,kVi,j,k, (6)



8ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì óçëàì ñåòêè. Âûðàæåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ ñåòî÷íûìàíàëîãîì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â L2(Ω). Ââåäåì ñåòî÷íóþ L2(Ω)-íîðìóðàâåíñòâîì
‖ u ‖2= (u, u).Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè (i, j, k) ñåòêè çàïèñûâàåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ

−qi+1/2,j,k + qi−1/2,j,k − qi,j+1/2,k + qi,j−1/2,k−

−qi,j,k+1/2 + qi,j,k−1/2 + Ai,j,k
0 · Vi,j,k = fi,j,kVi,j,k

(7)ñ àïïðîêñèìàöèåé ïîòîêîâ qi±1/2,j,k, qi,j±1/2,k, qi,j,k±1/2 íà ãðàíÿõ ÿ÷åéêè ñïîìîùüþ îáû÷íîé äâóõòî÷å÷íîé �îðìóëû (èëè ñ ó÷åòîì êðàåâîãî óñëîâèÿ (2)â ñëó÷àå ãðàíè÷íîãî óçëà), ñì. [1℄. Ïîñòðîåííóþ ñåìèòî÷å÷íóþ ðàçíîñòíóþñõåìó çàïèøåì â îïåðàòîðíîì âèäå
Ah uh = fh. (8)Ââåäåííóþ íåðàâíîìåðíóþ äåêàðòîâó ñåòêó áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ïà-ðàìåòðîì h, îïðåäåëÿåìûì ðàâåíñòâîì
h2 =

3
∑

α=1

h2
α,ãäå hα− ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé øàã íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïî íàïðàâëåíèþ xα.Òî÷íîñòü ïîñòðîåííîé ðàçíîñòíîé ñõåìû åñòü O(h2) â íîðìå ìàêñèìóìà ìîäó-ëÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê, äëÿ êîòîðîé òî÷êè ðàçðûâà êîý��èöèåíòîâ

A0, A1, A2, A3, f ïî êàæäîìó êîîðäèíàòíîìó íàïðàâëåíèþ ÿâëÿþòñÿ óçëàìèñåòêè [12℄.�àçíîñòíûé îïåðàòîð Ah ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì â ñêàëÿðíîì ïðîèç-âåäåíèè (6). Áóäåì ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòî-ðà Ah. Åãî ñïåêòð ëåæèò íà îòðåçêå [λmin; λmax] âåùåñòâåííîé îñè; λmin ≥ 0.Äëÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è Íåéìàíà Ker Ah (ÿäðî îïåðàòîðà) ÿâëÿåòñÿ îä-íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ñîñòîÿùèì èç ñåòî÷íûõ �óíêöèé�êîíñòàíò; âýòîì ñëó÷àå λmin = 0 è èçâåñòíà îöåíêà λd
min > 0 íèæíåé ãðàíèöû îïåðàòîðàíà îðòîãîíàëüíîì ÿäðó ïîäïðîñòðàíñòâå [1℄. Äëÿ äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèèóðàâíåíèÿ â �îðìå (5) ââåäåì âåðõíèå ãðàíèöû λα

max ñïåêòðîâ ðàçíîñòíûõàíàëîãîâ îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ
− ∂

∂xα Aα(x)
∂

∂xα (9)ïî íàïðàâëåíèÿì xα, α = 1, 2, 3 ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ âèäà (2).



9Ôîðìóëû ðàñ÷åòà λmin, λmax, λ
d
min, λα

max, α = 1, 2, 3 äàíû â [1℄. Äîïîëíè-òåëüíî ñ÷èòàåì èçâåñòíûìè ïîñòîÿííûå 0 < ζ1 ≤ ζ2 ýíåðãåòè÷åñêîé ýêâèâà-ëåíòíîñòè îïåðàòîðà Ah è äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà D = −∆h + a · Ih :
ζ1(Duh, uh) ≤ (Ahuh, uh) ≤ ζ2(Duh, uh), (10)ãäå ∆h � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà ïðè îäèíàêîâûõ ñ Ah êðàåâûõ óñëî-âèÿõ, Ih � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. Àêêóðàòíûå îöåíêè ãðàíèö ñïåêòðà îïå-ðàòîðà îáåñïå÷èâàþò ý��åêòèâíîñòü ïðîöåäóð ñãëàæèâàíèÿ è ðåøåíèÿ ãðó-áîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûõ íà ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèÿõ. Ïîëó÷åííûåîöåíêè ìîãóò áûòü ñëèøêîì ãðóáûìè, ïîýòîìó íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò óòî÷-íåíû â ïðîöåññå ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé. Îòìåòèì, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíèöà

λmax ñïåêòðà îïåðàòîðà Ah âû÷èñëÿåòñÿ êàê îöåíêà ñâåðõó ìàêñèìàëüíîãîñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà, ïîëó÷àåìàÿ ïî òåîðåìå �åðø-ãîðèíà î êðóãàõ, è ÿâëÿåòñÿ íå ñëèøêîì ãðóáîé.4 Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä4.1 Îñíîâíûå ýëåìåíòûÂû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü (èíà÷å òðóäîåìêîñòü) èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ðå-øåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì àðè�ìåòè÷åñêèõîïåðàöèé, çàòðà÷èâàåìûõ íà ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ çàäàííîéòî÷íîñòüþ. Êàê îáû÷íî, ìû ïîíèìàåì ïîä ýòèì óìåíüøåíèå íîðìû íåâÿçêèèòåðàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ â çàäàííîå ÷èñëî ðàç. Åñëè òðóäîåìêîñòü ìåòîäàçàâèñèò ëèíåéíî îò ÷èñëà íåèçâåñòíûõ, òî òàêîé ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-íûì. Ïðèìåðîì ñëóæèò êëàññè÷åñêèé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä �.Ï. Ôåäîðåíêî[2℄, êîòîðûé äëÿ ðàçíîñòíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Â[1℄ äàíî äåòàëüíîå îïèñàíèå ìíîãîñåòî÷íîãî àëãîðèòìà è ïðèâåäåíû ïðèìåðûðàñ÷åòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå åãî ïàðàëëåëüíóþ ý��åêòèâíîñòü äëÿ óðàâíåíèéèçîòðîïíîé äè��óçèè. Â äàííîé ðàáîòå îñíîâíîé àêöåíò äåëàåòñÿ íà èññëå-äîâàíèå ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìåòîäà è åãî óñîâåðøåíñòâîâàíèå äëÿ àíèçîòðîï-íîãî ñëó÷àÿ. Íàïîìíèì êðàòêî ýëåìåíòû ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà, ïðåäñòàâ-ëåííîãî â [1℄.�àññìîòðèì ñèñòåìó ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé
Ahuh = fh, (11)ãäå Ah� ðàçðåæåííàÿ N × N�ìàòðèöà, uh, fh � èñêîìàÿ è çàäàííàÿ ñåòî÷-íûå �óíêöèè ñîîòâåòñòâåííî. Èçëîæèì ìåòîä â äâóõñåòî÷íîì ïðåäñòàâëå-íèè, ò.å. îïèøåì ïåðåõîä ñ ïîäðîáíîé ñåòêè íà äðóãóþ ñåòêó, íàçûâàåìóþ



10ãðóáîé. �àçìåðíîñòü ñåòî÷íîé çàäà÷è ïðè ïåðåõîäå íà ãðóáóþ ñåòêó óìåíü-øàåòñÿ â íåñêîëüêî ðàç (â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå â òðåõìåðíîì ñëó÷àå � â 8ðàç). Îáúåêòû ýòèõ ñåòîê áóäåì îòìå÷àòü ñèìâîëàìè h è H ñîîòâåòñòâåííî.Òîãäà èòåðèðóþùèé îïåðàòîð èìååò âèä
Q = Sp(I − PA−1

H RAh)Sp , (12)ãäå Ah, AH � îïåðàòîðû (ìàòðèöû) íà ïîäðîáíîé è ãðóáîé ñåòêàõ ñîîòâåò-ñòâåííî, P è R � îïåðàòîðû èíòåðïîëÿöèè (ïðîäîëæåíèÿ) è ñáîðêè (ïðîåêòè-ðîâàíèÿ), Sp � ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð, p � ÷èñëî ïðå- è ïîñò-ñãëàæèâàþùèõøàãîâ; ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü ïåðåìåííûì, çàâèñÿùèì îò íîìåðà ñåòî÷íîãîóðîâíÿ è äàæå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ñåòêàì. Ìû ñòðîèì ãðóáîñåòî÷íûéîïåðàòîð AH ðåäèñêðåòèçàöèåé, òî åñòü íà H−ñåòêå çàïèñûâàåòñÿ çàíîâî àï-ïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (1) îòíîñèòåëüíî ãðóáîñåòî÷íîé êîððåê-öèè ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå êðàåâûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, à âêà÷åñòâå ïðàâîé ÷àñòè áåðåòñÿ íåâÿçêà, ïîëó÷åííàÿ ïðîåêòèðîâàíèåì íåâÿç-êè rh = fh−Ahuh íà ãðóáóþH−ñåòêó ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà R. �àçðåøàþùèéîïåðàòîð ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå C = (I−Qm)A−1
h ,ãäå m � ÷èñëî èòåðàöèé ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà; ñ åãî ïîìîùüþ ðåçóëüòàòðàáîòû ìíîãîñåòî÷íîãî àëãîðèòìà (êîòîðûé, êîíå÷íî, íå ñîäåðæèò ÿâíîãîîáðàùåíèÿ îïåðàòîðîâ) ìîæíî �îðìàëüíî çàïèñàòü â âèäå uh = C · fh.Îïåðàòîð èíòåðïîëÿöèè P îïðåäåëÿåò ïåðåìåííûå íà ïîäðîáíîé ñåòêå ñïîìîùüþ òðèëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ãðóáîñåòî÷íûõ ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâåîïåðàòîðà ñáîðêè R áåðåì îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè(6) ê îïåðàòîðó èíòåðïîëÿöèè: R = P ∗. Äëÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è Íåéìàíàñîáëþäåíèå ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò ðàçðåøèìîñòüñåòî÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ íà âñåõ ñåòî÷íûõ óðîâíÿõ, åñëè ðàçíîñòíûé àíàëîãóñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè (3) âûïîëíåí íà îñíîâíîé ñåòêå.Cãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sp èç îïðåäåëåíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà (12)çàäàåò ïåðåõîä îò èòåðàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ v ê áîëåå �ãëàäêîìó� ïðèáëè-æåíèþ v̄. Åñëè u � òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (11) íà ñåòêå ëþáîãî óðîâíÿ, êðîìåñàìîé ãðóáîé, òî îïåðàòîð Sp òåêóùóþ îøèáêó e0 = v−u çà p øàãîâ ñãëàæè-âàíèÿ ïðåîáðàçóåò â îøèáêó e1 = v̄− u , ãäå e1 = Sp e0. Äåòàëüíûå �îðìóëûäëÿ äâóõ îïåðàòîðîâ ñãëàæèâàíèÿ ïðèâåäåíû â [1℄.Â àíèçîòðîïíûõ çàäà÷àõ ðîëü ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé ÷ðåçâû÷àéíî âû-ñîêà. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòîãî �àêòà ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåí-íûå âåêòîðû (ñåòî÷íûå �óíêöèè) îïåðàòîðà Ah:

(λk, ϕk) : Ahϕk = λkϕk, k = 1, ..., N, λ1 ≤ λ2 ≤ ... ≤ λN .Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò íà îòðåçêå [λmin; λmax] âåùåñòâåííîé îñè; âäàííîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî λmin > 0, òàê êàê ñëó÷àé âûðîæäåííîé çàäà÷è



11Íåéìàíà ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ íà ïîäïðîñòðàíñòâåñ λmin = λd
min > 0. Ìû èññëåäóåì ý��åêòèâíîñòü äâóõ ñãëàæèâàòåëåé. Ïîïîñòðîåíèþ ïåðâûé ñãëàæèâàòåëü Sp = Sp(A) � îïåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí ×å-áûøåâà, âòîðîé � äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ÷èñåë; òîãäà îïåðàòîð Sp ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è åãî ñîáñòâåííûå ÷èñëà� ýòî çíà÷åíèÿ �óíêöèè Sp(λ) íà ñïåêòðå îïåðàòîðà Ah. �àçëîæèì íà÷àëü-íóþ îøèáêó e0 = v−u â ðÿä Ôóðüå ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì îïåðàòîðà Ah.Òîãäà îøèáêè e0, e1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäîâ

e0 =
N
∑

k=1

ckϕk, e1 =
N
∑

k=1

ck̺kϕk (13)ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì îïåðàòîðà Ah; â âûðàæåíèè äëÿ e1 âåëè÷èíû
̺k = Sp(λk) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà ñãëàæèâàíèÿ Sp.Äëÿ íàñ âàæíû íå îòäåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (îíè íàì íåèçâåñòíû), àïîâåäåíèå �óíêöèè ̺(λ) = Sp(λ) íà îòðåçêå [0; λmax], ñîäåðæàùèì îòðåçîê
[λmin; λmax]. Íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ

̺(λ) = Sp(λ), λ ∈ [0; λmax]ïàðàìåòðà λ íàçîâåì �óíêöèåé çàòóõàíèÿ.Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ìû èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ ìíîãî÷ëåíîì×åáûøåâà 1 ðîäà Tp(x) ñòåïåíè p , êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Tp(x) = cos(p arccosx), |x| ≤ 1; Tp(x) = cosh(p A
oshx), |x| > 1. (14)Ñâîéñòâà ÷åáûøåâñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äåòàëüíî èçëîæåíû â [14℄. Ìíîãî÷ëåí

Tp(x) íàèìåíåå óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [−1; 1] (èìååò íàèìåíüøóþíîðìó â ïðîñòðàíñòâå C[−1; 1]) ñðåäè âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-ïåíè p ñî ñòàðøèì êîý��èöèåíòîì, ðàâíûì 2p−1. Åñëè íàì íóæíî ïîñòðîèòüìíîãî÷ëåí, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå [a; b],òî ñëåäóåò ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ x = 0.5·(a+b)−(a−b)·t, ïåðåâîäÿùóþîòðåçîê [−1; 1] â îòðåçîê [a; b].Âûáåðåì ãðàíèöó λ∗
min, ðàçäåëÿþùóþ ñïåêòð íà äâå ÷àñòè: íèçêî÷àñòîò-íûé ñïåêòð [λmin; λ∗

min) è âûñîêî÷àñòîòíûé ñïåêòð [λ∗
min; λ∗

max]. �ðàíèöû
λ∗
min, λmax � ñâîè äëÿ êàæäîãî ñåòî÷íîãî óðîâíÿ, íî îòíîøåíèå ãðàíèö ìî-æåò áûòü îäèíàêîâûì äëÿ âñåõ óðîâíåé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçáèåíèåìñîáñòâåííûå �óíêöèè ðàçäåëÿþòñÿ íà äâå ãðóïïû � íà íèçêî÷àñòîòíûå è âû-ñîêî÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû èëè, â äðóãîé òåðìèíîëîãèè, ãëàäêèå è íåãëàäêèå�óíêöèè. Ñîîòâåòñòâåííî, âñå ïîäïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ �óíêöèé ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ñóììîé äâóõ ïîäïðîñòðàíñòâ.



12Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ äâóõñåòî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (12) ãðóáîñåòî÷íàÿ êîð-ðåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé è ïîñëå èíòåðïîëÿöèè â îøèáêå íåò íèçêî÷àñòîòíûõêîìïîíåíò. Òîãäà ý��åêòèâíûé ñãëàæèâàòåëü åñòü îïåðàòîðíûé ìíîãî÷ëåí
Fp(Ah), ãäå Fp(λ) � ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íó-ëÿ íà îòðåçêå [λ∗

min; λmax] è íîðìèðîâàííûé óñëîâèåì Fp(0) = 1. Ìàêñè-ìàëüíîå çíà÷åíèå | Fp(λ) | íà îòðåçêå [λ∗
min; λmax] çàâèñèò îò p è îïðåäå-ëÿåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Íà íèçêî÷àñòîòíîé ÷àñòèñïåêòðà âûïîëíåíî âàæíîå äëÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà óñëîâèå | Fp(λ) |< 1,îçíà÷àþùåå, ÷òî àìïëèòóäû íèçêî÷àñòîòíûõ ìîä òîæå óìåíüøàþòñÿ. Äðó-ãèìè ñëîâàìè, òàêîé ÷åáûøåâñêèé ñãëàæèâàòåëü, ìû åãî îáîçíà÷àåì êàê

Cheb(p) = Cheb(p, λ∗
min, λmax), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì íà [λ∗

min; λmax] ñðåäèâñåõ ÿâíî-èòåðàöèîííûõ ñêàëÿðíûõ ìåòîäîâ. Áîëåå òîãî, ýòîò ñãëàæèâàòåëüÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì ñî ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè, îïðå-äåëÿåìîé çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà íà ëåâîé ãðàíèöå ñïåêòðà.Êàê ïîêàçàíî â [1℄, êîãäà ñèòóàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò èäåàëüíîé, ñãëàæèâà-òåëü Cheb(p) ÷óâñòâèòåëåí ê îøèáêå â îïðåäåëåíèè λ∗
min. Íàïðèìåð, íåäî-îöåíêà λ∗

min ïðèâîäèò ê ðîñòó ÷èñëà ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé áåç óëó÷øåíèÿñãëàæèâàíèÿ. Ïîýòîìó ìû èññëåäóåì äðóãóþ ñãëàæèâàþùóþ ÿâíî-èòåðàöè-îííóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, íî èìååò ñâîè ïðèâëå-êàòåëüíûå ñòîðîíû. Ýòîò âòîðîé ñãëàæèâàòåëü íàçûâàåòñÿ ËÈ-Ì è îáîçíà-÷àåòñÿ êàê LIM(p) = LIM(p, λ∗
min, λmax). Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëü-íûé âàðèàíò ÿâíûõ ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé è ÿâëÿåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé�óíêöèåé èñõîäíîãî îïåðàòîðà â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî ïîëèíîìèàëüíî-ãî ÷åáûøåâñêîãî ñãëàæèâàòåëÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñãëàæèâàòåëÿ ËÈ-Ì íóæ-íà îöåíêà λ∗

min, íî òîëüêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé.Íåäîîöåíêà λ∗
min ïðèâîäèò ê óëó÷øåíèþ ñãëàæèâàíèÿ è óâåëè÷åíèþ ñêîðîñòèñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà (íàðÿäó ñ ðîñòîì ÷èñëà ñãëàæèâàþùèõèòåðàöèé). Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà èçó÷åíèÿ è èñïîëüçîâàíèÿ äâóõ ñãëàæèâàòå-ëåé � íåò äîñòàòî÷íî ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ èõ ý��åêòèâíîñòè ïðè ðåøåíèèàíèçîòðîïíûõ çàäà÷. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà äâóõ èñïîëüçóåìûõ ñãëàæèâàòåëåéèçó÷åíû â [1℄, è òàêæå èçó÷àþòñÿ çäåñü â ðàñ÷åòàõ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäïðè-íÿòà ïîïûòêà êîíñòðóèðîâàíèÿ è èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ àäàïòàöèè ñãëà-æèâàòåëåé äëÿ àíèçîòðîïíûõ çàäà÷, êîãäà íåò õîðîøåé îöåíêè ãðàíèöû λ∗

minðàçäåëà ñïåêòðà.4.2 ÀíèçîòðîïèÿÄëÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ íàëè÷èå àíèçîòðîïèè ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå ïðå-ïÿòñòâèÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ ý��åêòèâíîñòè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. �àññìîò-ðèì ÷åòûðå ìîäåëüíûõ ñëó÷àÿ, êîòîðûå íå èñ÷åðïûâàþò âñå àíèçîòðîïíûå



13ý��åêòû, íî ïîçâîëÿþò ïîíÿòü òèïè÷íûå òðóäíîñòè. Îïèøåì ýòè òðóäíîñòèíà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ (5) ïðè êàêèõ-ëèáî êðàåâûõ óñëîâèÿõ â êóáå Ω = [0, 1]3,ïðåäïîëàãàÿ ïîñòîÿíñòâî êîý��èöèåíòîâ A1, A2, A3, A0 ≡ 0 è çàïèñü äèñ-êðåòíûõ óðàâíåíèé íà êóáè÷åñêîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì h ïî êàæäîìóíàïðàâëåíèþ. Äëÿ òàêîé çàäà÷è àíèçîòðîïèþ ìîæíî îïèñàòü â òåðìèíàõ êî-ý��èöèåíòîâ A1, A2, A3 èñõîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:1. A1 ≈ A2 ≈ A32. A1 ≫ A2 ≈ A33. A1 ≈ A2 ≫ A34. A1 ≫ A2 ≫ A3.Ñëó÷àé 1 äàåò ïðèìåð èçîòðîïíîé çàäà÷è, è ý��åêòèâíîñòü ìíîãîñåòî÷íîãîìåòîäà îáåñïå÷èâàåòñÿ �àêòè÷åñêè ïðè ëþáîì ñàìîì ïðîñòîì ñãëàæèâàòåëå,íàïðèìåð ïðè òî÷å÷íîé ðåëàêñàöèè �àóññà-Çåéäåëÿ. Íî ìû â òàêîé ñèòóàöèèèñïîëüçóåì ñõåìó Cheb(p) ñ ìàëûì ÷èñëîì èòåðàöèé ( îáû÷íî ñ p = 2); âèçîòðîïíîé çàäà÷å äàæå îäíîé èòåðàöèè äîñòàòî÷íî äëÿ äîñòèæåíèÿ àñèìï-òîòè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè.Ñëó÷àé 2 ïðåäñòàâëÿåò ïðèìåð îäíîìåðíîé àíèçîòðîïèè. Ê òàêîìó ñëó-÷àþ ìû ïðèõîäèì, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïðÿìîóãîëü-íîì ïàðàëëåëåïèïåäå, ðàçìåð êîòîðîãî ïî îñè Ox ìíîãî ìåíüøå äâóõ äðóãèõðàçìåðîâ. Òîãäà ïðè ïðåîáðàçîâàíèè îáëàñòè ê êóáó [0, 1]3 ïîëó÷àåì ñëó÷àé
2. Â ýòîì ñëó÷àå ðåêîìåíäóþò îáû÷íî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòå-ëÿ ïðîãîíêó âäîëü îñè Ox, òî åñòü ãðóïïîâóþ ðåëàêñàöèþ ñ îáúåäèíåíèåì âãðóïïó íåèçâåñòíûõ, îòâå÷àþùèõ ñåòî÷íîé x�ëèíèè.Â äâóìåðíîì ñëó÷àå äàæå ïðè íàëè÷èè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè îáùåãîâèäà èñïîëüçîâàíèå ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè îáåñïå÷èâàåò õîðîøååñãëàæèâàíèå. Îäíàêî, îáîáùåíèå òàêîãî ñãëàæèâàíèÿ íà òðåõìåðíûé ñëó÷àé,òî åñòü èñïîëüçîâàíèå ïðîãîíêè ïîïåðåìåííî â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ, íå ðåøà-åò ïðîáëåìû ñî ñãëàæèâàíèåì äëÿ ñëó÷àåâ àíèçîòðîïèè 3 è 4. Â ýòèõ äâóõ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ãðóïïîâîé ðåëàêñàöèåé, îáúåäèíÿÿ âãðóïïû íåèçâåñòíûå, îòâå÷àþùèå ñåòî÷íûì ïëîñêîñòÿì Oxy. Â îáùåì ñëó÷àåïðèäåòñÿ îáúåäèíÿòü íåèçâåñòíûå â òðè ãðóïïû ïîî÷åðåäíî � â ïëîñêîñòÿõ
Oxy, Oxz è Oyz. Óêàçàííàÿ ãðóïïîâàÿ ðåëàêñàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ìíîãîêðàòíîìóðåøåíèþ äâóìåðíûõ çàäà÷, è ýòè çàäà÷è íóæíî ðåøàòü äîñòàòî÷íî õîðîøî,÷òîáû îáåñïå÷èòü âëèÿíèå äðóã íà äðóãà âñåõ íåèçâåñòíûõ â ãðóïïå. Äëÿ ðå-øåíèÿ òàêèõ çàäà÷ îáû÷íî ðåêîìåíäóþò äâóìåðíûé ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä ñïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêîé â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëÿ. Òàêîé ïóòü, êðî-ìå áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ è òðóäîâûõ çàòðàò, âåäåò ê ñóùåñòâåííûì òðóä-



14íîñòÿì ïðè ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Èìåííî ïîýòî-ìó ìû äëÿ ñãëàæèâàíèÿ èñïîëüçóåì âûñîêîïàðàëëåëüíóþ ñõåìó Cheb(p) èëè
Lim(p) ñ àâòîìàòè÷åñêîé íàñòðîéêîé íà àíèçîòðîïèþ, ÷òî, êîíå÷íî, äîñòè-ãàåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé.4.3 Cãëàæèâàþùèå èòåðàöèè�àññìîòðèì ñèñòåìó ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé (11), çàïèñàííóþ íà îäíîì èç ñåòî÷-íûõ óðîâíåé, çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäíåãî óðîâíÿ ñ ñàìîé ãðóáîé ñåòêîé. Ñíà-÷àëà ââåäåì íåêîòîðûå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè àíèçîòðîïèè. �ðà-íèöå, ðàçäåëÿþùåé ñïåêòð íà äâå ÷àñòè, îòâå÷àþò ñîáñòâåííûå �óíêöèè ñíîìåðàìè (Nx/2, 1, 1), (1, Ny/2, 1, ), (1, 1, Nz/2). Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ èìåþò âèä

λ∗
1 = 0.5 · λ(1)

max + λ
(2)
min + λ

(3)
min,

λ∗
2 = 0.5 · λ(2)

max + λ
(1)
min + λ

(3)
min,

λ∗
3 = 0.5 · λ(3)

max + λ
(1)
min + λ

(2)
min,ãäå λ

(α)
min, λ

(α)
max � îöåíêè ãðàíèö ðàçíîñòíûõ àíàëîãîâ îïåðàòîðîâ (9) ïî íà-ïðàâëåíèÿì xα, α = 1, 2, 3. Â êà÷åñòâå ïåðâîé õàðàêòåðèñòèêè àíèçîòðîïèèâîçüìåì îòíîøåíèå

η1 =
γmin

λmax
, ãäå λmax = λ(1)

max + λ(2)
max + λ(3)

max, γmin = min(λ∗
1, λ∗

2, λ∗
3). (15)Ïîëó÷åííîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå η1 åñòü îáîáùåíèå ïðàâèëà, ñîãëàñíî êîòîðî-ìó â îäíîìåðíîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ê âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà îòíî-ñÿòñÿ ÷àñòîòû λ > 0.5λmax. Â èçîòðîïíîì òðåõìåðíîì ñëó÷àå èìååì η1 ≈ 1/6.Ìû ââîäèì îáîçíà÷åíèå γmin, a íå λ∗

min , òàê êàê ýòî çíà÷åíèå íå ÿâëÿ-åòñÿ îêîí÷àòåëüíûì è ìîæåò áûòü èçìåíåíî, èëè óòî÷íåíî â ðàñ÷åòàõ. Äåëîâ òîì, ÷òî âûøåóêàçàííûå ñëó÷àè àíèçîòðîïèè 1 � 4 äîñòàòî÷íî õîðîøî ðàç-ðåøàþòñÿ ïðè òàêîì âûáîðå ãðàíèöû ðàçäåëà ñïåêòðà, è ýòî áóäåò ïîêàçàíîíà ïðèìåðàõ. Íî âîçìîæíà ñêðûòàÿ àíèçîòðîïèÿ, êîãäà ìàêñèìàëüíûå ïàðà-ìåòðû ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû:
λ(1)
max ≈ λ(2)

max ≈ λ(3)
max,íî ðàñ÷åò ñ η1 = 1/6 íå ïðèâîäèò ê ý��åêòèâíîìó ïîãàøåíèþ âûñîêî÷àñòîò-íûõ ìîä. Ïðèìåð òàêîé àíèçîòðîïèè äàåò çàäà÷à íà ñåòêå, êîòîðàÿ ñãóùà-åòñÿ îò öåíòðà êî âñåì ãðàíÿì îáëàñòè Ω. Â îòëè÷èå îò âûøåèçëîæåííîãî,ãäå îöåíêà η1 èìååò ñîäåðæàòåëüíîå, à â èçîòðîïíîì ñëó÷àå è òåîðåòè÷åñêîåîáîñíîâàíèå, â ýòîé ñèòóàöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîãî



15�ïðèíöèïà çàìîðîæåííûõ êîý��èöèåíòîì� è â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñå-òî÷íîé àíèçîòðîïèè âçÿòü
η2 =

1

6
· min
x∈Ωh

ηmin(x)

ηmax(x)
, (16)ãäå

ηmax(x) = max

(

A1(x)

h1(x)2
,

A2(x)

h2(x)2
,

A3(x)

h3(x)2

)

,

ηmin(x) = min

(

A1(x)

h1(x)2
,

A2(x)

h2(x)2
,

A3(x)

h3(x)2

)

,

(17)
hα(x) � ïåðåìåííûé øàã ñåòêè ïî íàïðàâëåíèþ xα, α = 1, 2, 3. Òîãäà ãðàíèöóðàçäåëà ñïåêòðà ìîæíî ãðóáî îïðåäåëèòü êàê γmin = min(η1, η2) · λmax. Äëÿðàâíîìåðíîé ñåòêè ïðè ïîñòîÿííûõ êîý��èöèåíòàõ ýòà îöåíêà ïðè η1 = 1/6ïåðåõîäèò â åñòåñòâåííóþ ãðàíèöó γmin = λmax/6.Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïîëåçíà åùå îäíà îöåíêà λ∗

min, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçî-âàíèè ïîñòîÿííûõ ζ1, ζ2 ýíåðãåòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè èç (10):
λ∗
min =

1

6
· ζ1 · λ0

max =
1

6
· ζ1
ζ2

· λmax, òîãäà η3 =
1

6
· ζ1
ζ2
;çíà÷åíèÿ ζ1, ζ2 ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî íàéäåííûì ãðàíèöàì ñïåêòðà λmin,

λmax è λ0
min, λ0

max îïåðàòîðîâ Ah è D; ïîñëåäíèå íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññå îöåíêèãðàíèö ñïåêòðà îïåðàòîðà Ah. Âñå îöåíêè ηj, j = 1, 2, 3 íàõîäÿòñÿ äî íà÷àëàðàñ÷åòà. Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé èòîãîâîé �îðìóëîéîïðåäåëåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ñïåêòðà:
η = min(

1

6
, η1, η2, η3). (18)×åáûøåâñêèå ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè. Ôîðìàëèçàöèÿ âûøåïðè-âåäåííûõ ðàññóæäåíèé ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ýìïèðè÷åñêîìó ïðàâèëó: ÷èñ-ëî p ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé âîçüìåì òàê, ÷òîáû êîìïîíåíòû íà÷àëüíîé ïî-ãðåøíîñòè (13), îòâå÷àþùèå âûñîêî÷àñòîòíîìó ó÷àñòêó ñïåêòðà 
 îòíîñè-òåëüíîé ãðàíèöåé ðàçäåëà (18), óìåíüøèëèñü â çàäàííîå ÷èñëî ε−1 > 1 ðàç.Ýòà çàäà÷à èìååò õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå (ñì. [11℄, [1℄):

p(ε) =
⌈

ln
(

ε−1 +
√

ε−2 − 1
)

/ ln ρ
⌉

, ãäå ρ =
1 +

√
η

1−√
η
. (19)Çäåñü èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ⌈x⌉ äëÿ íàèìåíüøåãî öåëîãî, áîëüøåãî èëèðàâíîãî x:

⌈x⌉ = min{n ∈ Z | n ≥ x}.



16Áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòð ñãëàæèâàòåëÿ ε �àêòîðîì ñãëàæèâàíèÿ. Äëÿ ðàñ-÷åòà èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿåì âåðõíþþ ãðàíèöó λmax íà äàííîéñåòêå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû �åðøãîðèíà î êðóãàõ. Íèæíþþ ãðàíèöó âûñîêî-÷àñòîòíîé ÷àñòè íàõîäèì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðà η èç (18):
λ∗
min = η · λmax. (20)Îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ, êîòîðûé ìû îáîçíà÷àåì ïðè îïèñàíèè ðåçóëüòàòîâêàê Cheb(p) = Cheb(p, λ∗

min, λmax), ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíûì ìíîãî÷ëåíîì
Sp =

j=p
∏

j=1

(I − ωj ·Ah). (21)Íà îòðåçêå [λ∗
min; λmax] �óíêöèÿ Sp(λ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, íàèìåíååóêëîíÿþùåìñÿ îò íóëÿ ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè p, ðàâíûõ åäèíèöå ïðè

λ = 0. Çäåñü ωj � ïàðàìåòðû (îáû÷íî íàçûâàåìûå ÷åáûøåâñêèìè èòåðàöèîí-íûìè ïàðàìåòðàìè), êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êîðíåé ñòàíäàðòíîãîìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà (14)
βj ∈ Kp = {cos 2i− 1

2p
π, i = 1, 2, ..., p} , (22)(ñî ñïåöèàëüíûì óïîðÿäî÷èâàíèåì äëÿ óñòîé÷èâîñòè [11℄) ïî �îðìóëå:

ω−1
j =

λmax + λ∗
min

2
+

λmax − λ∗
min

2
· βj, j = 1, ..., p. (23)Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðîñòà: íîâîå èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå yjíàõîäèòñÿ ÿâíûì îáðàçîì

yj = yj−1 − ωj(Ah · yj−1 − fh), j = 1, ..., p, (24)ãäå y0 � çàäàííîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ñïåêòð ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà(21) åñòü
ρCheb(λ) = Fp(λ), (25)ãäå ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà Fp ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí ïàðàìåòðàìè λ∗

min, λmax, ε.Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ îáû÷íî äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû íîðìà íåâÿçêè rp =
Ah ·yp−fh óìåíüøàëàñü ïî ñðàâíåíèþ ñ íîðìîé íà÷àëüíîé íåâÿçêè â íåñêîëü-êî, íàïðèìåð, â äâà ðàçà.Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (19) äëÿ èçî-òðîïíîãî ñëó÷àÿ ñ η ≈ 1/6 ïðè �àêòîðå ñãëàæèâàíèÿ ε = 0.5 ïîëó÷àåì äâàñãëàæèâàþùèõ øàãà, p = 2. Ïðè ε = 0.7 ïîëó÷àåì p = 1; òàêîå ñãëàæè-âàíèå îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ îïòèìàëüíîñòü, íî çà áîëüøåå ÷èñëîìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé. Äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, ñ η ≈ 10−2è η ≈ 10−4 ïîëó÷àåì p = 7 è p = 66.



17Ïåðåõîä îò íåãëàäêîãî ïðèáëèæåíèÿ vh ê ðåøåíèþ íà òåêóùåé ïîäðîáíîéñåòêå ê áîëåå ãëàäêîìó ïðèáëèæåíèþ vnew çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå.1. Çàäàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå: y0 = vh. Íà íà÷àëüíîé ñåòêå è âñåõýòàïàõ ïîñò-ñãëàæèâàíèÿ vh � òåêóùåå èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå; â îñòàëü-íûõ ñëó÷àÿõ vh ≡ 0.2. Âû÷èñëÿåì âåðõíþþ ãðàíèöó λmax ñïåêòðà îïåðàòîðà Ah .3. Âû÷èñëÿåì ãðàíèöó ðàçäåëà ñïåêòðà λ∗
min ïî �îðìóëå (20).4. Íàõîäèì äëÿ çàäàííîãî �àêòîðà ñãëàæèâàíèÿ ε ñòåïåíü p ìíîãî÷ëåíà×åáûøåâà Fp è èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû (23) (îáû÷íî ε = 0.5).5. Ïðîâîäèì öèêë ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé (24).6. �åçóëüòàò p�é èòåðàöèè åñòü íîâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ: vnew = yp.ËÈ-Ì ñãëàæèâàþùèå èòåðàöèè. Äëÿ ñãëàæèâàíèÿ âìåñòî ÷åáû-øåâñêîãî ñãëàæèâàòåëÿ (21) ìîæíî ïðèìåíÿòü ñõåìó ëîêàëüíûõ èòåðàöèé[7℄, êîòîðàÿ â ïðîñòûõ ïðèìåðàõ ÿâëÿåòñÿ áîëåå çàòðàòíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ÷åáûøåâñêèì ñãëàæèâàòåëåì, íî â ñëîæíûõ ñèòóàöèÿõ ñãëàæèâàòåëü ËÈ-Ìîáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèéïðè ìåíüøèõ çàòðàòàõ. Õîðîøèì ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ àíèçîòðîïíûå çàäà-÷è è äàæå èçîòðîïíûå çàäà÷è ïðè ãðóáîé îöåíêå íèæíåé ãðàíèöû âûñîêî-÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà. Îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ ËÈ-Ì, îáîçíà÷àåìûé êàê

LIM(p) = LIM(p, λ∗
min, λmax), â îòëè÷èå îò ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé íå ïîëè-íîì, à äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ

Sν = (I −G2
p)(I + τAh)

−1, (26)ãäå ν = 2p− 1. Çäåñü Gp(λ) � ïîëèíîì ×åáûøåâà 1 ðîäà, íàèìåíåå óêëîíÿþ-ùèéñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [λ0; λmax], ãäå
λ0 = λmax

z1 − 1

z1 + 1
∈ [−1

τ
; 0], τ =

1

λmax

(⌈

16p2

π2

⌉

− 1

) è z1 = cos
π

2p
,ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè Gp(−1

τ ) = 1. Íà îòðåçêå [0; λmax] èìååì:
|Gp(λ)| ≤ 1, |Sν(λ)| ≤ 1, |Gp(λ)| ≤ 1, (27)ïðè÷åì Gp(0) = 0.Çàìå÷àíèå. Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîãî ÷åáûøåâñêîãî ìåòîäà ïðè çàäàí-íîé ñòåïåíè p ìíîãî÷ëåíà âåëè÷èíà λ∗

min íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ìåòîäà (26)� (27). Ýòà âåëè÷èíà ïðè çàäàííîì �àêòîðå ñãëàæèâàíèÿ ε îïðåäåëÿåò òîëü-êî ñòåïåíü p è ÷èñëî øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ ν = 2p− 1. Êîíñòðóêöèÿ âèäà (26)äåòàëüíî èññëåäîâàíà â [7℄.Ïîëèíîì Gp âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòàíäàðòíûé ïîëèíîì ×åáûøåâà Tp (14):
Gp(λ) =

Hp(λ)

Hp(−1
τ
)
, Hp(λ) =

m=1
∏

m=p

(am − λ) ≡ Tp(z1 −
z1 + 1

λmax
+ λ),



18çäåñü Tp(z) � ÷åáûøåâñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè p íà ñòàíäàðòíîì îòðåçêå [−1; 1],â êîòîðîé îòîáðàæàåòñÿ îòðåçîê [λ0; λmax] ïðè çàìåíå z = z1−(z1+1)λ/λmax;íóëè {am , m = 1, ..., p} ìíîãî÷ëåíà Hp ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûìè ïàðàìåòðà-ìè ìåòîäà è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîðíè (22) ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà Tp(z):
am =

λmax

1 + z1
(z1 − βm), m = 1, ..., p . (28)Ñïåêòð ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà (26) îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

ρLim(λ) =
1−G2

p(λ)

1 + τλ
. (29)Ñ÷èòàåì äëÿ óäîáñòâà, ÷òî �óíêöèÿ ρLim(λ) îïðåäåëåíà íà âñåì îòðåçêå

[0; λmax], ñîäåðæàùèì ñïåêòð îïåðàòîðà Ah. Â ñèëó (27)
0 ≤ ρLim(λ) ≤

1

1 + τλ
. (30)Íàïîìíèì, ÷òî �îðìóëà (29) îçíà÷àåò, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè ïîãðåøíîñòè (13)â âèäå ðÿäà ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì îïåðàòîðà Ah àìïëèòóäà ãàðìîíèêè ñ÷àñòîòîé λ ïîñëå ñãëàæèâàíèÿ óìåíüøèòñÿ çà ν = 2p−1 èòåðàöèé â 1/ρLim(λ)ðàç. Âîçüìåì ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà p òàê, ÷òîáû êîìïîíåíòû ïî-ãðåøíîñòè, îòâå÷àþùèå âûñîêî÷àñòîòíîìó ó÷àñòêó ñïåêòðà [η · λmax, λmax],óìåíüøèëèñü â çàäàííîå ÷èñëî ε−1 > 1 ðàç. Èñïîëüçóÿ (30), ïîëó÷àåì

p =
⌈π

4

√

(ε−1 − 1)/η + 1
⌉

. (31)Ïîäñòàâëÿÿ â (30) âûðàæåíèå èç (29) äëÿ τ , ïîëó÷àåì, ÷òî íà ïðàâîì êîíöåñïåêòðà çàòóõàíèå ñàìîé âûñîêî÷àñòîòíîé ìîäû îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì
ρLim(λmax) ≤

π2

16p2
, (32)òî åñòü çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò áûñòðåå, ÷åì ïðè ÷åáûøåâñêîì ñãëàæèâàíèè; íàëåâîì êîíöå âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà äîñòèãàåòñÿ çàäàííàÿ ñêîðîñòüóáûâàíèÿ ε−1.Äëÿ ïåðåõîäà îò íåãëàäêîãî ïðèáëèæåíèÿ v ê áîëåå ãëàäêîìó ïðèáëèæå-íèþ vnew ïåðâûå òðè ýòàïà ïðåäûäóùåãî àëãîðèòìà ïîâòîðÿþòñÿ. Îñòàëüíûåýòàïû âèäîèçìåíÿþòñÿ.4. Âû÷èñëÿåì ñòåïåíü p ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà Gp, åãî íóëè (óïîðÿäî-÷èâàÿ èõ äëÿ óñòîé÷èâîñòè, ïðè÷åì òàê, ÷òî ïåðâûé êîðåíü åñòü β1 = z1 =

cos(0.5π/p) ); íàõîäèì èòåðàöèîííûå ïàðàìåòðû {am, m = 1, ..., p} ïî �îð-ìóëå (28). Ïî ïîñòðîåííîìó íàáîðó ñòðîèì äðóãîé íàáîð èç 2p−1 ïàðàìåòðîâ
{b1, ..., b2p−1} ≡ {a1, ..., ap, a2, ..., ap}.



195. Ïðîâîäèì öèêë èòåðàöèé ïî m = 1, . . . , 2p− 1 :

ym =
1

1 + τbm
{v + τbm · ym−1 − τ(Ah · ym−1 − fh)}.6. �åçóëüòàò ïðèìåì êàê ãëàäêîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ: vnew = y2p−1.Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïðèâåäåííûõ àëãîðèòìîâ äàíû â ðàçäåëå 5.4.4 �åøåíèå ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèéÄëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå

AH · y = gH , (33)òî åñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé 
 ìàòðèöåé AH è íåâÿçêîé gH â êà÷åñòâå ïðà-âîé ÷àñòè, èñïîëüçóåì ÷åáûøåâñêèé èòåðàöèîííûé ìåòîä (24) ñ íà÷àëüíûìïðèáëèæåíèå y0 ≡ 0, òàê êàê óðàâíåíèå (33) çàïèñûâàåòñÿ äëÿ ïîïðàâêè. �ðà-íèöû 0 < λmin è λmax ñïåêòðà îïåðàòîðà AH ïðèáëèæåííî îöåíåíû â [1℄.Óñëîâèå 0 < λmin âûïîëíåíî è äëÿ âûðîæäåííîé çàäà÷è Íåéìàíà, òàê êàê âýòîì ñëó÷àå λmin � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîé çíà÷åíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâå,îðòîãîíàëüíîì ÿäðó. ×èñëî èòåðàöèé p âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿçàäàííîé òî÷íîñòè ‖ rp ‖< tol· ‖ r0 ‖, ãäå r0, rp � íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿíåâÿçêè. Îöåíêà ÷èñëà èòåðàöèé p = p(ε) èìååò âèä (19) (ñì. òàêæå [4℄, [11℄):
p(ε) ≈ ln

(

ε−1 +
√

ε−2 − 1
)

/ ln ρ1, ãäå ρ1 = 1 +
√
ξ

1−
√
ξ
, ξ =

λmin

λmax
. (34)4.5 Óòî÷íåíèå íèæíèõ ãðàíèöÇàìåòèì, ÷òî â õîäå ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé ìîæíî ïðîâîäèòü àïîñòåðèîð-íîå óòî÷íåíèå íèæíåé ãðàíèöû λmin îïåðàòîðà AH íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå,èëè, ÷òî áîëåå âàæíî, ìîæíî óòî÷íèòü ãðàíèöó ðàçäåëà ñïåêòðà λ∗

min, íóæ-íóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñãëàæèâàòåëÿ.Ïóñòü íà ýòàïå ðåøåíèÿ ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé èëè íà ýòàïå ñãëàæè-âàíèÿ ïîñëå p èòåðàöèé äëÿ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé íåâÿçîê ïîëó÷åíî ñîîòíî-øåíèÿ δ =‖ rp ‖ / ‖ r0 ‖ . Åñëè δ < 1, òî äëÿ ÷åáûøåâñêîãî èòåðàöèîííîãîìåòîäà, îáðàùàÿ �îðìóëû (34), íàõîäèì
λ∗
min =

(

̺1 − 1

̺1 + 1

)2

· λmax, ãäå ̺1 = (δ−1 +
√

δ−2 − 1)1/p. (35)Àíàëîãè÷íîå óòî÷íåíèå ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ λ∗
min â ñëó÷àå ÷åáûøåâñêîãî ñãëà-æèâàòåëÿ. Äëÿ ñãëàæèâàòåëÿ ËÈ-Ì, èñïîëüçóÿ (30) ñ τ èç (29), íàõîäèì

λ∗
min =

π2

16p2
· (δ−1 − 1) · λmax. (36)



20Åñëè δ > 1, òî ïîëàãàåì λ∗
min = 0.1 · λmax.Íàäåæíîñòü òàêîãî óòî÷íåíèÿ îöåíîê äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñãëàæèâàòåëåé íåñëèøêîì âåëèêà, òàê êàê óòî÷íåíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âïîãðåøíîñòè â îñíîâíîì ïðåîáëàäàåò íåãëàäêàÿ êîìïîíåíòà. Ïîñëå ñåðèè ðàñ-÷åòîâ, â êîòîðûõ ïðîâåðÿëèñü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû óòî÷íåíèÿ îöåíîê λ∗

min,ìû ñòàíîâèëèñü íà ýòîé ïðîöåäóðå àäàïòàöèè ãðàíèöû ðàçäåëà λ∗
min â õîäåìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé, Ïðîöåäóðà àäàïòàöèè ïîäðîáíî ïðèâåäåíà â ñëåäó-þùåì ðàçäåëå âìåñòå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ.5 Ïðèìåðû ðàñ÷åòîâÏðèâåäåì ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå ðàáîòîñïîñîáíîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòî-äà äëÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè ïðè íàëè÷èè àíèçîòðîïèè.Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 1: óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòà-ìè

A1uxx +A2uyy +A3uzz = f(x, y, z), (x, y, z) ∈ [0; 1]3 (37)è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà, äëÿ êîòîðûõ âõîäíûå äàííûå,êàê è ïðàâàÿ ÷àñòü f , îïðåäåëÿòñÿ ïî îäíîìó èç çàäàííûõ ðåøåíèé:
u(x, y, z) = (cos k1x+ cos k2x) · (cosm1y + cosm2y) · (cosn1z + cosn2z), (38)ãäå k1 = m1 = n1 = 2, k2 = 4, m2 = 8, n2 = 16,

u(x, y, z) = x2 + y2, (39)èëè u(x, y, z) = x2 + y2 + z2.Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî ïðè òåñòèðîâàíèè ìåòîäà íà çàäà÷àõ ñ òî÷íûìè ðå-øåíèÿìè ðàçíîãî âèäà è ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ çàìåòíîéðàçíèöû â ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé â ðàñ÷åòàõ íå íàáëþäàåòñÿ,ïîýòîìó â ïðåäñòàâëåííûõ íèæå ðàñ÷åòàõ äëÿ çàäàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ èñ-ïîëüçîâàíà �óíêöèÿ (39), åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå.Â òàáë. 1 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ A1, A2, A3 è õàðàêòåðèñòè-êà òðóäîåìêîñòè çàäà÷ Äèðèõëå è Íåéìàíà; ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå òàêîéõàðàêòåðèñòèêè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè, íî ìû äëÿ íàãëÿäíîñòè óêàçûâàåì÷èñëî ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé, çàòðà÷èâàåìûõ íà ðåøåíèå 
 çàäàííîé òî÷íî-ñòüþ óðàâíåíèé íà ïîäðîáíîé ñåòêå. Îòìåòèì, ÷òî îáóñëîâëåííîñòü çàäà÷èÄèðèõëå ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ âàðèàíòîâ, è ñòàíäàðòíûé÷åáûøåâñêèé ðåøàòåëü óñïåøíî ñïðàâëÿåòñÿ ñ çàäà÷åé Äèðèõëå çà îòíîñè-òåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèé. Òåì íå ìåíåå äëÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäàýòà çàäà÷à â ñëó÷àÿõ 2 � 4 ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé, òàê óâåëè÷åíèå àíèçîòðîïèè âêîý��èöèåíòàõ ñäâèãàåò ãðàíèöó ðàçäåëà ñïåêòðà λ∗
min âëåâî, â ñòîðîíó λmin.



21Âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà è ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è,êîãäà íà ãðàíè z = z0 çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå, à íà îñòàëüíûõ � óñëîâèå Íåé-ìàíà, ïðèìåðíî îäèíàêîâû (â ñëó÷àå 4 îáóñëîâëåííîñòü ýòèõ çàäà÷ ≃ 3 · 108),íî ÷èñëî èòåðàöèé ðàñòåò ñ ðîñòîì àíèçîòðîïèè, äîñòèãàÿ 76 òûñÿ÷.Òàáë. 1. ×èñëî ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé, çàòðà÷èâàåìûõ íà ðåøåíèå çàäà÷èíà îñíîâíîé ñåòêå èç N = 1283 óçëîâ ñ òî÷íîñòüþ tol = 10−7Ñëó÷àé A1 A2 A3 Çàäà÷à Äèðèõëå Çàäà÷à Íåéìàíà1 1 1 1 761 13182 100 1 1 761 76843 100 100 1 761 107804 10000 100 1 761 76463Â òàáë. 2 � 3 ïðèâîäÿòñÿ äëÿ óêàçàííûõ çíà÷åíèé êîý��èöèåíòîâ A1, A2,
A3 ÷èñëî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé m, ñóììàðíîå ÷èñëî øàãîâ ïðåä- è ïîñò-ñãëàæèâàíèÿ ∑

p (Cheb) èëè ∑

p (Lim) (â îòñóòñòâèå àäàïòàöèè, î êîòîðîéðå÷ü ïîéäåò íèæå, ÷èñëî øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ íà êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíåîäíî è òî æå). Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè õàðàêòåðèçóåì äâóìÿ âåëè÷èíàìè
ρ = rm/rm−1, ρ∗ = m

√

rm/r0, (40)ãäå rm, rm−1, r0 � ñåòî÷íûå íîðìû íåâÿçîê íà ïîñëåäíåé è ïðåäïîñëåäíåéìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèÿõ ñîîòâåòñòâåííî, r0 � íîðìà íà÷àëüíîé íåâÿçêè.Êàê ïðàâèëî, îòíîøåíèå íîðì íåâÿçîê íà äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèÿõñòàáèëèçèðóåòñÿ â ïðîöåññå èòåðàöèé, ÷òî ãîâîðèò î âûõîäå íà àñèìïòîòè÷å-ñêèé ðåæèì. Ïîýòîìó ρ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Íî èíîãäà, ïðèáûñòðîé ñõîäèìîñòè (ìàëîì ÷èñëå èòåðàöèé m), èëè ïðè íàëè÷èè ìåõàíèçìàèçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñãëàæèâàíèÿ (àäàïòàöèè), êîãäà âûõîä íà àñèìïòî-òè÷åñêèé ðåæèì ïðîèñõîäèò ïîñëå äîñòèæåíèÿ çàÿâëåííîé òî÷íîñòè, óäîáíîïðèâîäèòü õàðàêòåðèñòèêó ρ∗ (40) êàê ñðåäíþþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Â òàá-ëèöàõ ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëà îòìå÷åíû çâåçäî÷êàìè. Äîñòèæåíèå ñõîäèìî-ñòè êîíòðîëèðóåòñÿ ïî óñëîâèþ rm < tol ·r0 
 çàäàííîé òî÷íîñòüþ (tol = 10−7èëè äðóãîé óêàçàííîé). Òàêîãî óìåíüøåíèÿ íåâÿçêè ÷àñòî áûâàåò äîñòàòî÷íîäëÿ äîñòèæåíèÿ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé â ïðåäåëàõ
10−5 − 10−6. Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé âàðüèðîâàëàñü âäèàïàçîíå ctol = 10−3 − 10−5. Çàòðàòû íà ðåøåíèå ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíå-íèé îáû÷íî ñîñòàâëÿþò îò äîëåé ïðîöåíòà äî íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ îáùèõçàòðàò, ïîýòîìó ýòîò ïàðàìåòð íå èãðàåò çàìåòíîé ðîëè; â ïðèâîäèìûõ ðàñ-÷åòàõ ctol = 10−5. ×èñëî ñåòî÷íûõ óðîâíåé ìîæåò âàðüèðîâàòüñÿ, íî îáû÷íî5 óðîâíåé äîñòàòî÷íî äëÿ äîñòèæåíèÿ ý��åêòèâíîñòè è ïàðàëëåëüíîé ìàñ-øòàáèðóåìîñòè íà ñåòêàõ 
 ÷èñëîì óçëîâ N ≃ 1283 − 20483.



22Òàáë. 2. Õàðàêòåðèñòèêè ñõîäèìîñòè äëÿ çàäà÷è 1 ñ ðåøåíèåì (39).Ñåòêà 1283 óçëîâ, 5 óðîâíåé, tol = 10−7, ÷åáûøåâñêèé ñãëàæèâàòåëüÇàäà÷à Äèðèõëå Çàäà÷à ÍåéìàíàÑëó÷àé A1 A2 A3 m
∑

p(Cheb) ρ m
∑

p(Cheb) ρ1 1 1 1 9 36 0.16 8 32 0.152 100 1 1 10 200 0.20 10 200 0.203 100 100 1 11 286 0.24 10 280 0.214 10000 100 1 10 1020 0.22 11 2068 0.24àäàïòàöèÿ àäàïòàöèÿ4 10000 100 1 ρ∗ ρ∗ÂàðèàíòûÂàð.1 7 462 0.19∗ 10 1018 0.18∗Âàð.2 14 692 0.29∗ 11 474 0.24∗Òàáë. 3. Õàðàêòåðèñòèêè ñõîäèìîñòè äëÿ çàäà÷è 1 ñ ðåøåíèåì (39).Ñåòêà 1283 óçëîâ, 5 óðîâíåé, tol = 10−7, ñãëàæèâàòåëü ËÈ-ÌÇàäà÷à Äèðèõëå Çàäà÷à ÍåéìàíàÑëó÷àé A1 A2 A3 m
∑

p ρ èëè ρ∗ m
∑

p ρ èëè ρ∗1 1 1 1 9 54 0.14 7 42 0.142 100 1 1 6 252 0.15 5 210 0.03∗3 100 100 1 6 348 0.13 5 290 0.03∗4 10000 100 1 3 714 0.003∗ 3 1338 0.003∗àäàïòàöèÿ àäàïòàöèÿ4 10000 100 1 ρ∗ ρ∗ÂàðèàíòûÂàð.1 7 1038 0.25∗ 6 1472 0.06∗Âàð.2 14 1260 0.25∗ 11 1198 0.20∗



23Îáúåì âû÷èñëåíèé äëÿ ïðèâîäèìûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî îöåíèòü êàê V ≃
const · N ·∑ p, N � ÷èñëî óçëîâ ñåòêè, ∑ p � ñóììàðíîå ÷èñëî ñãëàæèâàþ-ùèõ øàãîâ íà îñíîâíîé ñåòêå â m èòåðàöèÿõ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Îäèíøàã ñãëàæèâàíèÿ ïðèìåðíî ýêâèâàëåíòåí ðàñ÷åòó íåâÿçêè íà ïîäðîáíîé ñåò-êå. Èìåííî ñãëàæèâàíèå ñîñòàâëÿåò îñíîâíîé îáúåì âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò(≃ 90%), ïîýòîìó â òàáëèöàõ ïðèâåäåí ïàðàìåòð ∑

p â êà÷åñòâå õàðàêòåðè-ñòèêè òðóäîåìêîñòè. Ïðè ðàñ÷åòå ñóììàðíîãî ïîêàçàòåëÿ ∑

p äëÿ ñãëàæèâà-òåëÿ ËÈ-Ì ó÷òåíî, ÷òî çàäàííîãî p â ïðîöåäóðå LIM(p) ÷èñëî ñãëàæèâàþ-ùèõ øàãîâ ν = 2p− 1. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà øàãîâ ñãëà-æèâàíèÿ p çàäàí �àêòîð ñãëàæèâàíèÿ ε = 0.5. Óáûâàíèå íîðìû íåâÿçêè âñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèÿõ (áåç àäàïòàöèè) ìîæíî íå êîíòðîëèðîâàòü. Ñ òî÷-êè çðåíèÿ ïàðàëëåëüíîãî êîäà ýòî íåêîòîðîå äîñòîèíñòâî, òàê êàê èñêëþ÷àåòãëîáàëüíûå îïåðàöèè ðàñ÷åòà íîðì íåâÿçîê. �åàëüíûå çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿíîðì íåâÿçîê íà ïîñëåäíåé p�îé è íà÷àëüíîé ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèÿõ íàñåòî÷íûõ óðîâíÿõ ìîãóò ìåíÿòüñÿ (îáû÷íî îò 0.1 äî ïî÷òè 1). Èí�îðìàöèþî äîñòèãíóòîé ðåàëüíîé òî÷íîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àäàïòàöèè ñãëà-æèâàòåëåé (ñì. ðàçäåë 4.3 è ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ íèæå).Â ðàñ÷åòàõ ìîãóò âîçíèêàòü ñèòóàöèè, êîãäà ïðè ñëàáîì ñãëàæèâàòåëåäåëàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé, è òîãäà çàìåòíî âîçðàñòà-þò îòíîñèòåëüíûå çàòðàòû íà ðåøåíèå ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé è ðåàëèçà-öèþ ìåæñåòî÷íûõ ïåðåõîäîâ. Ïîýòîìó äëÿ äèàãíîñòèðîâàíèÿ òàêèõ ñèòóàöèéâ òàáëèöàõ ïðèâîäèòñÿ ÷èñëî âûïîëíåííûõ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé (ïàðà-ìåòð m). Êàê âèäíî èç ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöàõ 2 è 3 ðåçóëüòàòîâ, ÷èñ-ëî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé ïðè èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëüíî-èíòåíñèâíûõñãëàæèâàòåëåé ïîëó÷àåòñÿ íåáîëüøèì. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ý�-�åêòèâíîñòè, è â îñîáåííîñòè ïàðàëëåëüíîé ý��åêòèâíîñòè, ïîñòðîåííûå ÷å-áûøåâñêèå ñãëàæèâàòåëè ÿâëÿþòñÿ î÷åíü óäà÷íûìè.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñìåøàííîé êðàåâîé çàäà÷è ðàññìîòðèì ñóùåñòâåííîàíèçîòðîïíûé ñëó÷àé 4 ñ A1 = 10000, A2 = 100, A3 = 1 è çàäàäèì íàïÿòè ãðàíÿõ óñëîâèå Íåéìàíà, à íà ãðàíè z = 0 � óñëîâèå Äèðèõëå. Â ýòîìñëó÷àå ðåçóëüòàòû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ñõîäèìîñòèçàäà÷è Íåéìàíà (ñì. ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè â òàáëèöàõ 2 è 3 äëÿ îáîèõñãëàæèâàòåëåé � ÷åáûøåâñêîãî è ËÈ-Ì),Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðè ðåøåíèè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ óêàçàííîé çà-äà÷è ñòàíäàðòíûì ÷åáûøåâñêèì ìåòîäîì íà ñåòêå 1283 òðåáóåòñÿ 76 òûñÿ÷èòåðàöèé (ñì. òàáë. 1); ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä â ýòîé è äðóãèõ ðàññìîòðåííûõçàäà÷àõ äàåò ìíîãîêðàòíîå óñêîðåíèå (15 � 50 ðàç).Îáñóäèì òàáëèöû áîëåå äåòàëüíî. �àññìîòðèì ñíà÷àëà èçîòðîïíûé ñëó-÷àé: A1 = A2 = A3 = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ÷åáûøåâñêèé è ËÈ-Ì ñãëàæèâàòåëè



24îáåñïå÷èâàþò (ñì. ïåðâóþ ñòðîêó òàáë. 2 è 3) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ρ ≈ 0.16.Îòìåòèì, ÷òî äîñòèãíóòàÿ ñêîðîñòü áëèçêà ê àñèìïòîòè÷åñêîé: ïðè óâåëè-÷åíèè òî÷íîñòè äî 10−13 ïîëó÷àåì ρ ≈ 0.18. Ýòî ëó÷øå, ÷åì òåîðåòè÷åñêàÿñêîðîñòü [6℄ ρ = 0.198, ïðèâåäåííàÿ â ïåðâîé ñòðîêå òàáë. 4, ïîëó÷åííàÿäëÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ñ äâóìÿ øàãàìè òî÷å÷íîé ðåëàêñàöèè. Íàïîì-íèì, �àêòîð ñãëàæèâàíèÿ çàäàí êàê ε = 0.5, íî â äàííîì èçîòðîïíîì ñëó÷àåîïåðàöèÿ îïðåäåëåíèÿ öåëîãî p èç óñëîâèÿ (19) â äåéñòâèòåëüíîñòè åãî ïå-ðåîïðåäåëÿåò: εfact = 0.35. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, âèäíî íà ðèñ. 1, ãäå ïîêàçàíãðà�èê ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà ïðè p = 2. Íà ýòîì ðèñóíêå è àíàëîãè÷íûõðèñ. 2 � 4 ïî îñè àáñöèññ îòëîæåí ñïåêòðàëüíûé îòðåçîê [0, λmax · h2]. Íîð-ìèðîâàííàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñïåêòðà ðàâíà 12; íèæå ìû ñîõðàíèì çà ýòîéâåëè÷èíîé ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå λmax. Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíû çíà÷åíèÿ�óíêöèè çàòóõàíèÿ ρCheb(λ) è ρLim(λ) (ñì. �îðìóëû (25) è (29)). Ïðè èäåàëè-çàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ äâóõñåòî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (12) ãðóáîñåòî÷-íàÿ êîððåêöèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé è ïîñëå èíòåðïîëÿöèè â ïðèáëèæåííîì ðåøå-íèè íå ïîÿâëÿþòñÿ íèçêî÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû. Òîãäà �àêòîð ñãëàæèâàíèÿ
εfact = 0.35 îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà, òî åñòüâ èäåàëå èìååì ρ = ε2fact ≈ 0.12 âìåñòî �àêòè÷åñêîé ñêîðîñòè ρ ≈ 0.16÷0.18.Â äàííîì èçîòðîïíîì ñëó÷àå ñãëàæèâàòåëü ËÈ-Ì â ïîëòîðà ðàçà äîðîæå ÷å-áûøåâñêîãî ñãëàæèâàòåëÿ, òàê êàê äëÿ äîñòèæåíèÿ óêàçàííîé ñêîðîñòè äëÿËÈ-Ì òðåáóåòñÿ çàäàòü p = 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðåì ÷åáûøåâñêèì èòåðà-öèÿì, ñì. ðèñ. 2. Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè òðåõ øàãàõ ñãëàæèâàíèÿäëÿ ËÈ-Ì �àêòîð ñãëàæèâàíèÿ εfact = 0.35, à äëÿ ÷åáûøåâñêîãî � â äâà ðàçàëó÷øå.Ïðè íàëè÷èè ñëàáîé àíèçîòðîïèè (ñì. ñòðîêè 2, 3 â òàáë. 2 è 3) ñãëà-æèâàòåëü ËÈ-Ì óñòóïàåò ÷åáûøåâñêîìó ñãëàæèâàòåëþ, íî ïðè ñèëüíîé àíè-çîòðîïèè (ñì. ñòðîêó 4 â òàáë. 2 è 3), ñãëàæèâàòåëü ËÈ-Ì ïîêàçûâàåò ëó÷-øèé ðåçóëüòàò. Êðîìå òîãî, äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè âàæíî ñîêðàùåíèå÷èñëà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé, ïðèâîäÿùåå ê ñîêðàùåíèþ ÷èñëà ãëîáàëüíûõîïåðàöèé ðàñ÷åòà íîðì íåâÿçêè, ïîýòîìó ËÈ-Ì ÿâëÿåòñÿ ñãëàæèâàòåëåì, ïåð-ñïåêòèâíûì äëÿ óëüòðàïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.Óáûâàíèå íåâÿçêè â ïðîöåññå ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé íà ïåðâûõ èòå-ðàöèÿõ îáû÷íî ïðîèñõîäèò áûñòðåå (è çàâèñèò îò çàäà÷è), ÷åì ïðè âûõîäåíà àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì, ïîýòîìó ïðè îäíîé è òîé æå àñèìïòîòè÷åñêîéñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÷èñëî ñäåëàííûõ èòåðàöèé ìîæåò áûòü ðàçëè÷íî.Ñãëàæèâàòåëè ñ àäàïòàöèåé. Àäàïòàöèÿ îñíîâàíà ïðîñòûõ ñîîáðà-æåíèÿõ, ïîçâîëÿþùèõ óòî÷íÿòü íà êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå ãðàíèöó ñïåêòðà
λ∗
min è ÷èñëî èòåðàöèé ñãëàæèâàíèÿ p õîäå ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé. Ìû íà-õîäèì íà êàæäîé ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè íîâîå óòî÷íåííîå çíà÷åíèå îòíîñè-



25òåëüíîé ãðàíèöû η = λ∗
min/λmax. Ïóñòü äî íà÷àëà ðàñ÷åòà çàäàíî íà÷àëüíîåïðèáëèæåíèå ηinit. Ìû çàäàåìñÿ æåëàåìîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ìíîãîñå-òî÷íûõ èòåðàöèé ρ0; â ïðèâîäèìûõ ðàñ÷åòàõ ρ0 = ε2 = 0.25, ãäå ε = 0.5 �çàäàííûé �àêòîð ñãëàæèâàíèÿ.Ïðîöåäóðó àäàïòàöèè ìîæíî ââåñòè ñ ïîìîùüþ àíàëèçà îòíîøåíèÿ ρíîðì íåâÿçîê íà äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèÿõ. Âåëè÷è-íà ρ ÿâëÿåòñÿ îáúåêòèâíûì êðèòåðèåì êà÷åñòâà ñãëàæèâàíèÿ, è åå àíàëèçìîæåò ñíèçèòü çàòðàòû íà àäàïòàöèþ. Íî â äàííîé ðàáîòå ìû íå áóäåì îï-òèìèçèðîâàòü ñàìó ïðîöåäóðó àäàïòàöèè, è áóäåì ïðèìåíÿòü àäàïòàöèþ íàêàæäîé èòåðàöèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà, íåçàâèñèìî îò çíà÷åíèÿ ρ.Îïðåäåëèì àëãîðèòì àäàïòàöèè íà îñíîâå äîñòèãíóòûõ çíà÷åíèé �àêòî-ðîâ ñãëàæèâàíèÿ δ =‖ rp ‖ / ‖ r0 ‖ � îòíîøåíèÿ íîðì íà÷àëüíîé è êîíå÷íîéíåâÿçîê ïîñëå p øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ íà ýòàïàõ ïðå- è ïîñò-ñãëàæèâàíèÿ íàêàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå, âêëþ÷àÿ îñíîâíóþ ñåòêó. Ïî çíà÷åíèÿì δpre è δpostíàõîäèì äëÿ êàæäîãî ñåòî÷íîãî óðîâíÿ åäèíîå çíà÷åíèå

δ =
√

δpre · δpost. (41)Èñïîëüçóÿ ýòî çíà÷åíèå δ, ïî �îðìóëàì (35) èëè (36) â çàâèñèìîñòè îò âèäàñãëàæèâàòåëÿ, íàõîäèì óòî÷íåííóþ ãðàíèöó ðàçäåëà ñïåêòðà, íîâîå ÷èñëîøàãîâ ñãëàæèâàíèÿ p (÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé) è íîâûé íàáîð ÷åáûøåâñêèõïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷åííûå ïàðàìåòðû ñãëàæèâàòåëåé èñïîëüçóþòñÿ íà êàæäîìñåòî÷íîì óðîâíå íà ýòàïàõ ïðåä- è ïîñò-ñãëàæèâàíèÿ. Ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òîóæå íà ñëåäóþùåé ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè áóäóò äîñòèãíóòû æåëàåìûå çíà-÷åíèÿ ρ ≈ ε2 è çàäàííûé �àêòîð ñãëàæèâàíèÿ; àäàïòàöèÿ åñòü èòåðàöèîííàÿïðîöåäóðà, ñëóæàùàÿ äëÿ ïîñòåïåííîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñãëàæèâàíèÿ.�àñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî îáû÷íî ïîñëå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ìíîãîñåòî÷íûõèòåðàöèé ïðîèñõîäèò âûõîä íà ðåæèì δ ≈ ε è ρ ≤ ε2. Êàê âàðèàíò, âìåñòîâåëè÷èíû (41) ìîæíî âçÿòü δ = max(δpre, δpost).Â ðàñ÷åòàõ ìîäåëüíûõ çàäà÷ ðàññìîòðåíû äâà âàðèàíòà âûáîðà íà÷àëü-íîãî çíà÷åíèÿ ηinit îòíîñèòåëüíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ñïåêòðà:
• âàðèàíò 1: ηinit áåðåòñÿ èç îöåíêè (18).
• âàðèàíò 2: ηinit = 1/6 � çíà÷åíèå, òèïè÷íîå äëÿ èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ.Äëÿ íåêîòîðûõ ðàñ÷åòîâ â âàðèàíòå 1 íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ηinit èç-çà ãðóáî-ñòè îïðåäåëåíèÿ îáåñïå÷èâàåò ñâåðõáûñòðóþ ñõîäèìîñòü ìíîãîñåòî÷íûõ èòå-ðàöèé áåç àäàïòàöèè, íàïðèìåð, çà îäíó èòåðàöèþ. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ïðî-âåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè àäàïòàöèè ìû âûáèðàåì íîâîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

ηinit (ñ óêàçàíèåì ïðè îïèñàíèè ðàñ÷åòà) âìåñòî çíà÷åíèÿ èç îöåíêè (15).



26Äëÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è 1 â ñëó÷àå ñèëüíîé àíèçîòðîïèè A1 = 10000,A2 = 100,
A3 = 1 â ïîñëåäíèõ ñòðî÷êàõ òàáë. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ óêà-çàííûõ âàðèàíòîâ (îòìå÷åíû êàê Âàð.1 è Âàð.2 ñîîòâåòñòâåííî). Â ñëó÷àåçàäà÷è Äèðèõëå äëÿ âàðèàíòà 1 íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ηinit ≈ 0.17 · 10−3 îïðå-äåëÿåò íà ïåðâîé ìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè îïðåäåëÿåò p = 51; íà ïîñëåäíåéìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè àäàïòàöèÿ äàåò çíà÷åíèÿ ηfin = 0.21 · 10−3 è p = 46.Äëÿ âàðèàíòà 2 íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ηinit = 1/6 îïðåäåëÿåò íà ïåðâîéìíîãîñåòî÷íîé èòåðàöèè çíà÷åíèå p = 2; íà ïîñëåäíåé ìíîãîñåòî÷íîé èòå-ðàöèè àäàïòàöèÿ äàåò çíà÷åíèÿ ηfin = 0.21 · 10−3 è p = 46. Ïîëó÷åííûå âäâóõ âàðèàíòàõ êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ηfin è p ñîâïàäàþò, òàê êàê îíè îñíîâà-íû â äàííîé çàäà÷å íà äîñòàòî÷íî òî÷íûõ îöåíêàõ ñïåêòðà îïåðàòîðà (ââèäóðàñùåïëåíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì).Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àåì è â ñëó÷àå çàäà÷è Íåéìàíà. Äëÿ âà-ðèàíòà 1 íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ηinit ≈ 0.49 · 10−4 îïðåäåëÿåò íà ïåðâîé ìíî-ãîñåòî÷íîé èòåðàöèè ÷èñëî øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ p = 94; íà ïîñëåäíåé ηfin ≈
0.64 · 10−4 è p = 83. Äëÿ âàðèàíòà 2 ïðè íà÷àëüíîì çíà÷åíèè ηinit = 1/6îòíîñèòåëüíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ñïåêòðà íà ïåðâîé è ïîñëåäíåé ìíîãîñåòî÷-íûõ èòåðàöèÿõ ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî p = 2 è p = 69 (ηfin ≈ 0.93 · 10−4).Òî åñòü, ïðè ñòàðòå ñ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé àäàïòàöèÿ ïðèâîäèò êäîñòàòî÷íî áëèçêèì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ ñãëàæèâàòåëÿ.Àäàïòàöèÿ ïîñòðîåíà íà ïðîñòûõ ñîîáðàæåíèÿõ: â èäåàëüíîì äâóõñå-òî÷íîì ìåòîäå ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè åñòü ε2; â èçîòðîïíîì ñëó÷àå (A1 = A2 =
A3 = 1) ðàñ÷åòû ñ àäàïòàöèåé è áåç íåå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. Â ýòîìñëó÷àå ïðè âêëþ÷åíèè àäàïòàöèè âåëè÷èíà λ∗

min = λmax/6 íåçíà÷èòåëüíî èç-ìåíÿåòñÿ (ïîëó÷àåòñÿ λ∗
min = λmax/5), à ÷èñëî øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ îñòàåòñÿíåèçìåííûì, p = 2. Ïåðåõîä îò èçíà÷àëüíî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ λ∗

min ê áëèç-êîìó, íî äðóãîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò äîñòèãíóòîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòèìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ρ = 0.16 (ñì. ïåðâóþ ñòðîêó òàáë. 2). Ýòî çíà÷åíèåëó÷øå, ÷åì èäåàëèçèðîâàííîå ρ = ε2 = 0.25, òàê êàê ñãëàæèâàòåëè â õîäåìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé óìåíüøàþò íå òîëüêî âûñîêî÷àñòîòíóþ îøèáêó.Â àíèçîòðîïíîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â ïîñëåäíèõ äâóõ ñòðîêàõ òàáë. 2,àäàïòàöèÿ óìåíüøàåò ÷èñëî øàãîâ ÷åáûøåâñêîãî ñãëàæèâàòåëÿ, ðàñ÷åò óñêî-ðÿåòñÿ â ïîëòîðà-äâà ðàçà. Ñãëàæèâàòåëü ËÈ-Ì äëÿ äàííûõ çàäà÷ (ñì. òàáë.3) ñâåðõý��åêòèâåí, ñõîäèìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ çà íåñêîëüêî ìíîãîñåòî÷íûõèòåðàöèé, àäàïòàöèÿ íå òðåáóåòñÿ. Åå ïðèìåíåíèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ÷èñëà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé, òàê êàê àäàïòàöèÿ ðàáîòàåò â ñòîðîíó óâå-ëè÷åíèÿ �àêòîðà ñãëàæèâàíèÿ.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ àíàëè-çà Ôóðüå ñõîäèìîñòè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà â äâóõñåòî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè,



27âçÿòûå èç [6℄. Â òàáë. 4 ïîêàçàíà ý��åêòèâíîñòü íåêîòîðûõ ñãëàæèâàòåëåé:ïðèâåäåíà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè äâóõñåòî÷íûõ èòåðàöèé ρ, òî åñòü íîðìà èòå-ðèðóþùåãî îïåðàòîðà (12). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïîäðîáíîé ñåòêå âûïîë-íÿþòñÿ äâà øàãà ñãëàæèâàíèÿ, îïåðàòîð íà ãðóáîé ñåòêå îáðàùàåòñÿ òî÷íî,îïåðàòîð P � òðèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ åìó ñî-ïðÿæåí, R = P ∗. Â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëåé ðàññìîòðåíû ìåòîäû òî÷å÷íîé èãðóïïîâîé ðåëàêñàöèè, òî åñòü òî÷å÷íûé è áëî÷íûé ìåòîäû �àóññà-Çåéäåëÿ.Òàáë. 4. Òåîðåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñõîäèìîñòè äëÿ çàäà÷è 1.äâà ñãëàæèâàþùèõ øàãà íà ïîäðîáíîé ñåòêåÑëó÷àé A1 A2 A3 Òèï ðåëàêñàöèè ρ1 1 1 1 òî÷å÷íàÿ 0.1982 100 1 1 òî÷å÷íàÿ 0.961õ-ëèíåéíàÿ 0.0743 100 100 1 òî÷å÷íàÿ 0.980ïîïåðåìåííàÿõ-/y-ëèíåéíàÿ 0.938(õ,y)-ãðóïïîâàÿ 0.0524 10000 100 1 òî÷å÷íàÿ 1.0õ-ëèíåéíàÿ 0.961(õ,y)-ãðóïïîâàÿ 0.052Â ýòèõ ìåòîäàõ èñïîëüçîâàíà ñïåöèàëüíàÿ íóìåðàöèÿ íåèçâåñòíûõ: ÷åðíî-áåëîå 3D óïîðÿäî÷èâàíèå äëÿ òî÷å÷íîé ðåëàêñàöèè, ÷åðíî-áåëîå 2D óïîðÿ-äî÷èâàíèå ëèíèé äëÿ ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè, ÷åðíî-áåëîå 1D óïîðÿäî÷èâà-íèå ïëîñêîñòåé äëÿ (x, y)�ãðóïïîâîé ðåëàêñàöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàñ÷åòíåèçâåñòíûõ â ãðóïïàõ äåëàåòñÿ òî÷íî; äëÿ ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè ýòî ëåãêîäåëàåòñÿ ïðîãîíêîé, äëÿ ðåàëèçàöèè (x, y)�ðåëàêñàöèè äëÿ êàæäîé ïëîñêî-ñòè òî÷íî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà 2D ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Èç òàáë. 4 ñëåäóåò,÷òî äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñëó÷àåâ 3 è 4 òîëüêî èñïîëüçîâàíèå ãðóïïîâîé (x, y)�ðåëàêñàöèè îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ïî-ïåðåìåííîé ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè, òî åñòü ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè,íå ïðèâîäèò ê õîðîøåé ñõîäèìîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ îáùåãî 3D ñëó÷àÿíå ãîäèòñÿ ïðîãîíêà, ïîïåðåìåííàÿ ïî òðåì íàïðàâëåíèÿì, à íóæíî ðåàëè-çîâàòü ðåëàêñàöèþ ïî ïëîñêîñòÿì (x, y), (y, z) è (x, z) ïîïåðåìåííî. Êîíå÷-íî, äëÿ êàæäîé ïëîñêîñòè íå íóæíî òî÷íî ðåøàòü ñèñòåìó 2D ðàçíîñòíûõóðàâíåíèé. �åêîìåíäóþò, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü îäíó èòåðàöèþ 2D ìíîãî-



28ñåòî÷íîãî ìåòîäà. Ñ ó÷åòîì ïîæåëàíèÿ ñèììåòðèçàöèè ðåëàêñàöèè (÷òîáûèòåðèðóþùèé îïåðàòîð áûë ñèììåòðè÷íûì) òàêîé ïîäõîä ñëåäóåò ïðèçíàòüíå î÷åíü óäîáíûì äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè.Àíàëèçèðóÿ ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöàõ ðåçóëüòàòû, ìîæåì çàêëþ÷èòü,÷òî ïðåäëîæåííûå íàìè îáà ñãëàæèâàòåëÿ � ÷åáûøåâñêèé è ËÈ-Ì � îáåñïå-÷èâàþò ý��åêòèâíîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Â ñëó÷àå 4 õîðîøèé ðåçóëü-òàò äàåò èñïîëüçîâàíèå äëÿ ñãëàæèâàíèÿ ËÈ-Ì: ýòîò ñãëàæèâàòåëü â äàííîìñëó÷àå íå òðåáóåò àäàïòàöèè è îêàçûâàåòñÿ ý��åêòèâíåé ÷åáûøåâñêèõ èòå-ðàöèé îñîáåííî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé.Äàäèì ñîäåðæàòåëüíîå îáúÿñíåíèå ýòîìó �àêòó. Â àíèçîòðîïíîé çàäà-÷å òðóäíî óêàçàòü ãðàíèöó ðàçäåëà ñïåêòðà. Ìû òàêóþ ãðàíèöó óêàçûâàåìýìïèðè÷åñêè (ñì. ðàçäåë 4.3). ×åáûøåâñêèå èòåðàöèè ãàñÿò âûñîêî÷àñòîòíûåêîìïîíåíòû íåâÿçêè â çàäàííîå ÷èñëî ðàç, íàïðèìåð, â 2 ðàçà, ðàâíîìåðíî íàâûñîêî÷àñòîòíîì ó÷àñòêå ñïåêòðà, à ñãëàæèâàòåëü ËÈ-Ì ãàñèò êîìïîíåíòûíåâÿçêè â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (29) äëÿ ñïåêòðà ñãëàæèâàþùåãî îïåðà-òîðà (26), òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå â 2 ðàçà íà ëåâîì êîíöå âûñîêî÷àñòîòíîãîó÷àñòêà è íå ìåíåå ÷åì â π2/(16p2) ≈ 0.6/p2 ðàç íà åãî ïðàâîì êîíöå, ñì.(32). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çäåñü ïðèâåäåíà îöåíêà ñâåðõó: êàê ñëåäóåò èç ãðà�è-êîâ ñïåêòðà ñãëàæèâàòåëåé (ñì. ðèñ. 2 � 4) �àêòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü åùå âûøå.Äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì èçîòðîïíóþ çàäà÷ó 1 ñ ðåøåíèåì (38);ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû â ïåðâîé ñòðîêå òàáë. 3; ñåòêà 1283, 5 óðîâ-íåé, tol = 10−7, çàäà÷à Äèðèõëå. ×åáûøåâñêèé ñãëàæèâàòåëü â ýòîì ðàñ÷åòåïîêàçûâàåò ëó÷øóþ ý��åêòèâíîñòü, ÷åì ËÈ-Ì; çäåñü íèæíÿÿ ãðàíèöà âû-ñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà âûáðàíà êàê λ∗
min = λmax/6. Èçìåíèì çàäà÷óñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì p = 3 äëÿ ÷åáûøåâñêîãî ñãëàæèâàòåëÿ è p = 2äëÿ ËÈ-Ì; òîãäà âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû îäèíàêîâû, òàê êàê äëÿ ËÈ-Ì îíèïðîïîðöèîíàëüíû ÷èñëó ν = 2p − 1. �ðà�èêè ñïåêòðîâ ñãëàæèâàþùèõ îïå-ðàòîðîâ êàê íåïðåðûâíûå �óíêöèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ èçîáðàæåíûíà ðèñ. 2 � 4 ñ îáîçíà÷åíèÿìè Cheb(3) è LIM(3).Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ñïåêòðû ñãëàæèâàþùèõ îïåðàòîðîâ, êîãäà ãðàíèöàâûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè óãàäàíà âåðíî: λ∗

min = λmax/6 = 2. Îáà ñãëàæèâàòåëÿý��åêòèâíû è ãàñÿò âûñîêî÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû ïî÷òè îäèíàêîâî. Ýòî ïîä-òâåðæäàåòñÿ ðàñ÷åòàìè: ÷èñëî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé m è ñêîðîñòü ñõîäè-ìîñòè ñîñòàâëÿþò äëÿ ÷åáûøåâñêîãî è ËÈ-Ì ñãëàæèâàòåëåé ñîîòâåòñòâåííî
m = 7, ρ = 0.119, è m = 8, ρ = 0.156 ïðè îäèíàêîâîì âðåìåíè ñ÷åòà.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ñïåêòðû ñãëàæèâàþùèõ îïåðàòîðîâ, êîãäà ãðàíèöàâûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè çàíèæåíà: λ∗

min = λmax/20 = 0.6. ×åáûøåâñêèé ñãëà-æèâàòåëü ãàñèò êîìïîíåíòû ðàâíîìåðíî ïî âûáðàííîìó ó÷àñòêó ñïåêòðà â 2ðàçà. �ðà�èê ñïåêòðà ñãëàæèâàòåëÿ ËÈ-Ì ëåæèò â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè,



29òàê êàê â ñèëó (30) ñïåêòð ýòîãî ñãëàæèâàòåëÿ íåîòðèöàòåëüíûé. Îòìåòèìòàêæå, ÷òî íà îòðåçêå [0.6; 1] ãðà�èê ëåæèò âûøå çàäàííîãî ïîðîãà 0.5, íîíà èñòèííîé âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè îí ëåæèò íèæå óðîâíÿ 0.3, òî åñòü îáåñ-ïå÷èâàåò óáûâàíèå âûñîêî÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò â òðè ðàçà âìåñòî äâóõ ðàç.Íà îòðåçêå [3; 12] ãðà�èê ëåæèò íèæå óðîâíÿ 0.2. �àñ÷åò â ñëó÷àå ÷åáû-øåâñêîãî ñãëàæèâàòåëÿ äàåò: m = 10, ρ = 0.247 , òî åñòü ý��åêòèâíîñòüìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà óõóäøèëàñü ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì, êîãäà ãðàíèöàâûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè óãàäàíà âåðíî. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñî ñãëàæèâàòåëåìËÈ-Ì íå èçìåíèëèñü.Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ñïåêòðû îïåðàòîðîâ ñãëàæèâàíèÿ, êîãäà ãðàíèöàâûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè çàâûøåíà: λ∗
min = λmax/1.5 = 8. �àñ÷åò â ñëó÷àå÷åáûøåâñêîãî ñãëàæèâàòåëÿ ñ p = 3: m = 12, ρ = 0.254 , òî åñòü ý��åêòèâ-íîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà óìåíüøèëàñü. �àñ÷åò ñî ñãëàæèâàòåëåì ËÈ-Ìïðè p = 2 äàåò ïðàêòè÷åñêè ïðåæíèå ðåçóëüòàòû m = 9, ρ = 0.157.Îòñþäà ñëåäóåò âàæíûé âûâîä: ý��åêòèâíîñòü ËÈ-Ì íå çàâèñèò ÿâíî îòíèæíåé ãðàíèöû âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà. Çàâèñèìîñòü îò îòíîøåíèÿ

λ∗
min/λmax åñòü, íî òîëüêî íà ýòàïå îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà p. Êàêòîëüêî ýòîò ïàðàìåòð îïðåäåëåí, ñòðîèòñÿ ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà ñòåïåíè p áåçó÷àñòèÿ λ∗

min, à çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ñàì îïåðàòîð ñãëàæèâàíèÿ (26) â âèäå äî-ñòàòî÷íî ïðîñòîãî ÿâíî-èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà (ñì. ðàçäåë 4.3), êîòîðûéîêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ý��åêòèâíûì è ìàëî ÷óâñòâèòåëüíûì ê îøèáêå âîïðåäåëåíèè íèæíåé ãðàíèöû âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè ñïåêòðà. Â äîïîëíå-íèå ê ñêàçàííîìó íà ðèñ. 5 ïðèâåäåí ãðà�èê ñïåêòðà îïåðàòîðà ñãëàæèâàíèÿËÈ-Ì, êîãäà ãðàíèöà âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè âûáðàíà êàê λ∗
min = λmax/40, à

ε = 0.5. Òàêèå äàííûå îïðåäåëÿþò äëÿ ñãëàæèâàòåëÿ ËÈ-Ì çíà÷åíèå p = 4,÷òî ýêâèâàëåíòíî 7 øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ. �ðà�èê ÷åáûøåâñêîãî ïîëèíîìèàëü-íîãî ñãëàæèâàòåëÿ äëÿ p = 7 íàíåñåí íà ðèñ. 5 ïóíêòèðîì. �àñ÷åò â ñëó÷àå÷åáûøåâñêîãî ñãëàæèâàòåëÿ ñ p = 3: m = 12, ρ = 0.254 , òî åñòü ý��åêòèâ-íîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà óìåíüøèëàñü. �àñ÷åò ñî ñãëàæèâàòåëåì ËÈ-Ìïðè p = 2 äàåò ïðàêòè÷åñêè ïðåæíèå ðåçóëüòàòû m = 9, ρ = 0.157.Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ïàðàëëåëüíûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ çàäà÷è 1 â ñëó÷àå ñà-ìîé ñèëüíîé àíèçîòðîïèè A1 = 10000, A2 = 100, A3 = 1 ; â òàáë. 5 ïðèâåäåíîâðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà íà ðàçíîì ÷èñëå ïðîöåññîðîâ ñ ÷åáûøåâñêèìñãëàæèâàòåëåì ñ àäàïòàöèåé è áåç àäàïòàöèè. �àñ÷åò áåç àäàïòàöèè âûïîëíåíâ ñîîòâåòñòâèè ñ âàðèàíòîì 1 çàäàíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ñïåêòðà: äëÿ äàííîéçàäà÷è ýòà ãðàíèöà èçâåñòíà âåñüìà òî÷íî. Âñåãî âûïîëíåíî 11 ìíîãîñåòî÷-íûõ èòåðàöèé; ÷åáûøåâñêèé ñãëàæèâàòåëü íà êàæäîì ñåòî÷íîì óðîâíå íàêàæäîì èç ýòàïîâ ïðåä- è ïîñò- ñãëàæèâàíèÿ òðåáîâàë 94 øàãà. Ïîëíîå ÷èñ-ëî ñãëàæèâàþùèõ øàãîâ íà ïîäðîáíîé ñåòêå ñîñòàâèëî 94× 2× 11 = 2068.



30Òàáë. 5. Âðåìÿ ñ÷åòà (ñåê.); ñåòêà 5123 óçëîâ, 5 óðîâíåé, tol = 10−7,÷åáûøåâñêèé ñãëàæèâàòåëü ñ àäàïòàöèåé è áåç×èñëî ×åá. ñãëàæèâàòåëü ×åá. ñãëàæèâàòåëüïðîöåññîðîâ áåç àäàïòàöèè ñ àäàïòàöèåéÂàðèàíò 1 Âàðèàíò 21 4704 10478 866 18964 112 26�àñ÷åò ñ àäàïòàöèåé âûïîëíåí â ñîîòâåòñòâèè ñ âàðèàíòîì 2: íà÷àëüíàÿ ãðà-íèöà ðàçäåëà ñïåêòðà íà äâå ÷àñòè � íèçêî÷àñòîòíóþ è âûñîêî÷àñòîòíóþ �âçÿòà êàê äëÿ èçîòðîïíîé çàäà÷è. Âñåãî âûïîëíåíî 10 ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðà-öèé. Ïîëíîå ÷èñëî ñãëàæèâàþùèõ øàãîâ íà ïîäðîáíîé ñåòêå ñîñòàâèëî 352 èèçìåíÿëîñü îò 2 äî 86; ðàçáðîñ ÷èñëà øàãîâ íà ïî ñåòî÷íûì óðîâíÿì ñîñòàâ-ëÿë îò 1 äî 50%Ïðàêòè÷åñêàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü. Äëÿ ñåòîê ñ ÷èñëîì óçëîâ 1283,
2563, 5123, 10243 è 20483 â òàáë. 6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷èÍåéìàíà ñ ñèëüíîé àíèçîòðîïèåé A1 = 10000, A2 = 100, A3 = 1 íà 64ïðîöåññîðàõ ñóïåðêîìïüþòåðà ÈÏÌ Ê-100. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòà-òû ðàñ÷åòà ñ ÷åáûøåâñêèì ñãëàæèâàòåëåì áåç àäàïòàöèè (âàðèàíò1 � ïðèçàäàíèè �èêñèðîâàííîé ãðàíèöû ðàçäåëà ñïåêòðà â ñîîòâåòñòâèè ñ åå àïðè-îðíîé îöåíêîé) è ñ àäàïòàöèåé (âàðèàíò 2 � ïðè çàäàíèè íà÷àëüíîé ãðàíèöûðàçäåëà ñïåêòðà êàê äëÿ èçîòðîïíîé çàäà÷è).Òàáë. 6. Âðåìÿ ñ÷åòà (ñåê.) íà 64 ïðîöåññîðàõ; ñåòêà 1283 − 20483 óçëîâ,5 óðîâíåé, tol = 10−7, ÷åáûøåâñêèé ñãëàæèâàòåëü ñ àäàïòàöèåé è áåç×èñëî ×åá. ñãëàæèâàòåëü ×åá. ñãëàæèâàòåëüóçëîâ áåç àäàïòàöèè ñ àäàïòàöèåéÂàðèàíò 1 Âàðèàíò 2

1283 2.3 1
2563 23 8
5123 191 42
10243 1500 356
20483 14190 3517



31Èç òàáëèöû ñëåäóåò, ÷òî àäàïòàöèÿ ñîêðàùàåò âðåìÿ ðàñ÷åòà â íåñêîëüêîðàç. Ýòè ðåçóëüòàòû ãðà�è÷åñêè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6; äëÿ ñðàâíåíèÿ òàìæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ èçîòðîïíîé çàäà÷è. Íà ýòîì ðèñóíêå ïîîñÿì îòëîæåíû ðàçìåðû ñåòîê è âðåìÿ ðàñ÷åòà â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ: çàåäèíèöó ìàñøòàáà ïî îñè àáñöèññ ïðèíÿòà ïåðâàÿ ñåòêà ñ ÷èñëîì óçëîâ 1283;åäèíèöà ìàñøòàáà ïî îñè îðäèíàò � âðåìÿ ðàñ÷åòà íà ïåðâîé ñåòêå. Ïîñëåäíÿÿñåòêà ñîäåðæèò ïî÷òè 10 ìëðä. óçëîâ è â 4096 áîëüøå ïåðâîé ñåòêè. Äëÿñðàâíåíèÿ íà ýòîì æå ðèñóíêå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ(ïóíêòèð). Âðåìÿ ñ÷åòà íà ïîñëåäíåé ñåòêå ñîñòàâëÿåò 236 ìèí., 58 ìèí.,9 ìèí. ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ðàñ÷åòà àíèçîòðîïíîé çàäà÷è ñ àäàïòàöèåé, áåçàäàïòàöèè è èçîòðîïíîé çàäà÷è, ò.å. ïðèìåðíî 10−6 ñåê., 4 · 10−6 ñåê., 6 · 10−8ñåê. íà îäèí óçåë.Â òàáë. 5 è 6 óêàçàíî âðåìÿ ðàñ÷åòà, à íå îöåíêà ÷èñëà çàòðàò ïî ñî-âîêóïíîìó ÷èñëó ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé, êàê ïðèâåäåíî â òàáëèöàõ 1 � 3.Âðåìÿ ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ íå î÷åíü òî÷íûì ïîêàçàòåëåì, òàê êàê îíî çàâèñèòîò îáúåìà ïàìÿòè, äîñòóïíîé ïàðàëëåëüíîìó ïðîöåññó. Íàïðèìåð, äëÿ ñåòêèñ 5123 óçëàìè âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâëÿåò 81, 192, 228, 258 ñåêóíä ñîîòâåòñòâåí-íî ïðè çàäàíèè 2, 4, 8, 10 ÿäåð, ñîñòàâëÿþùèõ îäèí óçåë ñóïåðêîìïüþòåðàÊ-100.Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ðàçíîñò-íûõ óðàâíåíèé äîñòèãàåòñÿ çà íåáîëüøîå ÷èñëî ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé íå-çàâèñèìî îò ðàçìåðà ñåòêè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðèñóùàÿ ìíîãîñåòî÷íîìó ìåòîäóàëãîðèòìè÷åñêàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü íàñëåäóåòñÿ êîìïüþòåðíûì êîäîì. Ïà-ðàëëåëüíàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü äîñòèãàåòñÿ è ïðè èñïîëüçîâàíèè áîëüøîãî÷èñëà ïðîöåññîðîâ. Íàïðèìåð, ïðè ðàñ÷åòå èçîòðîïíîé çàäà÷è íà ñóïåðêîì-ïüþòåðå Ì�Ó �Ëîìîíîñîâ� ñ ñåòêîé èç 10243 óçëîâ íà 64, 512 è 4096 ïðîöåññî-ðàõ âðåìÿ ñ÷åòà ñîñòàâëÿåò 30 ñåê., 3.2 ñåê. è 0.5 ñåê, òî åñòü ðàñ÷åò óñêîðÿåò-ñÿ ïî÷òè ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ïðîöåññîðîâ. È, êîíå÷íî, ðåçóëüòàòûðàñ÷åòîâ íà ðàçíîì ÷èñëå ïðîöåññîðîâ èäåíòè÷íû, ÷òî òðóäíî îáåñïå÷èòü,åñëè èñïîëüçîâàòü ñãëàæèâàòåëè òèïà �àóññà-Çåéäåëÿ.6 Çàêëþ÷åíèåÏîêàçàíî, ÷òî ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä �.Ï. Ôåäîðåíêî ìîæåò áûòü èñïîëüçî-âàí äëÿ ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè îáùåãîâèäà ïðè íàëè÷èè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè íà ïàðàëëåëüíûõ ìíîãîïðîöåññîð-íûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Âìåñòî êëàññè÷åñêèõ ñãëàæèâà-òåëåé òèïà �àóññà-Çåéäåëÿ, ìàëîý��åêòèâíûõ äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ èíåóäîáíûõ äëÿ ðåàëèçàöèè íà óëüòðàïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðàõ, ïðåäëî-



32æåíû âû÷èñëèòåëüíî-èíòåíñèâíûå âûñîêîïàðàëëåëüíûå ñãëàæèâàòåëè, îñíî-âàííûå íà ìíîãî÷ëåíàõ ×åáûøåâà. Ïåðâûé ñãëàæèâàòåëü � âàðèàíò ñòàí-äàðòíîãî ÷åáûøåâñêîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ñ çàäàíèåì ãðàíèöû, ðàçäå-ëÿþùåé íèçêî÷àñòîòíóþ è âûñîêî÷àñòîòíóþ ÷àñòè ñïåêòðà îïåðàòîðà. Îíòàêæå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå ïðè ñî-îòâåòñòâóþùåì çàäàíèè âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ (òðåáóåìîé òî÷íîñòè è ãðàíèöñïåêòðà ãðóáîñåòî÷íîãî îïåðàòîðà). Âòîðîé ñãëàæèâàòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé ñïåöèàëüíûé âàðèàíò ÿâíûõ ÷åáûøåâñêèõ èòåðàöèé, íî â îòëè÷èå îò ïåð-âîãî ñãëàæèâàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ íå ìíîãî÷ëåíîì, à äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíê-öèåé èñõîäíîãî îïåðàòîðà.Â ñåðèè ðàñ÷åòîâ äëÿ àíèçîòðîïíûõ çàäà÷ ïîêàçàíà ý��åêòèâíîñòü ìíî-ãîñåòî÷íîãî ìåòîäà ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîñòðîåííûõ ñãëàæèâàòåëåé. Ïðåä-ëîæåíû ýìïèðè÷åñêèå êîëè÷åñòâåííûå êðèòåðèè àíèçîòðîïèè è àëãîðèòìûàäàïòàöèè ñãëàæèâàòåëåé ê àíèçîòðîïèè â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ ìíîãîñåòî÷-íûõ èòåðàöèé. Ïîñòðîåííûå ñãëàæèâàòåëè ÿâëÿþòñÿ ëîãè÷åñêè ïðîñòûìè,äîïóñêàþò ëþáóþ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà è îáåñïå÷èâàþò åñòåñòâåííóþ ìàñ-øòàáèðóåìîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîäòâåðæäàþòñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ âûâîäîâ.Ïðàêòè÷åñêîå ïîäòâåðæäåíèå ý��åêòèâíîñòè ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäàïîëó÷åíî è â ðàñ÷åòíûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà ñóùåñòâåííî íåðàâíîìåðíûõ ñåò-êàõ, à òàêæå ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ðàçðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè. Äåòàëüíîåïðåäñòàâëåíèå âûøåóêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ áóäåò äàíî â ïîñëåäóþùèõ ðàáî-òàõ. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ïðîèçâîëüíûå ñåòî÷íûåàïïðîêñèìàöèè ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â òîì ÷èñëå íà íåñòðóêòóðíûõ ñåò-êàõ, à ÷åáûøåâñêèå ñãëàæèâàþùèå ïðîöåäóðû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû âðåàëèçàöèÿõ àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà.
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�èñ. 1: ×åáûøåâñêèé ñãëàæèâàòåëü ïðè p = 2; λ∗
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= λmax/6
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�èñ. 2: ×åáûøåâñêèé è ËÈ-Ì ñãëàæèâàòåëè; λ∗

min
= λmax/6
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�èñ. 3: ×åáûøåâñêèé è ËÈ-Ì ñãëàæèâàòåëè; λ∗
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�èñ. 4: ×åáûøåâñêèé è ËÈ-Ì ñãëàæèâàòåëè; λ∗

min
= λmax/1.5
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�èñ. 5: Ýêâèâàëåíòíûå ïî âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì ñãëàæèâàòåëè: ÷åáûøåâñêèé (p = 7)è ËÈ-Ì (p = 4) ñãëàæèâàòåëè; λ∗

min
= λmax/40
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�èñ. 6: Ïðàêòè÷åñêàÿ ìàñøòàáèðóåìîñòü â ñëó÷àå àíèçîòðîïèè A1 = 10000, A2 =
100, A3 = 1 äëÿ 64 ïðîöåññîðîâ
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