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Нелинейная устойчивость системы Гамильтона по линейному приближе­
нию. Препринт Института прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН,
Москва, 2012.

Рассматриваются условия, при которых устойчивость положения равно­
весия линейной системы Гамильтона сохраняется при малых нелинейных воз­
мущениях. Предлагается конструктивный алгоритм выделения тех областей
множества устойчивости, для которых указанные выше условия выполняют­
ся. Применение алгоритма демонстрируется на одной пятипараметрической
задаче с четырьмя степенями свободы.

Ключевые слова: система Гамильтона, устойчивость стационарного
решения, формальная устойчивость.

Alexander Borisovich Batkhin
Non-linear stability of the Hamiltonian system on linear approximation.

We consider the conditions of preserving stability of stationary point of
linear Hamiltonian system under small non-linear perturbations. We provide an
algorithm for selection those areas of the set of stability for which the mentioned
above conditions are satisfied. The application of the algorithm is demonstrated
on a five-parameter problem with four degrees of freedom.
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stability.
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1. Введение

Пусть задана нелинейная система Гамильтона c 𝑚 степенями свободы,
функция 𝐻(𝑍, 𝑃 ) которой гладко зависит от 𝑛-мерного вектора параметров
𝑃 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) ∈ Π ⊂ R𝑛 и представлена в виде

𝐻(𝑍, 𝑃 ) = 𝐻2(𝑍, 𝑃 ) + 𝜀𝑅(𝑍, 𝑃 ), 𝑍 = (𝑋, 𝑌 )T, 𝑋, 𝑌 ∈ R𝑚, (1)

где 𝐻2(𝑍, 𝑃 ) — квадратичная форма по 𝑍, определяемая симметричной мат­
рицей 𝐴(𝑃 ), т. е. 𝐻2(𝑍, 𝑃 ) = 𝑍T𝐴(𝑃 )𝑍, 𝑅(𝑍, 𝑃 ) — возмущающая функция,
представленная в виде многочлена по 𝑍 степени не ниже 3, 𝜀 ≪ 1.

В работе исследуются условия, когда устойчивость по первому прибли­
жению положения равновесия 𝑍 = 0 системы канонических уравнений

𝑍̇ = 𝐽𝜕𝐻/𝜕𝑍 (2)

сохраняется при малых возмущениях 𝜀𝑅(𝑍, 𝑃 ). Здесь 𝐽 — симплектическая
единица.

Определение 1. Назовем множеством устойчивости Σ множество всех
значений параметров 𝑃 , для которых стационарное решение 𝑍 = 0 систе­
мы (2) устойчиво по Ляпунову.

Критерий устойчивости положения равновесия линейной гамильтоновой
системы

𝑍̇ = 𝐽𝐴(𝑃 )𝑍 (3)
задается условиями на матрицу 𝐽𝐴(𝑃 ) (см. [1]):

1) все корни 𝜆𝑗 = −𝜆𝑗+𝑚, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 матрицы 𝐽𝐴(𝑃 ) чисто мнимые;

2) все элементарные делители матрицы 𝐽𝐴(𝑃 ) просты.

Поскольку характеристический многочлен

𝑓(𝜆)
def
=

2𝑚∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘(𝑃 )𝜆𝑘, 𝑓2𝑚 = 1 (4)

гамильтоновой матрицы 𝐽𝐴(𝑃 ) содержит только четные степени 𝜆, то удобно
рассматривать его как многочлен от 𝜇 = 𝜆2:

𝑓(𝜇) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑓𝑘(𝑃 )𝜇𝑘, 𝑓𝑚 = 1, (5)

который в [2] назван полухарактеристическим.
В терминах полухарактеристического многочлена критерий устойчиво­

сти положения равновесия гамильтоновой системы формулируется следую­
щей теоремой.
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Теорема 1 ( [2]). Положение равновесия 𝑍 = 0 линейной гамильтоновой
системы (2) устойчиво по Ляпунову тогда и только тогда, когда

1) все корни 𝜇𝑘 полухарактеристического многочлена (5) вещественны
и неположительны;

2) все элементарные делители матрицы 𝐽𝐴(𝑃 ) просты.

Доказательство ее второго утверждения приведено в [3, п. 5.2] и осно­
вано на структуре нормальной формы линейной системы Гамильтона, приве­
денной в [4, п. 1.В].

Условие 1) теоремы 1 эффективно проверяется с использованием инно­
ров некоторой матрицы ∆2𝑚, элементы которой однозначно определяются
через коэффициенты вспомогательного многочлена ̃︀𝑓(𝜇), задаваемого полу­
характеристическим многочленом 𝑓(𝜇) (см. [5, гл. 3] или [2]). В [6, п. 3] по­
казано, что инноры матрицы ∆2𝑚 есть ни что иное как субдискриминанты
(см. [7], [8, гл. 4]) многочлена 𝑓(𝜇). Условие 2) также легко проверяется пу­
тем вычисления ранга матрицы 𝐽𝐴(𝑃 ) − √

𝜇𝑘𝐸 (см. [2, п. 2.5]). Алгоритм
эффективного вычисления множества устойчивости Σ линейной системы Га­
мильтона (3) дан в [2].

Малое нелинейное возмущение 𝜀𝑅(𝑍, 𝑃 ), с одной стороны, слегка дефор­
мирует множество устойчивости Σ, а с другой, при определенных условиях
способно его разрушить в тех точках, где имеется резонанс. В случае резонан­
са (рациональной соизмеримости собственных чисел матрицы 𝐽𝐴(𝑃 )) анализ
устойчивости обычно проводится с помощью нормализации функции Гамиль­
тона. Хотя процедуры нормализации хорошо разработаны, они являются до­
вольно трудоемкими, особенно для систем с большим числом параметров.
Интерес представляет выделение таких областей множества Σ, для которых
устойчивость сохраняется и при наличии малого возмущения.

Определение таких устойчивых в линейном приближении областей в про­
странстве параметров Π связано с вычислением резонансных множеств, т. е.
таких множеств, на которых имеет место условие соизмеримости корней ха­
рактеристического многочлена 𝑓(𝜆).

Определение 2. Множество ℱ с индексом 𝑝 + 𝑞 назовем 𝑝 : 𝑞–резонан-
сным, если для заданных натуральных чисел 𝑝, 𝑞 ∈ N0 найдется пара корней
многочлена (4), отношение которых равно 𝑝 : 𝑞:

ℱ𝑝+𝑞 = {𝑃 ∈ Π : ∃ 𝑗, 𝑘 = 1, . . . ,𝑚, |𝜆𝑗(𝑃 )| : |𝜆𝑘(𝑃 )| = 𝑝 : 𝑞, 𝑝, 𝑞 ∈ N0}.

Вычисление резонансных множеств удобно проводить с использованием
обобщенного дискриминанта — некоторого обобщения дискриминанта харак­
теристического многочлена.
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2. Обобщенный дискриминант и его свойства

Пусть 𝑃 ∈ Σ, тогда согласно теореме 1 матрица 𝐽𝐴(𝑃 ) приводится к
диагональному виду, причем чисто мнимые собственные числа можно упо­
рядочить так, что 𝜆𝑖 = −𝜆𝑖+𝑚, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Пусть Λ(𝑃 ) = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑚).
Условие резонанса между собственными частотами 𝜔𝑖 = |𝜆𝑖| линейной систе­
мы (3) сводится к существованию такого целочисленного ненулевого вектора
𝐾 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛), 𝑘𝑖 ∈ Z, 𝐾 ̸= 0, что

⟨𝐾,Λ(𝑃 )⟩ =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖𝜆𝑖(𝑃 ) = 0. (6)

Величина |𝐾| =
∑︀

𝑖 |𝑘𝑖| называется порядком резонанса. Если в векторе 𝐾
только пара компонентов отлична от нуля, то такой резонанс называется двух­
частотным, иначе — многочастотным.

Условие на коэффициенты характеристического многочлена (4), обеспе­
чивающее существование двухчастотного резонанса, т. е. рациональной соиз­
меримости между парой его корней легко получить с помощью теории исклю­
чений.

Пусть 𝜙(𝑥) — некоторый многочлен порядка 𝑚 > 2 с коэффициентами
𝜙𝑖, 𝑖 = 0, . . . ,𝑚. Будем говорить, что пара его корней 𝑥1 и 𝑥2 𝑁 -соизмерима,
если 𝑥1 : 𝑥2 = 𝑁 .

Определение 3. Обобщенным дискриминантом 𝒢 𝒟𝑁(𝜙) многочлена 𝜙(𝑥)
назовем такую функцию от коэффициентов 𝜙𝑖 многочлена и числа соизмери­
мости 𝑁 , которая принимает нулевое значение, если многочлен 𝜙(𝑥) имеет
по крайней мере одну пару корней соизмеримости 𝑁 .

Если 𝑥1 и 𝑁𝑥1 есть корни многочлена 𝜙(𝑥), то результант многочленов
𝜙(𝑥) и 𝜙(𝑁𝑥) должен быть равен нулю: ℛ𝑥(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑁𝑥)) = 0. Очевидно, что
этот результант всегда принимает нулевое значение, если 𝑁 = 1, поскольку
любой корень 𝑥1 соизмерим с самим собой. Тривиальная соизмеримость имеет
место для нулевого корня, поскольку нулевой корень соизмерим с любым
другим корнем. Следовательно, ℛ𝑥(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑁𝑥)) должен раскладываться, по
крайней мере, на три множителя, два из которых 𝑁 − 1 и 𝜙0 — свободный
член 𝜙(𝑥). Третий нетривиальный множитель будет искомым обобщенным
дискриминантом 𝒢 𝒟𝑁(𝜙). Приведем формулу для его вычисления.

Для записи результанта ℛ𝑥(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑁𝑥)) запишем 2𝑚 × 2𝑚–матрицу
Сильвестра, составленную из коэффициентов входящих в него многочленов:

𝑆𝑦𝑙𝑣(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑁𝑥)) =
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=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜙𝑚 𝜙𝑚−1 𝜙𝑚−2 . . . 𝜙1 𝜙0 0 . . . 0
0 𝜙𝑚 𝜙𝑚−1 . . . 𝜙2 𝜙1 𝜙0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝜙0

𝑁𝑚𝜙𝑚 𝑁𝑚−1𝜙𝑚−1 𝑁𝑚−2𝜙𝑚−2 . . . 𝑁𝜙1 𝜙0 0 . . . 0
0 𝑁𝑚𝜙𝑚 𝑁𝑚−1𝜙𝑚−1 . . . 𝑁 2𝜙2 𝑁𝜙1 𝜙0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 𝜙0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (7)

Выполним последовательно следующие преобразования над матрицей
(7), которые позволят получить выражение для обобщенного дискриминанта
𝒢 𝒟𝑁(𝜙).

1) Из строки с номером 𝑖 + 𝑚 вычтем строку с номером 𝑖 для всех
𝑖 = 1, . . . ,𝑚. В результате все нижние 𝑚 строк новой матрицы не будут иметь
элементов 𝜙0, а ненулевые элементы этих строк будут иметь вид (𝑁 𝑖 − 1)𝜙𝑖,
𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

2) Каждую из строк с номером 𝑖 + 𝑚, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 разделим на 𝑁 − 1,
что возможно в силу предыдущего замечания.

3) Последний столбец преобразованной матрицы теперь содержит един­
ственный ненулевой элемент 𝜙0 в 𝑚-й строке, поэтому вычеркиваем этот стол­
бец и строку с номером 𝑚.

4) Определитель получившейся (2𝑚 − 1) × (2𝑚 − 1)–матрицы и есть
обобщенный дискриминант 𝒢 𝒟𝑁(𝜙).

Итак, в силу приведенных выше преобразований имеем, что

ℛ𝑥(𝜙(𝑥), 𝜙(𝑁𝑥)) = (𝑁 − 1)𝑚𝜙0𝒢 𝒟𝑁(𝜙).

Укажем следующие свойства обобщенного дискриминанта 𝒢 𝒟𝑁(𝜙).

i) При 𝑁 = 1 обобщенный дискриминант равен дискриминанту 𝒟(𝜙),
который, в свою очередь, с точностью до знака есть результант многочленов
𝜙(𝑥) и 𝜙′(𝑥) (см., например, [9, гл. XI, § 54]).

Действительно, при 𝑁 → 1 каждый из элементов нижних 𝑚 строк мат­
рицы, полученной после шага 2) на стр. 6, имеет вид

𝑁 𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝜙𝑖 ⇒ lim

𝑁→1

𝑁 𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝜙𝑖 = 𝑖𝜙𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Следовательно, нижние 𝑚 строк матрицы заполнены коэффициентами мно­
гочлена 𝜙′(𝑥), что и приводит к указанному свойству.
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ii) Обобщенный дискриминант является возвратным многочленом по­

рядка 𝑚(𝑚 − 1) относительно переменной 𝑁 , и, следовательно, его порядок
относительно 𝑁 может быть понижен вдвое.

Это свойство следует из того, что если пара корней многочлена соизмери­
ма и, если 𝑥1/𝑥2 = 𝑁 ̸= 0, то 𝑥2/𝑥1 = 1/𝑁 . Следовательно, если 𝒢 𝒟𝑁(𝜙) = 0,
то и 𝒢 𝒟1/𝑁(𝜙) = 0. Порядок многочлена 𝒢 𝒟𝑁(𝜙) по переменной 𝑁 нетрудно
вычислить, если учесть, что нижние 𝑚 строк содержат одинаковые элемен­
ты (𝑁𝑚 − 1)𝜙𝑚/(𝑁 − 1), стоящие на диагонали, а порядок такого элемента
по 𝑁 равен 𝑚 − 1. Таким образом, обобщенный дискриминант 𝒢 𝒟𝑁(𝜙) как
многочлен от переменной 𝑁 может быть преобразован в многочлен порядка
𝑚(𝑚− 1)/2 от переменной ̃︀𝑁 = 𝑁 + 1/𝑁 .

iii) Резонансное множество ℱ согласно определениям 2 и 3 вычисляется
через нули обобщенного дискриминанта многочленов 𝑓 или 𝑓 :

ℱ𝑝+𝑞 =
{︀
𝑃 ∈ Π : 𝒢 𝒟𝑝:𝑞

(︀
𝑓
)︀

= 𝒢 𝒟𝑝2:𝑞2(𝑓) = 0
}︀
.

iv) В [2] показано, что границей 𝜕Σ множества устойчивости линей­
ной системы Гамильтона (3) служат участки гиперповерхностей ℱ0 = {𝑃 :
𝑓0(𝑃 ) = 0} и ℱ2 = {𝑃 : 𝐷(𝑓) = 0}. ℱ0 и ℱ2 есть резонансные множества, на
которых имеется нулевой корень и пара кратных корней полухарактеристи­
ческого многочлена (5), соответственно.

3. Условия формальной устойчивости

Пусть для линейной системы Гамильтона (3) вычислено множество устой­
чивости Σ. Тогда для каждого значения 𝑃 ∈ Σ матрица 𝐽𝐴(𝑃 ) удовлетворяет
условиям теоремы 1 и, следовательно, ее собственные числа чисто мнимые
𝜆𝑗 = −𝜆𝑗+𝑚 = 𝑖𝜔𝑗, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, а элементарные делители просты. В этом слу­
чае существует линейное каноническое преобразование, приводящее гамиль­
тониан 𝐻2(𝑍) к нормальной форме с набором инвариантов 𝜎𝑖(𝑃 ), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

̃︀𝐻2 =
1

2

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆̃𝑖(𝑃 )
(︀
𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑖

)︀
, 𝜆̃𝑖(𝑃 ) = 𝜎𝑖(𝑃 )𝜔𝑖(𝑃 ), 𝜎𝑖(𝑃 ) = ±1. (8)

Обозначим через ̃︀Λ(𝑃 ) вектор размерности 𝑚, составленный из коэффициен­
тов 𝜆̃𝑖(𝑃 ), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 нормальной формы (8).

Если нормальная форма (8) в некоторой области 𝑊𝑗 ⊂ Σ знакоопреде­
ленная, т. е. все инварианты 𝜎𝑖(𝑃 ) одного знака, то согласно теореме Дирих­
ле [10, § 29], малые возмущения не нарушат устойчивость положения равно­
весия, а лишь немного «деформируют» границу этой области 𝜕𝑊𝑗.
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Для многих прикладных задач может быть вполне достаточной более

слабая, чем устойчивость по Ляпунову, формальная устойчивость, предло­
женная Ю.Мозером в [11] (см. [12, гл. 5, § 2]).

Определение 4. Положение равновесия 𝑍 = 0 гамильтоновой системы (2)
является формально устойчивым, если существует, возможно расходящийся,
степенной ряд, который является формальным положительно определенным
первым интегралом.

Наличие формальной устойчивости гарантирует, что на конечном, но
большом интервале времени, возмущенная траектория остается близкой к
невозмущенной.

Если для некоторого значения вектора параметров 𝑃 резонанс отсут­
ствует, т. е. условие (6) выполнено лишь для нулевого вектора 𝐾, то, согласно
теореме Биркгофа [13, гл. 3], существует такое формальное каноническое пре­
образование 𝑤 переменных (𝑋, 𝑌 ) → (Ξ,H), что гамильтониан 𝐻(𝑤(𝑋, 𝑌 ))
является степенным рядом по 𝜉2𝑖 + 𝜂2𝑖 , 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Следовательно, новый га­
мильтониан 𝐻(𝑤(𝑋, 𝑌 )) имеет 𝑚 циклических координат, и, как следствие,
соответствующая система канонических уравнений имеет 𝑚 независимых пер­
вых интегралов, что приводит к формальной устойчивости положения рав­
новесия. К сожалению, применение этого результата на практике обычно за­
труднительно потому, что, во-первых, в общем случае формальное преобра­
зование 𝑤 является расходящимся, во-вторых, при непрерывной зависимости
элементов матрицы 𝐴(𝑃 ) от вектора параметров 𝑃 резонансные множества
всюду плотны в пространстве параметов Π.

Наличие резонансов при условии, что нормальная форма (8) не является
знакоопределенной, требует дальнейшей нормализации гамильтониана (1), по
крайней мере, до 4-го порядка для исследования устойчивости положения рав­
новесия. Если отсутствуют резонансы порядков 2, 3 и 4, то в этом случае мож­
но применить теорему Брюно (см. [14], [12, гл. 5, § 2]), выполнение которой
гарантирует формальную устойчивость. Эта теорема была сформулирована в
более общем случаем, когда функция Гамильтона является 2𝜋–периодической
по независимой переменной 𝑡. Сформулируем ее для случая, когда гамильто­
нова система (2) автономная.

Пусть для системы (2) выполнено условие отсутствия резонансов поряд­
ков не выше 4, т. е.⟨

𝐾, ̃︀Λ⟩ ̸= 0 для 𝐾 ∈ Z𝑚, 0 < |𝐾| 6 4, (9)

тогда, как известно, существует такое аналитическое каноническое преобра­
зование (𝑋, 𝑌 ) → (𝑈, 𝑉 ), что новый гамильтониан ℋ имеет вид

ℋ =
1

2

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆̃𝑖

(︀
𝑈 2
𝑖 + 𝑉 2

𝑖

)︀
+

1

2

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑏𝑖𝑗
(︀
𝑈 2
𝑖 + 𝑉 2

𝑖

)︀ (︀
𝑈 2
𝑗 + 𝑉 2

𝑗

)︀
+ ℛ(𝑈, 𝑉 ), (10)
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где ℛ(𝑈, 𝑉 ) — многочлен от переменных (𝑈, 𝑉 ) степени не ниже 5.

Теорема 2 (Брюно). Если на любой паре ненулевых целочисленных век­
торов 𝐾1 и 𝐾2 из ортанта 𝑘𝑖 > 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, являющихся решением
уравнения ⟨

𝐾, ̃︀Λ⟩ = 0, (11)

квадратичная форма 𝐾T
1 𝐵𝐾2 ̸= 0, где 𝐵 = [𝑏𝑖𝑗]

𝑚
𝑖,𝑗=1, ̃︀Λ ̸= 0, то положение

равновесия 𝑋 = 𝑌 = 0 системы (2) формально устойчиво.

Для дальнейших рассуждений предположим, что выполнено следующее
условие:
условие B. Квадратичная форма, заданная матрицей 𝐵 из коэффициентов
нормальной формы 4-го порядка функции Гаимльтона 𝐻(𝑍, 𝑃 ), является зна­
коопределенной в некоторой области 𝑊𝑗 множества устойчивости Σ.

Тогда в силу теоремы Брюно в каждой точке области 𝑊𝑗 за исключением
тех точек, которые принадлежат резонансным поверхностям ℱ𝑖, 𝑖 = 2,3,4,
имеет место формальная устойчивость, поскольку ни один из целочисленных
векторов 𝐾, удовлетворяющих резонансному соотношению теоремы, не будет
обнулять квадратичную форму.

Теперь рассмотрим ситуацию, когда в области 𝑊𝑗 содержится часть резо­
нансного множества ℱ𝑝+𝑞(𝑃 ), 𝑝 + 𝑞 6 4, на котором пара собственных чисел
𝜆𝑖 и 𝜆𝑗 𝑝/𝑞-соизмерима. Если инварианты 𝜎𝑖(𝑃 ) и 𝜎𝑗(𝑃 ) нормальной фор­
мы (8), соответствующие этим резонансным частотам 𝜆𝑖 и 𝜆𝑗, имеют один и
тот же знак и других резонансов порядка меньше 5 нет, то для знакоопре­
деленной части гамильтониана можно применить теорему Дирихле, а для
оставшейся части — теорему Брюно. В этом случае вновь будет иметь место
формальная устойчивость.

Таким образом, выполнение условия В не позволяет сделать вывод о
формальной устойчивости только на тех участках резонансных множеств
ℱ𝑝+𝑞, 𝑝 + 𝑞 6 4, на которых инварианты, соответствующие соизмеримым
собственным значениям, имеют разные знаки.

3.1. Вычислении сигнатуры квадратичной формы. Знакоопределен­
ность квадратичной формы 𝐻2(𝑍) можно установить, не приводя ее к нор­
мальной форме. Для этого достаточно вычислить ее сигнатуру [15, гл. X,
§ 3].

Определение 5. Сигнатура 𝑠 квадратичной формы (8) есть разность между
числом 𝜋 положительных и числом 𝜈 отрицательных квадратов: 𝑠 = 𝜋 − 𝜈 в
ее канонической форме.

Для определения сигнатуры квадратичной формы можно воспользовать­
ся теоремой Якоби [15, гл. X, § 3].



10
Теорема 3 (Якоби). Если для квадратичной формы 𝐻2(𝑍) = 𝑍T𝐴𝑍 ран­
га 𝑟 главные миноры 𝐷𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟 матрицы 𝐴 отличны от нуля, то
число 𝜋 есть число постоянств знака, а число 𝜈 — число перемен знака в
последовательности [1, 𝐷1, 𝐷2, . . . , 𝐷𝑟]. Тогда сигнатура 𝑠 = 𝜋− 𝜈 = 𝑟− 2𝜈.

Правило теоремы Якоби обобщается для случая, когда последователь­
ность главных миноров не содержит более двух идущих подряд нулей, при­
чем последний элемент последовательности ненулевой. В том случае, если
последовательность главных миноров имеет подряд три и более нулей, то
для определения знакопостоянства квадратичной формы 𝐻2(𝑍) ее следует
нормализовать к виду (8).

Очевидно, что квадратичная форма знакоопределена, если ее сигнатура
равна ±2𝑚. Для гамильтоновой нормальной формы (8) сигнатура 𝑠 может
быть только четным числом вида 2𝑚− 4𝑘, 𝑘 = 0, . . . ,𝑚, а число различных
с точностью до смены знака наборов инвариантов 𝜎𝑖(𝑃 ) равно [𝑚/2] + 1, где
[𝑥] — целая часть числа 𝑥. Таким образом, для гамильтоновой системы с
одной степенью свободы имеется один набор инвариантов, с двумя и тремя
степенями свободы — 2 набора, с четырьмя и пятью степенями свободы —
три.

Пример. Рассмотрим задачу (см. [16, п. 7.8.1]), в которой исследовалась
проблема устойчивости при анализе малых колебаний упругой шарнирно
опертой трубы с протекающей через нее жидкостью [17]. Эти колебания опи­
сываются в первом приближении линейными каноническими уравнениями с
гамильтоновой матрицей

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝
1 − Λ + 𝛼Λ/4 0 0 −

√
𝛼Λ/2

0 16 − 4Λ + 𝛼Λ/4
√
𝛼Λ/2 0

0
√
𝛼Λ/2 1 0

−
√
𝛼Λ/2 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
Параметры принимают значения 0 6 𝛼 6 𝛼1 ≡ (16/(3𝜋))2, Λ > 0. Множество
устойчивости Σ состоит из двух областей:

Σ1 = {0 < Λ < 1, 0 < 𝛼 < 𝛼1},
Σ2 = {Λ > 4,

[︁
5Λ − 17 ± 4

√︀
(1 − Λ)(4 − Λ)

]︁
/Λ < 𝛼 < 𝛼1}.

Свободный член 𝑓0 полухарактеристического многочлена равен 𝑓0 =
4(1 − Λ)(4 − Λ), следовательно, резонансное множество ℱ0 состоит из двух
лучей Λ = 1 и Λ = 4. Вычисления показывают, что сигнатура 𝑠 нормальной
формы (8) в области Σ1 равна 4, а в области Σ2 равно 0. Поскольку иссле­
дуемая система двухчастотная, то в области Σ2 инварианты 𝜎1 и 𝜎2 имеют
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разные знаки, и без учета нелинейных возмущений здесь не обойтись. В то
же время, нормальная форма в точках области Σ1 знакоопределенная и, сле­
довательно, для них будет иметь место устойчивость и при наличии малых
нелинейных возмущений. �

4. Вычисление инвариантов квадратичной нормальной формы
гамильтониана

При исследовании устойчивости на резонансном множестве необходимо
определять знаки инвариантов 𝜎𝑖 в нормальной форме (8) для тех собствен­
ных чисел 𝜆𝑖, которые связаны резонансным условием (6). Для этого можно
выполнить процедуру нормализации функции Гамильтона 𝐻2(𝑍, 𝑃 ), исполь­
зуя разработанные алгоритмы (их обзор см., например, в [4, гл. I, § 6]).

Для случая, когда выполнены условия устойчивости, можно ограничить­
ся только вычислением инвариантов 𝜎𝑖 соответствующих резонансных частот,
не выполняя полной нормализации гамильтониана. Отметим, что выполнение
условий теоремы 1 гарантирует, что собственные векторы матрицы 𝐽𝐴(𝑃 )
образуют базис в пространстве R2𝑚, поскольку простота элементарных де­
лителей этой матрицы равносильна тому, что для каждого ее собственного
числа 𝜆𝑖 его алгебраическая и геометрическая кратности равны. Это позволя­
ет снять ограничение на отсутствие кратных корней и применить алгоритмы
нормализации, описанные в [12, гл. 2, § 2], [18, гл. I, § 2], [19], [20]. Отме­
тим, что алгоритм нормализации для случая чисто мнимых кратных корней
без ограничений на простоту элементарных делителей предложен в [21], од­
нако, по мнению автора, он является слишком трудоемким для применения
в рассматриваемом случае.

Пусть 𝜆𝑖 чисто мнимое собственное число кратности 𝑘 матрицы 𝐽𝐴.
Обозначим через 𝑒

(𝑗)
𝑖 = 𝑟

(𝑗)
𝑖 + 𝐼𝑠

(𝑗)
𝑖 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 собственные векторы матри­

цы 𝐽𝐴, соответствующие 𝜆𝑖. Здесь 𝐼 — мнимая единица. Эти векторы легко
вычислить, приведя с помощью метода Гаусса матрицу 𝐽𝐴−𝜆𝑖𝐸 к верхнетре­
угольному виду, а затем, выбрав 𝑘 свободных переменных и, последователь­
но полагая их равными единице, решить полученную систему относительно
оставшихся 2𝑚 − 𝑘 переменных. Тогда согласно формуле (2.16) в [18, гл. I,
§ 2]

𝜎
(𝑗)
𝑖 = sign

(︁⟨
𝑟
(𝑗)
𝑖 , 𝐽𝑠

(𝑗)
𝑖

⟩)︁
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

5. Выделение областей, устойчивых по линейному приближению

Можно предложить следующую схему выделения областей множества
Σ устойчивость которых сохранится и при малом нелинейном возмущении.
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Будем считать, что резонансные множества ℱ0 и ℱ2 вычислены и определено
множество устойчивости Σ.

I) Поскольку изменение сигнатуры квадратичной формы 𝐻2(𝑍) может
происходить только при переходе через гиперповерхность ℱ0, то простран­
ство параметров 𝑃 делится гиперповерхностью ℱ0 на области 𝑊𝑗 с посто­
янной сигнатурой. Определяем области Σ𝑗 = Σ ∩𝑊𝑗. В каждой области Σ𝑗

выбираем некоторую точку и вычисляем в ней сигнатуру 𝑠 нормальной фор­
мы. Если 𝑠 = ±2𝑚, то область Σ𝑗 помечается как устойчивая при нелинейных
возмущениях.

II) Изменение знаков инвариантов 𝜎𝑖(𝑃 ) формы (8) может происходить
при переходе через гиперповерхности ℱ𝑝+𝑞, 𝑝+𝑞 > 3. Вычисляем резонансные
множества ℱ3 и ℱ4, которые понадобятся для проверки условия теоремы
Брюно.

III) Выбираем область Σ𝑗, в точках которой нормальная форма (8) не
является знакоопределенной, т. е. сигнатура квадратичной формы 𝐻2(𝑍) 𝑠 ̸=
±2𝑚. Пусть резонансные гиперповерхности ℱ𝑘, 𝑘 = 3,4 делят область Σ𝑗 на
подобласти Σ

(𝑖)
𝑗 . Выбираем на участке гиперповерхности ℱ𝑘, разделяющем

подобласти Σ
(𝑖)
𝑗 и Σ

(𝑖+1)
𝑗 , точку и вычисляем в ней инварианты нормальной

формы для соизмеримых собственных чисел матрицы 𝐽𝐴. Если эти инвари­
анты имеют одинаковый знак, то эти две подобласти объединяются в одну
подобласть. Получившиеся подобласти являются потенциально формально
устойчивыми, если они попадают в ту часть пространства параметров, для
которой выполнено условие B. Проверка условия B требует выполнение про­
цедуры нелинейной нормализации до 4-го порядка.

6. Применение метода к исследованию устойчивости
гироскопической задачи

6.1. Формулировка задачи. В [16, п. 7.8.2] рассматривалась следующая
задача.

Задача 1. В поле силы тяжести находится механическая система, состоя­
щая из осесимметричных тел, связанных универсальными шарнирами Кар­
дано–Гука. Центры каждого из шарниров находятся на осях симметрии со­
ответствующих тел. Нижнее тело — невесомый стержень длины 𝐾𝑙, 𝐾 = 2,
посредством шарнира прикрепленный к оси ротора вертикально поставлен­
ного мотора, а верхний невесомый стержень длины 𝑙 жестко прикреплен к
центру плоского диска массы ̃︀𝑚 и диаметра 4𝑘𝑙, 𝑘 = 1, перпендикулярно его
плоскости. Ротор мотора вращается с постоянной угловой скоростью Ω (см.
рис. 1).
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Вычислить множество устойчивости для вертикального положения
равновесия этой системы.

Рис. 1. Массивный диск, прикрепленный к ротору двигателя посредством
упругих шарниров Кардано–Гука.

В линейном приближении эта задача была сведена к исследованию устой­
чивости положения равновесия линейной гамильтоновой системы с четырьмя
степенями свободы, матрица 𝐴(𝑃 ) которой зависит от вектора параметров
𝑃 ∈ R3.

Задача 1 в линейном приближении была полностью решена аналитиче­
ски в [2] (см. также [3, 22,23]).

В [6] была рассмотрена и аналитически решена в линейном приближении
более общая 5-ти параметрическая

Задача 2. В формулировке задачи 1 будем полагать, что величины 𝐾 и 𝑘
могут принимать произвольные положительные значения. Вычислить мно­
жество устойчивости для вертикального положения равновесия этой си­
стемы.
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Вывод уравнений движения задачи дан в [6, п. 2].
Далее рассмотрим, что произойдет с множеством устойчивости Σ при

наличии малых нелинейных возмущений.

6.2. Множество устойчивости Σ линейного приближения задачи 2.
Множество устойчивости Σ этой задачи было вычислено методами теории ис­
ключений с помощью введения таких параметров, которые позволили макси­
мально упростить его описание. Подробно структура множества Σ приведена
в [6, п. 3.8]. Здесь дадим его краткое описание, достаточное для дальнейшего
изложения.

Вектор параметров 𝑃 = (𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑘,𝐾) линейной гамильтоновой системы
выражается через исходные физические величины (часть из которых приве­
дена выше) следующим образом:

𝑝 =
𝐶1̃︀𝑚Ω2𝑙2

, 𝑞 =
𝐶2̃︀𝑚Ω2𝑙2

, 𝑟 =
2𝑔

𝐾Ω2𝑙
,

где 𝐶1,2 — коэффициенты жесткости на изгиб в шарнирах. Относительно этих
параметров элементы матрицы 𝐽𝐴(𝑃 ) являются рациональными функциями.
Область физических значений параметров Φ определяется ортантом 𝑃 > 0.

Существует [6, п. 3.5] такая линейная невырожденная замена первых
трех компонентов 𝑝, 𝑞, 𝑟 вектора параметров 𝑃

𝑝 =𝑘2𝑈 + 𝑘 (𝐾 + 1)𝑉 + 𝑘2𝑊/4 + 7𝑘2/4,

𝑞 = − 𝑈 + 𝑘𝑉 + 𝑊/4 − 1/4,

𝑟 =

(︀
𝑘2 −𝐾 − 1

)︀
𝑈 + 4𝑘 (𝐾 + 2)𝑉 +

(︀
𝑘2 + 𝐾 + 1

)︀
𝑊 + 𝐾 + 1 − 7𝑘2

4𝐾
,

(12)

после которой матрица 𝐴(𝑃 ) принимает вид

𝐴(𝑃 ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1 0 𝑎2 0 0 1 0 0
0 𝑎1 0 𝑎2 −1 0 0 0
𝑎2 0 𝑎3 0 0 𝐾 0 0
0 𝑎2 0 𝑎3 −𝐾 0 0 0
0 −1 0 −𝐾 𝑎4 0 𝐾/𝑘2 0
1 0 𝐾 0 0 𝑎4 0 𝐾/𝑘2

0 0 0 0 𝐾/𝑘2 0 −1/𝑘2 0
0 0 0 0 0 𝐾/𝑘2 0 −1/𝑘2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (13)

где

𝑎1 =
𝑊 − 4𝑈 − 1

8𝐾2
, 𝑎2 =

𝑊 − 4𝑈 + 4𝑘𝑉 − 1

8𝐾
,

𝑎3 =
𝑘2 − 1

2

(︂
𝑈 − 1

4

)︂
+ 𝑘𝑉 +

𝑘2 + 1

8
𝑊, 𝑎4 = −(𝑘2 + 1)𝐾2

𝑘2
.



15
Примечательно, что коэффициенты полухарактеристического многочле­

на 𝑓(𝜇) матрицы 𝐽𝐴 после замены (12) зависят только от новых параметров
𝑄 = (𝑈, 𝑉,𝑊 ), но не зависят от параметров 𝑘 и 𝐾:

𝑓3 =(5 −𝑊 )/2, (14)
𝑓2 = − 𝑈 2/2 − 𝑉 2/2 + 3𝑊 2/32 − 3𝑈 − 7𝑊/16 + 43/32, (15)
𝑓1 =𝑈 2𝑊/8 + 𝑉 2𝑊/8 −𝑊 3/128 + 11𝑈 2/8 + 𝑈𝑊/4 + 3𝑉 2/8−

−𝑊 2/128 − 5𝑈/4 − 27𝑊/128 + 29/128, (16)

𝑓00 =
1

4
(𝑈 − 1)2 +

1

4
𝑉 2 − 1

64
(𝑊 + 3)2, 𝑓0 = 𝑓 2

00. (17)

Это обстоятельство позволяет дать описание множества Σ через его проекцию
Σ′ на трехмерное подпространство Π′ с параметрами (𝑈, 𝑉,𝑊 ).

Замечание 1. Поскольку переменная 𝑉 входит в формулы (15) – (17) только
в виде 𝑉 2, то все обобщенные дискриминанты 𝒢 𝒟𝑁(𝑓) как многочлены от
коэффициентов 𝑓𝑖, 𝑖 = 0, . . . ,3 содержат переменную 𝑉 в четной степени.
Следовательно, все резонансные множества ℱ𝑝+𝑞 симметричны относительно
плоскости симметрии

ℒ = {𝑄 : 𝑉 = 0}. (18)

Поскольку свободный член 𝑓0 многочлена 𝑓(𝜇) есть полный квадрат,
то границей 𝜕Σ множества устойчивости может служить лишь множество
ℱ2, определяемое уравнением 𝒟(𝑓) = 0. Дискриминант 𝒟(𝑓) факторизуется
на 2 множителя: 𝑉 4 и 𝑔(𝑄). В [6] показано, что плоскость ℒ не может слу­
жить границей устойчивости, а та ее часть, на которой имеется устойчивость,
полностью лежит в Σ. Таким образом, граница 𝜕Σ есть часть множества
𝒢 = {𝑄 ∈ Π′ : 𝑔(𝑄) = 0}, где

𝑔(𝑄) =64𝑈 6 + 192𝑈 4𝑉 2 − 4𝑈 4𝑊 2 + 192𝑈 2𝑉 4 − 8𝑈 2𝑉 2𝑊 2 + 64𝑉 6−
− 4𝑉 4𝑊 2 + 72𝑈 4𝑊 − 4𝑈 2𝑊 3 − 72𝑉 4𝑊 + 4𝑉 2𝑊 3 + 60𝑈 4−
− 312𝑈 2𝑉 2 + 20𝑈 2𝑊 2 + 60𝑉 4 + 20𝑉 2𝑊 2 −𝑊 4 + 36𝑈 2𝑊−
− 36𝑉 2𝑊 + 12𝑈 2 + 12𝑉 2 + 2𝑊 2 − 1. (19)

Замечание 2. Отметим, что многочлен 𝑔(𝑄) содержит переменные 𝑈 и 𝑉
только в четных степенях, следовательно, он инвариантен при замене знаков
у переменных 𝑈 и 𝑉 . Более того, если переменные 𝑈 и 𝑉 поменять местами,
а знак переменной 𝑊 заменить на противоположный, то многочлен 𝑔(𝑄) не
изменится. Значит, достаточно исследовать нули многочлена 𝑔(𝑄) в одном
октанте, например, для 𝑄 > 0. Мы, однако, не будем этого делать, поскольку
другие обобщенные дискриминанты, нули которых определяют резонансные
множества, инварианты лишь при смене знака у переменной 𝑉 .
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Множество 𝒢 представляет собой объединение двумерной линейчатой

поверхности ̃︀𝒢 и четырех одномерных компонент, каждая из которых выхо­
дит из соответствующей особой точки второго порядка

𝒬0 = (1,0,−3), 𝒬1 = (−1,0,−3), 𝒬2 = (0,−1,3), 𝒬3 = (0,1,3).

Эти одномерные компоненты являются ветвями однопараметрических се-
мейств особых точек 𝒫1,2, представляющих собой параболы, лежащие в ко­
ординатных плоскостях 𝑉 = 0 и 𝑈 = 0, соответственно:

𝒫1 : 𝑈 = 𝑡, 𝑉 = 0, 𝑊 = −2𝑡2 − 1,

𝒫2 : 𝑈 = 0, 𝑉 = 𝑣, 𝑊 = 2𝑣2 + 1.

Двумерная линейчатая поверхность ̃︀𝒢 имеет параметризацию

𝑈 = 𝑢 sin𝜙, 𝑉 = (𝑢 + 1) cos𝜙, 𝑊 = 4𝑢 + 2 cos2 𝜙 + 1. (20)

Огибающей семейства прямых (20) служит кривая

ℱ : 𝑈 = − sin3 𝜙, 𝑉 = cos3 𝜙, 𝑊 = 3 cos 2𝜙. (21)

Поверхность ̃︀𝒢 можно представить себе в виде однополостного гипербо­
лоида с двумя склейками. Одна склейка выполнена вдоль параболического
сегмента 𝒫0

1 , соединяющего особые точки 𝒬0 и 𝒬1, а другая — вдоль па­
раболического сегмента 𝒫0

2 , соединяющего особые точки 𝒬0 и 𝒬1. Склейки
повернуты на 90∘ относительно друг друга.

Множество устойчивости Σ состоит из двух открытых областей Σ1 и Σ2,
которые соединяются друг с другом вдоль параболического сегмента 𝒫0

1 (см.
рис. 2).

Область Σ1 представляет собой криволинейный тетраэдр, натянутый на
сегменты 𝒫0

1 , 𝒫0
2 и кривую ℱ . Его поверхность соответствует значениям

параметра −1 < 𝑢 < 0. Область Σ2 выделяется поверхностью ̃︀𝒢 при значении
𝑢 < −1 и содержит две ветви 𝒫±

1 параболы 𝒫1 (см. рис. 2).

6.3. Выделение областей с различной сигнатурой. Поверхность ℱ0,
на которой многочлен 𝑓(𝜇) имеет нулевой корень, согласно (17) представляет
собой круговой конус 𝒞 с вершиной в точке 𝒬0 = (1,0,−3) и осью параллель­
ной оси 𝑂𝑊 . Он делит подпространство Π′ на три области 𝑊𝑗, 𝑗 = 1,2,3, в
каждой из которой нормальная форма (8) имеет свою сигнатуру. Обозначим
через 𝑊1 внутренность верхнего конуса, через 𝑊2 — внутренность нижнего
конуса и, наконец, через 𝑊3 внешнюю область. Для вычисления сигнатуры
достаточно выбрать по одной точке в каждой из областей 𝑊𝑗 и применить
теорему 3.
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Рис. 2. Граница множества устойчивости Σ. Показаны особые точки 𝒬𝑖 (зе­
леным), 𝑖 = 0, . . . ,3, параболические сегменты семейств 𝒫0

1,2 (красным), ℱ
(синим). Граница области Σ1 (криволинейный тетраэдр) выделена более тем­
ной заливкой.

В области 𝑊1: выберем точку (1,0,−2), тогда последовательность из
8-ми главных миноров матрицы 𝐴 имеет вид

1,
7

8𝐾2
,

(︂
7

8𝐾2

)︂2

,− 49𝑘2

29𝐾4
,

(︂
7𝑘2

64𝐾2

)︂2

,−7𝑘2(𝑘2 − 7)

212𝐾2
,

(︂
𝑘2 − 7

64

)︂2

,
𝑘2 − 7

212
,

1

212
.

В этой последовательности при 𝑘2 > 7 имеется 4 перемены знака. Если 𝑘2 < 7,
то число перемен знака остается таким же, но эти перемены происходят меж­
ду другими членами последовательности. При 𝑘2 = 7 последовательность
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содержит три подряд идущих нуля и, следовательно, метод вычисления сиг­
натуры неприменим, но поскольку при переходе через это значение сигнатура
не меняется, то при всех значениях параметра 𝑘 сигнатура 𝑠 = 0.

В области 𝑊2: выберем точку (1,0,−4). В ней последовательность ми­
норов матрицы 𝐴 есть

1,
9

8𝐾2
,

(︂
9

8𝐾2

)︂2

,
81𝑘2

29𝐾4
,

(︂
9𝑘2

64𝐾2

)︂2

,
9𝑘2(𝑘2 + 9)

212𝐾2
,

(︂
𝑘2 + 9

64

)︂2

,
𝑘2 + 9

212
,

1

212
.

Поскольку все главные миноры положительны, то сигнатура 𝑠 = 8.

В области 𝑊3: выберем точку 𝑂 = (0,0,0), в которой последователь­
ность главных миноров есть

1,
1

8𝐾2
,

1

64𝐾4
,

𝑘2

29𝐾4
,

𝑘4

212𝐾4
,−𝑘2(7𝑘2 − 1)

212𝐾2
,

(︂
7𝑘2 − 1

64

)︂2

,
7(7𝑘2 − 1)

212
,

72

212
.

В ней при 7𝑘2 ̸= 1 имеется 2 перемены знака, следовательно сигнатура 𝑠 = 4
при всех значениях параметра 𝑘, даже когда при 7𝑘2 = 1 в последовательно­
сти имеет три идущих подряд нуля.

Дадим описание взаимного расположения конуса 𝒞 , на котором сигна­
тура нормальной формы (8) меняет свое значение, и границы 𝜕Σ области
устойчивости линейной гамильтоновой системы с матрицей (13). Конус 𝒞

касается линейчатой поверхности ̃︀𝒢 вдоль прямой

𝒞1 : {𝑉 = 0, 4𝑈 −𝑊 + 1 = 0}, (22)

которая проходит через точку 𝒬0 — вершину конуса, и точку 𝒬5 — вершину
параболы параболы 𝒫2. Поскольку прямая 𝒞1 принадлежит дискриминант­
ному множеству 𝒢 , то на ней многочлен 𝑓(𝜇) имеет нулевой корень кратно­
сти 2.

Конус 𝒞 каждую из областей Σ1 и Σ2 делит на две подобласти. Подоб­
ласть, которая попадает внутрь конуса будем обозначать с верхним индексом
«+», а которая лежит вне его — «−». Область 𝑊2 целиком расположена в
области Σ2, а область 𝑊1 внешне касается области Σ2 вдоль прямой 𝒞1. Сле­
довательно, нижний конус делит область Σ2 на две части: Σ+

2 c сигнатурой
𝑠 = 8, и Σ−

2 = Σ2∖𝑊2 с сигнатурой 𝑠 = 4. Верхний конус делит область Σ1

на две части: Σ+
1 содержит особые точки 𝒬2 и 𝒬3 с прилегающими частями

в виде трехгранного клина и Σ−
1 = Σ1∖Σ+

1 . В Σ+
1 сигнатура 𝑠 = 0, в Σ−

1 —
𝑠 = 4.

Итак, только подобласть Σ+
2 с максимальным значением сигнатуры 𝑠 =

8 будет устойчивой при наличии малых нелинейных возмущений. Для других
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подобластей возможна формальная устойчивость при выполнении дополни­
тельных условий, часть из которых формулируется с помощью резонансных
множеств ℱ3 и ℱ4 характеристического многочлена (4).

7. Структура резонансных множеств

Прямое вычисление обобщенного дискриминанта 𝒢 𝒟𝑁(𝑓) полухаракте­
ристического многочлена 𝑓(𝜇) матрицы 𝐽𝐴 показывает, что его выражение
существенно сложнее, чем выражение обычного дискриминанта 𝒟(𝑓):

1) многочлен 𝒢 𝒟𝑁(𝑓) имеет 12-й порядок относительно переменных 𝑈 ,
𝑉 , 𝑊 , а не 10-й как в случае с обычным дискриминантом 𝒟(𝑓);

2) он раскладывается в общем случае на два множителя 6-го порядка;

3) нули каждого из этих многочленов по любой паре переменных зада­
ют гиперэллиптическую кривую, коэффициенты которой зависят от третьей
переменной.

Поскольку нам необходимо выполнить исследование резонансных поверхно­
стей не во всем пространстве параметров Π′, а только для множества устой­
чивости Σ (точнее, для трех оставшихся подобластей Σ+

1 , Σ−
1 , Σ−

2 ), то, как
будет показано ниже, его можно провести для случаев 𝑈 = 0 и 𝑉 = 0.

7.1. Резонансные множества при 𝑉 = 0. В силу замечания 1 все ре­
зонансные множества ℱ𝑝+𝑞 симметричны относительно плоскости 𝑉 = 0.
Рассмотрим их расположение на плоскости ℒ и поведение инвариантов нор­
мальной формы на них. Напомним, что плоскость ℒ входит в резонансное
множество ℱ2, следовательно, на нем многочлен 𝑓(𝜇) имеет кратные кор­
ни. Плоскость ℒ пересекает только область устойчивости Σ2. Исследование
проведем для произвольного значения 𝑁 > 0.

При 𝑉 = 0 левая часть уравнения 𝒢 𝒟𝑁(𝑓) = 0 раскладывается на 4 мно­
жителя, каждый из которых есть первая или вторая степень квадратичной
функции от переменных 𝑈,𝑊 с полиномиальными коэффициентами от 𝑁 .

Уравнение с первым множителем определяет прямую 𝒞1 (22), которая
не принадлежит области Σ2.

Уравнение со вторым множителем задает пару параллельных прямых.
Пусть величина соизмеримости 𝑁 корней полинома 𝑓(𝜇) есть квадрат нату­
рального числа: 𝑁 = 𝑙2, 𝑙 ∈ N. Тогда уравнения прямых имеют вид

𝒮1 : 𝑊 = 4𝑈 − 7

(︂
𝑙 − 1

𝑙 + 1

)︂2

, 𝒮2 : 𝑊 = 4𝑈 − 7

(︂
𝑙 + 1

𝑙 − 1

)︂2

, (23)
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а корни многочлена 𝑓(𝜇) на них принимают значения

𝜇1 = −
(︂

2𝑙

𝑙 + 1

)︂2

, 𝜇2 = −
(︂

2

𝑙 + 1

)︂2

, 𝜇3,4 = 𝑈 −
(︂
𝑙 − 1

𝑙 + 1

)︂2

на прямой 𝒮1,

𝜇1 = −
(︂

2𝑙

𝑙 − 1

)︂2

, 𝜇2 = −
(︂

2

𝑙 − 1

)︂2

, 𝜇3,4 = 𝑈 −
(︂
𝑙 + 1

𝑙 − 1

)︂2

на прямой 𝒮2.

Таким образом, имеет место соизмеримость между корнями 𝜇1 и 𝜇2. При
𝑙 → ∞ прямые 𝒮1,2 стремятся к предельной прямой 𝑊 = 4𝑈 − 7 — образую­
щей конуса 𝒞 , который служит границей подобластей Σ+

2 и Σ−
2 . Прямая 𝒮1

проходит через Σ−
2 и на ней инварианты 𝜎1 и 𝜎2, соответствующие собствен­

ным значениям 𝜆1 =
√
𝜇1 и 𝜆2 =

√
𝜇2, имеют разные знаки. На той части

прямой 𝒮2, которая проходит через Σ+
2 , соответствующие инварианты имеют

одинаковые знаки.
Уравнения с третьим и четвертым множителями задают два пучка пара­

бол, проходящих через точку 𝒬0. Их параметрическое представление имеет
вид

𝒮3 :
[︁
𝑈 = 𝑁(𝑁 − 1)𝑡2 − 2𝑁𝑡 + 1, 𝑊 = −4𝑁(𝑁 + 1)𝑡2 + 8𝑁𝑡− 3

]︁
,

𝒮4 :
[︁
𝑈 = −𝑁 2(𝑁 − 1)𝑡2 − 2𝑁𝑡 + 1, 𝑊 = −4𝑁 2(𝑁 + 1)𝑡2 + 8𝑁𝑡− 3

]︁
.

На этих семействах парабол корни многочлена 𝑓(𝜇) принимают значения

𝜇1 = −(𝑁𝑡− 2)2, 𝜇2 = −(𝑁𝑡)2, 𝜇3,4 = −𝑁𝑡2 на семействе 𝒮3,

𝜇1 = −(𝑁𝑡− 2)2, 𝜇2 = −(𝑁𝑡)2, 𝜇3,4 = −𝑁 3𝑡2 на семействе 𝒮4.

Таким образом, имеет место соизмеримость между корнем 𝜇2 и парой кор­
ней 𝜇3,4. При 𝑁 → ∞ семейство 𝒮3 приближается к предельной прямой 𝒞1,
семейство 𝒮4 приближается к прямой 𝑊 = 4𝑈 − 7. Вычисления показыва­
ют, что инварианты 𝜎𝑖, 𝑖 = 2,3,4, соответствующие соизмеримым корням 𝜆𝑖,
одного знака на каждом из семейств.

Итак, формальная устойчивость на сечении подобласти Σ−
2 плоскостью

ℒ возможна всюду, за исключением двух прямых из семейства 𝒮1, соот­
ветствующих значениям параметра 𝑙 = 2,3. Расположение резонансных мно­
жеств ℱ3 и ℱ4 дано на рис. 3.

7.2. Резонансные множества при 𝑈 = 0. Плоскость ℳ = {𝑄 : 𝑈 = 0}
пересекает обе области Σ1,2 множества устойчивости. Нас интересует распо­
ложение резонансных множеств ℱ𝑖, 𝑖 = 0,2,3 в области Σ1, а также знаки ин­
вариантов нормальной формы, соответствующие резонансным собственным
значениям. Конус 𝒞 делит область Σ1 на две подобласти. Подробнее рассмот­
рим Σ+

1 , в которой сигнатура квадратичной формы 𝐻2(𝑍) равна 0.
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Рис. 3. Сечение резонансных множеств ℱ𝑖, 𝑖 = 0,2,3,4 плоскостью ℒ . Гра­
ница ̃︀𝒢 области устойчивости Σ показана длинным пунктиром, конуса 𝒞 —
коротким пунктиром, особые точки 𝒬𝑖, 𝑖 = 0,1,4,5 (зеленым), семейство 𝒫1

(красным). Сплошной линией показано сечение резонансного множества ℱ3,
пунктирной — ℱ4. Каждое из семеств 𝒮𝑖, 𝑖 = 1,3,4 дано своим цветом. За­
ливкой показаны области с различным значением сигнатуры.

При 𝑈 = 0 левая часть уравнения 𝒢 𝒟𝑁(𝑓) = 0 раскладывается на 4
множителя. Пусть, как и в предыдущем подразделе 𝑁 = 𝑙2, 𝑙 ∈ N. Первая
пара множителей есть многочлены 2-й степени, а вторая пара — многочлены
4-й степени.

Уравнения второй степени задают гиперболы, из которых только одна
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ℋ1 проходит через сечение Σ+

1 и имеет параметризацию

ℋ1 :

[︃
𝑉 =

𝑡

8
− 2

𝑡

(︂
𝑙 − 1

𝑙 + 1

)︂2

, 𝑊 =
𝑡

2
+

8

𝑡

(︂
𝑙 − 1

𝑙 + 1

)︂2

− 3𝑙2 − 2𝑙 + 3

(𝑙 + 1)2

]︃
.

На гиперболе ℋ1 многочлен 𝑓(𝜇) имеет пару корней с соизмеримостью 𝑙2:

𝜇1 = −
(︂

𝑙

𝑙 + 1

)︂2

, 𝜇2 = −
(︂

1

𝑙 + 1

)︂2

,

но инварианты 𝜎1 и 𝜎2 имеют разные знаки.
Уравнения 4-й степени задают эллиптические кривые, из которых толь­

ко одна ℰ1 проходит через Σ1 ∪ ℳ . Можно привести многочлен четвертой
степени к нормальной форме Вейерштрасса, а затем выписать параметри­
зацию этой кривой через функцию Вейерштрасса ℘ [24], но получившееся
выражение очень громоздко и слабо применимо для анализа корней. Иссле­
дование кривой ℰ1 было выполнено средствами степенной геометрии [25] и
показало, что она имеет особую точку возврата, которая для значений 𝑙 > 1
попадает в область Σ+

1 ∪ℳ . В этой точке имеет место четрехчастотный резо­
нанс. На каждой из ветвей кривой ℰ1 имеет место трехчастотный резонанс и,
следовательно, в силу того, что сигнатура 𝑠 = 0, то обязательно будет пара
инвариантов 𝜎𝑖 с разными знаками.

Отметим еще одно важное обстоятельство. Область Σ+
1 устроена как

трехгранный клин с вершиной в точке 𝒬3. Этот клин «рассекается» резонанс­
ными множествами ℱ𝑖, 𝑖 = 3,4, на каждом из которых имеются соизмеримые
собственные числа, которым соответствуют инварианты 𝜎𝑖 нормальной фор­
мы разных знаков. Если предположить, что для точек этой области выпол­
нено условие B, то малое нелинейное возмущение приведет к разрушению
устойчивости на этих множествах.

8. Заключение

Примечательно, что в физическую область Φ значений параметров ча­
стично попадают подобласть Σ+

1 и область Σ2, в том числе и ее подчасть Σ+
2 ,

на которой имеет место нелинейная устойчивость. Эта подобласть в отличие
от узкого трехгранного клина Σ+

1 достаточно массивна и ее размер может
регулироваться параметрами 𝐾 и 𝑘.
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