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принт Института прикладной математики им. М. В. Келдыша РАН, Москва,
2012.

Дана новая конструкция оператора, действующего в гильбертовом про-
странстве так, что гипотеза Римана о нулях дзета-функции эквивалентна
существованию собственного вектора с собственным значением −1 для это-
го оператора. Построена также динамическая система, которая связана с
гипотезой Римана так, что у дзета-функции существует комплексный нуль,
не лежащий на критической прямой тогда и только тогда, когда у дина-
мической системы существует периодическая траектория второго поряд-
ка, имеющая специальный вид. В основе построений лежит представление
дзета-функции Римана с помощью бесконечного произведения конкретных
матриц второго порядка.
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We give a new construction of an operator acting in a Hilbert space such
that the Riemann hypothesis on the zeros of the zeta-function is equivalent to
the existence of an eigenvector for this operator with eigenvalue −1. We give
also the construction of a dynamical system which turns out to be related to
the Riemann hypothesis in the following way: there exists a complex zero of
the zeta-function not lying on the critical line if and only if there is a periodic
trajectory of order two having a special form for this dynamical system. The
representation of the Riemann zeta-function by means of the infinite product
of concrete matrices of order two lies on the basis of this construction.
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3
Введение

В последние 20 лет получены новые результаты в теории классиче-
ской дзета-функции Римана 𝜁(𝑠), связанные с гипотезой Римана о нулях:
все комплексные нули функции 𝜁(𝑠) расположены на критической прямой

Re 𝑠 =
1

2
([1] и содержащийся там список литературы). Часть результатов

(первая группа) связана с поведением функции Римана 𝜉(𝑠) и её чётных

производных в точке 𝑠 =
1

2
. Здесь 𝜉(𝑠) =

1

2
𝑠(𝑠 − 1)𝜋−𝑠/2Γ

(︁𝑠
2

)︁
, где Γ(𝑠) —

гамма-функция Эйлера. Доказано ([2]), что если хотя бы одна чётная произ-

водная функции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 =
1

2
— неположительная, то гипотеза Римана

о нулях дзета-функции 𝜁(𝑠) не справедлива. Однако также было доказа-

но ([2]), что все чётные производные функции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 =
1

2
строго

положительные и найдена асимптотика этих производных, когда порядок
производной стремится к бесконечности ([3], [4]). Эти результаты позволя-
ют доказать, что гипотеза Римана не справедлива для сколь угодно точной
аппроксимации функции 𝜁(𝑠), удовлетворяющей тому же функционально-
му уравнению и имеющей те же вещественные нули и тот же единственный
полюс, что и функция 𝜁(𝑠) ([5]). Дальнейшие результаты в этом направле-
нии получены в [6]–[10]. Вторая группа результатов связана с построением
оператора 𝐴(𝑠), действующего в гильбертовом пространстве, такого что ги-
потеза Римана эквивалентна проблеме существования собственного вектора
с собственным значением 𝜆 = −1 для этого оператора ([11]). Была также
построена динамическая система 𝐹 , которая связана с гипотезой Римана
следующим образом: для каждого комплексного нуля функции 𝜁(𝑠), не ле-

жащего на прямой Re 𝑠 =
1

2
(символ Re 𝑠 обозначает вещественную часть

𝑠), существует периодическая траектория второго порядка у этой динами-
ческой системы, имеющая специальный вид ([12]). Обратное также спра-
ведливо ([12]): если у динамической системы 𝐹 существует подобная перио-
дической траектория второго порядка, то гипотеза Римана не справедлива.
В основе доказательств утверждений, касающихся оператора 𝐴(𝑠) и дина-
мической системы 𝐹 , а также их связей с функцией 𝜁(𝑠) лежит теорема о
представлении функции 𝜁(𝑠) в критической полосе 0 < Re 𝑠 < 1 посред-
ством бесконечного произведения матриц второго порядка ([11], [12]). В на-
стоящей работе получены новые результаты, относящиеся к этой второй
группе, в которых центральное место занимает семейство операторов 𝐴(𝑠),
действующих в гильбертовом пространстве ℓ, и динамическая система 𝐹 ,
действующая в пространстве Ω

def
= Π × ℓ× ℓ. Здесь Π

def
= {𝑠 : 0 < Re < 1} —

критическая полоса, ℓ — пространство односторонних последовательностей
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𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) комплексных чисел таких, что ‖𝑥‖ def

=
∑︀∞

𝜈=1 |𝑥𝜈|2 < ∞,
символ × обозначает прямое произведение. Конструкции оператора 𝐴(𝑠)
и динамической системы 𝐹 зависят от последовательности функций ℎ𝑘(𝑠)
(𝑘 = 0, 1, . . .), определённых в критической полосе Π ([11], [12]). При этом су-
щественное требование к последовательности ℎ𝑘(𝑠) состоит в том, что при
всех 𝑘 = 0, 1, . . . в области Π выполняется неравенство ℎ𝑘(𝑠) ̸= 0. Для
функций ℎ𝑘(𝑠), введённых в [11] и [12], это неравенство нужно было до-
казывать ([12]) и для них это утверждение не тривиально в связи с тем,
что на границе области Π в точке 𝑠 = 0 при 𝑘 = 2, 3, . . . справедливо ра-
венство ℎ𝑘(0) = 0. В настоящей работе обнаружена другая более простая
и естественная последовательность функций ℎ𝑘(𝑠) (𝑘 = 0, 1, 2, . . .; 𝑠 ∈ Π),
приводящая к таким же результатам, связывающим операторы 𝐴(𝑠), дина-
мическую систему 𝐹 и гипотезу Римана о нулях функции 𝜁(𝑠), и для этой
последовательности ℎ𝑘(𝑠) неравенство ℎ𝑘(𝑠) ̸= 0 (𝑘 = 0, 1, 2, . . .; 𝑠 ∈ Π) —
очевидно следует из определения ℎ𝑘(𝑠). Эта последовательность функций

ℎ𝑘(𝑠) имеет вид ℎ𝑘(𝑠) =
(−1)𝑘

(𝑘 + 1)𝑠
(𝑘 = 0, 1, . . .) и возникает в результате

рассмотрения функции κ =
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛𝑠
, которая в области Re 𝑠 > 1 свя-

зана с функцией 𝜁(𝑠)
def
=

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝑠
с помощью равенства κ(𝑠) = (1 − 21−𝑠)𝜁(𝑠)

(1). Это равенство известно ([13], гл. II, п. 1) и существенно используется в
настоящей работе. С помощью него в разделе 3 получены новые представ-
ления функций 𝜁(𝑠) и κ(𝑠) посредством бесконечных произведений матриц
второго порядка, которые используются в доказательствах теорем 3 и 4 в
разделах 5 и 6. Нумерация формул, лемм и теорем в этой работе — сквозная.

§ 1. Определение функций 𝜁(𝑠), κ(𝑠) и связь между ними

Определение 1. Дзета-функция 𝜁(𝑠) в области Re 𝑠 > 1 определяется
рядом

𝜁(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝑠
. (1)

Определение 2. Функция κ(𝑠) в области Re 𝑠 > 0 задаётся рядом

κ(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

𝑛𝑠
. (2)

Лемма 1. В области Re 𝑠 > 0 справедливо равенство

κ(𝑠) = (1 − 21−𝑠)𝜁(𝑠). (3)
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◁ В силу (1) и (2) в области Re 𝑠 > 1

𝜁(𝑠) − κ(𝑠) =
∞∑︁
𝑛=1

2

(2𝑛)𝑠
= 21−𝑠𝜁(𝑠).

Поэтому в области Re 𝑠 > 0 справедливо равенство (3). ▷

§ 2. Построение оператора 𝐴

Рассмотрим гильбертово пространство ℓ, элементами которого явля-
ются односторонние последовательности 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) комплексных чи-

сел, удовлетворяющих условию
∞∑︁
𝜈=1

|𝑥𝜈|2 < ∞, со скалярным произведением

(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝜈=1

𝑥𝜈𝑦𝜈, где 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, . . .), 𝑦𝜈 — число комплексно-сопряженное

числу 𝑦𝜈. Введём оператор 𝐴 = 𝐴(𝑠), зависящий от комплексного числа
𝑠, удовлетворяющего условию 0 < Re 𝑠 < 1, который действует на ℓ и за-
даётся с помощью трёхдиагональной матрицы 𝐴 = (𝛼𝑘𝑗), 𝑘, 𝑗 = 1, 2, . . . с
элементами

𝛼𝑘𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
1, если 𝑘 − 𝑗 = −1

𝑝𝑘, если 0 6 𝑘 − 𝑗 6 1

0, если |𝑘 − 𝑗| > 1

,

где

𝑝𝑘 = 𝑝𝑘(𝑠) =
ℎ𝑘

ℎ𝑘−1
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

ℎ𝑘 = ℎ𝑘(𝑠) =
(−1)𝑘

(𝑘 + 1)𝑠
, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .

Замечание 1. Имеем равенство

𝑝𝑘(𝑠) = − 𝑘𝑠

(𝑘 + 1)𝑠
.

Оператор 𝐴 переводит 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) в 𝑥′ = (𝑥′1, 𝑥
′
2, . . .), где

𝑥′𝑘 =
∞∑︁
𝑗=1

𝛼𝑘𝑗𝑥𝑗, 𝑘 = 1, 2, . . . .
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§ 3. Представление функций 𝜁(𝑠) и κ(𝑠) посредством

бесконечных произведений матриц второго порядка

При 𝑘 = 0, 1, 2, . . . введём комплексные матрицы второго порядка

𝑄0 = 𝑄0(𝑠) =

(︃
(1 − 21−𝑠)−1 0

0 (1 − 21−𝑠)−1

)︃
,

𝑄𝑘 = 𝑄𝑘(𝑠) =

(︃
0 1

−𝑝𝑘(𝑠) −1 − 𝑝𝑘(𝑠)

)︃
(𝑘 = 1, 2, . . .), где 𝑝𝑘 = 𝑝𝑘(𝑠) — функции, введённые в 2.

Замечание 2. В силу замечания 1 при 𝑘 = 1, 2, . . .

𝑄𝑘(𝑠) =

⎛⎜⎝ 0 1

𝑘𝑠

(𝑘 + 1)𝑠
𝑘𝑠

(𝑘 + 1)𝑠
− 1

⎞⎟⎠ .

Теорема 1. Бесконечные произведения

𝑄′
∞ = 𝑄′

∞(𝑠) = lim
𝑘→∞

𝑄2𝑘(𝑠)𝑄2𝑘−1(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠)

и
𝑄′′

∞ = 𝑄′′
∞(𝑠) = lim

𝑘→∞
𝑄2𝑘−1(𝑠)𝑄2𝑘−2(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠)

определены в области 0 < Re 𝑠 < 1, и справедливы равенства

𝑄′
∞(𝑠) =

(︃
1 − κ(𝑠) −κ(𝑠)

κ(𝑠) − 1 κ(𝑠)

)︃
, 𝑄′′

∞(𝑠) =

(︃
κ(𝑠) − 1 κ(𝑠)

1 − κ(𝑠) −κ(𝑠)

)︃
.

◁ С помощью индукции несложно получить следующие равенства:

𝑄2𝑘(𝑠)𝑄2𝑘−1(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−

2𝑘−1∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠) −1 −
2𝑘−1∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠)

2𝑘∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠) 1 +
2𝑘∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4)

𝑄2𝑘−1(𝑠)𝑄2𝑘−2(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
2𝑘−2∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠) 1 +
2𝑘−1∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠)

−
2𝑘−1∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠) −1 −
2𝑘−1∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (5)
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где 𝑘 > 1, а величина ℎ𝜈(𝑠) при 𝜈 = 𝑘 введена в 2. В силу (2) в области
Re 𝑠 > 0

∞∑︁
𝜈=1

ℎ𝜈(𝑠) = κ(𝑠). (6)

Поэтому теорема 1 следует из (4)–(6). ▷
Теорема 2. Бесконечные произведения

𝑅′
∞ = 𝑅′

∞(𝑠) = lim
𝑘→∞

𝑄2𝑘(𝑠)𝑄2𝑘−1(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠)𝑄0(𝑠)

и
𝑅′′

∞ = 𝑅′′
∞(𝑠) = lim

𝑘→∞
𝑄2𝑘−1(𝑠)𝑄2𝑘−2(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠)𝑄0(𝑠)

определены в области 0 < Re 𝑠 < 1, и справедливы равенства

𝑅′
∞(𝑠) =

(︃
(1 − 21−𝑠)−1 − 𝜁(𝑠) −𝜁(𝑠)

−(1 − 21−𝑠)−1 + 𝜁(𝑠) 𝜁(𝑠)

)︃
,

𝑅′′
∞(𝑠) =

(︃
−(1 − 21−𝑠)−1 + 𝜁(𝑠) 𝜁(𝑠)

(1 − 21−𝑠)−1 − 𝜁(𝑠) −𝜁(𝑠)

)︃
.

◁ Матрица 𝑄0(𝑠) — скалярная, и поэтому для любого натурального
числа 𝑚 > 2 справедливо равенство

𝑄𝑚(𝑠)𝑄𝑚−1(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠)𝑄0(𝑠) = 𝑄0(𝑠)𝑄𝑚(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠). (7)

Применяя теорему 1 и (7), получим, что матрицы 𝑅′
∞(𝑠) и 𝑅′′

∞(𝑠) определе-
ны в области 0 < Re 𝑠 < 1 и выполняются равенства

𝑅′
∞(𝑠) = 𝑄0(𝑠)

(︃
1 − κ(𝑠) −κ(𝑠)

κ(𝑠) − 1 κ(𝑠)

)︃
, 𝑅′′

∞(𝑠) = 𝑄0(𝑠)

(︃
κ(𝑠) − 1 κ(𝑠)

1 − κ(𝑠) −κ(𝑠)

)︃
.

(8)
Теперь утверждения теоремы 2 очевидно следуют из равенств (3), (8) и
определения матрицы 𝑄0(𝑠). ▷

§ 4. Вспомогательные леммы

Будем предполагать, что Re 𝑠 > 0, 𝑘 > 1, 𝑘 — целое число. В силу (2)

κ(𝑠) =

(︂
1

1𝑠
− 1

2𝑠

)︂
+

(︂
1

3𝑠
− 1

4𝑠

)︂
+ . . . +

(︂
1

(2𝑛− 1)𝑠
− 1

(2𝑛)𝑠

)︂
+ . . . , (9)
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где 𝑛 > 2, 𝑛 — целое число. Определим функции

κ𝑘(𝑠)
def
=

(︂
1

(2𝑘 − 1)𝑠
− 1

(2𝑘)𝑠

)︂
+

(︂
1

(2𝑘 + 1)𝑠
− 1

(2𝑘 + 2)𝑠

)︂
+ . . . . (10)

Далее имеем

1

(2𝑛− 1)𝑠
− 1

(2𝑛)𝑠
= 𝑠

2𝑛∫︁
2𝑛−1

𝑥−𝑠−1 𝑑𝑥.

Поэтому в силу (10)

κ𝑘(𝑠) = 𝑠
∞∑︁
𝑛=𝑘

2𝑛∫︁
2𝑛−1

𝑥−𝑠−1 𝑑𝑥 =

= 𝑠

2𝑘∫︁
2𝑘−1

(︀
𝑥−𝑠−1 + (𝑥 + 2)−𝑠−1 + . . . + (𝑥 + 2𝜈)−𝑠−1 + . . .

)︀
𝑑𝑥 =

= 𝑠

2𝑘∫︁
2𝑘−1

𝑇 (𝑥) 𝑑𝑥 (𝜈 > 1, 𝜈 — целое),

(11)

где

𝑇 (𝑥) =
∞∑︁
𝜈=0

(𝑥 + 2𝜈)−𝑠−1. (12)

Лемма 2. Пусть 𝜙(𝑦) — функция, имеющая непрерывную производ-
ную в интервале 𝑎 < 𝑦 < 𝑏. Тогда справедливо равенство

∑︁
𝑎<𝑛6𝑏

𝜙(𝑛) =

𝑏∫︁
𝑎

𝜙(𝑦) 𝑑𝑦 +

𝑏∫︁
𝑎

(︂
𝑦 − [𝑦] − 1

2

)︂
𝜙′(𝑦) 𝑑𝑦 +

+

(︂
𝑎− [𝑎] − 1

2

)︂
𝜙(𝑎) −

(︂
𝑏− [𝑏] − 1

2

)︂
𝜙(𝑏),

где 𝑛 — целое число.
Доказательство леммы 2 дано в [13] (глава II).
Применим лемму 2 для случая 𝜙(𝑦) = (𝑥 + 2𝑦)−𝑠−1, 2𝑘 − 1 < 𝑥 6 2𝑘,

𝑏 — целое число, 𝑏 > 𝑎. Тогда имеем:

𝑏∑︁
𝑛=0

(𝑥 + 2𝑛)−𝑠−1 =
𝑏∑︁

𝑛=𝑎+1

(𝑥 + 2𝑛)−𝑠−1
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где 𝑎 = −1. Поэтому в силу леммы 2

𝑏∑︁
𝑛=0

(𝑥 + 2𝑛)−𝑠−1 =

𝑏∫︁
−1

(𝑥 + 2𝑦)−𝑠−1 𝑑𝑦+

+ 2

𝑏∫︁
−1

(︂
𝑦 − [𝑦] − 1

2

)︂
(−𝑠− 1)(𝑥 + 2𝑦)−𝑠−2 𝑑𝑦 −

− 1

2
(𝑥− 2)−𝑠−1 +

1

2
(𝑥 + 2𝑏)−𝑠−1 =

= − 1

2𝑠

(︀
(𝑥 + 2𝑏)−𝑠 − (𝑥− 2)−𝑠

)︀
+

1

2

(︀
(𝑥 + 2𝑏)−𝑠−1 − (𝑥− 2)−𝑠−1

)︀
−

− 2(𝑠 + 1)

𝑏∫︁
−1

(︂
𝑦 − [𝑦] − 1

2

)︂
(𝑥 + 2𝑦)−𝑠−2 𝑑𝑦.

Переходя к пределу при 𝑏 → ∞, в силу (12) получим:

𝑇 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

(𝑥 + 2𝑛)−𝑠−1 =
1

2𝑠
(𝑥− 2)−𝑠 − 1

2
(𝑥− 2)−𝑠−1 −

− 2(𝑠 + 1)

∞∫︁
−1

(︂
𝑦 − [𝑦] − 1

2

)︂
(𝑥 + 2𝑦)−𝑠−2 𝑑𝑦.

(13)

Полагаем 𝑠 = 𝜎 + 𝑡𝑖, где 𝜎 и 𝑡 — вещественные числа, 𝑖 — мнимая
единица. Тогда имеем:⃒⃒⃒⃒

1

2𝑠
(𝑥− 2)−𝑠

⃒⃒⃒⃒2
=

1

4𝑠𝑠
(𝑥− 2)−2𝜎 6

1

4(𝜎2 + 𝑡2)(2𝑘 − 3)2𝜎
, (14)⃒⃒⃒⃒

1

2
(𝑥− 2)−𝑠−1

⃒⃒⃒⃒2
6

1

4(2𝑘 − 3)2𝜎+2
, (15)

2

⃒⃒⃒⃒
(𝑠 + 1)

∞∫︁
−1

(︂
𝑦 − [𝑦] − 1

2

)︂
(𝑥 + 2𝑦)−𝑠−2 𝑑𝑦

⃒⃒⃒⃒2
= 4
(︀
(𝜎 + 1)2 + 𝑡2

)︀
×

×
∞∫︁

−1

∞∫︁
−1

(︀
𝑦 − [𝑦] − 1

2

)︀
(𝑥 + 2𝑦)𝜎+2+𝑖𝑡

(︂
𝑚− [𝑚] − 1

2

)︂
(𝑥 + 2𝑚)−𝜎−2+𝑖𝑡 𝑑𝑦𝑑𝑚 6

6
(︀
(𝜎 + 1)2 + 𝑡2

)︀(︂ ∞∫︁
−1

(𝑥 + 2𝑦)−𝜎−2 𝑑𝑦

)︂2

6
(︀
(𝜎 + 1)2 + 𝑡2

)︀(𝑥− 2)2(−𝜎−1)

(−𝜎 − 1)2
6
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6
(𝜎 + 1)2 + 𝑡2

(𝜎 + 1)2(2𝑘 − 3)2(𝜎+1)
. (16)

Применяя (13)–(16) получим, что если 2𝑘 − 1 < 𝑥 6 2𝑘, то справедливо
неравенство

⃒⃒
𝑠𝑇 (𝑥)

⃒⃒2
6

3

4

1

(2𝑘 − 3)2𝜎
+

3|𝑠|2

4(2𝑘 − 3)2𝜎+2
+

3|𝑠 + 1|2|𝑠|2

(𝜎 + 1)2(2𝑘 − 3)2𝜎+2
. (17)

Пусть 𝜀 — такое число, что

0 < 𝜀 < 1. (18)

Тогда из неравенства (17) следует, что найдётся такое натуральное чис-
ло 𝑘*, что если 𝑘 > 𝑘*, 2𝑘 − 1 < 𝑥 6 2𝑘, то⃒⃒

𝑠𝑇 (𝑥)
⃒⃒2
<

3 + 𝜀

4(2𝑘)2𝜎
.

Из этого неравенства следует, что если 𝑘 > 𝑘*, 2𝑘 − 1 < 𝑥 6 2𝑘, то

⃒⃒
𝑠𝑇 (𝑥)

⃒⃒
<

√
3 + 𝜀

2(2𝑘)𝜎
. (19)

Введём функции

Ψ(𝑥) = 𝑠𝑇 (𝑥), Ψ𝑘(𝑥) =
1

(2𝑘)𝑠
− Ψ(𝑥), (20)

и числа

𝑧𝑘 =
1

(2𝑘)𝑠
, 𝜀𝑘 =

√
3 + 𝜀

2(2𝑘)𝜎
. (21)

Лемма 3 (геометрическая). Пусть 𝑘 > 𝑘*. Тогда справедливо нера-
венство ⃒⃒⃒⃒ 2𝑘+2∫︁

2𝑘+1

Ψ𝑘(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2
>

(︂
1 −

√
3 + 𝜀

2

)︂2

· 1

(2𝑘)2𝜎
.

◁ Рассмотрим на комплексной плоскости 𝑧 круг 𝐿𝑘 с центром в точке
𝑧 = 0, имеющий радиус 𝜀𝑘. Из неравенства (19) и равенства (21) для 𝜀𝑘
следует, что если 2𝑘+ 1 < 𝑥 6 2(𝑘+ 1), то число 𝑠𝑇 (𝑥) расположено внутри
круга 𝐿𝑘 (рис.). Будем характеризовать комплексное число 𝑧 направленным
вектором 𝑧⃗, имеющим начало и конец, координаты которого на плоскости
𝑧 являются вещественной и мнимой частями числа 𝑧. Здесь координаты
вектора 𝑧⃗ рассматриваются относительно системы координат, в которой ось
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абсцисс совпадает с осью вещественных чисел 𝑧, а ось ординат совпадает
с осью мнимых чисел 𝑧. Представим вектор Ψ⃗(𝑥), характеризующий число
Ψ(𝑥), введённое в (20), в виде суммы двух ортогональных векторов 𝛼⃗(𝑥) и
𝛽(𝑥) (Ψ⃗(𝑥) = 𝛼⃗(𝑥) + 𝛽(𝑥)) таких, что вектор 𝛼⃗(𝑥) расположен на прямой 𝑞,
проходящей через точки 𝑧 = 0 и 𝑧𝑘, а вектор 𝛽(𝑥) ортогонален этой прямой
(рис. 1). При этом число, которое характеризуется вектором 𝛼⃗(𝑥) обозначим
через 𝛼(𝑥), число, которое характеризуется вектором 𝛽(𝑥) обозначим через
𝛽(𝑥), так что справедливо равенство

Ψ(𝑥) = 𝛼(𝑥) + 𝛽(𝑥). (22)

Далее, из определения чисел 𝜀𝑘 в (21) и неравенства (18) следует, что число
𝑧𝑘 расположено вне круга 𝐿𝑘 (рис. 1). Обозначим точку пересечения прямой
𝑞 с границей круга 𝐿𝑘, ближайшую к 𝑧𝑘, через ∆, а полупрямую с концом
в точке ∆, проходящую через точку 𝑧 = 0, обозначим через 𝑞 (рис. 1). Так
как при фиксированном 𝑥 из области 2𝑘 + 1 < 𝑥 6 2(𝑘 + 1) точка Ψ(𝑥)
расположена внутри круга 𝐿𝑘, то точка 𝛼(𝑥) расположена на полупрямой 𝑞
(рис. 1). Представим числа 𝑧𝑘 − 𝛼(𝑥) и 𝛽(𝑥) в виде

𝑧𝑘 − 𝛼(𝑥) = 𝑐1(𝑥)𝑒1, 𝛽(𝑥) = 𝑐2(𝑥)𝑒2, (23)

где 𝑐1(𝑥) и 𝑐2(𝑥) — вещественные числа, зависящие от 𝑥, 𝑒1 и 𝑒2 — ком-
плексные числа, независящие от 𝑥 такие, что 𝑒⃗1 — направляющий единич-
ный вектор прямой 𝑞, а 𝑒⃗2 — направляющий единичный вектор прямой,
ортогональной 𝑞. Так как точка 𝛼(𝑥) расположена на полупрямой 𝑞, то

𝑐1(𝑥) >

(︂
1 −

√
3 + 𝜀

2

)︂
1

(2𝑘)𝜎
. (24)

Далее, в силу (20)–(23) имеем:

2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

Ψ𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 =

2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

(︀
𝑧𝑘 − 𝛼(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 +

2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

𝛽(𝑥) 𝑑𝑥 =

= 𝑒1

2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

𝑐1(𝑥) 𝑑𝑥− 𝑒2

2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

𝑐2(𝑥) 𝑑𝑥.

(25)

Так как векторы 𝑒⃗1 и 𝑒⃗2 ортогональны и имеют длину, равную 1, то в силу
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(23)–(25)

⃒⃒⃒⃒ 2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

Ψ𝑘(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2
=

⃒⃒⃒⃒ 2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

𝑐1(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒ 2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

𝑐2(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2
>

⃒⃒⃒⃒ 2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

𝑐1(𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2
>

>

(︂
1 −

√
3 + 𝜀

2

)︂2
1

(2𝑘)2𝜎
.

Лемма 3 доказана. ▷
При 𝑘 > 1 введём числа

κ*
𝑘(𝑠) = − 1

(2𝑘)𝑠
+ κ𝑘+1(𝑠), (26)

где κ𝑘+1(𝑠) — числа, введённые в (10). В силу (11) и (12) имеем:

κ*
𝑘(𝑠) = −

2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

(︂
1

(2𝑘)𝑠
− 𝑠𝑇 (𝑥)

)︂
𝑑𝑥. (27)

Лемма 4. Если 𝑘 > 𝑘*, то справедливо неравенство
∞∑︁

𝑘=𝑘*

⃒⃒
κ*
𝑘(𝑠)

⃒⃒2
>

(︂
1 −

√
3 + 𝜀

2

)︂2 ∞∑︁
𝑘=𝑘*

1

(2𝑘)2𝜎
.

◁ В силу (11), (12) и (27) имеем:

κ*
𝑘(𝑠) −

1

(2𝑘)𝑠
+ 𝑠

2𝑘+2∫︁
2𝑘+1

𝑇 (𝑥) 𝑑𝑥 = −
2𝑘+2∫︁

2𝑘+1

Ψ𝑘(𝑥) 𝑑𝑥,

где Ψ𝑘(𝑠) — функция, введённая в (20). Поэтому утверждение леммы 4 сле-
дует из леммы 3. Лемма 4 доказана. ▷

Лемма 5. Справедливо неравенство
∞∑︁

𝑘=𝑘*

⃒⃒
κ𝑘(𝑠)

⃒⃒2
<

3 + 𝜀

4

∞∑︁
𝑘=𝑘*

1

(2𝑘 − 1)2𝜎
.

◁ В силу (11), (12) и (19)

∞∑︁
𝑘=𝑘*

⃒⃒
κ𝑘(𝑠)

⃒⃒2
=

∞∑︁
𝑘=𝑘*

⃒⃒⃒⃒ 2𝑘∫︁
2𝑘−1

𝑠𝑇 (𝑥) 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒2
<

3 + 𝜀

4

∞∑︁
𝑘=𝑘*

1

(2𝑘 − 1)2𝜎
.
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Лемма 5 доказана. ▷

Лемма 6. Справедливо неравенство
∞∑︁

𝑘=𝑘*

⃒⃒
κ*
𝑘(𝑠)

⃒⃒2
<

∞∑︁
𝑘=𝑘*

(︂
2

(2𝑘)2𝜎
+

3 + 𝜀

2(2𝑘 − 1)2𝜎

)︂
,

где κ*
𝑘(𝑠) — числа, введённые в (26).
Доказательство леммы 6 следует из (26) и леммы 5.

Лемма 7. Если
1

2
< 𝜎

def
= Re 𝑠, то

∞∑︁
𝑘=1

(︀⃒⃒
κ𝑘(𝑠)

⃒⃒2
+
⃒⃒
κ*
𝑘(𝑠)

⃒⃒2)︀
< ∞, а

если 0 < 𝜎 6
1

2
, то

∞∑︁
𝑘=1

(︀⃒⃒
κ𝑘(𝑠)

⃒⃒2
+
⃒⃒
κ*
𝑘(𝑠)

⃒⃒2)︀
= ∞.

Лемма 7 следует из лемм 5 и 6.

§ 5. Связь гипотезы Римана о нулях дзета-функции со спектром
оператора 𝐴

Теорема 3. Функция 𝜁(𝑠) имеет нуль в области 0 < Re 𝑠 ̸= 1

2
тогда

и только тогда, когда область 0 < Re 𝑠 < 1 содержит такое значение 𝑠,
что оператор 𝐴(𝑠), действующий в пространстве ℓ, имеет собственный
вектор с собственным значением 𝜆 = −1.

◁ Согласно лемме 1 все комплексные нули функции 𝜁(𝑠) совпадают с
нулями функции κ(𝑠), расположенные в области 0 < Re 𝑠 < 1. Предполо-
жим, что вектор 𝑥* = (𝑥*1, 𝑥

*
2, . . .) ∈ ℓ, он является собственным для опера-

тора 𝐴(𝑠) с собственным значением 𝜆 = −1 и 𝑥*1 = 1. Тогда из определений
оператора 𝐴(𝑠) в 2 и матриц 𝑄𝑘(𝑠) в 3 следует, что при 𝑘 > 1(︃

𝑥*𝑘

𝑥*𝑘+1

)︃
= 𝑄𝑘(𝑠)𝑄𝑘−1(𝑠) . . . 𝑄1(𝑠)

(︃
0

1

)︃
. (28)

Если κ(𝑠) = 0, то в силу (28), (4), (5) и (6)

⃒⃒
κ*
𝑘

⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒𝑘−1∑︁
𝜈=0

ℎ𝜈(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝜈=𝑘

ℎ𝜈(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
. (29)

Из определений чисел ℎ𝑘(𝑠) в 2, чисел κ𝑘(𝑠) в (10) и чисел κ*
𝑘(𝑠) в (26)

следует, что
∞∑︁
𝑘=1

ℎ𝜈(𝑠) =

{︂
κ𝜇(𝑠), если 𝑘 = 2𝜇− 2,

κ*
𝜇(𝑠), если 𝑘 = 2𝜇− 1,

(30)
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где 𝜇 — натуральное число. Поэтому в силу (29) и (30)

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
κ*
𝑘

⃒⃒2
=

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝜈=𝑘

ℎ𝜈(𝑠)

⃒⃒⃒⃒2
=

∞∑︁
𝑘=1

(︀⃒⃒
κ𝑘(𝑠)

⃒⃒2
+
⃒⃒
κ*
𝑘(𝑠)

⃒⃒2)︀
. (31)

Таким образом, если 𝜁(𝑠) = 0 и
1

2
< Re 𝑠, то из леммы 7 и (31) следует, что

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
κ*
𝑘

⃒⃒2
< ∞, то есть 𝑥* ∈ ℓ.

Если 𝜁(𝑠) = 0 и 0 < Re 𝑠 =
1

2
, то согласно лемме 4 и (31)

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒
κ*
𝑘

⃒⃒2
= ∞,

то есть 𝑥* ̸∈ ℓ. Если же 𝜁(𝑠) = 0 и 0 < Re 𝑠 <
1

2
, то из симметричного

относительно точки 𝑠 =
1

2
расположения нулей дзета-функции 𝜁(𝑠) следует,

что 𝜁(1−𝑠) = 0, и так как Re(1−𝑠) >
1

2
, то приходим к уже рассмотренному

выше случаю, для которого число 𝑠 заменяется на число 1 − 𝑠. Повторяя
все рассуждения в обратном порядке, получим, что если при каком-либо
𝑠 существует собственный вектор 𝑥* = (𝑥*1, 𝑥

*
2, . . .) ∈ ℓ оператора 𝐴(𝑠) с

собственным значением 𝜆 = −1, то, используя вид оператора 𝐴(𝑠), (28),

(4), (5) и (6), получим, что существует число 𝑠* такое, что Re 𝑠* >
1

2
и

𝜁(𝑠*) = 0. Если же ни при каком 𝑠 в критической полосе 0 < Re 𝑠 < 1
такого собственного вектора 𝑥* = (𝑥*1, 𝑥

*
2, . . .) ∈ ℓ нет, то из (28), (4), (5)

и (6) следует, что комплексными нулями функции 𝜁(𝑠) могут быть только

такие числа 𝑠, которые расположены на критической прямой Re 𝑠 =
1

2
.

Теорема 3 доказана. ▷
Замечание 2. Из доказательства теоремы 3 следует, что если 𝜁(𝑠) = 0,

Re 𝑠 ̸= 1

2
и Re 𝑠 > 0, то:

1) если Re 𝑠 >
1

2
, то оператор 𝐴(𝑠) имеет в пространстве ℓ собственный

вектор с собственным значением 𝜆 = −1;

2) если 0 < Re 𝑠 <
1

2
, то оператор 𝐴(1 − 𝑠) имеет в пространстве ℓ

собственный вектор с собственным значением 𝜆 = −1.
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§ 6. Связь гипотезы Римана о нулях со свойствами одной

динамической системы

Пусть Π = {𝑠 : 0 < Re 𝑠 < 1} — критическая полоса, ℓ — гильберто-
во пространство односторонних последовательностей 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) ком-

плексных чисел таких, что ‖𝑥‖ def
=

∞∑︁
𝜈=1

|𝑥𝜈|2 < ∞, 𝐴 = 𝐴(𝑠) — оператор,

введённый в 2.
Определение 3. Рассмотрим прямое произведение Ω = Π × ℓ × ℓ, и

пусть 𝐹 — преобразование (динамическая система) пространства Ω, опре-
делённое следующим образом: если (𝑠, 𝑥, 𝑦) ∈ Ω (𝑠 ∈ Π, 𝑥 ∈ ℓ, 𝑦 ∈ ℓ), то
𝐹 (𝑠, 𝑥, 𝑦) = (𝑠′, 𝑥′, 𝑦′), где 𝑠′ = 1 − 𝑠, 𝑥′ = 𝐴(𝑠′)𝑦, 𝑦′ = 𝐴(𝑠)𝑥.

Теорема 4. Функция 𝜁(𝑠) имеет нуль 𝑠* ∈ Π такой, что Re 𝑠* ̸=
1

2
,

тогда и только тогда, когда существует точка (𝑠*, 𝑒, 𝛿) ∈ Ω (𝑒 ∈ ℓ, 𝛿 ∈ ℓ),
такая что ‖𝑒‖ + ‖𝛿‖ ≠ 0, из равенства (𝑠′*, 𝑒

′, 𝛿′) = 𝐹 (𝑠*, 𝑒, 𝛿) следуют
равенства 𝑒′ = −𝛿, 𝛿′ = −𝑒, и отображение 𝐹 2 имеет неподвижную точку
(𝑠*, 𝑒, 𝛿) : 𝐹 2(𝑠*, 𝑒, 𝛿) = (𝑠*, 𝑒, 𝛿.

◁ Рассмотрим два случая:

1)
1

2
Re 𝑠* < 1;

2) 0 < Re 𝑠* < 1.

В случае 1), если 𝜁(𝑠*) = 0, то в качестве 𝛿 возьмём последователь-
ность, состоящую из одних нулей, а в качестве 𝑒 возьмём собственный век-
тор оператора 𝐴(𝑠*), с собственным значением 𝜆 = −1, который существует
согласно теореме 3. Утверждения теоремы 4 в этом случае непосредствен-
но следуют из определения динамической системы 𝐹 . В случае 2), если
𝜁(𝑠*) = 0, то в качестве 𝑒 возьмём последовательность, состоящую из одних
нулей, а в качестве 𝛿 возьмём собственный вектор оператора 𝐴(1−𝑠*), соот-
ветствующий собственному значению 𝜆 = −1, который существует согласно
теореме 3 и замечанию 3.

Утверждения теоремы 3 в этом случае также следуют из определения
динамической системы 𝐹 . Обратно, если существует точка (𝑠*, 𝑒, 𝛿) ∈ Ω
такая, что ‖𝑒‖ + ‖𝛿‖ ̸= 0, и из равенства (𝑠′*, 𝑒

′, 𝛿′) = 𝐹 (𝑠, 𝑒, 𝛿) следуют
равенства 𝑒′ = −𝛿, 𝛿′ = −𝑒, то из определения динамической системы 𝐹
следует, что 𝐹 2(𝑠*, 𝑒, 𝛿) = (𝑠*, 𝑒, 𝛿) и существует собственный вектор опера-
тора 𝐴(𝑠*) с собственным значением 𝜆 = −1. Поэтому согласно (3) дзета-
функция 𝜁(𝑠) имеет комплексный нуль 𝑠 = 𝑠*, не лежащий на критической

прямой Re 𝑠 =
1

2
. Теорема 4 доказана. ▷
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