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УДК 517.91

И. В. Горючкина. Решение Пикара шестого уравнения Пенлеве и асимп-
тотики, полученные с помощью степенной геометрии. Препринт института
прикладной математики им. М. В. Келдыша РАН, Москва, 2011.

Шестое уравнение Пенлеве имеет решения, которые в общем случае опре-
деляют новые трансцендентные функции [1] (трансценденты Пенлеве). И
только при некоторых значениях комплексных параметров уравнения мож-
но выписать его решения, которые выражаются через элементарные или из-
вестные специальные функции. Одно из самых известных решений шестого
уравнения Пенлеве это решение Пикара. С помощью методов степенной гео-
метрии были найдены все асимптотические разложения решений шестого
уравнения Пенлеве при всех значениях его параметров, которые относятся к
пяти типам. Цель данной работы – сопоставить известному решению асимп-
тотики, найденные с помощью степенной геометрии.

I. V. Goryuchkina. The Picard solution of the sixth Painlevé equation and
asymptotic forms found by Power Geometry. Preprint of the Keldysh Institute of
Applied Mathematics of RAS. Moscow, 2011.

The sixth Painlevé equation has solutions, which in the generic case determined
new transcendent functions [1] (Painlevé transcendents). Only for some values of
complex parameters of the equation it is possible to write its solution, which
is expressed in elementary or known special functions. One of the most famous
solution of the sixth Painlevé equation is the Picard solution. By the methods
of Power Geometry we found all asymptotic expansions of solutions to the sixth
Painlevé equation for all values its complex parameters of the five types. The
purpose of this work is: to compare the known solution with asymptotic forms,
found by Power Geometry.
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Шестое уравнение Пенлеве имеет вид [2]
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где x и y – независимая и зависимая переменные соответственно, ′ = d/dx,
a, b, c, d – комплексные параметры. Уравнение (1) имеет три особые точки
x = 0, x = 1 и x = ∞.

Поведение решений в окрестности особых точек уравнения определяет ос-
новные их аналитические свойства. Асимптотическим разложениям решений
уравнений Пенлеве посвящено огромное количество работ. Но при некоторых
значениях параметров шестое уравнение Пенлеве имеет точные решения, ко-
торые являются комбинациями известных функций (элементарных или спе-
циальных). В остальных случаях их решения определяют новые специальные
функции – трансценденты Пенлеве.

Известны лишь два случая, когда для уравнения (1) предъявляется его
общий интеграл. Это решения Пикара (1889) [3] и Хитчина (1995) [4]. Здесь
рассмотрим решение Пикара, которое получается при a = b = c = d−1/2 = 0
[5]. Затем сравним его асимптотики с теми асимптотиками, которые были
получены в [6] при этих значениях параметров.

Р. Фукс [7] представил шестое уравнение Пенлеве в виде
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это оператор Пикара-Фукса.
Если положить
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, (4)



4
то

y = JacobiSn2
(

u
√

x

2
+ c0,

1√
x

)
(5)

или, что тоже самое,
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c0 = const ∈ C.

В случае a = b = c = d − 1/2 = 0 уравнение (2) с учетом формул (3) и (4)
является уравнением Лежандра

x(1− x)u′′ + (1− 2x)u′ − 1

4
u = 0. (7)

Оно имеет решение
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где

F (a, b, c, x) =
Γ(c)
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1∫
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, (9)

c1, c2 – произвольные комплексные постоянные.

Учитывая формулы (5), (6) и (8) получаем два представления решения
Пикара
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При x →∞ решение (10) имеет асимптотику

y = sin2 (ln C1x
C2). (12)

При x → 0 решение (11) имеет асимптотику

y =
1

sin2 (ln C1xC2)
. (13)
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Здесь C1 6= 0 и C2 это произвольные комплексные постоянные.

Шестое уравнение Пенлеве имеет различные эллиптические представле-
ния, которые связаны между собой обратимыми преобразованиями. Напри-
мер, одно из эллиптических представлений имеет вид [9]
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это решения гипергеометрического уравнения L(x)ω = 0, оператор L(x)
определен формулой (3). При этом решение y уравнения (1) и функция u

связаны между собой формулой

y = ℘
(u

2
, ω1, ω2

)
+

x + 1

3
. (16)

Эллиптическое представление шестого уравнения Пенлеве отражает не
только свойства самого уравнения, но аналитические свойства его реше-
ний. Другой подход к исследованию аналитических свойств решений шестого
уравнения Пенлеве использовался в работе [6].

Так в случае a = b = c = d − 1/2 = 0 в окрестности точки x = 0 шестое
уравнение Пенлеве имеет 5 семейств асимптотических разложений решений
B+1

7 , B−1
7 , B10,H7,H10 . Семейства B+1

7 , B−1
7 и B10 базовые, то есть семейства

H7 и H10 могут быть получены из базовых с помощью симметрии x = x1,

y = x1/y1 уравнения (1) (см. [8]). При этом семейства B+1
7 и B−1

7 переходят в
одно и тоже семействоH7. Поэтому мы рассмотрим только базовые семейства
B+1

7 , B−1
7 и B10.

Согласно [6] в случае a = b = c = d − 1/2 = 0 в окрестности точки
x = 0 шестое уравнение Пенлеве имеет два двупараметрических (по ρ и C3)
семейства экзотических разложений решений

Bτ
7 : y =

1

sin2 [ln (C3x)γ]
+

∑
Re s≥1

csx
s, (17)
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где ρ – произвольная чисто мнимая постоянная, τ = sgn(Im ρ), s ∈ {ρ +
lρ + m(1 − ρ), l, m ≥ 0; l + m > 0; l, m ∈ Z}, 2γ = iρ, C3 – ненулевая
произвольная постоянная, cs постоянны и однозначно определены; и одно
однопараметрическое (по c0) семейство степенных разложений решений

B10 : y = c0 +
+∞∑
s=1

csx
s, (18)

где c0 6= 0, 1 – произвольная постоянная, cs постоянны и однозначно опреде-
лены.

Если в формуле (13) положить C2 = 0, а C1 6= 0, 1, то левая часть форму-
лы (13) соответствует первому члену разложения (18), где c0 = sin−2(ln C1).

Если в формуле (13) положить C1 6= 0, C2 6= 0, то левая часть формулы
(13) соответствует первому члену разложения (17), где C3 = C1, а γ = C2.

Эллиптическое представление шестого уравнения Пенлеве позволяет изу-
чать характер особенностей как самого уравнения, так и его решений. Ло-
кально решения шестого уравнения Пенлеве представляются в виде рядов,
которые согласно классификации из [11], относятся к степенным, степенно-
логарифмическим, сложным, экзотическим или полуэкзотическим.

Согласно теореме 1 из [12] все степенные разложения решений шестого
уравнения Пенлеве сходятся. По-видимому, асимптотические разложения ре-
шений шестого уравнения Пенлеве остальных четырех типов также сходятся
[13].
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