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Введение

Главная цель этой работы в том, чтобы найти явные выражения для прогно-
зирования квзистациорнарных случайных процессов. Теория прогнозирова-
ния стационарных случайных процессов была построена Колмогоровым и
Винером ([1], [2]). Квазистационарные процессы, введённые здесь, есть обоб-
щение стационарных. Они определяются, используя асимптотические свой-
ства траекторий на бесконечности. Левинсон доказал ([3]), что проблема ли-
нейного прогнозирования случайных процессов с дискретным временем по
конечному числу предыдущих значений процесса сводится к решению систе-
мы линейных уравнений с симметрической теплицевой матрицей, порядок
которой равен числу этих предыдущих значений. Он также указал неко-
торый специфический способ решения этой системы, использующий O(r2)
арифметических операций, где r — порядок матрицы. Заметим, что метод
Гаусса решения системы с матрицей порядка r требует выполнения O(r3)
арифметических операций. Проблема минимизации числа арифметических
операций для большого числа предыдущих значений — важная в связи с
тем, что в этом случае точность прогнозирования и скорость его вычисления
улучшаются.

Работа состоит из двух частей. В настоящей работе (часть 1) построе-
на теория квазистационарных процессов, доказаны основные свойства этих
процессов, и найдено общее выражение для их прогнозирования. В части 2
для важного класса таких процессов (кусочно постоянные процессы) выведе-
ны явные выражения значений прогнозирования процесса по r предыдущим
значениям, вычисления которых требуют выполнения O(r log r) или O(r)
арифметических операций.

Доказательства существенно используют свойства дискретного преобра-
зования Фурье и теплицевых матриц, которые изучены в [4]–[8].

1 Определение и основные свойства квазистационарных
стохастических процессов

Рассмотрим стохастиский процесс с дискретным временем x = x(n), где
−∞ < n < ∞, переменная n — целое число и характеризует время. Здесь
x(n) = x(n, ω) — случайная величина, оперделённая на вероятностном про-
странстве (Φ, F, P ), где ω ∈ Φ, Φ — пространство элементарных событий, F —
σ-алгебра измеримых подмножеств пространства Φ, и P — вероятностная ме-
ра. Мы предполагаем, что для любых целых чисел n и m математические
ожидания Ex(n, ω) и E(x(n, ω)x(n + m, ω)) — конечные.
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Определение 1.1. Процесс x = x(n) называется квазистационарным,
если существует число Mx и функция Rx(m) целого аргумента m такие, что
выполняются следующие равенства:

1) Mx = lim
N→∞
N>1

1

N

N−1∑
n=0

Ex(n, ω) = lim
N→∞
N>1

1

N

−N∑
n=−1

Ex(n, ω);

2) Rx(m) = lim
N→∞
N>1

1

N

N−1∑
n=0

E
(
x(n, ω)x(n+m, ω)

)
= lim

N→∞
N>1

1

N

−N∑
n=−1

E
(
x(n, ω)x(n+

m, ω)
)
.

Замечание 1.1. Из определения 1.1 следует, что если процесс x = x(n) —
квазистационарный, то

Mx = lim
N1→−∞
N2→+∞

1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

Ex(n, ω);

Rx(m) =
1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

E
(
x(n, ω)x(n + m, ω)

)
.

Определение 1.2. Пусть x = x(n) — квазистационарный процесс, Mx

и Rx(m) — число и функция, введённые в определении 1.1. Тогда Mx и
Rx(m) назовём соответственно математическим ожиданием и корреляцион-
ной функцией процесса x. Будем считать, что Mx и Rx(m) — параметры
процесса x.

Замечание 1.2. Если x = x(n) — стационарный процесс, то параметры
Mx и Rx(m) существуют и совпадают с величинами Ex(n) и E

(
x(n)x(n+m)

)
соответственно, которые не зависят от n.

Замечание 1.3. Из определения 1.1 следует, что Rx(m) — чётная функ-
ция, то есть Rx(m) = Rx(−m).

Пример 1.1. Пусть u = u(n) и v = v(n) — два стационарных про-
цесса, такие что для любых целых чисел n,m выполнены неравенства Eu

def
=

Eu(n) < ∞, Ev
def
= Ev(n) < ∞, E

(
u(n)u(n+m)

)
< ∞, E

(
v(n)v(n+m)

)
< ∞,

Eu(n) 6= Ev(n). Предположим, что процессы u, v стационарно связаны, то
есть для любого целого m величина E

(
u(n)v(n + m) не зависит от m.

Рассмотрим процесс x = x(n), такой что

x(n) =

{
u(k), если n = 2k,

v(k), если n = 2k − 1.

Процесс x не является стационарным, так как Ex(n) 6= Ex(n+1). Однако
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он — квазистационарный с параметрами

Mx =
1

2
(Eu + Ev),

Rx(m) =


1

2

(
E

(
u(0)u(k)

)
+ E

(
v(0)v(k)

))
, если m = 2k,

1

2

(
E

(
u(0)v(k)

)
+ E

(
v(0)u(k)

))
, если m = 2k − 1.

Пример 1.2. Пусть u = u(n) — стационарный процесс, такой что Eu2(n) 6=
E

(
u(n)u(n + 1)

)
, p — натуральное число. Определим кусочно постоянный

по модулю p процесс x = x(n) следующим способом: если целое число n

представлено в виде n = pk + s, где k, s — целые числа, 0 6 s < p, то
x(n) = u(k). Процесс x = x(n) не является стационарным, так как функция
E

(
x(n)x(n+1)

)
от n не является константой. Однако процесс x — квазиста-

ционарный, Mx = Eu, и, как будет доказано в теореме 2.1 (секция 2), для
процесса x существует корреляционная функция Rx(m).

Лемма 1.1. Пусть x = x(n) — квазистационарный процесс, c — веще-
ственное число. Тогда процесс y = y(n) = x(n) + c — квазистационарный с
параметрами

My = Mx + c, Ry(m) = Rx(m) + c2 + 2cMx.

Определение 1.3. Пусть x = x(n) — квазистационарный процесс, и
y = y(n) — квазистационарный процесс, такой что y(n) = x(n)−Mx.

Тогда величина Dx
def
= Ry(0) называется дисперсией процесса x.

Как следствие леммы 1.1 получаем следующее утверждение.
Лемма 1.2. Справедливо равенство

Dy = Rx(0)−M 2
x ,

где y = y(n) = x(n)−Mx.
Далее будут доказаны аналоги неравенств Чебышева для квазистационар-

ных процессов.
Теорема 1.1. Пусть x = x(n) — квазистационарный процесс, такой что

для некоторого числа n0 > 1 справедливо неравенство x(n) > 0, если |n| >
n0. Тогда для любого числа t > 0 и целых чисел N1, N2, удовлетворяющих
условию N2 −N1 > 0, вероятности

PN1,N2

def
= P

{
ω

∣∣∣∣ 1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

x(n, ω) > t

}
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удовлетворяют неравенству

lim
N1→−∞
N2→+∞

PN1,N2
6

Mx

t
.

. Введём случайную величину

ξN1,N2
(ω) =

1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

x(n, ω).

Имеем:

P

{
ω

∣∣∣∣ 1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

x(n, ω) > t

}
=

∫
ω|ξN1,N2

>t

dP (ω) 6

6
∫

ω|ξN1,N2
>t

ξN1,N2
(ω)

t
dP (ω) =

1

t

∫
ω|ξN1,N2

>t

ξN1,N2
(ω) dP (ω). (1.1)

Предполагая, что N1 < −n0, N2 > n0, и используя определение величины
ξN1,N2

(ω), получаем:

ξN1,N2
(ω) =

2n0 + 1

N2 −N1 + 1
ξ−n0,n0

(ω)+
1

N2 −N1 + 1

(−n0−1∑
n=N1

x(n, ω)+

N2∑
n=n0+1

x(n, ω)

)
.

Поэтому

1

t

∫
ω|ξN1,N2

>t

ξN1,N2
(ω) dP (ω) = I1(N1, N2) + I2(N1, N2), (1.2)

где

I1(N1, N2) =
1

t

∫
ω|ξN1,N2

>t

1

N2 −N1 + 1

(−n0−1∑
n=N1

x(n, ω) +

N2∑
n=n0+1

x(n, ω)

)
dP (ω),

I2(N1, N2) =
2n0 + 1

t(N2 −N1 + 1)

∫
ω|ξN1,N2

>t

ξ−n0,n0
(ω) dP (ω).

Далее имеем:
lim

N1→−∞
N2→+∞

I2(N1, N2) = 0, (1.3)

и согласно условию теоремы 1.1, если удовлетворяются условия n0 6 n 6 N2,
N1 6 n 6 −n0, то справедливо неравенство x(n, ω) > 0. Следовательно,

I1(N1, N2) 6
MN1,N2

t
, (1.4)
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где

MN1,N2
=

1

N2 −N1 + 1

(−n0−1∑
n=N1

Ex(n, ω) +

N2∑
n=n0+1

Ex(n)

)
. (1.5)

Из замечания 1.1 и (1.5) следует, что

lim
N1→−∞
N2→+∞

MN1,N2
= Mx. (1.6)

Поэтому, переходя к пределу при N1 → −∞, N2 → +∞ в равенстве (1.2)
и используя (1.3), (1.4) и (1.6) получаем:

lim
N1→−∞
N2→+∞

1

t

∫
ω|ξN1,N2

>t

ξN1,N2
(ω) dP (ω) 6

Mx

t
.

В силу (1.1) из этого неравенства следует утверждение теоремы 1.1. Теорема
1.1 доказана. /

Теорема 1.2. Предположим, что x = x(n) — квазистационарный про-
цесс, и для любого числа t > 0 и произвольных целых чисел N1, N2, удовле-
творяющих условию N2 −N1 > 0 введём вероятности

QN1,N2
= P

{
ω

∣∣ |x(n)−Mx| > t; N1 6 n 6 N2
}
.

Тогда

lim
N1→−∞
N2→+∞

QN1,N2
6

Dx

t2
.

. Имеем:

QN1,N2
= P

{
ω

∣∣(x(n)−Mx

)2
> t2; N1 6 n 6 N2

}
.

Поэтому

QN1,N2
6 P

{
ω

∣∣∣∣ 1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

(
x(n)−Mx

)2
> t2

}
. (1.7)

Рассмотрим процесс y = y(n) =
(
x(n)−Mx

)2 (n ∈ Z). Так как процесс x —
квазистационарный, то в силу определения 1.3 математическое ожидание My

процесса y(n) и дисперсия процесса x(n) связаны между собой равенством
My = Dx, и согласно лемме 1.2 My < ∞. Поэтому, заменяя процесс x(n) на
процесс y(n), число t на число t2 и применяя доказательство теоремы 1.1 к
процессу y(n) получим утверждение теоремы 1.2.Теорема 1.2 доказана. /
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Лемма 1.3. Если процесс x = x(n) — квазистационарный, то для любых
целых чисел k1, . . . , kr и любых вещественных чисел α1, . . . , αr процесс y =
y(n) =

∑r
s=1 αsx(n + ks) — также квазистационарный с параметрами

My = Mx

r∑
s=1

αs,

Ry(m) =
∑

v=1,...,r
j=1,...,r

Rx(m + kj − kv)αvαj.

Определение 1.4. Два процесса x = x(n) и y = y(n), определён-
ные на вероятностном пространстве (Φ, F, P ), называются взаимно квази-
стационарными, если для любых целых чисел m, s математическое ожидание
E

(
x(m)y(s)

)
< ∞ и если существует функция

Rxy(m) = lim
N→+∞

N>1

1

N

N−1∑
n=0

E
(
x(n)y(n + m)

)
= lim

N→+∞
N>1

1

N

−N∑
n=−1

E
(
x(n)y(n + m)

)
.

Замечание 1.4. Если два процесса x и y — взаимно квазистационарные,
то

Rxy(m) = lim
N1→+∞,
N2→+∞

1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

E
(
x(n)y(n + m)

)
.

Замечание 1.5. Если процессы x и y — взаимно квазистационарные, то
процессы y и x также взаимно квазистационарные и справедливо равенство

Rxy(m) = Ryx(−m), Rxx(m) = Rx(m) = Rx(−m) = Rxx(−m).

Лемма 1.4. Пусть квазистационарные процессы x = x(n), y = y(n) —
взаимно квазистационарные. Тогда процесс z = z(n) = x(n)− y(n) — квази-
стационарный с параметрами

Mz = Mx −My,

Rz(m) = Rx(m) + Ry(m)−Rxy(m)−Ryx(−m).

Теорема 1.3. Предположим, что процесс x = x(n) — квазистационар-
ный, k1, . . . , kr — целые числа, α1, . . . , αr — вещественные числа. Тогда про-
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цесс z = z(n) = x(n)−
∑r

x=1 αsx(n+ks) — квазистационарный с параметрами

Mz = Mx

(
1−

r∑
s=1

αs

)
,

Rz(m) = Rx(m) +
∑

v=1,...,r
j=1,...,r

Rx(m + kj − kv)αvαj −

−
r∑

s=1

Rx(m + ks)αs −
r∑

s=1

Rx(−m + ks)αs.

. Рассмотрим процесс y = y(n) =
∑r

s=1 αsx(n + ks). Тогда z(n) = x(n) −
y(n), и применяя леммы 1.3, 1.4 и замечания 1.1 и 1.4 получим утверждение
теоремы 1.3. Теорема 1.3 доказана. /

2 Кусочно-постоянно коррелированные стохастические
процессы и их корреляционные функции

В этой секции рассматриваются квазистационарные процессы, которые явля-
ются кусочно-постоянно коррелированы по модулю некоторого натурального
числа.

Обозначение 2.1. Если δ — вещественное число, то целая часть δ обозна-
чается через [δ].

Определение 2.1. Пусть p — натуральное число. Процесс x = x(n) назы-
вается кусочно-постоянно коррелированным по модулю p, если для любых

четырёх целых чисел n1, n2, n
′
1, n

′
2, таких что

[
n1

p

]
=

[
n′1
p

]
,
[
n2

p

]
=

[
n′2
p

]
,

справедливо равенство

E
(
x(n1)x(n2)

)
= E

(
x(n′1)x(n′2)

)
.

Замечание 2.1. Произвольный процесс является кусочно-постоянно кор-
релированным по модулю 1 (p = 1).

Замечание 2.2. Кусочно-постоянный по модулю p процесс, введённый
в примере 1.2 (секция 1), является кусочно-постоянно коррелированным по
модулю p.

Теперь укажем пример кусочно-постоянно коррелированного по модулю p

процесс, который не является кусочно-постоянным по модулю p процессом.
Пример 2.1. Пусть x = x(n) — процесс, такой что x(n) = y(n)+z(n), где

y(n) — кусочно-постоянный по модулю p процесс из примера 1.2, и z = z(n) —
процесс, такой что для любых различных целых чисел n, m справедливы
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равенства E
(
z(n)z(m)

)
= 0, E

(
y(n)z(m)

)
= 0. Тогда, если процесс x —

кусочно-постоянно коррелированный по модулю p, и если процесс z(n) не
является кусочно-постоянным по модулю p, то и процесс x(n) не является
кусочно-постоянным по модулю p.

Лемма 2.1. Предположим, что процесс x = x(n) — квазистационарный и
кусочно-постоянно коррелированный по модулю p. Тогда для любого целого
числа r существует функция

Γ(r) = lim
N1→−∞
N2→+∞

1

(N2 −N1 + 1)p

N2∑
n=N1

E
(
x(np)x(np + rp)

)
, (2.1)

и Γ(r) связана с корреляционной функцией Rx(m) процесса x с помощью
равенства

Γ(r) =
1

p
Rx(pr).

. Для любых целых чисел N1, N2, s, удовлетворяющих неравенствам N1 6
N2, 0 6 s < p, введём величину

Γs,N1,N2
(r) =

1

(N2 −N1 + 1)p

N2∑
n=N1

E
(
x(np + s)x(np + rp + s)

)
. (2.2)

Тогда имеем:

p−1∑
s=0

Γs,N1,N2
(r) =

1

(1 + N2)p− 1− pN1 + 1

(1+N2)p−1∑
n=pN1

E
(
x(n)x(n + rp)

)
. (2.3)

а в силу определения 2.1

Γs,N1,N2
(r) = Γ0,N1,N2

(r), (0 6 s < p). (2.4)

Поэтому согласно замечанию 1.1 и равенствам (2.1)–(2.4)

Rx(pr) = lim
N1→−∞
N2→+∞

p−1∑
s=0

Γs,N1,N2
(r) = p

∑
N1→−∞
N2→+∞

Γ0,N1,N2
(r) = pΓ(r).

Лемма 2.1 доказана. /

Теорема 2.1. Предположим, что процесс x = x(n) — квазистационар-
ный и кусочно-постоянно коррелированный по модулю p, а Γ(r) — функция,
введённая в (2.1). Тогда, если целое число m удовлетворяет неравенствам

pr 6 m 6 p(r + 1), (2.5)
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то значение корреляционной функции Rx(m) процесса x имеет вид

Rx(m) = (p−m + pr)Γ(r) + (m− pr)Γ(r + 1).

. Пусть N1 и N2 — целые числа, N1 6 N2. В силу определения 2.1 и (2.5)
имеем:

(1+N2)p−1∑
n=pN1

E
(
x(n)x(n + m)

)
= (p−m + pr)

N2∑
n=N1

E
(
x(np)x(np + rp)

)
+

+ (m− pr)

N2∑
n=N1

E
(
x(np)x(np + rp + p)

)
.

Поэтому из (2.1) и (2.5) следует, что

Rx(m) = lim
N1→−∞
N2→+∞

1

(1 + N2)p− 1− pN1 + 1

(1+N2)p−1∑
n=pN1

E
(
x(n)x(n + m)

)
=

= (p−m + pr) lim
N1→−∞
N2→+∞

1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

E
(
x(np)x(np + rp)

)
+

+ (m− pr) lim
N1→−∞
N2→+∞

1

N2 −N1 + 1

N2∑
n=N1

E
(
x(np)x(np + rp + p)

)
=

= (p−m + pr)Γ(r) + (m− pr)Γ(r + 1).

Теорема 2.1 доказана. /

Следствие 2.1. Предположим, что процесс x = x(n) — квазистационар-
ный и кусочно-постоянно коррелированный по модулю p. Тогда для любого
целого числа r > 0 корреляционная функция Rx(m) — линейная на отрезке
pr 6 m 6 p(r + 1) и

Rx(pr + s)−Rx(pr + s + 1) = Γ(r)− Γ(r + 1) (0 6 s 6 p− 1).

3 Прогнозирование квазистационарных процессов по ко-
нечному числу предыдущих значений

Предположим, что k0, . . . , kr−1 — попарно различные натуральные числа. За-
дача линейного прогнозирования процесса x(n) по значениям x(n−k0), . . . , x(n−
kr−1) состоит в нахождении величин x̂(n) =

∑r−1
s=0 asx(n− ks), таких что зна-

чение F (c1, . . . , cr)
def
= Rz(0) корреляционной функции Rz(m) при m = 0
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процесса z = z(n) = x(n) −
∑r−1

s=0 csx(n − ks) достигает минимума при
c0 = a0, . . . , cr−1 = ar−1.

Замечание 3.1. В случае стационарного процесса x(n) это определение
совпадает с классическим определением прогнозирования по конечному чис-
лу предыдущих значений ([1]–[3]).

Теорема 3.1. Если x̂(n) =
∑r−1

s=0 asx(n − ks) — значения прогнозирова-
ния процесса x(n), то вектор a = (a0, . . . , ar−1) с координатами a0, . . . , ar−1

является решением линейной алгебраической системы уравнений

Aa = b, (3.1)

где

A = (avj) =


Rx(0), Rx(k2 − k1), . . . , Rx(kr − k1)
Rx(k1 − k2), Rx(0), . . . , Rx(kr − k2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Rx(k1 − kr), Rx(k2 − kr), . . . , Rx(0)

 (3.2)

есть матрица порядка r (v, j = 0, . . . , r − 1), элементы которой avj имеют
вид avj = Rx(kj−kv), и b = (b0, . . . , br−1) — r-мерный вектор с координатами
bs = Rx(ks) (s = 0, . . . , r − 1).

. Согласно теореме 1.3 значение Rz(0) функции Rz(m) имеет вид

Rz(0) = Rx(0) +
r−1∑
s=0

Rx(0)c2
s + 2

∑
v,j
v<j

Rx(kj − kv)cvcj − 2
r−1∑
s=0

Rx(ks)cs. (3.3)

Так как функция F (c0, . . . , cr−1) = Rz(0), введённая в начале этой секции,
имеет единственный экстремум, то необходимое и достаточное условие для
нахождения её минимума есть справедливость равенств

∂F

∂cs
= 0, (s = 0, . . . , r − 1).

Подставляя (3.3) в эти равенства, получим утверждение теоремы 3.1. Теоре-
ма 3.1 доказана. /

Специальный, но очень важный случай общего понятия прогнозирования
процесса x = x(n) на N > 1 вперёд по r предыдущим значениям ([1]–[3])
состоит в нахождении величин

x̂(n) =
r−1∑
s=0

asx(n−N − s),

таких что значение F (c0, . . . , cr−1)
def
= Rz(0) корреляционной функции Rz(m)

при m = 0 процесса z = z(n) = x(n) −
∑r−1

s=0 csx(n − N − s) достигает
минимума при c0 = a0, . . . , cr−1 = ar−1.
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Определение 3.1. Матрица A = (avj) (v, j = 0, . . . , r − 1) порядка r

называется тёплицевой, если avj = akl при выполнении равенств v−j = k− l.
Замечание 3.2. Симметрическая тёплицева матрица A = (avj) однознач-

но определяется своей верхней строкой (a00, a01, . . . , a0,r−1).
Замечание 3.3. Матрица A = (avj) в теореме 3.1 есть симметрическая

тёплицева матрица.
Замечание 3.3 вытекает из замечания 3.2 и замечания 1.5.
Следствие 3.1. Если x̂(n) =

∑r−1
s=0 asx(n − N − s) — значения прогно-

зирования процесса x(n) на N шагов вперёд по r предыдущим значениям,
то вектор a = (a0, . . . , ar) с координатами a0, . . . , ar−1 есть решение линей-
ной алгебраической системы уравнений Aa = b, где A = (avj) — симметри-
ческая тёплицева матрица порядка r (v, j = 0, . . . , r − 1), у которой верх-
няя строка (a00, a01, . . . , a0,r−1) имеет вид a0s = Rx(s) (s = 0, . . . , r − 1), и
b = (b0, . . . , br−1) — r-мерный вектор с координатами bs = Rx(N + s).
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