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Л. Д.Пустыльников, Т.В. Локоть. Алгебраические структуры, связан­
ные с теплицевыми и ганкелевыми матрицами и тензорами. Препринт Ин­
ститута прикладной математики им. М. В. Келдыша РАН, Москва, 2010.

Эта работа — первая часть статьи, состоящей из двух частей. Первая
часть — алгебраическая, а вторая часть — применения к быстрым вычис­
лениям и быстрому прогнозированию. В первой части статьи доказано, что
хотя пространства теплицевых и ганкелевых матриц имеют сложную алгеб­
раическую структуру, каждое из них может быть разложено в сумму двух
подпространств, которые устроены проще с алгебраической точки зрения.
В частности, пространство комплексных квадратных теплицевых матриц
порядка 𝑛 может быть представлено в виде суммы двух подпространств, пе­
ресекающихся по пространству скалярных матриц, каждое из которых есть
алгебра, сопряженная алгебре комплексных диагональных матриц порядка
𝑛. Подобные результаты справедливы в случае ганкелевых матриц, а также
теплицевых и ганкелевых тензоров.

L.D.Pustyl’nikov, T.V. Lokot.. Algebraic structures related to Toeplitz
and Hankel matrices and tensors. Preprint of the Keldysh Institute of Applied
Mathematics of RAS, Moscow, 2010.

This is a first part of the article consisting of two parts. The first part is
algebraic and the second part is applications to fast computations and fast pre-
diction. In the first of the paper is shown that although the spaces of Toeplitz
and Hankel matrices are of complicated structure from the algebraic point
of view, each of them can be decomposed into a sum of two subspaces that
are simpler algebraically. In particular, the space of complex square Toeplitz
matrices of order 𝑛 can be represented as a sum of two subspaces intersecting
in the space of scalar matrices, each of which is an algebra conjugate to the
algebra of complex diagonal matrices of order 𝑛. Similar results hold in the
case of Hankel matrices and also Toeplitz tensors.
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Введение

Теплицевы и ганкелевы матрицы — классические объекты алгебры. Вы­
числения, связанные с теплицевыми и ганкелевыми матрицами, — одна из
актуальных областей современной математики. Причина ее большой попу­
лярности и важности состоит в огромном множестве приложений, которые
имеют теплицевы и ганкелевы матрицы в различных областях науки и тех­
ники. Некоторые из таких приложений указаны во второй части работы.

В отличие от матриц общего вида теплицевы и ганкелевы матрицы
порядка 𝑛 имеют специфическую структуру и однозначно определяются
упорядоченным набором, состоящим из (2𝑛− 1) числа. Благодаря этому ко­
личество арифметических и логических операций (а. о., л. о.), необходимых
при решении задач линейной алгебры с такими матрицами, как правило,
меньше, чем при использовании матриц порядка 𝑛 общего вида. Так, на­
пример, для решения линейной системы уравнений с теплицевой матрицей
порядка 𝑛 найдены алгоритмы, требующие выполнения 𝑂(𝑛 ln𝑛) а. о. при
𝑛 → ∞ ([6, 22, 44]), тогда как в случае произвольных матриц порядка 𝑛 в су­
ществующих алгоритмах количество необходимых а.о. превышает 𝐶𝑛𝛼, где
𝛼 > 2, 𝐶 > 0 — абсолютная константа. Многие из разработанных алгорит­
мов особенно эффективны при больших 𝑛 и они называются асимптотически
быстрыми. Однако при не очень больших 𝑛 сложность этих алгоритмов (т. е.
количество необходимых а. о. и л. о.) может оказаться выше, чем в других
алгоритмах, и использовать их оказывается нецелесообразно.

Одно из перспективных направлений по увеличению быстродействия
работы ЭВМ состоит в распараллеливании вычислительного процесса и ис­
пользовании параллельно работающих процессоров. Сущность распаралле­
ливания состоит в том, что все производимые ЭВМ операции распределя­
ются по группам и операции в одной группе выполняются одновременно.
Дадим более строгое описание распараллеливания. Предположим, что опе­
рации алгоритма разбиты на группы, упорядоченные так, что каждая опе­
рация любой группы зависит либо от начальных данных, либо от результа­
та выполнения операций, находящихся в предыдущих группах. Такое пред­
ставление называется параллельной формой алгоритма [2]. Каждая группа
операций называется ярусом, число групп — высотой, а максимальное чис­
ло операций в ярусе — шириной параллельной формы. Ясно, что высота
характеризует сложность алгоритма и в дальнейшем будет обозначать ко­
личество операций, которые необходимо выполнить при распараллеливании
вычислений, тогда как ширина определяет количество параллельно работа­
ющих процессоров, число которых здесь будет предполагаться сколь угодно
большим.

В данной работе описаны результаты, связанные как с быстрыми, так
и с параллельными вычислениями в задачах, использующих теплицевы и
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ганкелевы матрицы и тензоры, которые эквивалентны двухуровневым мат­
рицам. В основе этих результатов лежат теоремы об алгебраической струк­
туре указанных матриц и тензоров (п. 1, 2, 3). эти теоремы представляют
самостоятельный интерес, так как они вскрывают природу теплицевых и
ганкелевых матриц и тензоров. Непосредственно вычислениям посвящена
вторая часть работы, в которой указаны алгоритмы наименьшей сложности,
и описаны применения к задаче прогнозирования временных рядов (сигна­
лов).

Имеется ряд книг и обзоров, которые достаточно полно охватывают
алгебраические, аналитические и вычислительные аспекты проблематики,
связанной с теплицевыми и ганкелевыми матрицами. Среди них отметим
книги [5], [7] и обзор [3]. Укажем работы, которые непосредственно связаны
с содержанием нашей работы: [1], [4], [8], [9], [13]–[15], [27], [32], [42]. Нуме­
рация определений, лемм и теорем двойная: указывается номер раздела и
через точку номер определения (леммы, теоремы).

§1. Алгебраические структуры пространств
теплицевых и ганкелевых матриц

1.1. Основные определения

Матрицы, рассматриваемые в этой работе — квадратные, комплексные,
имеют порядок 𝑛, за исключением тех случаев, которые указаны в тексте.
Если 𝐴 — матрица порядка 𝑛, то будем ее и ее элементы обозначать в виде
𝐴 = (𝑎𝑠𝑗), где 𝑠 = 0, . . . , 𝑛 − 1, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 1. Иногда для четкости
при обозначении матричных элементов 𝑎𝑠𝑗 между индексами будем писать
запятую: 𝑎𝑠,𝑗.

Определение 1.1. Матрица 𝐴 = (𝑎𝑠𝑗) называется:

1) теплицевой, если 𝑎𝑠𝑗 = 𝑎𝑘𝑙 при 𝑠− 𝑗 = 𝑘 − 𝑙;

2) ганкелевой, если 𝑎𝑠𝑗 = 𝑎𝑘𝑙 при 𝑠+ 𝑗 = 𝑘 + 𝑙;

3) циркулянтной, если 𝑎𝑠𝑗 = 𝑎𝑘𝑙 при 𝑠− 𝑗 = 𝑘 − 𝑙 mod 𝑛;

4) антициркулянтной, если 𝑎𝑠𝑗 = 𝑎𝑘𝑙 при 𝑠+ 𝑗 = 𝑘 + 𝑙 mod 𝑛;

5) косоциркулянтной, если 𝑎𝑠𝑗 = 𝑎𝑘𝑙 при 𝑠− 𝑗 = 𝑘 − 𝑙 + 𝑛;

6) косоантициркулянтной, если 𝑎𝑠𝑗 = 𝑎𝑘𝑙 при 𝑠+ 𝑗 = 𝑘 + 𝑙 + 𝑛.
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Определение 1.2. Пусть 𝑑 = (𝑑0, . . . , 𝑑𝑛−1) — вектор размерности 𝑛. Опре­
делим преобразование Фурье 𝑑* = 𝐹𝑑 от вектора 𝑑 формулами

𝑑* = 𝐹𝑑 = (𝑑0, . . . , 𝑑𝑛−1) , 𝑑
*
𝑘 =

𝑛−1∑︁
𝑗=0

e−2𝜋𝑖𝑘𝑗/𝑛𝑑𝑗; 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1,

здесь 𝑖 — мнимая единица.

Замечание 1.1. Известно, что введенное таким образом преобразование
Фурье невырождено и обратное к нему преобразование 𝐹−1 от вектора 𝑑*

задается формулами

𝑑 = 𝐹−1𝑑* = (𝑑0, . . . , 𝑑𝑛−1), 𝑑𝑘 =
1

𝑛

𝑛−1∑︁
𝑗=0

e2𝜋𝑖𝑘𝑗/𝑛𝑑*𝑗 ; 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1.

Определение 1.3. Сверткой двух векторов 𝑎 = (𝑎0, . . . , 𝑎𝑛−1) и 𝑏 =
(𝑏0, . . . , 𝑏𝑛−1) называется вектор 𝑐 = 𝑐 * 𝑏 = (𝑐0, . . . , 𝑐𝑛−1), который опре­
деляется следующим образом:

𝑐𝑘 =
𝑘∑︁

𝑗=0

𝑎𝑘−𝑗𝑏𝑗 +
𝑛−1∑︁

𝑗=𝑘+1

𝑎𝑛+𝑘−𝑗𝑏𝑗; 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1,

причем последняя сумма определена только в случае 𝑘 ̸= 𝑛 − 1, а при
𝑘 = 𝑛− 1, она считается равной нулю.

1.2. Основные обозначения

1. Множества теплицевых, циркулянтных, косоциркулянтных, ганкеле­
вых, антициркулянтных, косоантициркулянтных, диагональных и ска­
лярных матриц обозначим соответственно через 𝑇 , 𝑇1, 𝑇2, Γ, Γ1, Γ2,
𝒟, 𝑆.

2. ℒ = (𝑙𝑠𝑗) — циркулянтная матрица, у которой верхняя строка
(𝑙00, . . . , 𝑙0,𝑛−1) имеет вид

𝑙0𝑗 = − 2

𝑛
(︀
e𝜋𝑖(2𝑗−1)/𝑛 − 1

)︀ , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1,

где 𝑖 — мнимая единица.

Замечание 1.2. Можно показать (см. лемму 1.10, п. 1.4), что ℒ —
невырожденная матрица, а обратная к ней матрица ℒ−1 = (𝜇𝑠𝑗) —
циркулянтная и ее верхняя строка (𝜇00, . . . , 𝜇0,𝑛−1) имеет вид

𝜇0𝑗 = − 2

𝑛
(︀
e𝜋𝑖(2𝑗+1)/𝑛 − 1

)︀ , 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1.
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3. ̂︀𝐸 — матрица, у которой на диагонали, идущей из левого нижнего угла

в правый верхний угол, стоят единицы, а остальные элементы — нули.

4. 𝐽 = (𝐽𝑠𝑗) — антициркулянтная матрица, у которой верхняя строка
(𝐽00, . . . , 𝐽0,𝑛−1) имеет вид 𝐽00 = 1, 𝐽0𝑗 = 0 при 𝑗 ̸= 0.

5. Φ, Φ−1 — такие матрицы, что для любого 𝑛–мерного вектора 𝑑 спра­
ведливы равенства 𝐹𝑑 = Φ𝑑, 𝐹−1𝑑 = Φ−1𝑑.

6. 𝐼 = (𝐼𝑠𝑗) — циркулянтная матрица порядка 2𝑛, у которой верхняя
строка (𝐼00, . . . , 𝐼0,2𝑛−1) имеет вид 𝐼0𝑛 = 1, 𝐼0𝑗 = 0 при 𝑗 ̸= 𝑛.

7. Если 𝐴, 𝐵 — фиксированные матрицы порядка 𝑛, а 𝑅 — некоторое
множество порядка 𝑛, то выражения 𝐴𝑅, 𝑅𝐵, 𝐴𝑅𝐵 обозначают мно­
жества матриц вида 𝐴𝐶, 𝐶𝐵 и 𝐴𝐶𝐵, где 𝐶 ∈ 𝑅.

1.3. Формулировки теорем

Теорема 1.1. Линейное пространство 𝑇 есть сумма двух подпро­
странств 𝑇1 и 𝑇2 таких, что

1) 𝑇1 ∩ 𝑇2 = 𝑆;

2) 𝑇1 = Φ−1𝒟Φ, 𝑇2 = Φ−1ℒ−1𝒟ℒΦ;

3) если матрица 𝐴′ = (𝑎′𝑠𝑗) такая, что 𝐴′ ∈ 𝑇1, то 𝐴′ = Φ−1Λ′Φ,
где Λ′ — диагональная матрица с диагональными числами 𝑙′0, . . . ,
𝑙′𝑛−1, причем вектор 𝑙′ = (𝑙′0, . . . , 𝑙

′
𝑛−1) имеет вид 𝑙′ = 𝐹𝑎′, где

𝑎′ = (𝑎′0, . . . , 𝑎
′
𝑛−1) — вектор с координатами 𝑎′0 = 𝑎′00, 𝑎

′
1 =

𝑎′0,𝑛−1, . . . , 𝑎
′
𝑛−1 = 𝑎′01;

4) если матрица 𝐴′′ = (𝑎′′𝑠𝑗) такая, что 𝐴′′ ∈ 𝑇2, то 𝐴′′ = Φ−1ℒ−1Λ′′ℒΦ,
где Λ′′ — диагональная матрица с диагональными числами 𝑙′′0 , . . . ,
𝑙′′𝑛−1, причем вектор 𝑙′′ = (𝑙′′0 , . . . , 𝑙

′′
𝑛−1) имеет вид 𝑙′′ = ℒ𝐹𝑎′′,

где 𝑎′′ = (𝑎′′0, . . . , 𝑎
′′
𝑛−1) — вектор с координатами 𝑎′′0 = 𝑎′′00, 𝑎

′′
1 =

−𝑎′′0,𝑛−1, . . . , 𝑎
′′
𝑛−1 = −𝑎′′01.

Теорема 1.2. Линейное пространство Γ есть сумма двух линейных под­
пространств Γ1 и Γ2 таких, что

1) Γ1 ∩ Γ2 = ̂︀𝐸𝑆;

2) Γ1 = Φ−1𝐽𝒟Φ, Γ2 = Φ−1ℒ−1 ̂︀𝐸𝒟ℒΦ;
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3) если матрица 𝐵′ = (𝑏′𝑠𝑗) такая, что 𝐵′ ∈ Γ1, то 𝐵′ = Φ−1𝐽Λ′Φ,

где Λ′ — диагональная матрица с диагональными числами 𝑙′0, . . . ,
𝑙′𝑛−1, причем вектор 𝑙′ = (𝑙′0, . . . , 𝑙

′
𝑛−1) имеет вид 𝑙′ = 𝐹𝑏′, где 𝑏′ =

(𝑏′0, . . . , 𝑏
′
𝑛−1) — вектор с координатами 𝑏′0 = 𝑏′00, 𝑏′1 = 𝑏′0,𝑛−1, . . . ,

𝑏′𝑛−1 = 𝑏′01;

4) если матрица 𝐵′′ = (𝑏′′𝑠𝑗) такая, что 𝐵′′ ∈ Γ2, то 𝐵′′ =

Φ−1ℒ−1 ̂︀𝐸Λ′′ℒΦ, где Λ′′ — диагональная матрица с диагональными
числами 𝑙′′0 , . . . , 𝑙′′𝑛−1, причем вектор 𝑙′′ = (𝑙′′0 , . . . , 𝑙

′′
𝑛−1) имеет вид

𝑙′′ = ℒ𝐹𝑏′′, где 𝑏′′ = (𝑏′′0, . . . , 𝑏
′′
𝑛−1) — вектор с координатами 𝑏′′0 = 𝑏′′0,0,

𝑏′′1 = −𝑏′′0,𝑛−1, . . . , 𝑏′′𝑛−1 = −𝑏′′01.

1.4. Вспомогательные леммы

Лемма 1.1. Пусть 𝐴 = (𝑎𝑠𝑗) — теплицева матрица, 𝐴′ = (𝑎′𝑠𝑗) — цирку­
лянтная матрица, у которой верхняя строка (𝑎′00, . . . , 𝑎

′
0,𝑛−1) имеет вид

𝑎′0𝑗 = (𝑎0𝑗 + 𝑎𝑛−𝑗,0)/2 при 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1, 𝑎′00 = 𝑎00, а 𝐴′′ = (𝑎′′𝑠𝑗) — косоцир­
кулянтная матрица, у которой верхняя строка 𝑎′′00, . . . , 𝑎

′′
0,𝑛−1) имеет вид

𝑎′′0𝑗 = (𝑎0𝑗 − 𝑎𝑛−𝑗,0)/2 при 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1, 𝑎′′00 = 0. Тогда 𝐴 = 𝐴′ + 𝐴′′.

Доказательство следует из определения 1.1.

Лемма 1.2. Пусть 𝐴 = (𝑎𝑠𝑗) — ганкелева матрица, 𝐴′ = (𝑎′𝑠𝑗) — антицир­
кулянтная матрица, у которой верхняя строка (𝑎′00, . . . , 𝑎

′
0,𝑛−1) имеет вид

𝑎′0𝑗 = (𝑎0𝑗 + 𝑎𝑗+1,𝑛−1)/2 при 𝑗 ̸= 𝑛− 1, 𝑎′0,𝑛−1 = 𝑎0,𝑛−1, а 𝐴′′ = (𝑎′′𝑠𝑗) — косоан­
тициркулянтная матрица, у которой верхняя строка 𝑎′′00, . . . , 𝑎

′′
0,𝑛−1 име­

ет вид 𝑎′′0𝑗 = (𝑎0𝑗 − 𝑎𝑗+1,𝑛−1)/2 при 𝑗 ̸= 𝑛− 1, 𝑎′′0,𝑛−1 = 0. Тогда 𝐴 = 𝐴′+𝐴′′.

Доказательство следует из определения 1.1.

Лемма 1.3. Пусть 𝐴 — косоциркулянтная матрица, 𝐵 — косоантицир­
кулянтная матрица,

̃︀𝐴 =

⎛⎜⎝ 𝐴
... −𝐴

. . . . . . . . . . .

−𝐴
... 𝐴

⎞⎟⎠ , ̃︀𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐵
... −𝐵

. . . . . . . . . . .

−𝐵
... 𝐵

⎞⎟⎠ ,

матрицы порядка 2𝑛, состоящие их четырех блоков, причем диагональные
блоки совпадают с матрицами 𝐴 и 𝐵, соответственно, а два других бло­
ка — с матрицами −𝐴 и −𝐵, соответственно. Тогда ̃︀𝐴 — циркулянтная
матрица порядка 2𝑛, а ̃︀𝐵 — антициркулянтная матрица порядка 2𝑛.

Доказательство следует из определения 1.1.
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Лемма 1.4. Пусть 𝐴 = (𝑎𝑠𝑗) — циркулянтная матрица, 𝐵 = (𝑏𝑠𝑗) —
антициркулянтная матрица, а 𝑥 — 𝑛–мерный вектор. Тогда 𝐴𝑥 — сверт­
ка вектора 𝑎 = (𝑎0, . . . , 𝑎𝑛−1) с координатами 𝑎0 = 𝑎00, 𝑎1 = 𝑎0,𝑛−1, . . . ,
𝑎𝑛−1 = 𝑎01 и вектора 𝑥, а вектор 𝐽𝐵𝑥 — свертка вектора 𝑏 = (𝑏0, . . . , 𝑏𝑛−1)
с координатами 𝑏0 = 𝑏00, 𝑏1 = 𝑏0,𝑛−1, . . . , 𝑏𝑛−1 = 𝑏01 и вектора 𝑥.

Доказательство следует из определений 1.1, 1.3 и обозначения 4 п. 1.2.

Лемма 1.5. Пусть 𝑒 = (𝑒0, . . . , 𝑒2𝑛−1) — 2𝑛–мерный вектор, у которого
координата 𝑒𝑛 = 1, а при 𝑘 ̸= 𝑛 координата 𝑒𝑘 = 0, 𝑒* = (𝑒*0, . . . , 𝑒

*
2𝑛−1) =

𝐹𝑒, где 𝐹 — преобразование Фурье, введенное в определении 1.2, в котором
число 𝑛 заменено на число 2𝑛. Тогда при 𝑣 = 0, . . . , 𝑛− 1 координата 𝑒*2𝑣 =
1, а координата 𝑒*2𝑣+1 = −1.

Доказательство следует из определения 1.2.

Лемма 1.6. Предположим, что 𝑛–мерный вектор 𝑐 = (𝑐0, . . . , 𝑐𝑛−1) есть
свертка 𝑛–мерных векторов 𝑎 = (𝑎0, . . . , 𝑎𝑛−1) и 𝑏 = (𝑏0, . . . , 𝑏𝑛−1).

Пусть

𝑐* = (𝑐*0, . . . , 𝑐
*
𝑛−1) = 𝐹𝑐, 𝑐 = (𝑐0, . . . , 𝑐𝑛−1) = 𝐹−1𝑐,

𝑎* = (𝑎*0, . . . , 𝑎
*
𝑛−1) = 𝐹𝑎, 𝑎̃ = (𝑎̃0, . . . , 𝑎̃𝑛−1) = 𝐹−1𝑎,

𝑏* = (𝑏*0, . . . , 𝑏
*
𝑛−1) = 𝐹𝑏, 𝑏̃ =

(︁
𝑏̃0, . . . , 𝑏̃𝑛−1

)︁
= 𝐹−1𝑏.

Тогда
𝑎*𝑘𝑏

*
𝑘 = 𝑐*𝑘, 𝑛𝑎̃𝑘𝑏̃𝑘 = 𝑐𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1.

Доказательство. Докажем первое равенство. Имеем

𝑎*𝑘𝑏
*
𝑘 =

𝑛−1∑︁
𝑣=0

e−2𝜋𝑖𝑘𝑣/𝑛𝑎𝑣

𝑛−1∑︁
𝜇=0

e−2𝜋𝑖𝑘𝜇/𝑛𝑏𝜇 =
𝑛−1∑︁
𝑣=0

𝑛−1∑︁
𝜇=0

e−2𝜋𝑖𝑘(𝑣+𝜇)/𝑛𝑎𝑣𝑏𝜇 =

=
𝑛−1∑︁
𝜃=0

e−2𝜋𝑖𝑘𝜃/𝑛

⎛⎝ 𝜃∑︁
𝜇=0

𝑎𝜃−𝜇𝑏𝜇 +
𝑛−1∑︁

𝜇=𝜃+1

𝑎𝜃−𝜇+𝑛𝑏𝜇

⎞⎠ = 𝑐*𝑘,

что и доказывает первое равенство. Второе равенство с учетом замеча­
ния 1.1, доказывается аналогично. Лемма 1.6 доказана.

Лемма 1.7. Пусть 𝑥 = (𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1) — 𝑛–мерный вектор, а 𝐽 — матрица,
введенная обозначением 4 п. 1.2. Тогда 𝐹𝐽𝑥 = 𝐽𝐹𝑥.
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Доказательство. Пусть 𝑦 = (𝑦0, . . . , 𝑦𝑛−1) = 𝐽𝐹𝑥, 𝑧 = (𝑧0, . . . , 𝑧𝑛−1) = 𝐽𝑥.
В силу обозначения 4 п. 1.2 и определения 1.2 имеем равенства 𝑧0 = 𝑥0,
𝑧𝑠 = 𝑥𝑛−𝑠 при 𝑠 ̸= 0,

𝑦𝑘 =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

e−2𝜋𝑖(𝑛−𝑘)𝑗/𝑛 𝑥𝑗 =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

e−2𝜋𝑖𝑘(−𝑗+𝑛)/𝑛 𝑥𝑗,

где 𝑖 — мнимая единица. Поэтому, полагая в последнем равенстве 𝑛− 𝑗 = 𝑠
при 𝑗 ̸= 0, получим

𝑦𝑘 =
𝑛−1∑︁
𝑠=1

e−2𝜋𝑖𝑘𝑠/𝑛 𝑥𝑛−𝑠 + 𝑥0 =
𝑛−1∑︁
𝑠=0

e−2𝜋𝑖𝑘𝑠/𝑛 𝑧𝑠,

то есть 𝐽𝐹𝑥 = 𝐹𝐽𝑥. Лемма 1.7 доказана.

Лемма 1.8. Пусть 𝑏 = (𝑏0, . . . , 𝑏𝑛−1), 𝑥 = (𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1), 𝑦 = (𝑦0, . . . , 𝑦𝑛−1)
— три 𝑛–мерных вектора такие, что

𝑏𝑘 = 𝑥𝑘𝑦𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1, (1)

а 𝑥* = (𝑥*0, . . . , 𝑥
*
𝑛−1) = 𝐹𝑥. Тогда 𝐹𝑏 = 𝑋𝐹𝑦, где 𝑋 = (𝑥𝑠𝑗) — циркулянт­

ная матрица, у которой верхняя строка имеет вид

𝑥00 =
1

𝑛
𝑥*0, 𝑥01 =

1

𝑛
𝑥*𝑛−1, . . . , 𝑥0,𝑛−1 =

1

𝑛
𝑥*1.

Доказательство. Введем вектор

𝑏̃ =
(︁
𝑏̃0, . . . , 𝑏̃𝑛−1

)︁
= 𝐹−1 (𝑋𝐹𝑦) . (2)

Из определения матрицы 𝑋 и леммы 1.4 следует, что вектор 𝑏* = 𝑋𝐹𝑦 есть

свертка векторов 𝑥̃ =
1

𝑛
𝑥* и 𝐹𝑦. Применяя лемму 1.6 и учитывая (2) и (1),

получим

𝑏̃𝑘 =
1

𝑛
𝑛𝑥𝑘𝑦𝑘 = 𝑏𝑘,

что доказывает лемму 1.8.

Лемма 1.9. Пусть 𝑎 = (𝑎0, . . . , 𝑎𝑛−1) — 𝑛–мерный вектор, 𝑎̃ =
(𝑎̃0, . . . , 𝑎̃𝑛−1,0, . . . ,0) — 2𝑛–мерный вектор, первые 𝑛 координат которо­
го совпадают с соответствующими координатами вектора 𝑎, а осталь­
ные координаты равны нулю, 𝑎* = 𝐹𝑎 = (𝑎*0, . . . , 𝑎

*
𝑛−1), 𝑎̃* = 𝐹 𝑎̃ =

(𝑎̃*0, . . . , 𝑎̃
*
2𝑛−1) (здесь 𝐹 𝑎̃ — преобразование Фурье от 2𝑛–мерного вектора

𝑎̃, введенное в определении 2 п. 1.2, в котором число 𝑛 заменено числом
2𝑛). Пусть, далее, 𝑎̃′ = (𝑎̃′0, . . . , 𝑎̃

′
𝑛−1) — 𝑛–мерный вектор, координаты

которого имеют вид 𝑎̃′𝑘 = 𝑎̃*2𝑘+1 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1).
Тогда 𝑎̃′ = ℒ𝑎*, где ℒ — матрица, введенная обозначением 2 п. 1.2.
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Доказательство. Из определения 1.2 и определения вектора 𝑎̃′ следует,
что 𝑎̃′ = 𝐹𝑏, где 𝑏 = (𝑏0, . . . , 𝑏𝑛−1) — 𝑛–мерный вектор, координаты которого
имеют вид 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘𝑟𝑘, (𝑘 = 0, . . . , 𝑛−1), где 𝑟𝑘 = e−𝜋𝑖𝑘/𝑛, 𝑖 — мнимая единица.
Теперь, применяя лемму 1.8 и обозначение 2 п. 1.2, получим утверждение
леммы 1.9. Лемма 1.9 доказана.

Лемма 1.10. Матрица ℒ, введенная обозначением 2 п. 1.2, — невырож­
денная, обратная к ней матрица ℒ−1 = (𝜇𝑠𝑗) — циркулянтная, у которой
верхняя строка (𝜇00, . . . , 𝜇0,𝑛−1) имеет вид

𝜇0𝑘 = − 2

𝑛
(︀
e𝜋𝑖(2𝑘+1)/𝑛 − 1

)︀ ; 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1,

где 𝑖 — мнимая единица.

Доказательство. Из леммы 1.8 и доказательства леммы 1.9 следует, что
ℒ = Φ𝑅Φ−1, где 𝑅 — диагональная матрица с диагональными числами
𝑟′𝑘 = e−𝜋𝑖𝑘/𝑛 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1), а матрица Φ введена обозначением 5 п. 1.2.
Поэтому матрица ℒ−1 = Φ𝑅Φ−1 — невырожденная и согласно лемме 1.8
имеет вид, указанный в лемме 1.10. Лемма 1.10 доказана.

Лемма 1.11. Пусть ℒ — матрица, введенная обозначением 2 п. 1.2, ℒ−1 —
матрица, обратная ℒ, 𝑥 — произвольный 𝑛–мерный вектор. Тогда

ℒ𝐹𝑥 = 𝐹𝑅𝑥, ℒ−1𝑥 = 𝐹𝑅−1𝐹−1𝑥,

где 𝑅 — диагональная матрица с диагональными числами 𝑟′𝑘 = e−𝜋𝑖𝑘/𝑛 (𝑘 =
0, . . . , 𝑛 − 1), а 𝑅−1 — диагональная матрица с диагональными числами
𝑟′′𝑘 = e𝜋𝑖𝑘/𝑛 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1).

Доказательство леммы 1.11 следует из доказательства леммы 1.10.

Лемма 1.12. Рассмотрим четыре матрицы

𝐴′ =
(︀
𝑎′𝑠𝑗

)︀
∈ 𝑇1, 𝐴′′ =

(︀
𝑎′′𝑠𝑗

)︀
∈ 𝑇2, 𝐵′ =

(︀
𝑏′𝑠𝑗

)︀
∈ Γ1, 𝐵′′ =

(︀
𝑏′′𝑠𝑗

)︀
∈ Γ2

и матрицу ̂︀𝐸, введенную определением 3 п. 1.2. Тогда выполняются следу­
ющие утверждения:

1) существуют матрицы 𝐷′ =
(︀
𝑑′𝑠𝑗

)︀
и 𝐷′′ =

(︀
𝑑′′𝑠𝑗

)︀
, такие что 𝐷′ ∈ 𝑇1,

𝐷′′ ∈ 𝑇2 и справедливы равенства

̂︀𝐸𝐷′ = 𝐵′, ̂︀𝐸𝐷′′ = 𝐵′′;



11
2) верхняя строка

(︀
𝑑′00, . . . , 𝑑

′
0,𝑛−1

)︀
матрицы 𝐷′ совпадает с ниж­

ней строкой
(︀
𝑏′𝑛−1,0, . . . , 𝑏

′
𝑛−1,𝑛−1

)︀
матрицы 𝐵′, а нижняя стро­

ка
(︀
𝑑′′𝑛−1,0, . . . , 𝑑

′′
𝑛−1,𝑛−1

)︀
матрицы 𝐷′′ совпадает с верхней строкой(︀

𝑏′′00, . . . , 𝑏
′′
0,𝑛−1

)︀
матрицы 𝐵′′;

3) матрица 𝐶 ′ = (𝑐′𝑠𝑗)
def
= 𝐴′ ̂︀𝐸 ∈ Γ1, а матрица 𝐶 ′′ = (𝑐′′𝑠𝑗)

def
= 𝐴′′ ̂︀𝐸 ∈ Γ2;

4) левый столбец

⎛⎝ 𝑎′00...
𝑎′𝑛−1,0

⎞⎠ матрицы 𝐴′ совпадает с правым столбцом

⎛⎝ 𝑐′0,𝑛−1
...

𝑐′𝑛−1,𝑛−1

⎞⎠ матрицы 𝐶 ′, а правый столбец

⎛⎝ 𝑎′′0,𝑛−1
...

𝑎′′𝑛−1,𝑛−1

⎞⎠ матрицы 𝐴′′

совпадает с левым столбцом

⎛⎝ 𝑐′′00...
𝑐′𝑛−1,0

⎞⎠ матрицы 𝐶 ′′.

Доказательство следует из определения 1.1 и обозначения 3 для мат­
рицы ̂︀𝐸 в п. 1.2.

1.5. Доказательства теорем

Теоремы 1.1 и 1.2 впервые сформулированы в [13] и [15], а доказатель­
ство теоремы 1.1 дано в [15] (теорема 1, гл. 1). В этом доказательстве ис­
пользованы лемма 1.1, первая часть леммы 1.3, первая часть леммы 1.4,
леммы 1.5, 1.6, 1.8, 1.9, 1.10 и 1.11.

Далее будет доказана теорема 1.2.
Доказательство теоремы 1.2. Утверждение 1), очевидно, следует из
определения 1.1, обозначений 1 и 3 в п. 1.2 и леммы 1.2.

Пусть 𝐵′ = (𝑏′𝑠𝑗) — антициркулянтная матрица, 𝑥 = (𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1) —
𝑛–мерный вектор. Из леммы 1.4 следует, что вектор 𝐽𝐵′𝑥 есть свертка век­
торов 𝑏′ = (𝑏′00, 𝑏

′
0,𝑛−1, . . . , 𝑏

′
01) и 𝑥. Поэтому в силу лемм 1.4, 1.6, 1.7

𝐹𝐵′𝑥 = 𝐹𝐽𝐽𝐵′𝑥 = 𝐽𝐹𝐽𝐵′𝑥 = 𝐽Λ′𝐹𝑥,

где Λ′ — диагональная матрица с диагональными числами 𝑙′0, . . . , 𝑙
′
𝑛−1, при­

чем вектор 𝑙′ = (𝑙′0, . . . , 𝑙
′
𝑛−1) имеет вид 𝑙′ = 𝐹𝑏′, а вектор 𝑏′ определен в

утверждении 3) теоремы 1.2.
Тем самым утверждение 3) теоремы 1.2 доказано.
Обратно, если Λ′ — произвольная диагональная матрица с диаго­

нальными числами 𝜆′
0, . . . , 𝜆

′
𝑛−1, то, обозначая через 𝜆 и 𝑏 векторы 𝜆 =

(𝜆′
0, . . . , 𝜆

′
𝑛−1), 𝑏 = (𝑏0, . . . , 𝑏𝑛−1) = 𝐹−1𝜆, на основании лемм 1.4, 1.6, 1.7
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получим, что антициркулянтная матрица 𝐵′ = (𝑏′𝑠𝑗), верхняя строка кото­
рой имеет вид 𝑏′00 = 𝑏0, 𝑏′01 = 𝑏𝑛−1, . . . , 𝑏′0,𝑛−1 = 𝑏1, удовлетворяет равенству
𝐵′ = Φ−1𝐽Λ′Φ.

Таким образом, первое равенство в утверждении 2) теоремы 1.2 дока­
зано.

Докажем второе равенство в утверждении 2) и утверждение 4). Пусть
𝑥 = (𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1) — 𝑛–мерный вектор и 𝐵′′ = (𝑏𝑠𝑗) — косоантициркулянтная
матрица порядка 𝑛. Обозначим через ̃︀𝐵 матрицу порядка 2𝑛, состоящую из
четырех блоков, причем диагональные блоки совпадают с матрицей 𝐵′′, а
два других блока — с матрицей −𝐵′′:

̃︀𝐵 =

⎛⎜⎝ 𝐵′′ ... −𝐵′′

. . . . . . . . . . . . .

−𝐵′′ ... 𝐵′′

⎞⎟⎠ .

Из леммы 1.3 следует, что ̃︀𝐵 — антициркулянтная матрица. Введем вектор
𝑦 = (𝑦0, . . . , 𝑦𝑛−1) = 𝐵′′𝑥 и два вектора размерности 2𝑛:

𝑥̃ = (𝑥0, . . . , 𝑥𝑛−1,0, . . . ,0), 𝑦 = (𝑦0, . . . , 𝑦𝑛−1,0, . . . ,0),

первые 𝑛 координат которых совпадают с соответствующими координатами
векторов 𝑥, 𝑦, а остальные координаты — нули. Из вида матрицы ̃︀𝐵 следует,
что ̃︀𝐵𝑥̃ = 𝑦 − 𝐼𝑦, (3)

где 𝐼 — матрица, введенная обозначением 6 п. 1.2.
Пусть 𝑏̃ = (𝑏′′00,−𝑏′′0,𝑛−1, . . . , 𝑏

′′
01,−𝑏′′00, 𝑏

′′
0,𝑛−1, . . . , 𝑏

′′
01) есть вектор размер­

ности 2𝑛, полученный из верхней строки (𝑏′′00, 𝑏′′01, . . . , 𝑏′′0,𝑛−1, −𝑏′′00, −𝑏′′01, . . . ,
−𝑏′′0,𝑛−1) матрицы ̃︀𝐵, если в ней второй элемент слева заменить на 2𝑛–й эле­
мент слева, 3–й элемент слева заменить на (2𝑛− 1)–й элемент слева и т. д.,
2𝑛–й слева заменить на второй элемент слева. Пусть 𝑏̃* =

(︁
𝑏̃*0, . . . , 𝑏̃

*
2𝑛−1

)︁
=

𝐹 𝑏̃, где 𝐹 𝑏̃ — преобразование Фурье от 2𝑛–мерного вектора 𝑏̃, введенное
в определении 1.2, в котором число 𝑛 заменено числом 2𝑛. Согласно лем­
мам 1.4, 1.6, 1.7

𝐹 ̃︀𝐵𝑥 = 𝐽 (2𝑛)̃︀Λ𝐹𝑥̃, (4)

где ̃︀Λ — диагональная матрица с диагональными числами 𝜆̃0 = 𝑏̃*, . . . ,
𝜆̃2𝑛−1 = 𝑏̃*2𝑛−1, а 𝐽 (2𝑛) =

(︁
𝐽
(2𝑛)
𝑠𝑗

)︁
— антициркулянтная матрица порядка 2𝑛,

у которой верхняя строка
(︁
𝐽
(2𝑛)
00 , 𝐽

(2𝑛)
01 , . . . , 𝐽

(2𝑛)
0,𝑛−1

)︁
имеет вид 𝐽

(2𝑛)
00 = 1, а

𝐽
(2𝑛)
0𝑗 = 0 при 𝑗 ̸= 0. Далее рассмотрим векторы 𝑥̃* = (𝑥̃*0, . . . , 𝑥̃

*
2𝑛−1) =
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𝐹𝑥̃, 𝑦* = (𝑦*0, . . . , 𝑦

*
2𝑛−1) = 𝐹𝑦, 𝑧 = 𝐹𝑥̃, 𝑧* = (𝑧*0, . . . , 𝑧

*
2𝑛−1) = 𝐹𝑧, 𝑏̃* =

(𝑏̃*0, . . . , 𝑏̃
*
2𝑛−1) = 𝐹 𝑏̃ и введем векторы размерности 𝑛:

𝑥̃′ = (𝑥̃*1, 𝑥̃
*
3, . . . , 𝑥̃

*
2𝑛−1) , 𝑧′ = (𝑧*1, 𝑧

*
3, . . . , 𝑧

*
2𝑛−1) ,

𝑦′ = (𝑦*1, 𝑦
*
3, . . . , 𝑦

*
2𝑛−1) , 𝑏̃′ =

(︁
𝑏̃*1, 𝑏̃

*
3, . . . , 𝑏̃

*
2𝑛−1

)︁
,

координаты которых совпадают с соответствующими нечетными координа­
тами векторов 𝑥̃*, 𝑧*, 𝑦*, 𝑏̃*. Из (4) и (3) следует равенство

𝑧′ = ̂︀𝐸̃︀Λ′𝑥̃′, (5)

где ̃︀Λ′ — диагональная матрица с диагональными числами

𝜆̃′
0 = 𝑏̃*1, 𝜆̃′

1 = 𝑏̃*3, . . . , 𝜆̃′
𝑛−1 = 𝑏̃*2𝑛−1, (6)

которые совпадают с соответствующими нечетными координатами вектора
𝑏̃*. Далее, в силу (3), определений векторов 𝑧′, 𝑦′, 𝑥̃′, обозначения 6, п. 1.2,
и лемм 1.4, 1.6, 1.5, 1.9 имеем равенство

𝑧′ = 2𝑦′ = 2ℒ𝐹𝑦, (7)

в силу леммы 1.9
𝑥̃′ = ℒ𝐹𝑥, (8)

а согласно определению векторов 𝑏̃, 𝑏̃′, обозначению 6, п. 1.2, леммам 1.4,
1.6, 1.5, 1.9

𝑏̃′ = 2ℒ𝐹𝑏′′, (9)

где 𝑏′′ = (𝑏′′0, . . . , 𝑏
′′
𝑛−1) — вектор с координатами 𝑏′′0 = 𝑏′′00, 𝑏′′1 = −𝑏′′0,𝑛−1, . . . ,

𝑏′′1 = −𝑏′′01. Поэтому из 7, 5, 8 и леммы 1.10 получаем:

𝐹𝑦 =
1

2
ℒ−1 ̂︀𝐸̃︀Λ′ℒΦ𝑥,

и, следовательно, 𝑦 = 1
2Φ

−1ℒ−1 ̂︀𝐸̃︀Λ′ℒΦ𝑥. Это равенство эквивалентно равен­
ству

𝐵′′ = Φ−1ℒ−1 ̂︀𝐸Λ′′Φ (10)

из утверждения 4) теоремы 1.2, так как в силу (9) элементы матрицы Λ′′

из 10 в два раза меньше соответствующих элементов матрицы ̃︀Λ′. Таким
образом, мы доказали утверждение 4) теоремы 1.2, а для доказательства
второго равенства из утверждения 2) теоремы 1.2 достаточно по произволь­
ной диагональной матрице

Λ′′ =

⎛⎝𝜆′′
0 . . . 0
... . . . ...
0 . . . 𝜆′′

𝑛−1

⎞⎠
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построить такую косоантициркулянтную матрицу 𝐵′′, чтобы выполнялось
второе равенство из утверждения 2) теоремы 1.2. Для этого обозначим че­
рез 𝜆′′ = (𝜆′′

0, . . . , 𝜆
′′
𝑛−1) 𝑛–мерный вектор, координаты которого являются

диагональными числами матрицы Λ′′, введем вектор

𝑏′′ = (𝑏′′0, . . . , 𝑏
′′
𝑛−1) = 𝐹−1ℒ−1𝜆′′ (11)

и косоантициркулянтную матрицу 𝐵′′ = (𝑏′′𝑠𝑗), верхняя строка которой имеет
вид

𝑏′′00 = 𝑏′′0, 𝑏′′01 = −𝑏′′𝑛−1, . . . , 𝑏′′0,𝑛−1 = −𝑏′′1. (12)

Применяя теперь утверждение 4) теоремы 1.2, (11) и (12), получим,
что матрицы 𝐵′′ и Λ′′ удовлетворяют второму равенству утверждения 2)
теоремы 1.2. Теорема 1.2 доказана.

§2. Алгебраическая структура пространства
теплицевых тензоров

В этом параграфе формулируется и доказывается теорема об алгеб­
раической структуре пространства теплицевых тензоров, которая обобщает
соответствующие результаты для теплицевых матриц (теорема 1.1).

Далее рассматриваются тензоры вида 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
, где 𝑘, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1−

1; 𝑙,𝑚 = 0, . . . , 𝑛2 − 1; 𝑛1, 𝑛2 — натуральные числа. Каждый такой тензор
определяет линейное преобразование линейного пространства 𝑊 комплекс­
ных матриц, имеющих 𝑛1 строк и 𝑛2 столбцов, следующим образом. Пусть
𝑋 = (𝑥𝑗𝑚) — матрица, в которой 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑚 = 0, . . . , 𝑛2 − 1. Тогда
𝐴𝑋 = 𝑌 = (𝑦𝑘𝑙), где 𝑘 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑙 = 0, . . . , 𝑛2 − 1;

𝑦𝑘,𝑙 =

𝑛1−1∑︁
𝑗=0

𝑛2−1∑︁
𝑚=0

𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 𝑥𝑗𝑚.

Верно и обратное: каждому линейному преобразованию 𝐴 : 𝑋 → 𝑌 = 𝐴𝑋

пространства 𝑊 соответствует тензор 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
. В дальнейшем будем

отождествлять линейные преобразования пространства 𝑊 и соответству­
ющие им тензоры. Исходя из этого, естественным образом определяются
произведение тензоров и тензор, обратный данному, через соответствующие
понятия в алгебре операторов пространства 𝑊 .

2.1. Основные определения

Определение 2.1. Тензор 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
называется
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1) единичным, если 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝛿𝑖𝑘𝛿

𝑚
𝑙 , где 𝛿𝑗𝑘 и 𝛿𝑚𝑙 — символ Кронекера, т. е. он

равен 1, если верхний индекс совпадает с нижним, и равен 0, если эти
индексы отличаются друг от друга;

2) диагональным, если 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑟𝑘𝑙𝛿
𝑖
𝑘𝛿

𝑚
𝑙 , где 𝑟𝑘𝑙 — некоторые числа;

3) скалярным, если 𝐴 — диагональный тензор, а число 𝑟𝑘𝑙 не зависит от
𝑘 и 𝑙;

4) теплицевым, если 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑎𝑞𝑠𝑝𝑟 при 𝑘 − 𝑗 = 𝑝− 𝑞, 𝑙 −𝑚 = 𝑟 − 𝑠;

5) циклическим по первой паре индексов, если 𝐴 — теплицев тензор и
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑎𝑞𝑚𝑝𝑙 при 𝑘 − 𝑗 ≡ 𝑝− 𝑞 mod 𝑛1;

6) циклическим по второй паре индексов, если 𝐴 — теплицев тензор и
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑎𝑗𝑠𝑓𝑟 при 𝑙 −𝑚 ≡ 𝑟 − 𝑠 mod 𝑛2;

7) косоциклическим по первой паре индексов, если 𝐴 — теплицев тензор
и 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = −𝑎𝑞𝑚𝑝𝑙 при 𝑘 − 𝑗 = 𝑝− 𝑞 + 𝑛1;

8) косоциклическим по второй паре индексов, если 𝐴 — теплицев тензор
и 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = −𝑎𝑗𝑠𝑓𝑟 при 𝑙 −𝑚 = 𝑟 − 𝑠+ 𝑛2;

9) циркулянтным, если тензор 𝐴 является циклическим по обеим парам
индексов;

10) косоциркулянтным, если тензор 𝐴 является косоциклическим по обе­
им парам индексов;

11) тензором первого канонического вида, если 𝐴 — циркулянтный;

12) тензором второго канонического вида, если 𝐴 — косоциркулянтный;

13) тензором третьего канонического вида, если 𝐴 — циклический по пер­
вой паре индексов и косоциклический по второй паре индексов;

14) тензором четвертого канонического вида, если 𝐴 — косоциклический
по первой паре индексов и циклический по второй паре индексов.

Определение 2.2. Пусть 𝑋 = (𝑥𝑗𝑚) такая матрица, что 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1 −
1; 𝑚 = 0, . . . , 𝑛2 − 1. Определим двумерное преобразование Фурье ̂︀𝐹 от
матрицы 𝑋 формулой 𝑋* = (𝑥*𝑟𝑠) = ̂︀𝐹𝑋 — матрица, у которой элементы
𝑥*𝑟𝑠 имеют вид

𝑥*𝑟𝑠 =

𝑛1−1∑︁
𝑗=0

𝑛2−1∑︁
𝑚=0

exp (−2𝜋𝑖𝑟𝑗/𝑛1 − 2𝜋𝑖𝑠𝑗𝑚/𝑛2)𝑥𝑗𝑚,
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где 𝑟 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑠 = 0, . . . , 𝑛2 − 1; 𝑖 — мнимая единица.

Замечание. Введенное таким образом преобразование Фурье ̂︀𝐹 имеет об­
ратное ̂︀𝐹−1, которое задается формулами 𝑋 = (𝑥𝑗𝑚) = ̂︀𝐹−1𝑋*,

𝑥𝑗𝑚 =
1

𝑛1𝑛2

𝑛1−1∑︁
𝑟=0

𝑛2−1∑︁
𝑠=0

exp (2𝜋𝑖𝑟𝑗/𝑛1 − 2𝜋𝑖𝑠𝑗𝑚/𝑛2)𝑥
*
𝑟𝑠,

где 𝑟 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑠 = 0, . . . , 𝑛2 − 1.

Определение 2.3. Сверткой двух матриц 𝑋 = (𝑥𝑗𝑚), 𝑌 = (𝑦𝑗𝑚) (𝑗 =
0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑚 = 0, . . . , 𝑛2 − 1) назовем матрицу 𝑍 = (𝑧𝛼𝛽) = 𝑋 * 𝑌 , где

𝑧𝛼𝛽 =
𝑛1−1∑︀
𝑗=0

𝑛2−1∑︀
𝑚=0

𝑥{𝑛1+𝛼−𝑗} mod 𝑛1,{𝑛2+𝛽−𝑚} mod 𝑛2𝑦𝑗𝑚,

𝛼 = 0, . . . , 𝑛1−1; 𝛽 = 0, . . . , 𝑛2−1; {𝑛1+𝛼−𝑗} mod 𝑛1 и {𝑛2+𝛽−𝑚} mod 𝑛2 —
соответственно неотрицательные вычеты чисел 𝑛1 + 𝛼 − 𝑗 и 𝑛2 + 𝛽 −𝑚 по
модулям 𝑛1 и 𝑛2.

2.2. Основные обозначения

1) Обозначим множества теплицевых, 𝑠–го 𝑠 = 1, 2, 3, 4) канонического
вида, диагональных и скалярных тензоров соответственно через ̂︀𝑇 ,̂︀𝑇 (𝑠), ̂︀𝒟, ̂︀𝑆.

2) Обозначим через ̂︀Φ (︁̂︀Φ−1
)︁

тензор, соответствующий преобразованию̂︀𝐹 (︁ ̂︀𝐹−1
)︁

пространства 𝑊 .

3) Обозначим через 𝑅(𝑠) =
{︁
𝑟
(𝑠) 𝑗𝑚
𝑘𝑙

}︁
(𝑠 = 1, 2, 3, 4) такой тензор, что

𝑅(1) — единичный тензор,

𝑟
(2) 𝑗𝑚
𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 exp(−𝜋𝑖𝑘/𝑛1 − 𝜋𝑖𝑙/𝑛2),

𝑟
(3) 𝑗𝑚
𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 exp(−𝜋𝑖𝑙/𝑛2),

𝑟
(3) 𝑗𝑚
𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 exp(−𝜋𝑖𝑘/𝑛1),

где 𝑖 — мнимая единица.
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2.3. Формулировка теоремы

Теорема. Линейное пространство ̂︀𝑇 есть сумма четырех своих подпро­
странств ̂︀𝑇 (𝑠) (𝑠 = (1, 2, 3, 4), таких, что

1) ̂︀𝑇 (1) ∩ ̂︀𝑇 (2) = ̂︀𝑆, ̂︀𝑇 (3) ∩ ̂︀𝑇 (4) = ̂︀𝑆;

2) ̂︀𝑇 (𝑠) =
(︀
𝑅(𝑠)

)︀−1 ̂︀Φ−1 ̂︀𝒟̂︀Φ𝑅(𝑠);

3) если 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
∈ ̂︀𝑇 (𝑠), то 𝐴 =

(︀
𝑅(𝑠)

)︀−1 ̂︀Φ−1𝐵̂︀Φ𝑅(𝑠), где 𝐵 =
{︁
𝑏𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
∈̂︀𝒟, 𝑏𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 𝑎

′
𝑘𝑙 и матрица 𝐴′ = (𝑎′𝑘𝑙) имеет вид 𝐴′ = ̂︀𝐹𝑅(𝑠)𝐴′′, где

𝐴′′ = (𝑎′′𝑘𝑙), 𝑎
′′
𝑘𝑙 = 𝑎00𝑘𝑙 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑙 = 0, . . . , 𝑛2 − 1(.

2.4. Вспомогательные леммы

Лемма 2.1. Если 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
— циркулянтный тензор, а 𝑋 = (𝑥𝑗𝑚) ∈ 𝑊 ,

то матрица 𝐴𝑋 есть свертка матрицы 𝐶 = (𝑐𝑗𝑚), элементы которой
имеют вид 𝑐𝑗𝑚 = 𝑎00𝑗𝑚, и матрицы 𝑋 (𝑗 = 0, . . . , 𝑛1−1; 𝑚 = 0, . . . , 𝑛2−1).

Доказательство следует из определений 2.1 и 2.3.

Лемма 2.2. Всякий теплицев тензор 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
можно представить в

виде суммы четырех тензоров: 𝐴 = 𝐴(1) + 𝐴(2) + 𝐴(3) + 𝐴(4), где 𝐴(𝑠) —
тензор 𝑠–го канонического вида (𝑠 = 1, 2, 3, 4).

Доказательство. Из определения 2.1 следует, что всякий тензор 𝐵 ={︁
𝑏𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
𝑠–го канонического вида (𝑠 = 1, 2, 3, 4) однозначно определяется

заданием своих элементов 𝑏00𝑘𝑙 . Пусть 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
— произвольный теплицев

тензор. Определим соответствующие тензоры 𝐴(𝑠) 𝑠–го канонического вида
(𝑠 = 1, 2, 3, 4) равенствами

𝑎
(1)00
𝑘𝑙 =

1

4

(︁
𝑎00𝑘𝑙 + 𝑎𝑛1−𝑘,0

0 𝑙 + 𝑎0,𝑛2−𝑙
𝑘 0 + 𝑎𝑛1−𝑘,𝑛2−𝑙

0 0

)︁
,

𝑎
(2)00
𝑘𝑙 =

1

4

(︁
𝑎00𝑘𝑙 − 𝑎𝑛1−𝑘,0

0 𝑙 − 𝑎0,𝑛2−𝑙
𝑘 0 + 𝑎𝑛1−𝑘,𝑛2−𝑙

0 0

)︁
,

𝑎
(3)00
𝑘𝑙 =

1

4

(︁
𝑎00𝑘𝑙 + 𝑎𝑛1−𝑘,0

0 𝑙 − 𝑎0,𝑛2−𝑙
𝑘 0 − 𝑎𝑛1−𝑘,𝑛2−𝑙

0 0

)︁
,

𝑎
(4)00
𝑘𝑙 =

1

4

(︁
𝑎00𝑘𝑙 − 𝑎𝑛1−𝑘,0

0 𝑙 + 𝑎0,𝑛2−𝑙
𝑘 0 − 𝑎𝑛1−𝑘,𝑛2−𝑙

0 0

)︁
.
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Легко проверяется, что определенные таким образом тензоры 𝐴(𝑠) в сумме
дают тензор 𝐴.

Лемма 2.3. Преобразование Фурье ̂︀𝐹 от свертки двух матриц 𝑋 и 𝑌 есть
матрица 𝑈 = (𝑢𝑟𝑠), у которой элементы 𝑢𝑟𝑠 имеют вид 𝑢𝑟𝑠 = 𝑥*𝑟𝑠 𝑦

*
𝑟𝑠,

где 𝑥*𝑟𝑠 и 𝑦*𝑟𝑠 элементы матриц 𝑋* = (𝑥*𝑟𝑠) = ̂︀𝐹𝑋 и 𝑌 * = (𝑦*𝑟𝑠) = ̂︀𝐹𝑌 ,
соответственно.

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 1.6 с ис­
пользованием определений 2.2 и 2.3.

Лемма 2.4. Пусть 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
— циркулянтный тензор (𝑘, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1−

1; 𝑙,𝑚 = 0, . . . , 𝑛2−1). Тогда тензор 𝐵 =
{︁
𝑏𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
= ̂︀𝐹𝐴 ̂︀𝐹−1 — диагональный,

причем 𝑏𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿
𝑚
𝑙 𝑎

′
𝑘𝑙, а матрица 𝐴′ = (𝑎′𝑘𝑙) имеет вид 𝐴′ = ̂︀𝐹𝐴′′, где

𝐴′′ = (𝑎′′𝑘𝑙) и 𝑎′′𝑘𝑙 = 𝑎00𝑘𝑙 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑙 = 0, . . . , 𝑛2 − 1).

Доказательство следует из лемм 2.1, 2.3 и определения 2.1.

Лемма 2.5. Для любого тензора 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
𝑠–го канонического вида (𝑠 =

1, 2, 3, 4; 𝑘, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑙,𝑚 = 0, . . . , 𝑛2 − 1) тензор 𝑄 =
{︁
𝑞𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
=

𝑅(𝑠)𝐴
(︀
𝑅(𝑠)

)︀−1 — циркулянтный, и при этом матрица 𝐶 = (𝑐𝑘𝑙), такая
что 𝑐𝑘𝑙 = 𝑞00𝑘𝑙 , имеет вид 𝐶 = 𝑅(𝑠)𝐵, где 𝐵 = (𝑏𝑘𝑙) — матрица, у которой
𝑏𝑘𝑙 = 𝑎00𝑘𝑙 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑙 = 0, . . . , 𝑛2 − 1).

Доказательство. Рассмотрим случай 𝑠 = 2. Остальные случаи рассмат­
риваются аналогично. При 𝑠 = 2 тензор 𝐴 является косоциркулянтным.
Вычислим тензор 𝑄 =

{︁
𝑞𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
= 𝑅(2)𝐴

(︀
𝑅(2)

)︀−1. Имеем: 𝑅(2) =
{︁
𝑟
(2)𝑗𝑚
𝑘𝑙

}︁
=

e−𝜋𝑖𝑘/𝑛1−𝜋𝑖𝑙/𝑛2𝛿𝑗𝑘𝛿
𝑚
𝑙 (см. п. 2.2). Тогда легко показать, что элементы тен­

зора
(︀
𝑅(2)

)︀−1
=

{︁
𝑟
(2)𝑗𝑚
𝑘𝑙

}︁
задаются формулами 𝑟

(2)𝑗𝑚
𝑘𝑙 = e𝜋𝑖𝑘/𝑛1+𝜋𝑖𝑙/𝑛2𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 .

Вычислим сначала тензор 𝐺 = 𝐴
(︀
𝑅(2)

)︀−1
=

{︁
𝑔𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
:

𝑔𝑗𝑚𝑘𝑙 =

𝑛1−1∑︁
𝛼=0

𝑛2−1∑︁
𝛽=0

𝑎𝛼𝛽𝑘𝑙 𝑟
(2)𝑗𝑚
𝛼𝛽 =

𝑛1−1∑︁
𝛼=0

𝑛2−1∑︁
𝛽=0

𝑎𝛼𝛽𝑘𝑙 e
𝜋𝑖𝛼/𝑛1+𝜋𝑖𝛽/𝑛2𝛿𝑗𝛼𝛿

𝑚
𝛽 =

= 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 e
𝜋𝑖𝑗/𝑛1+𝜋𝑖𝑚/𝑛2.

Далее,

𝑞𝑗𝑚𝑘𝑙 =

𝑛1−1∑︁
𝛼=0

𝑛2−1∑︁
𝛽=0

𝑟
(2)𝛼𝛽
𝑘𝑙 𝑎𝑗𝑚𝛼𝛽 =

𝑛1−1∑︁
𝛼=0

𝑛2−1∑︁
𝛽=0

𝛿𝛼𝑘 𝛿
𝛽
𝑙 e

−𝜋𝑖𝑘/𝑛1−𝜋𝑖𝑙/𝑛2𝑎𝑗𝑚𝛼𝛽 e
𝜋𝑖𝑗/𝑛1+𝜋𝑖𝑚/𝑛2 =

= 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 e
𝜋𝑖(𝑗−𝑘)/𝑛1+𝜋𝑖(𝑚−𝑙)/𝑛2,



19
(𝑘, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑙,𝑚 = 0, . . . , 𝑛2 − 1). Из полученных равенств следу­
ет, что тензор 𝑄 является теплицевым по обеим парам индексов. Покажем,
что 𝑄 является циклическим по первой паре индексов. Для этого достаточ­
но рассмотреть случай, когда справедливо равенство 𝑘 − 𝑗 = 𝑡 − 𝑠 + 𝑛1,
и убедиться, что 𝑞𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑞𝑠𝑚𝑡𝑙 . Действительно, так как тензор 𝐴 является ко­
социркулянтным, а значит косоциклическим по обеим парам индексов, то
имеем:

𝑞𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 e
𝜋𝑖(𝑗−𝑘)/𝑛1+𝜋𝑖(𝑚−𝑙)/𝑛2 = −𝑎𝑠𝑚𝑡𝑙 e

𝜋𝑖(𝑠−𝑡−𝑛1)/𝑛1+𝜋𝑖(𝑚−𝑙)/𝑛2 =

= −𝑎𝑠𝑚𝑡𝑙 e
−𝜋𝑖e𝜋𝑖(𝑠−𝑡)/𝑛1+𝜋𝑖(𝑚−𝑙)/𝑛2 = 𝑞𝑠𝑚𝑡𝑙 .

Точно также можно убедиться в том, что тензор 𝑄 является циклическим
и по второй паре индексов.
Лемма 2.5 доказана.

2.5. Доказательство теоремы

Из леммы 2.2 следует, что линейное пространство ̂︀𝑇 есть сумма четы­
рех своих подпространств ̂︀𝑇 (𝑠) (𝑠 = 1, 2, 3, 4). Утверждение 1) вытекает из
определений подпространств ̂︀𝑇 (𝑠). Из лемм 2.4 и 2.5 получаем равенство

̂︀𝒟 = ̂︀Φ𝑅(𝑠) ̂︀𝑇 (𝑠)
(︁
𝑅(𝑠)

)︁−1 ̂︀Φ−1,

из которого следуют утверждения 2) и 3) теоремы.
Теорема доказана.

Замечание. В принципе, утверждение этой теоремы следует из теоремы 1.1
и леммы 1.11. Однако, в связи с тем, что доказательство теоремы 1.1 мы
здесь не приводим (оно содержится в работе [15]) здесь дано прямое дока­
зательство теоремы об алгебраической структуре теплицевых тензоров.

§3. Алгебраическая структура пространства
ганкелевых тензоров

В этом параграфе формулируется и доказывается теорема об алгебраи­
ческой структуре пространства ганкелевых тензоров, обобщающая соответ­
ствующие результаты для ганкелевых матриц (теорема 1.2).

Рассмотрим тензоры вида 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
, где 𝑘, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛1 − 1; 𝑙,𝑚 =

0, . . . , 𝑛2−1; 𝑛1, 𝑛2 — натуральные числа, которые определены в начале § 2.
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3.1. Основные определения

Определение 3.1. Тензор 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
называется

1) ганкелевым, если 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑎𝑞𝑠𝑝𝑟 при 𝑘 + 𝑗 = 𝑝+ 𝑞, 𝑙 +𝑚 = 𝑟 + 𝑠;

2) антициклическим по первой паре индексов, если 𝐴 — ганкелев тензор
и 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑎𝑞𝑚𝑝𝑙 при 𝑘 + 𝑗 ≡ 𝑝+ 𝑞 mod 𝑛1;

3) антициклическим по второй паре индексов, если 𝐴 — ганкелев тензор
и 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑎𝑗𝑠𝑘𝑟 при 𝑚+ 𝑙 ≡ 𝑠+ 𝑟 mod 𝑛2;

4) косоантициклическим по первой паре индексов, если 𝐴 — ганкелев
тензор и 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = −𝑎𝑞𝑚𝑝𝑙 при 𝑘 + 𝑗 = 𝑝+ 𝑞 + 𝑛1;

5) косоантициклическим по второй паре индексов, если 𝐴 — ганкелев
тензор и 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = −𝑎𝑗𝑠𝑘𝑟 при 𝑙 +𝑚 = 𝑟 + 𝑠+ 𝑛2;

6) антициркулянтным, если тензор 𝐴 является антициклическим по обе­
им парам индексов;

7) косоантициркулянтным, если тензор 𝐴 является косоантицикличе­
ским по обеим парам индексов;

8) тензором пятого канонического вида, если 𝐴 — антициркулянтный;

9) тензором шестого канонического вида, если 𝐴 — косоантициркулянт­
ный;

10) тензором седьмого канонического вида, если 𝐴 — антициклический по
первой паре индексов и косоантициеклический по второй паре индек­
сов;

11) тензором восьмого канонического вида, если 𝐴 — косоантицикличе­
ский по первой паре индексов и антициклический по второй паре ин­
дексов;

12) антискалярным, если 𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝑟 ̂︀𝐸𝑗
𝑘(𝑛1) ̂︀𝐸𝑚

𝑙 (𝑛2), где 𝑟 — заданное число, а
для любого натурального числа 𝑛 > 2 ̂︀𝐸𝑗

𝑘(𝑛) — функция от перемен­
ных 𝑗 и 𝑘 (𝑗, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1) следующего вида:

̂︀𝐸𝑗
𝑘(𝑛) =

{︃
1, если 𝑘 + 𝑗 = 𝑛− 1,

0, в противоположном случае.
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Замечание 3.1. Функция ̂︀𝐸𝑗

𝑘(𝑛) определяется матрицей ̂︀𝐸 порядка 𝑛, вве­
денной в определении 1.3, так, что ее значение есть матричный элемент
матрицы ̂︀𝐸, стоящий на пересечении ее 𝑗–го столбца и 𝑘–той строки.

3.2. Обозначения

1) Обозначим множества ганкелевых, 𝑠–го (𝑠 = 5, 6, 7, 8) канониче­
ского вида и антискалярных тензоров соответственно через ̂︀Γ, ̂︀Γ(𝑠) и̂︀𝐸(𝑛1, 𝑛2).

2) Для любого натурального числа 𝑛 > 2 введем функцию 𝐽 𝑗
𝑘(𝑛) от пе­

ременных 𝑗 и 𝑘 (𝑗, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1) следующим образом:

𝐽 𝑗
𝑘(𝑛) =

{︃
1, если 𝑘 + 𝑗 ≡ mod𝑛,

0, в противном случае.

Замечание 3.2. Функция 𝐽 𝑗
𝑘(𝑛) определяется матрицей 𝐽 порядка 𝑛,

введенной в определении 4) п. 1.2, так что ее значение есть матричный
элемент матрицы 𝐽 , стоящий на пересечении ее 𝑗–го столбца и 𝑘–той
строки.

3) Обозначим через 𝑃 (𝑠) =
{︁
𝑝
(𝑠)𝑗𝑚
𝑘𝑙

}︁
(𝑠 = 5, 6, 7, 8) такой тензор, что

𝑃
(5)𝑗𝑚
𝑘𝑙 =𝐽 𝑗

𝑘(𝑛1)𝐽
𝑚
𝑙 (𝑛2), 𝑃

(6)𝑗𝑚
𝑘𝑙 = ̂︀𝐸𝑗

𝑘(𝑛1) ̂︀𝐸𝑚
𝑙 (𝑛2),

𝑃
(7)𝑗𝑚
𝑘𝑙 =𝐽 𝑗

𝑘(𝑛1) ̂︀𝐸𝑚
𝑙 (𝑛2), 𝑃

(8)𝑗𝑚
𝑘𝑙 = ̂︀𝐸𝑗

𝑘(𝑛1)𝐽
𝑚
𝑙 (𝑛2).

4) Обозначим через 𝑅(𝑠) =
{︁
𝑟
(𝑠)𝑗𝑚
𝑘𝑙

}︁
(𝑠 = 5, 6, 7, 8) — такой тензор, что

𝑅(5) — единичный тензор,

𝑟
(6)𝑗𝑚
𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 exp

(︂
−𝜋𝑖𝑘

𝑛1
− 𝜋𝑖𝑙

𝑛2

)︂
,

𝑟
(7)𝑗𝑚
𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 exp

(︂
−𝜋𝑖𝑙

𝑛2

)︂
,

𝑟
(8)𝑗𝑚
𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 exp

(︂
−𝜋𝑖𝑘

𝑛1

)︂
,

где 𝑖 — мнимая единица.
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3.3. Формулировка и доказательство теоремы

Лемма. Всякий ганкелев тензор 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
можно представить в виде

суммы четырех тензоров: 𝐴 = 𝐴(5) + 𝐴(6) + 𝐴(7) + 𝐴(8), где 𝐴(𝑠) — тензор
𝑠–го канонического вида (𝑠 = 5,6,7,8).

Доказательство. Из определения 3.1 следует, что всякий тензор 𝐵 ={︁
𝑏𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
𝑠–го канонического вида (𝑠 = 5, 6, 7, 8) однозначно определяется

заданием своих элементов 𝑏00𝑘𝑙 . Пусть 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
— ганкелев тензор. Опре­

делим соответствующие тензоры 𝐴(𝑠) 𝑠–го канонического вида (𝑠 = 5, 6, 7,
8) равенствами

𝑎
(5)00
𝑘𝑙 =

1

4

(︁
𝑎00𝑘𝑙 + 𝑎𝑘+1,0

𝑛1−1,𝑙 + 𝑎0,𝑙+1
𝑘,𝑛2−1 + 𝑎𝑘+1,𝑙+1

𝑛1−1,𝑛2−1

)︁
,

𝑎
(6)00
𝑘𝑙 =

1

4

(︁
𝑎00𝑘𝑙 − 𝑎𝑘+1,0

𝑛1−1,𝑙 − 𝑎0,𝑙+1
𝑘,𝑛2−1 + 𝑎𝑘+1,𝑙+1

𝑛1−1,𝑛2−1

)︁
,

𝑎
(7)00
𝑘𝑙 =

1

4

(︁
𝑎00𝑘𝑙 + 𝑎𝑘+1,0

𝑛1−1,𝑙 − 𝑎0,𝑙+1
𝑘,𝑛2−1 − 𝑎𝑘+1,𝑙+1

𝑛1−1,𝑛2−1

)︁
,

𝑎
(8)00
𝑘𝑙 =

1

4

(︁
𝑎00𝑘𝑙 − 𝑎𝑘+1,0

𝑛1−1,𝑙 + 𝑎0,𝑙+1
𝑘,𝑛2−1 − 𝑎𝑘+1,𝑙+1

𝑛1−1,𝑛2−1

)︁
.

Определенные таким образом тензоры 𝐴(𝑠) (𝑠 = 5, 6, 7, 8) в сумме дают
тензор 𝐴.

Теорема. Линейное пространство ̂︀Γ есть сумма четырех своих подпро­
странств ̂︀Γ(𝑠) (𝑠 = 5, 6, 7, 8), таких что

1) ̂︀Γ(5) ∩ ̂︀Γ(6) = ̂︀𝐸(𝑛1, 𝑛2), ̂︀Γ(7) ∩ ̂︀Γ(8) = ̂︀𝐸(𝑛1, 𝑛2);

2) ̂︀Γ(𝑠) =
(︀
𝑅(𝑠)

)︀−1 ̂︀Φ−1𝑃 (𝑠) ̂︀𝒟 ̂︀Φ𝑅(𝑠);

3) если 𝐴 =
{︁
𝑎𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
∈ ̂︀Γ(𝑠), то 𝐴 =

(︀
𝑅(𝑠)

)︀−1 ̂︀Φ−1𝑃 (𝑠)𝐵 ̂︀Φ−1𝑅(𝑠), где 𝐵 ={︁
𝑏𝑗𝑚𝑘𝑙

}︁
∈ ̂︀𝒟, 𝑏𝑗𝑚𝑘𝑙 = 𝛿𝑗𝑘𝛿

𝑚
𝑙 𝑎

′
𝑘𝑙 и матрица 𝐴′ = (𝑎′𝑘𝑙) имеет вид 𝐴′ =̂︀𝐹𝑅(𝑠)𝐴′′, где 𝐴′′ — такая матрица, что 𝑎′′𝑘𝑙 = 𝑎00𝑘𝑙 (𝑘 = 0, . . . , 𝑛1−1; 𝑙 =

0, . . . , 𝑛2 − 1).

Здесь ̂︀𝒟 — множество диагональных тензоров, введенных в п. 2.1, ̂︀Φ
и ̂︀Φ−1 — тензоры, введенные в п. 2.2, 𝑅(𝑠) и 𝑃 (𝑠) (𝑠 = 5, 6, 7, 8) — тензоры,
введенные в п. 3.2.
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Доказательство теоремы. Утверждение 1) теоремы следует из предыду­
щей леммы и определений подпространств ̂︀Γ(𝑠) (𝑠 = 5, 6, 7, 8). Утверждение
2) и 3) теоремы следуют из теоремы 1.2, из леммы 1.11 и из замечаний 3.1
и 3.2.
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