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УДК 511.36

Л. Д.Пустыльников. Новое необходимое условие для справедливо­
сти гипотезы Римана. Препринт Института прикладной математики
им. М. В. Келдыша РАН, Москва, 2010.

Получены результаты, связанные с функцией Римана 𝜉(𝑠), которые
дают новое необходимое условие для справедливости гипотезы Римана о
нулях классической дзета–функции. Доказано, что, если бы хотя бы одна
четная производная функции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 = 1/2 была бы неположитель­
на, то гипотеза Римана была бы неверна. Также доказано, что все четные
производные функции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 = 1/2 строго положительны и найдена
асимптотика значений четных производных функции 𝜉(𝑠) в той же точке,
когда порядок производной стремится к бесконечности.

L. D. Pustyl’nikov. A new necessary condition for the validity of the Rie-
mann hypothesis. Preprint of the Keldysh Institute of Applied Mathematics
of RAS, Moscow, 2010.

It is obtained results related to the Riemann function 𝜉(𝑠) which give a
new necessary condition for the validity of Riemann hypothesis on the zeros of
the classical zeta–function. It is proved that if at least one even derivative of the
function 𝜉(𝑠) at the point 𝑠 = 1/2 is not positive, then the Riemann hypothesis
would be false. However, it is also proved that all the even derivatives at the
point 𝑠 = 1/2 are strictly positive and their asymptotic form for the order of
derivatives tending to infinity is found.
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Введение

В последнее время получены новые результаты в теории дзета–функ­
ции Римана 𝜁(𝑠), связанные с гипотезой Римана о ее нулях. Эти результаты
можно разбить на две группы. Результаты, относящиеся к первой группе,
связаны с построением оператора в гильбертовом пространстве, так что ги­
потеза Римана эквивалентна проблеме существования собственного вектора
с собственным значением 𝜆 = −1 для этого оператора ([1, 2]). Результаты,
относящиеся ко второй группе, связаны с поведением 𝜉–функции Римана
𝜉(𝑠) и ее производных в точке 𝑠 = 1/2. Доказано, что, если хотя бы одна
четная производная функции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 = 1/2 была бы неположитель­
на, то гипотеза Римана о нулях была бы несправедлива (п. 1, теорема 2).
Вместе с тем, также доказано, что все четные производные функции 𝜉(𝑠)
в точке 𝑠 = 1/2 строго положительные (п. 1, теорема 1), и асимптотика
значений четных производных функции 𝜉(𝑠) в этой точке при стремлении
порядка производной к бесконечности была найдена (п. 2, теорема 3). Эти
результаты позволяют доказать, что гипотеза Римана несправедлива для
сколь угодно точной аппроксимации функции 𝜁(𝑠), удовлетворяющей тому
же функциональному уравнению и обладающей теми же основными свой­
ствами, что и функция 𝜁(𝑠) ([1, 3]).

1. Новое необходимое условие для справеливости гипотезы
Римана

В этом пункте доказывается одно свойство функции Римана 𝜉(𝑠) (тео­
рема 1), которое дает необходимое условие для справедливости гипотезы
Римана о нулях дзета–функции Римана 𝜁(𝑠) (теорема 2). Функция Римана
𝜉(𝑠) получается из дзета–функции 𝜁(𝑠) с помощью равенства

𝜉(𝑠) =
1

2
𝑠(𝑠− 1)𝜋−𝑠/2 Γ

(︁𝑠
2

)︁
𝜁(𝑠), (1)

где Γ(𝑠) — гамма–функция Эйлера. А именно, имеет место следующая тео­
рема.

Теорема 1. Все четные производные функции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 = 1/2 строго
положительны.

Замечание. В силу хорошо известного равенства 𝜉(𝑠) = 𝜉(1− 𝑠) все нечет­
ные производные функции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 = 1/2 равны нулю.

Доказательство теоремы 1.
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Лемма. Пусть 𝑛 — произвольное натуральное число. Тогда для любого
натурального числа 𝑟 > 3 справедливо неравенство

∞∫︁
1

(︀
16𝑟(𝑟 − 1) ln𝑟−2 𝑥− ln𝑟 𝑥

)︀
𝑥−3/4 e−𝜋𝑛2𝑥 𝑑𝑥 > 0.

Доказательство леммы. Введем числа 𝑥𝑟 = e4
√

𝑟(𝑟−1), 𝑥̃𝑟 =
√
𝑥𝑟, 𝑥*𝑟 =

e𝑟 и докажем, что

16𝑟(𝑟 − 1)

𝑥̃𝑟∫︁
𝑥*
𝑟−2

(︀
ln𝑟−2 𝑥

)︀
𝑥−3/4 e−𝜋𝑛2𝑥 𝑑𝑥 >

∞∫︁
𝑥̃𝑟

(ln𝑟 𝑥)𝑥−3/4 e−𝜋𝑛2𝑥 𝑑𝑥. (2)

В области 𝑥 > 1 функция
ln𝑥

𝑥1/𝑟
имеет единственный экстремум в точке

𝑥 = 𝑥*𝑟, который является максимумом, и поэтому, так как 𝑥̃𝑟 > 𝑥*𝑟 при

𝑥 > 𝑥̃𝑟, то справедливо неравенство ln𝑟 𝑥 <

(︂
ln 𝑥̃𝑟
e𝑥̃𝑟

)︂
e𝑥, из которого следует

неравенство

𝑥−3/4e−𝜋𝑛2𝑥 ln𝑟 𝑥 6 𝐴(𝑥)
def
=

ln𝑟 𝑥̃𝑟
e𝑥̃𝑟 𝑥̃3/4

e−(𝜋𝑛2−1)𝑥, (𝑥 > 𝑥̃𝑟). (3)

Точно таким же способом можно доказать, что в области 𝑥*𝑟−2 6 𝑥 6 𝑥̃𝑟
справедливо неравенство

𝑥−3/4e−𝜋𝑛2𝑥 ln𝑟−2 𝑥 > 𝐵(𝑥)
def
=

ln𝑟−2 𝑥̃𝑟
e𝑥̃𝑟 𝑥̃3/4

e−(𝜋𝑛2−1)𝑥. (4)

Далее, в силу определений 𝑥̃𝑟 и 𝑥*𝑟 имеем:

3

4

𝑥̃𝑟∫︁
𝑥*
𝑟−2

e−(𝜋𝑛2−1)𝑥 𝑑𝑥 >

∞∫︁
𝑥̃𝑟

e−(𝜋𝑛2−1)𝑥 𝑑𝑥. (5)

Поэтому в силу определений 𝑥̃𝑟, 𝑥*𝑟 и соотношения

𝐴(𝑥)

𝐵(𝑥)
= ln2 𝑥̃𝑟 < 16𝑟(𝑟 − 1)

неравенство (2) следует из неравенств (3), (4) и (5).
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Заметим, что в области 𝑥*𝑟−2 6 𝑥 6 𝑥̃𝑟 справедливо неравенство ln2 𝑥 6

4𝑟(𝑟 − 1), и поэтому

16𝑟(𝑟 − 1)

𝑥̃𝑟∫︁
𝑥*
𝑟−2

(︀
ln𝑟−2 𝑥

)︀
𝑥−3/4 e−𝜋𝑛2𝑥 𝑑𝑥−

𝑥̃𝑟∫︁
𝑥*
𝑟−2

(ln𝑟 𝑥)𝑥−3/4 e−𝜋𝑛2𝑥 𝑑𝑥 >

> 12𝑟(𝑟 − 1)

𝑥̃𝑟∫︁
𝑥*
𝑟−2

(︀
ln𝑟−2 𝑥

)︀
𝑥−3/4 e−𝜋𝑛2𝑥 𝑑𝑥

Теперь утверждение леммы следует из неравенства (2).
Лемма доказана.
Введем функцию 𝜔(𝑥) =

∑︀∞
𝑛=1 e−𝜋𝑛2𝑥 и, используя хорошо известное

равенство (см. [4], гл. III, §2)

𝜋−𝑠/2Γ
(︁𝑠

2

)︁
𝜁(𝑥) =

∞∫︁
0

𝑥𝑠/2−1𝜔(𝑥) 𝑑𝑥,

и равенство (1), при 𝑟 > 4 имеем:

𝑑𝑟𝜉

𝑑𝑠𝑟

(︂
1

2

)︂
= 2−(𝑟+2)

∞∫︁
1

(︀
16𝑟(𝑟 − 1) ln𝑟−2 𝑥− ln𝑟 𝑥

)︀
𝑥−3/4𝜔(𝑥) 𝑑𝑥.

Из этого равенства и леммы при 𝑟 ̸= 2, очевидно, следует утверждение
теоремы 1. Для второй производной (𝑟 = 2) функции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 = 1/2

прямое вычисление показывает, что
𝑑2𝜉

𝑑𝑠2

(︂
1

2

)︂
= 0,02997 и

𝑑2𝜉

𝑑𝑠2

(︂
1

2

)︂
> 0.

Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Если хотя бы одна четная производная функции 𝜉(𝑠) была
бы неположительна, то гипотеза Римана о нулях функции 𝜁(𝑠) была бы
несправедлива: в этом случае существовал бы комплексный нуль функции
𝜁(𝑠), не лежащий на прямой Re 𝑠 = 1/2.

Доказательство. Рассмотрим функцию Ξ(𝑡) = 𝜉
(︀
1
2 + 𝑖𝑡

)︀
комплексного

переменного 𝑡, где 𝑖 =
√
−1. Известно ([5]), что Ξ(𝑡) — целая функция перво­

го порядка, принимающая вещественные значения при вещественных значе­
ниях 𝑡, и любой невещественный ноль 𝑧 функции 𝜁(𝑠) имеет вид 𝑧 = 1

2 + 𝑖𝜌,
где 𝜌 — произвольный ноль функции Ξ(𝑡). Поэтому из формулы Вейер­
штрасса для целых функций ([4]) следует, что функция Ξ(𝑡) может быть
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представлена в виде

Ξ(𝑡) = e𝑎+𝑏𝑡
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 − 𝑡

𝜌𝑛

)︂
e𝑡/𝜌𝑛, (6)

где 𝑎 и 𝑏 — константы, а числа 𝜌𝑛 (𝑛 = 1,2, . . .) пробегают все нули функции
Ξ(𝑡). Так как для каждого нуля 𝜌𝑛 число −𝜌𝑛 содержится среди нулей функ­
ции Ξ(𝑡), то в силу четности функции Ξ(𝑡) и равенства (6) предположение
гипотезы Римана приводит к равенству

Ξ(𝑡) = e𝑎
∞∏︁
𝑛=1

(︂
1 − 𝑡

𝜌2𝑛

)︂
, (7)

где произведение распространяется на все положительные нули 𝜌𝑛 функции
Ξ(𝑡). Если теперь разложить функцию (7) в ряд Тейлора Ξ(𝑡) =

∑︀∞
𝑘=0 𝑐𝑘𝑡

2𝑘

в точке 𝑡 = 0, то из равенства (7) следует, что для любого натурального 𝑘
соседние коэффициенты 𝑐𝑘 и 𝑐𝑘+1 имеют разные знаки, а в силу определения
функции Ξ(𝑡) это означает, что все четные производные функции 𝜉(𝑠) в точ­
ке 𝑠 = 1/2 имеют такой же знак, как и число 𝜉(1/2). Поэтому утверждение
теоремы 2 следует из неравенства 𝜉(1/2) > 0.

Теорема 2 доказана.

2. Асимптотическая формула для коэффициентов Тейлора
функции 𝜉(𝑠)

Функция Римана 𝜉(𝑠), определенная в п. 1, — целая функция. В тер­
минах этой функции функциональное уравнение для дзета–функции 𝜁(𝑠)
принимает вид 𝜉(𝑠) = 𝜉(1 − 𝑠), из которого следует, что ряд Тейлора функ­
ции 𝜉(𝑠) в точке 𝑠 = 1/2 имеет форму

𝜉(𝑠) =
∞∑︁
𝑟=0

𝜉𝑟

(︂
𝑠− 1

2

)︂2𝑟

. (8)

В этом пункте находится явное асимптотическое выражение для коэф­
фициентов Тейлора 𝜉𝑟 функции 𝜉(𝑠) в (8) при 𝑟 → ∞. Это асимптотическое
выражение для 𝜉(𝑠) интересно само по себе, а также в связи с гипотезой
Римана ([1, 3]).
Теорема 3. При 𝑟 → ∞ справедливо следующее асимптотическое равен­
ство:

𝜉𝑟 ∼ (2𝜋)1/4
2−(2𝑟−2)

(2𝑟 − 2)!

(︂
ln

2𝑟 − 2

𝜋
− ln ln

2𝑟 − 2

𝜋
+ 𝛽(𝑟)

)︂2𝑟−2

×

× exp

(︃
−(2𝑟 − 2)

(︂
ln

2𝑟 − 2

𝜋

)︂−1

e𝛽

)︃
(𝑟 − 1)−1/4

(︂
ln

2𝑟 − 2

𝜋

)︂1/4

,
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где 𝛽 = 𝛽(𝑟) — функция, удовлетворяющая условию lim𝑟→∞ 𝛽(𝑟) = 0.

Следствие. Выполняется следующее равенство:

lim
𝑟→∞

(𝑟!𝜉𝑟)
(𝑟+1)/𝑟

(𝑟 + 1)!𝜉𝑟+1
= e.
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