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1 Введение
Цель данной работы – показать, что суперкомпилятор HOSC [6, 7] завер-
шается для любой входной программы.

В [6] была изложена внутренняя структура экспериментального супер-
компилятора HOSC 1.0, работающего с функциональным языком высше-
го порядка1.

1Тексты суперкомпилятора HOSC доступны по адресу http://hosc.googlecode.com.

http://hosc.googlecode.com
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Попытка доказать завершаемость суперкомпилятора HOSC 1.0 закон-
чилась неудачей и привела к построению контрпримера (см. 6). Однако,
источник потенциального зацикливания был найден и в суперкомпиля-
тор были внесены необходимые изменения (см. Приложение B). Моди-
фицированный суперкомпилятор HOSC 1.1 гарантированно завершается.
В дальнейшем под суперкомпилятором HOSC мы будем понимать HOSC
1.1.

Мы используем инструментарий для доказательства завершаемости
абстрактных преобразователей программ, разработанный Сёренсеном [14],
поскольку суперкомпилятор НОSC можно рассматривать как абстракт-
ный преобразователь программ (частичных деревьев процессов).

Построение для данной программы частичного дерева процессов су-
перкомпилятором HOSC можно неформально описать так [6]. Построение
начинается с того, что в корень дерева помещается исходное (целевое) вы-
ражение. Затем HOSC добавляет дочерние узлы к листьям дерева, пока
все листья не станут обработанными.

Пусть β - необработанный лист строящегося дерева:

1. Если β является тривиальными узлом, “метавычисляем” β.expr –
делаем один шаг прогонки.

2. Если у β есть предок α такой, что α.expr ' β.expr, то делаем узел
α базовым узлом β – проводим специальную дугу из β в α: β ⇒ α,
тем самым лист β становится обработанным.

3. Если у β есть предок α такой, что α.expr l β.expr, то обобщаем
β.expr

4. Если у β есть предок α такой, что α.expr Ecβ.expr, то обобщаем
α.expr

5. В противном случае “метавычисляем” β.expr – делаем шаг прогонки.

Результатом шага прогонки является подвешивание к узлу β дочерних
узлов, и помещения в них результата метавычисления β.expr.

Теорема 1 (Завершаемость суперкомпилятора HOSC). Суперкомпиля-
тор HOSC 1.1 завершается на любой входной программе.

Идея доказательства состоит в следующем:

• Шаг 1 может выполниться подряд только конечное число раз, так
как при прогонке тривиального узла, выражения в дочерних узлах
будут строго меньше по размеру.

• Шаг 2 не влияет на завершаемость, так как не изменяет узлы дерева
и для конечного дерева может выполниться конечное число раз.
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• Таким образом, любая последовательность шагов 1 и 2 конечна.
Предположим, что HOSC выполняет шаг 3 или шаг 4, обобщая вы-
ражение в узле. Мы покажем, что обобщения не могут продолжать-
ся бесконечно, так как обобщение уменьшает “размер выражения”.

• Остается показать, что выполнение шага 5 не может повторяться
бесконечно. Это следует из того, что E|ρ (взятое за основу для Ec) –
вполне-квазиупорядочение (см. ниже). Поэтому любая бесконечная
последовательность шагов 5, включает шаг 4.

Дальнейшая часть работы структурирована следующим образом:
В главе 2 изложена часть инструментария Сёренсена, необходимая

для построения доказательства завершаемости HOSC.
Глава 3 объясняет, почему на гомеоморфное вложение E|ρ (использу-

емое как свисток) наложены дополнительные требования, и почему эти
требования имеют значение для языка с функциями высших порядков.

В главе 4 показывается, что E|ρ является вполне-квазиупорядочением
на множестве выражений в узлах дерева процесса. (Отметим, что это
неверно для произвольного множества выражений.)

В главе 5 показывается, что HOSC завершается на любой входной про-
грамме, так как для него выполняются условия Сёренсена, достаточные
для завершаемости абстрактного преобразователя программ.

2 Абстрактные преобразователи программ
В общем, мы используем обозначения из [6]. Однако, нам потребуется
различать HLL выражения (присутствующие как в текстах входных про-
грамм на языке HLL, так и в узлах деревьев процессов) и let-выражения
(которые могут появляться только в узлах дерева процессов).

• E обозначает множество HLL выражений,

• L обозначает множество E , дополненное множеством let-выражений.

Любое HLL выражение e ∈ E считается эквивалентным let in e.

Определение 2 (Квазиупорядочение). Пусть на множестве S задано
отношение ≤. (S,≤) называется квазиупорядочением (quasi-order), если
≤ транзитивно и рефлексивно. Мы пишем s < s′, если s ≤ s′ и s′ 6≤ s.

Определение 3 (Вполне фундированное квазиупорядочение). Пусть
(S,≤) - квазиупорядочение. (S,≤) является вполне фундированным ква-
зиупорядочением (well-founded quasi-order), если не существует беско-
нечной последовательности s0, s1, . . . ∈ S такой, что s0 > s1 > . . ..
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Определение 4 (Вполне-квазиупорядочение). Пусть (S,≤) - квазиупо-
рядочение. (S,≤) является вполне-квазиупорядочением (well-quasi-order),
если для любой бесконечной последовательности s0, s1, . . . ∈ S существу-
ют i < j такие, что si ≤ sj.

Определение 5 (Дерево над множеством выражений). Пусть L - неко-
торое множество выражений. (Частичное) дерево процессов t из [6] яв-
ляется деревом над множеством L если ∀γ ∈ t : γ.expr ∈ L.

Множество всех деревьев над L будем обозначать как T (L)

Определение 6 (Абстрактный преобразователь программ). Абстракт-
ный преобразователь программ на L – отображение M : T (L)→ T (L).

Суперкомпилятор HOSC является абстрактным преобразователем про-
грамм на L, где L – множество всех HLL выражений, расширенное let-
выражениями.

Определение 7 (Завершаемость преобразователя программ). (1) Аб-
страктный преобразователь программ M на L завершается на t ∈ T (L),
если M i(t) = M i+1(t) для некоторого i. (2) Преобразователь M на L за-
вершается, если он завершается на всех деревьях t ∈ T (L), состоящих
из одного узла.

Для удобства будем обозначать t0 – начальное преобразуемое дерево,
ti – дерево после i шагов работы преобразователя.

Утверждение 8 (Преобразователь Коши). Пусть (L,≤) – вполне фун-
дированное квазиупорядочение. Абстрактный преобразователь программ
M на L является преобразователем Коши, если в ходе его работы:

ti+1 = ti{γ := t′}

для некоторого узла γ и выполняется одно из следующих условий:

• γ ∈ leaves(ti) и γ.expr = t′.root.expr

• γ.expr > t′.root.expr

Утверждение 9 (Конечный непрерывный предикат). Пусть {L1,L2} -
разбиение L, (L1,≤1) – вполне-квазиупорядочение, (L2,≤2) – вполне фун-
дированное квазиупорядочение. Тогда p: T (L)→ B, определенное как

p(t) =


0 если ∃α, β : α - предок β,

α.expr, β.expr ∈ L1 и α.expr ≤1 β.expr
0 если ∃α, β : α→ β, α.expr, β.expr ∈ L2 и α.expr 6 >2β.expr
1 в противном случае

является конечным непрерывным предикатом.
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Определение 10 (Внутренность дерева). Корневой узел дерева t и все
его узлы за исключением листьев – внутренность дерева t.

Внутренность t обозначается t0

Утверждение 11. Пусть p : T (L) → B – конечный непрерывный пре-
дикат, тогда q, определяемое как q(t) = p(t0), – также непрерывный
конечный предикат.

Теорема 12 (Сёренсен). Пусть абстрактный преобразователь программ
M : T (L)→ T (L) сохраняет предикат p : T (L)→ B. Если

1. M – преобразователь Коши, и

2. p – непрерывный конечный предикат,

то M завершается.

3 Гомеоморфное вложение E|ρ
Самой сложной частью любого суперкомпилятора является алгоритм обоб-
щения, который гарантирует завершаемость суперкомпилятора на любой
программе, предотвращая построение бесконечного дерева процессов. Са-
мой сложной задачей является принятие решения о том, какое выражение
нужно обобщить. В суперкомпиляции эта часть алгоритма обобщения ис-
торически называется свистком [15, 16].

Не только в суперкомпиляции, но и в других методах преобразова-
ния программ в качестве свистка хорошо себя зарекомендовало отноше-
ние гомеоморфного вложения [8, 9]. Свисток, основанный на гомеоморф-
ном вложении, сравнивает выражение в текущем узле с выражениями
в предках. Если свисток обнаруживает, что два выражения синтакси-
чески похожи, то суперкомпилятор обобщает одно из двух выражений
чтобы предотвратить появление бесконечных ветвей в частичном дере-
ве процессов. Таким образом, существенным свойством свистка являет-
ся то, что он будет срабатывает на последовательности выражений, по-
рождаемых прогонкой. Говоря формально, свисток основан на вполне-
квазиупорядочении.

3.1 Простейший случай: язык первого порядка
Рассмотрим язык первого порядка [13, 14], синтаксис которого представ-
лен на Рис. 1. Арность функторов (функций и конструкторов) фиксиро-
вана и конечна. Отношение гомеоморфного вложения для такого языка
определено на Рис. 2. Тонкость в том, что все переменные являются сво-
бодными и не различаются.

Обозначим E0 – множество выражений, определяемых грамматикой 1.
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e ::= v | c(e1, . . . , en) | f(e1, . . . , en)

Рис. 1: Язык первого порядка: синтаксис выражений

Переменные Погружение Сцепление

v1 E v2

∃i : e E e′i
e E φ(e′1, . . . , e

′
k)

∀i : ei E e′i
φ(e1, . . . , ek) E φ(e′1, . . . , e

′
k)

Рис. 2: Язык первого порядка: вложение

Теорема 13 (Крускал). (E0,E) – вполне-квазиупорядочение при условии,
что конструкторов и функций – конечное число.

Доказательство. Сворачиваем все переменные в одну константу (кон-
структор без аргументов), отличную от остальных функторов, получаем
выражения без переменных и используем доказательство из [3].

Вложение на Рис. 2 обладает свойством, существенным для суперком-
пиляции: если два выражения вложены через сцепление, то существует
нетривиальное обобщение этих выражений.

3.2 Связанные переменные
В отличие от языка первого порядка, рассматриваемого Сёренсеном, су-
перкомпилятор HOSC работает с языком HLL (с функциями высшего
порядка). В HLL выражениях присутствуют связанные переменные в в
λ-абстракциях и case-выражениях. Концептуально связанные перемен-
ные в case-выражениях не отличаются от связанных переменных в λ-
абстракциях. Поэтому в дальнейшем проблемы, относящиеся к связан-
ным переменным, рассматриваются только для λ-абстракций.

λ-абстракцию можно рассматривать как “особый” конструктор при
проверке на гомеоморфное вложение. Однако, при упрощенном подходе
во время суперкомпиляции могут возникнуть трудности, так как вложе-
ние через сцепление не подразумевает наличие нетривиального обобще-
ния. Действительно, если не различать связанные переменные, то следу-
ющие выражения “наивно” сцеплены, но нет нетривиального обобщения:

λx y → Pair x y
λx y → Pair y x

Однако, если различать связанные переменные, данные выражения не
вкладываются. Несмотря на синтаксическое сходство двух выражений,
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соответствующие безымянные функции различаются по смыслу. Поэто-
му в определении расширенного вложения в [6] используется таблица ρ
для записи соответствия связанных переменных. Пусть E1 – вложение,
учитывающее соответствие связанных переменных.

Однако, E1 еще достаточно грубо сравнивает выражения, поскольку
существуют выражения, сцепленные через E1, для которых отсутствует
нетривиальное обобщение. Например, следующие выражения:

λx → x

λx → (S x)

Поэтому в пункте 4.3 в [6] вводится дополнительное требование: выра-
жение, свободные переменные которого уже есть в таблице соответствия
ρ, не может быть погружено в другое выражение. Обозначим через E2 –
вложение E1, расширенное требованием пункта 4.3.

3.3 Высший порядок и арность
Теорема Крускала применима к языку первого порядка (Рис. 1), так как
арность функторов (функций и конструкторов) фиксирована, множество
функторов в исходной программе конечно, и во время прогонки не могут
появиться функторы, отсутствующие в исходной программе.

Однако, в случае языка высшего порядка, функция может быть ча-
стично применена, поэтому, потенциально, во время прогонки могут по-
являться вызовы функций произвольной “арности”: f, f x, f x y и т.д.
Вдобавок, аргументами функций могут быть значения-функции. Поэто-
му логично рассматривать имена функций как переменные, а не функто-
ры, и ввести специальный конструктор для представления аппликации.
Это можно сделать двумя способами:

1. Ввести только один бинарный конструктор App, первый аргумент
которого – голова аппликации (которая может быть аппликацией),
а второй – аргумент аппликации. Обозначим такую кодировку A2.

2. Не допускать аппликации быть в голове аппликации - ввести множе-
ство различных конструкторов App2, App3 . . . разной арности. Обо-
значим такую кодировку A∗.

Выражение f x y будет представимо следующими способами:

1. f x y = App(App(f, x), y)

2. f x y = App3(f, x, y)

В обоих случаях если выражения e1 и e2 вложены через сцепление E2,
то существует их нетривиальное обобщение. Также ясно, что при коди-
ровке A2 свисток будет свистеть чаще, чем при A∗.



10

iterate (λn → S n)

(λv u → Cons u (iterate v (v u))) (λn → S n)

(λu → Cons u (iterate (λn → S n) ((λn → S n) u)))

Cons Z (iterate (λn → S n) ((λn → S n) u)))

u iterate (λn → S n) ((λn → S n) u))

Рис. 3: Прогонка выражения iterate (λn →S n)

В принципе, в суперкомпиляторе может быть использован любая из
кодировок. Однако первый подход неприменим для суперкомпилятора
HOSC из-за того, что если во время прогонки встречается λ-абстракция,
то HOSC начинает преобразовывать тело это абстракции.

Рассмотрим прогонку выражения iterate (λn →S n). После несколь-
ких шагов получится дерево, показанное на Рис. 3.

При использовании кодировки A2 верхнее выражение будет вложено
через сцепление в правое нижнее выражение:

App(iterate, λn→ S n) ≤c App(App(iterate, λn→ S n), App(λn→ S n, u))

Верхнее выражение будет обобщено до

let f = iterate in f (λn→ S n)

и функция iterate не будет проспециализирована относительно своего
первого аргумента.

Использование кодировки A∗ приведет к специализации вызова функ-
ции iterate, и в общем случае предоставляет больше возможностей для
специализации. Именно поэтому определение вложения в [6] основано
(неявно) на использовании кодировки A∗. Будем обозначать через E3 вло-
жение из [6].

4 Вполне-квазиупорядочение E|ρ
Цель данной секций – показать, что отношение E|ρ (оно же – E3) являет-
ся вполне-квазиупорядочением на любой последовательности выражений
получаемых при прогонке во время суперкомпиляции. Напомним, что от-
ношение E3 – это отношение E, с наложенными на него ограничениями.
В следующих разделах мы покажем, что несмотря на дополнительные
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ограничения, E3 остается вполне-квазиупорядочением последовательно-
сти выражений, возникающих в процессе метавычислений.

Определение 14 (Выражения, достижимые метавычислениями). Пусть
дана программа prog. Выражение e достижимо для метавычислений,
если оно находится в дереве процессов, полученном при прогонке про-
граммы prog. Множество выражений, достижимых метавычисление
метавычисления программы prog, обозначаетсяM(prog).

В следующих разделах мы покажем что отношение E3 является квази-
упорядочением наM(prog). Это достигается заменой представления свя-
занных переменных таким образом, что теорема Крускала будет приме-
нима.

Вначале избавимся от связанных переменных в λ-абстракциях и case-
выражениях.

4.1 Замена case-выражений на конструкторы
Избавимся от связанных переменных в case-выражениях. Это можно сде-
лать, представив case-выражение в виде композиции специального кон-
структора и λ-абстракцй. Имя конструктора определяется типом селек-
тора, первый аргумент конструктора – селектор, остальные – ветви, пред-
ставленные λ-абстракциями. Ветви упорядочены в соответствии с поряд-
ком перечисления конструкторов в декларации типа.

Например, следующее выражение
case x of {Z → Z; S y → S y;}

кодируется так:
CaseNat(x, Z, λy → S y)

Пусть дана программа prog. Поскольку prog конечна, количество де-
клараций типов данный в prog также конечно. Таким образом, количе-
ство возможных case-конструкторов тоже конечно. В процессе прогонки
не могут возникать новые case-конструкторы, так как case-выражения в
M(prog) либо устраняются в результате шага редукции, либо вводятся
при разворачивании определения функции. Таким образом, множество
case-конструкторов, присутствующих вM(prog), конечно.

4.2 Замена имен переменных на индексы де Брюина
К сожалению, в результате прогонки может возникнуть (потенциально)
неограниченное количество связанных переменных в λ-абстракциях. Од-
нако, от них можно избавиться с помощью индексов де Брюина [2], – на-
туральных чисел, где число k означает “переменная, связанная k-й охва-
тывающей λ-абстракцией”.
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При проверке на гомеоморфное вложение, можно считать индексы де
Брюина специальными константами. Будет показано, что, в отличие от
имен переменных, множество индексов де Брюина наM(prog) конечно.

После замены именованных переменных на индексы де Брюина, преды-
дущее выражение принимает вид:

CaseNat(x, Z, λS 1)

Результат кодирование выражения e с помощью case-конструкторов и
индексов де Брюина обозначается E1[[e]], результат кодирования програм-
мы prog – E1[[prog]]

Лемма 15 (E1, E, E1). e1 E1 e2 ⇔ E1[[e1]] E E1[[e2]]

Доказательство. Структурная индукция по парам исходных выражений
и их кодировкам.

Лемма 16. Индексы де Брюина ограничены наM(prog).

Доказательство. Индексы де Брюина, встречающиеся в E1[[prog]] (а сле-
довательно, и в закодированном целевом выражении), ограничены в силу
конечности E1[[prog]]. Индекс вME1(prog) ограничен наименьшей верхней
гранью индексов в E1[[prog]], поскольку, если выражение e′ возникло на
шаге прогонки выражения e, то индексы в E1[[e′]] не могут быть больше
индексов в E1[[e′]] и E1[[prog]]. Действительно, рассмотрим правила прогон-
ки (Приложение C)

• D1, D2, D8 - шаг прогонки не затрагивает индексы де Брюина.

• D3. Индекс де Брюина, соответствующий примененной λ-абстракции
пропадает (становится свободной переменной), остальные индексы
не изменяются

• D4 - индексы в контексте сохраняются. Индексы в подставленном
определении функции ограничены в силу конечности программы.

• D5 - В силу нормального порядка β-редукции, осуществляемой при
прогонке, после шага редукции индекс де Брюина, соответствующий
v0, исчезнет, все остальные индексы останутся неизменными.

• D6, D7 – аналогично D5.

Лемма 17. (M(prog),E1) – вполне-квазиупорядочение.

Доказательство. Число конструкторов вME1(prog) ограниченно в силу
леммы 16. Следовательно, (ME1(prog),E) – вполне-квазиупорядочение.
Из леммы 15 следует, что (M(prog),E1) – вполне-квазиупорядочение.
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Важно отметить, что при шагах прогонки по правилам D5, D6, D7

максимальный индекс не увеличивается из-за нормального порядка β-
редукции. Однако, при полной β-редукции (которую HOSC не делает),
максимальный индекс может увеличиваться:

(λx → (λy z → y) (λv → x)) w ⇒ (λx z v → x) w

При кодировке с индексами де Брюина:

( λ→ ( λλ→ 2) ( λ→ 2)) w ⇒ ( λλλ→ 3) w

4.3 Расширенные индексы де Брюина
Пересмотрим кодировку E1 так, чтобы она учитывала дополнительное
требование, накладываемое E2: выражение, свободные переменные ко-
торого уже зарегистрированы в таблице ρ не может быть погружено в
другое выражение ([6], раздел 4.3).

Это требование может быть учтено с помощью добавления к каждому
индексу де Брюина подиндекса k, такого, что k есть число конструкторов
(включая λ-абстракций) между переменной и соответствующей связыва-
ющей конструкцией.

Индекс де Брюина отражает только структуру λ-абстракций, в то вре-
мя, как подиндекс учитывает структуру λ-абстракций и структуру всех
остальных конструкторов.

Обозначим через E2 кодировку E1, учитывающую подиндексы. Приве-
дем 2 примера:

e E2[[e]]

λx → x λ→ 11

λx → S x λ→ S 12
Равенство двух расширенных индексов естественным образом опреде-

ляется как равенство индексов и подиндексов. При проверке на гомео-
морфное вложение будем считать различные расширенные индексы де
Брюина различными конструкторами.

Лемма 18 (E2, E, E2). e1 E2 e2 ⇔ E2[[e1]] E E2[[e2]]

Доказательство. Структурная индукция по парам исходных выражений
и их кодировкам (аналогично 15)

Лемма 19. Подиндексы де Брюина ограничены наME2(prog).

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 16.

Лемма 20. (M(prog),E2) – вполне-квазиупорядочение.
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Доказательство. Количество конструкторов в ME2(prog) ограничено в
силу лемм 16 и 19. Значит, (ME2(prog),E) – вполне-квазиупорядочение.
Из леммы 18 следует, что (M(prog),E2) – вполне-квазиупорядочение.

4.4 Проблема арности
В кодировке E2 аппликации были представлены с помощью бинарных кон-
структоров (представление A2 из пункта 3.3). Рассмотрим кодировку E3,
в которой, в отличие от E2, аппликации представлены набором конструк-
торов различной арности (кодировка A∗ из пункта 3.3).

Типизация по Хиндли-Милнеру находит главные типы (principal types)
выражений в программе. Главный тип может содержать типовые пере-
менные, которые в разных контекстах могут инстанциироваться различ-
ными конкретными типами. Рассмотрим простую функцию id:

id :: a → a;

id = λx → x;

Функция id имеет тип id :: ∀a.a→ a. Поскольку типовая переменная a
под квантором инстанциируется в зависимости от контекста, мы ничего не
можем сказать об арности символа id. В действительности арность сим-
вола id в конкретном контексте может быть насколько угодно большой.
Например, id можно применить к скольки угодно аргументам, каждый
из которых тоже является id!

id

id id

id id id

...

id id id id ...

Это можно сделать в силу того, что функция id - полиморфная.
То есть, если тип некоторого выражения e0 (более узко - переменной)

является полиморфным, то в принципе можно сконструировать коррект-
но типизированное выражение e = e0 e1 . . . en с любой арностью n.

Однако, если тип t0 выражения e0 - не содержит типовых переменных
(мономорфный), то легко показать, что возможны только такие коррект-
но типизированные выражения e = e0 e1 . . . en, где арность n ограничена.

Если рассмотреть idA, конкретизацию функции id для конкретного
типа A, то арность символа idA не может превышать 1. Поскольку idA e ::
A, и не является функцией.

Следующие примеры показывают, почему типизации по Хиндли-Милнеру
не допускает появление выражений неограниченной арности:

f = λx → f f x;

h = λx → h x h;
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t ::= τ (type variable)
| t→ t (arrow)
| TyCon ti (type constructor)

Рис. 4: Грамматика типов HLL

f1 = λx y → f1 (x y) y;

f2 = λx y → f2 x (y x);

Приведенные функции неограниченно увеличивают число аргументов
аппликации, но не являются корректно типизированными.

Определение 21 (Арность аппликации). Арность аппликации a[[e]] вы-
ражения определяется по индукции следующим образом:

a[[v]] = 0
a[[f ]] = 0
a[[λv0 → e0]] = 0
a[[c ei]] = 0
a[[case e0 of {ci vik → ei;}]] = 0
a[[e0 e1 . . . en]] = n

Лемма 22 (E3, E, E3). e1 E3 e2 ⇔ E3[[e1]] E E2[[e2]]

Доказательство. Структурная индукция по парам исходных выражений
и их кодировкам (аналогично доказательству лемм 15 и 18).

Язык HLL типизован по Хиндли-Милнеру [1]. Синтаксис типов пока-
зан на Рис. 4.

Определение 23 (Мономорфный тип). Тип называется мономорфным,
если в нем отсутствуют типовые переменные.

Определение 24 (Арность типа). Арность типа A(t) определяется по
индукции следующим образом:

A[[α]] = 0
A[[t1 → t2]] = 1 +A(t2)
A[[TyCon ti]] = 0

ME3(prog) обозначает {E3[[e]] | e ∈M(prog)}.
Нам нужно показать, что теорема Крускала выполняется наME3(prog).

Если мы покажем, что арность типов выраженийME3(prog) ограничена,
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из этого будет следовать ограниченность арности выраженийME3(prog).
То есть, все аппликации в ME3(prog) кодируются с помощью конечного
числа конструкторов. Следовательно, теорема Крускала применима.

К сожалению, арность полиморфных типов сложно оценивать, так как
типовые переменные полиморфного типа могу инстанциироваться функ-
циональными типами, увеличивая таким образом арность типа. С другой
стороны, арность мономорфных типов задана раз и навсегда, поскольку
в них отсутствуют типовые переменные.

Мы покажем, что для мономорфно типизированной программы ар-
ность выражений, возникающих во время прогонки, ограничена в силу
ограниченности арности соответствующих типов.

Тонкость, однако, заключается в том, что алгоритм суперкомпиляции,
реализованный в HOSC, учитывает, что входная программа корректно
типизирована, но явным образом не рассматривает конкретные типы.

Таким образом, можно воспользоваться следующим приемом. Пусть
дана программа prog с полиморфными типами, мы можем заменить ее на
мономорфно типизированную программу progm, такую, что HOSC строит
одинаковые деревья процессов для prog и progm. Значит, если арности ап-
пликаций наME3(progm) ограничены, то они ограничены и наME3(prog),
посколькуME3(progm) =ME3(prog).

В следующем разделе мы опишем процедуру мономорфизации исход-
ной программы prog.

4.4.1 Мономорфизация

При типизации по Хиндли-Милнеру мы строим граф зависимостей вы-
зовов функций [12]. В результате получаем направленный граф, состо-
ящий из строго связанных компонент, отсортированный в обратном то-
пологическом порядке. Внутри каждой компоненты (рекурсивные) функ-
ции, принадлежащей данной компоненте, являются мономорфными в том
смысле, что каждое вхождение имени функции, определяемой в данной
компоненте, имеет один и тот же тип (возможно, содержащий типовые
переменные). Функции из компоненты SCCi не зависят от функций из
компонент SCCj при i < j. Введем специальную связанную компоненту
SCC0, соответствующую целевому выражению.

Мономорфизация строит из программы prog новую программу progm,
операционно эквивалентную исходной. Вначале progm совпадает с prog.
Предполагаем, что каждому подвыражению и функции в progm явно при-
писан его тип.

Пусть A - некоторый зафиксированный базовый тип, например:

data A = A;
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Мономорфизация шаг за шагом строит новую программу, уменьшая
на каждом шаге граф зависимостей строго связанных компонент.

1. Если в типе в целевом выражении или его подвыражениях встреча-
ется типовая переменная, то заменяем ее на базовый тип A, превра-
щая таким образом целевое выражение в мономорфное. После этого
компонента SCC0 становится мономорфной.

2. Выбираем компоненту с SCCi c минимальным i > 0. Если такой
нет – мономорфизация завершена.

3. Если в SCC0 нет ссылок на символы, определенных в SCCi – уда-
ляем SCCi из графа зависимостей и переходим к шагу 2.

(a) Встраиваем конкретизацию компоненты SCCi в компоненту
SCC0: берем одно вхождение какой-либо функции f из SCCi.
Вхождение f в SCC0 имеет мономорфный тип в силу того, что
SCC0 уже мономорфизована. Заменяем это вхождение на fi,
где fi - новое имя. Копируем определения f . . . g из SCCi в
SCC0 с переименованиями fi . . . gi. Если в компоненте SCCi
есть имена функций, типы которых содержат типовые пере-
менные, которые не зависят от контекста, то конкретизируем
эти типовые переменные базовым типом A. После этого ша-
га компонента SCC0 останется мономорфной: вхождение f в
SCC0 было мономорфным, значит (в контексте данного вхож-
дения) мы однозначно приписываем мономорфные типы всем
(под)выражениям в скопированной компоненте.

Если в расширенной компоненте SCC0 остались вхождения симво-
лов из SCCi, – повторяем шаг 3(a), иначе – переходим к шагу 2.

Лемма 25. Мономорфизация программы завершается за конечное число
шагов.

Доказательство. Количество вершин (строго связанных компонент) и
дуг (зависимостей вызовов) в изначальном графе конечно. Шаг 1 выпол-
няется один раз и не изменяет количество вершин и дуг в графе. Шаг 2
также не меняет количество вершин и дуг. На шаге 3 удаляется вершина
графа - уменьшается количество вершин. Для SCCi шаг 3(a) выполня-
ется пока есть вхождение символов из SCCi в SCC0. Но число таких
вхождений конечно и каждый шага 3(a) устраняет одно из них.

Другими словами, мономорфизация программы завершается, так как
в графе зависимостей нет циклов, выходящих за пределы одной компо-
ненты, и в пределах одной компоненты каждое вхождение символа, опре-
деляемого в данной компоненте имеет один и тот же тип.
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Лемма 26. Прогонка мономорфизованной программы строит дерево про-
цессов, совпадающее с деревом процессов, построенным прогонкой исход-
ной программы, с точностью до индексов, возникших в результате мо-
номорфизации.

Доказательство. Определения мономорфизованных функций f1, . . . , fi
совпадают с исходным определением f (с точностью до индексов). С дру-
гой стороны, алгоритм прогонки HOSC не зависит от конкретных имен
функций. Поэтому если стереть индексы в дереве процессов, порожден-
ном прогонкой мономорфизованной программы progm, то получится де-
рево, порожденном прогонкой исходной программы.

4.4.2 Конечность арности

Лемма 27. Арность аппликации любого подвыражения, возникающего
при прогонке программы prog ограничена максимальной арностью типа
подвыражения в мономорфизованной программе progm.

Доказательство. Рассмотрим дерево, порождаемое прогонкой progm. Вы-
ражение в любом узле дерева является мономорфным. Поэтому достаточ-
но показать, что ограничена арность типа любого подвыражения, порож-
даемого прогонкой. Это верно для выражения в корне дерева, являю-
щимся целевым выражением программы progm. Покажем, что каждый
шаг прогонки сохраняет ограниченность арности аппликаций.

• D1, D2, D3, D8 - при переходе к подвыражениям максимальная ар-
ность типа подвыражения не может увеличиться.

• D4 - максимальная арность после завершения шага не больше мак-
симальной арности до шага и максимальной арности подвыражений
в определении f0.

• D5, D6, D7 - максимальная арность типа подвыражения не увеличи-
вается так как type(v0) = type(e0), type(vik) = type(e′k), type(v e′j) =
type(pi) соответственно.

Поскольку арность аппликации во время прогонки progm ограничена, то
по лемме 26 она ограничена и при прогонке prog.

Из леммы следует, что в кодировке ME3(prog) количество конструк-
торов App2, . . . , Appn ограничено.

Следствие 28. Множество конструкторов App2, . . . , Appn, появляю-
щихся вME3(prog), конечно.

Теорема 29. (M(prog),E3) – вполне-квазиупорядочение.
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e E3[[e]]

map f App2(map, f)

map (compose f g) App2(map, App3(compose, f, g))

λx → Cons x Nil λ→ Cons(12, Nil)

case x of
{Z → x; S b → f (g b);}

CaseNat(x, x, λ→ App2(f, App2(g, 13)))

Рис. 5: Примеры кодирования

Доказательство. Множество конструкторов в ME3(prog) ограничено в
силу лемм 16, 19 и 27. Значит, (ME3(prog),E) – вполне-квазиупорядоче-
ние. По лемме 22 (M(prog),E3) – вполне-квазиупорядочение.

Следствие 30. Так как E3 совпадает с E|ρ, мы показали, что отноше-
ние E|ρ – вполне-квазиупорядочение наM(prog).

Следствие 31. Отношение Ec|ρ – вполне-квазиупорядочение наM(prog).

Доказательство. Следует из теоремы 29 и леммы Хигмана [3].

4.5 Кодировка E3
В разделе 4.5 в [6] примедены примеры вкладывающихся и не вклады-
вающихся по E|ρ выражений. Некоторые выражения из этих примеров в
кодировке E3 приведены на Рис. 5.

Близкая к E1 кодировка использовалась [10] для решении проблемы
конфликта имен при дефорестации.

Если кодировать выражения через E3, то нет нужды в использовании
таблицы соответствия ρ при проверке на расширенное вложение E|ρ.

5 Завершаемость суперкомпилятора HOSC 1.1
Все теоремы и доказательства этой секции повторяют (с незначительны-
ми модификациями) материал из [14].

Идея – показать, что выполняются условия теоремы 12.
Мы не будем явно рассматривать операцию fold, так как в [6] она

использовалась только для удобства записи алгоритма построения оста-
точной программы, – просто будем считать, что узел β является обрабо-
танным, если выполняется условие для совершения операции fold.
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Лемма 32. Суперкомпилятор HOSC - преобразователь Коши.

Доказательство. Определим отношение � на множестве L как:

let x′1 = e′1, . . . , x
′
m = e′m in e′ � let x1 = e1, . . . , xn = en in e⇔ m = 0 & n ≥ 0

Просто показать, что � – вполне фундированное квазиупорядочение. По-
кажем, что для на любом шаге построения частичного дерева процессов

ti+1 = ti{γ := t′}

для некоторого узла γ и выполняется одно из следующих условий:

• γ ∈ leaves(ti) и γ.expr = t′.root.expr (прогонка),

• γ.expr � t′.root.expr (обобщение).

Достаточно проанализировать возможные операции на каждом шаге:

1. ti+1 = drive(ti, β) = ti{β := t′}, где β ∈ leaves(ti) и t′ = β.expr →
e1, . . . , en. Значит:

β.expr = t′.root.expr

2. ti+1 = abstract(ti, β, α) = ti{β := let x1 = e1, . . . , xn = en in e →},
где α = ancestor(t, β, l), α.expr 6' β.expr, β – нетривиальный
узел, α.expr, β.expr ∈ E , α.exprl β.expr, (e, {}, θ) = α.expr u β.expr,
β.expr = eθ. Тогда α.expr ≡ e и β.expr ≡ α.exprθ, но α.expr 6'
β.expr, то есть n > 0. Таким образом:

β.expr � let x1 = e1, . . . , xn = en in e = t′.root.expr

3. ti+1 = abstract(ti, α, β) = ti{α := let x1 = e1, . . . , xn = en in e →},
где α = ancestor(t, β, Ec), α.expr 6 lβ.expr, β – нетривиальный
узел, α.expr, β.expr ∈ E , α.exprlβ.expr, (e, θ1, θ2) = α.expruβ.expr,
α.expr = eθ1. Тогда α.expr 6≡ e, но α.expr = eθ1, то есть n > 0. Таким
образом:

α.expr � let x1 = e1, . . . , xn = en in e = t′.root.expr

Определение 33 (Множество выражений шага). МножествоMi
SC(prog)

определяется как множество выражений, находящихся в узлах дерева
ti на i-м шаге построения частичного дерева процессов.

Определение 34 (Множество суперкомпиляции). МножествоMSC(prog)
определяется как объединение множеств:

MSC(prog) =
⋃
Mi
SC(prog)
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Лемма 35. (E ∩MSC(prog),E3) – вполне-квазиупорядочение.

Доказательство. РассмотримME3(prog). Легко показать, что при обоб-
щении e = let vi = ei; in eg индексы де Брюина, подиндексы де Брюина
и максимальная арность аппликации не увеличиваются. Отсюда по лем-
ме 29 следует, что (E ∩MSC(prog),E3) – вполне-квазиупорядочение.

Следствие 36. E|ρ – вполне-квазиупорядочение на E ∩MSC(prog).

Доказательство. Аналогично cледствию 30.

Следствие 37. Ec|ρ – вполне-квазиупорядочение на E ∩MSC(prog).

Доказательство. Аналогично cледствию 31.

Лемма 38. Суперкомпилятор HOSC при построении частичного дерева
процессов сохраняет конечный непрерывный предикат.

Доказательство. Определим l : L → E :

l(let vi = ei; in eg) = eg{vi := ei}

Определим w на множестве L:

e1 w e2 ⇔ (S[[l(e1)]] > S[[l(e2)]]) ∨ (S[[l(e1)]] = S[[l(e2)]] ∧ l(e1) m l(e2))

Так как l – вполне фундированное квазиупорядочение, то v – вполне
фундированное квазиупорядочение. Рассмотрим предикат q : T (l) → B,
определенный как

q(t) = p(t0)

где t0 - внутренность t, а предикат p : T (l)→ B:

p(t) =

 0 если ∃α, β : α = ancestor(t, β, Ec) и α, β - нетривиальные
0 если ∃α, β : α→ β, α, β - тривиальные и α.expr 6A β.expr
1 в противном случае

Множества тривиальных и нетривиальных выражений представляют раз-
биение множестваMSC(prog). Ec|ρ – вполне-квазиупорядочение на нетри-
виальных выраженияхMSC(prog) и v – вполне фундированное квазиупо-
рядочение на тривиальных выражениях MSC(prog). Следовательно (см.
утверждение 11), p и q – конечные непрерывные предикаты. Осталось
показать, что HOSC сохраняет предикат q.

Пусть дано дерево t и узел β, будем считать β корректным в дереве
t, если выполняются оба следующих условия:

(i) β – нетривиальный узел, β не является листом дерева t ⇒
ancestor(t, β,Ec) = •
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(ii) ∃α : α→ β и α – тривиальный узел ⇒ α.expr A β.expr

Дерево считается корректным, если все его узлы – корректные.
Легко видеть, что q(t) = 1, если t – корректное. Достаточно показать,

что на каждом шаге i ti - корректное. Доказываем по индукции по i.
Для i = 0, (i)-(ii) выполняются.
Для i > 0, предполагаем, что ti - корректное. Для ti+1 рассмотрим

различные операции этого шага:

1. ti+1 = drive(ti, β) = ti{β := t′}, где β ∈ leaves(ti) и t′ = β.expr →
e1, . . . , en и e1, . . . , en = D[[β.expr]]. Необходимо показать, что β и
children(ti+1, β) – корректные в ti+1.
Рассмотрим β: (1) если β – нетривиальный узел, алгоритм гаранти-
рует, что для β выполнено условие (i), условие (ii) верно по гипотезе
индукции, (2) если β – нетривиальный узел, то для β условие (i)
выполнено тривиальным образом, и условие (ii) верно по гипотезе.
Рассмотрим children(ti+1, β): (1) если β – нетривиальный узел, усло-
вия (i) и (ii) выполнены тривиальным образом для children(ti+1, β)
(2) если β – тривиальный узел, то условие (i) выполнено тривиаль-
ным образом, а условие (ii) выполняется т. к. ∀i : β.expr A ei, – здесь
очень важно, что при прогонке тривиального выражения, размер вы-
ражения уменьшается (см. 6).

2. ti+1 = abstract(ti, β, α) = ti{β := let x1 = e1, . . . , xn = en in e →
}, где α = ancestor(t, β, l), α.expr 6' β.expr, β – нетривиальный
узел, α.expr, β.expr ∈ E , α.expr l β.expr, (e, {}, θ) = α.expr u β.expr,
β.expr = eθ. Необходимо показать, что β – корректен в ti+1.
Условие (i) выполняется тривиальным образом. Из гипотезы индук-
ции и факта, что l(βi.expr) = l(let x1 = e1, . . . , xn = en in e) =
l(βi+1.expr), следует выполнение условия (ii).

3. ti+1 = abstract(ti, α, β) = ti{α := let x1 = e1, . . . , xn = en in e →},
где α = ancestor(t, β, Ec), α.expr 6 lβ.expr, β – нетривиальный
узел, α.expr, β.expr ∈ E , α.exprl β.expr, (e, θ1, θ2) = α.expr u β.expr,
α.expr = eθ1. Необходимо показать, что α – корректен в ti+1.
Условие (i) выполняется тривиальным образом. Из гипотезы индук-
ции и факта, что l(αi.expr) = l(let x1 = e1, . . . , xn = en in e) =
l(αi+1.expr), следует выполнение условия (ii).

Следствие 39. Построение дерева частичных процессов суперкомпиля-
тором HOSC завершается.

Доказательство. Из лемм 32, 38 следует, что выполняются условия тео-
ремы 12.
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data D = F (D → D);

λf → apply (F (λx → f (apply x x)))(F (λx → f (apply x x)))

where

apply = λx → case x of { F f → f; };

Рис. 6: Оператор неподвижной точки c глобальным определением

data D = F (D → D);

λf → (λy → case y of { F g → g; })

(F (λx → f ((λy → case y of { F g → g; }) x x)))

(F (λx → f ((λy → case y of { F g → g; }) x x)))

Рис. 7: Оператор неподвижной точки без глобального определения

6 HOSC 1.0 и завершаемость
Суперкомпилятор HOSC 1.0 мог зациклится. На Рис. 6 показано опреде-
ление неподвижной точки без использования явной рекурсии. Суперком-
пиляция данного выражения завершается, так как при построении дерева
процессов встречаются нетривиальные выражения вида

apply (F (λx → f (apply x x)))(F (λx → f (apply x x)))

Однако, если заменить вызов функции apply на ее определение, то HOSC
1.0 не завершится! Причина заключается в том, что прогонка измененной
программы (Рис. 7) будет порождать только тривиальные выражения,
которые не проверяются на вложение.

Эта проблема решена в суперкомпиляторе HOSC 1.1 B.

7 Обзор литературы
Первое полное описание суперкомпилятора с доказательством завершае-
мости можно найти в магистерской работе Сёренсена [13]. Суперкомпи-
лятор Сёренсена работает с ленивым функциональным языком первого
порядка. Затем Сёренсеном был разработан инструментарий для доказа-
тельство завершаемости преобразователей программ, работающих с де-
ревьями [14].

Митчел и Рансиман описали суперкомпилятор Supero для подмноже-
ства функционального языка с ленивой семантикой Haskell [11]. Доказа-
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тельство завершаемости Supero не опубликовано.
Джонссон и Нордландер описали суперкомпилятор для функциональ-

ного языка с функциями высших порядков с семантикой вызовов по зна-
чению [5] и показали его завершаемость [4].

Данная работа отличается от [11, 5] в следующем:

• При проверке на гомеоморфное вложение HOSC различает связан-
ные переменные (вкладываются только соответствующие связанные
переменные). Поэтому свисток HOSC срабатывает реже, чем свисток
в [11, 5], и происходит меньше переобобщений.

• HOSC проверяет только вложение через сцепление – это гарантирует
наличие наиболее тесного обобщение. HOSC однозначно строит обоб-
щение. В [11, 5] свисток срабатывает и при погружении – в данном
случае может отсутствовать наиболее тесное обобщение и возникает
неоднозначность при построении обобщения.

• В [11, 5] глобальные функции имеют фиксированную арность и каж-
дый вызов глобальной функции должна быть насыщенным по аргу-
ментам. Поэтому в [11, 5] иногда в программу приходится искусствен-
но вставлять λ-абстракции, чтобы избежать частичного применения
глобальной функции. HOSC не имеет такого ограничения и допуска-
ет любые (корректно типизированные) частичные аппликации.

Главной новизной данной работы является доказательство того, что
расширенное гомеоморфное вложение, различающее связанные перемен-
ные все равно остается вполне-квазиупорядочением на множестве выра-
жений возникающих во время суперкомпиляции (а не на всем множестве
выражении). Однако, этого достаточно для завершаемости суперкомпи-
лятора. Вдобавок, использование более утонченного сложения позволяет
в некоторых случая избежать переобобщения.
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A HOSC 1.0: работа над ошибками
В [6] есть неточности и опечатки.

Секция 5.2 должна начинаться:

Правила общего функтора имеют вид:

(v, {v := e1} ∪ θ1, {v := e2} ∪ θ2)⇒ . . .

Правила общего функтора применимы только тогда, когда

e1 Ece2 or e1 Eve2

7-е правило прогонки (глава 6, Рис. 5) должно читаться:

D[[con〈case v e′j of {pi → ei;}〉]]⇒
[
v e′j , con〈ei{v e′j := pi}〉

]
B HOSC 1.1
HOSC 1.1 несколько иначе чем HOSC 1.0 определяет разбиение узлов
дерева на тривиальные и нетривиальные, учитывая размер выражения.

Размер выражения e S[[e]] определяется по индукции следующим об-
разом:

S[[v]] = 1
S[[f ]] = 1
S[[c ei]] = 1 +

∑
i S[[ei]]

S[[λv → e]] = 1 + S[[e]]
S[[e1 e2]] = S[[e1]] + S[[e2]]
S[[case e0 of {ci vik → ei;}]] = 1 + S[[e0]] +

∑
i S[[ei]]

S[[letrec f = e1 in e2]] = 1 + S[[e1]] + S[[e2]]

Узел β считается нетривиальным, если выполняется одно из следую-
щих условий:
1. β.expr = con〈f〉,
2. β.expr = con〈case v ej of {pi → ei;}〉,
3. β.expr = con〈(λv → e0) e1〉 и S[[(λv → e0) e1]] ≤ S[[e0{v := e1}]],
4. β.expr = con〈case cj e′k of {ci vik → ei;}〉 и
S[[case cj e′k of {ci vik → ei;}]] ≤ S[[ej{vjk := e′k}]]

Во всех остальных случаях узел β считается тривиальным.
В отличие от HOSC 1.0, нетривиальные узлы 3-го и 4-го типа могут

быть базовыми и повторными узлами в частичном дереве процессов. Ал-
горитм генерации остаточной программы изменяется соответствующим
образом, – правила обхода нетривиальных узлов 3-го и 4-го типа полно-
стью аналогичны правилам C1

7 , C2
7 и C3

7 из [6].
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C Дополнительные обозначения
Для удобства ссылок на правила шага прогонки приведем их с нумера-
цией:

D[[v ei]] ⇒ [v, ei] (D1)

D[[c ei]] ⇒ [ei] (D2)

D[[λv0 → e0]] ⇒ [e0] (D3)

D[[con〈f0〉]] ⇒ [con〈unfold(f0)〉] (D4)

D[[con〈(λv0 → e0) e1〉]] ⇒ [con〈e0{v0 := e1}〉] (D5)

D[[con〈case cj e′k of {ci vik → ei;}〉]] ⇒
[
con〈ej{vjk := e′k}〉

]
(D6)

D[[con〈case v e′j of {pi → ei;}〉]] ⇒
[
v e′j , con〈ei{v e′j := pi}〉

]
(D7)

D[[let vi = ei; in e]] ⇒ [e, ei] (D8)
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