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Рассматривается третье уравнение Пенлеве в случае, когда все четыре его
комплексных параметра отличны от нуля. Для этого случая все семейства
степенных разложений его решений близи нуля и бесконечности были найде-
ны в препринте № 51 за 2003 г. Здесь вычислены экспоненциальные добавки
к степенным разложениям решений вблизи бесконечности (§1), все семей-
ства степенно-логарифмических разложений решений вблизи нуля (§2) и все
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Введение

Третье уравнение Пенлеве имеет вид

ẅ =
ẇ2

w
− ẇ

t
+
aw2 + b

t
+ cw3 +

d

w
, (0.1)

где t ∈ C — независимая переменная, w(t) — неизвестная функция, a, b, c и
d — комплексные параметры, bd 6= 0, ẇ = dw/dt. У этого уравнения имеются
две особые точки: t = 0 и t = ∞. В работе для случая общего положения,
когда все параметры a, b, c и d отличны от нуля:

abcd 6= 0, (0.2)

ищутся асимптотические разложения решений уравнения (0.1) в окрестности
t = 0 и t =∞ вида

w = crt
r +
∑
s

cst
s,

где r, s ∈ C; Rer > Res, если t→∞ и Rer < Res, если t→ 0; cr, cs — либо
постоянные, либо многочлены от ln t, либо ряды по убывающим степеням
ln t. А именно, будем различать три типа таких разложений:

1) cr, cs — комплексные постоянные (степенные разложения);
2) cr — постоянная, cs — могут быть многочленами от ln t (степенно-

логарифмические разложения);
3) cr, cs — ряды по убывающим степеням ln t (сложные разложения).
Разложения типов 1 и 2 изучены в препринте [1]. После умножения урав-

нения (0.1) на общий знаменатель tw оно записывается в виде

f(t, w)
def
= − ẅwt− ẇw + ẇ2t+ w(aw2 + b) + t(cw4 + d) = 0. (0.3)

1 Экспоненциальные добавки к разложениям решений

Согласно § 7 [20] экспоненциальные добавки могут иметь только разложения,
соответствующие ребру Γ

(1)
3 . Его укороченное уравнение (4.21) [1] есть

f̂
(1)
3

def
= dt+ ctw4 = 0. (1.1)

Очевидно порядок производной ∆(f̂
(1)
3 ) = 0 < 2 = ∆(f). Укороченному

уравнению (1.1) соответствуют четыре разложения (4.25) [1]

wj = c0j +
∞∑
k=1

c−kjt
−k = ϕj(t), (1.2)
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где согласно (4.22) [1]

c0j = ij
4

√
−d
c
, i2 = −1, j = 0, 1, 2, 3, (1.3)

а все остальные c−k для фиксированного j однозначно определены.
Согласно § 7 [20] для каждого разложения (1.2) имеются две однопара-

метрические добавки вида

ψj(t) = c exp

[
αlj

tp+1

p+ 1
+
∑

γs+1,l(ln t)t
s+1

]
+ . . . . l = 1, 2,

где αlj = const, γs+1,l – многочлены от ln t. Найдем их начальные отрезки.
Вычислим первую вариацию:

δf

δwj
= −ẅjt− wjt

d2

dt2
− ẇj − wj

d

dt
+ 2ẇjt

d

dt
+ 3aw2

j + b+ 4ctw3
j . (1.4)

Согласно § 7 [20] на разложении (1.2) вариация (1.4) дает оператор M(t).
Вычислим все те дифференциальные мономы alj(t, uj) суммыM(t)uj, у ко-
торых векторные показатели степени Q(alj) = (q1, 1) имеют q1 ≥ −1, и их
суммы обозначим через N (t)uj. Согласно (1.2) и (1.4) получаем

N (t) = −c0jt
d2

dt2
− c0j

d

dt
+ 3a

(
c20j +

2c−1jc0j
t

)
+ b+

+4ct

(
c30j +

3c20jc−1j

t
+

3c0jc
2
−1j

t2
+

3c20jc−2j

t2

)
.

Произведем дальнейшие вычисления, используя оператор N (t) вместо опе-
ратораM(t). Уравнение N (t)uj имеет вид:

N (t)uj = −c0jtüj − c0ju̇j + 3a

(
c20j +

2c−1jc0j
t

)
uj + buj+

+4ct

(
c30j +

3c20jc−1j

t
+

3c0jc
2
−1j

t2
+

3c20jc−2j

t2

)
uj = 0.

Сделаем логарифмическое преобразование. Пусть ξj = lnuj, тогда

uj = eξj , u̇j = eξj ξ̇j = uj ξ̇j, üj = eξj(ξ̇j)
2 + eξj ξ̈j = uj((ξ̇j)

2 + ξ̈j).

Подставим эти выражения в уравнение N (t)uj = 0 и сократим на c0juj:

h̃j
def
= − t((ξ̇j)2 + ξ̈j)− ξ̇j + 3a

(
c0j +

2c−1j
t

)
+

b

c0j
+
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+4ct

(
c20j +

3c0jc−1j
t

+
3c2−1j
t2

+
3c0jc−2j

t2

)
= 0.

Обозначим ζj = ξ̇j, тогда

h̃j = −t(ζ2j + ζ̇j)− ζj + 3a

(
c0j +

2c−1j
t

)
+

b

c0j
+

+4ct

(
c20j +

3c0jc−1j
t

+
3c2−1j
t2

+
3c0jc−2j

t2

)
= 0. (1.5)

Носитель и многоугольник сумм h̃j показан на рисунке 1. Из него видно, что

-
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Рис. 1: Носитель и многоугольник суммы h̃

с конусом задачи
K̃ =

{
P̃ = (p̃1, p̃2) : p̃1 + p̃2 > 0

}
пересекаются только нормальные конусы вертикального ребра Γ

(1)
3 и его вер-

шин. Но укорочения, соответствующие вершинам, не дают подходящих ре-
шений. Вертикальному ребру соответствует укороченное уравнение

ĥj = −tζ2j + 4ctc20j = 0.

Его решения суть

ζj = αlj
def
= (−1)l2c0j

√
c = (−1)l2ij

4
√
−cd, l = 1, 2. (1.6)

Поскольку параллельно перенесенный носитель уравнения

h(t, ζj) = u−1j M(t)uj = 0 (1.7)

расположен в решетке с базисом (2, 0), (1, 1), а носитель укороченного ре-
шения (1.6) — это вектор (0, 1), то все они расположены в целочисленной
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решетке Z2. Поэтому соответствующие (1.6) разложения решений уравнения
h̃ = 0 имеют вид

ζj = αlj +
∞∑
k=1

δ−kljt
−k. (1.8)

Вычислим коэффициент δ−1lj. Поставим ζj = αlj + δ−1ljt
−1 в уравнение (1.7)

и, приравнивая нулю коэффициент при t0, получим для δ−1lj уравнение

−2αljδ−1lj − αlj + 3ac0j +
b

c0j
+ 12cc0jc−1j = 0,

отсюда

δ−1lj =
3ac0j
2αlj

+
b

2c0jαlj
+

12cc0jc−1j
2αlj

− 1

2
= −(−1)j(−1)l

b

2
√
−d
− 1

2
.

В разложении (1.8) все δ−klj однозначно определенные постоянные.
Согласно замечанию 7.4 [20] экспоненциальную добавку к разложению

(1.8) решения уравнения (1.7) находить не нужно, она отсутствует. Таким
образом, доказана

Теорема 1.1 Решения, близкие к разложениям (1.2), имеют вид

wj = ϕj(t) + c̃tδ−1lj exp

[
αljt+

∞∑
k=1

γ−kljt
−k

]
,

где c̃ — произвольная постоянная, все γ−klj — однозначно определенные по-
стоянные, а Re [αljt] < 0, то есть для каждого j имеется две добавки: одна
из них в полуплоскости Re [α1jt] < 0, а другая — Re [α1jt] > 0, поскольку
добавка должна стремиться к нулю при |t| → ∞. Постоянные αlj и δ−1lj
вычисляются по (1.6) и (1.9) соответственно.

2 Степенно-логарифмические разложения решений

2.1. Степенно-логарифмические разложения решений дифферен-
циального уравнения см. в § 3 [20].

Вернемся к уравнению (0.3). Для его решений степенно-логарифмические
разложения возможны только в двух случаях:

1) когда ξ = b/
√
−d является вещественным четным числом (Im(ξ) = 0,

|ξ| четное);
2) когда η = a/

√
c является вещественным четным числом (Im(η) = 0, |η|

— четное).
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То есть степенно-логарифмические разложения решений уравнения (0.3)
могут возникать только при рассмотрении ребер Γ

(1)
1 и Γ

(1)
2 многоугольника

уравнения.
2.2. Разложения, соответствующие ребру Γ

(1)
1 . Пусть для определен-

ности |ξ| = 2. В этом случае критическое число k = 1 + |ξ| = 3 попадает в
множество

K = {k = q1 > 1, q1 — целые нечетные} . (2.1)

Множество K(1 + |ξ|) совпадает с множеством (2.1). При этом в разложении
решения могут появляться логарифмы для βk с k ≥ 3. Для определения
коэффициента β3 воспользуемся леммой 3.1 [20].

Напомним, что для ребра Γ
(1)
1 оператор L(t) имеет вид

L(t) =
δf̂

(1)
1

δw
= −c1t2

d2

dt2
− c1 − c1t

d

dt
+ 2c1t

d

dt
+ b 6≡ 0, (2.2)

функция

ν(k) = −c1(k2 − 2k + 1) + b, где c1 = −d
b
. (2.3)

Носитель выражения L(t)u состоит из одной точки (0, 1). Следователь-
но, число v = 0. Подставим в исходное уравнение (0.3) начальный отрезок
разложения решения w = c1t:

f (t, c1t) = ac31t
3 + cc41t

5 = 0. (2.4)

Коэффициент при t3 равен θ3 = ac31. При k = 3 обыкновенное дифференци-
альное уравнение (3.7) [20] имеет вид

ν(3)β3(ψ) + ν ′(3)β′3(ψ) +
1

2
ν ′′(3)β′′3 (ψ) + θ3 = 0, (2.5)

где ν(3) = 0, ν ′(3) = −4c1, ν ′′(3) = −2c1, β′3(t) = dβ/dψ. Так как предпола-
гается, что все параметры a, b, c, d отличны от нуля (условие (0.2)), то θ3 6≡ 0
и условие совместности не выполнено. Поэтому в разложении присутствуют
логарифмы. После подстановки значений получим уравнение

−4c1β
′
3(ψ)− c1β′′3 (ψ) + ac31 = 0.

Оно имеет решение

β3(ψ) =
ac21
4
ψ + c32,

где c32 — произвольная постоянная. Аналогично можно вычислить коэффи-
циент β5(ψ). Он равен

β5(ψ) =
a2c31
16

ψ − 7a2c31
192

+
ac1c32

4
+
cc31
12
.
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Таким же образом последовательно находятся все остальные коэффициенты
разложения. Окончательно для ребра Γ

(1)
1 при |ξ| = 2 получаем семейство

разложений

w = −d
b
t+

(
ad2

4b2
ln t+ c32

)
t3 +

(
−a

2d3

16b3
ln t+

7a2d3

192b3
− adc32

4b
− cd3

12b3

)
t5 + . . . ,

(2.6)
где c32 — произвольная постоянная и учтено, что c1 = −d/b.

Пусть теперь |ξ| = 4. Тогда критическое число k = 1 + |ξ| = 5. В этом
случае k снова попадает в множество (2.1), множество K(1 + |ξ|) совпадает
с множеством (2.1) и в разложении решения могут появляться логарифмы
для βk с k ≥ 5.

Снова пользуясь леммой 3.1 [20], определим последовательно коэффици-
енты разложения решения. Для определения коэффициента β3 сделаем под-
становку w = c1t в уравнение (0.3) и снова получим, что θ3 = ac31. Для коэф-
фициента β3(ψ) при t3 обыкновенное дифференциальное уравнение (3.7) [20]
также имеет вид (2.5). Здесь ν(3) = −4c1 + b, ν ′(3) = −4c1, ν ′′ = −2c1.
Учитывая условие (0.2), получим, что θ3 6≡ 0. После подстановки значений
получим уравнение

(−4c1 + b) β3(ψ)− 4c1β
′
3(ψ)− c1β′′3 (ψ) + ac31 = 0.

Его общее решение имеет вид

β3(ψ) = c̃1e
2ψ + c̃2e

−6ψ − ac31
b− 4c1

,

где c̃1, c̃2 — произвольные постоянные. Полагая здесь c̃1 и c̃2 равными нулю,
получим, что коэффициент β3(ψ) = c3 является постоянным и равен

c3 = − ac31
b− 4c1

=
ad3

b2 (4d+ b2)
. (2.7)

Он имеет тот же самый вид, что и коэффициент (4.15) [1].
Вычислим теперь коэффициент β5(ψ). Для этого сделаем подстановку

w = c1t+ c3t
3 в уравнение (0.3):

f
(
t, c1t+ c3t

3
)

=
(
2ac21c3 + cc41

)
t5 +

(
ac1c

2
3 + 4cc31c3

)
t7+

+6cc21c
2
3t

9 + 4cc1c
3
3t

11 + cc43t
13 = 0.

Коэффициент при t5 равен θ5 = 2ac21c3 + cc41. Выразим коэффициент θ5 через
параметры исходного уравнения, учитывая что c1 = −d/b, а c3 определяется
соотношением (2.7):

θ5 =
d4

b4

[
2a2d+ c(4d+ b2)

4d+ b2

]
.
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Так как |ξ| = |b/
√
−d| = 4, то знаменатель в квадратной скобке не равен

нулю. Также учитывая |ξ| = 4, получаем, что числитель равен нулю, если

a2 − 6c = 0. (2.8)

Условие (2.8) является условием совместности для критического числа
k = 5. Если оно выполнено, то в разложении

u =
∑

βs(ln z)zs

коэффициенты βs являются постоянными числами. В противном случае βs —
многочлены от ln t. Для коэффициента β5(ψ) имеем ν(5) = 0, ν ′(5) = −8c1,
ν ′′(5) = −2c1, поэтому обыкновенное дифференциальное уравнение (2.4) бу-
дет иметь вид

−8c1β
′
5(ψ)− c1β′′5 (ψ) + 2ac21c3 + cc41 = 0.

Частное решение этого уравнения есть

β5(ψ) =

(
ac1c3

4
+
cc31
8

)
ψ + c52,

где c52 — произвольная постоянная. Окончательно для ребра Γ
(1)
1 при |ξ| = 4

получаем семейство разложений

w = c1t+ c3t
3 +

[(
ac1c3

4
+
cc31
8

)
ln t+ c52

]
t5 + . . . , (2.9)

где c1 = −d/b, c3 определяется соотношением (2.7), c52 — произвольная по-
стоянная.

Обобщая данные рассуждения на другие значения |ξ|, получим общую
формулу семейства разложений решений уравнения (0.3), соответствующих
ребру Γ

(1)
1 :

w = c1t+

−1+|ξ|/2∑
k=1

c2k+1t
2k+1 +

∞∑
k=|ξ|/2

β2k+1t
2k+1, (2.10)

где c1 = −d/b, c2k+1 — однозначно определенные числа, β2k+1 — многочлены
от ln t, β1+|ξ| — многочлен первой степени от ln t с произвольным свободным
членом. При этом для критического числа 1 + |ξ| в уравнении (3.7) [20] не
выполняется условие совместности θ1+|ξ| ≡ 0.

2.3. Разложения, соответствующие ребру Γ
(1)
2 . Используя симмет-

рию
(z, w, a, b, c, d) = (z, 1/w∗,−b∗,−a∗,−d∗,−c∗),

9



которой обладает уравнение (0.3), из степенно-логарифмических разложе-
ний (2.10), соответствующих ребру Γ

(1)
1 , для ребра Γ

(1)
2 получаем следующие

степенно-логарифмические разложения:

w = c−1t
−1 +

−1+|η|/2∑
k=1

c2k−1t
2k−1 +

∞∑
k=|η|/2

β2k−1t
2k−1, (2.11)

где c−1 = −a/c, c2k−1 — однозначно определенные числа, β2k−1 — многочлены
от ln t, β−1+|η| — многочлен первой степени от ln t с произвольным свобод-
ным членом. При этом для критического числа 1 + |η| в уравнении (2.4) не
выполняется условие совместности θ1+|η| ≡ 0.

2.4. Сводка результатов и их обсуждение. Итак, в §2 доказана

Теорема 2.1 1) Пусть ξ = b/
√
−d. Если Im(ξ) = 0 и |ξ| является четным

числом, то уравнение (0.3) в окрестности точки t = 0 имеет степенно-
логарифмическое разложение решений, определяемое уравнением (2.10).

2) Пусть η = a/
√
c. Если Im(η) = 0 и |η| является четным чис-

лом, то уравнение (0.3) в окрестности точки t = 0 имеет степенно-
логарифмическое разложение решений, определяемое уравнением (2.11).

Замечание 2.1 Вопрос сходимости степенно-логарифмических рядов пока
открыт, поэтому разложения (2.10) и (2.11) считаем формальными.

3 Сложные разложения решений

3.1. Сложные разложения решений дифференциального уравне-
ния см. в § 5 [20] и в [21].

Рассмотрим грани многоугольника уравнения (0.3) и соответствующие им
укороченные уравнения. Так как граням Γ

(0)
1 , Γ

(0)
3 , Γ

(1)
3 соответствуют алгеб-

раические укороченные уравнения, то для них нет нестепенных решений.
Рассмотрим теперь вершину Γ

(0)
2 . Укороченное уравнение, соответствую-

щее этой вершине, имеет вид

f̂
(0)
2 = −ẅwt− ẇw + ẇ2t = 0. (3.1)

Согласно § 5 [20] выполним логарифмическое преобразование. Сделаем его
по частям. Положим сначала

ξ = ln t, тогда ẇ =
w′

t
, ẅ =

w′′ − w′

t2
. (3.2)

Здесь штрих обозначает дифференцирование по ξ. После подстановки (3.2)
в уравнение (3.1), сокращения уравнения на t−1 и приведения подобных по-
лучим

−w′′w + (w′)2 = 0. (3.3)
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Далее положим

η = lnw, тогда w = eη, w′ = eηη′, w′′ = eη
(
η′′ + (η′)2

)
. (3.4)

После подстановки (3.4) в уравнение (3.3), сокращения на eη и приведения
подобных получится уравнение η′′ = 0. Его общее решение есть η = c1ξ + c2,
где c1, c2 — произвольные постоянные. Возвращаясь к исходным переменным,
получим

w = ec1 ln t+c2 = ec2tc1.

Так как данное решение является степенным, оно не является решением ис-
комого вида. Поэтому его не рассматриваем. Рассмотрим оставшиеся два
ребра: Γ

(1)
1 и Γ

(1)
2 .

3.2. Разложения решений, соответствующие ребру Γ
(1)
1 . Рассмот-

рим снова ребро Γ
(1)
1 многоугольника уравнения (0.3). Соответствующее уко-

роченное уравнение имеет вид:

f̂
(1)
1

def
= − twẅ − wẇ + tẇ2 + bw + dt = 0. (3.5)

Сделаем степенное преобразование

w = yt. (3.6)

В этом случае уравнение (3.5) примет вид:

f̃(t, y) = f̂
(1)
1 (t, yt) = −t3yÿ − t2yẏ + t3 (ẏ)2 + byt+ dt = 0.

-

6

s
s
s

-2 -1 0 1 2 q1

q2

Γ
(1)
11

2

Рис. 2: Ребро Γ
(1)
1 после преобразования (3.6)

Ребро Γ
(1)
1 после степенного преобразования (3.6) перейдет в вертикаль-

ное ребро (рис. 2). Ребро Γ
(1)
1 соединяет вершины Γ

(0)
1 = (q′1, q

′
2) = (1, 0) и

Γ
(0)
2 = (q′1, q

′′
2) = (1, 2). Положим

g(t, y) = t−1f̃(t, y) = −t2yÿ − tyẏ + t2 (ẏ)2 + by + d = 0. (3.7)

Тогда функция
g̃(y) = g(0, y) = by + d = 0. (3.8)
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Единственный корень этого уравнения y0 = −d/b.
Так как g̃′(y) = b, g̃′(0) = b 6= 0, то y0 не является кратным корнем.
Так как q′2 = 0, а у многочлена в уравнении (3.8) наименьшая степень y

не больше 0, то уравнение (3.8) не имеет нулевого корня.
Так как q′′2 = 2, а степень многочлена в уравнении (3.8) равна 1, то урав-

нение (3.8) имеет бесконечный корень.
Сделаем в уравнении (3.7) логарифмическое преобразование

ξ = ln t. (3.9)

Так как |ξ| → ∞ при t→ 0, то конус задачи имеет вид

K = {p1 ≥ 0} . (3.10)

Обозначим
dy

dξ
def
= y′. Тогда ẏ = y′ξ̇, ÿ = t−2 (y′′ − y′). При преобразовании

(3.9) уравнение (3.7) перейдет в уравнение

h(ξ, y) = −yy′′ + (y′)
2

+ by + d = 0. (3.11)

Теперь нашей задачей является нахождение степенных разложений реше-
ний уравнения (3.11), удовлетворяющих конусу задачи (3.10).

Носитель уравнения (3.11) состоит из трех точек

Q1 = (0, 0), Q2 = (−2, 2), Q3 = (0, 1).

Многоугольником уравнения Γ(h) является треугольник с вершинами в этих
точках. Гранями многоугольника Γ(h) являются три вершины

Γ
(0)
1 = Q1, Γ

(0)
2 = Q2, Γ

(0)
3 = Q3

и три ребра

Γ
(1)
1 = {Q1Q2} , Γ

(1)
2 = {Q2Q3} , Γ

(1)
3 = {Q3Q1} .

Носитель и многоугольник уравнения (3.11) показаны на рис. 3.
Нормальными конусами граней Γ

(d)
j являются следующие мно-

жества: U
(0)
1 = {p2 < p1, p2 < 0}, U

(0)
2 = {p2 > 2p1, p2 > p1},

U
(0)
3 = {p2 < 2p1, p2 > 0}, U(1)

1 = {p1 = p2, p1 < 0}, U(1)
2 = {p2 = 2p1, p1 > 0},

U
(1)
3 = {p2 = 0, p1 > 0}.
С конусом задачи K пересекаются следующие конусы: U(0)

1 , U(0)
2 , U(0)

3 ,
U

(1)
2 , U(1)

3 . Соответствующие укороченные уравнения имеют вид:

ĥ
(0)
1 = d = 0, (3.12)
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Рис. 3: Носитель и многоугольник уравнения (3.11)
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Рис. 4: Нормальные конусы граней Γ
(d)
j

ĥ
(0)
2 = −yy′′ + (y′)

2
= 0, (3.13)

ĥ
(0)
3 = by = 0, (3.14)

ĥ
(1)
2 = −yy′′ + (y′)

2
+ by = 0, (3.15)

ĥ
(1)
3 = by + d = 0. (3.16)

Алгебраические укороченные уравнения (3.12) и (3.14) не имеют подхо-
дящих степенных решений, т.е. не дают нестепенных асимптотик решений
исходного уравнения. Уравнение (3.16) имеет решение y = −d/b, которое
является точным решением уравнения (3.11). После возврата к исходным
переменным получим w = −(d/b)t. Это степенное решение уравнения (3.5).
Оно было найдено раньше в п. 4.3 [1].
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Рассмотрим оставшиеся две грани: вершину Γ
(0)
2 и ребро Γ

(1)
2 . Вершине Γ

(0)
2

соответствует укороченное уравнение (3.13). Обозначим через θ(ξ, y) функ-
цию

θ(ξ, y) = ξ2y−2ĥ
(0)
2 .

Функция χ(r)
def
= θ(ξ, ξr) не зависит от ξ. Характеристическое уравнение

χ(r) = −r(r − 1) + r2 = r = 0

имеет единственный корень r = 0. Так как укороченное решение имеет нор-
мальный вектор (1, 0), а он не пересекается с конусом U

(0)
2 , то это решение

не годится. Таким образом, для Γ
(0)
2 нет подходящих степенных решений.

Ребру Γ
(1)
2 соответствует укороченное уравнение (3.15). Здесь первое при-

ближение решения имеет вид

y = c̃ξ2, c̃ 6= 0. (3.17)

Для определения коэффициента c̃ подставим выражение (3.17) в уравнение
(3.15):

ĥ
(1)
2 = −2c̃2ξ2 + 4c̃2ξ2 + bc̃ξ2 = ξ2

(
2c̃2 + bc̃

)
= 0,

2c̃2 + bc̃ = 0.

Это уравнение имеет два корня: c̃1 = 0 и c̃2 = −b/2. Корень c̃1 не подходит,
так как предполагается, что c̃ 6= 0. Таким образом, первое приближение
решения имеет вид

y = −b
2
ξ2.

Вычислим следующие члены разложения степенного решения. Для этого
определим критические числа решения. При этом конус задачи K = {s < 2}.
Первая вариация функции ĥ(1)2 имеет вид

δĥ
(1)
2

δy
= −y′′ − y d

2

dξ2
+ 2y′

d

dξ
+ b. (3.18)

Сделаем подстановку y = −b/2ξ2 + u в уравнение (3.11):

h

(
ξ,−b

2
ξ2 + u

)
=
b

2
ξ2u′′ − 2bξu′ + 2bu− uu′′ + (u′)

2
+ d = 0. (3.19)

Носитель уравнения (3.18) совпадает с носителем уравнения (3.11) и по-
казан на рис. 3. Подставляя y = bξ2/2 в (3.18), получаем оператор

L(ξ) = b+
b

2
ξ2
d2

dξ2
− 2bξ

d

dξ
+ b,
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L(ξ) =
b

2
ξ2
d2

dξ2
− 2bξ

d

dξ
+ 2b.

Выражению L(ξ)u в уравнении (3.19) соответствуют три первых слага-
емых. Носитель этой суммы состоит из одной точки Q = (v, 1) = (0, 1).
Отсюда v = 1.

Характеристическое уравнение

ν(k) = ξ−v−kL(ξ)ξk =
b

2
k(k − 1)− 2bk + 2b

имеет два корня k1 = 1, k2 = 4.
Так как в конус задачи K попадает только k1, то критическое число одно:

k1 = 1.
Определим теперь множество показателей степеней в степенном разло-

жении. Для этого сделаем параллельный перенос носителя уравнения (3.19)
так, чтобы точка (0, 1) перешла в начало координат. При этом носитель S(h)
уравнения (3.19) перейдет в множество S′(h) = S(h) − (0, 1). Рассмотрим
множество S′+ конечных сумм векторов B1 = (0,−1) и B2 = (−2, 1):

S′+ = {nB1 +mB2, целые n,m ≥ 0, n+m > 0} .

Множество S′+ показано на рис. 5.
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Рис. 5: Множество S′
+

Множество K = S′+ ∩ {q2 = −1} имеет вид

K = {−2n, n = 0, 1, . . . } . (3.20)

Рассмотрим множество S′+(k1) конечных сумм векторов B1 = (0,−1) и
B2 = (−2, 1) и вектора (k1,−1). Это множество можно описать следующим
образом:

S′+(k1) = {nB1 +mB2 + l(k1,−1), целые n,m, l ≥ 0, n+m+ l > 0) .
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Рис. 6: Множество S′
+(k1)

Множество S′+(k1) показано на рис. 6.
Множество K(k1) = S′+(k1) ∩ {q2 = −1} имеет вид

K(k1) = {n, n = 1, 0,−1, . . . } . (3.21)

Так как единственное критическое значение k1 = 1 не попадает в множе-
ство K из (3.20), то степенное разложение решения уравнения (3.11), соот-
ветствующее ребру Γ

(1)
2 , имеет вид:

y = −b
2
ξ2 + c1ξ +

∞∑
s=0

c−sξ
−s, (3.22)

где c1 — произвольная постоянная, а остальные c−s однозначно определены.
Возвращаясь к исходным переменным, мы получим нестепенное разложе-

ние решения уравнения (3.5):

w = t

[
−b

2
(ln t)2 + c1 ln t+

∞∑
s=0

c−s (ln t)−s
]

def
= ϕ1t, (3.23)

где c1 — произвольная постоянная, а остальные c−s однозначно определены.
Теперь найдем критические значения решений (3.23) укороченного урав-

нения (3.5). Рассмотрим первую вариацию укороченного уравнения (3.5):

δf̂
(1)
1

δw
= −tẅ − tw d2

dt2
− ẇ − w d

dw
+ 2tẇ

d

dt
+ b

def
= M(t, w).

Так как r = 1, то степенное преобразование имеет вид:

w = tu.

Применив это преобразование к операторуM, получим оператор N :

N (t, u)
def
= − t (2u̇+ tü)− t2u d

2

dt2
+ 2t (u+ tu̇)

d

dt
− (u+ tu̇)− tu d

dt
+ b.
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Сделаем логарифмическую замену (3.9). Получим, что операторN (ξ, u) име-
ет вид:

Ñ (ξ, u)
def
= − 2u′ − u′′ − u− u d

2

dξ2
+ 2u

d

dξ
+ 2u′

d

dξ
+ b.

Здесь штрих обозначает дифференцирование по ξ. Для решений (3.23) имеем
u = −b/2ξ2 + . . . Поэтому в операторе Ñ (ξ, u) члены старшей по ξ степени
n имеют n = 2 и образуют оператор

Ñ2
def
= − u

[
1 +

d2

dξ2
− 2

d

dξ

]
, где u = −b

2
ξ2.

Этому оператору соответствует характеристическое уравнение

ν(k) = −b
2

(
k2 − 2k + 1

)
= −b

2
(k − 1)2 = 0.

Оно имеет двукратный корень k = 1 = r, т.е. не дает критических значе-
ний. По теореме из [21] для решений исходного уравнения (0.3) существует
единственное разложение

w = ϕrz
r +
∑
s

ϕsz
s, ωs < ωr.

При этом показатели s пробегают множествоK, определяемое соотношением
(2.1):

K = {s = q1 > 1, q1 — целые нечетные} ,
все логарифмы в разложении являются простыми.

Таким образом, сложное разложение решения, соответствующее ребру Γ
(1)
1

имеет вид:

w = ϕ1t+
∞∑
k=1

ϕ2k+1t
2k+1. (3.24)

Здесь ϕ1t — это разложение (3.23), остальные ϕ2k+1 — ряды по убывающим
степеням простых логарифмов.

3.3. Разложения, соответствующие ребру Γ
(1)
2 . Используя симмет-

рию, которой обладает уравнение (0.3), из сложных разложений (3.24), со-
ответствующих ребру Γ

(1)
1 , получаем следующие сложные разложения для

ребра Γ
(1)
2 :

w = ϕ−1t
−1 +

∞∑
k=0

ϕ2k+1t
2k+1, (3.25)

где

ϕ−1t
−1 =

1

t

[
2

a
(ln t)−2 + c−3 (ln t)−3 +

∞∑
s=−4

c−s (ln t)−s
]
,
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где c−3 — произвольная постоянная, а остальные c−s однозначно определе-
ны. Остальные ϕ2k+1 в разложении (3.25) — ряды по убывающим степеням
простых логарифмов.

Итак, в § 3 доказана

Теорема 3.1 Уравнение (0.3) в окрестности точки t = 0 имеет два се-
мейства сложных разложений решений (3.24) и (3.25).

Замечание 3.1 Вопрос сходимости сложных рядов пока открыт, поэто-
му разложения (3.24) и (3.25) считаем формальными.
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