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ÓÄÊ 519.688
Ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ôîòîííûõ êðèñòàëëàõ

ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî îïèñàíèå ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, îñíîâàííîãî íà
÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî - ðàç-
íîñòíîãî ìåòîäà âðåìåííîé îáëàñòè (FDTD) äëÿ ðàñ÷åòà ýâîëþöèè ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûì íàáîðîì ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé, â òîì ÷èñëå è ïîãëîùàþùèõ (èäåàëüíî ñîãëàñîâàííîãî ñëîÿ, PML).
Âûñîêàÿ ñêîðîñòü ðàñ÷åòîâ, íå îãðàíè÷åííàÿ îáúåìîì îáðàáàòûâàåìûõ äàí-
íûõ, à òàêæå õîðîøåå ðàñïàðàëëåëèâàíèå äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíî-
ðåêóðñèâíîãî íîëîêàëüíî-àñèíõðîííîãî (LRnLA) àëãîðèòìà. Âîçìîæíûìè
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìàòåðèàëàìè ÿâëÿþòñÿ áåçäèñïåðñèîííûå ñðåäû, ìà-
òåðèàëû ñ äèñïåðñèåé ε(ω, r) è µ(ω, r), îñíîâàííûå íà ìîäåëè Äðóäå, à òàê-
æå ïðîâîäíèêè è ìåòàìàòåðèàëû (ìàòåðèàëû ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì
ïðåëîìëåíèÿ), ïðåäñòàâëåííûå â âèäå ñëåäñòâèÿ ýòîé ìîäåëè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, FDTD, ëîêàëüíî-ðåêóðñèâíûé

íåëîêàëüíî-àñèíõðîííûé àëãîðèòì, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ PML, ýôôåêòèâíûå
àëãîðèòìû, äèñïåðñèîííàÿ ìîäåëü Äðóäå, ìåòàìàòåðèàëû, ôîòîííûå êðè-
ñòàëëû, ìàòåðèàëû ñ îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ

PACS numbers: 42.25.Bs, 42.70.Qs
A.V. Zakirov, V.D. Levchenko, zakirovandrey@gmail.com, vadimlevchenko@mail.ru
The code for e�ective 3D modeling of electormagnetic waves` evolution in actual
electrodynamics problems

ABSTRACT

In the work the implementation of algorithm is o�ered for Maxwell`s equations'
numerical modeling with Finite-di�erence time-domain method in the bounded
area with di�erent types of boundary conditions includind Perfectly Matched
Layer (PML). For method of cell rounding (sequence of calculations) the Local-
recursive nonlocal-anisochronous algorithm (LRnLA) is used, which makes pos-
sible to reach the high rate of program`s e�ectiveness and full parallelization. It is
developed the methods for modeling of the following media: the simple undisper-
sion materials, the media with dispersion described by Drude model. Conductors
and the Negative Index Media (NIM, same as LHM) are under this model too.
Keywords: Maxwell equations, Finite-di�erence time-domain method, Local-

recursive nonlocal-anisochronous algorithm, Perfectly matched layer, e�ective
algorithms, Drude model, metamaterials, photonic crystals, Left-handed materials,
Negative Index Media
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1 Ââåäåíèå

Ñîâðåìåííûå èñêóññòâåííûå îïòè÷åñêèå óñòðîéñòâà è ìàòåðèàëû, òàêèå
êàê ôîòîííûå êðèñòàëëû, ìåòàìàòåðèàëû, îáòåêàåìûå ïîêðûòèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ñëîæíûìè ñòðóêòóðàìè, ñîñòîÿùèõ èç áîëüøîãî ÷èñëà ìåëêèõ îáúåêòîâ,
ðàçìåð êîòîðûõ ñðàâíèì ñ äëèíîé âîëíû ñâåòà. Îñîáûé èíòåðåñ ìîæåò ïðåä-
ñòàâëÿòü êîíñòðóèðîâàíèå ñóïåðëèíç íà îñíîâå ìåòàìàòåðèàëîâ [3], äëÿ êî-
òîðûõ óæå ñóùåñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå âîçìîæíîñòè èññëåäîâàíèÿ [4].
Â ýòîì ñëó÷àå àíàëèòè÷åñêèå ðàñ÷åòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ
âîëí âîçìîæíû ëèøü ïðè ñóùåñòâåííûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Äëÿ
êîíñòðóèðîâàíèÿ òàêèõ óñòðîéñòâ íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíîå òåîðåòè÷å-
ñêîå èññëåäîâàíèå, êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷ðåçâû÷àéíî òðóäîåìêèì. Â
ïîëíîé ìåðå ýâîëþöèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà
ëèøü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, îäíàêî èç-çà
ñóùåñòâåííûõ ðàçìåðîâ ñ÷åòíîé îáëàñòè ýòî òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ðåñóðñîâ. Â ñîâðåìåííûõ ðàáîòàõ äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òîãî
èëè èíîãî ýêñïåðèìåíòà ââèäó îãðàíè÷åííîñòè ñ÷åòíûõ ðåñóðñîâ äåëàþòñÿ
çíà÷èòåëüíûå óïðîùåíèÿ (íàïðèìåð, çàìåíà òðåõìåðíîé çàäà÷è äâóìåðíîé,
ïðåíåáðåæåíèå íåîäíîðîäíîñòÿìè èññëåäóåìîãî ìàòåðèàëà, äèñïåðñèîííû-
ìè ïîòåðÿìè, èñïîëüçîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ, ëèáî îòðàæàþùèõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé è ò.ä.), êîòîðûå ïîçâîëÿþò îïèñûâàòü ðåçóëüòàòû â ëó÷øåì ñëó÷àå
òîëüêî êà÷åñòâåííî [1], [2]. Äëÿ ïðèêëàäíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ìîæåò ïîíàäî-
áèòüñÿ êîëè÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå áîëüøîãî íàáîðà òàêèõ ýêñïåðèìåíòîâ,
êîòîðûå ãîðàçäî ïðîùå è äåøåâëå ïðîèçâîäèòü ÷èñëåííî. Òåì íå ìåíåå ÷èñ-
ëåííûé ýêñïåðèìåíò, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûé ê ðåàëüíîìó äîëæåí ó÷è-
òûâàòü ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, êîòîðûå, ñîîòâåòñòâåííî, çà÷àñòóþ
ìîãóò óìåíüøàòü ñêîðîñòü ðàñ÷åòîâ.
Âñëåäñòâèå ýòîãî ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíîãî

àëãîðèòìà è ðåàëèçàöèè åãî äëÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿëàñü
ðåàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîãðàììíîãî êîäà, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþ-
ùèå ñèñòåìû (íàïðèìåð [5], [6]) êàê ïðàâèëî íå ñïîñîáíû ïðîèçâåñòè ýô-
ôåêòèâíûé òðåõìåðíûé ðàñ÷åò äàæå ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íî áûñòðûõ ïðî-
öåññîðîâ. Îñíîâíàÿ ïîòåðÿ â ýôôåêòèâíîñòè â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò èç-çà
áîëüøèõ çàäåðæåê ïðè îáðàùåíèè ê èåðàðõèè ïàìÿòè. Ýòè çàäåðæêè ñòàíî-
âÿòñÿ òåì áîëåå ñóùåñòâåíûìè, ÷åì áîëüøå îáúåì îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ.
Â èòîãå ýòî ïðèâîäèò ê áîëüøèì íàêëàäíûì ðàñ÷åòàì ïðè ðàçìåðå äàííûõ
ïîðÿäêà ðàçìåðà îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è íåâîçìîæíîñòè ðàñ÷åòîâ ïðè ïðå-
âûøåíèè ýòîãî ðàçìåðà. ×òîáû èñêëþ÷èòü òàêèå ïîòåðè â ðåàëèçàöèè ïðî-
ãðàììû è ïðîäâèíóòüñÿ â îáëàñòü áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, çà îñíîâó â ýòîì
êà÷åñòâå áûë âçÿò àëãîðèòì LRnLA (Ëîêàëüíî-Ðåêóðñèâíûé Íåëîêàëüíî-
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Àñèíõðîííûé àëãîðèòì) [7], êîòîðûé ñ îäíîé ñòîðîíû èìååò áîëüøîé çàïàñ
â ìàñøòàáèðóåìîñòè îòíîñèòåëüíî îáúåìà äàííûõ áåç ñóùåñòâåííîãî ïàäå-
íèÿ â ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîäà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ñîâðåìåííûå ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû.
Äëÿ îõâàòà íàèáîëüøåãî êîëè÷åñòâà çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæåò ïðåä-

ñòàâëÿòü áîëüøîé èíòåðåñ, âàæíûì ôàêòîðîì â ðåàëèçàöèè â ýòîì ñëó÷àå
âñòàåò àäàïòàöèÿ àëãîðèòìà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ ñðåä, ÷òî
ïðîÿâëÿåòñÿ â ðàçëè÷íûõ òèïàõ ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé. Åùå îäíèì âàæ-
íûì óñëîâèåì äîëæíà áûòü âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ îòêðûòûõ ñèñòåì
ïðè îãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå ñ÷åòíîé îáëàñòè. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíîé ðå-
àëèçàöèåé òàêîé âîçìîæíîñòè íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå
îòêðûòûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ïîãëîùàþùèõ ãðàíè÷íûõ óëîâèé
PML (Perfectly Matched Layer) [11].

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå

Ïðîèçâîäèòñÿ ïîëíîå òðåõìåðíîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè âî
âðåìåíè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà â
îãðàíè÷åííîé ñ÷åòíîé îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ñ ïî-
ìîùüþ ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé çàäàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäåëü ñðåäû.

2.1 ×èñëåííàÿ ñõåìà

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â çàäà÷å îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ çíà÷åíèé âåê-
òîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî (E,D) è ìàãíèòíîãî (B,H) ïîëåé, èçâåñòíûõ â îïðåäå-
ëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè. Èçìåíåíèå ýòèõ çíà÷åíèé îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû, àïïðîêñèìèðóþùåé óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà âêóïå ñ
îïðåäåëåííûìè ìàòåðèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.
Â êà÷åñòâå ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä FDTD (Finite-

Di�erence Time-Domain) [8], ïîçâîëÿþùèé âûðàçèòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì ñëîå ÷åðåç çíà÷åíèÿ íà
òåêóùåì ñëîå. Íèæå ïðåäîñòàâëåíî åãî êðàòêîå îïèñàíèå äëÿ óäîáíîãî èñ-
ïîëüçîâàíèÿ â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ.
Äëÿ íà÷àëà îïèøåì åãî âàðèàíò äëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè áåçäèñïåðñèîííî-

ãî äèýëåêòðèêà. Áóäåì îïèñûâàòü åãî ñ ïîìîùüþ ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ëèíåéíóþ ñêàëÿðíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó íàïðÿæåííîñòüþ
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, à òàêæå ìåæäó íàïðÿæåí-
íîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ïðè÷åì íà ýòó çàâèñèìîñòü
âëèÿþò òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû.



6

Çàïèøåì Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

rot(H) =
∂D

∂t
, rot(E) = −∂B

∂t
. (1)

Îáåçðàçìåðèâàíèå ñêîðîñòè ïðîèçâåäåì íà ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Ðàç-
ìåðíîñòè îñòàëüíûõ âåëè÷èí âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[x, t, E,H] = d, 1/d, E0, H0.

Çäåñü d � õàðàêòåðíàÿ äëèíà â çàäà÷å, E0 è H0 � íà÷àëüíûå àìïëèòóäû,
ñîîòâåòñòâåííî, ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ êîìïîíåíò âîëíû â âàêóóìå.
Ìîäåëèðîâàíèå ïðîèñõîäèò â òðåõìåðíîé îáëàñòè V :

V = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c}. Â ýòîé îáëàñòè ââîäèòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííàÿ è âðåìåííàÿ ñåòêà ωs

h: ω
s
h = {xi = ihx, yj = jhy, zk = khz , ts = sτ ; i =

0, 1, . . . , Nx, j = 0, 1, . . . , Ny, k = 0, 1, . . . , Nz , s = 0, 1, . . .}.
Çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè F â óçëå (xi, yj , zk) â ìîìåíò âðåìåíè ts îáî-

çíà÷èì êàê F s
i,j,k. Òî åñòü F s

i,j,k = F (ihx, jhy, khz , sτ). Êîíå÷íóþ ðàçíîñòü(
F s

i,j,k − F
s−1
i,j,k

)
/τ çàïèøåì êàê ∆tF

s
i,j,k. Àíàëîãè÷íî áóäåì ñ÷è-

òàòü ∆xF
s
i,j,k =

(
F s

i,j,k − F
s
i−1,j,k

)
/hx, ∆yF

s
i,j,k =

(
F s

i,j,k − F
s
i,j−1,k

)
/hy, ∆zF

s
i,j,k =(

F s
i,j,k − F

s
i,j,k−1

)
/hz.

Ñóòü FDTD-ìåòîäà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðåøåòêè Yee (Yee lattice)[9],
îáðàçóþùåé ðàñ÷åòíóþ ñåòêó. Íà ðèñ. 1 ïðèâîäèòñÿ èçîáðàæåíèå îäíîé ÿ÷åé-
êè ýòîé ðåøåòêè äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Hz

Hx

Hy

Ez

Ey

Ex

(i, j, k) (i+1, j, k)

(i+1, j+1, k)

(i, j, k+1)

(i+1, j+1, k+1)(i, j+1, k+1)

(i+1, j, k+1)

Ðèñ. 1: Ðåøåòêà Yee
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Ýòà ðåøåòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó ÿ÷åéêó ñåòêè, èñïîëüçóåìîé â ìå-
òîäå FDTD. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, âñå êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ Ex, Ey, Ez , Hx, Hy, Hz áåðóòñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ. Êðîìå ýòîãî, êîìïîíåíòû
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîìåíòû âðåìåíè s − 0.5, à ìàã-
íèòíîãî H - â ìîìåíòû s. Êîìïîíåíòû âåêòîðà D ðàññìàòðèâàþòñÿ â òåõ æå
òî÷êàõ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà E. Àíàëîãè÷íî äëÿ B è
H. Äåëàåòñÿ ýòî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ 2ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû è
âûïîëíåíèÿ óñëîâèé divB = 0 è divD = 0.
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâà óðàâíåíèÿ èç øåñòè (1). Èñïîëüçóÿ ñõåìà-

òè÷íóþ çàïèñü ðèñ. 1 çàïèøåì ðàçíîñòíûé àíàëîã ýòèõ óðàâíåíèé:

∆t(Dx)s+0.5
i,j+0.5,k+0.5 = ∆y(Hz)si,j+1,k+0.5 −∆z(Hy)si,j+0.5,k+1,

∆t(Bx)s+1
i+0.5,j,k = ∆z(Ey)s+0.5

i+0.5,j,k+0.5 −∆y(Ez)s+0.5
i+0.5,j+0.5,k.

Äëÿ îñòàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (1) ðàçíîñòíûå ôîðìóëû çàïèñûâàþò-
ñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì àëãî-

ðèòì ðåøåíèÿ:

1. Çíà÷åíèÿ ïîëÿ D íà âðåìåííîì ñëîå s+0.5 íàõîäÿòñÿ èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ
çíà÷åíèé D íà ñëîå s− 0.5 c èñïîëüçîâàíèåì çíà÷åíèé H íà ñëîå s.

2. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñâÿçü ìåæäó
íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè íàõî-
äÿòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà E íà âðåìåííîì ñëîå s+ 0.5.

3. Òåïåðü îïÿòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ B íà
ñëîå s + 1 èñõîäÿ èç çíà÷åíèé B íà ñëîå s ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííûõ
íà ïðåäûäóùåì øàãå çíà÷åíèé E íà ñëîå s+ 0.5.

4. Îïÿòü ñ ïîìîùüþ ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ óæå ñâÿçü
ìåæäó íàïðÿæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ìàãíèòíîé èíäóêöèè íàõî-
äÿòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà H íà âðåìåííîì ñëîå s+ 1.

5. Çàòåì àëãîðèòì ïîâòîðÿåòñÿ.

2.2 Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Îñîáåííîñòè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, à, ñëåäîâàòåëüíî, è ðàçíîñòíîé ñõåìû
òàêîâû, ÷òî òàíãåíöèàëüíûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
íà ãðàíèöå ñ÷åòíîé îáëàñòè íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî è èõ íåîá-
õîäèìî äîîïðåäåëÿòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Íà äàííûé ìîìåíò ðåàëèçî-
âàíû ñëåäóþùèå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ãðàíèöå ñ÷åòíîé îáëàñòè:
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Ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíèöàõ ïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Îòðàæàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Âîçìîæíû 2 ìîäåëè ïîëíîãî èäåàëü-
íîãî îòðàæåíèÿ: îòðàæåíèå ñ íóëåâûìè òàíãåíöèàëüíûìè êîìïîíåíòà-
ìè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (êëàññè÷åñêîå èäåàëüíîå îòðà-
æåíèå îò ïðîâîäÿùåé ïîâåðõíîñòè), ëèáî ìàãíèòíîãî.

Ïðåäîïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ. Íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû äîîïðåäåëÿþòñÿ
çàäàííûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò è âðåìåíè, âîçìîæåí è òðèâèàëüíûé
ñëó÷àé (äîîïðåäåëåíèå íóëåì).

Ñìåøàííûå óñëîâèÿ. Êîìáèíàöèÿ äâóõ ïðåäûäóùèõ óñëîâèé. Ñåé÷àñ ýòè
óñëîâèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñòî÷íèêà âîëí íà îäíîé èç
ãðàíèö.

Ïîãëîùàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ PML (Perfectly Matched Layer,
Èäåàëüíî ñîãëàñîâàííûé ñëîé) [11]. Çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ äîïîëíå-
íèÿ äîáàâî÷íûìè ÿ÷åéêàìè ñ÷åòíîé îáëàñòè ñî ñòîðîíû ñîîòâåòñòâó-
þùåé ãðàíèöû, â êîòîðûõ ìîäåëèðóåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ çàâèñèò îò óäàëåí-
íîñòè îò îñíîâíîé ãðàíèöû è óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ âãëóáü
PML-ñëîÿ. Ýòè ïîãëîùàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ìîäåëèðî-
âàòü ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ñ îòêðûòûìè ãðàíèöàìè. Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åííîñòü ðåñóðñîâ, à òàê-
æå îñîáåííîñòè çàäà÷è ïðèâîäÿò ñ òîìó, ÷òî íåîáõîäèìî èññëåäîâàíèå
òîëüêî îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, òî òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ
àêòóàëüíûìè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ.

3 Àëãîðèòì îáõîäà ãðàôà çàâèñèìîñòåé
ðàçíîñòíîé ñõåìû

Êîíêðåòíàÿ ÿâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå êëåòî÷íîãî àâòîìàòà. Çíà-
÷åíèÿ âî âñåõ êëåòêàõ èçìåíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî çà îäíó èòåðàöèþ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ïîðÿäîê ïåðåáîðà êëåòîê ðåøåòêè, ïðè ñîâåðøåíèè èòåðàöèè
íå âëèÿåò íà ðåçóëüòàò. Êðîìå òîãî â ñëó÷àå ëîêàëüíîñòè êëåòî÷íîãî àâ-
òîìàòà âîçìîæíî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåé èòåðàöèè áåç çàâåðøåíèÿ ïðåäû-
äóùåé íà âñåõ êëåòêàõ, ÷òî òàêæå íå áóäåò âëèÿòü íà ðåçóëüòàò. Òåì íå
ìåíåå êîíêðåòíûé àëãîðèòì ïåðåáîðà êëåòîê âëèÿåò íà ñêîðîñòü ðàáîòû
êîäà, ÷òî ñòàíîâèòñÿ çàìåòíûì óæå ïðè ðàçìåðå äàííûõ, ïðåâûøàþùèõ
ðàçìåð êýøà ïðîöåññîðà, à ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ îáðàáàòûâàåìûõ äàííûõ
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ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùèì. Óìåíüøåíèå ñêîðîñòè ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî
çàäåðæêè ïðè îáðàùåíèè ê ïàìÿòè ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþò îäèí òàêò ïðî-
öåññîðà. Òàêèì îáðàçîì íàèëó÷øèì áóäåò òîò àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëèò
ìàêñèìàëüíî ñíèçèòü êîëè÷åñòâî òàêèõ îáðàùåíèé. Â íåêîòîðîì ðîäå òà-
êèì àëãîðèòìîì ìîæíî ñ÷èòàòü àëãîðèòì LRnLA (Ëîêàëüíî-Ðåêóðñèâíûé
Íåëîêàëüíî-Àñèíõðîííûé)[7].Îñíîâíîé åãî èäååé ìîæíî íàçâàòü ïðèìåíå-
íèå ðåêóðñèâíîãî îáõîäà êëåòî÷íîãî àâòîìàòà êàê ïî ïðîñòðàíñòâó, òàê è ïî
âðåìåíè. Åùå îäíèì ïðåèìóùåñòâîì ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå
ïîòåðü â ñêîðîñòè ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè.
Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîñòè ðàñ÷åòà (îò-

íîøåíèå òåîðåòè÷åñêîãî âðåìåíè èñõîäÿ èç êîëè÷åñòâà òàêòîâ ïðîöåññîðà,
íåîáõîäèìîãî äëÿ îäíîãî ðàñ÷åòà è åãî ñêîðîñòè ê ðåàëüíî ïîëó÷èâøåìóñÿ
âðåìåíè ñ÷åòà) ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ àëãîðèòìà.

Ðèñ. 2: Ýôôåêòèâíîñòü

4 Îïòèìèçàöèÿ ðàñ÷åòîâ

Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðîâåñòè òó
èëè èíóþ îïòèìèçàöèþ. Íî îïðåäåëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ ìîæåò áûòü ïðîâå-
äåíà çàðàíåå äëÿ âñåõ çàäà÷.
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4.1 Èíäåêñàöèÿ çíà÷åíèé

Â êàæäîé ÿ÷åéêå íåîáõîäèìî õðàíèòü 6 ÷èñåë, îïèñûâàþùèõ ýëåêòðîìàã-
íèòíîå ïîëå (Ex, Ey, Ez, Hx, Hy, Hz) è ìèíèìóì 2 çíà÷åíèÿ, îïèñûâàþùèõ
ñðåäó (ε è µ). Ò.å. îäíà ÿ÷åéêà çàíèìàåò 32, ëèáî 64 áàéòà â çàâèñèìîñòè îò
òèïà èñïîëüçóåìûõ äàííûõ (�oat èëè double). Äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëåé
ñðåä êîëè÷åñòâî äàííûõ â îäíîé ÿ÷åéêå ñòàíîâèòñÿ åùå áîëüøå. Ïîñêîëü-
êó â ïðîãðàììå èñïîëüçóåòñÿ òàêîå áîëüøîå êîëè÷åñòâî äàííûõ, íåîáõîäèìî
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè èõ ìèíèìèçèðîâàòü. Íåêîòîðûå ñòàòè÷åñêèå äàííûå,
íàïðèìåð, õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû (çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé
ïðîíèöàåìîñòè) ìîãóò ïðèíèìàòü ëèøü íåáîëüøîé íàáîð çíà÷åíèé. Ó÷èòû-
âàÿ ýòî, ìîæíî óìåíüøèòü îáúåì íåîáõîäèìîé ïàìÿòè. Òî åñòü â êàæäîé
êîíêðåòíîé ÿ÷åéêå õðàíèòñÿ íå íàáîð çíà÷åíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ñðåäó
(íàïðèìåð çíà÷åíèÿ ε è µ), à âñåãî ëèøü îäíî ÷èñëî-èíäåêñ ñðåäû. Òàêîé
ïîäõîä ïîçâîëÿåò òîëüêî óìåíüøèòü ÷èñëî õðàíèìûõ äàííûõ. Äëÿ òîãî,
÷òîáû èñêëþ÷èòü ïîâòîðåíèå îäèíàêîâûõ îïåðàöèé, õðàíÿòñÿ íå ñàìè çíà÷å-
íèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñðåäó, à íåêîòîðûé ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûé íàáîð
êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðûå íóæíû ïðè ðàñ÷åòå.

4.2 Âåêòîðèçàöèÿ

Äëÿ óñêîðåíèÿ ìàññîâûõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíñòðóêöèè ïðî-
öåññîðîâ èç íàáîðà SSE[12], ïîçâîëÿþùèå ïðîèçâîäèòü âåêòîðèçàöèþ äàí-
íûõ è èñïîëüçîâàòü 128-áèòíûå ðåãèñòðû ïðîöåññîðà, ÷òî ñîîòâåòñòâåííî
óñêîðÿåò ðàñ÷åòû äî 2õ, ëèáî 4õ ðàç â çàâèñèìîñòè îò òèïà èñïîëüçóåìûõ
äàííûõ è âèäà ïðîöåññîðà. Ýòî èìååò ñìûñë ïðè ðàñ÷åòå ñðàçó íåñêîëüêèõ
çàäà÷ ñ ðàçíûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè îäèíî÷íîì ðàñ÷åòå íèêàêîãî óñêîðåíèÿ
íå ïðîèñõîäèò.

5 Âîçìîæíûå ìîäåëè ñðåä

Ðàçëè÷íûå ñðåäû ìîæíî ìîäåëèðîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèìè âàðèàöèÿìè
ìàòåðèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ ïîêà àïðèîðè ñ÷èòàëàñü âû-
ïîëíåííîé. Òåì íå ìåíåå èìåííî îíè ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿþò âîçìîæíîñòè
ïðèìåíèìîñòè ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå ñà-
ìè ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

5.1 Ìîäåëü áåçäèñïåðñèîííîãî äèýëåêòðèêà

Äëÿ íà÷àëà îïèøåì ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùèå ëèíåéíóþ
ñêàëÿðíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó E è D, à òàêæå H è B. Â ïðîöåññå ðàáîòû
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àëãîðèòìà íà îñíîâå FDTD êàê áûëî ñêàçàíî âûøå ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ
ïîäðàçóìåâàþò ïîèñê E ÷åðåç D è H ÷åðåç B. Çàïèøåì ïîýòîìó â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå ìàòåðèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

E =
1

ε(r)
D, H =

1

µ(r)
B. (2)

Çäåñü ôóíêöèè ε(r) è µ(r) çàâèñÿò òîëüêî îò êîîðäèíàòû òî÷êè. Çàïèøåì
ðàçíîñòíûé àíàëîã ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç (2) ñ ñîõðàíåíèåì óñëîâèé âòîðîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Äëÿ ýòîãî ïðîèíòåãðèðóåì åãî ïî îáúåìó îäíîé ñ÷åòíîé
ÿ÷åéêè ñ öåíòðîì â òîé òî÷êå, â êîòîðîé çàäàåòñÿ òà èëè èíàÿ êîìïîíåíòà
ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîãëàñíî ñõåìå Yee. Çàòåì ñàïïðîêñèìèðóåì ïîëó-
÷åííûå èíòåãðàëû çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé E è D â öåíòðå. Ïîäûíòåãðàëüíóþ
ôóíêöèþ 1/ε(r) ìîæíî òàêæå ñàïïðîêñèìèðîâàòü çíà÷åíèåì â öåíòðå â ñëó-
÷àå íåïðåðûâíîñòè ýòîé õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû[10]. Åñëè æå ε ïðåòåðïåâàåò
ðàçðûâ â ïðåäåëàõ ñ÷åòíîé ÿ÷åéêè, òî ýòîãî óæå äåëàòü íåëüçÿ. Àíàëîãè÷-
íûå ðàññóæäåíèÿ êàñàþòñÿ H è B.

5.2 Äèýëåêòðèêè ñ äèñïåðñèåé

Ìîäåëèðîâàíèå òàêèõ ñðåä ïðîèçâîäèòñÿ îñíîâûâàÿñü íà ìîäåëè Äðóäå
[13]. Åå ðåçóëüòàò ïðåäñêàçûâàåò ñëåäóþùèé âèä äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöà-
åìîñòè ñðåäû ε(ω, r) â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ω è
êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå, õàðàêòåðèçóåìîé âåêòîðîì r:

ε(ω, r) = 1 +
∑
k

e2kNk(r)/mk

ω2
k − ω

2 + iγk(r)ω
, (3)

ãäå ek,mk, Nk, ωk � çàðÿä, ìàññà, êîíöåíòðàöèÿ è ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ÷àñòè-
öû ñðåäû. γk � ìîäåëüíûé ïàðàìåòð çàòóõàíèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîãî îïðåäå-
ëÿåò ïðîâîäèìîñòü ñðåäû.
Íåäîñòàòîê ýòîé ôîðìóëû â òîì, ÷òî â íåå ÿâíî âõîäèò çíà÷åíèå ÷àñòî-

òû, ÷òî ïðèâîäèò ê áîëüøèì òðóäíîñòÿì ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåìîíîõðîìà-
òè÷åñêèõ âîëí. Ïîýòîìó äëÿ äèýëåêòðèêîâ ïðîùå èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé
ïîäõîä, êîòîðûé îñíîâûâàåòñÿ íà âûâîäå ôîðìóëû (3).
Ìàòåðèàëüíîå óðàâíåíèå D = εE çàìåíÿåòñÿ íà ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíûå

óðàâíåíèÿ:
D = E + P, P =

∑
n

Pn,

d2Pn

dt2
− γn

dPn

dt
+ ω2

nPn = ∆εnE.

(4)

Çäåñü ∆εn =
e2
n

mn
Nn. P � âåêòîð ïîëÿðèçàöèè äèýëåêòðèêà, ê íàõîæäåíèþ

êîòîðîãî ÷åðåç ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) ôàêòè÷åñêè ñâîäèòñÿ ó÷åò äèñïåðñèè.
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Ó÷åò äèñïåðñèè â òàêîì âèäå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà øàã èç-çà íà-
ëè÷èÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Íî åñëè ìû çàðàíåå çíàåì ñïåêòð èññëåäóåìûõ
âîëí, òî, î÷åâèäíî, íåò íåîáõîäèìîñòè ó÷èòûâàòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ìàòå-
ðèàëà, íàõîäÿùèåñÿ äàëåêî çà ýòèì ñïåêòðîì. Ïðàâäà â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî
óðàâíåíèÿ D = E + P íàäî ïèñàòü D = εmE + P, ãäå εm - ïðåäåëüíàÿ äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü, åñëè ìû íå ó÷èòûâàåì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωj

äëÿ j > m− 1.
Â öåëîì àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ òîãäà èìååò âèä:

1. Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà íàõîäÿòñÿ êîìïîíåíòû âåëè÷èíû D â ìîìåíò
âðåìåíè s+ 0.5.

2. Èç ïîñëåäíåé ñåðèè óðàâíåíèé (4) ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ Pn
â ìîìåíò âðåìåíè s + 0.5. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè
çíà÷åíèÿ Pn â ìîìåíòû s − 0.5 è s − 1.5, à òàêæå E â ìîìåíò s − 0.5.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ïîëó÷èòñÿ, åñëè ñàïïðîêñèìèðîâàòü
âñå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå s− 0.5 ñî 2ì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè.

3. Òåïåðü ìîæíî ïîñ÷èòàòü E â ìîìåíò s+ 0.5 êàê E = D−P.

5.2.1 Ëîðåíòöåâà ïîïðàâêà.

Ñóòü åå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî êàæäûé çàðÿä äèïîëÿ ìîæåò äîïîëíèòåëüíî
âîçäåéñòâîâàòü íà ñîñåäíèå. Â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé êðèñòàë-
ëè÷åñêîé ðåøåòêè ïîëå, ïîëÿðèçóþùåå îäèí äèïîëü íà ñàìîì äåëå ðàâíî íå
E, à E + P

3 . Åñëè ðàññóæäàòü äàëüøå, òî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ó÷åò òàêîé
ïîïðàâêè ïðîñòî àíàëîãè÷åí çàìåíå êâàäðàòà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ω2

n íà âå-
ëè÷èíó ω2

n−
∆εn

3 , ÷òî íå áóäåò ïðèâîäèòü ê ñóùåñòâåííîìó óñëîæíåíèþ ìîäå-
ëè. Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü òî, ÷òî ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïðè
îïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðàõ ðàâíà íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè (ïîëó÷àåì
ìîäåëü ñåãíåòîýëåêòðèêîâ).

5.3 Èäåàëüíûå ïðîâîäíèêè

Èäåàëüíûå ïðîâîäíèêè ìîæíî îïèñûâàòü òî÷íî òàêèìè æå óðàâíåíèÿìè
êîëåáàíèé êàê è (4), åñëè ïîëîæèòü â íèõ ω2

nPn ðàâíûì íóëþ.
Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ â ýòîì ñëó÷àå êàê âèäíî èç ôîðìóëû (3) ôèçè÷åñêèå

ñâîéñòâà ïðîâîäíèêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ôàêòè÷åñêè ìíèìîé ÷àñòüþ ε. Äèýëåê-
òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü áóäåò èìåòü âèä

ε = 1− iσD
ω

, σD =
Ne2

mγ
.
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Òîãäà óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â âåùåñòâåííîì âèäå ñëåäóåò ïèñàòü ñ ó÷åòîì
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîâîäèìîñòè:

rot(H) =
∂D

∂t
+ σDD, rot(E) = −∂B

∂t
.

Åñëè æå, íàîáîðîò, ïðåíåáðå÷ü çàòóõàíèåì, òî ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ
äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ïëàçìû:

ε = 1−
ω2

p

ω2 , ω2
p =

√
Ne2

m
.

Çäåñü ìîæíî îòìåòèòü òîò ôàêò, ÷òî äëÿ äèýëåêòðèêîâ ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ ω äèñïåðñèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè èìååò òî÷íî òàêîé æå âèä,
÷òî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì ÷òî ñâÿçàííûå çàðÿäû ïðè òàêèõ áîëüøèõ ÷àñòî-
òàõ ñòàíîâÿòñÿ ñâîáîäíûìè.

5.4 Íåèäåàëüíûå äèýëåêòðèêè è ïðîâîäíèêè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ëèøü ñëó÷àé, åñëè â êðèñòàëëå åñòü òîëü-
êî ñâÿçàííûå çàðÿäû, ëèáî òîëüêî ñâîáîäíûå. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â
ìåòàëëàõ, è âîîáùå â ïðîâîäíèêàõ, ñóùåñòâóþò êàê ñâîáîäíûå, òàê è ñâÿ-
çàííûå çàðÿäû. Â òàêîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü äàííûé êðèñòàëë
êàê äèýëåêòðèê, ó êîòîðîãî îäíà èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ðàâíà íóëþ, ò.å.:

ε(ω, r) = 1 +
e2kNk(r)/mk

−ω2 + iγk(r)ω
+
∑
j

e2jNj(r)/mj

ω2
j − ω

2 + iγj(r)ω
.

5.5 Ìåòàìàòåðèàëû

Ïîä ìåòàìàòåðèàëàìè áóäåì íàçâàòü ìàòåðèàëû, èìåþùèå îòðèöàòåëü-
íóþ ýôôåêòèâíûå äèýëåêòðè÷åñêóþ è ìàãíèòíóþ ïðîíèöàåìîñòè [14]. Ïðè
ε < 0 è µ < 0 ïîëó÷àåòñÿ ñðåäà ñ ëåâîé òðîéêîé âåêòîðîâ E,H,k, ÷òî äàåò äëÿ
òàêîé ñðåäû ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n < 0. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ôà-
çîâàÿ è ãðóïïîâàÿ ñêîðîñòè íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû. Äëÿ òàêèõ ñðåä
âåêòîð Ïîéíòèíãà S è âåêòîð k íàïðàâëåíû â ðàçíûå ñòîðîíû.
Ìîæíî ïîêàçàòü [14], ÷òî â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëå-

íèÿ äîëæíà áûòü ÷àñòîòíàÿ äèñïåðñèÿ ε è µ. Îáùèé âèä ýòîé äèñïåðñèè:

ε = 1− ω2
e

ω2 , µ = 1− ω2
m

ω2 . (5)

Çàìåòèì, ÷òî â ñðåäàõ ñ ïîãëîùåíèåì è îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ïðå-
ëîìëåíèÿ ìåíÿåòñÿ çíàê òîëüêî ïðè äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ε è µ. Çíàê ìíè-
ìûõ ÷àñòåé íå íàäî ìåíÿòü, èíà÷å áóäóò íå ïîòåðè, à, íàîáîðîò, óñèëåíèÿ.
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Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûé âûøå õàðàêòåð çàâèñèìîñòåé äèýëåêòðè÷åñêîé è
ìàãíèòíîé ïðîíèöàåìîñòåé îò ÷àñòîòû (5) è èñïîëüçóÿ ìîäåëü Äðóäå êàê
äëÿ ε, òàê è äëÿ µ, ìîæíî òàêæå ìîäåëèðîâàòü ìåòàìàòåðèàëû ñ ïîìîùüþ
÷èñëåííîãî êîäà.

5.6 Ðåàëèçàöèÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì äèñ-

ïåðñèè

Ó÷åò äèñïåðñèè áóäåò íàêëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñ-
ëåííûå ïàðàìåòðû çàäà÷è. Â ïåðâóþ î÷åðåäü óâåëè÷èòñÿ êîëè÷åñòâî õðà-
íèìûõ çíà÷åíèé. Ïîìèìî çíà÷åíèé E è H â êàæäîé òî÷êå ñ÷åòíîé ÿ÷åéêè
íóæíî õðàíèòü 2 çíà÷åíèÿ ïîëÿðèçàöèè â ðàçíûå ìîìåíòû. Êðîìå òîãî,
ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé áóäåò íèæå, òàê êàê íóæíî ðåøàòü áîëüøåå êîëè÷å-
ñòâî óðàâíåíèé. Øàã ñåòêè ìîæåò óìåíüøèòüñÿ èç-çà òîãî, ÷òî íà âûáîð
åãî âåëè÷èíû áóäóò âëèÿòü êðîìå íåïîñðåäñòâåííî äëèíû âîëíû â çàäà÷å
òàêæå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû â ìîäåëè äèýëåêòðèêà èëè ãëóáèíà ñêèí-ñëîÿ â
ïðîâîäíèêå.

6 Ïðèìåðû

6.1 Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîñëå ïà-

äåíèÿ ïëîñêîé âîëíû íà òðåõìåðíûé ôîòîííûé êðè-

ñòàëë

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ êóá, ðàçìåðîì 256x256x256 ñ÷åò-
íûõ ÿ÷ååê (ðàçìåð îäíîé ÿ÷åéêè, ò.å. øàã ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó ðàâåí 1).
Íà ãðàíèöàõ ñ 5òè ñòîðîí ñòîÿò ïîãëîùàþùèå óñëîâèÿ PML, à íà 6é ñòîðîíå,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè Z ñòîÿò ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ(îòðàæàþùèå
ïëþñ ãåíåðàöèÿ ïëîñêîé âîëíû). Âíóòðè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ðàñïîëîæåí ôî-
òîííûé êðèñòàëë, ÿ÷åéêè êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ êóáû ñ ïîêàçàòåëÿ-
ìè ïðåëîìëåíèÿ n1 =

√
2 è n2 =

√
3, ðàñïîëîæåííûå â òðåõìåðíîì øàõìàòíîì

ïîðÿäêå êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ïåðèîä ôîòîííîãî êðèñòàëëà ðàâåí 20. Ïî
îòíîøåíèþ ê ðàñ÷åòíîé îáëàñòè â äàííîì ñëó÷àå âîòîííûé êðèñòàëë ðàñ-
ïîëîæåí àñèììåòðè÷íî, ïîýòîìó â ðåçóëüòàòàõ (ðèñ. 4) ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ
òàêæå àñèèìåòðè÷íî.
Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ïðîåêöèè ñ÷åòíîé îáëàñòè íà òðè âçàèìíî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíûå ãðàíè êóáà (êîîðäèíàòíûå îñè X, Y, Z íàïðàâëåíû âäîëü
ðåáåð) à òàêæå äëÿ íàãëÿäíîñòè ðåçóëüòèðóþùàÿ òðåõìåðíàÿ êàðòèíêà.
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Ðèñ. 3: Ôîòîííûé êðèñòàëë

Ïàäàþùàÿ âîëíà ÿâëÿåòñÿ âîë-
íîâûì ïàêåòîì, îãðàíè÷åííûì
ôóíêöèåé (1 + cosΩt) ïî âðåìåíè
è àíàëîãè÷íîé ôóíêöèåé ïî êîîð-
äèíàòàì X è Y ñ ëèíåéíîé ïîëÿ-
ðèçàöèåé. Íåñóùàÿ ÷àñòîòà ðàâíà
0.05, òàêèì îáðàçîì íà îäíó äëè-
íó âîëíû â âàêóóìå ïðèõîäèòñÿ
îêîëî 20òè óçëîâ ñåòêè.
Íà ðèñ. 4.a ïîêàçàíû äâå ïðîåê-

öèè êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ Ex (èíòåíñèâíîñòü âû-
ðàæåíà öâåòîì) âäîëü îñåé Z è X
â ìîìåíòû âðåìåíè 256∆t, 768∆t

è 1280∆t (∆t = 0.25) äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà íåñóùàÿ ÷àñòîòà ïàäàþùåé
âîëíû ðàâíà 0.05, íà ðèñ. 4.b
íåñóùàÿ ÷àñòîòà ðàâíà 0.033, à
íà ðèñ. 4.c ÷àñòîòà âîëíû èñ-
òî÷íèêà ðàâíà 0.033 äëÿ îáëàñòè
â îòñóòñòâèå ôîòîííîãî êðèñòàë-
ëà. Ðèñ. 4.d ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷å-
òó, â êîòîðîì ôîòîííûé êðèñòàëë
ïîëíîñòüþ çàìåíåí äèýëåêòðèêîì
ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n =

0.5(n1 + n2) =
(√

2 +
√

3
)
/2.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ãðàôè-
êè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ïîë-
íîé ýíåðãèè, íàõîäÿùåéñÿ âíóòðè
ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, äëÿ òðåõ îïèñàííûõ âûøå ýêñïåðèìåíòîâ (ðèñ. 4.a, b,
d), âû÷èñëåííîé êàê ðàçíèöà ýíåðãèè âîøåäøåé è âûøåäøåé ÷åðåç ãðàíè
ðàñ÷åòíîãî êóáà. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåííû ãðàôèêè îòíîøåíèÿ ýíåðãèè, âû-
øåäøåé ÷åðåç áîêîâûå (ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê X è Y) ãðàíè ê ýíåðãèè, ñãåíå-
ðèðîâàííîé èñòî÷íèêîì âîëí ê äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè. Îñü Z ÿâëÿåòñÿ
íîðìàëüþ ê åñòåñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4: Ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíòû ïîëÿ Ex â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè:
a) äëÿ íåñóùåé ÷àñòîòû 0.05; b) äëÿ íåñóùåé ÷àñòîòû 0.033; c) äëÿ ÷àñòîòû
0.033 â âàêóóìå; d) äëÿ ÷àñòîòû 0.033 ïðè çàìåíå äèýëåêòðèêîì.
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Ðèñ. 5: Êîëå÷åñòâî ýíåðãèè, íàõîäÿùååñÿ âíóòðè ñ÷åòíîãî êóáà äëÿ ñëó÷àåâ
èç ðèñ. 4.a, b, d

Ðèñ. 6: Äîëÿ ðàññåÿííîé ýíåðãèè ïî îòíîøåíèþ ê âîøåäøåé ýíåðãèåé äëÿ
ðèñ. 4.a, b, d
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6.2 Ïðîõîæäåíèå âîëíû ÷åðåç ïðèçìó ñ îòðèöàòåëü-

íûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ

Ðèñ. 7: Ïðèçìà

Ïðèçìà íà ðèñ. 7
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ ìå-
òàìàòåðèàëà, îïèñàí-
íîé âûøå. Äëÿ íåñó-
ùåé ÷àñòîòû ïàäà-
þùåãî âîëíîâîãî ïà-
êåòà îíà èìååò ïî-
êàçàòåëü ïðåëîìëå-
íèÿ, ðàâíûé -1.
Ïàäàþùàÿ âîëíà

íå ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
ìîíîõðîìíîé, òåì íå
ìåíåå íà ðèñ. 8 õîðîøî çàìåòåí ýôôåêò îòðèöàòåëüíîãî ïðåëîìëåíèÿ. Ïà-
ðàìåòðû ïàäàþùåé âîëíû çäåñü òàêèå æå êàê è íà ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ðèñ. 8: Ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíòû ïîëÿ Ex â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
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7 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîä, ìîäåëèðóþùèé ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ýëåê-
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå. Ïîñêîëüêó îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçà-
öèÿ ðàñ÷åòîâ äëÿ çàäà÷, òðåáóþùèõ áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, òî
ïðè ñîçäàíèè ýòîãî êîäà ãëàâíîé èäååé, îòëè÷àþùåé åå îò ñóùåñòâóþùèõ
àíàëîãîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü èñïîëüçîâàíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ(â ÷àñò-
íîñòè àëãîðèòìà LRnLA). Íà äàííûé ìîìåíò ïðîãðàììà ðàçâèâàåòñÿ â ñòî-
ðîíó ïîñòåïåííî óñëîæíÿþùèõñÿ ìîäåëåé ñðåäû ñ öåëüþ âîçìîæíîñòè åå
ïðèìåíåíèÿ íà áîëüøîì êëàññå àêòóàëüíûõ çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè, íàïðè-
ìåð ðåàëèçàöèÿ ìîäåëåé àíèçîòðîïíûõ ñðåä è ñðåä ñ íåëèíåéíûìè ìàòåðè-
àëüíûìè óðàâíåíèÿìè.
Òàêèì îáðàçîì îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêàÿ âîç-

ìîæíîñòü ðåøåíèÿ äîâîëüíî áîëüøîãî êëàññà ñëîæíûõ ñ âû÷èñëèòåëüíîé
òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷ â ðàìêàõ îïèñàííûõ âûøå ìîäåëåé.
Ðàáîòà ïîääåðæåíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00569.
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