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Ãèïåðáîëè÷íîñòü óðàâíåíèé èçîòåðìè÷åñêîé
ìíîãîôàçíîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè.

Àííîòàöèÿ

Èññëåäîâàíû ãèïåðáîëè÷åñêèå êà÷åñòâà óðàâíåíèé èçîòåðìè÷åñêîé ìíîãîôàçíîé ìíîãîêîì-
ïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè. Ïîêàçàíî, ÷òî êâàçèëèíåéíàÿ ôîðìà ýòèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â ñèììåòðèçîâàííîì âèäå. Ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñëàáûõ ðàçðûâîâ êîíöåíòðàöèé
è íàñûùåííîñòåé ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðàÿ ðàñùåïëÿåòñÿ íà òåð-
ìîäèíàìè÷åñêóþ è ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ïîäçàäà÷è. Óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ
çàäà÷à èìååò ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Îòäåëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé ôèëüòðàöèè êâàçè-
èäåàëüíûõ ñìåñåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÍØ-5214.2008.2.

A.V.Koldoba, E.V.Koldoba

The hyperbolisity of equations of a isothermal

multi-phase compositional filtration.

Abstract

Hyperbolic properties of equations of isothermal multi-phase compositional filtration were investigated.
It was shown that quasi-linear form of these equations may be presented in symmetric form. Propa-
gation velocities of weak discontinuities of concentrations and saturations are solutions of eigenvalue
problem, which is decomposed on thermodynamical and hydrodynamical subproblems. Conditions
which guarantee full set of eigenvalues for this problem was formulated. The filtration of quasi-ideal
mixtures was considered.
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1 Ââåäåíèå
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èçî-

òåðìè÷åñêîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ìíîãîôàçíîé ôèëüòðàöèè. Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ðàçðàáîòêè íåôòå- è ãàçîñîäåðæàùèõ ïëàñòîâ [1, 8, 11, 13]. Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî
òå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ èçîòåðìè÷åñêèì è äîñòàòî÷íî ìåäëåííûì, ÷òîáû óñïåëî
óñòàíîâèòüñÿ ëîêàëüíîå ôàçîâîå ðàâíîâåñèå. Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ
ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè êàæäîé ôàçû âûïîëíåí çàêîí Äàðñè, à îòíîñèòåëü-
íûå ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò òåêóùèõ çíà÷åíèé îáú¼ìíûõ
íàñûùåííîñòåé ôàç. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ìíîãîôàç-
íàÿ èçîòåðìè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ ðåøåíèé êîòîðîé õàðàêòåðíî ïðèñóòñòâèå
ñèëüíûõ è ñëàáûõ ðàçðûâîâ êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ è ôàçîâûõ íàñûùåí-
íîñòåé. Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü î "ãèïåðáîëè÷åñêèõ"êà÷åñòâàõ ýòèõ
óðàâíåíèé.

Îñíîâíîé âîïðîñ, èçó÷àåìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:
êàêóþ èíôîðìàöèþ î ñâîéñòâàõ ìîäåëè èçîòåðìè÷åñêîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé
ôèëüòðàöèè ìîæíî ïîëó÷èòü, îïèðàÿñü íà îáùèå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ, èìåþùåå ìåñòî äëÿ ãåòåðîãåííûõ ñèñòåì. Áîëåå êîíêðåòíî, áóäóò
ðàññìàòðèâàòüñÿ "ãèïåðáîëè÷åñêèå"êà÷åñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèé èçîòåðìè-
÷åñêîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè. Íàäåæäó íà ðåçóëüòàòèâíîñòü òà-
êîé ïîñòàíîâêè âîïðîñà äàåò òåîðåìà Ìîêà [15], ñôîðìóëèðîâàííàÿ äëÿ ñè-
ñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, îáëàäàþùèõ äîïîëíèòåëüíûì áàëàíñíûì ñîîòíîøåíè-
åì. Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ìîäåëè, âûðàæàþùåé çàêîíû
ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâ êàæäîãî èç êîìïîíåíòîâ, ó÷àñòâóþùèõ â ôèëüòðàöèè,
òàêèì äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå áàëàíñà ñâîáîäíîé
ýíåðãèè [6, 7]. Â îòëè÷èå îò òåîðèè Ìîêà, óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ äëÿ êîìïî-
íåíòîâ íå îáðàçóþò ñèñòåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ÷àñòíîñòè ïî ýòîé ïðè÷èíå
ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Òåì íå ìåíåå îíà îáëàäàåò íåêîòîðûìè
"ãèïåðáîëè÷åñêèìè"êà÷åñòâàìè, êîòîðûå ïðîÿâëÿþòñÿ â êîíå÷íîé ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ è ôàçîâûõ íàñû-
ùåííîñòåé.

Óêàçàííàÿ ïîñòàíîâêà âîïðîñà è ïðåäîïðåäåëèëà âûáîð äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèé êîíêðåòèçèðóþùèõ ìîäåëü èçîòåðìè÷åñêîé ìíîãîêîìïîíåíò-
íîé ôèëüòðàöèè. Êàê èçâåñòíî, íà "ìèêðîóðîâíå", ò.å. íà ïðîñòðàíñòâåííûõ
ìàñøòàáàõ, ñðàâíèìûõ ñ ðàçìåðîì ïîð, îñíîâíîå âëèÿíèå íà äèíàìèêó ôëþ-
èäîâ îêàçûâàþò êàïèëëÿðíûå ñèëû. Â ìîäåëÿõ, îïèñûâàþùèõ ôèëüòðàöèîí-
íûå òå÷åíèÿ íà "ìàêðîóðîâíå", ýòè ëîêàëüíûå ïðîöåññû ó÷èòûâàþòñÿ (êàê
ïðàâèëî) ââåäåíèåì êàïèëëÿðíîãî ñêà÷êà äàâëåíèÿ ìåæäó ôàçàìè è îòíî-
ñèòåëüíûõ ïðîíèöàåìîñòåé - íåëèíåéíûõ ôóíêöèé ôàçîâûõ íàñûùåííîñòåé.
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Ýòè âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ êàê ãåîìåòðèåé ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òàê è èí-
òåíñèâíîñòüþ ïîâåðõíîñòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ôàç ìåæäó ñîáîé è ñêåëåòîì.
Ñòåïåíü ìåæôàçíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáû÷íî õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåí-
òàìè ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ è êðàåâûìè óãëàìè ñìà÷èâàíèÿ. Î÷åâèäíî,
÷òî òàê êàê ýòè âåëè÷èíû çàâèñÿò äàâëåíèÿ è ñîñòàâà ôàç, òî è êàïèëëÿð-
íûé ñêà÷îê äàâëåíèÿ è îòíîñèòåëüíûå ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè çàâèñÿò îò
ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñìåñè â ïîðîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Êðîìå òîãî, ýòè âåëè÷èíû çàâèñÿò îò ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà, è, áîëåå òîãî,
îò äèíàìèêè ïðîöåññà, ïðèâîäÿùåãî ê èçìåíåíèþ ôàçîâûõ íàñûùåííîñòåé.
ßñíî, ÷òî ïðîöåññ âûòåñíåíèÿ îäíîé ôàçîé äðóãîé è ïðîöåññ âûäåëåíèÿ íî-
âîé ôàçû (çà ñ÷åò, íàïðèìåð, "ñáðîñà"äàâëåíèÿ) ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì ôàç ïî îáú¼ìó ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ñîîòâåòñòâåííî ðàçíûì
îòíîñèòåëüíûì ôàçîâûì ïðîíèöàåìîñòÿì ïðè îäèíàêîâûõ íàñûùåííîñòÿõ. Â
ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ìîäåëè ýòè ýôôåêòû íå ó÷èòûâàþòñÿ. Ïðèíèìàåòñÿ,
êàê è â ìîäåëè Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà, ÷òî îòíîñèòåëüíûå ôàçîâûå ïðîíèöàåìî-
ñòè çàâèñÿò òîëüêî îò òåêóùèõ çíà÷åíèé îáú¼ìíûõ íàñûùåííîñòåé ôàç, à
êàïèëëÿðíûì ñêà÷êîì äàâëåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êðîìå òîãî, ïðèíèìàåò-
ñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ñóòü êîíñòàíòû, õîòÿ, êîíå÷íî,
îíè çàâèñÿò êàê îò äàâëåíèÿ, òàê è îò ñîñòàâà ôàç.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèëüòðàöèîííûõ òå÷åíèé ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìåñåé
ðàçðàáîòàíà è ïðèìåíÿåòñÿ èåðàðõèÿ ìîäåëåé ðàçíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè è
ïîäðîáíîñòè. Ýòè ìîäåëè îïèñûâàþò ôèëüòðàöèþ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñìå-
ñåé â òåõ èëè èíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õàðàêòåðå òå÷åíèÿ (ïåðåïàäå äàâëåíèÿ,
äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ñîñòàâà ñìåñè è ò.ï), òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ôàç,
âëèÿíèè êàïèëëÿðíûõ ýôôåêòîâ, ñâîéñòâàõ êîëëåêòîðà è ò.ä. ßñíî, ÷òî ÷åì
ïîäðîáíåå ìîäåëü, òåì ñëîæíåå îíà ïîääàåòñÿ òåîðåòè÷åñêîìó àíàëèçó è èñ-
ñëåäîâàíèþ ñ ïðèâëå÷åíèåì ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿ-
ùåå âðåìÿ íàèáîëåå èññëåäîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè, îáúåäèíåííûå óñëî-
âèåì ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ïîòîêà ôèëüòðóþùåãîñÿ ôëþèäà. Â ðàìêàõ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîäà òàêèå ìîäåëè îïèñûâàþò ôèëü-
òðàöèþ êâàçèèäåàëüíûõ ñìåñåé, ò.å. âûïîëíåíî ïðàâèëî Àìàãî è ïàðöèàëü-
íûå îáúåìû êîìïîíåíòîâ íå çàâèñÿò îò äàâëåíèÿ è òåìïåðàòóðû (èëè ïî-
ñëåäíÿÿ ïîñòîÿííà). Ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì òàêèõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè
òèïà Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà, îïèñûâàþùèå ôèëüòðàöèþ íåñæèìàåìûõ íåñìåøè-
âàþùèõñÿ ôëþèäîâ [2]. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èç óðàâíåíèé, âûðàæàþùèõ
çàêîíû ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâ êàæäîãî êîìïîíåíòà, âûòåêàåò óñëîâèå áåçäè-
âåðãåíòíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè. Â îäíîìåðíîé ãåîìåòðèè óêàçàííîå
ñâîéñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíûé (îáúåìíûé) ïîòîê ôèëüòðóþùèõñÿ ôëþèäîâ
îäèíàêîâ ÷åðåç âñå ñå÷åíèÿ, õîòÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ãîâîðÿò, ÷òî òàêèå ìîäåëè îïèñûâàþò òå÷åíèÿ ñ ïîñòîÿí-
íûì ïîëíûì ïîòîêîì. Ìîäåëè ìîãóò áûòü óñëîæíåíû ó÷åòîì äîïîëíèòåëü-
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íûõ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð, àäñîðáöèè. Àäñîðáèðîâàííîå ñêåëåòîì âåùåñòâî
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòäåëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ ôàçà, ÷òî íå íàðóøàåò ïîñòî-
ÿíñòâà ïîëíîãî ïîòîêà ôèëüòðóþùèõñÿ ôëþèäîâ. Â ðàìêàõ òàêèõ ìîäåëåé
óðàâíåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè ðàñùåïëÿþòñÿ íà ýëëèïòè÷åñêîå
óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ è ñèñòåìó óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ êîíöåí-
òðàöèé êîìïîíåíòîâ, â êîòîðóþ äàâëåíèå íå âõîäèò. Åñëè ÷èñëî êîìïîíåíòîâ
íåâåëèêî, óäàåòñÿ ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ãèïåðáîëè÷íîñòè ïîñëåäíåé ñè-
ñòåìû. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî êîìïîíåíòîâ áîëüøå äâóõ, ãèïåðáîëè÷íîñòü
ñèñòåìû óðàâíåíèé íå ãàðàíòèðîâàíà.

Ïðàâèëî Àìàãî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ôàçîâîì ïåðåõîäå îáúåì ñìåñè íå ìåíÿ-
åòñÿ. ßñíî, ÷òî ýòî ïðàâèëî âûïîëíÿåòñÿ äàëåêî íå âñåãäà. Ôàçîâûå ïåðåõîäû
èç æèäêîé ôàçû â ãàçîâóþ è íàîáîðîò îáû÷íî ñîïðîâîæäàþòñÿ çíà÷èòåëüíûì
èçìåíåíèåì ñóììàðíîãî îáúåìà ñìåñè. Óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè ôàç òàêæå íå
âñåãäà ÿâëÿåòñÿ óäà÷íûì ïðèáëèæåíèåì. Íàïðèìåð, ïðè ìîäåëèðîâàíèè "ãà-
çèðîâàííîé íåôòè", âûäåëÿþùèéñÿ ãàç íåëüçÿ ñ÷èòàòü íåñæèìàåìûì [11].

Óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè áåç ïðåäïîëîæåíèÿ îá àääèòèâíîñòè îáúåìà ïðè
ñìåøåíèè (ïðàâèëî Àìàãî) ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â [16] , áåç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ î íåñæèìàåìîñòè ôàç â [10, 12].

Íå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýôôåêòû, îáóñëîâëåííûå äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè, õî-
òÿ áåçóñëîâíî, ñèëà ïðèòÿæåíèÿ îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïðîöåñ-
ñû ôèëüòðàöèè åñòåñòâåííûõ óãëåâîäîðîäîâ. Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ïîðèñòîñòü
è àáñîëþòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñêåëåòà ñóòü êîíñòàíòû, ò.å. íå çàâèñÿò íè îò
ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, íè îò äàâëåíèÿ.

Óêàçàííûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ íå èìåþò ïðÿìîãî îòíîøå-
íèÿ ê öåëÿì íàñòîÿùåé ðàáîòû � èññëåäîâàíèþ êà÷åñòâ ñèñòåìû óðàâíåíèé
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè, îáóñëîâëåííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñâîé-
ñòâàìè ñìåñåé. Îòíîñèòåëüíî òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñìåñè íå äåëàåòñÿ
êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé. Îäíàêî, ïðèíÿòà ãèïîòåçà, ñîãëàñ-
íî êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû â òîì èëè èíîì êîëè÷åñòâå ïðèñóòñòâóþò âî âñåõ
ôàçàõ [9]. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ âûðàæàþòñÿ ðàâåí-
ñòâîì õèìïîòåíöèàëîâ êîìïîíåíòîâ âî âñåõ ôàçàõ. Îòêàç îò ýòîé ãèïîòåçû
îçíà÷àë áû, ÷òî â íåêîòîðîé ôàçå íå ðàñòâîðåí êàêîé-ëèáî êîìïîíåíò ñìåñè,
êàê ýòî ïðèíèìàåòñÿ â ìîäåëè "ãàçèðîâàííîé íåôòè"[1]. Â ýòîì ñëó÷àå õèìïî-
òåíöèàë íåðàñòâîðèìîãî â äàííîé ôàçå êîìïîíåíòà íå ðàâåí õèìïîòåíöèàëó
ýòîãî êîìïîíåíòà â äðóãèõ ôàçàõ. Îäíàêî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå âëèÿåò íè
íà ñïðàâåäëèâîñòü ïðàâèëà ôàç Ãèááñà, íè íà "ãèïåðáîëè÷íîñòü"óðàâíåíèé
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè. Óêàçàííàÿ ãèïîòåçà ïðèíÿòà äëÿ óäîáñòâà
èçëîæåíèÿ, ÷òîáû íå äåëàòü ïîñòîÿííûõ îãîâîðîê î ðàñòâîðèìîñòè èëè íåðàñ-
òâîðèìîñòè êîìïîíåíòîâ ñìåñè â ôàçàõ. Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèëüòðà-
öèÿ êâàçèèäåàëüíûõ ñìåñåé ñ ïîñòîÿííûìè ïàðöèàëüíûìè îáúåìàìè êîìïî-
íåíòîâ.
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Óðàâíåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè, îïèñûâàþùèå óêàçàííóþ ìî-
äåëü, íå îõâàòûâàþòñÿ êëàññèôèêàöèåé íà ãèïåðáîëè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñêèå,
ýëëèïòè÷åñêèå. Òåì íå ìåíåå îíè äåìîíñòðèðóþò ñâîéñòâà âñåõ ýòèõ òèïîâ
óðàâíåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîñòàâèòü êà÷åñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè
ðåøåíèé. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûäåëåíèå íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êî-
ãäà ýòè ñâîéñòâà âûðàæåíû â ÿâíîì âèäå. Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè
íåñæèìàåìûõ íåñìåøèâàþùèõñÿ ôëþèäîâ (ìîäåëü Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà) ïîñëå
íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ðàñùåïëÿþòñÿ íà ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ
äàâëåíèÿ è ãèïåðáîëè÷åñêèå äëÿ ôàçîâûõ íàñûùåííîñòåé. Ìîäåëü Áàêëåÿ�
Ëåâåðåòòà áóäåò ïîäðîáíåå ðàññìîòðåíà íèæå.

2 Óðàâíåíèÿ ìíîãîôàçíîé
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîä ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñìåñüþ ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà õè-
ìè÷åñêè íåðåàãèðóþùèõ âåùåñòâ � êîìïîíåíòîâ, íåçàâèñèìî îò òîãî íà-
õîäèòñÿ îíà â îäíîôàçíîì ñîñòîÿíèè èëè ðàññëîèëàñü íà íåñêîëüêî ôàç.
Ïîä ôàçîé ïîíèìàåòñÿ ôèçè÷åñêè îäíîðîäíàÿ ñìåñü äâóõ èëè íåñêîëüêèõ
âåùåñòâ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè, â ðàìêàõ
êîòîðîé ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè ìàëû, à ìàññîîáìåí ïðîèñõî-
äèò äîñòàòî÷íî èíòåíñèâíî, òàê ÷òî â êàæäîì ýëåìåíòàðíîì îáúåìå óñïåâàåò
óñòàíîâèòüñÿ ôàçîâîå ðàâíîâåñèå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôèêñèðóÿ òåìïåðàòóðó T ,
äàâëåíèå p è ci � ïîëíûå êîíöåíòðàöèè ñìåñè, ìîæíî óñòàíîâèòü: íà êàêîå
÷èñëî ôàç ðàññëàèâàåòñÿ ñìåñü è êàêîâû ìîëÿðíûå êîíöåíòðàöèè cia, ìîëÿð-
íûå ïëîòíîñòè na è îáúåìíûå íàñûùåííîñòè sa ôàç. Ìîëÿðíûå ïëîòíîñòè na

îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ äëÿ a-òîé ôàçû. Ìîëÿðíûå êîíöåíòðà-
öèè cia çàäàþòñÿ êðèâûìè ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ.

Êàïèëëÿðíûì ñêà÷êîì äàâëåíèÿ ìåæäó ôàçàìè ïðåíåáðåãàåì è ó÷èòûâà-
åì êàïèëëÿðíûå ýôôåêòû ëèøü ÷åðåç ââåäåíèå îòíîñèòåëüíûõ ïðîíèöàåìî-
ñòåé ka(sa), çàâèñÿùèõ îò îáúåìíûõ íàñûùåííîñòåé ôàçàìè sa. Ïðåíåáðåãàåì
òàêæå âñåìè ýôôåêòàìè, ñâÿçàííûìè ñ íàëè÷èåì ìåæôàçíîé ãðàíèöû (àä-
ñîðáöèÿ) è åå èñêðèâëåííîñòüþ (ñäâèã äàâëåíèÿ è ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ èç-çà
êàïèëëÿðíîñòè).

Òàê êàê ÷èñëî ìîëåé êàæäîãî êîìïîíåíòà ñîõðàíÿåòñÿ, äëÿ êàæäîãî èç
íèõ ìîæåò áûòü íàïèñàíî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè

m
∂ni

∂t
+

∂Qi

∂x
= 0 , i = 1, 2, ..., q (2.1)

ãäå m � ïîðèñòîñòü; ni � ìîëÿðíàÿ ïëîòíîñòü i-òîãî êîìïîíåíòà (÷èñëî ìîëåé
i-òîãî êîìïîíåíòà â åäèíèöå îáúåìà ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà âî âñåõ ôàçàõ);
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Qi � ïëîòíîñòü ìîëÿðíîãî ïîòîêà i-òîãî êîìïîíåíòà, ðàññ÷èòàííàÿ ïî âñåì
ôàçàì. Âåëè÷èíû ni, Qi õàðàêòåðèçóþò ñìåñü â öåëîì è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
õàðàêòåðèñòèêè ôàç ñëåäóþùèì îáðàçîì

ni =
∑

a

cianasa , Qi =
∑

a

cianaWa . (2.2)

Çäåñü cia � êîíöåíòðàöèÿ i-òîãî êîìïîíåíòà â ôàçå a, na � ïëîòíîñòü â ôà-
çå a, çàíèìàþùåé ÷àñòü îáúåìà ïîðîâîãî ïðîñòðàíñòâà sa; Wa � ñêîðîñòü
ôèëüòðàöèè ôàçû a.

Äâèæåíèå êàæäîé èç ôàç îïèñûâàåòñÿ åå ñêîðîñòüþ ôèëüòðàöèè Wa, îïðå-
äåëÿåìîé èç îáîáùåííîãî çàêîíà Äàðñè:

Wa = −K
ka

ηa

∂p

∂x
. (2.3)

ãäå K � àáñîëþòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü êîëëåêòîðà, ka(sa)− îòíîñèòåëüíàÿ ïðî-
íèöàåìîñòü a−òîé ôàçû, ηa− âÿçêîñòü a−òîé ôàçû.

Ñóììèðîâàíèå ñîîòíîøåíèé (2.3) ïî a äàåò ïîëíóþ ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè

W =
∑

a

Wa = −KB
∂p

∂x
,

ãäå B =
∑

a

ka

ηa
� ïîëíàÿ ïîäâèæíîñòü; âåëè÷èíà ϕa =

ka

ηaB
� åñòü äîëÿ a-òîé

ôàçû â ïîòîêå: Wa = ϕaW .
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàçîâîãî êîíöåíòðàöèé cia íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ

óñëîâèÿìè ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ðàâåíñòâî äàâëåíèé
è õèìïîòåíöèàëîâ â ôàçàõ):

pI = pII = . . . = p , µi,I(p, cI) = µi,II(p, cII) = . . . = µi .

Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ cia è sa ñëåäóåò , ÷òî
∑

i

cia = 1 ,
∑

a

sa = 1 .

Íàðÿäó ñ äîëåé ôàçû â ïîòîêå âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ìíîãîêîìïîíåíò-
íîãî òå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîëÿ êîìïîíåíòà â ïîòîêå

χi(p, c) =

∑
a

niaϕa

∑
a

naϕa

Çäåñü nia = ciana � ïëîòíîñòü i-òîãî êîìïîíåíòà â ôàçå a.
Ôóíêöèè χi(p, c) íå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, à ïðåòåðïåâàþò èçëîìû íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ â ïðîñòðàíñòâå (p, ci), ãäå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ÷èñëà ôàç. Íà ðèñ.1
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(âåðõíÿÿ ïàíåëü) ïîêàçàíà òèïè÷íàÿ ôàçîâàÿ äèàãðàììà áèíàðíîé ñìåñè.
Æèðíûå ëèíèè � ãðàíèöû äâóõôàçíîé îáëàñòè (êðèâûå êèïåíèÿ è êîíäåí-
ñàöèè), çàäàþùèå ðàâíîâåñíûå êîíöåíòðàöèè ëåòó÷åãî êîìïîíåíòà â æèäêîé
cL(p) è ãàçîâîé cG(p) ôàçàõ êàê ôóíêöèè äàâëåíèÿ; òîíêèå ëèíèè � ãðà-
íèöû ñâÿçíîñòè (ïîäâèæíîñòè) ôàç, îáóñëîâëåííûå îñòàòî÷íîé íàñûùåííî-
ñòüþ. Íà íèæíåé ïàíåëè ïîêàçàí ãðàôèê ôóíêöèè χ(c) � äîëè ëåòó÷åãî
êîìïîíåíòà â ïîòîêå ïðè ôèêñèðîâàííîì äàâëåíèè. Â îáëàñòè îäíîôàçíîãî
òå÷åíèÿ (â äèàïàçîíå êîíöåíòðàöèé 0 ≤ c ≤ cL èëè cG ≤ c ≤ 1) χ(c) = c.
Â äâóõôàçíîé îáëàñòè, êîãäà îäíà èç ôàç íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé (cL ≤ c ≤ c∗
èëè c∗∗ ≤ c ≤ cG), χ(c, p) = cL(p) èëè ñîîòâåòñòâåííî χ(c, p) = cG(p).
Â äâóõôàçíîé îáëàñòè, ãäå îáå ôàçû ïîäâèæíû (â èíòåðâàëå êîíöåíòðàöèé
c∗ ≤ c ≤ c∗∗), ôóíêöèÿ χ(c) èìååò õàðàêòåðíûé S-îáðàçíûé âèä. Õàpàê-
òåpíûìè ÷åðòàìè ôóíêöèè χ(c) ÿâëÿþòñÿ åå ìîíîòîííîñòü è íåâûïóêëîñòü,
òî åñòü χ′′(s) íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé â äâóõôàçíîé îáëàñòè.

Èòàê, ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ èçîòåðìè÷åñêàÿ ôèëüòðàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (2.1)-(2.3), äîïîëíåííîé
óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ è óñëîâèÿìè ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ. Åñëè â ñìåñü ñî-
äåðæèò q êîìïîíåíò, òî è óðàâíåíèé â ñèñòåìå q.

3 Òåðìîäèíàìèêà êâàçèèäåàëüíûõ ñìåñåé.
Ñîãëàñíî [9], èäåàëüíûì íàçûâàåòñÿ ðàñòâîð, õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû êîìïî-
íåíòîâ â êîòîðîì èìåþò âèä

µi = µ0
i + RT ln ci,

ãäå µ0
i (T, p) � õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ÷èñòûõ êîìïîíåíòîâ.

Îäíèì èç ñâîéñòâ èäåàëüíûõ ðàñòâîðîâ ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîñòü îáú¼ìà ïðè
ñìåøèâàíèè (ïðàâèëî Àìàãî): ïðè ñìåøèâàíèè N1 ìîëåé ïåðâîãî êîìïîíåíòà,
N2 ìîëåé âòîðîãî êîìïîíåíòà è ò.ä. îáú¼ì èäåàëüíîãî ðàñòâîðà ñîñòàâëÿåò
V =

∑
i

Nivi, ãäå vi � ìîëÿðíûå îáú¼ìû ÷èñòûõ êîìïîíåíòîâ (ïðè òåõ æå

òåìïåðàòóðå è äàâëåíèè). Î÷åâèäíî, ÷òî àääèòèâíîñòü îáú¼ìà ïðè ñìåøåíèè
îáóñëîâëåíà íå êîíêðåòíûì âèäîì õèìïîòåíöèàëà ñìåøåíèÿ RT ln ci, à òåì
îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî îí íå çàâèñèò îò äàâëåíèÿ. Êðîìå òîãî, åñëè ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ðàñòâîðû, â êîòîðûõ êîíöåíòðàöèè íåêîòîðûõ êîìïîíåíòîâ ìàëû, òî
íå ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü µ0

i êàê õèìïîòåíöèàëû ÷èñòûõ êîìïîíåíòîâ. Â
äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàñòâîðîâ, îáëàäàþ-
ùèõ ñâîéñòâàìè àääèòèâíîñòè îáúåìà ïðè ñìåøåíèè. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå
ðàñòâîðû êâàçèèäåàëüíûìè. Îáúåì êâàçèèäåàëüíîãî ðàñòâîðà, ñîäåðæàùåãî
Ni ìîëåé i-òîãî êîìïîíåíòà ñîñòàâëÿåò
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V =
∑

i

Nivi , (3.1)

à ïîòåíöèàë Ãèááñà

G =
∑

i

Ni

∫
vidp + Φ(N) =

∑

i

Niµ
0
i + Φ(N) . (3.2)

Çäåñü vi(p) � ïàðöèàëüíûå ìîëÿðíûå êîìïîíåíòîâ, Φ(N) � êîíñòàíòà èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîé ñòåïåíè ñâîèõ àðãóìåíòîâ, çàâèñèìîñòü
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé îò òåìïåðàòóðû íå óêàçûâàåì.
Õèìïîòåíöèàëû êîìïîíåíòîâ â êâàçèèäåàëüíîì ðàñòâîðå ñîñòàâëÿþò

µi =
∂G

∂Ni
= µ0

i +
∂Φ

∂Ni
. (3.3)

Êâàçèèäåàëüíîé íàçîâåì ñìåñü, â êîòîðîé ïàðöèàëüíûå ìîëÿðíûå îáúåìû
êîìïîíåíòîâ îäèíàêîâû âî âñåõ ôàçàõ. Â òàêîé ñìåñè ïîòåíöèàëû ôàç èìåþò
âèä (3.2) ñ îäíèìè è òåìè æå µ0

i (p), íî ðàçíûìè Φ(N). Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè
íåñêîëüêî êâàçèèäåàëüíûõ ðàñòâîðîâ (ôàç), íóìåðóåìûõ ðèìñêèìè ÷èñëà-
ìè, íàõîäÿòñÿ â ôàçîâîì ðàâíîâåñèè, òî óñëîâèå ðàâåíñòâà õèìïîòåíöèàëîâ
êîìïîíåíòîâ äàåò óðàâíåíèÿ

∂ΦI

∂Ni,I
=

∂ΦII

∂Ni,II
= ... (3.4)

êîòîðûå íå ñîäåðæàò äàâëåíèÿ. Òàê êàê âñå ôóíêöèè ΦI, ΦII, .. � îäíîðîäíûå
ïåðâîé ñòåïåíè îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ, òî ïðîèçâîäíûå ∂ΦI

∂Ni,I
,

∂ΦII

∂Ni,II
, ... � îäíî-

ðîäíûå íóëåâîé ñòåïåíè è ôàêòè÷åñêè çàâèñÿò îò êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ
â ôàçàõ.

Ñèñòåìà (3.4) ñîäåðæèò q(r − 1) óðàâíåíèé, îòíîñèòåëüíî qr íåèçâåñòíûõ
êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ â ôàçàõ. Çäåñü q � ÷èñëî êîìïîíåíòîâ, r � ÷èñëî
ôàç. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò ó÷åñòü r óñëîâèé íîðìèðîâêè

∑
i

ci,I = 1,
∑

i

ci,II = 1, ... (3.5)

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî óðàâíåíèé ñîñòàâëÿåò qr− q + r. Ðåøåíèå ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé (3.4), (3.5) ñîäåðæèò q−r ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ (íå ñ÷èòàÿ
òåìïåðàòóðû), ÷åðåç êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ïåðåìåí-
íûå, êðîìå äàâëåíèÿ.

Ðàçäåëèâ (3.1) íà V ïîëó÷àåì
∑

i nivi = 1 , ãäå ni = Ni/V � ìîëÿðíàÿ
ïëîòíîñòü i-òîãî êîìïîíåíòà. Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ãèááñà-Äþãåìà ni =

∂P (µ)

∂µi
,
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ãäå P (µ) � äàâëåíèå êàê ôóíêöèÿ õèìïîòåíöèàëîâ êîìïîíåíòîâ. Ïîýòîìó
ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå:

∑

i

∂P (µ)

∂µi
vi = 1 . (3.6)

Äèôôåðåíöèðóÿ (3.6) ïî µk ïîëó÷àåì

∑
i

∂2P

∂µi∂µk
vi +

∑
i

∂P

∂µi

∂vi

∂p

∂P

∂µk
= 0 . (3.7)

èëè

∑
i

∂2P

∂µi∂µk
vi = −nk

∑
i

ni
∂vi

∂p
. (3.8)

Â äàëüíåéøåì îòäåëüíî áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êî-
ãäà âñå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ íåñæèìàåìûìè, ò.å. ∂vi

∂p
= 0 äëÿ âñåõ i. Â ýòîì

ñëó÷àå

∑

i

∂2P

∂µi∂µk
vi = 0, (3.9)

ò.å. ìàòðèöà ∂2P

∂µi∂µk
âûðîæäåíà. Â ýòîì âûðîæäåííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîæíî ïðèíÿòü äàâëåíèå è q− r ïàðàìåò-
ðîâ τα, ïàðàìåòðèçóþùèõ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.4), (3.5). Êàê óæå îòìå÷àëîñü,
ðåøåíèÿ ýòè íå çàâèñÿò îò p, ò.å. cia = cia(τα). Õèìïîòåíöèàëû êîìïîíåíòîâ
ïðè ýòîì çàâèñÿò îò p ëèíåéíî.

µi = vip + νi(τα) ,

(
∂µi

∂p

)

τ

= vi.

Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå ìàòðèöà ∂2P

∂µi∂µk
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ÷òî

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óñëîâèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Âûðîæäå-
íèå, ïîêàçûâàåìîå ôîðìóëîé (3.9) ñíèìàåòñÿ, åñëè ïðèíÿòü ∂vi

∂p
< 0, êàê ýòî-

ãî òðåáóþò óñëîâèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Òîãäà, óìíîæàÿ (3.8)
íà vk è ñóììèðóÿ ïî k, ïîëó÷èì

∑

i,k

∂2P

∂µi∂µk
vivk = −

∑
i

ni
∂vi

∂p

∑

k

nkvk = −
∑

i

ni
∂vi

∂p
> 0 . (3.10)
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4 Ôèëüòðàöèÿ êâàçèèäåàëüíûõ
íåñæèìàåìûõ ñìåñåé.

Øèðîêî èñïîëüçóåìîé ìîäåëüþ ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ
ïðèáëèæåíèå ïîñòîÿííîãî ïîëíîãî ïîòîêà ôëþèäîâ. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîôàçíîå òå÷åíèå ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñìåñè, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) âñå ôàçû ÿâëÿþòñÿ êâàçèèäåàëüíûìè ðàñòâîðàìè, ò.å. ïîä÷èíÿþòñÿ ïðà-
âèëó Àìàãî;
2) ïàðöèàëüíûå ìîëÿðíûå îáúåìû êîìïîíåíòîâ íå çàâèñÿò îò äàâëåíèÿ è òåì-
ïåðàòóðû (èëè óñëîâèÿ ôèëüòðàöèè òàêîâû, ÷òî ýòîé çàâèñèìîñòüþ ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü).

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèÿ ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ íå çàâèñÿò îò äàâëåíèÿ (è
òåìïåðàòóðû). Ïîñëå óìíîæåíèÿ i-òîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1)-(2.3) íà ïàð-
öèàëüíûé ìîëÿðíûé îáúåì i-òîãî êîìïîíåíòà vi = const, óðàâíåíèÿ ìíîãî-
êîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè ïðèíèìàþò âèä

m
∂

∂t

∑
a

γiasa +
∂

∂x

∑
a

γiaϕaW = 0 , (4.1)

ãäå γia = niavi � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ i-òîãî êîìïîíåíòà â a-òîé ôàçå.
Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

∑
i

γia = 1 äëÿ âñåõ ôàç a [9].

Ñóììèðîâàíèå (4.1) ïî i c ó÷åòîì óñëîâèé íîðìèðîâêè äàåò
∂W

∂x
= 0 , W = W (t) , (4.2)

Òàê êàê óñëîâèÿ ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ íå çàâèñÿò îò äàâëåíèÿ, òî q − 1
óðàâíåíèé (4.1) ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè âðåìåíè îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó
îòíîñèòåëüíî q − 1 íåçàâèñèìûõ êîíöåíòðàöèé γi =

∑
a

γiasa (èëè ýêâè-

âàëåíòíîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ). Óðàâíåíèå (4.2) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå âîññòàíîâèòü ïîëå äàâëåíèé ïî óæå íàéäåííûì
ðàñïðåäåëåíèÿì êîíöåíòðàöèé γi è íàñûùåííîñòåé sa.

5 Ìîäåëü Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà
Ìîäåëü Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ôèëü-
òðàöèè íåñìåøèâàþùèõñÿ ôëþèäîâ. Îíà òàêæå ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ òå-
ñòèðîâàíèÿ ïðîãðàìì, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà íåé ïîäðîáíåå.

Â ìîäåëè äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè íåñìåøèâàþùèõñÿ æèäêîñòåé, ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ:
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1) êàïèëëÿðíûé ñêà÷îê äàâëåíèÿ îòñóòñòâóåò;
2) îáå ôàçû íåñæèìàåìû.
Â ýòîì ñëó÷àå ôèëüòðàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè

m
∂s1

∂t
+

∂W1

∂x
= 0 , m

∂s2

∂t
+

∂W2

∂x
= 0 .

Ñóììèðîâàíèå ýòèõ ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ s1 +s2 = 1 äàåò ∂W

∂x
= 0 ,

ãäå W = W1 + W2 � ñóììàðíàÿ ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
s1 = s, s2 = 1− s, B(s) =

k1

η1
+

k2

η2
� ïîëíàÿ ïîäâèæíîñòü;

ϕ(s) =
k1/η1

B � äîëÿ ïåðâîé ôàçû â ïîòîêå, äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîé ôèëüòðà-
öèè.

W = −KB(s)
∂p

∂x
, W1 = ϕ(s)W , W2 = (1− ϕ(s))W ,

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ÷àñòî èñïîëüçóåìóþ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà:

∂W

∂x
= 0 , W = −KB(s)

∂p

∂x
, m

∂s

∂t
+ W

∂ϕ(s)

∂x
= 0 .

Òàêèì îáðàçîì, äâóõôàçíàÿ ôèëüòðàöèÿ íåñæèìàåìûõ ôëþèäîâ áåç ôà-
çîâûõ ïåðåõîäîâ â ðàìêàõ ìîäåëè Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà îïèñûâàåòñÿ ýëëèïòè÷å-
ñêèì óðàâíåíèåì äëÿ äàâëåíèÿ è ãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïåðåíîñà äëÿ
îáúåìíîé íàñûùåííîñòè îäíîé èç ôàç.

Ìîäåëü Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîôàçíîé ôèëüòðàöèè, îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂W

∂x
= 0 , W = −KB

∂p

∂x
, m

∂sa

∂t
+ W

∂ϕa

∂x
= 0 . (5.1)

ãäå sa � îáúåìíàÿ íàñûùåííîñòü a-òîé ôàçû; B =
∑

a

ka

ηa
� ïîëíàÿ ïîäâèæ-

íîñòü; ϕa(sa) =
ka/ηa

B
� äîëÿ a-òîé ôàçû â ïîòîêå.

Â ñèëó óñëîâèé óñëîâèé íîðìèðîâêè
∑

a

sa = 1 ,
∑

a

ϕa = 1

ñðåäè r óðàâíåíèé ñèñòåìû (5.1) íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ r− 1. Ãèïåðáîëè÷-
íîñòü (èëè íåãèïåðáîëè÷íîñòü) ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðè çàäàííîé ïîëíîé
ñêîðîñòè W (t) îáóñëàâëèâàåòñÿ âèäîì ôóíêöèé ϕa, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îòíîñèòåëüíûå ïðîíèöàåìîñòè.
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Èçâåñòíî [14], ÷òî äàæå â ñëó÷àå òðåõôàçíîé ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìûõ
ôëþèäîâ ïðè íåêîòîðîì âûáîðå çàâèñèìîñòåé îòíîñèòåëüíûõ ïðîíèöàåìî-
ñòåé ka îò îáúåìíûõ íàñûùåííîñòåé sa ñèñòåìà (5.1) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåãè-
ïåðáîëè÷åñêîé â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìûõ íàñûùåííîñòåé.
Òåì íå ìåíåå ìîæíî óêàçàòü äâà âàæíûõ äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àÿ, êîãäà
óðàâíåíèÿ äëÿ ôàçîâûõ íàñûùåííîñòåé ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Ïåð-
âûé ñëó÷àé äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè ðàññìîòðåí â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.1) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé
îòíîñèòñÿ ê ìîäåëè òðåõôàçíîé ôèëüòðàöèè ñ îòíîñèòåëüíûìè ïðîíèöàå-
ìîñòÿìè, çàâèñÿùèìè òîëüêî îò íàñûùåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèìè ôàçàìè.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: íåçàâèñèìûå íàñûùåííîñòè s1 = r, s2 = s, ñîîòâåòñòâåí-
íî s3 = 1− r− s; îòíîñèòåëüíûå ïîäâèæíîñòè k1

η1
= f(r) ,

k2

η1
= g(s) ,

k3

η3
=

h(1− r − s). Ïîëíàÿ ïîäâèæíîñòü è äîëè ôàç â ïîòîêå ñîñòàâëÿþò

B(r, s) = f + g + h, ϕ(r, s) =
f

B
, ψ(r, s) =

g

B
.

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ Áàêëåÿ�Ëåâåðåòòà äëÿ òðåõôàçíîé ôèëüòðà-
öèè èìåþò âèä:

m
∂r

∂t
+ W

∂ϕ

∂x
= 0 , m

∂s

∂t
+ W

∂ψ

∂x
= 0 . (5.2)

Êâàçèëèíåéíàÿ ôîðìà ñèñòåìû (5.2) èìååò âèä:

m
∂r

∂t
+ W

(
a11

∂r

∂x
+ a12

∂s

∂x

)
= 0 ,

m
∂s

∂t
+ W

(
a21

∂r

∂x
+ a22

∂s

∂x

)
= 0 ,

(5.3)

ãäå
a11 = ϕr =

Bfr − fBr

B2 , a12 = ϕs = −fBs

B2 ,

a21 = ψr = −gBr

B2 , a22 = ψs =
Bgs − gBs

B2 .

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê hs = hr, òî fr − gs = (fr + hr)− (gs + hs) = Br −Bs.
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè aik äåéñòâè-

òåëüíû è ðàçëè÷íû, òî ñèñòåìà (5.3) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Ñîáñòâåííûå
÷èñëà ýòîé ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

λ2 − (a11 + a22)λ + (a11a22 − a12a21) = 0 ,

äèñêðèìèíàíò êîòîðîãî åñòü ∆ = (a11 − a22)
2 + 4a12a21. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà

âûðàæåíèÿ äëÿ aik, ïîëó÷àåì
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B2∆ = (1− ϕ)2B2
r + (1− ψ)2B2

s + 2(ϕψ + ϕ + ψ − 1)BrBs.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïî ïåðåìåííûì Br, Bs â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî
ñîîòíîøåíèÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â ñèëó óñëîâèé 0 ≤ ϕ, ψ, ϕ+ψ ≤ 1.
Òàêèì îáðàçîì, äèñêðèìèíàíò ∆ ≥ 0, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü
ïðè Br = Bs = 0. Åñëè ∆ > 0, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò
äåéñòâèòåëüíûå è ðàçëè÷íûå êîðíè, òàê ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.3) ÿâëÿ-
åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Åñëè ∆ = 0, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò
äâóõêðàòíûé äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü, ïðè ýòîì Br = Bs = 0, ñîîòâåòñòâåííî
a12 = a21 = 0, òàê ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.3) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

6 Êâàçèëèíåéíàÿ ôîðìà óðàâíåíèé ôèëüòðàöèè.
Ðàññìîòðèì èçîòåðìè÷åñêóþ ôèëüòðàöèþ ñìåñè, ñîäåðæàùåé q êîìïîíåí-
òîâ (íóìåðóåìûõ èíäåêñàìè i, j, k, ...). Ïóñòü òåðìîáàðè÷åñêèå óñëîâèÿ ôèëü-
òðàöèè òàêîâû, ÷òî ñìåñü ðàññëàèâàåòñÿ íà r ôàç (íóìåðóåìûõ èíäåêñàìè
a, b, ...). Ñîãëàñíî ïðàâèëó ôàç Ãèááñà òàêàÿ ñèñòåìà èìååò q− r+2 òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, îäíà èç êîòîðûõ èñêëþ÷àåòñÿ ôèêñèðîâàíèåì
òåìïåðàòóðû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò q − r + 1 èíòåíñèâíûõ òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ âåëè÷èí çàäàâàåìûõ ïðîèçâîëüíî (ñ òåì, êîíå÷íî, îãðàíè÷åíèåì,
÷òî ÷èñëî ôàç äîëæíî îñòàâàòüñÿ ðàâíûì r), à âñå îñòàëüíûå òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèå ïåðåìåííûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ, óðàâíåíèé
ñîñòîÿíèé è ïð. Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ïðèìåì
äàâëåíèå è åù¼ ëþáûå q − r ïåðåìåííûå τα (α = 1, ..., q − r).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå Ãèááñà�Äþãåìà äèôôåðåíöèàë äàâëåíèÿ èìååò âèä

dp =
∑

i

niadµi, (6.1)

ãäå nia =
∂Pa

∂µi
� ïëîòíîñòü i-òîãî êîìïîíåíòà â a-òîé ôàçå, êàê ôóíêöèÿ

õèìïîòåíöèàëîâ.
Õèìïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ èíòåíñèâíûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè âåëè÷èíà-

ìè è ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê ôóíêöèè ïåðåìåííûõ p, τα :

dµi =
∂µi

∂p
dp +

∑
α

∂µi

∂τα
dτα. (6.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.2) â (6.1), ïîëó÷àåì

dp =
∑

i

nia
∂µi

∂p
dp +

∑

i,α

nia
∂µi

∂τα
dτα. (6.3)
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Òàê êàê äèôôåðåíöèàëû dp, dτα íåçàâèñèìû, èç (6.3) ñëåäóåò, ÷òî
∑

i

nia
∂µi

∂p
= 1,

∑
i

nia
∂µi

∂τα
= 0. (6.4)

Ïðè÷åì ñîîòíîøåíèÿ (6.4) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ôàç.
Óðàâíåíèÿ èçîòåðìè÷åñêîé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè çàïèøåì â

âèäå

m
∂

∂t

∑
a

niasa +
∂

∂x

∑
a

niaϕaW = 0,

èëè

m
∑

a

(
sa

∂nia

∂t
+ nia

∂sa

∂t

)
+ W

(∑
a

ϕa
∂nia

∂x
+ nia

∂ϕa

∂x

)
+

∑
a

niaϕa
∂W

∂x
= 0 .

(6.5)
Çäåñü, êàê è âûøå, sa � îáúåìíàÿ íàñûùåííîñòü a-òîé ôàçîé, ϕa � äîëÿ a-òîé
ôàçû â ïîòîêå, W � ïîëíàÿ ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè.

Óìíîæåíèå (6.5) íà ∂µi

∂p
è ñóììèðîâàíèå ïî i äàåò (ñ ó÷åòîì (6.4) è óñëîâèé

íîðìèðîâêè
∑

a

sa = 1,
∑

a

ϕa = 1):

m
∑
i,a

sa
∂µi

∂p

∂nia

∂t
+ W

∂

∂x

∑
i,a

ϕa
∂µi

∂p

∂nia

∂x
+

∂W

∂x
= 0, (6.6)

Àíàëîãè÷íî, óìíîæåíèå (6.5) íà ∂µi

∂τα
è ñóììèðîâàíèå ïî i äàåò:

m
∑
i,a

sa
∂µi

∂τα

∂nia

∂t
+ W

∂

∂x

∑
i,a

ϕa
∂µi

∂τα

∂nia

∂x
= 0. (6.7)

Ïðåäñòàâèì òåïåðü dnia â ôîðìå

dnia =
∑

k

∂nia

∂µk
dµk =

∑

k

∂2Pa

∂µi∂µk

∂µk

∂p
dp +

∑

k,α

∂2Pa

∂µi∂µk

∂µk

∂τα
dτα.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.6) è (6.7) ïðèíèìàþò âèä

m
∑

i,k,a

(
sa

∂2Pa

∂µi∂µk

∂µi

∂p

∂µk

∂p

∂p

∂t
+

∑

i,k,a,β

sa
∂2Pa

∂µi∂µk

∂µi

∂p

∂µi

∂τβ

∂τβ

∂t

)
+

+W
∑

i,k,a

(
ϕa

∂2Pa

∂µi∂µk

∂µi

∂p

∂µk

∂p

∂p

∂x
+

∑

i,k,a,β

ϕa
∂Pa

∂µiµk

∂µi

∂p

∂µi

∂τβ

∂τβ

∂x

)
+

∂W

∂x
= 0,



�17�

m
∑

i,k,a

(
sa

∂2Pa

∂µi∂µk

∂µi

∂p

∂µk

∂p

∂p

∂t
+

∑

i,k,a,β

sa
∂2Pa

∂µi∂µk

∂µi

∂p

∂µi

∂τβ

∂τβ

∂t

)
+

+W
∑

i,k,a

(
ϕa

∂2Pa

∂µi∂µk

∂µi

∂p

∂µk

∂p

∂p

∂x
+ ϕa

∂2Pa

∂µi∂µk

∂µi

∂τα

∂µk

∂τβ

∂τβ

∂x

)
= 0,

×òîáû ïðèäàòü ýòèì ôîðìóëàì áîëåå êîìïàêòíûé âèä ââåäåì ìàòðèöû

Aik =
∑

a

sa
∂2Pa

∂µi∂µk
, Bik =

∑
a

ϕa
∂2Pa

∂µi∂µk
, 1 ≤ i, k ≤ q.

Â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå âñå ìàòðèöû ∂2Pa

∂µi∂µk
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû è

òàê êàê sa, ϕa ≥ 0, òî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû è ìàòðèöû Aik, Bik. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ýòè ìàòðèöû ñèììåòðè÷íû.
Îáîçíà÷èì:

A =
∑

i,k

Aik
∂µi

∂p

∂µk

∂p
, B =

∑

i,k

Bik
∂µi

∂p

∂µk

∂p
,

Aα =
∑

i,k

Aik
∂µi

∂τα

∂µk

∂p
, Bα =

∑

i,k

Bik
∂µi

∂τα

∂µk

∂p
,

Aαβ =
∑

i,k

Aik
∂µi

∂τα

∂µk

∂τβ
, Bαβ =

∑

i,k

Bik
∂µi

∂τα

∂µk

∂τβ
,

Ìàòðèöû Aαβ è Bαβ ñèììåòðè÷íûå è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå. Â ýòèõ
îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèÿ (6.6) è (6.7) ïðèíèìàþò âèä

m

(
A

∂p

∂t
+

∑

β

Aβ
∂τβ

∂t

)
+ W

(
B

∂p

∂x
+

∑

β

Bβ
∂τβ

∂x

)
+

∂W

∂x
= 0, (6.8)

m

(
Aα

∂p

∂t
+

∑

β

Aαβ
∂τβ

∂t

)
+ W

(
Bα

∂p

∂x
+

∑

β

Bαβ
∂τβ

∂x

)
= 0. (6.9)

Îòìåòèì çäåñü, ÷òî â âûðîæäåííîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ôàçû ÿâëÿþòñÿ êâà-
çèèäåàëüíûìè ðàñòâîðàìè è âñå êîìïîíåíòû íåñæèìàåìûìè, ñîãëàñíî ï.3
∂µi

∂p
=

(
∂µi

∂p

)

τ

= vi = const � ïàðöèàëüíûé ìîëÿðíûé îáú¼ì i-òîãî êîìïî-

íåíòà, òàê ÷òî äëÿ âñåõ ôàç

∑
i

∂2Pa

∂µi∂µk
vi = 0 .
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Â ýòîì ñëó÷àå A = 0 , Aα = 0 , B = 0 , Bα = 0 , è óðàâíåíèå (6.8)
ïðèíèìàåò âèä

∂W

∂x
= 0 , W = W (t) ,

à óðàâíåíèå (6.9)

m
∑

β

Aαβ
∂τβ

∂t
+ W

∑

β

Bαβ
∂τβ

∂x
= 0. (6.10)

Íàëîæèì òåïåðü óñëîâèå, ÷òî âåêòîð vi =

(
∂µi

∂p

)

τ

è òîëüêî îí ñîîòâåò-

ñòâóåò íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìàòðèö ∂2Pa

∂µi∂µk
. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû

Aαβ è Bαβ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
∑

α,β

Aαβξαξβ = 0,

òîãäà

∑

i,k

∂2Pa

∂µi∂µk

(∑
α

ξα
∂µi

∂τα

)(∑

β

ξβ
∂µk

∂τβ

)
= 0 .

è çíà÷èò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ
∑

α

ξα
∂µi

∂τα
= vi =

(
∂µi

∂p

)

τ

. Íî ïîñëåäíåå

ðàâåíñòâî íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íè ïðè êàêèõ ξα, òàê êàê p, τα íåçàâèñè-
ìûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû. Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïðèìå-
íèìû è ê ìàòðèöå Bαβ.

Ïîëó÷èì òåïåðü äîïîëíèòåëüíûå ê (6.8)�(6.9) óðàâíåíèÿ â âèäå óäîáíîì
äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè nia

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïîëíîãî ðàíãà, ò.å. rank(nia) = r. Ââåäåì ìàòðèöó r × r

ñ ýëåìåíòàìè Nab =
∑

i

nianib. Â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ det(Nab) 6=
0. Óìíîæàÿ (6.5) íà nib è ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷èì ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè
ñëàãàåìûõ

∑
a

Nab

(
m

∂sa

∂t
+ W

∂ϕa

∂x
+ ϕa

∂W

∂x

)
=

= −m
∑

i,a

sanib
∂nia

∂t
−W

∑
a

ϕanib
∂nia

∂x
, b = 1, ..., r (6.11)

Ðàçðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí, ñòîÿùèõ â ñêîáêàõ â ëåâîé
÷àñòè (ýòî âîçìîæíî â ñèëó det(Nab) 6= 0), ïîëó÷àåì

m
∂sa

∂t
+ W

∂ϕa

∂x
+ ϕa

∂W

∂x
+ m

∑

i,b

sbzia
∂nib

∂t
+ W

∑

i,b

ϕbzia
∂nib

∂x
= 0. (6.12)
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Çäåñü zia =
∑

b

N−1
ab nib, N−1

ab � ýëåìåíòû ìàòðèöû, îáðàòíîé ê Nab.

Èç óðàâíåíèé (6.12) òîëüêî r − 1 ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
Â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè óðàâíåíèÿ (6.12) èìåþò âèä

m
∂sa

∂t
+ W

∂ϕa

∂x
+ ϕa

∂W

∂x
+ m


Ca

∂p

∂t
+

∑

β

Caβ
∂τβ

∂t


 +

+W


Da

∂p

∂x
+

∑

β

Daβ
∂τβ

∂x


 = 0 . (6.13)

ãäå

Ca =
∑

i

zia

∑

k,b

sb
∂2Pb

∂µi∂µk

∂µk

∂p
=

∑

i,k

Aikzia
∂µk

∂p
,

Caβ =
∑

i

zia

∑

k,b

sb
∂2Pb

∂µi∂µk

∂µk

∂τβ
=

∑

i,k

Aikzia
∂µk

∂τβ
,

Da =
∑

i

zia

∑

k,b

ϕb
∂2Pb

∂µi∂µk

∂µk

∂p
=

∑

i,k

Bikzia
∂µk

∂p
,

Daβ =
∑

i

zia

∑

k,b

ϕb
∂2Pb

∂µi∂µk

∂µk

∂τβ
=

∑

i,k

Bikzia
∂µk

∂τβ
,

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (6.13) ñîäåðæèò r−1 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî r−1
íåçàâèñèìûõ îáú¼ìíûõ íàñûùåííîñòåé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ óðàâíåíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè âàæ-
íûìè ÿâëÿþòñÿ äâà îáñòîÿòåëüñòâà. Âî-ïåðâûõ, äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ â (6.13),
è òîëüêî îíè ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå îò íàñûùåííîñòåé sa, ïðè÷åì â òàêîì
æå âèäå, ÷òî è â óðàâíåíèÿõ ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìûõ íåñìåøèâàþùèõñÿ
ôëþèäîâ (ìîäåëü Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà). Âî-âòîðûõ, ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ
ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå òîëüêî îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé p, τα. Â íåÿâ-
íîì âèäå ýòè ïðîèçâîäíûå ñîäåðæèò è òðåòüå ñëàãàåìîå â ñèëó óðàâíåíèÿ
(6.8).

Îòìåòèì, ÷òî â ìîäåëè ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìûõ êâàçèèäåàëüíûõ ðàñ-
òâîðîâ â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ìíîæèòåëè ïðè ∂p

∂x
è ∂p

∂t
îáðàùàåòñÿ â íîëü.
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7 Ãèïåðáîëè÷íîñòü óðàâíåíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé
ôèëüòðàöèè ñ ïîñòîÿííûì ïîòîêîì.

Ïðèìåíèì òåïåðü ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ ñèñòåìû
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ôèëüòðàöèþ êâàçèèäåàëüíûõ íåñæèìàåìûõ ñìå-
ñåé. Åñëè ê q−r óðàâíåíèÿì (6.8)�(6.9) äëÿ q−r òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé
ñâîáîäû ïðèñîåäèíèòü r− 1 óðàâíåíèé äëÿ r− 1 íåçàâèñèìîé íàñûùåííîñòè
σα (â êà÷åñòâå êîòîðûõ ìîæíî âçÿòü ëþáûå r − 1 íåçàâèñèìîå óðàâíåíèå ñè-
ñòåìû (6.13), òî äëÿ ýâîëþöèè (q−1)-ìåðíîãî "âåêòîðà"ïåðåìåííûõ ζ = (τ, σ)
îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé q − 1 óðàâíåíèé, êîòîðóþ çàïèøåì â âèäå

A
∂ζ

∂t
+ B

∂ζ

∂x
= 0 . (7.1)

Â ýòîé ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè A,B � áëî÷íî òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ðàçìåð-
íîñòè (q − 1)× (q − 1) âèäà:

A =

(
A1 0
A3 A2

)

B =

(
B1 0
B3 B2

)

ãäå A1, B1 � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (q − r) × (q − r), âõîäÿùèå â ñèñòåìó
(7.1). Êàê áûëî óñòàíîâëåíî âûøå A1 = A∗

1 > 0 , B1 = B∗
1 > 0 . Äëÿ

îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî W ≥ 0.
Âîïðîñ î ãèïåðáîëè÷íîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1) ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î

ïîëíîòå ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Bζ = λAζ . (7.2)
Çäåñü áóêâà ζ = (τ, σ) îáîçíà÷àåò "âåêòîð"â (q − 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ τα (α = 1, ..., q − r) è íåçàâèñèìûõ ôàçîâûõ
íàñûùåííîñòåé σα (α = 1, ..., r − 1).

Òàê êàê ìàòðèöû A è B áëî÷íî-òðåóãîëüíûå, òî det(B − λA) = det(B1 −
λA1) ·det(B2−λA2). Â ñèëó ñâîéñòâ ìàòðèö A1, B1 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå det(B1 − λA1) = 0 èìååò q − r äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ, êîòîðûì ñîîò-
âåòñòâóþò q − r ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà â (q − r)-ìåðíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû.

×òî êàñàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ det(B2 − λA2) = 0, òî, êàê
óæå îòìå÷àëîñü, îíî èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ìîäåëè Áàêëåÿ-Ëåâåðåòòà
ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìûõ íåñìåøèâàþùèõñÿ ôëþèäîâ. Êàê èçâåñòíî [14],
äàæå ïðè òðåõôàçíîé ôèëüòðàöèè ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü êîìïëåêñíûå
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êîðíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (7.1) â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïå-
ðåìåííûõ íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Ìîæíî îäíàêî óêàçàòü äâà âàæíûõ
äëÿ ïðèëîæåíèé ñëó÷àÿ, êîãäà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî äåéñòâè-
òåëüíûå êîðíè, à ñîîòâåòñòâóþ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëíûé íàáîð
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ïåðâûé ñëó÷àé � äâóõôàçíàÿ ôèëüòðàöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû A2, B2

èìååò ðàçìåðíîñòü 1×1, è åäèíñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå î÷åâèäíî
åñòü:

λ =
W

m

dϕ

ds
.

Âòîðîé ñëó÷àé � òðåõôàçíàÿ ôèëüòðàöèÿ, êîãäà îòíîñèòåëüíûå ïðîíèöà-
åìîñòè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî íàñûùåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçû.
Â ýòîì ñëó÷àå êâàäðàòíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò òîëüêî äåé-
ñòâèòåëüíûå êîðíè, ïðè÷¼ì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ èìååò äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà (ñì. ï.5).

Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (7.2) ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ det(B1−λA1) = 0 è det(B2−
λA2) = 0 íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, òî (7.2) èìååò ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü τλ � ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð çàäà÷è
det(B1− λA1) = 0. Òîãäà λ � ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è (7.2), è ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð èìååò âèä ζλ = (τλ, σλ), à êîìïîíåíòû σλ

îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ
(B2 − λA2)σλ = −(B3 − λA3)τλ .

Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè îòëè÷åí îò íóëÿ â ñèëó ñäåëàííîãî ïðåä-
ïîëîæåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü σλ � ïðàâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð çàäà÷è B2σλ = λA2σλ.

Òîãäà λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî çàäà÷è (7.2), à ñîîòâåòñòâóþùèé ïðàâûé ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð èìååò âèä ζλ = (0, σλ). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ è
ëåâûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà çàäà÷è (7.2).

Cëó÷àé, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ det(B1−λA1) = 0 è det(B2−
λA2) = 0 èìåþò îáùèå êîðíè, òðåáóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòäåëüíîãî èññëåäîâà-
íèÿ. Òåì íå ìåíåå, óæå â ìîäåëè äâóõôàçíîé òðåõêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè
ñ ïîñòîÿííûì ïîëíûì ïîòîêîì â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ êîðíåé õàðàêòèðèññòè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèé íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîé [16]. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â îáåèõ óêàçàííûõ âûøå ìîäåëÿõ (äâóõ-
è òðåõôàçíîé ôèëüòðàöèè), êîãäà âòîðîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå èìååò äåéñòâè-
òåëüíûå êîðíè, ýòè êîðíè îïðåäåëÿþòñÿ ëèøü îòíîñèòåëüíûìè ôàçîâûìè íà-
ñûùåííîñòÿìè sa è íå çàâèñÿò îò òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ τα. Êîðíè
æå ïåðâîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè êàê sa, òàê
è τα. Ïîýòîìó ñèòóàöèþ, êîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èìåþò îáùèé
êîðåíü, ìîæíî ñ÷èòàòü "íåòèïè÷íîé".
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Â ñëó÷àå äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè îòíîñèòåëüíî çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ B2ζ = λA2ζ ìîæíî ñäåëàòü äîïîëíèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ [13, 4].
Ìàòðèöû A2 = (Aαβ) è B2 = (Bαβ) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

Aαβ = sXαβ + (1− s)Yαβ , Bαβ = ϕXαβ + (1− ϕ)Yαβ ,

ãäå s � íàñûùåííîñòü ïåðâîé ôàçîé; ϕ � äîëÿ ïåðâîé ôàçû â ïîòîêå;

Xαβ =
∑

i,k

∂2PI

∂µi∂µk

∂µi

∂τα

∂µk

∂τβ
, Yαβ =

∑

i,k

∂2PII

∂µi∂µk

∂µi

∂τα

∂µk

∂τβ
.

Ïóñòü σ è ζ ñîáñòâåííîå ÷èñëî è ñîîòâåòñòâóþùèé ïðàâûé ñîáñòâåííûé
âåêòîð çàäà÷è Y ζ = σXζ. Òîãäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé,
ζ áóäåò ïðàâûì ñîáñòâåííûì âåêòîðîì çàäà÷è B2ζ = λA2ζ ñîîòâåòñòâóþùèì
ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ =

σ(1− ϕ) + ϕ

σ(1− s) + s
. Âèäíî, ÷òî ñîáñòâåííîé ÷èñëî σ è

âåêòîð ζ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ôàç è íå çà-
âèñÿò îò íàñûùåííîñòåé. Â ýòîì ñìûñëå ãîâîðÿò, ÷òî çàäà÷à ðàñùåïëÿåòñÿ
íà ôèçèêî-õèìè÷åñêóþ è ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ÷àñòè [4].

8 Ðàñïðîñòðàíåíèå ñëàáûõ ðàçðûâîâ.
Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ñëàáûõ ðàçðûâîâ êîíöåíòðàöèé äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé ïåðåíîñà â îáùåì ñëó÷àå (íå ïðåäïîëàãàÿ êàêîé-ëèáî çàâèñèìîñòè ïëîò-
íîñòè ñìåñè îò ñîñòàâà è äàâëåíèÿ). Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìíî-
ãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè ìîãóò ñîäåðæàòü ñëàáûå ðàçðûâû äâóõ òèïîâ,
òî÷íåå, îáóñëîâëåííûå äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ïðè÷èíàìè. Ñëàáûå ðàçðûâû ïåð-
âîãî òèïà àíàëîãè÷íû ñëàáûì ðàçðûâàì ðåøåíèé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì
óðàâíåíèé è îáóñëîâëåíû, íàïðèìåð, èõ ïðèñóòñòâèåì â íà÷àëüíûõ äàííûõ.
Âòîðîé òèï ñëàáûõ ðàçðûâîâ ñâÿçàí ñ íåãëàäêîñòüþ ôóíêöèé χi � äîëåé
êîìïîíåíòîâ ñìåñè â ïîòîêå.

Ïóñòü êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ ñìåñè ïðåòåðïåâàþò ñëàáûé ðàçðûâ íà
íåêîòîðîé ëèíèè x = x(t), ò.å. âäîëü ýòîé ëèíèè âåëè÷èíû ci è ñîîòâåòñòâåííî
ni, sa íåïðåðûâíû, à èõ ïðîèçâîäíûå òåðïÿò ðàçðûâ. Èç ñîîòíîøåíèé Ãþãî-
íèî

mẋ[ni]− [Qi] = 0 ,

çàïèñàííûõ äëÿ äèâåðãåíòíîé ôîðìû óðàâíåíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëü-
òðàöèè íà ëèíèè x(t) âûòåêàåò, ÷òî íà ýòîé ëèíèè äàâëåíèå íå èìååò ñëàáîãî
ðàçðûâà [

∂p

∂t

]
= 0 ,

[
∂p

∂x

]
= 0 .
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Ñëåäîâàòåëüíî íåïðåðûâíû è ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè ôàç.
Óñòàíîâèì, ñ êàêèìè ñêîðîñòÿìè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñëàáûå ðàçðûâû êîí-

öåíòðàöèé. Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ óäîáíåå èçó÷àòü ðàñïðîñòðàíåíèå ñëà-
áûõ ðàçðûâîâ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû τα è ôàçîâûõ íàñûùåí-
íîñòåé sa. Âîñïîëüçóåìñÿ êâàçèëèíåéíîé ôîðìîé óðàâíåíèé ìíîãîêîìïîíåíò-
íîé ôèëüòðàöèè, ïîëó÷åííîé â ðàçäåëå 3.4

m

(
A

∂p

∂t
+

∑

β

Aβ
∂τβ

∂t

)
+ W

(
B

∂p

∂x
+

∑

β

Bβ
∂τβ

∂x

)
+

∂W

∂x
= 0,

m

(
Aα

∂p

∂t
+

∑

β

Aαβ
∂τβ

∂t

)
+ W

(
Bα

∂p

∂x
+

∑

β

Bαβ
∂τβ

∂x

)
= 0.

m
∂sa

∂t
+ W

∂ϕa

∂x
+ ϕa

∂W

∂x
+

+m


Ca

∂p

∂t
+

∑

β

Caβ
∂τβ

∂t


 + W


Da

∂p

∂x
+

∑

β

Daβ
∂τβ

∂x


 = 0 .

Âûïèñûâàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñïðàâà è ñëåâà îò òðàåêòîðèè ñëàáîãî ðàçðûâà
x(t) è âû÷èòàÿ, ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíûõ îò äàâëåíèÿ

m
∑

β

Aβ

[
∂τβ

∂t

]
+ W

∑

β

Bβ

[
∂τβ

∂x

]
+

[
∂W

∂x

]
= 0, (8.1)

m
∑

β

Aαβ

[
∂τβ

∂t

]
+ W

∑

β

Bαβ

[
∂τβ

∂x

]
= 0 . (8.2)

m

[
∂sa

∂t

]
+ W

[
∂ϕa

∂x

]
+ ϕa

[
∂W

∂x

]
+ m

∑

β

Caβ

[
∂τβ

∂t

]
+ W

∑

β

Daβ

[
∂τβ

∂x

]
= 0 .

(8.3)
Èñêëþ÷àÿ èç (8.3)

[
∂W

∂x

]
ñ ïîìîùüþ (8.1) , ïîëó÷àåì

m

[
∂sa

∂t

]
+ m

∑

β

(Cβ − Aβ)

[
∂τβ

∂t

]
+ W

[
∂ϕa

∂x

]
+

+W
∑

β

(Dβ −Bβ)

[
∂τβ

∂x

]
= 0 . (8.4)

Â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèÿ (8.2) è (8.4) èìåþò âèä

A

[
∂ζ

∂t

]
+ B

[
∂ζ

∂x

]
= 0 . (8.5)
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Â ýòîé çàïèñè ζ = (τ, σ) � (q− 1)-ìåðíûé "âåêòîð"òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ è íåçàâèñèìûõ ôàçîâûõ íàñûùåííîñòåé; A,B � áëî÷íî òðåóãîëüíûå
ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (q − 1)× (q − 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äèôôåðåíöèðóÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ζ(t, x) âäîëü
x = x(t), íàõîäèì:

0 =

[
dζ

dt

]
=

[
∂ζ

∂t

]
+ ẋ

[
∂ζ

∂x

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ îòñþäà
[
∂ζ

∂t

]
â (8.5) ïîëó÷àåì, ÷òî ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ñëàáûõ ðàçðûâîâ ïåðåìåííûõ ζ = (τ, σ), à ñ íèìè è êîíöåíòðàöèé, ñóòü ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

−ẋA

[
∂ζ

∂x

]
+ B

[
∂ζ

∂x

]
= 0 , (8.6)

ïðè ýòîì ñêà÷êè ïðîèçâîäíûõ
[
∂ζ

∂x

]
íà ëèíèè x(t) ÿâëÿþòñÿ ïðàâûìè ñîá-

ñòâåííûìè âåêòîðàìè ýòîé çàäà÷è. Çäåñü A,B � áëî÷íî-òðåóãîëüíûå ìàòðè-
öû ðàçìåðíîñòè (q−1)× (q−1), àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííûì â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå.

Åñëè çàäà÷à (8.6) èìååò ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, òî èìååòñÿ
q−1 òèï ñëàáûõ ðàçðûâîâ ðåøåíèé óðàâíåíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðà-
öèè, êîòîðûå ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè ðàâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèì
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. Â ýòîì ñìûñëå ìû ãîâîðèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ìíîãîêîì-
ïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè îáëàäàþò "ãèïåðáîëè÷åñêèìè"ñâîéñòâàìè. Â ðàçäåëå
6 áûëè óêàçàíû óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ çàäà÷à (8.6) èìååò ïîëíûé
íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò â ïðèíöèïå äàòü îòâåò íà âîïðîñ î
êîëè÷åñòâå òèïîâ ñëàáûõ ðàçðûâîâ, êîòîðûå ìîãóò èìåòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè. Îòâåò äàåòñÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî âîïðîñ ñâî-
äèòñÿ ê áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å îòíîñèòåëüíî òîëüêî ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ, êóäà òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû âõîäÿò êàê ïàðàìåòðû. Ñ
òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîé îòâåò ìîæíî ïðèçíàòü óäîâëåòâîðèòåëü-
íûì, íî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ
îí íå äàåò äîñòàòî÷íîé èíôîðìàöèè î "ãèïåðáîëè÷åñêèõ"ñâîéñòâàõ ñèñòåìû
óðàâíåíèé ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè. Â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (2.1) òåð-
ìîäèíàìè÷åñêèå ñòåïåíè ñâîáîäû τα íå âõîäÿò, áîëåå òîãî, îíè ìîãóò áûòü
âûáðàíû ïðîèçâîëüíûì ñïîñîáîì. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè åñòåñòâåí-
íûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ äàâëåíèå è êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàñïðîñòðàíåíèå ñëàáûõ ðàçðûâîâ, îáóñëîâëåíûõ íåãëàä-
êîñòüþ ôóíêöèé χi � äîëè i-òîãî êîìïîíåíòà â ïîòîêå. Ïî ïðè÷èíå, óêà-
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çàííîé âûøå, ðàññìîòðèì òîëüêî îãðàíè÷åííûé ñëó÷àé äâóõêîìïîíåíòíîé
ôèëüòðàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ χ èìååò ðàçðûâ ïðîèçâîäíûõ íà êðè-
âûõ ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ (êèïåíèÿ è êîíäåíñàöèè) â (c, p)-ïëîñêîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, ïî îäíó ñòîðîíó îò ñëàáîãî ðàçðûâà ñìåñü íàõîäèòñÿ â îäíîôàç-
íîì ñîñòîÿíèè, à ïî äðóãóþ � â äâóõôàçíîì. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïî
òó ñòîðîíó îò ñëàáîãî ðàçðûâà, ãäå ñìåñü íàõîäèòñÿ â îäíîôàçíîì ñîñòîÿ-
íèè, êîíöåíòðàöèÿ âòîðîãî êîìïîíåíòà c = c0 = const. Â ýòîì ñëó÷àå âäîëü
òðàåêòîðèè ñëàáîãî ðàçðûâà x(t) â (x, t)-ïëîñêîñòè p = p0 = const. Äàâëå-
íèå p0 åñòü äàâëåíèå ôàçîâîãî ïåðåõîäà ïðè êîíöåíòðàöèè c0 è îïðåäåëÿåòñÿ
èç óðàâíåíèÿ cL(p0) = c0, åñëè îäíîôàçíîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ æèäêèì, èëè
cG(p0) = c0, åñëè � ãàçîâûì. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òàêèõ ñëà-
áûõ ðàçðûâîâ îïèñàííûé âûøå ïîäõîä íå ïðèìåíèì, òàê êàê ïðîèçâîäíûå(

∂n

∂c

)

p

è äð. ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâ ïðè ïåðåñå÷åíèè òðàåêòîðèè x(t). Ïîýòî-
ìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè ðàçðûâà ñëåäóåò âåðíóòüñÿ ê óðàâíåíèþ

∂c

∂t
+ (c− χ)

(
∂ ln n

∂c

)

p

∂c

∂t
+ (c− χ)

(
∂ ln n

∂p

)

c

∂p

∂t
+

+W∗

((
∂χ

∂p

)

c

∂p

∂x
+

(
∂χ

∂c

)

p

∂c

∂x

)
= 0 . (8.7)

Òàê êàê âäîëü òðàåêòîðèè ñëàáîãî ðàçðûâà c, p = const, òî

0 =
dc

dt
=

∂c

∂t
+ ẋ

∂c

∂x
, 0 =

dp

dt
=

∂p

∂t
+ ẋ

∂p

∂x

è (8.7) ïðèíèìàåò âèä

−ẋ
∂c

∂x
− ẋ(c− χ)

(
∂ ln n

∂c

)

p

∂c

∂x
− ẋ(c− χ)

(
∂ ln n

∂p

)

c

∂p

∂x
+

+W∗

((
∂χ

∂p

)

c

∂p

∂x
+

(
∂χ

∂c

)

p

∂c

∂x

)
= 0 , (8.8)

Ñî ñòîðîíû îäíîôàçíîãî òå÷åíèÿ χ = c è ýòî óðàâíåíèå âûïîëíåíî òîæäå-
ñòâåííî. Ðàññìîòðèì (8.8) ñî ñòîðîíû äâóõôàçíîãî òå÷åíèÿ. Çäåñü(

∂χ

∂c

)

p

= 0, χ = c, W∗ = W/m è óðàâíåíèå (8.8) ïðèíèìàåò âèä

ẋ
∂c

∂x
=

W

m

(
∂χ

∂p

)

c

∂p

∂x
=

ηW 2

Km

(
∂χ

∂p

)

c

, (8.9)

ãäå η � âÿçêîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçû.
×òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ

(
∂χ

∂p

)

c

, ïîëîæèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî
ïî îäíó ñòîðîíó îò ñëàáîãî ðàçðûâà ñìåñü íàõîäèòñÿ â æèäêîì ñîñòîÿíèè.
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Òîãäà, äèôôåðåíöèðóÿ ñîîòíîøåíèå χ = cL âäîëü êðèâîé èñïàðåíèÿ â (c, p)-
ïëîñêîñòè, ïîëó÷àåì

dcL

dp
=

dχ

dp
=

(
∂χ

∂p

)

c

+

(
∂χ

∂c

)

p

dcL

dp
=

(
∂χ

∂p

)

c

.

Òàêèì îáðàçîì
ẋ

∂c

∂x
=

ηLW 2

Km

dcL

dp
.

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïî îäíó ñòîðîíó îò ñëàáîãî ðàçðûâà ñìåñü íàõîäèòñÿ â
îäíîôàçíîì ãàçîâîì ñîñòîÿíèè, òî

ẋ
∂c

∂x
=

ηGW 2

Km

dcG

dp
.

Òàê êàê dcL

dp
,
dcG

dp
≥ 0, òî ñëàáûå ðàçðûâû, îáóñëîâëåííûå íåãëàäêîñòüþ

ôóíêöèè χ, ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè áîëåå ëå-
òó÷åãî êîìïîíåíòà.



�27�

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Àçèç Õ., Ñåòòàðè Ý . Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïëàñòîâûõ ñèñòåì.

� Ì.: Íåäðà, 1982, 408ñ.

[2] Áàðåíáëàòò Ã.È., Åíòîâ Â.Ì., Ðûæèê Â.Ì . Äâèæåíèå æèäêîñòåé è
ãàçîâ â ïðèðîäíûõ ïëàñòàõ. � Ì.: Íåäðà, 1984.

[3] Áåäðèêîâåöêèé Ï.Ã., ×óìàê Ì.Ë . Òî÷íûå ðåøåíèÿ çàäà÷ äâóõôàçíîé
ìíîãîêîìïîíåíòíîé ôèëüòðàöèè. � ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 1992, ò.322, �4 ñ. 668-
673.

[4] Âîñêîâ Ä.Â., Åíòîâ Â.Ì. Ê çàäà÷å î âûòåñíåíèè íåôòè ñìåñÿìè ãàçîâ.
� Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ÌÆÃ, 2001, N 2, c. 112-121.

[5] Åíòîâ Â.Ì., Çàçîâñêèé À.Ô. Ãèäðîäèíàìèêà ïðîöåññîâ ïîâûøåíèÿ íåô-
òåîòäà÷è. � Ì.: Íåäðà, 1988, 231 ñ.

[6] Êîëäîáà À.Â., Êîëäîáà Å.Â. Ðàçðûâíûå ðåøåíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíîé
ôèëüòðàöèè.� Ïðåïðèíò N85 ÈÏÌ ÐÀÍ, 1999, 20ñ.

[7] Koldoba A.V., Koldoba E.V. The Discontinuous Solutions of the Transport
Equations for Compositional Flow in Porous Media. � Transport in Porous
Media, vol.52, no.2, August 2003, p. 267-277.

[8] Íèêîëàåâñêèé Â.Í., Áîíäàðåâ Ý.À., Ìèðêèí Ì.È., Ñòåïàíîâà Ã.Ñ., Òåð-
çè Â.Ï . Äâèæåíèå óãëåâîäîðîäíûõ ñìåñåé â ïîðèñòîé ñðåäå. �Ì.: Íåäðà,
1968.

[9] Ïðèãîæèí È., Äåôýé Ð. Õèìè÷åñêàÿ òåðìîäèíàìèêà. � Íîâîñèáèðñê:
Íàóêà, 1966, 509 ñ.

[10] Ðàäâîãèí Þ.Á. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà óðàâíåíèé äâóõêîìïîíåíò-
íîé ôèëüòðàöèè.� Ïðåïðèíò N37 ÈÏÌ ÐÀÍ, 2001.

[11] Ðîçåíáåðã Ì.Ä., Êóíäèí Ñ.À. Ìíîãîôàçíàÿ ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ôèëü-
òðàöèÿ ïðè äîáû÷å íåôòè è ãàçà.� Ì.: Íåäðà, 1978.

[12] Ðûêîâ Þ.Ã. Î çàäà÷å Ðèìàíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâóõêîìïîíåíòíîé
äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè â ïîðèñòûõ ñðåäàõ â ñëó÷àå ñæèìàåìîñòè îáåèõ
ôàç.� Ïðåïðèíò N59 ÈÏÌ ÐÀÍ, 2007, 16ñ.

[13] Bedrikovetsky, P.G.Mathematical Theory of Oil & Gas Recovery (with
applications to ex-USSR oil & gas condensate �elds). � Kluwer Academic
Publishers, London-Boston-Dordrecht, 1993.



�28�

[14] Schaefer D.G., Shearer M. The classi�cation of 2x2 system of non-
strictly hyperbolic conservation laws, with application to oil recovery. �
Communications on Pure and Applied Mathimatics, V.XL, p.141-178, (1987).

[15] Harten A. On the symmetric form of Systems of Concervation Laws with
Entropy. � J. Comp. Phys., No.49, p.151-164, (1983).

[16] Orr F.M.Jr Theory of Gas Injection Processes. � Stanford University,
California, 2005, 283 p.


	Untitled.pdf
	prep2008_77

