
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ  •  Препринт № 76 за 2008 г.

Боговалов С.В., Колдоба А.В.,
Устюгова Г.В., Чечеткин В.М.

Численное моделирование
эволюции Крабовидной

туманности.
I. Математическая модель

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:   Численное моделирование эволюции
Крабовидной туманности. I. Математическая модель / С.В.Боговалов [и др.] // Препринты ИПМ
им. М.В.Келдыша. 2008. № 76. 23 с. URL: http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2008-76

http://keldysh.ru/
http://keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/
http://library.keldysh.ru/preprints/
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2008-76
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=1228
http://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=1230
http://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2008-76


�ÎÑÑÈÉÑÊÀß ÀÊÀÄÅÌÈß ÍÀÓÊÎ�ÄÅÍÀ ËÅÍÈÍÀÈÍÑÒÈÒÓÒ Ï�ÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈèìåíè Ì.Â.ÊÅËÄÛØÀ

Ñ.Â.Áîãîâàëîâ, À.Â.Êîëäîáà,�.Â.Óñòþãîâà, Â.Ì.×å÷åòêèí
×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÝÂÎËÞÖÈÈ Ê�ÀÁÎÂÈÄÍÎÉ ÒÓÌÀÍÍÎÑÒÈ.I. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ.

Ìîñêâà 2008



Ñ.Â.Áîãîâàëîâ, À.Â.Êîëäîáà,�.Â.Óñòþãîâà, Â.Ì.×å÷åòêèí×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÝÂÎËÞÖÈÈ Ê�ÀÁÎÂÈÄÍÎÉ ÒÓÌÀÍÍÎÑÒÈ.I. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ.ÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýâîëþöèè Êðàáîâèäíîé òóìàííîñòè. Â ðàìêàõýòîé ìîäåëè òå÷åíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ïëàçìû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ðåëÿòèâèñòñêîéìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè (�Ì�Ä). Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó èäåàëüíîïðîâîäÿùåéïëàçìû, è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà èñïîëüçóþòñÿ â �îðìå Ëèõíåðîâè÷à. Ó÷èòûâàåòñÿ ñèëüíàÿàíèçîòðîïèÿ ïîòîêà ýíåðãèè îò ïóëüñàðà, ÷òî äåëàåò çàäà÷ó äâóìåðíîé. Ïîñòðîåíî ïðèáëèæåí-íîå ðåøåíèå çàäà÷è �èìàíà äëÿ óðàâíåíèé �Ì�Ä. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿïðàâûõ íóëü-âåêòîðîâ è àìïëèòóä âñåõ �èçè÷åñêèõ âîëí, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ðàñïàäàðàçðûâà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 06-02-16608), Ïðåçèäèóìà�ÀÍ (ïðîãðàììà �4), íàó÷íîé øêîëû ÍØ-5214.2008.2 è INTAS-ESA (ïðîåêò 120-99).
S.V.Bogovalov, A.V.Koldoba,

G.V.Ustyugova, V.M.Chechetkin

NUMERICAL SIMULATION

EVOLUTION OF THE CRAB NEBULA.

I. MATHEMATICAL MODEL.

Abstract

It was presented the mathematical model of Crab nebula. Flow of the ultrarelativistic plasma

described by relativistic MHD model, which included energy-momentum and Maxwell equations in

Lichnerovich form. The strong anisotropic of energy flow from pulsar was taken into consideration.

Approximate solution of Riemann problem for RMHD equations was proposed.
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�3�Ââåäåíèå.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ÷èñëåí-íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìè-êè (�Ì�Ä) íà ïîäâèæíîé ðàñ÷åòíîé ñåòêå, ðàçðàáîòàííûé ñïåöèàëüíî äëÿìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Êðàáîâèäíîé òóìàííîñòè. Â îòëè÷èå îòóðàâíåíèé �Ì�Ä îáùåãî âèäà, ìåòîäû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êîòî-ðûõ îïèñàíû â [7, 8, 6, 16, 17, 18℄, çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ �Ì�Ä,îïèñûâàþùèå ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé, êîãäà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòàâåêòîð ñêîðîñòè ëåæèò â ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ, à âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ìàã-íèòíîãî ïîëÿ îðòîãîíàëåí ýòîé ïëîñêîñòè. Öåëåñîîáðàçíîñòü èññëåäîâàíèÿòàêîãî ÷àñòíîãî âèäà óðàâíåíèé �Ì�Ä îáóñëîâëåíà ñ îäíîé ñòîðîíû åãî îò-íîñèòåëüíîé ïðîñòîòîé (ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì), à ñ äðóãîé ñòîðîíûòåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ýòèìè óðàâíåíèÿìè îïèñûâàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷å-ñêàÿ ìîäåëü Êðàáîâèäíîé òóìàííîñòè.Ïîñòðîåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ óðàâíåíèé �Ì�Ä ïðîâîäèòñÿ â ðàìêàõïîäõîäà, èçëîæåííîãî â [16, 17, 18℄ Ýòîò ïîäõîä îïèðàåòñÿ íà èäåè, ñîäåð-æàùèåñÿ â [7, 8℄. Ñïåöè�èêà çàäà÷è (âåêòîð ñêîðîñòè ëåæèò â ïëîñêîñòèòå÷åíèÿ, íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ îðòîãîíàëüíà ýòîé ïëîñêîñòè) ñó-ùåñòâåííî óïðîùàåò çàäà÷ó. Â ÷àñòíîñòè, îòïàäàþò ïðîáëåìà ñîõðàíåíèÿñîëåíîèäàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è íåîáõîäèìîñòü ðàñêðûòèÿ íåîïðåäå-ëåííîñòåé, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèé �Ì�Ä (òàêæå êàê è Ì�Ä) â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �îðìå [5℄.�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü Êðàáîâèäíîé òóìàííîñòè [1, 2℄. Âöåíòðå îáúåêòà ðàñïîëîæåí ïóëüñàð, ÿâëÿþùèéñÿ èñòî÷íèêîì ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïëàçìû, óñêîðåííîé ïîä äåéñòâèåì òîãî èëè èíîãî ìåõàíèçìàäî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâåííóþ ðîëü âóñêîðåíèè è �îðìèðîâàíèè âåòðà èãðàåò ìàãíèòíîå ïîëå è ÷òî ýëåêòðîìàã-íèòíàÿ êîìïîíåíòà ñîñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíóþ äîëþ â ïåðåíîñèìîì èì ïîòîêå



�4�ýíåðãèè. Ýòîò óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé âåòåð, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ ìåæçâåçäíîéñðåäîé, îáðàçóåò íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó, íàáëþäàåìóþ êàê Êðàáîâèäíàÿ òó-ìàííîñòü. Â ýòîé ñòðóêòóðå âûäåëÿþò íåñêîëüêî ýëåìåíòîâ (îáëàñòåé): îá-ëàñòü ðåëÿòèâèñòñêîãî âåòðà, îáëàñòü ãîðÿ÷åé ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïëàç-ìû � ïëåðèîí, îñòàòêè ñâåðõíîâîé � ìåæçâåçäíàÿ ñðåäà.
I
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C

�èñ. 1. Êðàáîâèäíàÿ òóìàííîñòü â ïîëîèäàëüíîé ïëîñêîñòè.Íà ðèñ.1 ïîêàçàíà èäåàëèçèðîâàííàÿ êàðòèíà Êðàáîâèäíîé òóìàííîñòèñîãëàñíî [2℄. Â öåíòðå íàõîäèòñÿ ïóëüñàð è åãî ìàãíèòîñ�åðà. Âíóòðåííÿÿñïëîøíàÿ êðèâàÿ èçîáðàæàåò ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêóþ óäàðíóþ âîëíó,ðàçäåëÿþùóþ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé âåòåð (îáëàñòü 1) è ïëåðèîí (îáëàñòü2). Âíåøíÿÿ ñïëîøíàÿ êðèâàÿ èçîáðàæàåò ãðàíèöó ìåæäó ïëåðèîíîì èîñòàòêàìè ñâåðõíîâîé (îáëàñòü 3). Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ èçîáðàæàåò ãðàíèöóìåæäó îñòàòêîì ñâåðõíîâîé è ìåæçâåçäíîé ñðåäîé.Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì ðàäèóñ âíóòðåííåé ãðàíèöû (â ýêâàòî-ðèàëüíîé ïëîñêîñòè) ñîñòàâëÿåò 0.1 ïñ = 3 ·1017ñì, ðàäèóñ âíåøíåé ãðàíèöû2 ïñ = 6 · 1018ñì, ñêîðîñòü ðàçëåòà îñòàòêîâ ñâåðõíîâîé ∼ 500êì/ñåê. Èí-òåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïóëüñàðà ñîñòàâëÿåò 5 · 1038ýðã/ñåê, Ëîðåíö-�àêòîð÷àñòèö (ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ) â ðåëÿòèâèñòñêîì âåòðå ìåíÿåòñÿ îò γax =

102 íà îñè ñèñòåìû äî γeq = 3 · 106 íà ýêâàòîðå. Ïîòîê ÷àñòèö â âåòðå ñ÷è-òàåòñÿ èçîòðîïíûì.Ïðîáëåìà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òàêîãî óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî òå-÷åíèÿ ñîñòîèò íå ñòîëüêî â àáñîëþòíîé âåëè÷èíå Ëîðåíö-�àêòîðà (ñêîðîñòü



�5�íàïðàâëåííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö êàê íà îñè, òàê è íà ýêâàòîðå ïðàêòè÷åñêèðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà), ñêîëüêî â îãðîìíîé, áîëåå ÷åì íà ÷åòûðå ïîðÿäêà,àíèçîòðîïèè ïîòîêà ýíåðãèè
dL

do
= γmc2dN

do
+ P ,ãäå dL

do
,

dN

do
� ïîòîêè ýíåðãèè è ÷àñòèö â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà; P � ïî-òîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè.Òàê êàê ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî dN

do
íå çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà θ, à äîëÿ ýëåêòðî-ìàãíèòíîé êîìïîíåíòû â ïîëíîì ïîòîêå ýíåðãèè âåòðà íåâåëèêà, òî dL

do
∼

γ(θ). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî γ(θ) = γ1 + γ2 sin2 θ, γax =

γ1, γeq = γ1 + γ2 ≫ γax. Ñîîòâåòñòâåííî dL

do
= A + B sin2 θ. Ïîëíûé ïîòîêýíåðãèè îò ïóëüñàðà ñîñòàâëÿåò

L =

∫

dL

do
do = 2π

∫ π

0

dL

do
sin θdθ = 4π

(

A +
2B

3

)

.Ñòåïåíü àíèçîòðîïèè âåòðà îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
α =

(dL/do)eq

(dL/do)ax
= 1 +

B

A
≫ 1 .Ïðè áîëüøèõ ñòåïåíÿõ àíèçîòðîïèè êàðòèíà òå÷åíèÿ ñëàáî çàâèñèò îò α,ïîýòîìó ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ α = 103 (à íå 3 · 104).Äðóãîé âàæíîé äëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé êàðòèíû òå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè-êîé âåòðà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð σ =

P

dL/do
� äîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé êîì-ïîíåíòû â ïîëíîì ïîòîêå ýíåðãèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî

σ = σ0 sin2 θ. Â ëèòåðàòóðå [2℄ èñïîëüçóåòñÿ äðóãîé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçó-þùèé âêëàä ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïîëíûé ïîòîê ýíåðãèè
σKC =

P

γmc2(dN/do)
.Î÷åâèäíî σKC =

σ

1 − σ
, σ =

σKC

1 + σKC
.



�6�1 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.Â öåíòðå ñèñòåìû íàõîäèòñÿ ïóëüñàð, èñïóñêàþùèé óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèéýëåêòðîí-ïîçèòðîííûé âåòåð. Òå÷åíèå â ýòîì âåòðå ïðàêòè÷åñêè ðàäèàëüíîåñ �àêòîðîì Ëîðåíöà γ ìåíÿþùèìñÿ â ïðåäåëàõ 102 − 3 · 106. Õàîòè÷åñêîåòåïëîâîå äâèæåíèå ÷àñòèö íåçíà÷èòåëüíîå, òàê ÷òî â ýòîé îáëàñòè òå÷åíèÿ
OAB äàâëåíèåì ïëàçìû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ìàãíèòíîå ïîëå çäåñü èìååòòîëüêî òîðîèäàëüíóþ êîìïîíåíòó. Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçëåòàþ-ùåéñÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïëàçìû ñ ìåæçâåçäíîé ñðåäîé âîçíèêàåò óäàð-íàÿ âîëíà AB, íà êîòîðîé ïëàçìà òîðìîçèòñÿ äî ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòåé,íî ñ γ > 1.Çàòîðìîæåííàÿ ïëàçìà çàíèìàåò îáëàñòü ABCD. Ëèíèÿ CD � êîíòàêò-íàÿ ãðàíèöà, îòäåëÿþùàÿ çàòîðìîæåííóþ ýëåêòðîí - ïîçèòðîííóþ ïëàçìóîò îñòàòêîâ ñâåðõíîâîé è ìåæçâåçäíîé ñðåäû. Íà óäàðíîé âîëíå ýíåðãèÿíàïðàâëåííîãî ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ ïëàçìû ïåðåõîäèò â çíà÷èòåëüíîé ñòå-ïåíè â òåïëîâóþ ýíåðãèþ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Ý��åêòèâíîñòü ýòîãîïðåîáðàçîâàíèÿ çàâèñèò â îñíîâíîì îò óãëà, ïîä êîòîðûì ïëàçìà ïàäàåò íà�ðîíò óäàðíîé âîëíû AB.Òå÷åíèå èäåàëüíîïðîâîäÿùåé ïëàçìû â îáëàñòÿõ OAB è ABCD îïèñû-âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè �Ì�Ä:ýíåðãèè-èìïóëüñà

∂T ik

∂xk
= 0 , (1.1)Ìàêñâåëëà

∂Gik

∂xk
= 0 , (1.2)íåðàçðûâíîñòè

∂nuk

∂xk
= 0 . (1.3)



�7�Çäåñü T ik = (w + h2)uiuk + (p +
h2

2
)gik − hihk � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà;

Gik = hiuk − hkui � òåíçîð, äóàëüíûé òåíçîðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ;
gik = diag(−1, 1, 1, 1) � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð;
p, w � äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ýíòàëüïèè;
ui = (γ, γv) � 4-âåêòîð ñêîðîñòè;
hi = (h0,h) � 4-âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ;
n � ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö (â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà).Ïðè ýòîì

uiu
i = −1 , uih

i = 0 . (1.4)Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö, â êîòîðîé ñêîðîñòü ñâåòà =1.Â îáëàñòè ABCD, ñîãëàñíî âûøåñêàçàííîìó, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ýíåðãèåéìàññû ïîêîÿ ÷àñòèö ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé òåïëîâîãî äâèæåíèÿ, òî åñòüâ óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ
w = mn +

Γp

Γ − 1ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðâûì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè.Çäåñü m � ìàññà ïîêîÿ ÷àñòèö, Γ � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû.Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö âûïàäàåò èç óðàâíåíèé(1.1), (1.2) è îíè îáðàçóþò ñîâìåñòíî ñ îãðàíè÷åíèÿìè (4) è ñîîòíîøåíèåì
w =

Γp

Γ − 1
çàìêíóòóþ ñèñòåìó.Â îáëàñòè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî âåòðà OAB òå÷åíèå ñ÷èòàåòñÿ çàäàí-íûì è ó÷èòûâàåòñÿ â äàëüíåéøåì ëèøü ïðè ïîñòàíîâêå ãðàíè÷íûõ óñëîâèéíà ãðàíèöå AB îáëàñòè ABCD � ñîîòíîøåíèé �þãîíèî íà óäàðíîé âîëíå

AB. Èìåííî: òå÷åíèå çäåñü ðàäèàëüíîå; ñêîðîñòü ïëàçìû ïðàêòè÷åñêè ðàâíàñêîðîñòè ñâåòà; γ ≫ 1, w, h2 ≪ 1 ïðè ýòîì γ2(w +h2) � êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà,èìåþùàÿ ñìûñë ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè. Ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþ-ùèìè ýòî òå÷åíèå, ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìîñòü ñâåòèìîñòè ïóëüñàðà îò ïîëÿðíîãîóãëà, ñîîòâåòñòâåííî ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè, è äîëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ (âåêòîðà Ïîéíòèíãà) â ýòîì ïîòîêå.



�8�Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ îïèñàííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåëÿòèâèñò-ñêîå òå÷åíèå ãîðÿ÷åé ýëåêòðîííî-ïîçèòðîííîé ïëàçìû â îáëàñòè ABCD,ãðàíèöû êîòîðîé � óäàðíàÿ âîëíà AB è òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ CD çà-ðàíåå íåèçâåñòíû. Ýòî òå÷åíèå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ýíåðãèè-èìïóëüñà(1.1) è Ìàêñâåëëà (1.2). Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàåòñÿ â âèäå w =
Γp

Γ − 1
.Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäñòâèåì (1.1), (1.2) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

∂p1/Γuk

∂xk
= 0 , (1.5)êîòîðîå èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè, p1/Γ � ïëîò-íîñòü ýíòðîïèè (â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà).Â îáùåì ñëó÷àå 4-âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ hi = (h0,h) ñâÿçàí ñ íàïðÿ-æåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ H ñîîòíîøåíèåì

h =
1√
4π

(

H

γ
+ γ(v,H)v

)

, h0 = (v,h) =
γ(v,H)√

4π
(1.6)Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèòóàöèè (v,H) = 0 è �îðìóëû (1.6) óïðîùàþòñÿ:

h =
H

γ
√

4π
, h0 = 0 . (1.7)Ñèñòåìà (1.1), (1.2), (1.3), ñîäåðæèò äåâÿòü óðàâíåíèé äëÿ äåñÿòè íåèç-âåñòíûõ {ui; hi; p; n}. Ïåðåìåííûå {ui; hi; p; n} íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-ìè, îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè uiu

i = −1, uih
i = 0. Óðàâíåíèÿ òàêæå íåÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, òàê êàê ∂2Gik/∂xi∂xk = 0 â ñèëó àíòèñèììåòðèèòåíçîðà Gik. Â êà÷åñòâå âîñüìè íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ïðè-íÿòû ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ñêîðîñòè u (èëè ñêîðîñòüïëàçìû v), ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ h(èëè íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ H), äàâëåíèå è ïëîòíîñòü ïëàçìû.Ýòè ïåðåìåííûå ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì: ýíåðãèè-èìïóëüñà (÷åòûðå óðàâ-íåíèÿ), íåðàçðûâíîñòè è èíäóêöèè (òðè óðàâíåíèÿ). Ñîîòíîøåíèå divH = 0ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèÿ èíäóêöèè, åñëè óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòèìàãíèòíîãî ïîëÿ âûïîëíåíî íà íà÷àëüíîì ìíîãîîáðàçèè.



�9�Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä ê ïðåäñòàâëåíèþ óðàâíåíèé �Ì�Ä ïðåäëîæåíâ [7, 8℄. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî âñå äåñÿòü ïåðåìåííûõ
{ui; hi; p; n} ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, à óñëîâèÿ uiu

i = −1, uih
i = 0 íà-êëàäûâàþòñÿ íà íèõ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è äàëåå âûïîëíÿþòñÿ âñèëó óðàâíåíèé. Ýâîëþöèÿ ïåðåìåííûõ {ui; hi; p; n} îïèñûâàåòñÿ äåñÿòüþóðàâíåíèÿìè: ýíåðãèè-èìïóëüñà (÷åòûðå óðàâíåíèÿ), íåðàçðûâíîñòè, ìîäè-�èöèðîâàííûìè óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà (÷åòûðå óðàâíåíèÿ) è åùå îäíèìäîïîëíèòåëüíûì óðàâíåíèåì, â êà÷åñòâå êîòîðîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå, òàêæå êàê è â [16, 17, 18℄, ïðèíÿòî óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè (1.5). Ìîäè-�èêàöèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ñîãëàñíî [7, 8℄, ñîñòîèò â çàìåíå òåíçîðà

Gik → hiuk − hkui + ujh
jgik. Î÷åâèäíî ìîäè�èöèðîâàííûé è íåìîäè�è-öèðîâàííûé òåíçîðû Gik ñîâïàäàþò íà äîïóñòèìûõ ðåøåíèÿõ. Òàêàÿ �îð-ìà óðàâíåíèé �Ì�Ä ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé è îïèñûâàåò äåñÿòü âîëí,ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â êàæäîì ïðîñòðàíñòâåííîì íàïðàâëåíèè. Íåêîòîðûåèç ýòèõ âîëí ÿâëÿþòñÿ �èçè÷åñêè íåäîïóñòèìûìè, òàê êàê íà èõ �ðîí-òàõ íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ uiu

i = −1, uih
i = 0, è äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíûèç ðàññìîòðåíèÿ. Ïðè ïðèíÿòîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå �îðìå ïðåäñòàâëåíèÿóðàâíåíèé �Ì�Ä �èçè÷åñêè íåäîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîýíòðîïèéíàÿè ñâåòîâûå âîëíû [16, 17, 18℄. Äëÿ èõ èñêëþ÷åíèÿ íà÷àëüíûå äàííûå (ïðè-ìåíèòåëüíî ê ïðîöåäóðå ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû ãîäóíîâñêîãî òèïà� èñõîäíûé ðàçðûâ) äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû àìïëèòóäû ýòèõ íå�è-çè÷åñêèõ âîëí îáðàòèëèñü â íîëü. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå ñèòóàöèèóñëîâèÿ uih

i = 0 è divH = 0 âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Êðîìå òîãî èçðàññìîòðåíèÿ ñëåäóåò èñêëþ÷èòü àëü�âåíîâñêèå âîëíû, òàê êàê îíè íå âîç-íèêàþò â ðàññìàòðèâàåìîì òèïå òå÷åíèé. Îòìåòèì, ÷òî ïëîòíîñòü n âõîäèòòîëüêî â ïîñëåäíåå äåñÿòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.1), (1.2), (1.3), (1.5), òàê÷òî ïåðâûå äåâÿòü ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàìêíóòàÿ ñèñòåìà. �àñïðå-äåëåíèå ïëîòíîñòè íå âëèÿåò íà êàðòèíó òå÷åíèÿ, å¼ ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ äëÿâû÷èñëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ.



�10�1.2 Ñîîòíîùåíèÿ �þãîíèî íà óäàðíûõ âîëíàõ.Ñîîòíîøåíèÿ �þãîíèî äëÿ óðàâíåíèé �Ì�Ä ïîëó÷àþòñÿ èç (1.1), (1.2), (1.3)ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì è èìåþò âèä:
νk[G

ik] = 0 , νk[T
ik] = 0 , νk[nuk] = 0 , (1.8)ãäå [·] � ñêà÷îê ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íà �ðîíòå óäàðíîé âîëíû; νk �íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà nω , ãäå ω = νku

k,îäèíàêîâà ïî îáå ñòîðîíû îò ðàçðûâà. Èç äâóõ ïåðâûõ ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì
νkh

k = 0 ñëåäóåò, ÷òî 4-âåêòîðû
V i = ωhi ,

W i =
(

w + h2
)

ωui +

(

p +
h2

2

)

νiîäèíàêîâû ïî îáå ñòîðîíû îò ðàçðûâà. Ñîîòâåòñòâåííî îäèíàêîâû ñêàëÿð-íûå âåëè÷èíû, îáðàçîâàííûå èç âåêòîðîâ νi , V i , W i : ViV
i , WiW

i , ViW
i ,

νiW
i . Â ÷àñòíîñòè [3℄:

[

ω2h2
]

= 0 ,

[

ν2(p +
h2

2
) + ω2w

]

= 0 .Äëÿ óðàâíåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé Ì�Ä àíàëîãîì àäèàáàòû �þãîíèî ÿâëÿ-åòñÿ àäèàáàòà Ëèõíåðîâè÷à [3, 4℄. Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó òèïóòå÷åíèé (νkh
k = 0) àäèàáàòà Ëèõíåðîâè÷à ìîæåò áûòü çàïèñàíà â �îðìå

(n1ϑ1)
2 − (n0ϑ0)

2 − (ϑ0 + ϑ1) (q1 − q0) = 0 ,ãäå ϑ =
w + h2

n2
� äèíàìè÷åñêèé îáúåì, âû÷èñëåííûé ïî ïîëíîé ýíòàëüïèè

w + h2 ; q = p +
h2

2
� ïîëíîå äàâëåíèå.Íà ãàçîäèíàìè÷åñêîé óäàðíîé âîëíå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû ñâÿ-çàíû ñîîòíîøåíèåì (àäèàáàòà Òàóáà [3, 15℄)
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w2

2

n2
1

− w2
0

n2
0

−
(

w0

n2
0

+
w1

n2
1

)

(p1 − p0) = 0 . (1.9)Ïðèíèìàÿ Γ = 4/3 (óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ãàç), ñîîòâåòñòâåííî w = 4p, èââîäÿ ýíòðîïèþ íà îäíó ÷àñòèöó s =
p3/4

n
, ïðåîáðàçóåì (1.9) ê âèäó

4
(

s2
1

√
p1 − s2

0

√
p0

)

−
(

s2
0√
p0

+
s2
1√
p1

)

(p1 − p0) = 0 .Îòñþäà äëÿ ýíòðîïèè çà �ðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïîëó÷àåì
s1 = s0

√

f(f 2 + 3)

3f 2 + 1
, ãäå f 2 =

p1

p0

.Â ÷àñòíîñòè, ïðè p1

p0

= 2 íàõîäèì s1
∼= 1.005s0,ïðè p1

p0

= 4 , s1 = s0

√

14/13 ∼= 1.038s0.
1.3 Ýíòðîïèéíîå óñëîâèå.Íå âñå ñêà÷êè, íà êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ �þãîíèî, ÿâëÿþòñÿ �èçè÷å-ñêè äîïóñòèìûìè. Äîïóñòèìûå ñêà÷êè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ýíòðîïèéíî-ìó óñëîâèþ

νk[p
1/Γuk] ≥ 0 , (1.10)ãäå [·] = (·)1 − (·)0, à 4-âåêòîð íîðìàëè νk íàïðàâëåí â ñòîðîíó ñîñòîÿíèÿ"0"(ñì.ðèñ.2). Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî íà ñêà÷êå ïðîèçâîäèòñÿ ýíòðîïèÿ.Äëÿ ñòîÿ÷åãî (â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà) ñêà÷êà νk = (0, 1, 0, 0) è íåðà-âåíñòâî (1.10) ïðèíèìàåò âèä

p
1/Γ
0 γ0vx0 ≤ p

1/Γ
1 γ1vx1Òàê êàê p1/Γγvx � ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíòðîïèè, òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâîïîêàçûâàåò, ÷òî ýíòðîïèÿ, âòåêàþùàÿ â åäèíèöó âðåìåíè íà åäèíèöó ïëî-ùàäè äîïóñòèìîãî ñêà÷êà p

1/Γ
0 γ0vx0, ìåíüøå ÷åì ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà,âûòåêàþùàÿ èç ñêà÷êà, p

1/Γ
1 γ1vx1.
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t

x
"0"

"1"

νκ=(-V,1,0,0)

ϕ =x-Vt

�èñ. 2. òðàåêòîðèÿ ñêà÷êà è 4-âåêòîð íîðìàëè.Â ñëó÷àå ñòîÿ÷åé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé (H = 0) âîëíû óñëîâèÿ �þãîíèîèìåþò âèä
γ2

0w0vx0 = γ2
1w1vx1 , (1.11)

γ2
0w0v

2
x0 + p0 = γ2

1w1v
2
x1 + p1 , (1.12)

vy0 = vy1 ,à ýíòðîïèéíîå íåðàâåíñòâî ïðè ïîêàçàííîé íà ðèñóíêå îðèåíòàöèè ñêîðî-ñòåé (vx0 > 0) è Γ = 4/3

γ0p
3/4
0 vx0 ≤ γ1p

3/4
1 vx1 .�àçäåëèâ ýòî íåðàâåíñòâî íà (1.11), ïîëó÷àåì

p
−1/4
0

γ0

≤ p
−1/4
1

γ1

, p0γ
4
0 ≥ p1γ

4
1 .Ñ ó÷åòîì (1.11):

vx0

γ2
0

≤ vx1

γ2
1

, vx0(1 − v2
x0 − v2

y) ≤ vx1(1 − v2
x1 − v2

y) ,ãäå vy = vy1 = vy0.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñêëþ÷àÿ p0, p1 èç ñîîòíîøåíèé (1.11), (1.12) ïîëó÷àåì
vx0 +

1 − v2
x0 − v2

y

4vx0

= vx1 +
1 − v2

x1 − v2
y

4vx1Íà ðèñ.3 ïîêàçàí ãðà�èê �óíêöèè
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ϕ

vx

3vx
4q

a* B((1-vy
2)/3)1/2 �èñ. 3. ãðà�èê ϕ(vx)

ϕ(vx) = vx +
1 − v2

x − v2
y

4vxïðè vy = const. Óðàâíåíèå ϕ(vx) = q èìååò äâà êîðíÿ a è b (a < b), êîòî-ðûå ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåä è çàñêà÷êîì. Ôóíêöèÿ ϕ(vx) èìååò ìèíèìóì ïðè
vx =

√

1 − v2
y

3
= c

√

1 − v2
y ,ãäå c =

1√
3
� ñêîðîñòü çâóêà.Îòìåòèì, ÷òî îáå ñêîðîñòè vx0, vx1 ìîãóò áûòü ìåíüøå çâóêîâîé.�àññìîòðèì �óíêöèþ

F (q) = b(1 − b2 − v2
y) − a(1 − a2 − v2

y) ,ãäå a, b � êîðíè óðàâíåíèÿ ϕ(vx) = q.Èìååì ñ îäíîé ñòîðîíû
dF = (1 − 3b2 − v2

y)db − (1 − 3a2 − v2
y)da .



�14�Ñ äðóãîé
ϕ′(b)db = ϕ′(a)da = dq ,

−
1 − 3b2 − v2

y

4b2
db = −

1 − 3a2 − v2
y

4a2
da = dq .Îòñþäà

dF

dq
= 4(a2 − b2) .Êðîìå òîãî F (qmin) = 0. Òàê êàê a < b, òî dF (a)

dq
< 0 è F (q) < 0 ïðè

q > qmin.Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ýíòðîïèéíîìó íåðàâåíñòâó (1.10)ñëåäóåò ïîëîæèòü vx0 = b, vx1 = a, ò.å. àíàëîã òåîðåìû Öåìïëåíà äëÿóðàâíåíèé ðåëÿòèâèñòñêîé ãàçîâîé äèíàìèêè ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå
vx1 < c

√

1 − v2
y < vx0.

1.4 Óñëîâèÿ íà ãîëîâíîé óäàðíîé âîëíå.Óñëîâèÿ �þãîíèî íà óäàðíîé âîëíå AB ïèøóòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ñó÷åòîì ñâîéñòâ òå÷åíèÿ ïëàçìû ïåðåä �ðîíòîì, êîòîðûå áûëè ñ�îðìóëè-ðîâàíû âûøå.
z

r

ψ

θ
SW

x

y

�èñ. 4.�àññìîòðèì òî÷êó M íà óäàðíîé âîëíå. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ëîêàëüíóþñèñòåìó êîîðäèíàò, îñüX êîòîðîé íàïðàâëåíà ïî íîðìàëè ê �ðîíòó óäàðíîé



�15�âîëíû, à îñü Y âäîëü �ðîíòà (ñì. ðèñ.4). Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 4-âåêòîðíîðìàëè ê �ðîíòó èìååò âèä νk = (−V, 1, 0, 0), ãäå V � ñêîðîñòü óäàðíîéâîëíû â íîðìàëüíîì ê �ðîíòó íàïðàâëåíèè (òî åñòü â X-íàïðàâëåíèè).Óñëîâèÿ �þãîíèî èìåþò âèä
νk[T

ik] = 0 , νk[G
ik] = 0 , νk[nuk] = 0 ,ãäå [·] � ñêà÷îê ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè÷èíû íà �ðîíòå óäàðíîé âîëíû.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå èìååò òîëüêî êîìïîíåíòó ïåðïåíäèêó-ëÿðíóþ ïëîñêîñòè XY ñîîòíîøåíèÿ �þãîíèî ïðèíèìàþò âèä

[

(

w + h2
)

ωui +

(

p +
h2

2

)

νi

]

= 0 ,

[

ωhi
]

= 0 , [ωn] = 0 ,ãäå ω = νku
k = γ(vx − V )Â ïîäðîáíîé çàïèñè ýòè ñîîòíîøåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ2
0(w0 + h2

0)(vx0 − V ) +

(

p0 +
h2

0

2

)

V = γ2(w + h2)(vx − V ) +

(

p +
h2

2

)

V ,

γ2
0(w0 + h2

0)vx0(vx0 − V ) +

(

p0 +
h2

0

2

)

= γ2(w + h2)vx(vx − V ) +

(

p +
h2

2

)

,

γ2
0(w0 + h2

0)vy0(vx0 − V ) = γ2(w + h2)vy(vx − V ) ,

γ0h0(vx0 − V ) = γh(vx − V ) .

γ0n0(vx0 − V ) = γn(vx − V ) .Çäåñü âåëè÷èíû ïåðåä �ðîíòîì óäàðíîé âîëíû ïîìå÷åíû èíäåêñîì "0"; çà�ðîíòîì � áåç èíäåêñà. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì â ï.1 â ýòèõ �îðìóëàõñëåäóåò ïîëîæèòü p0 +
h2

0

2
= 0, ñ÷èòàÿ ïðè ýòîì âåëè÷èíó γ2

0(w0 + h2
0) = Qêîíå÷íîé.Îáîçíà÷èì σ =

h2
0

w0 + h2
0

� äîëþ ýëåêòðîìàãíèòíîé êîìïîíåíòû â ïîòîêåýíåðãèè. Òîãäà γ0h0 =
√

σQ. Êîíå÷íî âåëè÷èíû Q è σ çàâèñÿò îò ïîëîæåíèÿòî÷êè M . Êðîìå òîãî, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ îá óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ðà-äèàëüíîì õàðàêòåðå òå÷åíèÿ ïåðåä óäàðíîé âîëíîé vx0 = cos ψ, vy0 = sin ψ,



�16�ãäå ψ � óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê �ðîíòó óäàðíîé âîëíû è ðàäèàëüíûì íà-ïðàâëåíèåì. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñîîòíîøåíèÿ �þãîíèî ïðèíèìàþò âèä
Q(cos ψ − V ) = γ2(w + h2)(vx − V ) +

(

p +
h2

2

)

V ,

γ2(w + h2)vx(vx − V ) +

(

p +
h2

2

)

,

Q sin ψ(cos ψ − V ) = γ2(w + h2)vy(vx − V ) , (1.13)
√

σQ(cos ψ − V ) = γh(vx − V ) ,

γ0n0(cos ψ − V ) = γn(vx − V ) .�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ñòîÿ÷åé âîëíû (V = 0). Èìååì (ïîñëåäíååñîîòíîøåíèå îïóñêàåì):
Q cos ψ = γ2(w + h2)vx ,

Q cos2 ψ = γ2(w + h2)v2
x +

(

p +
h2

2

)

,

Q sin ψ cos ψ = γ2(w + h2)vyvx ,
√

σQ cos ψ = γhvx .Èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ñîîòíîøåíèé ñðàçó ñëåäóåò vy = sin ψ, òî åñòüòàíãåíöèàëüíàÿ ê �ðîíòó êîìïîíåíòà ñêîðîñòè íåïðåðûâíà. Êîìáèíèðóÿîñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì äëÿ âåëè÷èíû τ =
vx

cos ψ
óðàâíåíèå

3τ 3 − (4 + σ)τ 2 + τ + σ = 0 ,�èçè÷åñêè ïðèåìëåìûé êîðåíü êîòîðîãî åñòü
τ =

1 + σ +
√

(1 + σ)2 + 12σ

6
.Òàêèì îáðàçîì vx = τ(σ) cos ψ. Ïðè ýòîì

1/γ2 = (1 − τ 2) cos2 ψ ,

p = Q
(τ − σ)(1 − τ 2)

4τ 2
cos2 ψ = Q

(τ − σ)(1 − τ)

τ + σ
cos2 ψ ,
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h2 = σQ

1 − τ 2

τ 2
cos2 ψ , q = Q(1 − τ) cos2 ψ , H2 =

σQ

4πτ 2
.Â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ:

1) σ → 0, τ → 1

3
, γ2 → 9

8 cos2 ψ
, vx → cos ψ

3
, p → 2Q

3
cos2 ψ, h2 → 0;2) σ → 1, τ → 1, γ2 → ∞, vx → cos ψ, p → 0, h2 → 0, p

h2
→ 0.Ïëîòíîñòè ïîòîêîâ êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ � ýíåðãèè, ïîëîèäàëü-íîãî èìïóëüñà è òîðîèäàëüíîé êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ � ÷åðåç �ðîíòóäàðíîé âîëíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëåâûìè ÷àñòÿìè ñîîòíîøåíèé (1.13). Ôîð-ìóëû (1.13) çàïèñàíû â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, îñü X êîòîðîé îðèåí-òèðîâàíà ïî íîðìàëè ê óäàðíîé âîëíå â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå è äîëæíûáûòü ïðåîáðàçîâàíû ê (ãëîáàëüíîé) ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, z).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîòíîñòè ïîòîêîâèìåþò âèä:

Q(cos ψ−V ) , Q sin θ(cos ψ−V ) , Q cos θ(cos ψ−V ) ,
√

σQ(cos ψ−V ) ,ãäå θ � ïîëÿðíûé óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè z.Äëÿ íàøèõ öåëåé óäîáíåå ðàáîòàòü íå ñ ïëîòíîñòÿìè ïîòîêîâ, êîòîðûå çà-âèñÿò îò ïîëîæåíèÿ è îðèåíòàöèè óäàðíîé âîëíû (÷åðåç Q, σ è ψ), à ñ ïîòî-êàìè â åäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîë, à òî÷íåå â åäèíèöó ïîëÿðíîãî óãëà θ. Åñëè
dL

do
� èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà (çàâèñÿùàÿîò íàïðàâëåíèÿ), òî Q =

1

R2

dL

do
, ãäå R � ðàññòîÿíèå îò ïóëüñàðà äî òî÷êè íàóäàðíîé âîëíå. Ïëîùàäü ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè óäàðíîé âîëíû, âèäèìîé èçíà÷àëà êîîðäèíàò â òåëåñíîì óãëå do = sin θdθ åñòü dσ =

R2 sin θdθ

cos ψ
, à äëèíàýëåìåíòà äóãè â ïîëîèäàëüíîé ïëîñêîñòè åñòü dλ =

Rdθ

cos ψ
. Ñîîòâåòñòâóþùèåïîòîêè ÷åðåç ýòîò ýëåìåíò �ðîíòà óäàðíîé âîëíû ñîñòàâëÿþò

dL

do

(

1 − V

cos ψ

)

do =
dL

do

(

1 − V

cos ψ

)

sin θdθ ,
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dL

do
sin θ

(

1 − V

cos ψ

)

do =
dL

do

(

1 − V

cos ψ

)

sin2 θdθ ,

dL

do
cos θ

(

1 − V

cos ψ

)

do =
dL

do

(

1 − V

cos ψ

)

cos θ sin θdθ ,

√

σ
dL

do

(

1 − V

cos ψ

)

do =

√

σ
dL

do

(

1 − V

cos ψ

)

dθ ,

dN

do

(

1 − V

cos ψ

)

do =
dN

do

(

1 − V

cos ψ

)

sin θdθ ,ãäå dN

do
� ïîòîê ÷èñëà ÷àñòèö â åäèíè÷íûé òåëåñíûé óãîë.Âåëè÷èíà V

cos ψ
èìååò ñìûñë ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû â ðàäèàëüíîì íàïðàâ-ëåíèè.

1.5 Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è �èìàíà.Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé èäååé ïîñòðîåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì ãîäóíîâñêîãî òè-ïà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì óðàâíåíèé ñëåäóåò âû÷èñëèòü ïîòîêè êîí-ñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíûõ èíòåðâàëîâ (èëè ÿ÷ååê)èñõîäÿ èç òîãî èëè èíîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è �èìàíà î ðàñïàäåðàçðûâà ìåæäó Ì�Ä-ñîñòîÿíèÿìè â ýòèõ èíòåðâàëàõ èëè ÿ÷åéêàõ. Â íà-ñòîÿùåé ðàáîòå, êàê è â [16, 17, 18℄, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è �èìàíàñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàñïàä ðàçðûâà ðàññìàòðèâàåòñÿ â àêóñòè÷åñêîì ïðèáëè-æåíèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêà÷êè âñåõ âåëè÷èí êàê íà èñõîäíîì ðàçðûâå, òàêè íà âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå åãî ðàñïàäà âîëíàõ, ïðåäïîëàãàþòñÿ äîñòà-òî÷íî ìàëûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ÷èòàòü ñêîðîñòè âîëí ðàâíûìè çâóêîâûìñêîðîñòÿì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ñðåäíåãî ñîñòîÿíèÿ, à ñîîòíîøåíèÿ íàðàçðûâàõ èëè ïðîñòûõ âîëíàõ ëèíåàðèçîâàòü îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñîñòîÿíèÿ.Ââåäåì äåñÿòèêîìïîíåíòíûé "âåêòîð- U = {ui; hi; p; n} è ïîòî-êè Fk = {T ik; Gik; p1/Γnk; nuk}, â òåðìèíàõ êîòîðûõ óðàâíåíèÿ (1.1), (1.2),
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∂Fk

∂xk
= 0 .Ïóñòü âåëè÷èíû U ïðåòåðïåâàþò ðàçðûâ íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè â ïðî-ñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, νk � 4-âåêòîð íîðìàëè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè â íåêî-òîðîé òî÷êå. Ëèíåàðèçîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ �þãîíèî íà ýòîé ïîâåðõíîñòèèìåþò âèä

νk[Fk] = νkAk[U ] = 0 , (1.14)ãäå [·] � ñêà÷îê âåëè÷èíû, Ak = ∂Fk/∂U .Èç (6) âèäíî, ÷òî [U ] ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì íóëü-âåêòîðîì ìàòðèöû νkAk.Ïî ñâîåìó ñìûñëó êîìïîíåíòû ïðàâîãî íóëü-âåêòîðà ìàòðèöû νkAk åñòüñêà÷êè ïåðåìåííûõ {ui; hi; p; n} íà âîëíå, 4-âåêòîð íîðìàëè ê �ðîíòó êî-òîðîé åñòü νk. Áóäåì ïîýòîìó èñïîëüçîâàòü äëÿ êîìïîíåíò íóëü-âåêòîðà Rîáîçíà÷åíèÿ R = {[ui]; [hi]; [p]; [n]}. Ñèñòåìà óðàâíåíèé, êîòîðîé óäîâëåòâî-ðÿþò ñêà÷êè [ui], [hi], [p], [n], åñòü óñëîâèÿ �þãîíèî íà �ðîíòå ñ íîðìàëüþ
νk â ïðåäåëå, êîãäà âåëè÷èíû [·] ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê áåñêîíå÷íîìàëûå.Â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà íà÷àëüíîãî ðàçðûâà ïî âåùåñòâó áóäóò ðàñïðîñòðà-íÿòüñÿ âîëíû, íà êàæäîé èç êîòîðûõ ïåðåìåííûå u = {ui; hi; p; n} ïðå-òåðïåâàþò ñêà÷îê, "âåêòîð"êîòîðîãî êîëëèíåàðåí ñîîòâåòñòâóþùåìó âîëíåïðàâîìó íóëü-âåêòîðó ìàòðèöû νkAk. Çíàÿ ñêîðîñòè âîëí (íóìåðóåìûõ èí-äåêñîì a), âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà ðàçðûâà, è ñêà÷êè îñíîâíûõïåðåìåííûõ [U ]a íà ýòèõ âîëíàõ, ìîæíî âû÷èñëèòü ñêà÷êè ïîòîêîâ êîíñåð-âàòèâíûõ ïåðåìåííûõ â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê �ðîíòó âîëíû è ñêîíñòðóè-ðîâàòü ïîòîêè êîíñåðâàòèâíûõ ïåðåìåííûõ ÷åðåç ãðàíü, ðàçäåëÿþùóþ ðàñ-÷åòíûå èíòåðâàëû (ÿ÷åéêè), ñ ó÷åòîì åå äâèæåíèÿ.Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ðàñïàäà èñõîäíîãî ðàçðûâà âîçíèêàåò âîëíà, �ðîíòêîòîðîé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì φ(x) = 0. Íîðìàëü ê �ðîíòó âîëíû â òî÷-êå x ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî åñòü 4-âåêòîð νk = ∂φ/∂xk. Êîìïîíåíòû4-âåêòîðà νk äîëæíû áûòü òàêîâû, ÷òîáû ìàòðèöà νkAk èìåëà íåòðèâè-



�20�àëüíûé ïðàâûé è ëåâûé íóëü-âåêòîðû, äëÿ ÷åãî íåîáõîäèìî âûïîëíåíèåóñëîâèÿ det(νkAk) = 0. Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèìñîîòíîøåíèÿì, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà νk:1) (1 − c2)ω2 − (c2 +
h2

w
)ν2 = 0;2) øåñòèêðàòíûé êîðåíü ω = 0;3) ν2 = 0. Çäåñü ω = νku

k, ν2 = νkν
k. Êîðíè 1) ñîîòâåòñòâóþò áûñòðûììàãíèòîçâóêîâûì âîëíàì; êîðíè 2) � ìåäëåííûì ìàãíèòîçâóêîâûì, àëü�-âåíîâñêèì, ýíòðîïèéíîé è ïñåâäîýíòðîïèéíîé âîëíàì; êîðíè 3) � ñâåòîâûìâîëíàì.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1), (1.2), (1.3), (1.5) íå ÿâëÿ-åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè âñå âåëè÷èíû ui, hi, p, n ðàññìàòðèâàþòñÿ êàêíåçàâèñèìûå, íî ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó âèäó ââåäåíè-åì â óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî, îáðàùàþùåãîñÿ âíîëü íà äîïóñòèìûõ ðåøåíèÿõ [7, 8℄. Ïðè ýòîì ÷àñòü âîëí îêàçûâàåòñÿ �èçè-÷åñêè íåäîïóñòèìûìè. Êàêèå èìåííî âîëíû áóäóò íåäîïóñòèìûìè çàâèñèòîò ñïîñîáà çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ýíåðãèè-èìïóëüñà, Ìàêñâåëëà èíåðàçðûâíîñòè, äîïóñòèìûå âîëíû íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ýòîãî çàìûêàíèÿ[7, 8, 6, 16, 17, 18℄. Òàê êàê â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ "óêîðî÷åí-íàÿ"ñèñòåìà óðàâíåíèé �Ì�Ä, îïèñûâàþùàÿ òå÷åíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà, òîê íåäîïóñòèìûì âîëíàì áóäóò îòíåñåíû íå òîëüêî ñâåòîâûå è ïñåâäîýíòðî-ïèéíàÿ [16, 17, 18℄ (êàê äëÿ óðàâíåíèé �Ì�Ä îáùåãî âèäà), íî è òå, êîòîðûåâûâîäÿò âåêòîð ñêîðîñòè èç ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ èëè ãåíåðèðóþò êîìïîíåíòûìàãíèòíîãî ïîëÿ, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ðàññìàòðè-âàþòñÿ âîëíû, íîðìàëè ê êîòîðûì (â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà) ëåæàòâ ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ, òî åñòü íà äîïóñòèìûõ âîëíàõ νkh

k = νk[h
k] = 0.Äëÿ êîìïàêòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà â�Ì�Ä óäîáíî ââåñòè ëîêàëüíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ðåïåðû, ñâÿçàííûå ñ�ðîíòàìè âîëí [7, 8, 6, 16, 17, 18℄. �àññìîòðèì âîëíó, 4-âåêòîð íîðìàëè ê�ðîíòó êîòîðîé â íåêîòîðîé òî÷êå åñòü νi. Îäíèì èç âåêòîðîâ óêàçàííîãî



�21�ðåïåðà ÿâëÿåòñÿ 4-âåêòîð ñêîðîñòè ui. Âòîðîé âåêòîð ri = νi +ωui, ω = νku
kî÷åâèäíî îðòîãîíàëåí ui. Âåêòîð νi áóäåì ñ÷èòàòü íîðìèðîâàííûì òàêèìîáðàçîì, ÷òî r2 = rkr

k = 1. Òðåòèé âåêòîð ðåïåðà ti íàïðàâëåí âäîëü òàí-ãåíöèàëüíîé ê �ðîíòó âîëíû êîìïîíåíòû 4-âåêòîðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ hi. Âðàññìàòðèâàåìîé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñèòóàöèè ýòîò âåêòîð èìååò åäèíñòâåí-íóþ íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòè òå÷åíèÿ (â ëàáî-ðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà). ×åòâåðòûé âåêòîð ðåïåðà åñòü ei = εijklujrktl.Ëèíåàðèçàöèÿ óñëîâèé �þãîíèî äàåò:
νk[T

ik] = (w + h2)(uiνk + ωδi
k)[u

k] + (2ωui + νi)hk[h
k] +

+

(

Γ

Γ − 1
ωui + νi

)

[p] = 0 ,

νk[G
ik] = hiνk[u

k] + ωδi
k[h

k] = 0 , (1.15)
νk[p

1/Γuk] = νkp
1/Γ[uk] +

ωp1/Γ−1

Γ
[p] = 0 ,

νkn[uk] + ω[n] = 0 ,ãäå ω = νku
k.Åñëè ω 6= 0, òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì

[hi] = − 1

ω
hiνk[u

k] ,èç òðåòüåãî
[p] = − 1

ω
Γpνk[u

k] ,èç ÷åòâåðòîãî
[n] = − 1

ω
nνk[u

k] .Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ïåðâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì
ω(w + h2)(uiνk + ωδi

k)[u
k] − (2ωui + νi)h2νk[u

k]−

−
(

Γ

Γ − 1
ωui + νi

)

Γpνk[u
k] = 0 , (1.16)ãäå h2 = hkh

k.



�22�Óìíîæåíèå (1.16) íà νi ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ íà νk[u
k],óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ êîòîðîãî äàåò äèñïåðñèîí-íîå ñîîòíîøåíèå

(2 − Γ)ω2 =

(

h2

w
+ Γ − 1

)

ν2èëè
(1 − c2)ω2 =

(

a2 + c2
)

ν2 ,ãäå c2 = Γ − 1 , a2 =
h2

w
.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ íîðìèðîâêè r2 = 1 èìåþò ìåñòîñîîòíîøåíèÿ

ν2 = 1 − ω2 , ω2 =
h2 + c2w

h2 + w
=

a2 + c2

1 + a2
. (1.17)ïîëó÷èì

[ui] = −ωri , [hi] = hi , [p] = Γp , [n] = n .Òàêèì îáðàçîì, ïðàâûé íóëü-âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé áûñòðûì ìàãíèòî-çâóêîâûì âîëíàì, èìååò âèä:
RF = { −ωri; hi; Γp; n} .Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ îñòàëüíûõ äîïóñòèìûõ âîëí èìååò âèä ω =

0. Ïðè ýòîì ëèíåàðèçîâàííûå óñëîâèÿ �þãîíèî (1.16) ïðèíèìàþò âèä:
1) hk[h

k] + [p] = 0 , 2) νk[u
k] = 0 . (1.18)Îñòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè â ñèëó (1.18). Óðàâ-íåíèÿ (1.18) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, èõ íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, óäîâëå-òâîðÿþùåå íàëîæåííûì íà âåëè÷èíû [·] óñëîâèÿì, åñòü

1) [hi] = −ti , [p] = tkh
k , 2) [ui] = ei .Òðè äîïóñòèìûõ ïðàâûõ íóëü-âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèõ äèñïåðñèîííîìóñîîòíîøåíèþ ω = 0, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

RC = { 0i; −ti; h;
nh

Γp
} ,



�23�
RT = { ei; 0i; 0; 0} ,

RE = { 0i; 0i; 0; 1} .Çäåñü h = tkh
k.Ýòè âîëíû áóäåì íàçûâàòü êîíòàêòíîé, òàíãåíöèàëüíîé è ýíòðîïèéíîé.Äîïóñòèìûì âîëíàì åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, ò.å. âîëíàì, íà êîòîðûõ

[U ]a = Ra, ñîîòâåòñòâóþò ñêà÷êè ïîòîêîâ � 4-òåíçîðîâ T ik, Gik è 4-âåêòîðîâ
p1/Γui, nui:1) áûñòðûå ìàãíèòîçâóêîâûå âîëíû
[T ik]F = −ω(w + h2)(uirk + ukri) + (Γw + 2h2)uiuk + (Γp + h2)gik − 2hihk ,

[Gik]F = hisk − hksi , [p1/Γui]F = p1/Γsi , [nui]F = nsi ,ãäå si = ui − ωri;2) êîíòàêòíûå âîëíû
[T ik]C =

2 − Γ

Γ − 1
huiuk + 2htitk , [Gik]C = uitk − ukti ,

[p1/Γui]C =
hp1/Γ−1

Γ
ui , [nui]C =

hn

Γp
ui ,3) òàíãåíöèàëüíûå âîëíû

[T ik]T = (w + h2)(uiek + ukei) , [Gik]T = hiek − hkei ,

[p1/Γui]T = p1/Γei , [nui]T = nei ,4) ýíòðîïèéíûå âîëíû
[T ik]E = 0ik , [Gik]E = 0ik , [p1/Γui]E = 0i , [nui]E = ui .


	Untitled.pdf
	prep2008_76
	Untitled.pdf
	prep2008_76




