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Доказано, что гипотеза Римана о нулях несправедлива для сколь угодно
точной аппроксимации дзета-функции Римана, удовлетворяющей тому же
функциональному уравнению и обладающей теми же фундаментальными
свойствами, что и сама дзета-функция.

L.D. Pustyl’nikov. On the Riemann hypothesis for approximate zeta-function.
Preprint of the Keldysh Institute of Applied Mathematics of RAS. Moscow, 2008.

It is proved that the Riemann hypothesis does not hold for an arbitrary
sharp approximation of the Riemann zeta-function satisfying the same functional
equation and having the same fundamental properties as the zeta-function.
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Введение

В последнее время получены новые результаты в теории дзета-функции Ри-
мана ζ(s), связанные с гипотезой Римана о нулях. Эти результаты можно
разбить на две группы. Результаты, относящиеся к первой группе, связа-
ны с построением оператора в гильбертовом пространстве, так что гипотеза
Римана эквивалентна проблеме существования собственного вектора с соб-
ственным значением λ = −1 для этого оператора (§1). Результаты, относя-
щиеся ко второй группе, связаны с поведением ξ-функции Римана ξ(s) и её
производных в точке s = 1/2. Доказано, что если хотя бы одна чётная произ-
водная функции ξ(s) в точке s = 1/2 была бы неположительна, то гипотеза
Римана о нулях была бы несправедлива. Вместе с тем также доказано, что
все чётные производные функции ξ(s) в точке s = 1/2 строго положительны,
и асимптотика значений чётных производных в этой точке при стремлении
порядка производной к бесконечности была найдена. Эти результаты позво-
ляют доказать, что гипотеза Римана несправедлива для сколь угодно точной
аппроксимации функции ζ(s), удовлетворяющей тому же функциональному
уравнению и обладающей теми же основными свойствами, что и функция
ζ(s) (§2).

1 Связь гипотезы Римана со спектром оператора, дей-
ствующего в гильбертовом пространстве

Рассмотрим гильбертово пространство l, элементы которого — односторон-
ние последовательности x = (x1, x2, . . .) комплексных чисел, удовлетво-
ряющие условию ∑∞

k=1 |xk|2 < ∞, со скалярным произведением (x, y) =
∑∞

k=1 xkȳk, где y = (y1, y2, . . .). Введём оператор A = A(s), который зави-
сит от комплексного числа s 6= 1, действует в пространстве l и задаётся
бесконечной матрицей A = (akj) (k, j = 1, 2, . . .) с элементами

akj =





1, если k − j = −1,
pk, если 0 ≤ k − j ≤ 1,
0, если |k − j| > 1,

где pk = hk/hk−1,

hk = hk(s) =





1/ks − [
k1−s − (k − 1)1−s

]
/(1− s), если k ≥ 2,

(s− 1)−1, если k = 1,
1, если k = 0.

Замечание. Можно доказать, что если 0 < Re s < 1, то справедливо
неравенство hk(s) 6= 0 (k = 2, 3, . . .). Оператор A переводит x = (x1, x2, . . .)
в вектор x′ = (x′1, x

′
2, . . .), где x′k =

∑∞
j=1 akjxj (k = 1, 2, . . .).
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Теорема 1. Функция ζ(s) имеет нуль в области 0 < Re s 6= 1/2 тогда и
только тогда, когда область 0 < Re s < 1 содержит такое значение s, что
оператор A(s) в пространстве l имеет собственный вектор с собственным
значением λ = −1.

2 Опровержение гипотезы Римана для приближённой
дзета-функции

Известно ([1]), что дзета-функция Римана ζ(s) удовлетворяет следующим
условиям:

1) ζ(s) — аналитическая функция, имеющая единственный полюс при s =
1 и принимающая вещественные значения при вещественных значениях
s;

2) множество вещественных нулей функции ζ(s) совпадает с множеством
всех чётных отрицательных значений s;

3) ζ(s) удовлетворяет функциональному уравнению

π−s/2 Γ

(
s

2

)
ζ(s) = π−(1−s)/2 Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s),

где Γ(s) — гамма-функция.

Далее будет доказана теорема, из которой следует, что гипотеза Римана о
нулях не справедлива для сколь угодно точной аппроксимации ζε(s) функции
ζ(s), удовлетворяющей условиям 1)–3) (с заменой функции ζ(s) на функцию
ζε(s)). А именно, функция ζε(s) имеет комплексные нули, не лежащие на
прямой Re s = 1/2.

Теорема 2. Для любого компакта K в комплексной плоскости s, не со-
держащего точку s = 1, и для любого числа ε > 0 существует функция ζε(s),
удовлетворяющая условиям 1)–3), для которой sup

s∈K
|ζ(s)−ζε(s)| ≤ ε, и функ-

ция ζε(s) имеет по крайней мере четыре нуля s1,2 = σ ± it, s3,4 = 1− σ ± it,
где σ и t — вещественные числа, такие что σ 6= 1/2, t 6= 0.

Доказательство. Рассмотрим функцию ξ(s) = 1
2s(s− 1)π−s/2Γ(s/2)ζ(s),

которая удовлетворяет уравнению ξ(s) = ξ(1−s) ([1]). Поэтому ξ(s) разлага-
ется в ряд Тейлора ξ(s) =

∞∑
r=0

ξr(s− 1/2)2r в точке s = 1/2 только по чётным
степеням z = s− 1/2.

Лемма 1. Справедливо равенство

lim
r→∞

ξ2
r

ξr−1ξr+1
= 1.
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Доказательство. Используем результат теоремы 3 из работы [2]. Соглас-
но этой теореме

lim
r→∞

(r!ξr)
(r+1)/r

(r + 1)!ξr+1
= e.

Следовательно,
ξr

ξr+1
=

(r + 1)(e + or(1))

(r!ξr)1/r
, (1)

где
lim
r→∞ or(1) = 0. (2)

Далее, применяя теорему 1 из [2], которая была доказана в работе [3], полу-
чаем равенство

lim
r→∞

ξ1/r
r

ξ
1/(r+1)
r+1

= 1. (3)

Используя формулу Стирлинга, мы теперь получаем утверждение леммы 1
из равенств (1)–(3). Лемма 1 доказана.

Для заданного натурального числа n рассмотрим многочлен fn(x) =
n∑

r=0
(−1)rξrx

r.
Лемма 2. Существует число n0 > 0, такое, что если n ≥ n0 и многочлен

fn(x) не имеет кратных корней, то fn(x) имеет комплексный (не веществен-
ный) корень.

Доказательство. Согласно теореме 1 из работы [4] неравенство ξr > 0
справедливо для всех r ≥ 0. Так как fn(x) не имеет кратных корней, то
для нахождения количества вещественных корней многочлена fn(x) можно
применить метод Штурма ([5]), задавая первые две функции F1(x) и F2(x) в

системе Штурма следующим образом: F1(x) = fn(x) и F2(x) =
dfn

dx
(x). Тре-

тья функция F3(x) в системе Штурма есть остаток, полученный в результате
деления многочлена F1(x) на F2(x), с противоположным знаком. Используя
неравенство ξr > 0 и вид многочлена fn(x), мы получим, что, если выполнено
неравенство (n− 1)ξ2

n−1 < 2nξnξn−2, то модуль разности между количеством
изменений знаков в системе Штурма при x = −∞ и x = ∞ будет меньше,
чем n. А это и означает, что многочлен fn(x) имеет не вещественный корень.
Теперь лемма 2 следует из леммы 1. Лемма 2 доказана.

Задавая натуральное число n и вещественное число δ > 0, введём много-
член ξ(n)(s) =

n∑
r=0

βr(s − 1/2)2r, где βr (r = 0, ..., n) — вещественные числа,

такие что
n∑

r=0
|βr− ξr| < δ и многочлен g(n)(t) def= ξ(n)(1/2+ it) =

n∑
r=0

(−1)rβrt
2r

не имеет кратных корней. Применяя лемму 2 и её доказательство, получим,
если n — большое число, а число δ — мало, то g(n)(t) имеет не веществен-
ный корень. А это приводит к тому, что многочлен ξ(s) имеет комплекс-
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ный корень, не принадлежащий прямой Re s = 1/2. Используя числа n и

δ, зависящие от ε и K, определим функцию ζε(s) =
2ξ(n)(s)πs/2

s(s− 1)Γ(s/2)
, которая

удовлетворяет всем условиям теоремы. Теорема доказана.
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