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Àííîòàöèÿ
Ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ñóïåðýëåìåíòîâ äëÿ ðàñ÷åòîâ ñëîèñòûõ

ñðåä, â êîòîðûõ ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ â îäíîì íàïðàâ-
ëåíèè. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò, íàïðèìåð, â ãåîôèçèêå, ìèêðîýëåêòðîíèêå,
ìàòåðèàëîâåäåíèè, èññëåäîâàíèè íåôòåãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé. Îñíîâíûå
ýëåìåíòû ìåòîäà ïðèâîäÿòñÿ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåï-
ëîïðîâîäíîñòè. Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà èñïîëüçóåò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â
îäíîðîäíûõ ÿ÷åéêàõ è ìåòîä ñóïåðýëåìåíòîâ â íåîäíîðîäíûõ ÿ÷åéêàõ, ïåðåñå-
êàåìûõ òîíêèìè ñëîÿìè. Ïðèâåäåí ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ íà ãðà-
íèöå îáëàñòè ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû ñ ÿ÷åéêàìè ñåòêè. Âîçìîæíû îáîáùå-
íèÿ ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ
ñëó÷àé àíèçîòðîïíûõ êîýôôèöèåíòîâ.
Ñòð. 20, ðèñ. 8, áèáë. 6 íàçâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ, ñëîèñòûå ñðåäû

O.B. Feodoritova, N.D. Novikova, V.T. Zhukov.
A superelement method for computation of layered mediums

Abstract
Àmodi�cation of the superelement method is proposed for calculation of layered

medium when physical properties are greatly varied in one direction. Such problems
appear in geophysics, microelectronics, science of materials, researches of oil and
gas �elds. The main elements of the method are showed for solving the 3D heat-
conduction equation. The suggested scheme uses the �nite elements in uniform cells
and superelements in cells crossed by thin layers. An approach to approximate the
equation on a domain boundary when boundary intersects a cell is considered.
We suppose that generalization of the approach for solving various di�erential
equations including case of anisotropic coe�cients is possible.
20 p., 8 �g., 6 ref.
Keywords: �nite superelement method, layered medium
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1 Ââåäåíèå
Ìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ (ÌÊÑÝ) [1] ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì âàðèàí-
òîì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) è óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìíîãîìàñøòàáíûå ïðîöåññû, òî
åñòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, â êîòîðûõ èñêîìûå ôóíêöèè îáëàäàþò ñóùåñòâåí-
íî ðàçíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãëàäêîñòè â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ðàñ÷åòíîé îáëà-
ñòè. Ïðèìåðàìè òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ðàñ÷åòà ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ,
êîíâåêöèè�äèôôóçèè, òåîðèè óïðóãîñòè. ÌÊÑÝ ïîäðîáíî îñâåùåí â [2�5].
Ïîäõîä, ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íûé ÌÊÑÝ, èçâåñòåí â èíîñòðàííîé ëèòåðàòó-
ðå ïîä íàçâàíèåì Residual Free Bubble Method [6] � îí àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ â
ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ñóïåðýëåìåíòîâ äëÿ ðàñ-
÷åòîâ ñëîèñòûõ ñðåä, êîãäà ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ â
îäíîì íàïðàâëåíèè. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò â ãåîôèçèêå, ìèêðîýëåêòðîíè-
êå, ìàòåðèàëîâåäåíèè, èññëåäîâàíèè íåôòå-ãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé. Îñíîâ-
íûå ýëåìåíòû ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ
òðåõìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè ñåòêàìè. Ïðåä-
ëàãàåìàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ãèáðèäíîé � èñïîëüçóåò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
â ðåãóëÿðíûõ ÿ÷åéêàõ è ìåòîä ñóïåðýëåìåíòîâ â íåðåãóëÿðíûõ ÿ÷åéêàõ, ðàñ-
ñåêàåìûõ òîíêèìè ñëîÿìè.

Ðåãóëÿðíûìè íàçîâåì ÿ÷åéêè, èìåþùèå ïðàâèëüíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîð-
ìó (ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä) è îäíîðîäíûé ñîñòàâ, ÷òî â äàííîì ñëó-
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÷àå îçíà÷àåò ïîñòîÿíñòâî êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè â ÿ÷åéêå. Íåðåãó-
ëÿðíûå ÿ÷åéêè îòëè÷àþòñÿ îò ðåãóëÿðíûõ ëèáî íåñòàíäàðòíîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ôîðìîé, ëèáî íåîäíîðîäíîé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Èçìåíåíèå ôîðìû
ÿ÷åéêè ìîæåò ïðîèñõîäèòü, íàïðèìåð, âáëèçè ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëàñòè êàê
ðåçóëüòàò ïåðåñå÷åíèÿ ÿ÷åéêè ñ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòüþ. Áóäåì èìåíîâàòü
òàêèå ÿ÷åéêè äàëåå óñå÷åííûìè. Ìû ïðèâåäåì ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè óðàâíå-
íèÿ â òàêèõ ÿ÷åéêàõ.

Îñîáûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿþò íåîäíîðîäíûå ÿ÷åéêè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ÿ÷åéêè ìîãóò ñîäåðæàòü òîíêèå ñëîè, íà ãðàíè-
öàõ êîòîðûõ êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìîæåò ìåíÿòüñÿ âî ìíîãî ðàç
(≈ 103− 105). Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíîãî ÌÊÝ äëÿ òàêèõ ÿ÷ååê ïðèâîäèò ê
ôèçè÷åñêè íåâåðíûì ïðîôèëÿì ðåøåíèÿ. Êîíå÷íî, òàêèå äåôåêòû èñïðàâëÿ-
þòñÿ ââåäåíèåì ïîäðîáíîé ñåòêè, íî ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåïðèåìëåìîìó
óâåëè÷åíèþ ðàçìåðíîñòè ñåòî÷íîé çàäà÷è. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ âîçìîæíîñòüþ,
êîòîðóþ ïðåäîñòàâëÿåò ÌÊÑÝ, è â êà÷åñòâå ñóïåðýëåìåíòíîãî áàçèñà â íåîä-
íîðîäíûõ ÿ÷åéêàõ âîçüìåì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ýòè
ðåøåíèÿ ìû ñòðîèì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ìåòîäîì íà ñåòêå, âíóòðåííåé äëÿ
êàæäîé íåîäíîðîäíîé ÿ÷åéêè. Ñòðóêòóðà ñóïåðýëåìåíòà ìîæåò áûòü äîâîëüíî
ñëîæíîé è ïîäðîáíîé, îäíàêî ýòî íå âëèÿåò íà ðàçìåðíîñòü ñåòî÷íîé çàäà÷è
� ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùåé ïðè äèñêðåòèçàöèè. Ðåøåíèå
âíóòðè íåðåãóëÿðíîé ÿ÷åéêè ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíî ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåí-
íîãî áàçèñà, ÷òî ïîâûøàåò ïðàêòè÷åñêóþ òî÷íîñòü ðåçóëüòàòîâ.

Â ìåòîäå ñóïåðýëåìåíòîâ [1�4] íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè ñåòêè çàäàþò îáû÷íûé èí-
òåðïîëÿöèîííûé áàçèñ, êîòîðûé ïðîäîëæàþò âíóòðü êàê ðåøåíèå êðàåâûõ çà-
äà÷. Â äàëüíåéøåì òàêîé áàçèñ áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì ñóïåðýëåìåíò-
íûì áàçèñîì. Äëÿ ñëîèñòûõ ñòðóêòóð ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü íà ãðàíèöàõ
ÿ÷ååê, ðàññåêàåìûõ ñëîÿìè, êóñî÷íî�ãëàäêèé áàçèñ, êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ
âíóòðü òàêèõ ÿ÷ååê êàê ñóïåðýëåìåíòíûé áàçèñ, ò.å. êàê ðåøåíèå êðàåâûõ çà-
äà÷. Åñëè ÿ÷åéêà íå ïåðåñåêàåòñÿ òîíêèì ñëîåì, íî ñîäåðæèò ìåëêîìàñøòàá-
íûå èíîðîäíûå âêëþ÷åíèÿ, òî â òàêîé ÿ÷åéêå ñòðîèòñÿ ñòàíäàðòíûé ñóïåðý-
ëåìåíòíûé áàçèñ. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ÌÊÑÝ ñîñòîèò â âûáîðå áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê � ýòîò áàçèñ ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ïðèáëèæåí-
íûõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âäîëü ïîâåðõíîñòåé
ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ ðåøåíèå ìåíÿåòñÿ ñëàáî. Òàêèå áàçèñíûå ôóíêöèè
ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî�ãëàäêèìè (â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå � êóñî÷íî�ëèíåéíûìè) è
ñòðîÿòñÿ àíàëèòè÷åñêè èëè ÷èñëåííî ðåøåíèåì îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé.

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìîæíî îáîáùèòü äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, àíèçîòðîïíûå ñðåäû è ò.ä.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â òðåõìåðíîé îáëàñòè Ω äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé ôîðìû èùåòñÿ ðåøåíèå
u = u(x, y, z) óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

Lu ≡ −∇(ε∇u) = f (2.1)

ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ

α(x, y, z)u + β(x, y, z)
∂u

∂~n
+ γ(x, y, z) = 0, (2.2)

α2 + β2 > 0, (x, y, z) ∈ ∂Ω.

Çäåñü ∂Ω � ãðàíèöà îáëàñòè Ω, ε, f, α, β, γ � çàäàííûå ôóíêöèè x, y, z, ~n �
âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂Ω. Êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ε(x, y, z) ìîæåò ñèëü-
íî ìåíÿòüñÿ â îáëàñòè Ω. Èìåííî íàëè÷èå ñèëüíûõ ôèçè÷åñêèõ íåîäíîðîäíî-
ñòåé è "íåïðàâèëüíàÿ" ãåîìåòðèÿ îáëàñòè îïðåäåëÿþò ñëîæíîñòü ðàñ÷åòà.

Áóäåì èñõîäèòü èç ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è (2.1)�(2.2) è èñêàòü ðåøå-
íèå â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H1(Ω) � ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, èìåþùèõ îáîá-
ùåííûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, èíòåãðèðóåìûå ñ êâàäðàòîì. Ïðè çà-
ïèñè ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè îãðàíè÷èìñÿ äëÿ ïðîñòîòû çàäà÷åé Äèðèõëå ïðè
íóëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ: èùåòñÿ ôóíêöèÿ u ∈ H1

0 òàêàÿ, ÷òî

B(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H1
0 , (2.3)

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω), B(·, ·) � áèëèíåéíàÿ ôîðìà:

B(u, v) = (ε∇u,∇v); H1
0 = {v ∈ H1, v = 0 íà ∂Ω}.

Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà âûáèðàåòñÿ òèïè÷íîå äëÿ ÌÊÝ
ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé. Â ñòàíäàðòíîì ÌÊÝ îíî ñî-
ñòîèò èç êóñî÷íî-òðèëèíåéíûõ (ëèíåéíûõ ïî êàæäîìó àðãóìåíòó) ôóíêöèé,
à â ñëó÷àå ÌÊÑÝ ñòðîèòñÿ ðàñøèðåíèå óêàçàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîìîùüþ
ââåäåíèÿ â íåêîòîðûõ (èëè âî âñåõ) ÿ÷åéêàõ êóñî÷íî-ãëàäêîãî ñóïåðýëåìåíò-
íîãî áàçèñà.

Çàäà÷à (2.1)�(2.2) âûáðàíà èç ñîîáðàæåíèé ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìåòîäà,
äîïóñêàþùåãî áîëåå øèðîêîå îáîáùåíèå.

3 Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà
3.1 Îáùåå îïèñàíèå
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ êîìáèíèðîâàííàÿ ñõåìà: ðåãóëÿð-
íûå ÿ÷åéêè îáðàáàòûâàþòñÿ ñòàíäàðòíûì ÌÊÝ, à äëÿ íåðåãóëÿðíûõ âûáèðà-
åòñÿ ÌÊÑÝ. Â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áóäåì èñïîëüçîâàòü
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ëèíåéíûå ôóíêöèè, íî âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âûñîêî-
ãî ïîðÿäêà, êàê ýòî ñäåëàíî â [4]. Ïîêðîåì ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü Ω ñåòêîé Ωh.
Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ÿ÷åéêè ñåòêè � ïðÿìîóãîëüíûå ïà-
ðàëëåëåïèïåäû ñî ñòîðîíàìè Lx, Ly, Lz. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò óñå÷åííûå
ÿ÷åéêè, ðàñïîëîæåííûå âáëèçè ãðàíèöû. Óçëû ñåòêè íóìåðóþòñÿ èíäåêñàìè
(i, j, k), â íèõ îïðåäåëåíû ñåòî÷íûå ôóíêöèè; ÿ÷åéêè íóìåðóþòñÿ ïîëóöåëûìè
èíäåêñàìè (i + 1/2, j + 1/2, k + 1/2). Ïðåäëàãàåìàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì.
• Â êàæäîé ÿ÷åéêå (i + 1/2, j + 1/2, k + 1/2) ââîäèòñÿ ñâîé áàçèñ, êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûé èëè ñóïåðýëåìåíòíûé. ÊÝ�áàçèñ ñîñòîèò èç 8 ôóíêöèé � ïî
÷èñëó óçëîâ ñåòêè, ñâÿçàííûõ ñ äàííîé ÿ÷åéêîé. ÑÝ�áàçèñ ñîñòîèò èç
äåâÿòè ôóíêöèé. Êîíå÷íî, íà ñàìîì äåëå ôóíêöèè ÑÝ�áàçèñà äîëæíû
èìåòü åùå èíäåêñ � íîìåð òèïà ÿ÷åéêè. Ýòîò èíäåêñ äëÿ ïðîñòîòû îïóñ-
êàåì. ×èñëî ðàçíûõ òèïîâ ÿ÷ååê ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷èñëà
ÿ÷ååê â ðàñ÷åòå. Ýòî âàæíî èìåòü ââèäó, òàê êàê ðàñ÷åò ÑÝ�áàçèñà ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî äîðîãîñòîÿùåé ïðîöåäóðîé.

• Îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåäóðà "èíòåðïîëÿöèè" ñåòî÷íîé ôóíêöèè uijk, òî åñòü
ñîïîñòàâëåíèÿ åé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè u(x, y, z). Ýòà ïðîöåäóðà îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîé ÿ÷åéêå áàçèñà. Â ñëó-
÷àå ñòàíäàðòíîãî ÌÊÝ èìååì

u(x, y, z) =
8∑

m=1

umϕm(x, y, z), (3.1)

ãäå áàçèñíûå ôóíêöèè ϕm(x, y, z) � ëèíåéíûå ïî êàæäîìó àðãóìåíòó è
ñòðîÿòñÿ òàê, ÷òî ôóíêöèÿ ϕm = 1 â m-îé âåðøèíå è ϕm = 0 â îñòàëü-
íûõ, m = 1, 2, ..., 8. Ïðèâåäåííàÿ èíòåðïîëÿöèîííàÿ ôîðìóëà èñïîëüçóåò
íóìåðàöèþ, ñâÿçàííóþ ñ íóìåðàöèåé âåðøèí â ÿ÷åéêå (ñì. Ðèñ. 1).
Â ñëó÷àå ÌÊÑÝ ïðîöåäóðà èíòåðïîëÿöèè èìååò âèä

u(x, y, z) =
8∑

m=1

umψm(x, y, z) + ψ0, (3.2)

ãäå ψ0, ψ1, ..., ψ8 � ñïåöèàëüíûé ÑÝ�áàçèñ (ñì. ï.3.1).
• Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3.1) èëè (3.2), "ïîäñòàâèì" ôóíêöèþ u(x, y, z)
â (2.3), òî åñòü ñîñòàâèì äèñêðåòíûå óðàâíåíèÿ. Â êàæäîì âíóòðåííåì
óçëå i, j, k ñåòêè Ωh ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ôîðìàëüíî ìîæåò áûòü çàïèñàíà â
âèäå 27-òî÷å÷íîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

1∑
α=−1

1∑

β=−1

1∑
γ=−1

Cαβγ
ijk ui+α,j+β,k+γ + Fijk = 0. (3.3)
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Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (3.3) äîïîëíÿåòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (ñì. ï.3.3�3.4) è
ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ êàêèì-ëèáî èçâåñòíûì ìå-
òîäîì.

3.2 Âûáîð áàçèñà
Ðàññìîòðèì îòäåëüíóþ ÿ÷åéêó T , óçëû êîòîðîé çàíóìåðóåì îäíèì èíäåêñîì
(ñì. Ðèñ. 1).

1

5

7 8

6

2

43
x3

x1

x2

Ðèñ. 1. Ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ óçëîâ â ÿ÷åéêå ñåòêè

Ïðè îáðàáîòêå ÿ÷åéêè âìåñòî ãëîáàëüíûõ êîîðäèíàò (x, y, z) èñïîëüçóåì
ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, x2, x3). Ââåäåì â ÿ÷åéêå ïðåäáàçèñíóþ ñè-
ñòåìó ôóíêöèé:

χ(x) = {χ1, ..., χ8} = {1, x1, x2, x3, x1x2, x2x3, x3x1, x1x2x3}. (3.4)

Çäåñü ïîä x ïîíèìàåòñÿ òî÷êà òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà x = (x1, x2, x3).
Âû÷èñëèì ìàòðèöó A = (anm), ïðåâðàùàþùóþ áàçèñ χi â îáû÷íîé èíòåð-

ïîëÿöèîííûé ëàãðàíæåâ áàçèñ

ϕm =
8∑

n=1

anmχn, m = 1, ..., 8.

Ìàòðèöà A = Φ−1, ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû Φ îïðåäåëÿþòñÿ êàê Φnm = χm(xn).
Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè ϕm îáðàçóþò òðèëèíåéíûé èíòåðïîëÿöèîííûé áà-

çèñ â ÿ÷åéêå. Òî÷êà m ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèè ϕm, ò.å. â ýòîé òî÷êå ôóíê-
öèÿ ðàâíà 1, òîãäà êàê â îñòàëüíûõ ñåìè óçëàõ, êàê è íà ðåáðàõ, èõ ñîåäèíÿ-
þùèõ, îíà ðàâíà 0.

Áàçèñ â ñóïåðýëåìåíòå ñîñòîèò èç ðåøåíèé (ïîíèìàåìûõ â îáîáùåííîì
ñìûñëå) ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ Lu = f â ÿ÷åéêå ñ ó÷åòîì åå ðåàëüíîãî
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ñòðîåíèÿ. Â ñòàíäàðòíîì ÌÊÑÝ, ïîñòðîåííîì äëÿ äåòàëüíîãî ó÷åòà èíîðîä-
íûõ âêëþ÷åíèé, ýòè ðåøåíèÿ (áàçèñíûå ôóíêöèè) îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâûìè
çíà÷åíèÿìè, ñîâïàäàþùèìè ñ îáû÷íûì èíòåðïîëÿöèîííûì áàçèñîì íà êàæ-
äîé ãðàíè ÿ÷åéêè T . Â ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ õàðàêòåð íåîäíîðîäíîñòåé òðå-
áóåò çàäàíèÿ íà ãðàíÿõ ÿ÷ååê áîëåå ñëîæíûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð, êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ.

Èòàê, ïîñòðîåíèå áàçèñà â ñóïåðýëåìåíòå òðåáóåò ðåøåíèÿ çàäà÷, êîòîðûå
ìû íàçîâåì "ýëåìåíòàðíûìè". Íèæå ñëåäóåò ôîðìóëèðîâêà ýòèõ çàäà÷.

Ââîäèì äîñòàòî÷íî ïîäðîáíóþ ñåòêó Th â ÿ÷åéêå T ñ ó÷åòîì åå âíóòðåí-
íåé ôèçè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ïðåäïîëàãàåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ñåòêà Th ñîñòîèò
òîëüêî èç ðåãóëÿðíûõ ÿ÷ååê, ò. å. îäíîðîäíûõ ÿ÷ååê ïðàâèëüíîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ôîðìû.

Íà ýòîé ñåòêå ðåøàåì äåâÿòü (ïî ÷èñëó ðàçûñêèâàåìûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé)
êðàåâûõ çàäà÷; âîñåìü îäíîðîäíûõ:

Lψm = 0, (x, y, z) ∈ T,

ψm = ϕm, m = 1, ..., 8, (x, y, z) ∈ ∂T,

(3.5)

è îäíó íåîäíîðîäíóþ çàäà÷ó:

Lψ0 = f, (x, y, z) ∈ T,

ψ0 = 0, (x, y, z) ∈ ∂T.

(3.6)

Çäåñü â (3.5) êðàåâûå çíà÷åíèÿ ϕm(x, y, z) íà ãðàíÿõ ÿ÷åéêè T ëèáî îïðå-
äåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì áàçèñîì, ëèáî çàäàíû, èñõîäÿ èç
õàðàêòåðà íåîäíîðîäíîñòåé ÿ÷åéêè T . Êîíå÷íî, íåâîçìîæíî ôîðìàëèçîâàòü
çàäàíèå êðàåâûõ çíà÷åíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåîäíîðîäíûõ ñðåä. Íî äîñòà-
òî÷íî ÷àñòî íåîäíîðîäíîñòè èìåþò ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó, íàïðèìåð, ÿâëÿþò-
ñÿ òîíêèìè òåïëîèçîëÿöèîííûìè èëè ïðîâîäÿùèìè ñëîÿìè. Òîãäà ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ñïåöèàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðèìåð êîòîðûõ ïðèâåäåí â ï. 4.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÿ÷åéêà îáëàäàåò êàêîé-ëèáî ñèììåòðèåé, òî ÷èñëî çà-
äà÷ ìîæåò áûòü ìåíüøå. Ðåøåíèå ýëåìåíòàðíûõ çàäà÷ (3.5)�(3.6) íà ñåòêå
Th îñíîâàíî íà ñòàíäàðòíîì ÌÊÝ, òàê êàê àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå íå âñåãäà
âîçìîæíî. Çíà÷åíèÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé ψm, m = 0, 1, ..., 8 íàõîäèì â óçëàõ
ââåäåííîé íàìè ëîêàëüíîé ñóïåðýëåìåíòíîé ñåòêè Th.

Â êàæäîé ÿ÷åéêå T äàëåå íàõîäèì áèëèíåéíûå ôîðìû B(ψm, ϕn) è ëèíåé-
íûå ôîðìû (f, ϕn) èç (2.3), âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëû, èíòåãðèðóÿ
ïî ÿ÷åéêå T êàê ïî ñåòî÷íîé ñòðóêòóðå. Ñóììèðóÿ ðåçóëüòàò ïî âñåì âîñüìè
ÿ÷åéêàì, îêðóæàþùèì óçåë (i, j, k), ïîëó÷èì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, àïïðîê-
ñèìèðóþùåå óðàâíåíèå (2.3) â óçëå. Òîò ôàêò, ÷òî áèëèíåéíàÿ è ëèíåéíàÿ
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ôîðìû âû÷èñëÿþòñÿ íå ïî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, à ïî îòäåëüíîé ÿ÷åéêå, â
äàëüíåéøåì áóäåì îòìå÷àòü êàê Bcell(·, ·) è (·, ·)cell.

Çàìåòèì, ÷òî âñå âû÷èñëÿåìûå â êàæäîì ñóïåðýëåìåíòå áèëèíåéíûå ôîð-
ìû Bcell(ψm, ϕn) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè "ýëåìåíòàðíûõ" ôîðì
Belem(ϕq, ϕp), îïðåäåëÿåìûõ ÊÝ�áàçèñîì â ÿ÷åéêàõ ëîêàëüíîé ñåòêè Th. Êîýô-
ôèöèåíòû ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷ (3.5)�(3.6).
Ýëåìåíòàðíûå áèëèíåéíûå ôîðìû ëåãêî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå:

Belem(ϕq, ϕp) =
8∑

r=1

8∑
t=1

arqatpB
elem(χr, χt),

ãäå arq, atp � ýëåìåíòû ìàòðèöû ïåðåõîäà îò áàçèñà {χ} ê ëàãðàíæåâîìó áàçèñó
{ϕ}. Áàçèñ {χ} äàí â (3.4) è åãî ôóíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â ìóëüòèèíäåêñíîé
íóìåðàöèè êàê

χr = xα1

1 xα2

2 xα3

3 , α1, α2, α3 = 0, 1;

χt = xβ1

1 xβ2

2 xβ3

3 , β1, β2, β3 = 0, 1.

Òîãäà (äëÿ ÿ÷åéêè ñ ðàçìåðàìè lx, ly, lz) èìååì

Belem(χr, χt) = εlxlylz×
{

α1β1
(lx)

2(α1 + β1 + 1)(α2 + β2 − 1)(α3 + β3 − 1)
+

α2β2
(ly)

2(α1 + β1 − 1)(α2 + β2 + 1)(α3 + β3 − 1)
+

α3β3
(lz)

2(α1 + β1 − 1)(α2 + β2 − 1)(α3 + β3 + 1)

}
.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòè ôîðìóëû è äëÿ ðàñ÷åòà îäíîðîäíîé ÿ÷åéêè îñ-
íîâíîé ñåòêè. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ ëèíåéíûìè ôîðìàìè (f, ϕn)

cell.
Êàê óæå ñêàçàíî âûøå, ïðè ðàñ÷åòå ñóïåðýëåìåíòà â ôîðìóëèðîâêå (3.5)�

(3.6) êðàåâûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè T ìîãóò áûòü áîëåå ñëîæíûìè. Íà-
ïðèìåð, åñëè ÿ÷åéêà ñîäåðæèò "íåïðîâîäÿùèå" çîíû ñ î÷åíü ìàëûì êîýôôè-
öèåíòîì òåïëîïðîâîäíîñòè, òî èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíîãî áàçèñà íà åå ãðàíèöå
ÿâëÿåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôèçè÷åñêè ïðàâèëüíûõ ðåøåíèé. Äëÿ
ðàñ÷åòîâ ñëîèñòûõ ñðåä, â êîòîðûõ ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî ìåíÿ-
þòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè, ìîæíî ïîñòðîèòü íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê ñïåöèàëüíûé
áàçèñ, êîòîðûé çàòåì áóäåò ïðîäîëæåí âíóòðü îáû÷íûì äëÿ ñóïåðýëåìåíòà
ñïîñîáîì: ïóòåì ðåøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðàåâûõ çàäà÷ (3.5)�(3.6).
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Ñïåöèàëüíûé áàçèñ íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè T ìîæíî ïîñòðîèòü, åñëè íåîäíîðîä-
íîñòè èìåþò âèä òîíêèõ ñëîåâ, íàïðèìåð, ðàññåêàþùèõ ÿ÷åéêó T íà äâå ÷àñòè.
Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òåïëîïðîâîäÿùàÿ ÿ÷åéêà ðàçäåëåíà
òîíêèì òåïëîèçîëÿöèîííûì ñëîåì. Ïóñòü ýòîò ñëîé ïàðàëëåëåí, íàïðèìåð, îä-
íîé èç áîêîâûõ ãðàíåé ÿ÷åéêè T , è åãî òîëùèíà ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðà ÿ÷åéêè
L. Ïåðåñå÷åíèå ýòîãî ñëîÿ ñ íèæíåé ãðàíüþ ABCD ÿ÷åéêè ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2b
(ýòîò ñëîé äëÿ íàãëÿäíîñòè èçîáðàæåí äîñòàòî÷íî øèðîêèì).

Ðèñ. 2 äåìîíñòðèðóåò îòëè÷èå áàçèñíîé ôóíêöèè íà ãðàíè ÿ÷åéêè â ýòîì
ñëó÷àå. Ââåðõó èçîáðàæåíà ñòàíäàðòíàÿ áèëèíåéíàÿ áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ íà
ãðàíè ÿ÷åéêè, âíèçó � âèä ñïåöèàëüíîé áàçèñíîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
êóñî÷íî-ëèíåéíîé, è íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè èç óñëîâèÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ òî÷-
íîãî ðåøåíèÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ â ÿ÷åéêå. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýô-
ôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì è èñêîìàÿ ôóíêöèÿ
ìåíÿåòñÿ òîëüêî â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì òîíêîìó ñëîþ. Ðàñïîëîæå-
íèå ñëîÿ â ÿ÷åéêå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì.

a.

b.

A

D C

B

A

D C

B

Ðèñ.2. Âèä áàçèñíîé ôóíêöèè íà ãðàíè ÿ÷åéêè:
à. ñòàíäàðòíûé áàçèñ; b. ñïåöèàëüíûé áàçèñ

Òàêîé âèä ãðàíè÷íîé áàçèñíîé ôóíêöèè îáåñïå÷èâàåò ïðàâèëüíîå îïèñàíèå
ïîëÿ òåìïåðàòóð ïðè íàëè÷èè óçêîãî òåïëîèçîëÿöèîííîãî ñëîÿ áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ ïîäðîáíîé ñåòêè.
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Óñå÷åííûå (ãåîìåòðè÷åñêè íåïðàâèëüíûå) ÿ÷åéêè ïðåäïîëàãàþòñÿ äëÿ ïðî-
ñòîòû îäíîðîäíûìè è â íèõ âûáèðàåòñÿ ñòàíäàðòíûé ÊÝ�áàçèñ. Îáðàáîòêå
óñå÷åííûõ ÿ÷ååê ïîñâÿùåí ðàçäåë 3.5.

Êðîìå áèëèíåéíûõ ôîðì Belem(ϕq, ϕp) , íà ëîêàëüíîé ñåòêå â ñóïåðýëåìåíòå
âû÷èñëÿþòñÿ ëèíåéíûå ôîðìû (f, ϕp)

elem, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ âå-
ëè÷èíû (f, ϕn)

cell, îòíîñÿùèåñÿ ê ÿ÷åéêàì îñíîâíîé ñåòêè. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü
èçâåñòíà êàê ôóíêöèÿ f = f(x, y, z), òî (f, ϕp)

elem ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî
êàêîé-ëèáî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå. Â ñëó÷àå ñåòî÷íîãî çàäàíèÿ ôóíêöèè fijk

ðàñ÷åòó ëèíåéíûõ ôîðì ïðåäâàðÿåòñÿ ïðîöåäóðà èíòåðïîëÿöèè (3.1).

3.3 Àïïðîêñèìàöèÿ âî âíóòðåííèõ óçëàõ
Àïïðîêñèìàöèîííîå óðàâíåíèå âî âíóòðåííåì óçëå (i, j, k) îñíîâàíî íà ñëàáîé
ôîðìóëèðîâêå (2.3). Ê êàæäîé òàêîìó óçëó (i, j, k) ïðèìûêàåò 8 ñ÷åòíûõ ÿ÷å-
åê, â êàæäîé èç êîòîðûõ ðàññ÷èòàíû ìàòðèöû áèëèíåéíûõ ôîðì Bcell(ψm, ϕn)
è ëèíåéíûå ôîðìû (f, ϕn)

cell. Ýòè âåëè÷èíû â çàâèñèìîñòè îò òèïà ÿ÷åéêè
ïîëó÷åíû ëèáî ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî áàçèñà ëèáî ñ ïîìîùüþ ÑÝ-
áàçèñà. Äàëüíåéøèé àëãîðèòì ñîñòàâëåíèÿ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé åäèíîîá-
ðàçåí. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà ìîæåò áûòü â îäíîé èç 8 ñèòóàöèé â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, êàêàÿ âåðøèíà ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé òî÷êîé øàáëîíà. Ïîëó÷àå-
ìàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò 27-òî÷å÷íûé øàáëîí, ëîêàëüíàÿ íóìåðàöèÿ óçëîâ
êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 3. Êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ ÿ÷åéêà ó÷àñòâóåò â ôîð-
ìèðîâàíèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé â 8 óçëàõ.

1 2 3

4 5 6

7 8 9
10 12

13 14 15

16 17 18
19 20 21

22 23 24

25 26 27

11

Ðèñ.3. Øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû â óçëå 14 ñ ëîêàëüíîé íóìåðàöèåé óçëîâ
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3.4 Àïïðîêñèìàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé
Êðàåâîå óñëîâèå çàäàåòñÿ â âèäå

α(x, y, z)u + β(x, y, z)
∂u

∂~n
+ γ(x, y, z) = 0, α2 + β2 6= 0,

~n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñÿ ïîâåðõíîñòü
∂Ω àïïðîêñèìèðîâàíà êîíå÷íûì ÷èñëîì ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, íà êàæäîì
èç êîòîðûõ ôóíêöèè α, β, γ ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè÷-
íàÿ ïîâåðõíîñòü ïåðåñåêàåò ÿ÷åéêó ñåòêè, ðàññìîòðèì â ï.3.4, à çäåñü ðàçáåðåì
ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç ãðàíåé ÿ÷åéêè ëåæèò íà ãðàíèöå ∂Ω.

Óäîáíî ðàçëè÷àòü äâà òèïà ãðàíè÷íûõ óçëîâ.
1. β = 0, α 6= 0 îçíà÷àåò çàäàíèå íà ãðàíè÷íîé ãðàíè ÿ÷åéêè óñëîâèÿ Äèðè-

õëå. Åãî ðåàëèçàöèÿ î÷åâèäíà: â ãðàíè÷íîì óçëå çíà÷åíèå èñêîìîé ôóíêöèè
çàäàíî. Â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, àï-
ïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷ó, ãðàíè÷íûå óçëû ñ óñëîâèåì Äèðèõëå íå ó÷àñòâóþò
è â íèõ ñîõðàíÿåòñÿ çàäàííîå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå.

2. Ïóñòü β 6= 0 íà îäíîé èç ãðàíè÷íûõ ãðàíåé Sb ÿ÷åéêè. Ãðàíè÷íûå óç-
ëû ñ óñëîâèåì ýòîãî òèïà â èòåðàöèÿõ ó÷àñòâóþò íàðàâíå ñ âíóòðåííèìè. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðè ðàñ÷åòå ãðàíè÷íîé ÿ÷åéêè áèëèíåéíûå ôîðìû äîëæíû áûòü
"ïîïðàâëåíû"

B(ϕq, ϕp) := B(ϕq, ϕp) + C(ϕq, ϕp) ,

C(ϕq, ϕp) = −
∫

Sb

ε(
αϕq + γ

β
)ϕpdS . (3.7)

Íàïîìíèì, ÷òî â êàæäîé ÿ÷åéêå èñêîìàÿ ôóíêöèÿ âîñïîëíÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ïðîöåäóðû èíòåðïîëÿöèè (3.1). Ïðè ýòîì áàçèñíûå ôóíêöèè ϕm ëèíåéíî
êîìáèíèðóþòñÿ èç ôóíêöèé {χn, n = 1, ..., 8} ïðåäáàçèñíîé ñèñòåìû (3.4). Òà-
êèì îáðàçîì, äîïîëíèòåëüíûå áèëèíåéíûå ôîðìû (3.7) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
êîìáèíàöèÿìè ýëåìåíòàðíûõ ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ

Ibound =

∫
xr1

1 xr2
2 xr3

3 dS, r1, r2, r3 = 0, 1.

Ôîðìóëû, ïî êîòîðûì ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ýòè ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðà-
ëû, ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ãðàíè Sb.

Ñëó÷àé 1 (ëåâàÿ/ïðàâàÿ ãðàíè), dS = dx2dx3:

Ibound =





0, íà ëåâîé ãðàíè, åñëè r1 = 1,

LyLz

(r2 + 1)(r3 + 1)
, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ñëó÷àé 2 (íèæíÿÿ/âåðõíÿÿ ãðàíè) , dS = dx1dx2 :

Ibound =





0, íà íèæíåé ãðàíè, åñëè r3 = 1,

LxLy

(r1 + 1)(r2 + 1)
, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñëó÷àé 3 (ïåðåäíÿÿ/çàäíÿÿ ãðàíè), dS = dx1dx3:

Ibound =





0, íà ïåðåäíåé ãðàíè, åñëè r2 = 1,

LxLz

(r1 + 1)(r3 + 1)
, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äëÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ âòîðîãî òèïà ñòðîèòñÿ àïïðîê-
ñèìèðóþùåå óðàâíåíèå ïî ïðàâèëó, ñîâïàäàþùåìó ñ óæå îïèñàííûì âûøå
äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ. Îòëè÷èÿ ñâÿçàíû òîëüêî ñ êîëè÷åñòâîì ÿ÷ååê, ïðè-
ìûêàþùèõ ê ðàññ÷èòûâàåìîìó óçëó. Åñëè óçåë ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè, îãðà-
íè÷èâàþùåé îáëàñòü ðàñ÷åòà, ê íåìó ïðèìûêàþò 4 ñ÷åòíûõ ÿ÷åéêè. Øàáëîí
ñõåìû â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç 18 òî÷åê. Åñëè óçåë ïîïàë íà ëèíèþ ïåðå-
ñå÷åíèÿ äâóõ ãðàíè÷íûõ ïëîñêîñòåé, êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê óìåíüøàåòñÿ äî äâóõ,
øàáëîí ñòàíîâèòñÿ 12-òî÷å÷íûì. È íàêîíåö, äëÿ óçëà, ëåæàùåãî íà ïåðåñå-
÷åíèè òðåõ ïëîñêîñòåé, êîýôôèöèåíòû ñõåìû âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç áèëèíåéíûå
ôîðìû òîëüêî îäíîé ÿ÷åéêè. Øàáëîí ñõåìû â ýòîì ñëó÷àå � 8-òî÷å÷íûé.

3.5 Îáðàáîòêà óñå÷åííûõ ÿ÷ååê
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ãðàíè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü ïåðåñåêàåò ÿ÷åéêó
ñåòêè.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
K � ðåãóëÿðíàÿ ñ÷åòíàÿ ÿ÷åéêà;
Kcut � íåðåãóëÿðíàÿ (ãåîìåòðè÷åñêè íåïðàâèëüíàÿ) ÿ÷åéêà;
Vcut � îáúåì òîé ÷àñòè, êîòîðóþ íàäî äîáàâèòü ê íåðåãóëÿðíîé ÿ÷åéêå äî ïî-
ëó÷åíèÿ ãåîìåòðè÷åñêè ïðàâèëüíîé ôîðìû. Áóäåì äàëåå äëÿ êðàòêîñòè èìå-
íîâàòü ýòó ÷àñòü îòñóòñòâóþùåé;
Scut � ïëîùàäü íåïðàâèëüíîé ãðàíè � ôðàãìåíòà ïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé
ÿ÷åéêó ñî ñòîðîíû îòñóòñòâóþùåé ÷àñòè.
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1 2

3 4

5 6

7 8

S

cutV

cut

Ðèñ. 4. Ïðèìåð óñå÷åííîé ÿ÷åéêè

Èòàê, ðåøåíèå â íåðåãóëÿðíîé ÿ÷åéêå ïðåäñòàâëÿåì â óæå ïðèâû÷íîì âèäå

u =
8∑

m=1

umϕm, m = 1, ..., 8.

Ñðåäè óçëîâ åñòü òàêèå, êîòîðûå ðåàëüíî â ðàñ÷åòíîé ñåòêå íå ïðèñóòñòâó-
þò � íà Ðèñ. 4 ýòî óçåë 8. Ìû âèðòóàëüíî äîïîëíÿåì ÿ÷åéêó äî ðåãóëÿðíîé
è ââîäèì â ðàññìîòðåíèå äîïîëíèòåëüíûå óçëû. Íàïîìíèì, ÷òî ðåçóëüòàòîì
îáðàáîòêè êàæäîé ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà áèëèíåéíûõ ôîðì Bcell(ϕm, ϕn),
m,n = 1, ..., 8. Äëÿ óñå÷åííîé ÿ÷åéêè ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû äîëæíû áûòü
èñïðàâëåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì

Bcell(ϕm, ϕn) := Bcell(ϕm, ϕn)− (ε∇ϕm,∇ϕn)centerVcut.
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëü-
òàòå ïðèìåíåíèÿ ïðîñòåéøåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ê èíòåãðàëó ïî îòñóò-
ñòâóþùåé ÷àñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìû èñïîëüçóåì ôîðìóëó ñðåäíèõ, âûáèðàÿ â
êà÷åñòâå óçëà êâàäðàòóðû öåíòðà òÿæåñòè îòñóòñòâóþùåé ÷àñòè.

Ïîñêîëüêó â ðàññìîòðåíèå ââåäåíû âèðòóàëüíûå óçëû, ñèñòåìà ïîëó÷àþ-
ùèõñÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íå áóäåò ïîëíîé. Äëÿ å¼ çàìûêàíèÿ èñïîëüçóåì
êðàåâîå óñëîâèå íà íåïðàâèëüíîé ãðàíè Scut. Ïóñòü íà íåé çàäàíî ñîîòíîøåíèå

αu + β
∂u

∂~n
+ γ = 0.

Òîãäà çàìûêàþùèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä
8∑

m=1

um(αϕm + β
∂ϕm

∂~n
+ γ)point = 0.

×èñëî ýòèõ óðàâíåíèé äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì ââåäåííûõ âèðòóàëüíûõ
óçëîâ. Òî÷êè "point", â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ãðàíè÷íîãî ñîîòíîøå-
íèÿ, ìîãóò áûòü âûáðàíû äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî. Ìû ïðåäëàãàåì âûáèðàòü
öåíòð òÿæåñòè íåïðàâèëüíîé ãðàíè ÿ÷åéêè è, åñëè íåîáõîäèìî, òî òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ ýòîé ãðàíüþ ðåáåð ÿ÷åéêè.

Ëèíåéíûå ôîðìû (f, ϕn)
cell ïî óñå÷åííîé ÿ÷åéêå âû÷èñëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî

î÷åâèäíûì îáðàçîì.

4 Ïðîâåðêà ñõåìû. Ìîäåëüíûå ðàñ÷åòû
Öåëü ðàñ÷åòîâ � ïðîâåðêà ðàáîòîñïîñîáíîñòè ÌÊÑÝ äëÿ ðàñ÷åòîâ íåîäíîðîä-
íûõ ÿ÷ååê ñî ñëîèñòûìè ñòðóêòóðàìè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî ïðèìåðà ïðîñòåéøóþ, íî ñîäåðæàòåëü-
íóþ çàäà÷ó: òåïëîïðîâîäÿùèé êóá, ñîäåðæàùèé òîíêóþ ïëàñòèíó�èçîëÿòîð
òîëùèíîé H. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî ïëàñòèíà ïàðàëëåëüíà ãðàíè êóáà
x = 0, à ïî îñè OY, OZ ñîñòàâ êóáà îäíîðîäíûé. Ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ
y = 0.5 ïîêàçàíî íà Ðèñ. 5. Çíà÷åíèå H = 0.25 âçÿòî íå î÷åíü ìàëûì äëÿ
íàãëÿäíîñòè ðèñóíêîâ. Íà ãðàíÿõ êóáà y = 0, y = 1, z = 0, z = 1 çàäàíî
óñëîâèå Íåéìàíà ∂u/∂~n = 0; íà ëåâîé (x = 0) è ïðàâîé (x = 1) ãðàíÿõ çàäàíà
ïîñòîÿííàÿ òåìïåðàòóðà u = 2 è u = 1 ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è ïðè ëþáûõ ïîñòîÿííûõ ε0, ε1, ε2 åñòü ôóíêöèÿ u(x, y, z), ïîñòîÿííàÿ ïî
y è z è êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ïî x. Ýòó ôóíêöèþ íåòðóäíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå.
Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà ε1 = ε2 = ε À ε0. Íàïðèìåð,
ìîæíî âçÿòü ε = 1 è ε0 = 0.0001. Òîãäà ëåâóþ ãðàíü êóáà ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê "ãîðÿ÷óþ"ñòåíêó, à ïðàâóþ � êàê "õîëîäíóþ". Ïëàñòèíà ÿâëÿåòñÿ
òåïëîèçîëÿòîðîì.
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0

z

xx x

u=2 u=1ε ε ε=1 =10

1 2

1 2

Ðèñ. 5. Òåïëîïðîâîäÿùàÿ ñðåäà ñ èçîëÿöèîííûì ñëîåì. Ïîêàçàíî ñå÷åíèå
êóáà ïëîñêîñòüþ y = 0.5; H = x2 − x1 = 0.25, ε0 = 0.0001

Ñëåâà îò ïëàñòèíû óñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè ðàâíîìåðíàÿ òåìïåðàòóðà
(òî÷íåå, íà ëåâîì èíòåðôåéñå x = x1 òî÷íîå çíà÷åíèå u1 =

2 + 3ε0/ε
1 + 2ε0/ε

≈ 2), à
ñïðàâà îò ïëàñòèíû âåùåñòâî îñòàåòñÿ õîëîäíûì u ≈ 1 (íà ïðàâîì èíòåðôåéñå
x = x2 òî÷íîå çíà÷åíèå u2 =

1 + 3ε0/ε
1 + 2ε0/ε

≈ 1), âíóòðè ïëàñòèíû óñòàíîâèòñÿ
ëèíåéíûé ïðîôèëü.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ "òî÷íûì" ðåøåíèåì ìîæíî ñ÷èòàòü íåïðå-
ðûâíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ

u(x, y, z) =





2, 0 ≤ x < x1 ,

x + x1 − 2x2
x1 − x2

, x1 ≤ x < x2 ,

1, x2 ≤ x ≤ 1 .

(4.1)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî ÿ÷ååê ñåòêè âî âñåé çàäà÷å âåëèêî 104 ÷
106, ñðåäè íèõ êàêàÿ-òî ÷àñòü � êîìïîçèòíûå ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùèå èíîðîäíûå
âêëþ÷åíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü êóá êàê ìîäåëü îäíîé ÿ÷åéêè,
òî ñòàíäàðòíûé êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé èíòåðïîëÿíò îïèñûâàåò ïîñòðîåííîå ðå-
øåíèå (4.1) ôèçè÷åñêè íåâåðíî. Ïðîôèëè ðåøåíèÿ è èíòåðïîëÿíòà ïîêàçàíû
íà Ðèñ. 6.
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Ðèñ. 6. Ïðîôèëè òî÷íîãî ðåøåíèÿ (� ◦ �) è åãî èíòåðïîëÿíòà (�∆�) â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êóá � ìîäåëü îäíîé ÿ÷åéêè

Òàêîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïðîãðåâ õîëîäíîé ÷àñòè, íåñìîò-
ðÿ íà íàëè÷èå òåïëîèçîëÿöèîííîé ïëàñòèíû.

Êîíå÷íî, åñëè ââåñòè ñåòêó, ñîãëàñîâàííóþ ñ ðàçðûâàìè êîýôôèöèåíòà ε,
òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ÌÊÝ äàåò òî÷íîå ðåøåíèå.

Ââåäåì äëÿ íàãëÿäíîñòè íå ñëèøêîì ïîäðîáíóþ ñåòêó è íå áóäåì ñîãëàñî-
âûâàòü åå ñ ðàçðûâàìè êîýôôèöèåíòà ε. Òîãäà ïðèáëèæåííîå ÌÊÝ � ðåøåíèå
áóäåò íåäîñòàòî÷íî óäîâëåòâîðèòåëüíûì (Ðèñ. 7, ñåòêà 4õ4õ4). Äåòàëüíàÿ ñåò-
êà â ýòîì ðàñ÷åòå íå íóæíà, òàê êàê ìû ìîäåëèðóåì ñèòóàöèþ, êîãäà òîëùèíà
ñëîÿ ìíîãî ìåíüøå øàãà ñåòêè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîñòàâëåíèè ñõåìû â ýòîì ðàñ÷åòå áèëèíåéíûå ôîðìû
B(ϕm, ϕn) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì êîìïîçèòíîãî ñîñòàâà ÿ÷ååê, íî ýòî íå ïðè-
âîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óëó÷øåíèþ.

17



x

u

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1

1.25

1.5

1.75

2

Ðèñ.7. Ñåòêà 4õ4õ4, íåñîãëàñîâàííàÿ ñ ðàçðûâàìè.
Ïîêàçàíû ïðîôèëè ïî îñè x òî÷íîãî ðåøåíèÿ (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è

ÌKÝ � ðåøåíèÿ (æèðíàÿ ëèíèÿ).

Îñíàñòèì òåïåðü êàæäóþ êîìïîçèòíóþ ÿ÷åéêó ñóïåðýëåìåíòíûì áàçèñîì.
Ðàññìîòðèì ñåòêó 10õ10õ10, íåñîãëàñîâàííóþ ñ ðàçðûâàìè. ×àñòü ÿ÷ååê ýòîé
ñåòêè (ïîëîâèíà) � îäíîðîäíûå è â íèõ ìû èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûé ÌÊÝ�
áàçèñ. Â íåîäíîðîäíûõ ïî ñîñòàâó ÿ÷åéêàõ ñòðîèì ÑÝ�áàçèñ. Åñëè ñòðîèòü
ÑÝ�áàçèñ â ÿ÷åéêå, èñïîëüçóÿ ëèíåéíûé áàçèñ íà åå ãðàíÿõ, òî ðåçóëüòàòû
ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèìè ðàñ÷åòàìè óëó÷øàþòñÿ, íî íå â äîñòàòî÷íîé
ñòåïåíè. Êàê îòìå÷åíî â ï. 3.1, íà ãðàíÿõ êîìïîçèòíîé ÿ÷åéêè ñëåäóåò ñòðî-
èòü ñïåöèàëüíûé áàçèñ. Ïîñòðîèì òàêîé áàçèñ (ñì. Ðèñ.2b), èñïîëüçóÿ òî÷íûå
ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è. Òîãäà ÌÊÑÝ ïðèâîäèò ê ôèçè÷åñêîìó ïðàâèëü-
íîìó ïðîôèëþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ: âî âñåõ óçëàõ ñåòêè ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì è áîëåå òîãî, ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîãî áàçèñà
ðåøåíèå òî÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ âíóòðè êàæäîé ÿ÷åéêè (Ðèñ. 8). Îòìåòèì,
÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÑÝ�áàçèñà (ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (3.5), (3.6)) âíóòðè
ÿ÷åéêè ñòðîèëàñü âíóòðåííÿÿ ëîêàëüíàÿ ñåòêà 4õ4õ4, àäàïòèðîâàííàÿ ê ðàç-
ðûâó êîýôôèöèåíòà ε, ò.å. îáúåì âû÷èñëåíèé äëÿ ðàñ÷åòà ñóïåðýëåìåíòíîãî
áàçèñà áûë íå î÷åíü áîëüøèì. Íà Ðèñ. 8 ïîêàçàíû: òî÷íîå ðåøåíèå; ñòàí-
äàðòíîå ñóïåðýëåìåíòíîå ðåøåíèå (íà ãðàíÿõ êîìïîçèòíîé ÿ÷åéêè ñòðîèòñÿ
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ñòàíäàðòíûé ëèíåéíûé áàçèñ); ìîäèôèöèðîâàííîå ñóïåðýëåìåíòíîå ðåøåíèå
(íà ãðàíÿõ êîìïîçèòíûõ ÿ÷ååê ñòðîèòñÿ "òî÷íûé"áàçèñ) � ýòî ðåøåíèå ñîâ-
ïàäàåò ñ èñêîìîé ôóíêöèåé (â äàííîé çàäà÷å îíà èçâåñòíà) â óçëàõ ñåòêè è
ëþáûõ äðóãèõ òî÷êàõ îáëàñòè.
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Ðèñ.8. Òî÷íîå ðåøåíèå � æèðíàÿ ëèíèÿ, ñòàíäàðòíîå ñóïåðýëåìåíòíîå
ðåøåíèå � òîíêàÿ ëèíèÿ; ìîäèôèöèðîâàííîå ñóïåðýëåìåíòíîå ðåøåíèå �

ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì è îòìå÷åíî â óçëàõ ÿ÷ååê ñèìâîëîì •

Â ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ðàñ÷åòàõ ðàçìåð òåïëîèçîëÿöèîííîé ïëàñòèíû
î÷åíü ìàë, è ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî àäàïòàöèÿ ñåòêè ê òàêèì ñëîèñòûì ñðåäàì
íåîñóùåñòâèìà � ïðèâîäèò ê ñèëüíîìó ðîñòó ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû äèñêðåò-
íûõ óðàâíåíèé, óâåëè÷åíèþ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè.

Áûëè ïðîâåäåíû è äðóãèå ìîäåëüíûå ðàñ÷åòû. Îíè ïîäòâåðæäàþò ïðàâèëü-
íîñòü âûáðàííîãî ïîäõîäà. Ìû îãðàíè÷èëèñü â ýòîé ðàáîòå äåìîíñòðàöèåé
ìåòîäà íà ñàìîì ïðîñòîì ïðèìåðå, è íå ïðåäñòàâèëè ðåçóëüòàòîâ èçó÷åíèÿ àï-
ïðîêñèìàöèè êðàåâûõ óñëîâèé íà êðèâîëèíåéíûõ ãðàíèöàõ îáëàñòè, òàê êàê
ýòî ñòîðîíà ïðîáëåìû ïðÿìî íå ñâÿçàíà ñ ÌÊÑÝ è òðåáóåò îòðàáîòêè ãåî-
ìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êðèâîëèíåéíûõ ãðàíèö. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ
ðàçâèòèå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû â ñòîðîíó óíèâåðñàëèçàöèè îïèñàíèÿ ãåî-
ìåòðèè ñëîæíûõ îáúåêòîâ è ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ çàäà÷,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.
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5 Çàêëþ÷åíèå
Ðàçðàáîòàíà è íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ïðîâåðåíà ñõåìà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ
ðàñ÷åòîâ ìíîãîìàñøòàáíûõ ïðîöåññîâ â ñëîèñòûõ ñðåäàõ, êîãäà ôèçè÷åñêèå
ñâîéñòâà ñóùåñòâåííî ìåíÿþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè. Â îäíîðîäíûõ ïî ñîñòà-
âó ÿ÷åéêàõ ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñè-
ìàöèÿ, â êîìïîçèòíûõ ÿ÷åéêàõ � ñïåöèàëüíàÿ ñóïåðýëåìåíòíàÿ ñõåìà. Ââå-
äåíèå â òàêèõ ÿ÷åéêàõ ëîêàëüíîé ñåòêè íå ïðèâîäèò ê ðîñòó ðàçìåðíîñòè
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè,
îïðåäåëåííîé íà îñíîâíîé ñåòêå. Óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò íà íà-
õîæäåíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ëèíåéíîé ñèñòåìû íå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì
äëÿ ñîçäàíèÿ ýôôåêòèâíîé ïðîãðàììû äëÿ ïàðàëëåëüíîãî êîìïüþòåðà. Ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîãðàììà íàïèñàíà íà Ñ++ è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà êàê
îñíîâà ïðèêëàäíîé ïðîãðàììû.

Ïðèâåäåííûé âàðèàíò ìåòîäà êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ ìîæåò áûòü ðåàëè-
çîâàí äëÿ ñåòîê ñ ÿ÷åéêàìè ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé è ñèñòåì áîëåå îáùåãî âèäà.
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