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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Â ðàáîòå ïðîàíàëèçèðîâàíû îñíîâíûå ïðîáëåìû ìîäåëèðîâàíèÿ òð¼õìåð-
íûõ ôîòîííûõ êðèñòàëëîâ è ðàññìîòðåíû ñïîñîáû èõ ðåøåíèÿ. Â êà÷åñòâå
îñíîâíîãî àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ áûë ðåàëèçîâàí è îïòè-
ìèçèðîâàí ëîêàëüíî-ðåêóðñèâíûé íåëîêàëüíî-àñèíõðîííûé (LRnLA) ìåòîä
äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ ïîãëî-
ùàþùèõ óñëîâèé PML (Perfectly Matched Layer). Ïîêàçàíà âûñîêàÿ ýôôåê-
òèâíîñòü äàííîãî àëãîðèòìà. Ïðèâåäåí ïðèìåð ðàñ÷åòà, èëëþñòðèðóþùèé
ðàçëè÷íóþ ñòåïåíü ïðîõîæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ÷åðåç òð¼õìåðíûé
ôîòîííûé êðèñòàëë.
Ñòð. 20, ðèñ. 5, áèáë. 10 íàçâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà, ìåòîä FDTD, ëîêàëüíî-ðåêóðñèâíûé

íåëîêàëüíî-àñèíõðîííûé àëãîðèòì, ïîãëîùàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, PML,
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû.

A.V. Zakirov, V.D. Levchenko
The e�ective algorithm for 3D modeling of electromagnetic waves' propagation
through photonic crystals.

ABSTRACT

In this work the main problems of 3D photonic crystal modeling have been
analysed and the ways for solving them have been considered. As main algo-
rithm of computational modeling local-recursive nonlocal-anisochronous (LRn-
LA) method for Maxwell equations have been realised and optimized using
spetial absorbing conditions PML (Perfectly Matched Layer). The high e�ec-
tiveness of this algorithm have been shown. An example of computation have
given, di�erent degree of electromagnetic waves' passing through photonic crys-
tal heve been illustrated.
Keywords: Maxwell equations, Finite-di�erence time-domain method, Local-

recursive nonlocal-anisochronous algorithm, absorbing boundary conditions, Perfectly
matched layer, e�ective algorithms.
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1 Ââåäåíèå

Ôîòîííûìè êðèñòàëëàìè ïðèíÿòî íàçûâàòü òàêèå îïòè÷åñêèå ñòðóêòóðû,
â êîòîðûõ ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ïåðèîäåñêè ìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå.
Ïðè ïîïàäàíèè ñâåòà íà òàêóþ ñòðóêòóðó ìîæåò ïðîèñõîäèòü åãî ïîëíîå
îòðàæåíèå, ëèáî ïîãëîùåíèå, â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ñâåòà. Äëèíà âîëíû
ñâåòà â ýòîì ñëó÷àå äîëæíà áûòü ñîèçìåðèìà ñ ïåðèîäîì èçìåíåíèÿ ïîêà-
çàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â ôîòîííîì êðèñòàëëå. Äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â
ôîòîííîì êðèñòàëëå ìîæóò ñóùåñòâîâàòü ðàçðåøåííûå è çàïðåùåííûå çîíû
ñïåêòðà, àíàëîãè÷íî ðàçðåøåííûì è çàïðåùåííûì çîíàì äëÿ ýëåêòðîíîâ â
ïîëóïðîâîäíèêàõ. Íà îñíîâå ýòèõ ñâîéñòâ ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôîòîííûõ êðè-
ñòàëëîâ êîíñòðóèðîâàòü ðàçëè÷íûå ôèëüòðû, âîëíîâîäû è ò.ä. [1]
Íà êîíêðåòíûé âèä ôîòîííîé çîííîé ñòðóêòóðû è åå ñâîéñòâà âëèÿþò

ðàçëè÷íûå ïàðàìåòðû ôîòîííîãî êðèñòàëëà. Àíàëèòè÷åñêîå èõ èññëåäîâà-
íèå âîçìîæíî òîëüêî â î÷åíü ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ [2]. Äëÿ ñëîæíûõ ñòðóêòóð
èññëåäîâàíèå âîçìîæíî òîëüêî ñ èïñîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ôîòîííûõ êðèñòàëëàõ. Íî
è çäåñü âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
îáðàáàòûâàåìîé èíôîðìàöèè. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
ñåòêè ñ áîëüøèì ÷èñëîì óçëîâ. Âî-ïåðâûõ ñåòêà äîëæíà áûòü òð¼õìåðíîé.
Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òð¼õìåðíûé ôîòîííûé êðèñòàëë, ò.å. òà-
êîé êðèñòàëë, â êîòîðîì ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ìåíÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêè
ïî âñåì òð¼ì íàïðàâëåíèÿì. Ýòîò òèï ôîòîííûõ êðèñòàëëîâ íàèáîëåå èíòå-
ðåñåí ïîòîìó, ÷òî çàïðåùåííûå çîíû â íåì ñóùåñòâóþò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
íàïðàâëåíèÿ âîëíîâîãî âåêòîðà, â îòëè÷èå îò îäíî- è äâóìåðíûõ ôîòîííûõ
êðèñòàëëîâ, â êîòîðûõ ñâåò ìîæåò íå ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ òîëüêî â íàïðàâ-
ëåíèÿõ, âäîëü êîòîðûõ ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ [3].
Âî-âòîðûõ, ëåãêî ïîíÿòü,÷òî ðàçìåðû ñåòêè ïî îäíîé êîîðäèíàòå îïðåäå-
ëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëà ïåðèîäîâ èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ
ôîòîííîãî êðèñòàëëà íà êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè, ïðèõîäÿùååñÿ íà îäèí òà-
êîé ïåðèîä. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, äëèíà âîëíû ñâåòà äîëæíà áûòü
ïðèìåðíî ðàâíà ïåðèîäó ôîòîííîãî êðèñòàëëà. Ïîñêîëüêó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
òî÷íîñòè ôàçîâîé ñêîðîñòè âîëíîâîãî ïàêåòà â 1% íà îäíó äëèíó âîëíû ñâå-
òà íåîáõîäèìî ìèíèìóì 20 óçëîâ ñåòêè [4], à â ôîòîííîì êðèñòàëëå äîëæíî
áûòü íåñêîëüêî äåñÿòêîâ óçëîâ ñ èçìåíåííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, òî
ðàçìåðû ñåòêè ïî îäíîé êîîðäèíàòå äîëæíû áûòü ïîðÿäêà 103 óçëîâ. Êðî-
ìå ýòîãî íåîáõîäèìû åùå ñâîáîäíûå îáëàñòè âîêðóã êðèñòàëëà, â êîòîðûõ
çàäà¼òñÿ ïàäàþùàÿ âîëíà, èññëåäóåòñÿ è àíàëèçèðóåòñÿ îòðàæåííûé è ïðî-
øåäøèé ñâåò. Ðàçìåðû ýòèõ îáëàñòåé îïðåäåëÿþòñÿ óæå êîíêðåòíîé çàäà÷åé.
Â èòîãå ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ñåòêè îêàçûâàåòñÿ íå ìåíåå 109 − 1010 óçëîâ.
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Òàêèì îáðàçîì âèäíî, ÷òî ìîäåëèðîâàíèå ïîäîáíîé çàäà÷è òðåáîâàòåëüíî
ê ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû è ÿâëÿëàñü ðåàëèçàöèÿ
äàííîãî àëãîðèòìà íà îñíîâå ñóùåñòâóþùèõ äîñòèæåíèé â ýòîé îáëàñòè.

2 Ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû

2.1 FDTD-ìåòîä

Äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè â êà÷åñòâå ðàçíîñò-
íîé ñõåìû èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âî âðåìåííîé îáëàñòè
FDTD (Finite-Di�erence Time-Domain), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ïîïóëÿð-
íûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Ìåòîä FDTD ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé,
ïîçâîëÿþùåé ÿâíî âûðàçèòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì ñëîå ÷åðåç çíà÷åíèÿ íà òåêóùåì ñëîå. Ðàññìîòðèì
åãî ïîäðîáíî.
Çàïèøåì Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå â îòñóòñòâèå

òîêîâ è ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ:

rot(H) = ε
∂E

∂t
,

rot(E) = −µ
∂H

∂t
.

(1)

Èëè:

∂Ex

∂t
=

1

ε

(
∂Hz

∂y
−

∂Hy

∂z

)
,

∂Hx

∂t
= − 1

µ

(
∂Ez

∂y
−

∂Ey

∂z

)
, (2)

∂Ey

∂t
=

1

ε

(
∂Hx

∂z
− ∂Hz

∂x

)
,

∂Hy

∂t
= − 1

µ

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
, (3)

∂Ez

∂t
=

1

ε

(
∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y

)
,

∂Hz

∂t
= − 1

µ

(
∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y

)
. (4)

Îáåçðàçìåðèâàíèå ñêîðîñòè ïðîâîäèëîñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñêîðîñòü
ñâåòà áûëà ðàâíà 1. Ðàçìåðíîñòè îñòàëüíûõ âåëè÷èí âûáðàíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

[x] = d, [t] = 1/d,

[E] = E0, [H] = H0.

Çäåñü d - ïåðèîä ôîòîííîãî êðèñòàëëà, E0 è H0 - íà÷àëüíûå àìïëèòóäû,
ñîîòâåòñòâåííî, ýëåêòðè÷åñêèõ è ìàãíèòíèõ êîìïîíåíò âîëíû.
Ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ îáëàñòü V :

V = {(x, y, z) : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c}. Âñÿ ýòà ïðîñòðàíñòâåííàÿ è âðåìåí-
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íàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó ωs
h:

ωs
h = {xi = ihx, yj = jhy, zk = khz , ts = sτ ;

i = 0, 1, . . . , Nx, j = 0, 1, . . . , Ny, k = 0, 1, . . . , Nz , s = 0, 1, . . .}.

Çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè F â óçëå (xi, yj , zk) â ìîìåíò âðåìåíè ts îáîçíà-

÷èì êàê F s
i,j,k. Òî åñòü F s

i,j,k = F (ihx, jhy, khz , sτ). Êîíå÷íóþ ðàçíîñòü
F s

i,j,k−F s−1
i,j,k

τ

çàïèøåì êàê ∆tF
s
i,j,k. Àíàëîãè÷íî áóäåì ñ÷èòàòü ∆xF s

i,j,k =
F s

i,j,k−F s
i−1,j,k

hx
, ∆yF s

i,j,k =

F s
i,j,k−F s

i,j−1,k
hy

, ∆zF s
i,j,k =

F s
i,j,k−F s

i,j,k−1
hz

Ñóòü FDTD-ìåòîäà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðåø¼òêè Éåå (Yee lattice)[6].
Íèæå ïðèâîäèòñÿ èçîáðàæåíèå ýòîé ðåøåòêè äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Hz

Hx

Hy

Ez

Ey

Ex

(i, j, k) (i+1, j, k)

(i+1, j+1, k)

(i, j, k+1)

(i+1, j+1, k+1)(i, j+1, k+1)

(i+1, j, k+1)

Ðèñ. 1: Yee lattice

Ýòà ðåøåòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó ÿ÷åéêó ñåòêè, èñïîëüçóåìîé â ìå-
òîäå FDTD. Âñå êîìïîíåíòû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Ex, Ey, Ez , Hx, Hy, Hz

áåðóòñÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ. Êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E íàõîäÿòñÿ â
öåíòðàõ ãðàíåé, à êîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ H - ïîñåðåäèíå ðåáåð. Â
äðóãîé âàðèàöèè FDTD-ìåòîäà, íàîáîðîò, êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
áåðóòñÿ â öåíòðàõ ãðàíåé, à ìàãíèòíîãî - â ñåðåäèíàõ ðåáåð. Òàêîå îïðåäå-
ëåíèå âïîëíå âîçìîæíî ââèäó òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â íåêîòîðîì
ðîäå ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé. Êðî-
ìå ýòîãî, êîìïîíåíòû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìîìåíòû
âðåìåíè s− 0.5, à ìàãíèòíîãî H - â ìîìåíòû s.
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Çàïèøåì, èñïîëüçóÿ ñõåìàòè÷íóþ çàïèñü ðèñ. 1, ðàçíîñòíûé àíàëîã, íà-
ïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2), êîòîðûé áóäåò âûãëÿäåòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

∆t(Hx)s+1
i+0.5,j,k = −

∆y(Ez)s+0.5
i+0.5,j+0.5,k

µi+0.5,j,k
+

∆z(Ey)s+0.5
i+0.5,j,k+0.5

µi+0.5,j,k
, (5)

∆t(Ex)s+0.5
i,j+0.5,k+0.5 =

∆y(Hz)si,j+1,k+0.5
εi,j+0.5,k+0.5

−
∆z(Hy)si,j+0.5,k+1

εi,j+0.5,k+0.5
. (6)

Äëÿ îñòàëüíûõ óðàâíåíèé ñåðèè (2) - (4) ðàçíîñòíûå ôîðìóëû çàïèñûâàþòñÿ
àíàëîãè÷íî.
Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò âûðàçèòü ÿâíî çíà÷åíèÿ E è H íà ñëå-

äóþùåì âðåìåííîì ñëîå ÷åðåç èìåþùèåñÿ çíà÷åíèÿ íà òåêóùåì ñëîå. Ñíà-
÷àëà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ E íà ñëîå s + 0.5 ÷åðåç èìåþùèåñÿ çíà÷åíèÿ E

íà ñëîå s − 0.5 è çíà÷åíèÿ H íà ñëîå s. Çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ H íà
ñëîå s+1 ÷åðåç èìåþùèåñÿ çíà÷åíèÿ H íà ñëîå s è óæå âû÷èñëåíûå çíà÷åíèÿ
E íà ñëîå s + 0.5. Çàòåì àëãîðèòì ïîâòîðÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì ðàçíîñòíûé
àíàëîã óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ÿâíîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ òàê:

(Ex)s+0.5
i,j+0.5,k+0.5 = (Ex)s−0.5

i,j+0.5,k+0.5+

+
∆y(Hz)si,j+1,k+0.5

εi,j+0.5,k+0.5
τ −

∆z(Hy)si,j+0.5,k+1
εi,j+0.5,k+0.5

τ,
(7)

(Ey)s+0.5
i+0.5,j,k+0.5 = (Ey)s−0.5

i+0.5,j,k+0.5+

+
∆z(Hx)si+0.5,j,k+1

εi+0.5,j,k+0.5
τ −

∆x(Hz)si+1,j,k+0.5
εi+0.5,j,k+0.5

τ,
(8)

(Ez)s+0.5
i+0.5,j+0.5,k = (Ez)s−0.5

i+0.5,j+0.5,k+

+
∆x(Hy)si+1,j+0.5,k

εi+0.5,j+0.5,k
τ −

∆y(Hx)si+0.5,j+1,k

εi+0.5,j+0.5,k
τ,

(9)

(Hx)s+1
i+0.5,j,k = (Hx)si+0.5,j,k−

−
∆y(Ez)s+0.5

i+0.5,j+0.5,k

µi+0.5,j,k
τ +

∆z(Ey)s+0.5
i+0.5,j,k+0.5

µi+0.5,j,k
τ,

(10)

(Hy)s+1
i,j+0.5,k = (Hy)si,j+0.5,k−

−
∆z(Ex)s+0.5

i,j+0.5,k+0.5
µi,j+0.5,k

τ +
∆x(Ez)s+0.5

i+0.5,j+0.5,k

µi,j+0.5,k
τ,

(11)
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(Hz)s+1
i,j,k+0.5 = (Hz)si,j,k+0.5−

−
∆x(Ey)s+0.5

i+0.5,j,k+0.5
µi,j,k+0.5

τ +
∆y(Ex)s+0.5

i,j+0.5,k+0.5
µi,j,k+0.5

τ.
(12)

Òàêàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè è
ïðîñòðàíñòâó.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (5). Â íåì ∆t(Hx)s+1

i+0.5,j,k àïïðîêñèìèðóåò ïðîèç-

âîäíóþ
∂Hx

∂t
â òî÷êå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåé óçëó

ñåòêè (i+0.5, j, k, s+0.5) ñ òî÷íîñòüþ O(τ2). Òàêæå ìîæíî íàïèñàòü ðàâåíñòâà:(
1

µ

∂Ez

∂y

)
=

∆y(Ez)s+0.5
i+0.5,j+0.5,k

µi+0.5,j,k
+ O(h2

y), (13)

(
1

µ

∂Ey

∂z

)
=

∆z(Ey)s+0.5
i+0.5,j,k+0.5

µi+0.5,j,k
+ O(h2

z). (14)

Çäåñü ïðîèçâîäíûå
(

1

µ

∂Ez

∂y

)
è

(
1

µ

∂Ey

∂z

)
áåðóòñÿ â òî÷êå

(
(i + 0.5)hx, jhy,

khz , (s + 0.5)τ
)
. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (7) àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå

∂Hx

∂t
= − 1

µ

(
∂Ez

∂y
−

∂Ey

∂z

)
ñ òî÷íîñòüþ O(τ2 + h2

y + h2
z) â òî÷êå

((i + 0.5)hx, jhy, khz , (s + 0.5)τ). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ ÷òî óðàâ-
íåíèÿ (8) - (12) òàêæå àïïðîêñèìèðóþò óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ òî÷íîñòüþ
O(τ2 + h2

x + h2
y + h2

z) â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííàÿ
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà (7) - (12) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè
è ïðîñòðàíñòâó è ñõîäèòñÿ ïðè óñëîâèè:

cτ

√
1

h2
x

+
1

h2
y

+
1

h2
z
≤ 1. (15)

2.2 Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè îòêðûòûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ðåøàåòñÿ
âîëíîâîå óðàâíåíèå, âñòàåò çàäà÷à ïîñòàíîâêè ïðàâèëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé. Ââèäó òîãî, ÷òî ðåøåíèå ñòðîèòñÿ íà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, íåîáõîäèìî
çàäàâàòü ñïåöèàëüíûå óñëîâèÿ äëÿ E è H íà ãðàíèöå ýòîé îáëàñòè äëÿ òîãî,
÷òîáû ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü ðåøåíèå â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âèäû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ñàìûìè ïðî-
ñòûìè â ïëàíå ðåàëèçàöèè â íàïèñàííîé ïðîãðàììå. Êàê ÿñíî èç íàçâàíèÿ,
ñìûñë ýòèõ óñëîâèé â òîì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè êàêîãî-ëèáî íåîáõîäèìîãî
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çíà÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòííîãî ïîëÿ çà ãðàíèöåé (ò. å. îíî íàõîäèòñÿ óæå çà
ïðåäåëàìè ñ÷åòíîé îáëàñòè), áåðåòñÿ çíà÷åíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîé ãðàíèöå.
Òàêèì îáðàçîì ïðîñòî "ñøèâàþòñÿ"äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíèöû è ïîëó-
÷àåòñÿ, ÷òî âîëíà, ïàäàþùàÿ íà ãðàíèöó, ïîÿâëÿåòñÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé
ñòîðîíû.

Îòðàæàþùèå óñëîâèÿ Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñòðîÿòñÿ íà èçâåñòíîì
èç ôèçèêè ìåòîäå îòðàæåíèé. Ñîñòîÿò îíè â òîì, ÷òî íåèçâåñòíûå çíà÷å-
íèÿ E è H çà ïðåäåëàìè ãðàíèö ïîëàãàþòñÿ ðàâíûì èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò ïåðåä ãðàíèöåé. Òàêèì ñïîñîáîì ìîäåëèðóåòñÿ
îáû÷íîå îòðàæåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îò ãðàíèöû.

Óñëîâèÿ ïîãëîùåíèÿ Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ïåðèîäè÷åñêèõ è îòðàæàþ-
ùèõ óñëîâèé â òîì, ÷òî âîëíû, ïîïàäàþùèå íà ãðàíèöó â èòîãå íå óõîäÿò
èç îáëàñòè. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî èñïîëüçîâàòü ýòè óñëîâèÿ íå ðàöèî-
íàëüíî, åñëè íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â
îãðàíè÷åííûõ ñèñòåìàõ ñïóñòÿ áîëüøèå ìîìåíòû âðåìåíè.

Óñëîâèÿ ABC Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòûå óñëîâèÿ ïîãëîùåíèÿ ABC
(Absorbtion Boundary Conditions). Ñðåäè íèõ ñàìûå ðàñïðîñòðàíåííûå - ýòî
óñëîâèÿ ïîãëîùåíèÿ Ìóðà. Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ â ýòèõ óñëîâèÿõ êàê
ïðàâèëî íå áîëåå îäíîãî ïðîöåíòà ïðè ïàäåíèè âîëíû ïåðïåíäèêóëÿðíî, íî
ïðè ïàäåíèè ïîä áîëüøèì óãëîì îíè ñóùåñòâåííû è ìîãóò äîñòèãàòü 100%
ïðè êàñàòåëüíîì ïàäåíèè. Äëÿ ýòîãî ïðèõîäèòñÿ îòîäâèãàòü ãðàíèöó ñ÷åò-
íîé îáëàñòè äàëåêî îò îáúåêòà, ÷òî ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàåò ðàñ÷åòíóþ
îáëàñòü è óìåíüøàåò ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó ýòè óñëîâèÿ íå òàê âû-
ãîäíû, êàê óñëîâèÿ ïîãëîùåíèÿ PML (ñì. äàëåå). Âñå ïîãëîùàþùèå óñëî-
âèÿ ABC îñíîâàíû íà òîì, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ïðèãðàíè÷íîãî ïîëÿ îñíîâàíî
íå òîëüêî íà çíà÷åíèÿõ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, à òàêæå â ïðåäûäóùèå
ìîìåíòû.
Íèæå ïðèâåäåíû ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ABC äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ.
Óñëîâèÿ Ìóðà 1ãî ïîðÿäêà:

Es+1
i = Es

i−1 +
1−K

1 + K

(
Es

i − Es−1
i−1

)
, (16)

ãäå Es
i - çíà÷åíèå ïîëÿ â òî÷êå i íà ïðàâîé ãðàíèöå â ìîìåíò âðåìåíè s, K

- ÷èñëî Êóðàíòà, K = τc
h , τ - øàã ïî âðåìåíè, h - øàã ïî ïðîñòðàíñòâó, c -

ñêîðîñòü ñâåòà.
Óñëîâèÿ Ëèàî 3ãî ïîðÿäêà:

Es+1
i = Es−2

i−3 + 3
(
Es

i−1 − Es−1
i−2

)
. (17)
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Óñëîâèÿ RT (Retarded Time):

Es+1
i = Es−1

i−1 + 0.5
(
Es−1

i − Es−1
i−2

)
+

(
Es

i−1 − Es−2
i−1

)
. (18)

Óñëîâèÿ PML Óñëîâèÿ PML(Perfectly Matched Layer, èäåàëüíî ñîãëàñî-
âàííûé ñëîé) äëÿ òð¼õìåðíîãî ñëó÷àÿ áûëè âïåðâûå îïèñàíû â [7]. Îñíîâíîå
äîñòîèíñòâî PML-ìåòîäà ïåðåä óñëîâèÿìè ABC ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí îáëà-
äàåò î÷åíü ìàëåíüêèì êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ, êîòîðûé ïðàêòè÷åñêè íå
çàâèñèò îò óãëà ïàäåíèÿ. Ñóòü PML-ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ãðàíèöà ðàñ-
÷åòíîé îáëàñòè îêðóæàåòñÿ äîïîëíèòåëüíî åùå íåñêîëüêèìè ÿ÷åéêàìè, îá-
ðàçóÿ îáëàñòü, íàçûâàåìóþ PML-ñëîåì. Áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâàì
ýòîãî ñëîÿ, âîëíà, ïîïàäàÿ íà ãðàíèöó, ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîãëîùàåòñÿ
â í¼ì.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ PML-ìåòîäîì â PML-ñëîå êàæäàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðè-

÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàçäåëÿåòñÿ íà 2 ïîäêîìïîíåíòû:

Ex = Exy + Exz, Hx = Hxy + Hxz,

Ey = Eyz + Eyx, Hy = Hyz + Hyx, (19)
Ez = Ezx + Ezy, Hz = Hzx + Hzy.

Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà çàìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèìè 12þ óðàâíåíèÿìè:

µ
∂Hxy

∂t
+ σyHxy = −∂Ez

∂y
, ε

∂Exy

∂t
+ σ∗yExy =

∂Hz

∂y
,

µ
∂Hxz

∂t
+ σzHxz =

∂Ey

∂z
, ε

∂Exz

∂t
+ σ∗zExz = −

∂Hy

∂z
,

µ
∂Hyz

∂t
+ σzHyz = −∂Ex

∂z
, ε

∂Eyz

∂t
+ σ∗zEyz =

∂Hx

∂z
, (20)

µ
∂Hyx

∂t
+ σxHyx =

∂Ez

∂x
, ε

∂Eyx

∂t
+ σ∗xEyx = −∂Hz

∂x
,

µ
∂Hzx

∂t
+ σxHzx = −

∂Ey

∂x
, ε

∂Ezx

∂t
+ σ∗xEzx =

∂Hy

∂x
,

µ
∂Hzy

∂t
+ σyHzy =

∂Ex

∂y
, ε

∂Ezy

∂t
+ σ∗yEzy = −∂Hx

∂y
.

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ σ èìååò ñìûñë ïàðàìåòðà çàòóõàíèÿ. Ýòîò ïàðàìåòð íå
çàâèñèò îò âðåìåíè. Åñëè âñå çíà÷åíèÿ σ ðàâíû íóëþ, òî ýòè óðàâíåíèÿ
ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ (2) - (4). Êàê ïîêàçàíî â [7] àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
ýòèõ óðàâíåíèé èìååò âèä:

Ψ = Ψ0eiω(t−(x cos ηx+y cos ηy+z cos ηz)/c)×

× e−(σx cos ηx/εc)xe−(σy cos ηy/εc)ye−(σz cos ηz/εc)z .
(21)

Çäåñü Ψ - ýòî êàêàÿ-ëèáî èç 12òè êîïîíåíò H ëèáî E, ω - ÷àñòîòà, ηx, ηy, ηz

- óãëû ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû è ñîîòâåòñòâóþùèìè
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êîîðäèíàòàíûìè îñÿìè. c = (εµ)−1/2 - ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Êàê
âèäíî èç (21), â PML-ñëîå èçìåíÿåòñÿ òîëüêî àìïëèòóäà âîëíû, ïðè÷åì ýêñ-
ïîòåíöèàëüíî ïî ìåðå ïðîíèêíîâåíèÿ â ñëîé, çà ÷òî îòâå÷àþò ïîñëåäíèå òðè
ìíîæèòåëÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè PML-ñëîÿ âîëíà äîëæíà ïîñòåïåííî
çàòóõàòü.
Ðàññìîòðèì äâà PML-ñëîÿ, ãðàíèöà ìåæäó êîòîðûìè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêî-

ñòüþ. Òîãäà ïðè ïàäåíèè âîëíû èç îäíîãî ñëîÿ â äðóãîé, ÷àñòü âîëíû ìîæåò
îòðàçèòüñÿ îò ýòîé ãðàíèöû. Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ çà-
âèñèò îò ïàðàìåòðîâ σ ýòèõ äâóõ ñëî¼â. Â ÷àñòíîñòè ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå
ïàðàìåòðû σ, ÷òî êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ áóäåò ðàâåí 0 äëÿ ëþáîãî òèïà
ïàäàþùåé âîëíû, íåçàâèñèìî îò óãëà ïàäåíèÿ è ÷àñòîòû. Íàïðèìåð, åñëè
îñè íàïðàâèòü òàê, ÷òîáû îñü X ðàñïîëàãàëàñü ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå
PML-ñëî¼â, òî îòðàæåíèÿ íå áóäåò â òîì ñëó÷àå, åñëè σy, σ∗y, σz, σ∗z áóäóò
ðàâíû â îáîèõ ñëîÿõ, à σx è σ∗x áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

σ∗x =
ε

µ
σx. (22)

Ïîñêîëüêó âàêóóì, ëèáî ðåàëüíàÿ ñðåäà ñ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé ïðî-
íèöàåìîñòüþ ε è µ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì PML-ñëîÿ, â êîòîðîì âñå
ïàðàìåòðû çàòóõàíèÿ ðàíû 0, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèçâîëüíàÿ âîëíà íå
îòðàæàëàñü ïðè ïàäåíèè èç âàêóóìà, ëèáî êàêîé-ëèáî ñðåäû, íà PML-ñëîé,
ãðàíèöà êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñè X,
íåîáõîäèìî, ÷òîáû â ýòîì PML-ñëîå σy, σ∗y, σz, σ∗z áûëè ðàâíû 0, à äëÿ σx è σ∗x
âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå (22). Àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå, åñëè ãðàíèöà ìåæäó
PML-ñëîåì è îáû÷íîé ñðåäîé ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè Y, äëÿ îòñóòñòâèÿ îò-
ðàæåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû σx = σ∗x = σz = σ∗z = 0 è σ∗y = ε

µσy, è, åñëè ãðàíèöà
ïåðïåíäèêóëÿðíà Z, òî σx = σ∗x = σy = σ∗y = 0 è σ∗z = ε

µσz.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëíîãî ïîãëîùåíèÿ âîëíû íà ãðàíè-

öàõ, íåîáõîäèìî çà ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíèöàìè äîïîëíèòü îñíîâíóþ ñ÷åò-
íóþ îáëàñòü PML-ñëîåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè, äëÿ óñòðàíåíèÿ
îòðàæåíèÿ. Íà ãðàíÿõ è óãëàõ ñ÷åòíîé îáëàòè òàêæå ñîçäàþòñÿ PML-ñëîè,
ñ ïàðàìåòðàìè, ïîêàçàííûìè íà ðèñ. (2).
Äëÿ íåïðåðûâíûõ óðàâíåíèé (20) êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, ïðè ïðà-

âèëüíî ïîäîáðàííûõ ïàðàìåòðàõ, îòðàæåíèå áóäåò îòñóòñòâîâàòü. Ïðè ÷èñ-
ëåííûõ æå ðàñ÷åòàõ èç-çà äèñêðåòèçàöèè PML-óðàâíåíèé ïðîèñõîäèò íåáîëü-
øîå îòðàæåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óìåíüøèòü ýòî îòðàæåíèå, ìîæíî óâåëè-
÷èâàòü ïàðàìåòð σ îò ìàëûõ çíà÷åíèé â îáëàñòè PML-ñëîÿ, áëèæàéøåé ê
îñíîâíîé ñ÷åòíîé îáëàñòè, äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò
íåå. Òî åñòü ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, íàïðèìåð σz è σ∗z çàâèñÿò îò êîîðäèíàòû z.
Ïðè òàêîé çàâèñèìîñòè σ ìîæíî ïîäñ÷èòàòü êîýôôèöèåíò îòðàæåíèåÿ âîë-
íû îò PML-ñëîÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè ïîñëå îñíîâíîé îáëàñòè è PML-ñëîÿ
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Ðèñ. 2: ×àñòü ãðàíèöû ñ÷åòíîé îáëàñòè, îêðóæåííàÿ PML-ñëîåì

ñòîèò îòðàæàþùàÿ ãðàíèöà. Ïðè òîëùèíå ñëîÿ δ ñ ïàðàìåòðîì çàòóõàíèÿ
σ(ρ), çàâèñÿùèì îò ðàññòîÿíèÿ ρ è óãëå ïàäåíèÿ âîëíû θ ýòîò êîýôôèöèåíò
èìååò âèä:

R(θ) = [R(0)]cos θ, (23)

R(0) = exp

[
− 2

ε0c

∫ δ

0
σ(ρ)dρ

]
. (24)

Ðàçíîñòíûé àíàëîã ìîäèôèöèðîâàííûõ äèôôåðåíöèàëëüíûõ óðàâ. (20)
çàïèøåì òîëüêî äëÿ ïåðâûõ äâóõ, äëÿ îñòàëüíûõ îíè çàïèñûâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî:

(Hxy)s+1
i+1

2 ,j,k
=

2µ
i+1

2 ,j,k
− τ(σy)

i+1
2 ,j,k

2µ
i+1

2 ,j,k
+ τ(σy)

i+1
2 ,j,k

 (Hxy)s
i+1

2 ,j,k
+

+

(Ez)
s+1

2
i+1

2 ,j+1
2 ,k

− (Ez)
s+1

2
i+1

2 ,j−1
2 ,k(

τ−1µ
i+1

2 ,j,k
+ 1

2(σy)
i+1

2 ,j,k

)
hy

,

(25)
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(Exy)
s+1

2
i,j+1

2 ,k+1
2

=

2ε
i,j+1

2 ,k+1
2
− τ(σ∗y)

i,j+1
2 ,k+1

2
2ε

i,j+1
2 ,k+1

2
+ τ(σ∗y)

i,j+1
2 ,k+1

2

 (Exy)
s−1

2
i,j+1

2 ,k+1
2
−

−
(Hz)s

i,j+1,k 1
2
− (Hz)s

i,j,k+1
2(

τ−1ε
i,j+1

2 ,k+1
2

+ 1
2(σ∗y)

i,j+1
2 ,k+1

2

)
hy

.

(26)

Êîíêðåòíûé âèä çàâèñèìîñòè σ îò êîîðäèíàòû âíóòðè PML-ñëîÿ áûâàåò
ðàçëè÷íûì. Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â îáùåì ñëó÷àå σ ðàñòåò ïî ìåðå óäàëå-
íèÿ îò öåíòðà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà÷èíàÿ ñ íóëÿ â òîì ìåñòå, ãäå íà÷èíàåòñÿ
PML-ñëîé. Ðîñò σ áûâàåò êàê ïðàâèëî ëîãàðèôìè÷åñêèì, ïàðàáîëè÷åñêèì,
ñòåïåííûì è òä. Â ïðîãðàììå ïðèìåíÿëñÿ ïàðàáîëè÷åñêèé âèä. Â ñàìîì
êîíöå PML-ñëîÿ, òàì, ãäå âîëíà óæå äîëæíà ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ èñ÷åç-
íóòü, ñòàâèëèñü îòðàæàþùèå óñëîâèÿ, õîòÿ ââèäó òîãî, ÷òî çíà÷åíèÿ E è H

íà ýòèõ ãðàíèöàõ ïðàêòè÷åñêè ðàíû 0, âèä ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òàì óæå íå
âàæåí.

2.3 Àëãîðèòì LRnLA äëÿ îáõîäà ÿ÷ååê

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðû ñ÷åòíîé îáëàñòè NxxNyxNz ÿ÷ååê. Ñ÷åòíóþ
îáëàñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà FDTD ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äâó-
ìåðíîãî êëåòî÷íîãî àâòîìàòà ñ ÷åòûðüìÿ òèïàìè ÿ÷ååê. Ïîëîæèì, äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè, ÷òî ýòîò êëåòî÷íûé àâòîìàò ðàñïîëîæåí â ïëîñêîñòè YZ. Åñëè
â ýòîì ñëó÷àå ñïðîåêòèðîâàòü âñþ ñ÷åòíóþ îáëàñòü, ñîñòîÿþùóþ èñêëþ÷è-
òåëüíî èç ÿ÷ååê Éåå, âäîëü îñè X, òî êàæäàÿ êëåòêà áóäåò ñîäåðæàòü â ñåáå
îäèí, ëèáî 2 ìàññèâà çíà÷åíèé. Êîíêðåòíî áóäåò 4 âèäà êëåòîê(Mesh, SideY,
SideZ, Cell):

1. Ìàññèâ ðàçìåðà Nx èç çíà÷åíèé Hx � òèï Mesh.

2. Ìàññèâ ðàçìåðà Nx èç çíà÷åíèé Ey è ìàññèâ ðàçìåðà Nx + 1 èç çíà÷åíèé
Hz � òèï SideY.

3. Ìàññèâ ðàçìåðà Nx èç çíà÷åíèé Ez è ìàññèâ ðàçìåðà Nx + 1 èç çíà÷åíèé
Hy � òèï SideZ.

4. Ìàññèâ ðàçìåðà Nx + 1 èç çíà÷åíèé Ex � òèï Cell.

Ïîëó÷åííûé òàêèì ïóòåì êëåòî÷íûé àâòîìàò îáëàäàåò ñâîéñòâîì ëîêàëü-
íîñòè, ïîñêîëüêó äëÿ ïåðåõîäà íà ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè ëþáîé êëåòêå
íåîáõîäèìû äàííûå íå áîëåå ÷åì ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ êëåòîê. Â öåëîì, çà èñ-
êëþ÷åíèåì ãðàíè÷íûõ êëåòîê, ýòîò àâòîìàò áóäåò îäíîðîäíûì è ðîñò ïî
âðåìåíè ó îäíîãî òèïà êëåòîê ïðîèñõîäèò îäèíàêîâî. Ýòè ñâîéñòâà ïîçâî-
ëÿþò èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì LRnLA (Ëîêàëüíî-Ðåêóðñèâíûé Íåëîêàëüíî-
Àñèíõðîííûé ìåòîä)[9] äëÿ ïîëó÷åííîãî äâóìåðíîãî êëåòî÷íîãî àâòîìàòà,
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òî åñòü äëÿ äâóìåðíîé äåêîìïîçèöèè ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìîòðèì ýòîò àëãî-
ðèòì äëÿ îäíîìåðíîé äåêîìïîçèöèè. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàíóòñÿ ëèøü 2 òèïà
êëåòîê - Mesh (M) è Cell (C). Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåí ãðàô çàâèñèìîñòåé â ýòîì
ñëó÷àå.

Ðèñ. 3: Ðåêóðñèâíûé îáõîä ãðàôà çàâèñèìîñòåé

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà LRnLA ðîñò ïî âðåìåíè ïðîèñõîäèò ðå-
êóðñèâíî â íåñêîëüêî óðîâíåé êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ñàìûé ìàëåíüêèé
óðîâåíü - ýòî ïðîñòîå ýëåìåíòàðíîå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé â êëåòêàõ Ì, ëè-
áî C, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìû çíà÷åíèÿ òîëüêî ñîñåäíèõ 2õ êëåòîê è îä-
íîãî çíà÷åíèÿ ñàìîé êëåòêè â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Íà ðèñóíêå
ýòà îïåðàöèÿ îáîçíà÷åíà â âèäå ìàëåíüêîãî êðóæî÷êà. Ñëåäóþùèé óðîâåíü
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ îáúåäèíåíèå 4õ ñîñåäíèõ ýòàïîâ ðîñòà êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå. Îí îáîçíà÷åí êàê C2 èëè M2. È òàê äàëåå àíàëîãè÷íî. Íà ðèñóíêå
èçîáðàæåíî 4 òàêèõ ýòàïà. Ïîñêîëüêó êàæäûé óðîâåíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óâåëè÷åííóþ êîïèþ ïðåäûäóùåãî,òî âåñü ðîñò ïî âðåìåíè çà íåñêîëüêî øà-
ãîâ ïî âðåìåíè ìîæíî âûïîëíÿòü ðåêóðñèâíî. Äëÿ äâóìåðíîãî êëåòî÷íîãî
àâòîìàòà àëãîðèòì ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ãðàô çàâè-
ñèìîñòè ïðèíöèïèàëüíî íå îòëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîãî. Òàêîé îáõîä ãðàôà
çàâèñèìîñòåé ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ áîëüøîé ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììû. Îá-
õîä æå ÿ÷ååê ïî îñè X ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíî, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ
ñ âåêòîðèçàöèåé, î êîòîðîì áóäåò ñêàçàíî íèæå.
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Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé PML ïîòðåáîâàëîñü íåáîëüøîå
ðàñøèðåíèÿ ìåòîäà äëÿ ãðàíèö ñ÷åòíîé îáëàñòè, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ñîçäà-
íèè ñïåöèàëüíîãî êëàññà äëÿ äîñòóïà ê äàííûì çà ïðåäåëàìè îñíîâíîé îá-
ëàñòè. Äàííûå â îáëàñòè PML-ñëîÿ õðàíÿòñÿ â âèäå ìàññèâîâ êëàññîâ òàêèõ
æå òèïîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ â îñíîâíîé îáëàñòè,
ò.å. â âèäå ìàññèâîâ êëàññîâ Mesh, SideY, SideZ è Cell. Â ïðîãðàììå äëÿ
äîñòóïà ê ñîñåäíèì êëàññàì Mesh, SideY, SideZ è Cell èñïîëüçóåòñÿ êëàññ
ñ óêàçàòåëÿìè íà íèõ. Íà ãðàíèöàõ æå ïîìèìî íåãî ñóùåñòâóåò åùå îäèí
ñïåöèàëüíî ñîçäàííûé êëàññ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòóï
ê äàííûì â PML-ñëîå.

2.4 Îïòèìèçàöèÿ

Èíäåêñàöèÿ çíà÷åíèé Â êàæäîé ÿ÷åéêå íåîáõîäèìî õðàíèòü 6 ÷èñåë,
îïèñûâàþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå (Ex, Ey, Ez, Hx, Hy, Hz) è ìèíèìóì
2 ÷èñëà, îïèñûâàþùèõ ñðåäó (σ è ε). Ò.å. îäíà ÿ÷åêà çàíèìàåò 32, ëèáî 64
áàéòà â çàâèñèìîñòè îò òèïà èñïîëüçóåìûõ äàííûõ. Äëÿ îáëàñòè æå PML-
ñëîÿ êîë-âî äàííûõ â îäíîé ÿ÷åéêå ñòàíîâèòñÿ åùå áîëüøå èç-çà ðàçáèåíèÿ
êîìïîíåíò âåêòîðîâ E è H íà 2 ÷àñòè è ïîÿâëåíèÿ ïàðàìåòðà σ. Ïîñêîëü-
êó â ïðîãðàììå èñïîëüçóåòñÿ òàêîå áîëüøîå êîëè÷åñòâî äàííûõ, íåîáõîäèìî
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè èõ ìèíèìèçèðîâàòü. Íåêîòîðûå ñòàòè÷åñêèå äàííûå,
íàïðèìåð, õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû (çíà÷åíèÿ äèýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé
ïðîíèöàåìîñòè) ìîãóò ïðèíèìàòü ëèøü íåáîëüøîé íàáîð çíà÷åíèé. Ó÷èòû-
âàÿ ýòî, ìîæíî óìåíüøèòü îáúåì íåîáõîäèìîé ïàìÿòè. Òî åñòü â êàæäîé
êîíêðåòíîé ÿ÷åêå õðàíèòñÿ íå íàáîð çíà÷åíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ñðåäó (íà-
ïðèìåð çíà÷åíèÿ σ è ε), à âñåãî ëèøü îäíî ÷èñëî-èíäåêñ ñðåäû (4 áàéòà
âìåñòî 2õ çíà÷åíèé ïî 4 èëè 8 áàéò â çàâèñèìîñòè îò òèïà äàííûõ äëÿ σ è
ε). Íàïðèìåð, äëÿ âàêóóìà ìîæíî èñïîëüçîâàòü èíäåêñ 0, à äëÿ íåîäíîðîä-
íîñòåé ôîòîííîãî êðèñòàëëà - èíäåêñ 1. Ñàìè æå çíà÷åíèÿ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèå ñðåäó, õðàíÿòüñÿ â îòäåëüíîì êëàññå Media. Ò. å. äëÿ ñðåäû ñ èíäåêñîì
0 - îäèí îáúåêò êëàññà Media, ñ èíäåêñîì 1 - äðóãîé, è ò. ä. Òàêîé ïîä-
õîä ïîçâîëÿåò òîëüêî óìåíüøèòü ÷èñëî õðàíèìûõ äàííûõ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
èñêëþ÷èòü ïîâòîðåíèå îäèíàêîâûõ îïåðàöèé, õðàíÿòüñÿ íå ñàìè çíà÷åíèÿ,
õàðàêòåðèçóþùèå ñðåäó, à íåêîòîðûé ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûé íàáîð êîýô-
ôèöèåíòîâ, êîòîðûå íóæíû ïðè ðàñ÷åòå. Òî åñòü, ê ïðèìåðó, óðàâíåíèå (25)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(Hxy)s+1
i+1

2 ,j,k
= k1(Hxy)s

i+1
2 ,j,k

+

+ k2

[
(Ez)

s+1
2

i+1
2 ,j+1

2 ,k
− (Ez)

s+1
2

i+1
2 ,j−1

2 ,k

]
,

(27)
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ãäå

k1 =

2µ
i+1

2 ,j,k
− τ(σy)

i+1
2 ,j,k

2µ
i+1

2 ,j,k
+ τ(σy)

i+1
2 ,j,k

,

k2 =

[(
τ−1µ

i+1
2 ,j,k

+
1

2
(σy)

i+1
2 ,j,k

)
hy

]−1

- êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâà è òèïà ñðåäû. Òîãäà
ìîæíî çàðàíåå âû÷èñëèòü k1 è k2, ñîõðàíèâ èõ â îòäåëüíîì êëàññå. Ñîîòâåò-
ñòâåííî óìåíüøèòñÿ ÷èñëî îïåðàöèé â îñíîâíîì ðàñ÷åòå.

Âåêòîðèçàöèÿ Äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ïðîãðàììû èñïîëüçóþòñÿ èíñòðóê-
öèè ïðîöåññîðîâ èç íàáîðà SSE[10], ïîçâîëÿþùèå ïðîèçâîäèòü âåêòîðèçàöèþ
äàííûõ è èñïîëüçîâàòü 128-áèòíûå ðåãèñòðû ïðîöåññîðà, ÷òî ñîîòâåòñòâåí-
íî óñêîðÿåò ðàñ÷åòû äî 2õ, ëèáî 4õ ðàç â çàâèñèìîñòè îò òèïà èñïîëüçóåìûõ
äàííûõ è âèäà ïðîöåññîðà. Äåëàåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èçíà÷àëüíî
íàáîð äàííûõ âäîëü îñè Õ õðàíèòñÿ â âèäå ìàññèâà çíà÷åíèé äëèíîé Nx.
Äëÿ âåêòîðèçàöèè ýòîò ìàññèâ äåëèòñÿ íà 4 ðàâíûå ÷àñòè. Çàòåì ýëåìåíû i,

i+
Nx

4
, i+

Nx

2
è i+

3Nx

4
îáúåäèíÿþòñÿ â îäèí ýëåìåíò âåêòîðíîãî ìàññèâà. Òà-

êèì îáðàçîì âåñü ìàññèâ îáû÷íûõ äàííûõ çàìåíÿåòñÿ ìàcñèâîì âåêòîðíûõ

äàííûõ äëèíû
Nx

4
. Ïîñêîëüêó îïåðàöèè ñ âåêòîðíûìè ÷èñëàìè çàíèìàåò

ñòîëüêî æå âðåìåíè, ñêîëüêî çàíèìàåò àíàëîãè÷íàÿ îïåðàöèè ñ îáû÷íûìè
÷èñëàìè, ðàñ÷åòû óñêîðÿþòñÿ â 4 ðàçà. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âðåìÿ âûïîëíå-
íèÿ äåéñòâèé íàä âåêòîðíûìè ÷èñëàìè â 2 ðàçà áîëüøå âðåìåíè âûïîëíåíèÿ
àíàëîãè÷íûõ äåéñòâèé íàä îáû÷íûìè ÷èñëàìè. Òîãäà, î÷åâèäíî, ðàñ÷åòû
óñêîðÿþòñÿ â 2 ðàçà. Íà ïðàêòèêå ýòè îöåíêè îêàçàëèñü î÷åíü òî÷íûìè.

2.5 Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììû

Ïîä ýôôåêòèâíîñòüþ ïðîãðàììû áóäåì ïîíèìàòü îòíîøåíèå ðåàëüíî ïî-
òðà÷åííîãî âðåìåíè íà âûïîëíåíèå êîíêðåòíîé çàäà÷è ê òåîðåòè÷åñêîé îöåí-
êå ýòîãî âðåìåíè èñõîäÿ èç òàêòîâîé ÷àñòîòû ïðîöåññîðà è êîëè÷åñòâà îïå-
ðàöèé ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé â àëãîðèòìå. Íà ýôôåêòèâíîñòü âëèÿþò ìíîãèå
ïàðàìåòðû: òèï ïðîöåññîðà, ðàçìåð åãî êåøà, ðàçìåð îïåðàòèâíîé ïàìÿòè
è ò.ä. Íèæå ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ýôôåêòèâíîñòè îò ðàçìåðîâ òðå-
áóåìîé ïàìÿòè. Â äàííîé çàäà÷å ïðè äâóìåðíîé äåêîìïîçèöèè èíòåðåñíî
óâåëè÷èâàòü ðàçìåð ïàìÿòè äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá - óâåëè÷åíèå
ðàçìåðîâ ñåòêè âäîëü òîé îñè, ïî êîòîðîé äåêîìïîçèöèÿ íå ïðîâîäèëàñü (îñü
X), îñòàâëÿÿ ðàçìåð ñåòêè âäîëü äðóãèõ îñåé íåèçìåííûì. Âòîðîé - óâåëè-
÷åíèå ðàçìåðîâ ñåòêè ïî îñÿì Y è Z ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå óçëîâ ïî îñè
X. Ðàçìåð äàííûõ âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ìåíüøå îáúåìà îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è
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â çàäà÷å ñòîÿò ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà
ïðîöåññîðå AMD Athlon64 5200+ 2600ÌÃö, îáúåì îïåðàòèâíîé ïàìÿòè 6ÃÁ.
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Ðèñ. 4: Ýôôåêòèâíîñòü

Íà ãðàôèêå ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîñòè îò ðàçìåðîâ ñåòêè ïî
îñè X (Nx - êîëè÷åñòâî óçëîâ ñåòêè ïî ýòîé îñè) äëÿ òðåõ ìàêñèìàëüíûõ
óðîâíåé äåêîìïîçèöèè ïî îñòàëüíûì îñÿì. Íà ðèñóíêå Rank - ýòî ìàêñè-
ìàëüíûé óðîâåíü äåêîìïîçèöèè, òî åñòü ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ðåêóðñèè.
Òàêèì îáðàçîì Rank=5 ñîîòâåòñòâóåò ðàçìåðàì îáëàñòè ïî YZ 32x32 óçëà,
Rank=7 - ýòî 128x128 óçëîâ, à Rank 9 ñîîòâåòñòâåííî 512x512. Ïî îñè X ãðà-
ôèê èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèé ìàñøòàá. Íàèáîëüøèé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò îáëàñòü íå î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèé Nx. Êàê âèäíî èç ãðàôèêà,
ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðîâ îáëàñòè ïî îñÿì, âäîëü êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ äå-
êîìïîçèöèÿ, êàê è îæèäàëîñü ýôôåêòèâíîñòü ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ ïðè
Nx > 50 âî âñåì äèàïàçîíå äî ðàçìåðîâ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Ïðè óâåëè÷åíèè
æå ïî Nx ýôôåêòèâíîñòü ïàäàåò, íî ñëàáî, îñòàâàÿñü áîëåå 40% äàæå ïðè
Nx = 1000.

3 Òåñòîâûé ðàñ÷åò

Ïðèâåäåì ïðèìåð êîíêðåòíîãî ðàñ÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ ñâåòîâîé âîëíû è
ôîòîííîãî êðèñòàëëà. Ôîòîííûé êðèñòàëë ñîñòîèò èç 2õ ìàòåðèàëîâ - àðñå-
íèäà ãàëëèÿ GaAs (ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n = 3.53) è ñðåäû ñ ïîêàçàòåëåì
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Ðèñ. 5: Ðàñïðåäåëåíèå îäíîé èç êîìïîíåíò ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ äâóõ äëèí
âîëí â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
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ïðåëîìëåíèÿ n = 1. Êðèñòàëë ïîëó÷åí ïóòåì îáðàçîâàíèÿ îòâåðñòèé â îñ-
íîâíîì ìàòåðèàëå GaAs. Ýòè îòâåðñòèÿ èìåþò öèëèíäðè÷åñêóþ ôîðìó è
óïîðÿäî÷åíû â ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå. Îòíîøåíèå äèàìåòðà îòâåðñòèÿ ê
ïåðèîäó ðåøåòêè d ðàâíî 0.4. Ðàññìàòðèâàþòñÿ 2 âèäà âîëíîâûõ ïàêåòîâ,
îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî äëèíîé âîëíû: 10d è d/0.3. Â ðàñ÷åòå íà ëåâîé ãðàíè-
öå çàäàí èñòî÷íèê âîëí, ãåíåðèðóþùèé ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû è ñòîÿò
îòðàæàþùèå óñëîâèÿ. Íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöå âäîëü îñè Y ñòîÿò îò-
ðàæàþùèå óñëîâèÿ. Íà âñåõ îñòàëüíûõ ãðàíèöàõ - PML. Íà ðèñóíêå ïðåä-
ñòàâëåíû òð¼õìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äî ïàäåíèÿ
âîëíû è ïîñëå åå ïðîõîæäåíèÿ â ïðîåêöèè íà îñü X. Êàê âèäíî, â ïåðâîì ñëó-
÷àå èíòåíñèâíîñòü ïðîøåäøåé âîëíû çàìåòíî ìåíüøå ïàäàþùåé (àìïëèòóäà
óìåíüøèëàñü ïðèìåðíî â 6.5 ðàç). Âî âòîðîì ñëó÷àå âîëíà ïðîøëà ñêâîçü
êðèñòàëë, ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíèâøèñü (àìïëèòóäà óìåíüøèëàñü â 2 ðàçà â
îñíîâíîì èç-çà ðàñïëûâàíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà). Òî åñòü ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî âîëíû ñ äëèíîé d/0.3 ïîïàäàþò â çàïðåùåííóþ çîíó äàííîãî ôîòîííîãî
êðèñòàëëà, à ñ äëèíîé 10d - íåò.
Âåëè÷èíû íà ðèñóíêå: dt = 1 - øàã ñåòêè ïî âðåìåíè, k = 2π

λ - âîëíîâîå
÷èñëî, λ - äëèíà âîëíû, dz = 1 - øàã ñåòêè ïî îñè Z. Èñòî÷íèê íà ëåâîé
ãðàíèöå ãåíåðèðóåò âîëíîâîé ïàêåò, îãðàíè÷åííûé ïîëîâèíîé ïåðèîäà ñè-
íóñîèäû, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â âàêóóìå ïðè òàêèõ åäèíèöàõ
èçìåðåíèÿ ðàâíà 1.

4 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ëîêàëüíî-ðåêóðñèâíûé íåëîêàëüíî-àñèíõðîííûé àëãîðèòì è ýôôåêòèâ-
íûå ïîãëîùàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò ïðåîäîëåòü ñóùåñòâåííûå
òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè òðåõìåðíîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ïðî-
õîæäåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ôîòîííûõ êðèñòàëëàõ.
Ïîëíîöåííîå òðåõìåðíîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî ïîëÿ â ôîòîííûõ êðèñòàëëàõ è åãî îêðåñòíîñòÿõ â ïðîèçâîëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ âïîëíå àäåêâàòíûì ñïîñîáîì èññëåäîâàíèÿ îïòè÷å-
ñêèõ ñâîéñòâ òàêîãî êðèñòàëëà è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîçâîëÿåò áûñòðî ïîäáè-
ðàòü íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû äëÿ ïîñòðîåíèÿ æåëàåìûõ óñòðîéñòâ.
Ðàáîòà ïîääåðæåíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 06-01-00569.
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