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1 Ââåäåíèå

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå àýðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ÷àñòî îñíîâûâàåòñÿ íà
ðåøåíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà íåñòðóêòóðíûõ àíèçîòðîï-
íûõ ñåòêàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ îïèñàíèå ðàçíîìàñøòàáíûõ ÿâëåíèé. Ïîñëå äèñ-
êðåòèçàöèè è ëèíåàðèçàöèè òàêèõ çàäà÷ âîçíèêàþò ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé, òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ çíà÷èòåëüíà è ñòèìóëèðóåò ðàçâèòèå
ïàðàëëåëüíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ. Èçâåñòíî, ÷òî íàäåæíûìè ÿâëÿþòñÿ
ìåòîäû ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà, ðåàëèçîâàííûå âî ìíîãèõ ïàðàëëåëüíûõ
áèáëèîòåêàõ, â ÷àñòíîñòè, â PETSc [1]. Ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ Êðûëîâà çà-
âèñèò â îñíîâíîì îò àëãîðèòìîâ ïðåäîáóñëàâëèâàíèÿ. Ñðåäè ïîñëåäíèõ ïîïó-
ëÿðíûìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû Øâàðöà (domain decomposition) [2], îñíîâàííûå
íà äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé îáëàñòè â íàáîð ïîäîáëàñòåé è ðåøåíèè äèñêðåò-
íûõ óðàâíåíèé â ïîäîáëàñòÿõ. Ìåòîäû Øâàðöà óäîáíû äëÿ ïàðàëëåëüíîé
ðåàëèçàöèè íà íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ, íî îíè ìîãóò ïðèâîäèòü ê çàìåäëåíèþ
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè êðûëîâñêèõ èòåðàöèé ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðîöåññîðîâ. Ðå-
öåïò ëå÷åíèÿ èçâåñòåí � ðàçâèòèå ìíîãîñåòî÷íûõ àëãîðèòìîâ, ïðèãîäíûõ äëÿ
íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê.

Èìåííî ýòîé ïðîáëåìå ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà, â êîòîðîé ïðèâåäåí ïîä-
õîä ê ïîñòðîåíèþ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà äëÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ äèñêðå-
òèçàöèé óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà. Ðåøåíèå ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷
èùåòñÿ óñòàíîâëåíèåì ïî âðåìåíè, è â ïðîöåññå ëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ôîðìèðóþòñÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òðåáó-
þùèå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ. Ïîìèìî áîëüøîãî ÷èñëà (105 − 107)
íåèçâåñòíûõ, ýòè ñèñòåìû ïëîõî îáóñëîâëåíû, è òðóäîåìêîñòü èõ ðåøåíèÿ
óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, ò.å. êàê ñ óìåíüøåíèåì ñå-
òî÷íîãî ïàðàìåòðà h, òàê è óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè p ìíîãî÷ëåíîâ ìåòîäà êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè
äèñêðåòíûõ ñõåì äëÿ ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííûõ çàäà÷, íàïðèìåð, êîíâåêöèè-
äèôôóçèè ñ äîìèíèðóþùåé êîíâåêöèåé, èëè çàäà÷ âÿçêîãî îáòåêàíèÿ, òðå-
áóþùèõ, êàê ïðàâèëî, ñóùåñòâåííî àíèçîòðîïíûõ ñåòîê, àäàïòèðóþùèõñÿ ê
ñòðóêòóðå òå÷åíèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà Ð.Ï. Ôåäîðåíêî [3]
çàâèñèò îò âçàèìîäåéñòâèÿ ãðóáîñåòî÷íîé êîððåêöèè è ñãëàæèâàþùèõ èòå-
ðàöèé. Ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ ñëóæèò äëÿ óìåíüøåíèÿ ãëàäêèõ, íèçêî÷à-
ñòîòíûõ ìîä îøèáêè èòåðàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ, à ñãëàæèâàòåëü íóæåí äëÿ
ïîäàâëåíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ, îñöèëëèðóþùèõ êîìïîíåíò îøèáêè. Â ïðàêòè-
÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, è îñîáåííî íà íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ, òðóäíî ãàðàíòèðî-
âàòü ïîäàâëåíèÿ âñåõ ìîä îøèáêè, îòäåëüíûå ìîäû ìîãóò îñòàòüñÿ, ïîýòîìó
öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìóëüòèãðèä êàê ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü äëÿ óñêî-
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ðåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà. Èçâåñòíî (è îáúÿñíåíî
ï. 2), ÷òî êðûëîâñêèå èòåðàöèè ýôôåêòèâíî ãàñÿò èìåííî îòäåëüíûå ìîäû
èëè èõ íåáîëüøèå ãðóïïû. Çàìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòàííûé ìóëüòèãðèä ëåãêî
âêëþ÷àåòñÿ â ñóùåñòâóþùèå ïàðàëëåëüíûå áèáëèîòåêè èìåííî â êà÷åñòâå
ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ.

Ðåçóëüòàòû ðàçâèòèÿ ìóëüòèãðèäà íà íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ ÷àñòè÷íî îò-
ðàæåíû â [4], ãäå íàìè ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ñõåì ÌÊÝ âûñî-
êîãî ïîðÿäêà p. Ýòîò àëãîðèòì ïî ñâîåé ñòðóêòóðå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîñåòî÷íûì
ìåòîäîì, ïðèìåíåííûì äëÿ ðåäóêöèè ñõåìû ÌÊÝ ïîðÿäêà p > 1 ê ñõåìå
c ëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè, p = 1; òàêîãî ðîäà àëãîðèòì ñåé÷àñ íàçûâàþò p�
ìóëüòèãðèäîì. Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè è èçó÷åíèè ìóëüòè-
ãðèäà äëÿ ñõåì ÌÊÝ ïîðÿäêà p = 1 íà íåñòðóêòóðíûõ òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ.
Â èòîãå â äîïîëíåíèå ê p�ìóëüòèãðèäó [4] çäåñü ñòðîèòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèé
ìóëüòèãðèä, è âîçíèêàåò îáùèé hp�ìóëüòèãðèä äëÿ íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòêà ìóëüòèãðèäà ñ ïîñòðîåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ãðóáûõ ñåòîê äëÿ íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Â êà÷å-
ñòâå ïîäõîäîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåäèñêðåòèçàöèþ, êîãäà çàíîâî ïðîâîäèò-
ñÿ òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè ñ ìåíüøèì ÷èñëîì óçëîâ, èëè àãëîìåðàöèþ, êîãäà
èç ÿ÷ååê ïîäðîáíîé ñåòêè ñòðîÿòñÿ àãëîìåðàòû ÿ÷ååê ñ ïîñòðîåíèåì íà íèõ
ìíîãîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Äëÿ àíèçîòðîïíûõ íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê èñïîëü-
çîâàíèå òàêèõ ïðèåìîâ çàòðóäíèòåëüíî èëè ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî.

Ìû ðàçðàáàòûâàåì ìóëüòèãðèä äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà ñåòîê [5], êîòî-
ðûå àäàïòèðóþòñÿ ê ñòðóêòóðå òå÷åíèÿ â ïðîöåññå ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è íà òåêóùåé ñåòêå
âûðàáàòûâàþòñÿ êðèòåðèè àäàïòàöèè è ñòðîèòñÿ íîâàÿ ñåòêà ñ óâåëè÷åíèåì
÷èñëà óçëîâ è/èëè èõ ïåðåðàñïðåäåëåíèåì. Íà êàæäîì øàãå àäàïòàöèè ÷èñ-
ëî óçëîâ ñåòêè óâåëè÷èâàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî, îáû÷íî íà 20 � 50 ïðîöåíòîâ,
à íå â 2 � 4 è áîëåå ðàçà, ÷òî òèïè÷íî äëÿ ìóëüòèãðèäà (â äâóìåðíîì ñëó-
÷àå) äàæå ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé àíèçîòðîïèè. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñíîâàí
íà èñïîëüçîâàíèè àäàïòèâíîé èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ ñëóæèò äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóáûõ ñåòîê.

Â ïï. 2 � 4 äàíî îïèñàíèå çàäà÷è è ñåòî÷íûõ ñòðóêòóð, à â ï. 5 ïðèâîäÿò-
ñÿ îñíîâíûå êîìïîíåíòû ìóëüòèãðèäà. Â ï. 6 íà ìîäåëüíîé çàäà÷å èçó÷åíî
íàñëåäîâàíèå ãðóáîñåòî÷íûì îïåðàòîðîì ñâîéñòâ èñõîäíîé äèñêðåòèçàöèè.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ãðóáîñåòî÷íîé äèñêðåòèçàöèè ýôôåêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ñó-
ïåðýëåìåíòíàÿ òåõíèêà [6]. Â ï. 7 ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðàñ÷åòîâ.

Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà, àëãîðèòì èõ ðåøåíèÿ è
ïðîãðàììà supg_ns C++ ðàçðàáîòàíû Ä.Ñ. Êàìåíåöêèì [7], ïðåäîñòàâèâøèì
âîçìîæíîñòü âñòðîåíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî àëãîðèòìà â óêàçàííóþ ïðîãðàììó.
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2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà èëè Ýéëåðà äëÿ íàõîæäåíèÿ
î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ íóæíî ðåøàòü íåâûðîæäåííûå ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Au = b, (2.1)
ãäå ìàòðèöà A è âåêòîð b ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè íà êàæ-
äîì øàãå ïî âðåìåíè íåÿâíîé ñòàáèëèçèðîâàííîé êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñõåìû,
çàïèñàííîé äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà
íåñòðóêòóðíûõ àäàïòèâíûõ ñåòêàõ.

Èìåííî ýôôåêòèâíîå ðåøåíèå ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èíòåðåñóþùåé íàñ çà-
äà÷åé. Îäíèì èç íàäåæíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ ìå-
òîä ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà, íàïðèìåð, îáîáùåííûé ìåòîä ìèíèìàëüíûõ
íåâÿçîê GMRES [8]. Â ýòîì èòåðàöèîííîì ïðîöåññå ñòðîÿòñÿ ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Êðûëîâà Kn = span[r0, Ar0, ..., A

n−1r0] ðàçìåðíîñòè n = 1, 2, ... ; çäåñü
r0 = b− Au0 � íåâÿçêà çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u0. Íîâîå ïðè-
áëèæåíèå un èùåòñÿ â âèäå un = u0 + vn , ãäå ïîïðàâêà vn ìèíèìèçèðóåò (â
åâêëèäîâîé íîðìå) íà ïîäïðîñòðàíñòâå Kn íåâÿçêó rn = b− Aun:

vn = argminv ‖ r0 − Av ‖ .

Âìåñòî (2.1) îáû÷íî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

CAu = Cb, (2.2)
ãäå C � ïðåäîáóñëàâëèâàþùèé îïåðàòîð, îò âûáîðà êîòîðîãî çàâèñèò ýô-
ôåêòèâíîñòü ìåòîäà, ò.å. ÷èñëî èòåðàöèé n, íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ
çàäàííîé òî÷íîñòè (óìåíüøåíèÿ íà÷àëüíîé íåâÿçêè â çàäàííîå ÷èñëî ðàç).
Îïåðàòîð C äîëæåí áûòü áëèçîê ê A−1 è äîñòàòî÷íî ëåãêî âû÷èñëèì. Â êà-
÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ C ìû ñòðîèì âàðèàíò ìóëüòèãðèäà, îñíîâíûå
äåòàëè êîòîðîãî ïðèâîäÿòñÿ â ï. 5. Àðãóìåíò â ïîëüçó êîìáèíàöèè ìóëüòè-
ãðèäà è ìåòîäà ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà ïðîñòîé: åñëè ìóëüòèãðèä îñòàâ-
ëÿåò ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íåêîòîðûå êîìïîíåíòû íåâÿçêè áîëüøèìè, òî
èñïîëüçîâàíèå åãî â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ ìîæåò ñóùåñòâåííî óñêî-
ðèòü ñõîäèìîñòü êðûëîâcêèõ èòåðàöèé. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà âûòåêàåò, ÷òî åñëè íåâÿçêà r0 ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå
íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè n, òî çà n èòåðàöèé áóäåò íàéäåíî òî÷íîå ðåøåíèå.
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3 Äèñêðåòèçàöèÿ

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ äîìèíèðóþùèì êîíâåêòèâíûì ïåðåíîñîì, à òàê-
æå äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà, îáû÷íî èñïîëüçóþò ñòàáè-
ëèçèðîâàííûå ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Ïåòðîâà-Ãàëåðêèíà, SUPG � ñõå-
ìû. Ïîëíóþ ôîðìóëèðîâêó òàêèõ àïïðîêñèìàöèé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð,
â [9]. Çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ïðèâåäåì ïîñòàíîâêó äèñêðåòíîé çàäà÷è â ñêà-
ëÿðíîì ñëó÷àå. Äëÿ êîíêðåòíîñòè âîçüìåì îïåðàòîð êîíâåêöèè � äèôôóçèè
Lu = −ε(uxx + uyy) + bux + cuy.

Ïóñòü â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω èùåòñÿ ðåøåíèå
u(x, y) ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Lu = f, (x, y) ∈ Ω, (3.1)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω, (3.2)
çäåñü f(x, y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âõîäíûå äàííûå çàäà÷è
îáåñïå÷èâàþò åå êîððåêòíîñòü â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà H1(Ω). Äèñêðåòèçà-
öèÿ çàäà÷è (3.1) � (3.2) ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â
êà÷åñòâå ïðîåêöèîííûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâ Vh ïðî-
ñòðàíñòâà H1

0 = {v ∈ H1(Ω), v = 0 íà ∂Ω}; Vh ñîñòîèò èç êóñî÷íî-ëèíåéíûõ
ôóíêöèé íà òðèàíãóëÿöèè Th, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà ãðàíèöå ∂Ω.

Âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà äèñêðåòíîé çàäà÷è èìååò âèä: íàéòè u ∈ Vh

òàêóþ, ÷òî äëÿ ∀ v ∈ Vh

B(u, v) +
∑

t

(τ(Lu− f), Lv)T t = (f, v), (3.3)

ãäå (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω), B(·, ·) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ áè-
ëèíåéíàÿ ôîðìà, τ � ïàðàìåòð ñõåìû; ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì
ÿ÷åéêàì ñåòêè, à èíäåêñ T t îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ÿ÷åéêå
T t ∈ Th. Â êà÷åñòâå ñòàáèëèçèðóþùåãî îïåðàòîðà L â SUPG � ñõåìå çàäàåòñÿ
êîíâåêòèâíàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà L. Äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïàðàìåòð τ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ýëåìåíòû êîòîðîé â êàæäîé ÿ÷åéêå îïðåäåëÿ-
þòñÿ åå ðàçìåðàìè è êîýôôèöèåíòàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â íåé.
Ýòîò ïàðàìåòð ðåãóëèðóåò âåëè÷èíó èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè, ñëóæàùóþ äëÿ
ïîäàâëåíèÿ áîëüøèõ íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé. Ïðèìåð SUPG � äèñêðåòè-
çàöèè äëÿ ïðîñòåéøåé ñåòêè äàí â ï.6.

4 Ñåòêà, ñåòî÷íûå ôóíêöèè

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îá èñïîëüçóåìûõ íàìè ñåòêàõ ìîæíî íàéòè â [5]. Ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì äâóìåðíûé âàðèàíò, íî âîçìîæíî îáîáùåíèå è íà òðåõìåðíûé
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ñëó÷àé. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà íàì âàæíû ñëåäóþùèå ôàê-
òû. Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî ïåðâîíà÷àëüíî ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü
ðàçáèòà íà ïîäîáëàñòè òðåóãîëüíîé è ÷åòûðåõóãîëüíîé ôîðìû. Â ïðîöåññå
àäàïòàöèè ýòè ïîäîáëàñòè � ìàêðîÿ÷åéêè � òðèàíãóëèðóþòñÿ. Îáúåäèíåíèå
ìàêðîÿ÷ååê íàçûâàåòñÿ ìàêðîñåòêîé. Ñòîðîíû ìàêðîÿ÷ååê (ìàêðîðåáðà) ÿâ-
ëÿþòñÿ îòðåçêàìè ïðÿìûõ (çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, ñòîðîí, àïïðîêñè-
ìèðóþùèõ ãðàíèöû èñõîäíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè � òàêèå ìàêðîðåáðà ìîãóò
áûòü êóñêàìè ãëàäêèõ êðèâûõ). Â ïðîöåññå àäàïòàöèè íà ìàêðîðåáðàõ ïî-
ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óçëû ðàñ÷åòíîé ñåòêè. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû äâå
÷åòûðåõóãîëüíûå ìàêðîÿ÷åéêè, èõ ñòîðîíû � ìàêðîðåáðà � âûäåëåíû æèð-
íîé ëèíèåé. Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, íà êîòîðîé çàïèñûâàåòñÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ
ñõåìà, ñîñòîèò èç òðåóãîëüíèêîâ, è â îáùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ñèëüíî àíè-
çîòðîïíà.

Ðèñ. 1: Ôðàãìåíò ñåòêè; æèðíîé ëèíèåé âûäåëåíû äâå ìàêðîÿ÷åéêè

Òàêîãî âèäà ñåòêè ñòðîÿòñÿ â ïðîöåññå ìíîãîøàãîâîé àäàïòàöèè è ìû ñ÷è-
òàåì, ÷òî èñòîðèÿ èõ ïîñòðîåíèÿ íàì äîñòóïíà, ò.å. èçâåñòíà ñåòî÷íàÿ èåðàð-
õèÿ, èñïîëüçóåìàÿ íàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà.

Ôóíêöèè è âåêòîð-ôóíêöèè, âõîäÿùèå â ïîñòàíîâêó äèôôåðåíöèàëüíîé
çàäà÷è, çàäàíû â óçëàõ ðåçóëüòèðóþùåé òðèàíãóëÿöèè.
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5 Ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä

5.1 Ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìåòîäà

Èòàê, ìû ñòðîèì ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä, êîòîðûé áóäåò â îñíîâíîì èñïîëü-
çîâàí â êà÷åñòâå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ â ìåòîäå ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà
(GMRES) ïðè ðåøåíèè ëèíåéíûõ ñèñòåì (2.1), ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå ëè-
íåàðèçàöèè äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà èëè Ýéëåðà.

Â ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå îáû÷íî èñïîëüçóþò íåñêîëüêî óðîâíåé, íî äëÿ èç-
ëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî äàòü åãî äâóõñåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå, ò.å. îïèñàòü ïåðå-
õîä ñ íåêîòîðîé ñåòêè, íàçûâàåìîé ïîäðîáíîé, íî äðóãóþ ñåòêó, íàçûâàåìóþ
ãðóáîé. Îáúåêòû ïîäðîáíîé è ãðóáîé ñåòîê áóäåì îòìå÷àòü ñèìâîëàìè h è H

ñîîòâåòñòâåííî. Íàïîìíèì, ÷òî óçëû ãðóáîé ñåòêè ñîñòàâëÿþò ïîäìíîæåñòâî
óçëîâ ïîäðîáíîé ñåòêè.

Â äâóõñåòî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè èòåðèðóþùèé îïåðàòîð Q ìóëüòèãðèäà
èìååò âèä

Q = Sν2(I − PA−1
H RAh)S

ν1 , (5.1)
ãäå Ah è AH � îïåðàòîðû íà ïîäðîáíîé è ãðóáîé ñåòêàõ, P è R � îïåðàòîðû
èíòåðïîëèðîâàíèÿ è ñáîðêè, S � ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð, ν1 è ν2 � ÷èñëî
ïðå- è ïîñò-ñãëàæèâàþùèõ èòåðàöèé.

Ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ïðåäîáóñëàâëèâàþùèé îïåðàòîð C

ôîðìàëüíî êàê
C = (I −Qm)A−1 , (5.2)

ãäå m � ÷èñëî èòåðàöèé ìóëüòèãðèäà, à Q � èòåðèðóþùèé îïåðàòîð, âîçíèêà-
þùèé â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ýòèì ìåòîäîì óðàâíåíèÿ Avn = rn äëÿ ïîïðàâêè;
âèä îïåðàòîðà Q â äâóõñåòî÷íîì ïðåäñòàâëåíèè äàí ôîðìóëîé (5.1).

5.2 Îïèñàíèå ñåòî÷íûõ ñòðóêòóð: ïîäðîáíûé è ãðóáûé óðîâíè

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê íåò ÿñíîãî ïîíèìàíèÿ êàê ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóáûõ ñåòîê è îïåðàòîðû íà íèõ. Â ñëó÷àå àäàïòèâíûõ
ñåòîê åñòü äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðîé óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ. Ãå-
íåðàòîð ñåòîê [5] ñîçäàåò â ïðîöåññå àäàïòàöèè èåðàðõè÷åñêèå ìíîãîóðîâ-
íåâûå ñòðóêòóðû, îáúåêòàìè êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìàêðîÿ÷åéêè è ìàêðîðåáðà.
Ýòè ñòðóêòóðû îòðàæàþò ïðîöåññ àäàïòàöèè ñåòîê ê ðåøåíèþ è ãåîìåòðèè
îáòåêàåìîãî òåëà, íî ñàìè ïî ñåáå íå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñåòîê äëÿ ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Ìû íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ
ôîðìèðóåì íîâûå ìíîãîóðîâíåâûå ñïèñêè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóáûõ ñåòîê (ñåòî÷íûõ óðîâíåé)
ñòðîèòñÿ ñíà÷àëà ñïèñîê êàíäèäàòîâ äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàíóìåðî-
âàííûé ïàðàìåòðàìè hi, i = 1, ..., k. Â ýòîì ñïèñêå ïåðâîé ñåòêîé Nh1

ÿâëÿåòñÿ
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îñíîâíàÿ ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà, à ïîñëåäíåé ñàìîé ãðóáîé � ñåòêà, óçëàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ êîíöû ìàêðîðåáåð ïåðâîãî óðîâíÿ àäàïòàöèè, ò.å. ñàìàÿ ïåðâàÿ
ìàêðîñåòêà Nhk

. Ïðîìåæóòî÷íûå óðîâíè Nhi
, i = 2, ..., k − 1 ïîëó÷àþòñÿ ðå-

êóðñèâíî ïðîðåæèâàíèåì óçëîâ íà ìàêðîðåáðàõ è âíóòðè ìàêðîÿ÷ååê. Ïî-
ñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòîê Nhi

, i = 1, ..., k ÿâëÿåòñÿ
âëîæåííîé: óçëû êàæäîé ñåòêè Nhi

ÿâëÿåòñÿ óçëàìè èñõîäíîé ñåòêè Nh1
. Èç

ýòîãî ñïèñêà êàíäèäàòîâ âûáèðàåì îêîí÷àòåëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷-
íûõ óðîâíåé, ðóêîâîäñòâóÿñü íàçíà÷åííûì ÷èñëîì óðîâíåé è çàêîíîì ìíîãî-
êðàòíîãî (íàïðèìåð, òðåõ-, ÷åòûðåõêðàòíîãî) óìåíüøåíèÿ ÷èñëà óçëîâ ïðè
ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó óðîâíþ. Çà âûáðàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îñòàâ-
ëÿåì îáîçíà÷åíèå Nhi

, i = 1, ..., k.
Âñå óçëû ñåòêè Nhi

, i < k ìîæíî ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâà óçëîâ M edge è M cell, ñîñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç óçëîâ, ëåæàùèõ
íà ìàêðîðåáðàõ è ñòðîãî âíóòðè ìàêðîÿ÷ååê äàííîãî óðîâíÿ. Ãðóáàÿ ñåòêà
Nhi+1

ñôîðìèðîâàíà èç äâóõ íàáîðîâ óçëîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâàìè èç
M edge è M cell. Äëÿ äàëüíåéøèõ îáúÿñíåíèé íàì óäîáíî ïðåäñòàâèòü ñåòî÷íóþ
ôóíêöèþ íà ñåòêå Nhi

â âèäå

U =
[
uc, u

edge
f , ucell

f

]
,

ãäå uc � ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ãðóáîé ñåòêå, à ìàðêåð "f"îáîçíà÷àåò óçëû
ïîäðîáíîé ñåòêè Nhi

, ëåæàùèå íà ìàêðîðåáðàõ (edge) è âíóòðè ìàêðîÿ÷ååê
(cell), íî íå ïîïàâøèå íà ãðóáóþ ñåòêó.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ íà êàæäîé ñåòêå ñîçäàåòñÿ íî-
âàÿ ñòðóêòóðà, íàçûâàåìàÿ ìàêðîýëåìåíò èëè ñîêðàùåííî ÌÝ. Âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ìàêðîýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ ïîäîáëàñòü ñåòêè Nhi

, i < k

è ñïåöèôèêàöèþ óçëîâ â ýòîé ïîäîáëàñòè. Óçëû ìîãóò ïîëó÷èòü ìàðêåðû
"r", "e"èëè "c". Òàêàÿ ìàðêèðîâêà îïðåäåëÿåò ñïîñîá îáðàáîòêè óçëà. Ìàð-
êåð c âûäåëÿåò óçëû ãðóáîé ñåòêè Nhi+1

, à ìàðêåðû r, e ïðåäñòàâëÿþò óçëû
ïîäðîáíîé ñåòêè Nhi

. Ïðè ýòîì óçëû ïîäðîáíîé ñåòêè, êîòîðûå ïîïàëè íà
ãðàíèöó ìàêðîýëåìåíòà, îáîçíà÷åíû êàê e, à âíóòðåííèå � êàê r.

Êîíêðåòèçèðóÿ ïîíÿòèå ìàêðîýëåìåíòà, ââåäåì ìàêðîýëåìåíòû òðåõ òèïîâ
MEA, MEB, MEC (ñì. ðèñ. 2), îòâå÷àþùèå ýòàïàì ïîñòðîåíèÿ ãðóáîñåòî÷-
íîãî îïåðàòîðà. Êàê ïðàâèëî, ìàêðîýëåìåíò MEB ñîñòîèò èç äâóõ ÌÝ òèïà
MEA, à ìàêðîýëåìåíò MEC ñîñòîèò èç ìàêðîýëåìåíòîâ òèïà MEB, ÷èñëî
êîòîðûõ ìåíüøå èëè ðàâíî ÷èñëó ðåáåð, âõîäÿùèõ â óçåë, îòìå÷åííûé íà
ðèñ. 2, c çíà÷êîì "o".

Ìàêðîýëåìåíò MEA ñîâïàäàåò c ìàêðîÿ÷åéêîé, ñîäåðæàùåé âíóòðè ñåáÿ
óçëû ñåòêè äàííîãî óðîâíÿ. Âíóòðåííèå óçëû (èëè èõ ÷àñòü) îáîçíà÷àþòñÿ
êàê r è îòâå÷àþùèå èì íåèçâåñòíûå èñêëþ÷àþòñÿ òî÷íî. Åñëè ÷èñëî m èñ-
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a. c.

b.

Ðèñ. 2: a. MEA; b. MEB; c. MEC ; c-óçëû � êðóæêè; r-óçëû � êâàäðàòû; e-óçëû � ðîìáû.

êëþ÷àåìûõ ïåðåìåííûõ âåëèêî, ñêàæåì m > 500 , òî òî÷íîå èñêëþ÷åíèå,
òðåáóþùåå îáðàùåíèÿ m×m-ìàòðèöû, ìîæåò îêàçàòüñÿ äîðîãèì. Òîãäà òî÷-
íî èñêëþ÷àåì ÷àñòü ïåðåìåííûõ, îñòàëüíûå ïåðåìåííûå îòíîñèì ê c−óçëàì
è ìîæåì èõ èñêëþ÷èòü íà áîëåå ãðóáîé ñåòêå. Òî÷íîå èñêëþ÷åíèå îçíà÷àåò
ðåøåíèå ëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ íà ãðàíèöå ÌÝ
è ìîäèôèêàöèþ óðàâíåíèé, îòâå÷àþùèì êàê ãðàíè÷íûì e−óçëàì ÌÝ, òàê è
åãî âíóòðåííèì c−óçëàì. Ìîäèôèêàöèÿ ïðîèñõîäèò îäèíàêîâûì îáðàçîì äëÿ
âñåõ óçëîâ íåçàâèñèìî îò ñïåöèôèêàöèè. Òàêóþ ïðîöåäóðó íàçûâàþò èíîãäà
ïîñòðîåíèåì äîïîëíåíèÿ Øóðà.

Ìàêðîýëåìåíò âòîðîãî òèïà MEB îáúåäèíÿåò äâå ìàêðîÿ÷åéêè ñ îáùèì
ìàêðîðåáðîì, ñîäåðæàùèì õîòÿ áû îäèí âíóòðåííèé óçåë è íàçûâàåìûì
îïîðíûì äëÿ ÌÝ. Îñòàëüíûå ìàêðîðåáðà ôîðìèðóþò ãðàíèöó ÌÝ. Åñëè îäíà
èëè îáå ìàêðîÿ÷åéêè èìåþò âíóòðåííèå óçëû, òî òàêèå ìàêðîÿ÷åéêè ïîëó÷à-
þò òèï MEA, è ÷àñòü äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé â íèõ ìîäèôèöèðóåòñÿ. Íà ðèñ.
2 ïîêàçàíî, ÷òî ìàêðîýëåìåíò MEB ñîäåðæèò ìàêðîýëåìåíò MEA, íî ñ óæå
èñêëþ÷åííûìè âíóòðåííèìè óçëàìè. Òèïè÷íûé ìàêðîýëåìåíò MEB ïîêà-
çàí òàêæå íà ðèñ. 3. Âíóòðåííèå ïåðåìåííûå, îòâå÷àþùèå óçëàì íà îïîðíîì
ðåáðå, èñêëþ÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè êðà-
åâûõ çíà÷åíèÿõ íà ãðàíèöå ÌÝ. Çíà÷åíèÿ â e−óçëàõ íà ãðàíèöå ÌÝ îïðå-
äåëÿþòñÿ îäíîìåðíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé çíà÷åíèé uc âäîëü
ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêðîðåáðà. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïðîöåäóð ôîðìèðóþòñÿ
èíòåðïîëèðóþùèå ìàòðèöû Wrc è Wec , ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ïåðåìåííûå â r− è e−óçëàõ ïî çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ â c−óçëàõ.
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Ðèñ. 3: Ìàêðîýëåìåíò MEB ñîñòîèò èç äâóõ ìàêðîÿ÷ååê; c−óçëû � êðóæêè; r−óçëû �
êâàäðàòû, e−óçëû � ðîìáû; æèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ãðàíèöà ÌÝ

Ìàêðîýëåìåíò MEC ñîñòîèò èç ìàêðîýëåìåíòîâ 1-îãî è 2-îãî òèïîâ, èìå-
þùèõ îáùóþ âåðøèíó (ñì. ðèñ. 2, c è ðèñ. 4 ). Ìàêðîýëåìåíò íà ðèñ. 2, c �
øåñòèóãîëüíèê è ñîñòîèò èç 6 ìàêðîýëåìåíòîâ MEB, çàäàâàåìûõ 6 âíóòðåí-
íèìè ìàêðîðåáðàìè ñ îáùèì óçëîì, îòìå÷åííûì çíà÷êîì "o". Â ýòîì óçëå
ôîðìèðóåòñÿ ãðóáîñåòî÷íîå óðàâíåíèå â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìàíåðå, ò.å. ñóì-
ìèðîâàíèåì ëîêàëüíûõ ìàòðèö æåñòêîñòè. Ïðè ôîðìèðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ
èíòåðïîëèðóþùèå ìàòðèöû Wrc è Wec, ñâÿçûâàþùèå c−ïåðåìåííûå ãðóáîé
ñåòêè ñ r−è e−ïåðåìåííûìè ïîäðîáíîé ñåòêè ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèå ìàòðè-
öû ñîñòàâëÿþòñÿ èç àíàëîãè÷íûõ ìàòðèö, óæå ïîñòðîåííûõ ïðè îáðàáîòêå
ìàêðîýëåìåíòîâ MEB, âõîäÿùèõ â ìàêðîýëåìåíò MEC .

Ðèñ. 4: Ìàêðîýëåìåíò MEC ; æèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà åãî ãðàíèöà
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5.3 Îïèñàíèå ãðóáîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ

Ðàññìîòðèì îäíó èç ñåòîê Nhi
, i < k, íà êîòîðîé çàäàíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

Au = b. Îáúåêòû ýòîé ñèñòåìû ìîæíî ñíàáäèòü èíäåêñîì hi, íî äëÿ óäîá-
ñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü áåçèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ïîñòðîèì ãðóáîñåòî÷íîå
óðàâíåíèå âèäà AHδc = bH äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà ãðóáîé ñåòêå Nhi+1

ñ H = hi+1

êîððåêöèè δc è îïåðàòîðîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ è ñáîðêè. Ðàññìîòðèì îòäåëü-
íûé ìàêðîýëåìåíò íà ïîäðîáíîé ñåòêå Nhi

(ñì. ðèñ. 5, ãäå åùå ðàç ïðèâåäåíà
ñïåöèôèêàöèÿ óçëîâ ÌÝ).

c-node

r - node

e-node

Ðèñ. 5: Ñïåöèôèêàöèÿ óçëîâ ìàêðîýëåìåíòà.

Ïóñòü um, um+1 � äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ ëèíåé-
íîé ñèñòåìû íà ýòîé ñåòêå, δ = um+1 − um � ïîïðàâêà, êîòîðóþ â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ââåäåííîé ñïåöèôèêàöèåé óçëîâ â ìàêðîýëåìåíòå çàïèøåì â âèäå
δ = [δc, δr, δe]

T . Äëÿ âíóòðåííèõ c− è r−óçëîâ äàííîãî ÌÝ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî δc, δr ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì áëî÷íîì
âèäå:

[
Acc Acr Ace

Arc Arr Are

] 


δc

δr

δe


 =

[
gc

gr

]
, (5.3)

ãäå gc, gr � êîìïîíåíòû íåâÿçêè g = b − Auk. Çäåñü è â äàëüíåéøåì Ap,q

( p, q = c, r, e ) � ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè ìàòðèöû A.
Â ìàêðîýëåìåíòàõ 2-îãî òèïà (ò.å. MEB, ñì. ðèñ. 2, b è ðèñ. 3 ) íåèçâåñòíûå

δr èñêëþ÷àþòñÿ òî÷íî, à íåèçâåñòíûå δe � ïðèáëèæåííî ïî ôîðìóëå

δe = WB
ecδc,
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ãäå èíòåðïîëèðóþùàÿ ìàòðèöà WB
ec ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ e−ïåðåìåííûõ

ïî çíà÷åíèÿì c−ïåðåìåííûõ â óçëàõ äàííîãî ÌÝ. Ýòà ìàòðèöà ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Îäèí èç ïðîñòûõ è èñïîëüçóåìûõ â äàí-
íîé ðàáîòå ñïîñîá îñíîâàí íà êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè δc−ïåðåìåí-
íûõ âäîëü ðåáåð ñåòêè. Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ δe−ïåðåìåííûõ ïîëó-
÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ c�ïåðåìåííûõ, îòâå÷àþùèõ âíóòðåííèì óçëàì
ãðóáîé ñåòêè, ïîïàâøèì â ìàêðîýëåìåíò 2-îãî òèïà:

[(Acc − AcrA
−1
rr Arc) + (Ace − AcrA

−1
rr Are)W

B
ec ]δc = gc − AcrA

−1
rr gr .

Â èñõîäíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå ìîäèôèöèðóþòñÿ óðàâíåíèÿ, â øàáëîí êîòî-
ðûõ âõîäÿò r−óçëû ÌÝ. Îäíîâðåìåííî ñòðîÿòñÿ èíòåðïîëèðóþùèå ìàòðèöû
WB

rc äëÿ èñêëþ÷åíèÿ r−ïåðåìåííûõ â ìàêðîýëåìåíòàõ 3-åãî òèïà:

WB
rc = −A−1

rr (Arc + AreW
B
ec).

È, íàêîíåö, ïðè îáðàáîòêå ÌÝ 3-åãî òèïà (ò.å. MEC , ñì. ðèñ. 2, c è ðèñ. 4)
íåèçâåñòíûå δe äëÿ ïðèáëèæåííîãî èñêëþ÷åíèÿ ñâÿçûâàþòñÿ ñ íåèçâåñòíûìè
δc àíàëîãè÷íîé èíòåðïîëèðóþùåé ìàòðèöåé WC

ec , à äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñò-
íûõ δr èñïîëüçóþòñÿ óæå ïîäãîòîâëåííûå èíòåðïîëèðóþùèå ìàòðèöû WB

rc .
Â èòîãå ïîëó÷àåì â óçëå ãðóáîé ñåòêè óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ δc:

[(Acc + AceW
C
ec) + Acr

NMEB∑

i=1

PMEC

MEB
WB

rc ]δc = gc − Acr

NMEB∑

i=1

PMEC

MEB
A−1

rr gr .

Ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ìàêðîýëåìåíòàì 2-îãî òèïà, âõîäÿùèìè
â ðàññìàòðèâàåìûé ìàêðîýëåìåíò MEC . Îïåðàòîð PMEC

MEB
òðàíñôîðìèðóåò

èíòåðïîëèðóþùóþ ìàòðèöó WB
rc â èíòåðïîëèðóþùóþ ìàòðèöó òèïà WC

rc , ò.å.
ïåðåâîäèò ìàòðèöó WB

rc èç ëîêàëüíîé íóìåðàöèè ÌÝ MEB â íóìåðàöèþ ìàê-
ðîýëåìåíòà MEC . Ïðèâåäåííûå âûøå îïåðàòîðû îïðåäåëåíû íà øàáëîíàõ,
àññîöèèðîâàííûõ ñ êàæäûì ÌÝ. Óðàâíåíèÿ íà âñåé ãðóáîé ñåòêå ôîðìèðó-
þòñÿ ñáîðêîé ïî âñåì ÌÝ â îáëàñòè è èìåþò âèä

AHδc = gH .

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ P è ñáîðêè R ìîæíî çàïèñàòü
îïåðàòîð AH íà ãðóáîé ñåòêå â âèäå

AH = R Ah P, (5.4)
ò.å. óðàâíåíèÿ íà ãðóáîé ñåòêå ôîðìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, íàçûâà-
åìîé â ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå ãàëåðêèíñêîé. Êîíñòðóêöèè îïåðàòîðîâ P è R

ïðèâåäåíû â ïï. 5.4 è 5.5.
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5.4 Îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ P : u −→ U

Èòàê, ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ íà ïîäðîáíîì óðîâíå U =
[
uc, uedge

f , ucell
f

]T

ñîñòîèò
èç âåêòîðà íåèçâåñòíûõ íà ãðóáîé ñåòêå u ≡ uc è íàáîðà çíà÷åíèé, ïðèíàä-
ëåæàùèõ èñêëþ÷èòåëüíî ïîäðîáíîìó óðîâíþ.

Îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé òðåõ îïåðàòîðîâ:

P = PMEA
· PMEB

· PC .

Ñíà÷àëà ôóíêöèÿ uc òîæäåñòâåííî ïðîåêòèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷-
êè ïîäðîáíîãî óðîâíÿ: PC = [I, 0, 0]T .

Âî âðåìÿ îáðàáîòêè ìàêðîýëåìåíòîâ MEB íàõîäèòñÿ ôóíêöèÿ uedge â óç-
ëàõ, ëåæàùèõ íà ìàêðîðåáðàõ. Ýòà ïðîöåäóðà èñïîëüçóåò ëèíåéíóþ èíòåðïî-
ëÿöèþ âäîëü ãðàíè÷íûõ ðåáåð ìàêðîýëåìåíòà è ðåøåíèå ëîêàëüíîé êðàåâîé
çàäà÷è âíóòðè ÌÝ. Ïîýòîìó

PMEB
=

NMEB∑
i=1

QU
MEB

P
(i)
MEB

QMEB

U .

Îïåðàòîð QMEB

U : U → (uc, ur, ue)
T ïðîåêòèðóåò ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ U íà

øàáëîí MEB, è îïåðàòîð îáðàòíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ åìó ñîïðÿæåí:

QU
MEB

= [QMEB

U ]∗.

Ëîêàëüíûé îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ îòîáðàæàåò ïåðåìåííûå íà ãðóáîé
ñåòêå â e−, r− ïåðåìåííûå íà ïîäðîáíîé ñåòêå è èìååò âèä:

P
(i)
MEB

=




I 0 0
−A−1

rr (Arc + AreW
B
ec) 0 0

WB
ec 0 0


 ,

çäåñü WB
ec � èíòåðïîëèðóþùàÿ ìàòðèöà, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-

ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ãðóáîñåòî÷íûõ ïåðåìåííûõ â ïåðåìåííûå íà ïîäðîá-
íîé ñåòêå âäîëü ãðàíèöû MEB. Òàêèì îáðàçîì îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðèáëèæåííîå
èñêëþ÷åíèå e-ïåðåìåííûõ.

Ïðè îáðàáîòêå ìàêðîýëåìåíòîâ MEA ôóíêöèÿ u âî âñåõ ãðàíè÷íûõ óçëàõ
ìàêðîýëåìåíòà MEA èçâåñòíà, à â óçëàõ âíóòðè ìàêðîýëåìåíòà MEA îíà
îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ çàäàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.
Â îïåðàòîðíîé ôîðìå ýòó ïðîöåäóðó ìîæíî çàïèñàòü êàê

PMEA
=

NMEA∑
i=1

QU
MEA

P
(i)
MEA

QMEA

U .



16

Äåéñòâèå îïåðàòîðîâ QU
MEA

è QMEA

U àíàëîãè÷íî äåéñòâèþ îïåðàòîðîâ QU
MEB

è QMEB

U , ïðèâåäåííûõ âûøå, è

P
(i)
MEA

=




I 0 0
−A−1

rr Arc 0 −A−1
rr Are

0 0 I


 .

Òåïåðü îïåðàòîð èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí.

5.5 Îïåðàòîð ñáîðêè R : U −→ u

Çäåñü, êàê è ïðåæäå â ï. 5.4, U è u � cåòî÷íûå ôóíêöèè íà ïîäðîáíîé è
ãðóáîé ñåòêàõ. Îïåðàòîð ñáîðêè R ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèòíûì:

R = RC ·RMEB
·RMEA

.

Ïðè îáðàáîòêè ìàêðîýëåìåíòîâ MEA ïåðåìåííûå â óçëàõ ïîäðîáíîé ñåòêè
âíóòðè ÌÝ èñêëþ÷àþòñÿ òî÷íî, ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

RMEA
=

NMEB∑

i=1

QU
MEA

R
(i)
MEA

QMEA

U ,

R
(i)
MEA

=




I −AcrA
−1
rr 0

0 0 0
0 0 0


 ,

ãäå Acr, Arr � áëîêè ìàòðèöû A, îòíîñÿùèåñÿ ê ìàêðîýëåìåíòó MEA.
Îáðàáîòêà âñåõ ìàêðîýëåìåíòîâ MEB äàåò âîçìîæíîñòü èñêëþ÷èòü âû-

áðàííûå ïåðåìåííûå ïîäðîáíîé ñåòêè, ëåæàùèå âíóòðè ìàêðîðåáðà, ò.å.

RMEB
=

NMEB∑

i=1

QU
MEB

R
(i)
MEB

QMEB

U ,

R
(i)
MEB

=




I −AcrA
−1
rr 0

0 0 0
0 0 0


 ,

ãäå ìàòðèöû Acr è Arr ñâÿçàíû ñ ìàêðîýëåìåíòîì MEB.
Îïåðàòîð RC = [I; 0; 0] ïðîåêòèðóåò ôóíêöèþ íà ïîäðîáíîé ñåòêå U =

[uc , uedge
f , ucell

f ]T íà ãðóáûé óðîâåíü òîæäåñòâåííûì ïåðåíîñîì ñåòî÷íûõ
çíà÷åíèé: u = uc.
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5.6 Ñãëàæèâàòåëü

Ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ íå ïîäàâëÿåò âûñîêî÷àñòîòíûå ìîäû îøèáêè. Ïî-
ýòîìó, êàê è ïîëîæåíî â ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå, äîïîëíèòåëüíî èñïîëüçóåò-
ñÿ ñãëàæèâàþùàÿ ïðîöåäóðà. Äëÿ ïåðåõîäà íà áîëåå ãðóáóþ ñåòêó íóæíî
íà òåêóùåé ïîäðîáíîé ñåòêå îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü íåâÿçêè, ò.å.
ïîãàñèòü åå âûñîêî÷àñòîòíûå êîìïîíåíòû. Áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå
ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ. Îñíîâíûì áóäåò
èçâåñòíûé ìåòîä Øâàðöà íà ñèñòåìå ïåðåêðûâàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé. Ïðîöå-
äóðó ñãëàæèâàíèÿ, ò.å. ïåðåõîä îò òåêóùåãî èòåðàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ uk ê
áîëåå "ãëàäêîìó" ūk, ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñãëàæèâàíèÿ Sh,
êîòîðûé òåêóùóþ îøèáêó ε0 = uk − u çà µ øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ ïðåîáðàçóåò
â îøèáêó ε1 = ūk−u : ε1 = Sµ

hε0. Êîíêðåòíûé âèä îïåðàòîðà Sh íå âàæåí, íî
ñãëàæèâàíèå äîëæíî äîïîëíÿòü ãðóáîñåòî÷íóþ êîððåêöèþ. Ýòî çíà÷èò [12]
(äëÿ äâóõñåòî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, ñì. ï. 5.1), ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ
àïïðîêñèìàöèè

‖ A−1
h − PA−1

H R ‖≤ Chδ, δ > 0 (5.5)
(â ïîäõîäÿùåé íîðìå), äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñãëàæèâàíèÿ

‖ AhS
µ
h ‖≤ o(µ)h−δ, ãäå o(µ) → 0 ïðè µ →∞.

Ïðîâåðêà ýòèõ óñëîâèé äëÿ íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíà,
ïîýòîìó ìû â îñíîâíîì îïèðàåìñÿ íà ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû. Â êà÷åñòâå
ïðèìåðîâ àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ â ï. 6 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû îöåíêè
êà÷åñòâà ãðóáîñåòî÷íîé äèñêðåòèçàöèè íà ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ íà îäíîðîäíûõ
òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ.

5.7 Àëãîðèòì

Ïóñòü íà îñíîâíîé ñåòêå çàäàíî èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå um. Ïåðåõîä ê
íîâîé èòåðàöèè um+1 ïðîèñõîäèò â òðè ýòàïà.

1. Ñãëàæèâàíèå íåâÿçêè äî êîððåêöèè:
ïî um íàõîäèì um ñ ïîìîùüþ µ1 ≥ 0 øàãîâ ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû S.

2. Ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ:
âû÷èñëÿåì íåâÿçêó g = b− Aum ;
íàõîäèì ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñáîðêè R íåâÿçêó gc íà ãðóáîé ñåòêå;
ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîïðàâêè δc íà ãðóáîé ñåòêå;
íàõîäèì ïîïðàâêó δ íà îñíîâíîé ñåòêå èíòåðïîëÿöèåé δc ñ ãðóáîé ñåòêè;
ïðîâîäèì êîððåêöèþ: ũm = um + δ.
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3. Ñãëàæèâàíèå íåâÿçêè ïîñëå êîððåêöèè: ïî ũm âû÷èñëÿåì um+1 ñ ïîìî-
ùüþ µ2 ≥ 0 øàãîâ ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû S.

Çäåñü çàïèñàí àëãîðèòì äëÿ äâóõñåòî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Åñëè ñåòîê íå-
ñêîëüêî, òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ïîïðàâêè ïðîâîäèòñÿ ïî âûøåïðèâåäåí-
íîìó àëãîðèòìó ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùåé ïàðû ñåòîê.

Ïåðåõîä îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u0 ê um ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

um = Qmu0 + (I −Qm)A−1b, (5.6)

ãäå èòåðèðóþùèé îïåðàòîð Q èìååò âèä (5.1).

6 Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ãðóáîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå êîíâåêöèè-äèôôóçèè

−ε(uxx + uyy) + bux + cuy = f (6.1)

è åãî âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé

−εuyy + bux + cuy = f (6.2)

â êâàäðàòå [0, 1]2 ñ çàäàííûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, êîýôôèöèåíòàìè ε, b c

è ïðàâîé ÷àñòüþ f .
Óðàâíåíèå (6.2) åñòü ëèíåàðèçàöèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ãîðèçîíòàëüíîé êîìïî-

íåíòû ñêîðîñòè â ìîäåëè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ Ïðàíäòëÿ [11].
Äëÿ ïðîñòîòû âîçüìåì êâàäðàòíóþ ñåòêó ñ øàãîì h è ðàçîáüåì êàæäóþ åå

ÿ÷åéêó äèàãîíàëüþ, ïðîâåäåííîé èç ëåâîãî âåðõíåãî óãëà â ïðàâûé íèæíèé.
Ïîëó÷èì òðåóãîëüíóþ ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêîâ. Çàïèøåì SUPG�äèñêðåòèçàöèþ óðàâíåíèÿ (6.1) âî âíóòðåííåì
óçëå òðåóãîëüíîé ñåòêè â øàáëîííîì ïðåäñòàâëåíèè.

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îãðàíè÷èìñÿ ïîñòîÿííûìè ε, b c è f , ïîëîæèâ
äëÿ îïðåäåëåííîñòè b ≤ 0, c = 0 . Ïðè òàêîì âûáîðå çíàêà b SUPG�
äèñêðåòèçàöèÿ áëèçêà ê ïðîòèâîïîòîêîâîé ñõåìå è èìååò âèä:

ε




0 −1 0
−1 4 −1

0 −1 0


 U +

bh

6



−1 1 0

1 −6 5
0 −1 1


 U = fh2.

Íàðÿäó ñ ýòîé ñåòêîé ââåäåì ãðóáóþ ñåòêó ñ øàãîì H = 2h, ïîëó÷åííóþ
óêðóïíåíèåì èñõîäíîé ñåòêè, ñì. ðèñ. 6.

Ðàññìîòðèì â äàííîì ïðîñòîì ñëó÷àå ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ãðóáîñåòî÷-
íûõ äèñêðåòèçàöèé óðàâíåíèÿ (6.1) íà îñíîâå ãàëåðêèíñêîé ïðîöåäóðîé (5.4).



19

i-2 i-1 i i+ 1 i+ 2

j-2

j -1

j

j + 1

j+ 2

Ðèñ. 6: Óçëû ãðóáîé ñåòêè (êðóæêè) - c; óçëû ïîäðîáíîé ñåòêè âíóòðè ìàêðîýëåìåíòà
(êâàäðàòèêè) - r; óçëû ïîäðîáíîé ñåòêè íà ãðàíèöå ìàêðîýëåìåíòà (ðîìáû) - e

Ýòè àëãîðèòìû èçó÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíî, à íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-
òû äëÿ îñíîâíûõ âàðèàíòîâ, íàçîâåì èõ ASA0, ASA2, ASA1 (èìåííî â òàêîì
ïîðÿäêå).

Àëãîðèòì ASA0. Îí îñíîâàí íà èñêëþ÷åíèè íåèçâåñòíûõ ëèíåéíîé èíòåð-
ïîëÿöèåé ïî ðåáðàì ãðóáîé ñåòêè è òî÷åí íà ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ, ò.å., åñëè
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è, òî ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ
òàêîå ðåøåíèå âîñïðîèçâîäèò òî÷íî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñãëàæèâàíèå îò-
ñóòñòâóåò, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå íà ïîäðîáíîé ñåòêå íóëåâîå, à óðàâíåíèÿ
íà ãðóáîé ñåòêå ðåøàþòñÿ òî÷íî. Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèÿ (6.1) íà ãðóáîé
ñåòêå, ïîëó÷åííàÿ ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà ASA0, èìååò âèä:

2 ε




0 −1 0
−1 4 −1

0 −1 0


 U +

bH

6



−1 1 0

1 −6 5
0 −1 1


 U = fH2, (6.3)

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé íà ãðóáîé ñåòêå óðàâíåíèÿ

−2ε(uxx + uyy) + bux = f,

à íå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.1). Ýòîò æå íåïðèÿòíûé ôàêò ñïðàâåäëèâ è äëÿ
óðàâíåíèÿ (6.2). Àëãîðèòì ASA0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàëåðêèíñêóþ ïðîöåäó-
ðó (5.4) ôîðìèðîâàíèÿ óðàâíåíèé íà ãðóáîé ñåòêå, êîãäà îïåðàòîð P îïðå-
äåëåí âûøåóêàçàííîé ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé, à îïåðàòîð ñáîðêè R, êàê
ñëåäóåò èç âèäà ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.3), åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
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æåíèå, ò.å. çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè â óçåë ãðóáîé ñåòêè òîæäåñòâåííî
ïåðåíîñèòñÿ èç ýòîãî æå óçëà ïîäðîáíîé ñåòêè.

Íàïîìíèì [12], ÷òî ïîðÿäîê mj îïåðàòîðà èíòåðïîëèðîâàíèÿ P ðàâåí k+1,
åñëè èíòåðïîëÿöèÿ òî÷íà íà ïîëèíîìàõ ñòåïåíè k; ïîðÿäîê mi îïåðàòîðà
ñáîðêè R ðàâåí ïîðÿäêó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà R∗. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëî-
âèÿ àïïðîêñèìàöèè (5.5) äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïîðÿäêà m íåîá-
õîäèìî

mi + mj > m. (6.4)
Äëÿ àëãîðèòìà ASA0 ïîðÿäêè îïåðàòîðîâ mj = 2 è mi = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî,
íåðàâåíñòâî (6.4) íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî
ïîðÿäêà (6.1) è (6.2) ïðè ε > 0.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ÷èñòîé êîíâåêöèè bux+cuy = f àïïðîêñèìèðóåòñÿ
ïðàâèëüíî.

Àëãîðèòì ASA2. Îðèåíòèðóÿñü íà çàäà÷è ñ âÿçêîñòüþ, ðàññìîòðèì ñíà÷à-
ëà íåêîòîðûå ãðóáîñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà, ò.å. óðàâ-
íåíèÿ (6.1) ïðè b, c = 0 è ε = 1. Èçëîæåííûé â ï. 5 ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
ìíîãîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ ïîÿâèëñÿ íå ñðàçó. Ïåðâûì áûë âàðèàíò, íàçîâåì
åãî çäåñü ASA2, òî÷íûé íà êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèÿõ. Îòìåòèì äîñòîèíñòâà è
íåäîñòàòêè ýòîãî àëãîðèòìà. Ìàêðîýëåìåíò â äàííîì ñëó÷àå (ñì. ðèñ. 6) � øå-
ñòèóãîëüíèê, ãðàíèöà êîòîðîãî âûäåëåíà æèðíîé ëèíèåé. Â íåì ñíà÷àëà ïðî-
âîäèòñÿ òî÷íîå èñêëþ÷åíèå âíóòðåííèõ íåèçâåñòíûõ, îòâå÷àþùèì óçëîì ïî-
äðîáíîé ñåòêè âíóòðè ìàêðîýëåìåíòà (êâàäðàòèêè íà ðèñ. 6, r−ïåðåìåííûå).
Òàêîå èñêëþ÷åíèå òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû, ðàçìåð êîòîðîé
îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì r−íåèçâåñòíûõ, â äàííîì ñëó÷àå � 6. Òî÷íîå èñêëþ÷å-
íèå ïðèâîäèò ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ, ñâÿçûâàþùåìó öåíòðàëüíûé óçåë
ñ óçëàìè íà ãðàíèöå ìàêðîýëåìåíòà. Ýòî óðàâíåíèå, êîíå÷íî, àïïðîêñèìè-
ðóåò óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ òî÷íîñòü O(h2). Äëÿ ïðèáëèæåííîãî èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ, îòâå÷àþùèõ e− óçëàì, ëåæàùèì íà ãðàíèöå ìàêðîýëåìåíòà, ïî-
ñòðîèì àïïðîêñèìèðóþùèé ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè ïî ñèñòåìå ôóíêöèé
1, x, y, xy, x2, y2 , îïèðàÿñü íà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â c−óçëàõ. ×èñëî íåèçâåñò-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ � 6, ÷èñëî ãðóáûõ óçëîâ � 7, ïîýòîìó ñòðîèì ìíîãî÷ëåí
íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâå-
äåì âèä èíòåðïîëÿöèîííîé ôîðìóëû â e−óçëû (i + 1, j + 1) è (i − 2, j + 1)
ñîîòâåòñòâåííî:

ui+1,j+1 =
4ui+2,j + 4ui,j+2 + 2ui,j − ui−2,j+2 − ui+2,j−2

8
,

ui−2,j+1 =
4ui−2,j + 4ui−2,j+2 + 2ui,j − ui,j+2 − ui,j−2

8
.
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Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â êàæäîé òàêîé èíòåðïîëÿöèè ó÷àñòâóåò ïî 5 óçëîâ
7-òî÷å÷íîãî øàáëîíà ãðóáîé ñåòêè, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, îòâå÷àþ-
ùèõ e−óçëàì, ïîëó÷àåì 5-òî÷å÷íîå óðàâíåíèå

−



0 0.2125 0
0.2125 −0.85 0.2125

0 0.2125 0


 U = 0.85fh2,

êîòîðîå ïîñëå óìíîæåíèÿ íà 4./0.85 ïðèâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé 5-òî÷å÷íîé
àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà íà ãðóáîé ñåòêå ñ øàãîì 2h.

Ýòîò æå ïîäõîä â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (6.1) â îòñóòñòâèè âÿçêîñòè (ε = 0)
ïðè b = −1 ïðèâîäèò ê ãðóáîñåòî÷íîìó óðàâíåíèþ
−201ui,j + 207ui+2,j − 6ui−2,j + 3(ui,j+2 − ui−2,j+2 + ui+2,j−2 − ui,j−2) = 440fh.

Äàííîå óðàâíåíèå è äðóãèå ïîäîáíûå ôîðìóëû ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàììû, íàïèñàííîé íà MAPLE. Âû÷èñëåíèÿ âåëèñü ñ òî÷íîñòüþ äî 8 çíà÷à-
ùèõ öèôð, çàòåì ïîñëå óìíîæåíèÿ íà 200 âñå êîýôôèöèåíòû îêðóãëåíû äî
öåëûõ ÷èñåë. Â øàáëîííîì ïðåäñòàâëåíèè ýòî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå èìååò
âèä 


−3 3 0
−6 −201 207

0 −3 3


 U = 440fh,

Âèäíî, ÷òî äèñêðåòèçàöèÿ áëèçêà ê îáû÷íîé ïðîòèâîïîòîêîâîé ñõåìå. C ïî-
ìîùüþ òîé æå MAPLE-ïðîãðàììû óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòî ðàçíîñòíîå óðàâíå-
íèå àïïðîêñèìèðóåò óðàâíåíèå bux = f, ( b = −1) ñ ëîêàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ
O(h). Òàêîé âûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ (6.1).

Åñëè ñòðîèòü â ìàêðîýëåìåíòå ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí âèäà a0 + a1x + a2y

íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî òåì æå 7 óçëàì ãðóáîé
ñåòêè, òî ïîëó÷àåìîå ãðóáîñåòî÷íîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå àïïðîêñèìèðóåò
íå èñõîäíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà, à óðàâíåíèå

−1.09(uxx + uyy) + 0.69uxy = 0.85f

ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé.
Ïðè ïðèìåíåíèè áèëèíåéíîãî âîñïîëíåíèÿ ïî áàçèñó {1, x, y, xy} ïîëó÷àåì

5-òî÷å÷íóþ ðàçíîñòíóþ ñõåìó äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà −0.88∆u = 0.85f .
Ìû òàêæå ïðîâåðèëè è áîëåå ïðîñòóþ èíòåðïîëÿöèþ: äëÿ ïðèáëèæåííîãî

èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, îòâå÷àþùèì e−óçëàì, ëåæàùèì íà ãðàíèöå ìàê-
ðîýëåìåíòà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ âäîëü ãðàíèöû �
â äàííîì ñëó÷àå çíà÷åíèå â e−óçëå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëóñóììà çíà÷åíèé â
êîíå÷íûõ óçëàõ ðåáðà. Ýòî ïðèâîäèò ê ãðóáîñåòî÷íîìó óðàâíåíèþ, àïïðîê-
ñèìèðóþùåìó óðàâíåíèå ñî ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé

−1.1(uxx + uyy) + 0.40uxy = 0.85f .



22

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî, òåì íå ìåíåå, óðàâíåíèå (6.2) àïïðîêñèìèðóåòñÿ íà
ãðóáîé ñåòêå ñ òî÷íîñòüþ O(h).

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóáîñåòî÷íûé îïåðàòîð ASA2, îñíîâàííûé íà òî÷íîì èñ-
êëþ÷åíèè íåèçâåñòíûõ âíóòðè ìàêðîýëåìåíòà è ïðèáëèæåííîì èñêëþ÷åíèè
e−íåèçâåñòíûõ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íîé èíòåðïîëÿöèè, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷-
øèì èç ðàññìîòðåííûõ ïî ñâîèì àïïðîêñèìàöèîíííûì ñâîéñòâàì. Íî ýòîò
îïåðàòîð òðåáóåò è íàèáîëüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé, ïðè÷åì èç-çà ïåðåêðû-
òèÿ øàáëîíîâ ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé îáðàáîòêà âíóòðåííèõ óçëîâ íåèç-
áåæíî ìíîãîêðàòíà. Íàïðèìåð, êàæäàÿ ìàêðîÿ÷åéêà îáðàáàòûâàåòñÿ òðè-
æäû, òàê êàê âõîäèò â øàáëîíû òðåõ ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé. Çàìåòèì, â
ðåçóëüòàòå àäàïòàöèè ñåòêè ìîãóò âîçíèêíóòü ñîòíè ìàêðîÿ÷ååê ñ áîëüøèì
÷èñëîì (íàïðèìåð, n u 200 è áîëåå) âíóòðåííèõ óçëîâ. Âêëàä òàêèõ ìàêðîÿ-
÷ååê â âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû çàìåòåí äàæå íà áûñòðûõ ïðîöåññîðàõ, òàê
êàê ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðîïîðöèîíàëüíî n3. Çàìå÷àíèå î ìíî-
ãîêðàòíîñòè îáðàáîòêè êàñàåòñÿ è r−óçëîâ, ëåæàùèõ íà âíóòðåííèõ ðåáðàõ,
òàê êàê êàæäîå òàêîå ðåáðî âõîäèò â øàáëîíû 4-õ ãðóáîñåòî÷íûõ óðàâíåíèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ìíîãîêðàòíîé îáðàáîòêè óçëîâ è óìåíüøèòü
âû÷èñëèòåëüíóþ ðàáîòó, ìû ñòðîèì íîâûé ìåòîä ASA1, ïðèâåäåííûé â ïï.
5.2 � 5.5. Äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ýòîò ìåòîä äàåò íà ãðóáîé ñåòêå 7-òî÷å÷íóþ
ñõåìó 


−0.5 −1 0
−1 5 −1

0 −1 −0.5


 U = fH2,

íå àïïðîêñèìèðóþùóþ èñõîäíîå óðàâíåíèå. Òî÷íî òàêæå äëÿ êîíâåêöèè-
äèôôóçèè (6.1) íà ãðóáîé ñåòêå ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ äðóãîãî óðàâíåíèÿ

−ε(1.5uxx + 1.5uyy − uxy) + bux = f .

Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ñàìîãî ïðîñòåéøåãî âàðèàíòà ASA0, óðàâíåíèå (6.2)
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ O(h). Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óðàâíåíèå êîíâåêöèè
(6.2) (b < 0 ) â îòñóòñòâèè âÿçêîñòè íà ãðóáîé ñåòêå ïîëó÷àåòñÿ äâóõòî÷å÷íàÿ
ïðîòèâîïîòîêîâàÿ ñõåìà

b
ui+2,j − ui,j

2h
= f.

Äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè ïðè b < 0, c < 0 ñõåìà èìååò âèä

b
ui+2,j − ui,j

2h
+ c

ui,j+2 − ui,j

2h
= f,

ò.å. ãðóáîñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñõåìû SUPG åñòü ïðî-
ñòåéøàÿ ðàçíîñòíàÿ ïðîòèâîïîòîêîâàÿ ñõåìà.

Ïðèâåäåííûå ñîîáðàæåíèÿ ñëóæàò îáúÿñíåíèåì âûáîðà àëãîðèòìà ASA1
äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè â êà÷åñòâå îñíîâíîãî âàðèàíòà.
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7 ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

7.1 Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà ðåøàþòñÿ óñòàíîâ-
ëåíèåì ïî âðåìåíè c ïîìîùüþ àëãîðèòìà [7]. Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñ÷è-
òàåòñÿ äîñòèãíóòûì, åñëè íîðìà íà÷àëüíîé íåâÿçêè íåëèíåéíûõ äèñêðåòíûõ
óðàâíåíèé óìåíüøàåòñÿ â çàäàííîå ÷èñëî 1/tol ðàç. Â ïðèâîäèìûõ ðàñ÷åòàõ
tol = 10−11. Øàãè ïî âðåìåíè âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî ÷èñëî Êóðàíòà â ïðîöåññå
ñ÷åòà ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàåòñÿ îò ' 1 äî 109. Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à àï-
ïðîêñèìèðóåòñÿ íà ñåòêå äâóõñëîéíîé íåëèíåéíîé íåÿâíîé ñõåìîé ñ ïîìîùüþ
ñòàáèëèçèðîâàííîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ SUPG. Íà êàæäîì øàãå ïî
âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé. Ñèñòåìà
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ëèíåàðèçàöèè, ðåøàåòñÿ èòå-
ðàöèîííûì ìåòîäîì ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà GMRES äî äîñòèæåíèÿ çàäàí-
íîé îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè rtol ≈ 10−3− 10−5, ò.å. èòåðàöèè çàêàí÷èâàþòñÿ
ïðè óñëîâèè rm/r0 < rtol, ãäå rm, r0 � íîðìà íåâÿçêè ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé íà m-òîé è íà÷àëüíîé èòåðàöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì ãðóïïó ïðèìåðîâ äëÿ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ìíîãîñå-
òî÷íîãî àëãîðèòìà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ êðàòíîñòè ìû íàçûâàåì ýòî àëãî-
ðèòì êàê ASA, à åãî ðàçíîâèäíîñòè � ASA0, ASA1 è ò.ï. Ñðàâíèì ýòè ìå-
òîäû ñ äðóãèìè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿìè, à èìåííî, ASM1 è ASM2. Îáà ïî-
ñëåäíèõ àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè ìåòîäà Øâàðöà è îñíîâàíû íà
äåêîìïîçèöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íà ïîäîáëàñòè ïî ÷èñëó çàíÿòûõ â ðàñ÷åòå
ïðîöåññîðîâ. Êàæäàÿ ïîäîáëàñòü äîïîëíÿåòñÿ íàáîðîì ïðèëåãàþùèõ ÿ÷ååê
(ASM1) èëè ìàêðîÿ÷ååê (ASM2). Ïîýòîìó ïåðåêðûòèÿ â ìåòîäå ASM2 áîëü-
øå, ÷åì â ASM1. Ìåòîä ASM1 íàçîâåì ñòàíäàðòíûì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì
äëÿ GMRES, îí ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî íà îñíîâíîé ñåòêå. Ìåòîä ASM2 èñïîëü-
çóþòñÿ â ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå â êà÷åñòâå ñãëàæèâàòåëÿ íà îñíîâíîì è âñåõ
ïîñëåäóþùèõ ñåòî÷íûõ óðîâíÿõ, èñêëþ÷àÿ ñàìóþ ãðóáóþ ñåòêó. Íà ãðóáîé
ñåòêå ñèñòåìà äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé òî÷-
íîñòüþ ìåòîäîì GMRES ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì ASM2. Íà âñåõ ñåòî÷íûõ
óðîâíÿõ ASM2 èñïîëüçóåò ñåòî÷íûå ïîäîáëàñòè, èíäóöèðîâàííûå èñõîäíîé
äåêîìïîçèöèåé.

Òàê êàê â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíåíèÿ GMRES èñïîëüçóþòñÿ ðàçíûå ïðå-
äîáóñëàâëèâàòåëè è óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ñ ðàçíîé òî÷íîñòüþ, òî áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå GMRES(PC, rtol) ñ ïàðàìåòðàìè PC, rtol. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî GMRES ïðèìåíÿåòñÿ ñ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåì PC è îòíîñèòåëüíàÿ
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ðàâíà rtol.

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ASA ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàê ïðåäî-



24

áóñëàâëèâàòåëü, íî â íåêîòîðûõ íå ñàìûõ ñëîæíûõ çàäà÷àõ êàê ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé ìåòîä ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé, "ðåøàòåëü". Â ñàìîì äåëå,
ìåòîä ASA îïðåäåëåí îïåðàòîðîì C = (I − Qm)A−1, ãäå Q � èòåðèðóþùèé
îïåðàòîð ìåòîäà. Åñëè ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ "ïëîõîé", ìîæíî íàäåÿòüñÿ,
÷òî ìåòîä ASA ñõîäèòñÿ, è ïîñëå m èòåðàöèé ìû ïîëó÷èì C ≈ A−1. Ïîýòîìó
òî÷íîñòü ðàñ÷åòà â ìåòîäå ASA îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: îòíîñè-
òåëüíîé òî÷íîñòüþ rtol íåâÿçêè ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
è ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì èòåðàöèé maxiter. Íàïðèìåð, äàæå íåáîëüøîå ÷èñ-
ëî maxiter = 10 ìîæåò îáåñïå÷èòü ïðèáëèæåíèå ê òî÷íîìó ðåøåíèþ ñ ïî-
ãðåøíîñòüþ rtol ≈ 10−5, ò.å. ìåòîä ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê "ðåøàòåëü",
à âûáîð maxiter = 1 óäà÷åí äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ASA êàê "ïðîñòî-
ãî"ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ.

7.2 NACA0012: ëàìèíàðíîå îáòåêàíèå

Ðàññìîòðèì èçâåñòíûé òåñò NACA0012 î ðàñ÷åòå ëàìèíàðíîãî îáòåêàíèÿ ïðî-
ôèëÿ ñ ïàðàìåòðàìè íàáåãàþùåãî ïîòîêà Re = 5000, M = 0.5, α = 0◦. Ðå-
øàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà íà íåáîëüøîé ñåòêå äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íåêîòîðûå äåòàëè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà. Íà÷àëü-
íàÿ ñåòêà ñîäåðæèò 373 óçëîâ. Ïîñëå 10 øàãîâ àäàïòàöèè ïîëó÷åíà ñåòêà
ñ 4902 óçëàìè. Èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ îá àäàïòàöèè, ìîæíî ïîñòðîèòü 10
ñåòî÷íûõ óðîâíåé (ñì. òàáë. 1), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàíäèäàòàìè äëÿ ôîðìè-
ðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ñåòîê.

Èñïîëüçóÿ ýòîò íàáîð êàíäèäàòîâ, ìû ôîðìèðóåì ìíîãîóðîâíåâûå ìàêðî-
ýëåìåíòíûå ñòðóêòóðû ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ íàáîð ãðóáûõ ñåòîê è çà-
ïèñûâàþòñÿ ìíîãîñåòî÷íûå îïåðàòîðû. Â ÷àñòíîñòè, â äàííîì ñëó÷àå ðàçóì-
íî ïîñòðîèòü ìóëüòèãðèä íà òðåõ ñåòêàõ (ASA_Levs=3) èëè äàæå äâóõ ñåò-
êàõ (ASA_Levs=2), ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàê-
ðîýëåìåíòíûõ ñòðóêòóð. Ïîçæå ìû ñðàâíèì, êàêîé èç âàðèàíòîâ îêàæåòñÿ
ýôôåêòèâíåå.

Ñíà÷àëà áóäåì èñïîëüçîâàòü ìóëüòèãðèä ASA êàê î÷åíü òî÷íûé ïðåäîáó-
ñëàâëèâàòåëü, ïðàêòè÷åñêè îáåñïå÷èâàþùèé âû÷èñëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè âõîäíûõ
ïàðàìåòðîâ: îòíîñèòåëüíàÿ òî÷íîñòü ASA � rtol = 10−5, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ASA�èòåðàöèé � maxiter = 10. Íà êàæäîì øàãå ìóëüòèãðèäà äåëàåòñÿ ïî
îäíîìó øàãó ïðå- è ïîñò- ñãëàæèâàíèÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ASM2. Óðàâ-
íåíèÿ íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ GMRES (ASM2, 10−10) .
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ìû òàêæå ïðèâîäèì ðåçóëüòàò áåç ìíîãîñåòî÷íîãî óñêîðåíèÿ,
êîãäà óðàâíåíèÿ íà ñàìîé ïîäðîáíîé ñåòêå ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ GMRES
(ASM1, 10−5).
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Òàáë. 1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ è âûáîð ãðóáûõ óðîâíåé
Àäàïòàöèÿ ASA_Levs=3 ASA_Levs=2

� óðîâíÿ ÷èñëî óçëîâ ÷èñëî óçëîâ ÷èñëî óçëîâ
1 4902 4902 4902
2 2492 - -
3 1596 1596 -
4 1052 - -
5 739 - -
6 528 - -
7 481 - -
8 464 - -
9 462 - -
10 373 373 373

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíî ñðåäíåå ÷èñëî GMRES - èòåðàöèé, çàòðà÷åííûõ íà
êàæäîé íüþòîíîâñêîé èòåðàöèè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà óñòà-
íîâëåíèåì ïî âðåìåíè äî äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî óìåíüøåíèÿ íîðìû íåâÿçêè.
Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ASA äåéñòâóåò ïðàêòè÷åñêè êàê òî÷íûé ðåøàòåëü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïðè òî÷íîì ïðåäîáóñëàâëèâàòåëå C = A−1 ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
èòåðàöèé GMRES íà êàæäîì íüþòîíîâñêîì øàãå ðàâíî 2, à ASA òðàòèò 2 èëè
3 èòåðàöèè.Çàìåòèì, ÷òî òðåõóðîâíåâûé ìóëüòèãðèä ASA_Levs=3 íåìíîãî
ëó÷øå, ÷åì äâóõóðîâíåâûé ìåòîä ASA_Levs=2, è îáà âàðèàíòà ASA ëó÷øå
óñêîðÿþò ñõîäèìîñòü GMRES ïî ñðàâíåíèþ ñ ASM1.

Òàáë. 2. Ñðåäíåå ÷èñëî GMRES�èòåðàöèé

×èñëî ïðîöåññîðîâ ASM1 ASA_Levs=2 ASA_Levs=3

2 17 2.5 2.4
4 20 2.7 2.5
8 25 2.7 2.7
16 30 2.7 2.7
32 43 2.9 2.9
64 56 3.3 2.9

7.3 MCD 1: òðåõýëåìåíòíûé ïðîôèëü, òóðáóëåíòíîå îáòåêàíèå

Â ýòîì ðàñ÷åòå ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà ñ òóðáóëåíòíîé ìîäåëüþ
Ñïàëàðòà-Àëëìàðàñà ñ ïàðàìåòðàìè íàáåãàþùåãî ïîòîêà Re = 9. 106, M =
0.2, α = 10◦. Öåëü ýòîãî ðàñ÷åòà � ïîêàçàòü êàê ðàáîòàåò ïðåäîáóñëàâëèâà-
òåëü ASA â ñåðåäèíå íåëèíåéíîãî ïðîöåññà, êîãäà èäåò ïåðåñòðîéêà ðåæèìîâ
îáòåêàíèÿ. Òå÷åíèå åùå íå óñòàíîâèëîñü, íî øàã ïî âðåìåíè óæå äîñòàòî÷íî
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áîëüøîé: CFL=2000, íåâÿçêà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ' 4.10−5. Ïîëó÷åííîå
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî è äåëàåòñÿ äâà
íüþòîíîâñêèõ øàãà.

Ìû ñòðîèì òðè ñåòêè: óðîâåíü 1 ( 26017 óçëîâ), óðîâåíü 2 (9552 óçëîâ), óðî-
âåíü 3 (2051 óçëîâ). Ñèñòåìû äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
GMRES (rtol = 10−5) ñ ðàçëè÷íûìè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿìè ASM1, ASM2,
ASA_Levs=3. Àëãîðèòì ASA äåéñòâóåò êàê ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü: çàäàíà îä-
íà èòåðàöèÿ, ò.å. maxiter = 1, è èñïîëüçóåòñÿ îäèí ïðå- è îäèí ïîñò- ñãëàæè-
âàþùèé øàã (àëãîðèòì ASM2). Óðàâíåíèÿ íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå ðåøàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ GMRES(ASM 2, 10−7).

Òàáë. 3. Ñðåäíåå ÷èñëî GMRES�èòåðàöèé

×èñëî ïðîöåññîðîâ ASM1 ASM2 ASA_Levs 3

4 33 25 7
8 40 30 9
16 50 35 9
32 70 50 13
48 84 64 14

Â òàáë. 3 ïîêàçàíî ñðåäíåå ÷èñëî GMRES�èòåðàöèé, çàòðà÷åííûõ íà äâóõ
íüþòîíîâñêèõ øàãàõ. Âèäèì, ÷òî ïðåäîáóñëàâëèâàþùèå ñâîéñòâà ASA ëó÷-
øå, ÷åì ASM1 èëè ASM2. Îòìåòèì, ÷òî ïî âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì àëãî-
ðèòì ASM1 ñàìûé ýêîíîìíûé, ASM2 � áîëåå çàòðàòíûé, òàê êàê èñïîëüçóåò
ñèñòåìó ïîäîáëàñòåé ñ áîëüøèì ïåðåêðûòèåì (à â êàæäîé ïîäîáëàñòè ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîäñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ LU-ôàêòîðèçàöèåé).
Àëãîðèòì ASA òðåáóåò íà êàæäîé ñâîåé èòåðàöèè äâóêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ
àëãîðèòìà ASM2, ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêè, âûïîëíåíèÿ
îïåðàöèé èíòåðïîëèðîâàíèÿ è ñáîðêè, ò.å. îí î÷åíü çàòðàòíûé. Íî ýòî àë-
ãîðèòì ðàçðàáàòûâàåòñÿ íà ïåðñïåêòèâó � ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïðîöåññîðîâ
ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè òèïà ìåòîäà Øâàðöà ASM äåãðàäèðóþò è èíòóèòèâ-
íî ÿñíî, ÷òî îáåñïå÷èòü áûñòðóþ ïåðåäà÷ó âëèÿíèÿ óäàëåííûõ òî÷åê ìîæåò
òîëüêî ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ. Âàæíî òàêæå, ÷òî â ïðèíöèïå ìíîãîñåòî÷-
íûé àëãîðèòì ASA ìîæåò äåéñòâîâàòü êàê "òî÷íûé ðåøàòåëü"ïðè çàäàíèè
áîëüøîãî ÷èñëà ìíîãîñåòî÷íûõ èòåðàöèé.

7.4 MCD 2: òðåõýëåìåíòíûé ïðîôèëü, òóðáóëåíòíîå îáòåêàíèå

Ìû ðàññìîòðèì êàê ðàáîòàåò ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì â ïîëíîì íåëèíåéíîì
ïðîöåññå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ òóðáóëåíòíîñòüþ è ïàðàìåò-
ðàìè íàáåãàþùåãî ïîòîêà Re = 9. 106,M = 0.2, α = 10◦. Èñïîëüçóÿ èñòîðèþ
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àäàïòàöèè, ñòðîèì òðè ñåòî÷íûõ óðîâíÿ: óðîâåíü 1 � 7002 óçëà, óðîâåíü 2 �
3588 óçëîâ, óðîâåíü 3 � 2051 óçåë.

Ðåøàòåëü íà îñíîâíîé ñåòêå � GMRES ( rtol = 10−5). Èçó÷àþòñÿ òðè ïðå-
äîáóñëàâëèâàòåëÿ: ASM1, ASM2 (10), ASA. Â ìíîãîñåòî÷íîì ïðåäîáóñëàâëè-
âàòåëå ASA ñèñòåìà óðàâíåíèé íà ñàìîé ãðóáîé ñåòêå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì
GMRES (ASM2,10−7), òî÷íîñòü ðàñ÷åòà âåêòîðîâ Êðûëîâà rtol = 10−5 è
maxiter = 10. Âûïîëíÿåòñÿ îäèí ïðå- è ïîñò- ñãëàæèâàþùèé øàã ñ ïîìîùüþ
àëãîðèòìà ASM2. Â ýòîì ðàñ÷åòå àëãîðèòì ASM2 (10) îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå
ASM2 èòåðàöèîííî äî äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè, íî íå áîëåå 10 ðàç íà êàæäîé
GMRES�èòåðàöèè ïðè òî÷íîñòè ðàñ÷åòà âåêòîðîâ Êðûëîâà rtol = 10−5.

Òàáë. 4. Ñðåäíåå ÷èñëî GMRES�èòåðàöèé

×èñëî ïðîöåññîðîâ ASM1 ASM2(≤ 10) ASA

4 16 3.9 2
8 19 3.7 2.2
16 26 4.5 2.4
32 36 5.3 2.4
64 46 6.5 2.6

Â òàáë. 4 ïðèâåäåíî ñðåäíåå ÷èñëî GMRES�èòåðàöèé íà îäíîì íåëèíåé-
íîì øàãå. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî àëãîðèòì ASA äåéñòâóåò ïðàêòè÷åñêè êàê
òî÷íûé ðåøàòåëü è åãî ïðåäîáóñëàâëèâàþùèå ñâîéñòâà ëó÷øå, ÷åì ASM1 è
ASM2(10). Â ýòîé çàäà÷å ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ASM2 (îñíîâàííûé íà ìåòîäå
Øâàðöà) äåéñòâóåò ïðàêòè÷åñêè êàê òî÷íûé ðåøàòåëü, áëàãîäàðÿ áîëüøèì
ïåðåêðûòèÿì ïîäîáëàñòåé. Íî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ðàçëè÷íà, íà-
ïðèìåð, äëÿ 64 ïðîöåññîðàõ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ASA è ASM 2(10)
ñîñòàâëÿåò 0.012 and 0.17 ñîîòâåòñòâåííî.

7.5 MCD 3: òðåõýëåìåíòíûé ïðîôèëü, íåâÿçêîå îáòåêàíèå

Ýòîò òåñò èñêóññòâåííûé è ñïåöèàëüíî ñäåëàí äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñðàâíåíèÿ
ìåòîäà ASA ñ äðóãèìè. Â ýòîé çàäà÷å ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Èç íà-
÷àëüíîé ñåòêè, ñîñòîÿùåé èç 2051 óçëà, îäíîðîäíûì èçìåëü÷åíèåì ïîëó÷åíû
äâå ñåòêè. Êàæäàÿ òðåóãîëüíàÿ ÿ÷åéêà äåëèëàñü èçîòðîïíî íà 4 òðåóãîëüíè-
êà, è òàêîå äåëåíèå ïîâòîðÿëîñü åùå ðàç. Â ðåçóëüòàòå òàêîé èñêóññòâåííîé
àäàïòàöèè ïîëó÷åíî òðè ñåòêè: óðîâåíü 1 � 31250 óçëîâ (ðèñ. 7), óðîâåíü 2 �
7678 óçëîâ, óðîâåíü 3 � 2051 óçëîâ (ðèñ. 8). Åñëè èñïîëüçîâàòü äâóõóðîâíåâûé
âàðèàíò ìóëüòèãðèäà ñ çàäàíèåì äâóõ ñîñåäíèõ ñåòîê, òî ìàêðîýëåìåíòû íå
áóäóò ñîäåðæàòü âíóòðåííèõ óçëîâ, è íå áóäåò âíóòðåííèõ íåèçâåñòíûõ, èñ-
êëþ÷àåìûõ òî÷íî. Òåì ñàìûì ìåòîä ASA ëèøàåòñÿ ïðåèìóùåñòâ, ñâÿçàííûõ
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ñ òî÷íûì èñêëþ÷åíèåì íåèçâåñòíûõ. Ýòà ñëó÷àé âîñïðîèçâîäèò ñèòóàöèþ,
ðàññìîòðåííóþ â ï. 6 ïðè àíàëèòè÷åñêîì èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïî-
ñòðîåíèÿ ìíîãîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñðàâíåíèåì äâóõ àëãî-
ðèòìîâ èç ï. 6 � ASA0 è ASA1 íà îäíîì øàãå ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé,
êîãäà ðåøåíèå åùå íå óñòàíîâèëîñü ( CFL = 1410, íîðìà íåâÿçêè íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ïðèìåðíî ' 3 10−4).

Ðèñ. 7: Ôðàãìåíò ñàìîé ïîäðîáíîé ñåòêè 1

Íà ïîäðîáíîì óðîâíå òî÷íîñòü ìåòîäà GMRES rtol = 10−3. Ñðàâíèâàëèñü
òðè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ: ASM1, ASA0, ASA1 . Äëÿ êàæäîãî èç äâóõ ìíîãîñå-
òî÷íûõ àëãîðèòìîâ ASA âçÿòî maxiter = 1 è íà ãðóáîé ñåòêå èñïîëüçîâàëñÿ
GMRES (ASM2, 10−7). Âûïîëíÿëñÿ îäèí ïðå- è ïîñò- ñãëàæèâàþùèé øàã ñ
ïîìîùüþ àëãîðèòìà ASM2.

Íàïîìíèì, ÷òî ASA1 îñíîâàí íà òî÷íîì èñêëþ÷åíèè r-íåèçâåñòíûõ (â ýòîì
òåñòå îíè åñòü òîëüêî äëÿ òðåõóðîâíåãî ñëó÷àÿ) âíóòðè ìàêðîýëåìåíòîâ òèïà
MEA (ñì. ðèñ. 2, a) è ïðèáëèæåííîì èñêëþ÷åíèè r-íåèçâåñòíûõ âíóòðè ÌÝ
òèïà MEB (ðèñ. 2, b) ðåøåíèåì ëîêàëüíîé äèñêðåòíîé êðàåâîé çàäà÷è ïðè çà-
äàííûõ çíà÷åíèÿõ c−ïåðåìåííûõ, è çíà÷åíèÿõ e-ïåðåìåííûõ íà ãðàíèöå ÌÝ
òèïà MEB, ïîëó÷åííûõ îäíîìåðíîé ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèåé c-ïåðåìåííûõ.
Àëãîðèòì ASA0 îñíîâàí íà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè c-ïåðåìåííûõ íà êàæ-
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Ðèñ. 8: Ôðàãìåíò ñàìîé ãðóáîé ñåòêè 3

äîì ðåáðå, âêëþ÷àÿ âíóòðåííèå, ò.å. â ãàëåðêèíñêîé ïðîöåäóðå (5.4) îïåðàòîð
ïðîëîíãèðîâàíèÿ P åñòü ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ, à îïåðàòîð ñáîðêè R åñòü
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Èç òàáë. 5 âèäíî. ÷òî ASA1 � ëó÷øèé ïðåäîáó-
ñëàâëèâàòåëü èç ïðåäñòàâëåííûõ. Îáà ìíîãîñåòî÷íûõ ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ
èñïîëüçóþòñÿ â äâóõóðîâíåì ñëó÷àå (óðîâíè 1 è 2) è òðåõóðîâíåâîì ñëó÷àå,
Levs = 2 è Levs = 3. Âèäíî, ÷òî ÷èñëî èòåðàöèé GMRES ñëàáî ðàñòåò ñ ðî-
ñòîì ÷èñëà ïîäîáëàñòåé. Ìåòîä ASA1 óëó÷øàåò ñõîäèìîñòü GMRES. Îáúÿñ-
íèì, ïî÷åìó äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò
îò ÷èñëà óðîâíåé â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, ïðèâåäåííîãî â ï. 7.2. Òðåõóðîâíåâûé
âàðèàíò èç òàáë. 5 ÿâëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê äâóõóðîâíåâîìó âàðèàíòó äîáàâ-
ëåíèåì áîëåå ãðóáîé ñåòêè, òîãäà êàê â ï. 7.2 ñàìàÿ ãðóáàÿ è ñàìàÿ ïîäðîáíàÿ
ñåòêà ôèêñèðîâàëèñü, à äëÿ òðåõóðîâíåãî âàðèàíòà äîáàâëÿëñÿ ïðîìåæóòî÷-
íûé óðîâåíü.
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Òàáë. 5. ×èñëî èòåðàöèé GMRES

ASA1 ASA0

×èñëî ïðîöåññîðîâ ASM 1 Levs=2 Levs =3 Levs=2 Levs=3

4 25 6 6 9 12

8 32 11 10 15 22

16 35 9 9 14 22

32 67 13 13 33 52

64 77 19 21 48 607

8 Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòðîåí ìíîãîñåòî÷íûé àëãîðèòì äëÿ íåñòðóêòóðíûõ ñåòîê, îñíîâàííûé
íà ñïåöèàëüíîé îáðàáîòêå ñåòî÷íûõ ñòðóêòóð, èñïîëüçóåìûõ äëÿ àäàïòàöèè
ñåòêè. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ãåíåðèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãðóáûõ ñåòîê
è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóáîñåòî÷íûõ îïåðàòîðîâ. Ðàñ÷åòû ïîäòâåðæäàþò, ÷òî
ìíîãîñåòî÷íûé ìåòîä óñêîðÿåò ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîäïðîñòðàíñòâ Êðûëîâà
GMRES ïðè ðåøåíèè äèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-
Ñòîêñà.

Åñòåñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ïîõîæèõ ïîä-
õîäîâ íà ïðîèçâîëüíûõ íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ áåç èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè î ãåîìåòðè÷åñêîé èåðàðõèè àäàïòàöèîííîãî ïðîöåññà.
Â ýòîì ñëó÷àå ãðóáîñåòî÷íóþ êîððåêöèþ åñòåñòâåííî ñòðîèòü â äîïîëíåíèå
ê ìåòîäàì äåêîìïîçèöèè îáëàñòè, ïðè÷åì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíî-
ãîñåòî÷íûõ ñòðóêòóð èíôîðìàöèþ, âîçíèêàþùóþ â ïðîöåññå äåêîìïîçèöèè.
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