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Abstract 

 
The paper presents the model of the solidification process of a binary 

ideal alloy based on the time-dependent Landau-Ginzburg equation and the 
equations conservation of mass and energy (the phase-field model). The 
thermodynamical consistence of the model and its applicability to describe 
the solidification process are discussed. The comparison of exact solutions 
of Stefan problem of the planar-front solidification process with numerical 
solutions of the phase-field model obtained using the adaptive grid tech-
nique is performed. Numerical results of the steady-state solidification 
process of the undercooled melt are analyzed. 

 
Аннотация 

 

В настоящей работе рассматривается модель кристаллизации 
идеального бинарного сплава на основе временного уравнения Лан-
дау-Гинзбурга и уравнений сохранения массы и энергии - модель фа-
зового поля. Обсуждается термодинамическая согласованность моде-
ли и её применимость для описания процесса кристаллизации идеаль-
ного раствора. Проводится сравнение автомодельного и квазистацио-
нарного решений задачи Стефана для плоского фронта кристаллиза-
ции переохлаждённого расплава с численными решениями модели 
фазового поля, полученными методом динамической адаптации. Ана-
лизируются результаты квазистационарного режима кристаллизации 
расплава различной степени переохлаждения. 
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Введение 
 

В условиях высокоскоростной кристаллизации бинарных металличе-
ских сплавов, когда скорость фронта кристаллизации приближается к пре-
делу абсолютной устойчивости, наблюдается возникновение новых меха-
низмов роста кристаллической фазы, образование мелкодисперсной микро-
структуры (наноструктуры), а так же зарождение разнообразных метаста-
бильных фаз, как например, аморфные фазы, чей состав и структура не мо-
гут быть получены с использованием технологических процессов традици-
онной металлургии. Подобные условия высокоскоростного охлаждения ха-
рактерны для передовых технологических процессов получения новых ма-
териалов, таких как поверхностная обработка материалов концентрирован-
ными потоками энергии [1] (лазерное, лазерно-плазменное или электронно-
лучевое воздействие на материалы), а также закалка из жидкого состояния 
(кристаллизация тонких плёнок расплава при спининговании или кристал-
лизация капель при производстве порошков методом распыления расплава). 

Одним из наиболее интересных эффектов при направленной кристалли-
зации металлических сплавов в условиях высокой скорости охлаждения явля-
ется образование так называемой зонной или “полосатой” структуры [2]. Такая 
структура наблюдается, например, при кристаллизации сплавов на основе 
алюминия и состоит из чередующихся светлых и тёмных полос, расположен-
ных параллельно фронту кристаллизации. Тёмные полосы имеют ячеисто-
дендритную или эвтектико-ламельную микроструктуру, а светлые полосы со-
ответствуют твёрдой фазе с однородным композиционным составом без мик-
росегрегации примеси [3, 4]. При высокоскоростной кристаллизации бинар-
ных сплавов, концентрация примеси в твёрдой фазе за фронтом может значи-
тельно превышать значения, предсказываемые равновесной фазовой диаграм-
мой. Это явление известно как “захват” примеси [5, 6]. С ростом скорости 
движения, плоский фронт кристаллизации теряет свою устойчивость и его ди-
намика носит колебательный (или автоколебательный) характер. Поскольку 
величина концентрации примеси за фронтом зависит от скорости его движе-
ния, то периодическое изменение скорости фронта приводит к периодическо-
му изменению концентрации примеси в растущей твёрдой фазе, т.е. к наблю-
даемой зонной структуре [7, 8]. 

В традиционных теоретических исследованиях процесса кристаллиза-
ции бинарных сплавов используется макроскопическая модель Стефанов-
ского типа [9]. Процессы масса - и теплопереноса в этой модели описыва-
ются уравнениями (1) диффузии массы и тепла в каждой фазе независимо 
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где: ( )l ,sC t ,r′ ′
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 - молярная концентрация (доля) примеси (в расплаве  
или твёрдой фазе 

l
s , ); 0 1l ,sC≤ ≤ ( )l ,sT t ,r′ ′

JG
 - температура; , , / ;  l s l s l sa ,λ χ λ= - 

коэффициент теплопроводности; constχ = - теплоёмкость сплава;  - 
коэффициент диффузии примеси. 
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Фазовый переход (фронт кристаллизации) рассматривается как подвиж-
ная межфазная поверхность ( )G t′ ′  (поверхность Гиббса), динамика которой 
определяется решением сопряжённой термодиффузионной задачи. Граничные 
условия на этой поверхности формулируются из: уравнений (2) баланса массы 
и энергии с учётом разрыва концентрации примеси на фронте кристаллизации 

 и процесса выделения скрытой теплоты фазового перехода L  CΔ

( ) ( )
( )
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( )
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                                   (2) 

(где  - единичный вектор, нормальный к фронту и направленный из твёр-
дой фазы в расплав); соотношений (3), связывающих коэффициентом рас-
пределения (сегрегации) примеси на фронте кристаллизации  и темпера-
туру фронта T  со скоростью его движения 

nG
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В условиях полного термодинамического равновесия G G
, фронт кристал-

лизации неподвижен 
     l s mT(t , r ) T (t , r ) T const,′ ′= = =
G G

           s S l LC (t , r ) C const,C (t , r ) C const′ ′= = = =
0υ′=  и коэффициент распределения ( )0k k=  связан с тем-

пературой T T  диаграммой фазового равновесия ( )0m m=

( ) ( ) ( ) ( )1 1,    / ,   m L L S S S m L m B mT f C f C k f T f T T T TA
− −= = = ≤ ≤ ,           (4) 

где ( )Lf C - линия ликвидуса, ( )Sf C - линия солидуса (линии растворимости); 
 - температура фазового превращения чистой компоненты сплава (А - рас-

творитель, В - примесь). Типичная “линзообразная” фазовая диаграмма иде-
ального раствора никель-медь (А - Ni, В - Cu) представлена на рис.1а.  
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Для слабых растворов ( )1C<<  фазовая диаграмма аппроксимируется линейными 
функциями (рис.1б) ( ) ( )0L A Lf C T m C= + , ( ) ( )0S A Sf C T m C= + , ( ) ( ) ( )0 0L Sk m / m= 0

0
, где 

 - наклон линий ликвидуса, солидуса (соответственно). ( )0L,Sm const= <

При малой скорости движения фронта ( 0 1 . m / sυ′<  для типичных металлов), 
предполагается, что фазовый переход находится в состоянии локального термо-
динамического равновесия и в Стефановской модели кристаллизации (1), (2) ис-
пользуется равновесная фазовая диаграмма (4), т.е. смещение линий солидуса и 
ликвидуса из-за неравновесности не учитывается. 

В одномерном случае x′−∞< <+∞  односторонняя 
( ) ( ), ,  ,s S sC t x G t C T t x G t T′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ −∞ < ≤ ⎤ = ⎡ −∞ < ≤ ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ m                  (5) 

термодиффузионная задача Коши-Стефана (1), (2), (4), (5) кристаллизации 
бинарного переохлаждённого расплава 

( ) ( ) ( )0 0 0 , ,  , ,  l lC t x C T t x T T f C′ ′ ′ ′→ +∞ = → +∞ = < 0 ,L                  (6) 
( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0,  , , < ,S m L S S m L L m S Lf C T f C C f T C f T C C C− −< < = = <  
имеет автомодельное решение [10] 

( )
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⎨ ′⎪ ′ ′ ′ ′− ∞ ≤ = ≤ = =⎡ ⎤⎣ ⎦⎪ ′ ′+⎡ ⎤⎣ ⎦⎩
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′ ′ ′ ′< < +∞ = > = − Δ⎡ ⎤⎣ ⎦ −

′ ′ ′ ′< < +∞ = > = − Δ⎡ ⎤⎣ ⎦
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где:  ( ) ( ) ( )1 / 2 1 / 2
 0  0 ,  ,l l BG t R a t t P D t t L L L const′ ′ ′ ′ ′ ′= + = + = = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ A

( ) ( ) ( ) ( ) (,  ,  ,  ,  , , / ,    , , /l s l s L l s l s mc t x C t x C C u t x T t x T L )/ χ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − Δ = −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,  
P const=  - является решением трансцендентного уравнения 

( )
2 2
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0

2ex p  1 erf , e rf
2 2 2

zP P P yc z eπ
π

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −− = Δ = ∫⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
dy , 

( )0 /Lc C C CΔ = − Δ , 0 1c< Δ < , , 1/ 2
 Le ,  Le /l lR P D a= =

( )

2
1/ 2 0e x p  1 e r f ,   0 <   1

2 2 2 /
mR R R T Tu u
L

π
χ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = − = Δ <⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
,       (8) 

Le- число Льюиса, 0 0t const′ = >  определяет начальные условия задачи (1), (2), (4) - 
(6), соответствующие автомодельному решению. Решение (7) описывает диффузи-
онный режим кристаллизации переохлаждённого расплава ( ) ( )0 0/S L 0f C L T f Cχ− < < . 
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Физически это решение означает, что скрытое тепло, которое выделяется при 
движении фронта кристаллизации, разогревает расплав перед фазовым перехо-
дом и твёрдая фаза образуется в условиях фазового превращения (4). 

При более высокой скорости движения фронта кристаллизации 
( )0 1   1 . m / s m / sυ′< ≤  используется модифицированная модель Стефана, учи-
тывающая неравновесность фазового перехода как изменение диаграммы фазо-
вого равновесия. Для слабых бинарных растворов получены следующие фено-
менологические соотношения [6, 11, 12], связывающие скорость фронта кри-
сталлизации с коэффициентом распределения и температурой фронта 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

  0 /
  ,     ,

1 /
0 1 ln / 0 0 1

 0 1 ,  ,
1 0 0

D A
m A L L

D

L L C
L

nk Tk T T m C K
L

k k k k k
m m

k m

υυ υ συ υ υ
υ υ μ

υ υ
υ μ υ

′′ ′+
′ ′ ′= = + − −

′ ′ ′+
⎧ ⎫′ ′− −⎡ ⎤ −⎪ ⎪⎣ ⎦′ ′= + =⎨ ⎬−⎪ ⎪⎩ ⎭

G JG
JG

�

� ′
   (9) 

где ( )Lm υ′ - зависимость наклона линии ликвидуса от скорости, ( ) Aσ σ σ≅ - плот-
ность энергии поверхностного натяжения, K - средняя кривизна межфазной по-
верхности, ( ) Aμ μ μ′ ′ ′≅� � � - коэффициент динамического (кинетического) переох-
лаждения фронта кристаллизации, 1000 /C const m sυ′ = ∼ - скорость звука в метал-
ле, 5D const m / sυ′ = ∼ . 

В одномерном случае x′−∞< <+∞  односторонняя термодиффузионная за-
дача (1), (2), (9), (5), (6) (задача без начальных условий или задача на установ-
ление) имеет квазистационарное решение [15, 16] ( ) ( )0 , = 0G t t t constυ υ′ ′ ′ ′ ′ ′= + >  

( )
( )

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

, 1,

, 1  ,

0 1
, exp   

1 0

, exp   ,
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l
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c t x G t

u t x G t u

k k
c t G t x x t t

Dk k

u t G t x x t t u
a

υ υ υ
υ

υ υ

⎧ ′ ′ ′ ′−∞ < ≤ = −⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦
⎨

′ ′ ′ ′−∞ < ≤ = − Δ⎡ ⎤⎪ ⎣ ⎦⎩
⎧ ′−⎡ ⎤

1,
⎧ ⎫′⎣ ⎦′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′< < +∞ = − − + −⎡ ⎤ ⎡⎪ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣′ −⎡ ⎤⎪ ⎩⎣ ⎦

⎨
⎧ ⎫⎪ ′′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′< < +∞ = − − + − Δ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪
⎩ ⎭⎩

⎦
⎭

(10) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) (0 0 , , , 0 1, / / , , , / /A B A l s l s AL L L C u T T L u t x T t x T L )χ χ′ ′ ′ ′⎡ ⎤= = < < Δ = − = −⎣ ⎦ , 
( ) ( ) ( ) ( ), , 0 0 0, , / 0 / / 0l s l sc t x C t x C k C k C′ ′ ′ ′⎡ ⎤= − ⎡ − ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ 0  t const, ′ =  - определяет 

момент установления квазистационарного решения. 
Скорость движения фронта кристаллизации находится из решения транс-

цендентного уравнения 

( ) ( ) ( )0 0 1A LT m C / k T
L /

L /
υ υ

υ μ χ
χ

′ ′+⎡ ⎤
′ ′= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
� − .                              (11) 
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Уравнение (11), учитывая (9), преобразуется к виду 
( ) 0 =  1mT T
L /
υ

χ
′ − ,                                                          (12) 

и, поскольку ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0  0   0 0m m m S A ST T , T f C T m 0Cυ′ < = = + , из (12) следует, что ква-
зистационарное решение задачи кристаллизации слабого бинарного раствора 
реализуется только в случае сильного переохлаждения (гиперохлаждения) 

( )0 0ST f C L/ χ< −  расплава, т.е. когда неравенство (8), необходимое для существо-
вания автомодельного решения задачи, не выполняется. В отличие от диффузи-
онного режима, такой режим кристаллизации принято называть кинетическим. 

Модели Стефановского типа успешно используются для расчётов процес-
са кристаллизации металлических сплавов при скорости движения фронта 

~ 1 /m sυ′ . При большей скорости фронта кристаллизации, характерный мас-
штаб изменения концентрации примеси (диффузионная длина) l /D υ′для типич-
ных металлов становится сравним с шириной фронта и модель межфазной по-
верхности неадекватно описывает фазовый переход. В этом случае, модель, учи-
тывающая конечную ширину фазового перехода и основанная на феноменоло-
гической теории Ландау-Гинзбурга, является более приемлемой [17]. 

В работе рассматривается модель (фазового поля) [18, 19] неизотермиче-
ской кристаллизации идеального бинарного раствора. Термодинамически-
согласованные уравнения модели получены на основе законов сохранения (мас-
сы и энергии) неравновесной термодинамики и временного уравнения Ландау-
Гинзбурга для скалярного параметра порядка. В работе представлены некоторые 
результаты численного исследования кристаллизации переохлаждённого (мета-
стабильного) расплава идеального бинарного раствора, выполненного на основе 
модели фазового поля с использованием метода динамической адаптации [26]. 
Проведено сравнение результатов расчёта с точными решениями задачи Стефа-
на. 

 
I. Модель фазового поля кристаллизации бинарного сплава 

 
Рассматривается бинарный сплав (идеальная раствор двух компонент), 

который может находиться в двухфазном состоянии, твёрдом или жидком, 
фиксированного объёма V , ограниченного поверхностью V∂ . Предполагается, 
что состояние сплава в заданный момент времени t′  определяется плотно-
стью, концентрацией  (молярная доля компоненты примеси В), темпе-
ратурой 

( , )C t r′ ′
JG

( ),T t r′ ′
JG

, давлением и ещё одной функцией координат r , так называе-

мым параметром порядка 

′
JG

( ),t rξ ′ ′
JG

, который определяет распределение фаз. 
Предполагается также, что термодинамический потенциал (свободная 

энергия Гиббса) всей системы в неравновесном состоянии определен 
( ) � ( ), ,  , ,C T C T dVξ ϕ ξΦ = ∫ , 
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а термодинамический потенциал �( ), ,C Tϕ ξ  единицы объёма бинарного 
сплава, который при постоянном давлении может находиться в двухфазном 
состоянии, задается функционалом Ландау-Гинзбурга 

� ( ) ( ) ( ) �

( ) ( )

2
0 0 0

,

0 0
0 0

, ,

, , , , ,  ,
2

        , ,  ,      , , ,
C T

C T

C T C T d dC s dT d

s C T C T
T Cξ ξ

κ δϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ μ
δξ

ϕ ϕξ μ ξ

⎛ ⎞Φ= + ∇ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞=− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ξ

)

   (13) 

где (0 , ,C Tϕ ξ -локальная часть плотности термодинамического потенциала, 
 0,constκ = >  0 1ξ≤ ≤ , ( 0ξ = - расплав, 1ξ = - твёрдая фаза), ( )0 , ,s C Tξ - плот-

ность энтропии, (0 , ,C T )μ ξ - плотность химического потенциала, 
( ) ,/ C T  δ δξΦ - вариационная производная функционала Φ . При отсутствии 
потоков массы, тепла и градиента параметра порядка на поверхности V∂  

20

, ,

 
C T C T

ϕδ κ ξ
δξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂Φ
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∇ .                          (14) 

Локальная часть плотности термодинамического потенциала идеального 
бинарного раствора представима в виде [18, 19] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

0 0

 , , , ln 1 , , , , ln , v v

, , , , , , , , ln ,v 1
, , , , 1 , , , , , , ,

A A B B
m m

B A B A
m

B A A

RT RTC T T C C T T C

RT CC T C T C T T T C
C T C C T C C T C C T C T

μ ξ ϕ ξ μ ξ ϕ ξ

μ ξ μ ξ μ ξ ϕ ξ ϕ ξ

ϕ ξ μ ξ μ ξ μ ξ μ ξ

′ ′= + − = +

′ ′= − = − + −

= + − = +

(15) 

где ( ), ,A B Tϕ ξ′ - плотность термодинамического потенциала соответст-
вующей компоненты, (A,B ,C,T )μ ξ - плотность химического потенциа-
ла, - универсальная газовая постоянная, - молярный объём, кото-
рый предполагается постоянным (изменение плотности на фазовом 
переходе не учитывается). Система рассматривается при постоянном 
давлении. 

R vm

Плотность энтальпии l ( , ,w C Tξ )  системы определяется плотностью термоди-
намического потенциала и её теплоёмкостью χ . Полагая ,A B constχ χ= = , спра-
ведливы следующие термодинамические соотношения 

( ) ( ) ( )

l � ( ) l �

0 0
0 0 0

, ,

2
0 0 0 0

,    , , , , , , ,

         ,   ,
2

C C

s wT w C T C T Ts C T
T T

w Ts w d w d Tds s dT

ξ ξ
χ ξ ϕ ξ ξ

κϕ ξ ϕ

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= + = + ∇ = + +
 (16) 
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( )

0 0 0
0

, , ,

0 0 0 0 0
0

, ,, , ,

      ,

, , , ,

T C C T

T TT C C T C T

w w wdw dC dT d
C T

w s wT C T
C C

ξ ξ

ξ ξ

ξ
ξ

ϕ μ ξ
ξ ξ ξ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

sT
  (17) 

� 20
0 0

, ,

0 0
0

,,

  

        ,

C T C T

TT C

d d C s d T d d

s sT d s d T T d T d C
C ξ

δ ϕ ,ϕ μ ξ κ ξ ξ
δ ξ ξ

χ ξ
ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞Φ ∂
− + = = − ∇⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 (18) 

и, как это следует из (16) - (18), изменение плотности энтальпии ldw  можно пред-
ставить в виде 

l 20 0

, ,
  

T C T

w wd w dT dC d
C ξ

χ κ ξ
ξ

ξ
⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞⎛ ⎞= + + − ∇⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

                    (19) 

В соответствии с первым началом термодинамики, количество тепла, полу-
ченного единицей объёма системы dQ de= , где e - плотность внутренней энергии 
системы. Предполагая закон Фика для потока примеси j

G
 (диффузионный массопе-

ренос) и закон Фурье для теплового потока q
G

 (кондуктивный теплоперенос), для 
изменения концентрации примеси  и энтальпии  единицы объёма системы 
за время dt  при постоянной плотности можно получить 

dC ldw
′

l

( ) 0

  d iv ,     d iv ,
v 1 ,    m

d C j d t d e d w q d t

,j D C C q T
R T

μ λ

′ ′= − ⋅ = = − ⋅
⎛ ⎞= − − ∇ = − ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

G G

G G                    (20) 

где ( ) 0λ λ ξ= >  - коэффициент теплопроводности, ( ) 0D D ξ= > - коэффициент 
диффузии примеси, (диффузионный термоэффект - эффект Дюфора и термо-
диффузия примеси - эффект Соретта не учитываются). Из (19), (20) следуют 
уравнения сохранения массы примеси (уравнение для молярной концентрации) 
и сохранения энергии (уравнение для температуры) модели фазового поля 

( ) ( )

( )

0 0

, 

20 0

, , 

v v 1d iv 1 d iv 1  ,

        d iv ,

m m

T

T C T

C D C C D C C
t R T R T C

w wT C T
t C t t

ξ

ξ

μ ϕ

ξχ κ ξ
ξ

λ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪∂ ⎢ ⎥= − ∇ = − ∇⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟′∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ∂∂ ∂+ + − ∇ = ∇⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (21) 

Для вывода уравнения эволюции параметра порядка рассматривается изменение 
энтропии  в произвольном объёме  ограниченного поверхностью S V V∂  
двухфазной системы с течением времени 

( ) 0 0 0
0

V

V    V
,T ,CC ,T

s s sdS C TS s ,C ,T d , d
dt t C t T tξ ξ

ξξ
ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥⎦⎣
∫ ∫ ′

 (22) 
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Учитывая (17), (18), (21), соотношение (22) преобразуется к виду 

( )20 0

,

1 1 d i v  d i v      V ,
C T

d S j q d
d t T T T

μ ϕ κ ξ
ξ

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ⎪⎧= − − − ∇⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟′ ∂⎩ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎪⎣ ⎦ ⎭
∫

G G
  (23) 

а использование теоремы Остроградского-Гаусса позволяет представить уравне-
ние (23) в форме 

0 0

V

20

,

1        

1                V  
C T

d S qj d a j q
d t T T T T

d
T t

μ μ

ϕ ξκ ξ
ξ

∂

⎛ ⎞ ⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + ⋅ = − ⋅∇ + ⋅∇⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟′ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎩⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ⎫− − ∇⎢ ⎥ ⎬⎜ ⎟ ′∂ ∂ ⎭⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
G

−
G G G G

         (24) 

Поверхностный интеграл в левой части (24) представляет собой поток энтропии 
через границу объёма . Интеграл в правой части является источником энтро-
пии в объёме. Производство энтропии обусловлено масса - теплопереносом  

V 

( )
2 2

0 0v 11 0,    m Tj D C C q
T R T T T
μ μ λ⎡ ⎤ ∇⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ⋅∇ = − ∇ ≥ ⋅∇ = ≥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

G G
0 , 

и процессом релаксации системы к равновесию. Мощность релаксационного ис-
точника энтропии должна быть, в соответствии со вторым началом термодина-
мики, также неотрицательна 

20

,
 

C T t
ϕ ξκ ξ
ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
− − ∇⎢⎜ ⎟ 0≥⎥

′∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂
.                                                (25) 

Уравнение эволюции поля параметра порядка, удовлетворяющее условию (25), 
известно как временное уравнение Ландау-Гинзбурга 

2 0

, 

 

   
C Tt

ϕξγ κ ξ
ξ

⎛ ⎞∂∂
= ∇ −⎜ ⎟′ ∂∂ ⎝ ⎠

                                                 (26) 

где 0 constγ = > - коэффициент Онзагера. Неизвестные параметры ,  γ κ  вычис-
ляются из анализа частных решений уравнений модели в случае плоского фазо-
вого перехода. 

Для плоского фазового перехода в состоянии термодинамического равно-
весия уравнения модели (21), (26) и соответствующие граничные условия имеют 
вид 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

 1  1

2
0 0

2

 

     

              0        0

       1  0  0
               , 

m B m A S S m L L

C

x

S L

T x T const , T T T , C mf T , C f T ,
d d, ,

dx C dx
x , x , d / dx

C x C , C x C

ξ

ϕ ϕξκ
ξ

ξ ξ ξ

− −

′→ ± ∞

′ = = < < = =

⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞ = − =⎜ ⎟⎜ ⎟′ ′∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′ ′ ′→ −∞ = →+∞ = =

′ ′→ −∞ = →+∞ =

  (27) 
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Предполагая, что искомое решение задачи (27) имеет вид ( )e xξ ξ ′= , ( ) ( )e eC x C ξ′ = , 
уравнения модели можно проинтегрировать 

( ) ( ) ( ) ( )0
0 0 0 e e

e e e e e A e e
e

,C
,C con s t , ,C C ,C

C
ϕ ξ

μ ξ ϕ ξ μ μ ξ
∂

= = = +
∂

 (28) 

( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )

0

2
0

0    

  
2

A e e eA e e e e

e e

e e A e ee e

e

d ,C,C ,C, ,
C d

,C d ,Cd dd ,
d x d x d x d x

μ ξ ξμ ξ ϕ ξ
ξ ξ

ϕ ξ μ ξξ ξκ
ξ

∂ ∂
= =

∂ ∂
∂⎛ ⎞ = =⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂⎝ ⎠

e  

( ) ( )[ ] ( ) ([ ])2 21 1e
A e e A S B e e B S

d ,C ,C ,C ,C
d x
ξ μ ξ μ μ ξ μ

κ κ
= − − = − −

′
   (29) 

Из граничных условий и (29) непосредственно вытекает условие термодинами-
ческого равновесия фазового перехода для химических потенциалов компонент 

S L
A ,B A ,B ,μ μ=                                                          (30) 

а из (28), (30) следует правило “общей касательной”, использующееся в материа-
ловедении для построения диаграмм фазового равновесия бинарных сплавов 

0
0 0 0

0
L S

L S

L S
const C C

ϕ ϕμ μ μ −
= = = = − ,                             (31) 

где: ( ) ( ) ( ) (0 0 0 0 0 0 0 01  1  0  0S S L L
S ,A,B ,A,B S L ,A,B ,A,B L ),C , ,C , ,C , ,Cϕ ϕ μ μ ϕ ϕ μ μ= = = = . 

Плотность энергии поверхностного натяжения σ  плоского равновесного фазового 
перехода, согласно определению [18], будет 

�( ) ( ) �( ) ( )
0  

0 0 0 0
 0

 S S L L
e e e S e e e L,C C C dx ,C C C dxσ ϕ ξ ϕ μ ϕ ξ ϕ μ

+ ∞

− ∞

′ ′⎡ ⎤ ⎡= − − − + − − −⎣ ⎦ ⎣∫ ∫ ⎤⎦  (32) 

и, как это следует из (31), (32), 

� ( ) ( )[ ]

( ) ( )

  

0 0 0 0 0
 0

 2

0 0 0
 

  

                  2

S L S
e S L S

Se
e S

C C dx C C dx

d C C dx .d x

σ ϕ ϕ μ ϕ ϕ μ

ξκϕ ϕ μ

+ ∞ + ∞

− ∞
+ ∞

− ∞

′ ′⎡ ⎤= − − − − − − −⎣ ⎦

⎡ ⎤ ′= + − − −⎢ ⎥′⎣ ⎦

∫ ∫

∫

=

 (33) 

С помощью соотношения 
( ) ( )00

0  e e ee e e

e e

d ,C,C dC ,
d d

ϕ ξ ξϕ ξ
μ

eξ ξ ξ
⎡ ⎤∂ ⎣ ⎦= −

∂
 

первый интеграл уравнения параметра порядка 
2

0
0 0  

2
e ed d dCd

dx dx dx dx
ξ ϕκ μ⎛ ⎞ − + =⎜ ⎟′ ′ ′ ′⎝ ⎠

 

преобразуется к виду 

(
2

0 0 02
Se

e S
d C C
d x
ξκ ϕ ϕ μ⎛ ⎞ = − − −⎜ ⎟′⎝ ⎠

) .                                  (34) 
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Из уравнений (29), (33), (34) следуют соотношения, позволяющие вычислить па-
раметр модели  через плотность энергии поверхностного натяжения κ

2
ed d x .

d x
ξσ κ

+ ∞

− ∞

⎛ ⎞ ′= ⎜ ⎟′⎝ ⎠∫                                                (35) 

( ) ( )
1 1

0 0

 
2

S S  A e e e A e B e e e B e,C d ,C dσ μ ξ ξ μ ξ μ ξ ξ μ ξ
κ
= − = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫    (36) 

Для плоского, изотермического ( )T t ,x const′ ′ = , квазистационарного 
0constυ′ = >  фазового перехода уравнения модели  и граничные условия, соот-

ветствующие односторонней задачи кристаллизации, в подвижной системе ко-
ординат имеют вид 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2
0 0

2
0

 0      0

           1    0     0
             0

C

ls

z
z

dd D d C d d, ,
d z / C d z d z d zd z

z , z , d / d z ,
C z C , C z C , d C / d z ,

ξ

ε

ε

μ ϕξ ξυ κ γυ
μ ξ
ξ ε ξ ε ξ

ε ε
′= ±

′= −

⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞′ ′+ = + − =⎢ ⎥ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂′ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
′ ′ ′= − = = = =
′ ′ ′= − = = = =

 (37) 

где z x tυ′ ′ ′= − ′ ,     zε ε′− ≤ ≤ , ε  - полуширина фазового перехода, 
( ) ( )0 v 1m/ C RT / C C

ξ
μ∂ ∂ = −⎡⎣ ⎤⎦ . Интегрируя уравнение диффузии примеси по об-

ласти фазового перехода и учитывая отсутствие диффузии в твёрдой фазе, для хи-
мического потенциала можно получить следующие соотношения 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

0 0
0 0

0

0
0 0

   

                      .

z
s s

s

l s s

C z CdD C C , ,C ddz C/ C D z
C z C dzC D z

ξξ

ξ

εε

ε

μ μυ υ μ ξ μ υμ
μμ μ υ

z,
′

−

−

−∂⎛ ⎞′ ′ ′+ = = − ⎜ ⎟′ ∂∂ ∂ ⎝ ⎠
−∂⎛ ⎞′− =− ⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫

∫
 (38) 

Интегрирование уравнения для параметра порядка 
2 2

0
0 0

2
dd d dd d

d z d z d z d d d z
ϕ Cξ ξ ξκ γυ μ
ξ ξ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞′+ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥′ ′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦
= . 

по области фазового перехода с учётом граничных условий приводит к соотно-
шению 

( )[ ]
2

0 0 0  
Cl

l s

C s

dC ,C dC dz
dz

ε

ε

ξϕ ϕ μ ξ γυ
−

⎛ ⎞′ ′− − = ⎜ ⎟′⎝ ⎠∫ ∫ .                       (39) 

Используя (38), интеграл от химического потенциала в (39) представим в форме 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0
0 0

0
0

   

            

C C z
ss

l s
C C

C
sl

l s
C z

l l

s s
l

s

C z C
,C dC C C dz dC

C D z

C z C
C C dz dC ,

C D z

ξε
ε

ξ

μμ ξ μ υ

μμ υ

′

−

′

⎡ ⎤−∂⎛ ⎞′= − − ⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤−∂⎛ ⎞′= − + ⎢ ⎥⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ∫

∫ ∫

=

  (40) 
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где: ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 01  1  0  0s s l l
s s l l,C , ,C , ,C , ,Cϕ ϕ μ μ ϕ ϕ μ μ= = = = . При малой скорости 

движения фронта, распределение параметра порядка и концентрации близки к со-
ответствующим равновесным распределениям. Полагая, что ( ) ( ) ( ) e ez , C z C eξ ξ ξ′ ′= = , 
и учитывая, что ( ) ( ) ( )0 0  e e e e e e,C const, dC / d / / / C0μ ξ ξ μ ξ= = ∂ ∂ ∂ ∂μ , уравнения 
(38), (39) преобразуются к виду [20] 

( )
( )( )

( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )

1
1 2

0 0 1 2
0

0 0 0

1
1 2 0

1 2
00 0

        2    
v 1

                      

+  2     
v 1

                

l s / e S
e/Sm e e A A

l s l
l s

e
/ ee S

e e/Sm ee e A A

C CR T/ d
D C C

C C /

/C CR T/ d
/ CD C C

ξ

μ μ υ κ ξ
μ μ

ϕ ϕ μ υ σ γ κ

μ ξ
 

,

d ,υ κ ξ
μμ μ

−′= −
− −

′− − − = +

⎡ ⎤
∂ ∂−⎢ ⎥′ ′

⎢ ⎥ ∂ ∂− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

∫ ∫

( ) ( )

( )

ξ

( )( )
( )
( )

0 0 0

1 1
1 2 0

1 2
00

      

 2     
v 1

l s s
l s

/ ee S
e e/Sm ee e e A A

C C /

/C CR T/ d
/ CD C Cξ

ϕ ϕ μ υ σ γ κ

μ ξ
 d ,υ κ ξ

μμ μ

′− − − = −

⎡ ⎤
∂ ∂−⎢ ⎥′ ′− ⎢ ⎥ ∂ ∂− −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫ ξ

 (41) 

Модель фазового поля соответствует модифицированной модели кристаллиза-
ции Стефана при , 0κ→ ( )/ constσ γ κ =  [21]. В этом случае из (41) следует 

( )0 0 0
l s l

l sC Cϕ ϕ μ− − − = −Δϕ ,                                          (42) 
( )/ϕ υ σ γ κ′Δ = − .                                                    (43) 

Для химических потенциалов компонент смеси, уравнение (42) имеет вид 
( ) ( )( )1s l s l

s B B s A AC Cμ μ μ μ− + − − =Δ ϕ .                                   (44) 
Уравнение (44) представляет собой известное из термодинамики кри-
сталлизации бинарных сплавов правило “касательных” [22], связы-
вающее изменение (“скачок”) плотности свободной энергии ϕΔ  на 
межфазной поверхности с изменениями химических потенциалов 
компонент. Это уравнение используется, в частности, для вычисления 
температуры фронта ( )m mT T υ′=  в модифицированной модели Стефана 
(9). При этом, предполагается, что величина ϕΔ  связана с температу-
рой фронта кристаллизации и его скоростью υ′  уравнением [13, 14] 

v  v
1 exp m

C
m mRT RT

 m
C

ϕ ϕ
υ υ υ

⎡ ⎤⎛ ⎞Δ Δ
′ ′ ′= − ≈ −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
.                            (45) 

Для слабого раствора соотношение (45) с помощью (9) преобразуется к виду 
( )

( )
0 1

v v 0
A A

m C m L A A

k AR T R T
m T

υϕ υ
υ μ

L
υ

μ
−′ ′Δ ≈ − = − ≈ −

′ ′� �
′

′
.                    (46) 
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Из сравнения (43) и (46), для параметров модели фазового поля кристалли-
зации слабого бинарного раствора следует 

A

A A A

L
/

T
γ κ

σ μ
=

′�
.                                                    (47) 

Параметры модели фазового поля ,κ γ  связаны с физически-измеряемыми свой-
ствами сплава соотношениями (36), (47). Для вычисления этих параметров необ-
ходимо явно определить термодинамический потенциал бинарной двухфазной 
системы. 

Плотность термодинамического потенциала ( ), ,A B Tϕ ξ′  и локальная часть 
плотности энтальпии ( )0 , ,w C Tξ  аппрокси-мируются полиномами [19, 23] 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

0
,  ,  ,  ,  

22 2 2
,  ,  ,  ,  

2 0
,  ,  ,  ,  

0

 , l n /

2 1 2 3 ,  0

        / 2 3 ,  ,

             , , 1 .  

A B A B A B A B A B

A B A B A B A B

A B A B A B A B

B A

T T T T T w T s s

w L h h c o n s t

s L T s c o n s t

w C T T C w C w

,  ,

,

ϕ ξ χ χ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ χ ξ ξ

′ ′ ′⎡ ⎤= + + − +⎣ ⎦
⎡ ⎤′ = − + − =⎣ ⎦

′ = − =

′ ′= + + −

>
 (48) 

При такой аппроксимации термодинамического потенциала, из уравнений (29), 
(30) для фазового перехода чистого металла ( )0 1C ,=  в состоянии фазового пре-
вращения ( )A BT T ,T=  следует 

( ) ( )21 1 t h  = 3
2e A ,B A ,B A ,B A ,B A ,B

A ,B A ,B

xx , L /
/ h

hξ κ ε ε σ
ε

′⎛ ⎞′ ′= − =⎜ ⎟′⎝ ⎠
′ .       (49) 

Величина A,B A,B/ hε ′  интерпретируется как полуширина фазового пере-
хода и является физически-измеряемым параметром. При выводе 
уравнений предполагалось, что параметры модели  ,κ γ  не зависят от 
параметра порядка, концентрации примеси и температуры. Это пред-
положение приводит, как это следует из (47), (49), к необходимости 
выполнения условий 

( ) ( )A A A B B/ h / h Bε σ ε σ′ ′= ,                                                      (50) 
( ) ( )A A A B B B

A A B B

/ h L / h L
T T

ε ε
μ μ

′ ′
=

′� � ′

1

.                                                 (51) 

Условие (50) эквивалентно соотношению 
( ) ( )1

A A B B/ d dγ κ μ μ− −= =� �                                           (52) 
где ( )A,B A,B A,BL /μ μ χ′=� � , - капиллярная длина. 2

A,B A,B A,B A,Bd T /σ χ= L
Таким образом, параметры модели фазового поля  A,B, , hκ γ  нужные для 

проведения расчётов процесса кристаллизации бинарного сплава, вычисляются с 
помощью соотношений (49) - (52) через теплофизические свойства компонент. 
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Из соотношений (30), (15), (48) непосредственно следует явное выра-
жение для “линзообразной” диаграммы фазового равновесия [24] 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

 1  11  e 1  e      e
e  e e  e

v v1 1 1 10 = e          

m m
n

S m S m L m L mn m n m

n m m
B A B m

B m A m

C T f T , C T f T ,

k , n L , m L , T T
R T T R T T

− −

−

− −
= = = =

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = − ≤ ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

AT .
  (53) 

представленной на рис. 1 для бинарного сплава Ni-Cu 

9 3 9 3 6 3

      1 7 2 8  1 3 5 8  8 3 1 4  

2 3 51 0  1 7 2 51 0  v 7 41 0
A B

A B m

T K , T K , R . J / K m o l ,

L . J / m , L . J / m , . m / m o l.−

= = =

= ⋅ = ⋅ = ⋅
 

Поскольку химический потенциал ( ) ( )0 e e ex ,Cμ ξ ξ′⎡ ⎤⎣ ⎦  является величиной посто-
янной по ширине равновесного фазового перехода, используя (48), (53), неслож-
но получить зависимость концентрации примеси в фазовом переходе от пара-
метра порядка ( ) ( ) ( )    0  1S m e e L m eC T C C T ,  ξ ξ≤ ≤ ≤ ≤  [25] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
 1

v
= 1   exp  

1
mL

e e B e A e m B e A e
L m

C
C w w T s

C RT
ξ ξ ξ ξ s ξ

−
⎡ ⎤

′ ′ ′ ′⎡ ⎤− − − −⎢ ⎥⎣ ⎦−⎢ ⎥⎣ ⎦
(54) 

При таком распределении концентрации примеси подинте-гральные 
выражения в уравнениях (41) являются функциями положительными 
и, полагая  0  , constγ κ→ = , из этих уравнений следуют неравенства 

( ) ( )0 0 0 0 0 0  0    0l s l l s s
l s l sC C , C Cϕ ϕ μ ϕ ϕ μ− − − ≥ − − − ≤ ,  что эквивалентно . 

Для плотности термодинамического потенциала (48), из последних 
двух неравенств, можно получить соотношение [20] 

0l s
A A ,μ μ− ≥

l s LC C C CS− ≤ − ,                                                (55) 
демонстрирующее, что в модели фазового поля, учитывающей конеч-
ную ширину фазового перехода, величина разрыва концентрации 
примеси на фронте кристаллизации уменьшается с увеличением ско-
рости фронта. Такая качественная зависимость концентрации приме-
си от скорости фронта кристаллизации согласуется с эксперимен-
тальными наблюдениями [23]. 
 

II. Постановка одномерной задачи кристаллизации 
 

В одномерном случае кристаллизации переохлаждённого рас-
плава в неограниченной области    x′−∞ < < +∞  уравнения модели (21), 
(26) в безразмерной виде для параметра порядка ( )t ,xξ ′ ′ , концентрации 
( )C t ,x′ ′ и локальной части плотности энтальпии ( )0w t ,x′ ′ имеют вид 
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2

2

2 2

2 2

                   ,

        ,

,

F
t x

C C d
t x x x x

w w W F
t x x x x x x

ξ ξ

δ

ξ ξα α

∂ ∂
= −

∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ Φ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

       (56) 

где 2
2

1       A,B,A
A,B A,B,m

A A A A A

Lt xt , x , , , , , a ,L L d T
γ κ τ λτ ε χ χ ν

τ ε μ χ χε
′ ′ ′= = = = = = = =′ ′
′ ′ ′ � ,B,m

, 

( ) 0v  1     A,B A,Bm m
A,B A,B

A A A A A A A

w sw T Ta D, , d C C , w , u , w , sd d R L L / L
χα δ δ

μ μ χ
′ ′

χ
−

= = = − = = = =� �
, 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2
, , , , ,

        , ,   ,     , ,
,

, ,
    , , , ,  , ,

      ,  ,  , 1/ ,

/ 2 1 2 3 ,  2 3

A

A

B A B A m

A B A B A A B A B A B

C w s W C C w
w W C

W C S C
F C w w W C S C Cs s

w w s s s w u W C

w L L h s . 

ω ξ
ξ ξ ξ ω ξ

ξ

ξ ξ

ξ

ξ ξ ξ ξ
ξ ξ

ω ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ν

ξ ξ ξ ξ ξ ξ ν ξ

Φ = − = +
−

∂ ∂
= − − = +⎡ ⎤⎣ ⎦∂ ∂

= − = − = + +

⎡ ⎤= − + − =⎣ ⎦

ξ

ξ −

(57) 

Рассматривается односторонняя задача кристаллизации, т.е. концентрация примеси 
в твёрдой фазе s SC C=  и температура твёрдой фазы s mT T=  постоянны. Предпола-
гается, что образующаяся твёрдая фаза находится в стабильном состоянии и кон-
центрация примеси связана с температурой диаграммой фазового равновесия (53) 

( ) ( ) 0S S m L SC f T , C C / k= = , ( )0m mT T= . Расплав, находящийся в переохлаждённом 
состоянии , характеризуется концентрацией  и 
температурой 

(0 )T T f C< < ∞0m L ( )0C C t,x= →+
( )0T T t,x= →+∞

)
. Степень переохлаждения расплава определяется 

параметром ( ) (0m Au T T / L / χΔ = − . 
При невысокой степени переохлаждения 0 u 1< Δ <  для уравнений (56) - 

(57) ставится задача Коши. Начальные условия для температуры выбираются 
в соответствии с автомодельным решением (7) задачи Стефана 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

0

01 / 2
0

            0,                                        ,
/ 2 / 20,

, ,  ,
1 / 2

x G t
erf r erf Ru t x xu r G

erf R tα

⎧ −
⎪

−= = ⎨−Δ = < + ∞⎪ −⎩
t x

∞ < ≤

(58) 

где . Постоянная  
задаётся так, чтобы , и . При 
выполнении этих условий, ширина фазового перехода много меньше характер-
ных размеров задачи, т.е. длины теплового поля и диффузионной длины. В этом 
случае фазовый переход можно считать изотермическим и, полагая температуру 
межфазной области близкой к равновесной температуре фазового превращения, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0 0 0
1/2 1/2 1/2 1/2, /2 / /2 /G t R t P t t R t P tα δ υ α δ= = = = 0t

( ) ( )1/2
0 0/ ~ / 1Pe t P tυ δ δ= � ( ) ( )1/2

0 0/ ~ / 1PeLe t R tυ α α= �
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для слабых растворов задавать в качестве начальных условий для параметра по-
рядка равновесное распределение (49) 

( ) ( ) ( ){ }0
1 10, th ,   
2 2e At x x h x G t xξ ξ= = = − − − ∞ < < +⎡ ⎤⎣ ⎦ ∞ .     (59) 

Распределение концентрации примеси в начальный момент времени предпо-
лагается равновесным (54) в пределах фазового перехода, а в расплаве выби-
рается в соответствии с автомодельным решением (7) задачи Стефана 

( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0

0 0

0 01/2
0

10  ,                                                         ,

1 10,     <   ,0, 1 1/ 1exp v /  
/2 /2 10,       ,     

1 /2  

S
A

10

A AL m m e e

L L

C x
h

G t x G tC t x h hC R s
erf p erf P xC C C p G t

herf P t

χ ν ω ξ ξ

δ

−∞ < ≤ −

− < += = + − −
−

− − = +
−

G t

  .
A

x

⎧
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪

≤ <+∞⎪
⎪⎩

(60) 

При таких начальных условиях следует ожидать, что решение задачи 
будет близко к решению задачи Коши для модели Стефана и при 

 приближается к автомодельному решению (7) классической 
термодиффузионной задачи Коши-Стефана. 
t→+∞

Постановка задачи об установлении квазистационарного режима кристал-
лизации сильно переохлаждённого расплава 1uΔ >  ( ( )0 0S AT f C L / χ< − ) кроме 
уравнений модели включает граничные условия для параметра порядка, концен-
трации и температуры  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
0 0

    , 1,   , 0 ,
  , ,   , ,

, 1 ,   ,

t x t x
C t x C C t x C

u t x u u t x u

ξ ξ→ −∞ = → +∞ =
→ −∞ = → +∞ =

→ −∞ = − Δ → +∞ = − Δ .

)

                  (61) 

В результате решения задачи (56), (57), (61) определяются параметр 
порядка ( z x tξ υ= − , концентрация ( )C z , температура  и скорости 
движения фазового перехода 

( )u z
0constυ = > . Для слабых растворов при 

малой скорости фронта кристаллизации ( ) ( )01 0 / /A S Au m C Lυ μ χ′≅ Δ − +⎡ ⎤⎣ ⎦� , 
 распределение температуры в начальный момент 

времени задается в соответствии с квазистационарным решением (10) 
модифицированной задачи Стефана  

 1,  1Pe PeLe<< <<

( ) ( )
   1 ,                 0,

0,
exp  ,     0 .

u x
u t x

Le Pe x u x
− Δ − ∞ <⎧

= = ⎨
≤

− ⋅ − Δ < < +⎩ ∞           (62) 

В качестве начального условия для параметра порядка используется равновесное 
распределение 

( ) ( ) ( )1 10,  ,  
2 2e At x x th h x xξ ξ= = = − − ∞ < < +∞ .             (63) 
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Распределение концентрации примеси задается равновесным в пределах фазово-
го перехода и соответствует квазистационарному решению задачи Стефана в 
расплаве 

( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }
( ) ( ) ( )

0

0 0 0

10              ,                                            ,

1 10, ,  < ,
1 1/ 1 exp v /   

10exp , = / 0 ,        .

A

L m m e e A

L L
A

C x
h

C t x x
C R s h

C C C Pe x C C k x
h

χ ν ω ξ ξ

⎧ − ∞< ≤⎪
⎪
⎪= = − <⎨
+ − −⎪

⎪ + − − ⋅ ≤ <+∞⎪⎩

0 10

Ah (64) 

При таком выборе начальных условий следует ожидать, что распре-
деления температуры, параметра порядка и скорость движения фазо-
вого перехода при установлении квазистационарного режима будут 
незначительно отличаться от начальных значений и длительность са-
мого периода установления будет невелика. 

 
III. Разностная схема и алгоритм адаптации сетки к решению 

 
Основная трудность, связанная с численным решением уравнений 

(56), заключается в том, что ширина межфазной области, где параметр 
порядка заметно меняется, может быть много меньше длины теплового 
поля и диффузионной длины. Поскольку межфазная область является 
подвижной, шаги пространственной сетки должны изменяться с течением 
времени, адаптируясь к этой особенности решения задачи. Эффективным 
алгоритмом построения адаптивных сеток для нестационарных задач с 
большими градиентами является метод динамической адаптации [26]. В 
основе метода лежит переход от исходной системы координат ( )t ,x  физи-
ческого пространства к нестационарной системе координат ( ),qτ  расчет-
ного пространства, в котором область больших градиентов решения не-
подвижна. Полагая, что ( ), ,  x x q tτ τ= = −соотношение перехода от физи-
ческого пространства к расчётному и, что существует обратное невырож-
денное преобразование ( )q q t ,x , tτ= = , для частных производных справед-
ливы соотношения 

2

2
1 1,   ,   ,Q

t q x q qxτ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = =

∂ ∂ Ψ ∂ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂∂
1

q
/ q

         (65) 

где функции ( ) ( ), ,q x qτ τΨ = ∂ ∂ - метрический коэффициент преобразования 
системы координат, ( ) ( ), ,Q q x q /τ τ=∂ ∂τ

)
- скорость движения системы коорди-

нат. Функции ( ) ( ,q , Q ,qτ τΨ  связаны между собой уравнением  
( ) ( ), ,q Q q

q
τ τ
τ

∂ Ψ ∂
=

∂ ∂
.                                        (66) 
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Уравнения модели (56) в новых независимых переменных ( ),qτ  расчетного 
пространства в дивергентной форме имеют вид 

( ) ( ) 1Q F
q q q

ξξ ξ
τ

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂Ψ = + − Ψ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ Ψ ∂⎝ ⎠
                            (67) 

( ) ( ) C dC Q C
q q q q

δ
τ

⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ΦΨ = + +⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ Ψ ∂ ∂ Ψ⎝ ⎠ ⎝ q
⎞
⎟∂ ⎠

                        (68) 

( ) ( ) 1 1 1 w Ww Qw F
q q q q q q q q q

ξ ξα α
τ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Ψ = + − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ Ψ∂ ∂ Ψ ∂ Ψ∂ Ψ∂ ∂ Ψ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
(69) 

Дополнительное уравнение для функции скорости узлов ( )Q ,qτ , которое 
определяет механизм адаптации сетки к решению и замыкает систему урав-
нений (67) - (70), определяется из требования квазистационарности локаль-
ной части энтальпии в расчетном пространстве. Нестационарная система 
координат ( ),qτ  выбирается таким образом, чтобы 0w / τ∂ ∂ ≅ . Из уравнения 
(70) следует требуемое уравнение для функции Q  

1 1 1 0w w WQ F
q q q q q q q q q

ξ ξα α ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ Ψ ∂ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ Ψ ∂ ∂ Ψ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
= .    (70) 

Сетка в расчетном пространстве выбирается равномерной по пространственной 
координате ( )0 / ,  Nh q q N N= − - число шагов сетки,  

- координаты целых и полуцелых узлов. Шаг ин-
тегрирования по времени 

0 0,q = 1 ,i iq q h−= +

11/2 /2, 1, 1,...,i Niq q h q i−− = + = = N
jτΔ  может меняться в процессе вычислений 

. К целым узлам относятся функции 1 0;  0,1,..., ;  0j j j j Jτ τ τ τ+ = + Δ = =

, , ,j j j j
i i i iC w Qξ , к полуцелым узлам относится . Для конечно-разностной 
аппроксимации уравнений движения узлов сетки (66), (70) и уравнений модели 
(67) - (69) используется схема с центральными разностями второго порядка точ-
ности [27] 

1/ 2
j
i−Ψ

( )1 1 1
11/ 2 1/ 2  

2

j

1
j j j j j

i iii i Q Q Q Q
h
τ+ + + j

i− −− −
Δ

Ψ = Ψ + − + −                    (71) 

1 1 1 1 1 1 1 11 1
1 1 1 11 1/2 1/2

1 11 1 1 1
1/2 1/21/2 1/2 1/2 1/2

1 1 1 1
1 1

11 1
1/21/2 1/2

   

1  

j j j j j j j jj j
i i i ii i i ij i i

i j jj j j j
i ii i i i

j j j j
i ii i

jj j
ii i

w w W W w w W W
Q

h hw w w w

hw w

α α

ξ ξ ξ ξ

+ + + + + + + ++ +
+ + − −+ + −

+ ++ + + +
+ −+ − + −

+ + + +
+ −

++ +
++ −

− − − − − −
+ −

Ψ Ψ− −

− −
+ −

Ψ−

+

1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1
1/2 1/2 1/2

1 0
j j j j

i ii i j
ij j j j

ii i i

F
h h h

ξ ξ ξ ξ+ + + +
+ − +

+ + + +
− + −

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − =

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥Ψ Ψ Ψ Ψ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

(72) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 1/21 1/2, /2,  ,  , , ,i i i i i i i ii i i iC C C d d Cξ ξ ξ α α ξ δ δ ξ ξ− − − − − − − −− −= + = + = = = i−

/−

 

. ( ) ( )11 2 1 2 1 2 /2  2i i ii / i / i /Q Q Q ,−− += + Ψ = Ψ +Ψ



 20

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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1 1
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  (73) 
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Для вычисления в начальный момент времени функции ,  QΨ  были исполь-
зованы начальные условия (60) параметра порядка. В начальный момент вре-
мени функция ( )0,qτΨ =  задаётся таким образом, чтобы в расчётном про-
странстве распределение параметра порядка (60) было линейной функцией 
координаты , а все узлы сетки двигаются с одинаковой скоростью q
( )0,Q q constτ = =  равной начальной скорости фазового перехода. Система 

разностных нелинейных уравнений (72) - (75) решается методом Ньютона. 
На каждой итерации, решение лианеризованной системы уравнений (73) - 
(75) находится с помощью раздельных прогонок. Итерация заканчивается 
вычислением значений функций ,QΨ  из уравнений (71), (72). Такая процеду-
ра решения линеаризованных уравнений с помощью раздельных прогонок 
оказывается более экономичной, чем с использованием матричной прогонки. 
Шаг интегрирования по времени jτΔ  выбирался автоматически, изменяясь в 
зависимости от количества итераций. 

 
IV. Результаты тестовых расчетов 

 
При невысокой скорости движения фронта кристаллизации 1~ m/ sυ′ , 

длина теплового поля и диффузионная длина для типичных металлов много 
больше ширины фазового перехода. В этом случае результаты расчета динамики 
фазового перехода на основе модели фазового поля должны быть близки к ре-
шению термодиффузионной задачи Стефана. Для проверки модели фазового 
поля (55), (56) и алгоритма динамической адаптации, выбранного для её числен-
ной реализации, было проведено два тестовых расчета одномерной задачи кри-
сталлизации слабого раствора Ni-Cu разной степени переохлаждения. Результа-
ты моделирования сравнивались с автомодельным (7) и квазистационарным (10) 
решениями односторонней задачи Стефана кристаллизации бинарного сплава. 

На рис. 2 - 4 представлены результаты расчета диффузионного режима 
кристаллизации переохлаждённого расплава. 
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Начальные условия для параметра порядка, концентрации и 

температуры задавались в виде (58) - (60). Были выбраны следующие 
параметры, определяющие модель и начальные условия: 

6 3 2

3
0

  6.5 10 / , 0.3 / , 1.6  / ,
1700 , 5.0, =1.0, 1.0,  0.8, ( ) 10 .

A B A B

m A B

J Km J m m sK
T K h h c G t
χ σ σ μ μ

α δ
′ ′= ⋅ = = = =

= = = = Δ =

� �
=

 

На рис. 2 изображены графики зависимостей параметра порядка 
1ξ ξ′= − , концентрации примеси ( ) ( )L L Sc C C / C C= − −  и температуры 

( ) ( )m Au T T / L / χ= −

≥

 от координаты в двух разных масштабах (а), (б) для 
момента времени . Графики тех же функций, но в более поздние 
моменты времени, представлены на рис. 3, 4. Маркерами на рисунках 
обозначены положения узлов адаптивной сетки. Число узлов сетки в 
расчётах не превышало 120. 

410t=

Сравнение полученных результатов с автомодельным решением термо-
диффузионной задачи Стефана (7), (8) показало хорошее совпадение (с точно-
стью до 2%) скорости движения фронта кристаллизации, распределений кон-
центрации примеси и температуры вне фазового перехода при t . 4  10
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На рис. 5 представлены результаты расчета кинетического режима кри-
сталлизации расплава Ni-Cu в гиперохлажденном состоянии 

( ) ( )0 / / 1. 07A Au T T L χΔ = − = . Граничные и начальные условия для поля параметра 
порядка и температуры задавались в виде (61) - (64). На рисунке представлены в 
различном масштабе (а), (б) графики зависимостей параметра порядка 1ξ ξ′= − , 
концентрации примеси ( ) ( )0L Lc C C / C C= − −  и температуры ( ) (A Au T T / L / )χ= −  от 
переменной z x tυ= −  после установления квазистационарного решения. Как пока-
зали результаты расчётов, решение выходит на квазистационарный режим, т.е. 
представляет собой волну кристаллизации, движущуюся с постоянной скоростью 
υ . Сравнение полученных результатов с квазистационарным решением задачи 
Стефана (10) выявило не более чем 2% отличие скорости движения фазового пере-
хода и распределений концентрации примеси и температуры вне фазового перехо-
да. 
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Заключение 
 

 Проведённое численное исследование процесса кристаллизации 
идеального бинарного сплава на основе модели фазового поля  мето-
дом динамической адаптации показало, что результаты моделирова-
ния с достаточно высокой точностью согласуются с решениями зада-
чи Стефана в условиях, когда ширина фазового перехода много 
меньше длины теплового поля и диффузионной длины, т.е. 1Pe <<  и 

  1Pe Le<< . 
 В дальнейшем, в рамках разработанной модели, планируется 
выполнить расчёты по изучению пульсационной неустойчивости 
движения фронта кристаллизации в условиях сильного переохлажде-
ния расплава и исследовать влияние скорости фронта на коэффициент 
сегрегации примеси. 
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