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М.А. Лапик1, Ю.Н. Орлов О логарифмической асимптотике ортого-
нальной меры системы специальных полиномов в задаче комбинационного
рассеяния

Аннотация

Рассматривается класс полиномиальных гамильтонианов, имеющих полный
набор законов сохранения, линейных по операторам числа частиц. Для та-
ких систем методами, развитыми в теории логарифмического потенциала,
получена точная асимптотика спектра при больших числах заполнения.
Введена система неклассических специальных полиномов, представляющая
систему собственных функций спектральной задачи, и получено выражение
для функции распределения нормированных собственных значений.

В качестве примера рассмотрен точно решаемый случай квадратич-
ного гамильтониана, специальными полиномами для которого являются по-
линомы Кравчука.

Lapik, M.A. Orlov Yu.N. On the logarithmic asymptotics of orthogonal
measure for special polynomials in the problem of radiation scattering.

Abstract

We consider a class of polynomial quantum Hamiltonians with complete number
of conservation laws, linear with respect to particle number operators. The
system of special non-classical polynomials is introduced for the Hamiltonian
diagonalization problem. The exact asymptotics for orthogonal measure are
obtained for these system of polynomials by logarithmic potentials methods in
the case of large particle numbers.

The exact case of quadratic Hamiltonian is considered as an explicit
example.

1Работа первого автора частично поддержана программой "Организация и финанси-
рование работ молодых ученых РАН по приоритетным направлениям фундаментальных
исследований" , грантами РФФИ-05-01-00697, НШ - 4466.2006.1.



1 Введение

В ряде задач квантовой оптики [1] процессы взаимодействия излучения с
веществом моделируются гамильтонианами, полиномиальными в терминах
операторов рождения и уничтожения, действующих в симметричном про-
странстве Фока [2]:

Ĥ = Ĥ0 +
∑

(α,β)∈J

bα βa
+αa−β + h.c. (1)

Пространство Фока и операторы рождения и уничтожения определены во
многих классических курсах квантовой механики, но для облегчения вос-
приятия проводимых в работе обобщений в этой вводной части мы дадим
необходимые определения базовых понятий, относящихся к методу вторич-
ного квантования.

Все рассматриваемые в работе операторы действуют в гильбертовом
пространстве функций H с интегрируемым квадратом модуля. Стандарт-
ный счетномерный базис этого пространства обозначается через {|n〉}.

Обозначим через a+ и a− некоторые эрмитово сопряженные операторы
в H, такие, что их коммутатор равен единице: [a−, a+] = 1. Тогда оператор
Â = a+a− является самосопряженным, причем все его собственные значе-
ния неотрицательны. Т.е., если |α〉 - нормированный собственный вектор
оператора Â, отвечающий собственному значению α, то

α = 〈α|Â|α〉 = ‖a−|α〉‖2 > 0.

Далее, легко проверяется, что [Â, a±] = ±a±, откуда следует, что Âa± =
a±(Â± 1), т.е.

Âa±|α〉 = (α± 1)a±|α〉.
Поэтому вектор a±|α〉 является собственным вектором оператора Â с соб-
ственным значением α ± 1. Аналогично, для любого натурального числа
n вектор (a−)n|α〉 является собственным вектором оператора Â с собствен-
ным значением α−n. Поскольку же, как установлено выше, все собственные
значения оператора Â неотрицательны, то α - целое неотрицательное чис-
ло и, кроме того, должно существовать основное, или вакуумное, состояние
|0〉 такое, что a−|0〉 = 0. Следовательно, за векторы стандартного базиса
можно взять собственные векторы оператора Â. Поскольку его значения -
целые неотрицательные числа, то он называется оператором числа частиц и
обозначается n̂. Тогда получается, что операторы a± действуют на векторы
стандартного базиса следующим образом:

a−|n〉 =
√

n|n− 1〉, a+|n〉 =
√

n + 1|n + 1〉.
3



В соответствии с этими равенствами они называются операторами уничто-
жения и рождения.

В случае многих сортов частиц, с каждым из которых связывается
свое гильбертово пространство, базисом является тензорное произведение
соответствующих одночастичных базисов: |n1〉1 |n2〉2 ... |np〉p .

В этих терминах операторы a± в (1) удовлетворяют правилам ком-
мутации [a−j , a+

k ] = δjk, а оператор Ĥ0 =
∑p

k=1 ωkn̂k диагонален в пред-
ставлении чисел заполнения, которые являются собственными значениями
операторов числа частиц k-го типа: a+

k a−k ≡ n̂k. Действие операторов a± на
базисные векторы определяется формулами

a−k |n〉k =
√

nk|n− 1〉k, a+
k |n〉k =

√
n + 1|n + 1〉k. (2)

В (1) принята мультииндексная запись aα = aα1
1 ...a

αp
p , где индексы

α принадлежат некоторому подмножеству целочисленной p-мерной решет-
ки Zp

+, в соответствии с размерностью задачи, определяемой количеством
типов частиц, так что вектор показателей степеней (α, β) ∈ J ⊂ Z2p

+ при-
надлежит некоторому подмножеству J целочисленной 2p-мерной решетки
Z2p

+ . Величины ωk и bα β – действительные коэффициенты, h.c. означает эр-
митово сопряжение. Задача состоит в отыскании собственных значений и
собственных функций гамильтониана (1). В случае, если точное ее решение
не известно, требуется определить асимптотическое поведение собственных
значений при больших числах заполнения (собственных значениях операто-
ра числа частиц).

В случае, когда множество J состоит только из элементов 0 и 1, га-
мильтониан (1) является квадратичным и может быть диагонализован ка-
ноническим преобразованием Боголюбова [2]. Если взаимодействие имеет
более высокий порядок по степеням α, β, то операторы, в терминах кото-
рых гамильтониан запишется в диагональном виде, уже не будут операто-
рами рождения и уничтожения безонного типа, т.е. удовлетворяющих соот-
ношениям (2). В силу этого диагонализующее преобразование заведомо не
будет каноническим (оставляющими инвариантными правила коммутации
между операторами рождения и уничтожения), т.к. в случае представления
Ĥ ′ =

∑
k ω′kb

+
k b−k коммутатор эрмитово сопряженных операторов b−k и b+

k

будет отличен от единицы.
Хотя решить аналитически в общем виде задачу на собственные зна-

чения Ĥψ = Eψ для гамильтониана (1) при произвольных α, β не пред-
ставляется возможным, можно тем не менее получить некоторые точные
результаты относительно асимптотического поведения его спектра.

В данной работе исследуется главная асимптотика спектра гамиль-
тониана (1) по числам заполнения и формулируются точные результаты
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об асимптотической функции распределения собственных значений в рам-
ках подхода, использующего методы теории логарифмического потенциа-
ла. Поскольку асимптотическая функция распределения собственных зна-
чений является одновременно и весовой функцией, с которой ортогональны
соответствующие собственные функции гамильтониана, то представление
последних в виде системы специальных полиномов, ортогональных относи-
тельно указанного веса, позволит фактически провести диагонализацию га-
мильтониана, т.е. перейти (асимптотически) к новому базису в пространстве
чисел заполнения. Это, в свою очередь, позволит определить коммутацион-
ные соотношения между новыми сопряженными операторами рождения и
уничтожения.

Таким образом, в данной работе излагается методика асимптотической
диагонализации полиномиальных гамильтонианов, возникающих в ряде мо-
дельных задач квантовой оптики. Дается также иллюстрация этого подхода
на примере точно решаемого случая квадратичного гамильтониана.

2 Законы сохранения в задаче стоксова рассеяния

Обозначим через J∆ множество векторов α−β ∈ Zp, а через L – их линейную
оболочку. Известно [3], что оператор

Î =

p∑

k=1

Ckn̂k (3)

коммутирует с гамильтонианом (1) тогда и только тогда, когда вектор
C = (C1, ..., Cp) ортогонален линейной оболочке L векторов α − β, т.е.
принадлежит ортогональному дополнению L⊥ в Rp: (C, α − β) = 0. Это
утверждение позволяет существенно упростить исследование неограничен-
ного оператора Ĥ, анализируя его на конечномерных инвариантных под-
пространствах. Ниже подробно рассматривается пример многофотонного
рассеяния, являющийся одной из базовых моделей в ряде задач квантовой
оптики [1].

При описании комбинационного рассеяния одномодового излучения
частоты ω0 на возбуждениях (фононах) нескольких сортов, возникающих в
среде, используется следующая модель [1], называемая моделью рассеяния
на стоксовых фононах (постоянная Планка положена равной единице):

Ĥ =

p∑

k=0

ωk a+
k a−k + B

(
a+

0

p∏

k=1

a−k + h.c.

)
, (4)
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где ωk, B – действительные постоянные. Согласно (3), эта система имеет p
законов сохранения, записываемых в виде [3]

Î0 = n̂0 + n̂p, Îk = n̂k − n̂p, k = 1, ..., p− 1. (5)

Поскольку операторы Îk (5) коммутируют с гамильтонианом (4), то про-
странство собственных значений этих операторов инвариантно относитель-
но действия гамильтониана. Это означает, что при действии гамильтониана
на каждое слагаемое в (5) величины n0+np и nk−np не меняются. Положим

n0 + np = N, n1 = n2 = · · · = np = j. (6)

При фиксированном N первое из равенств (6) обеспечивает ограниченность
области изменения собственных значений nk операторов числа частиц в (5).
В общем случае для гамильтониана вида (1) система законов сохранения
имеет вид [3]

Îk = γpn̂k − γkn̂p = const, k = 1, ..., p− 1; γ = α− β.

Представим собственную функцию |ψ〉N оператора Ĥ, отвечающую
заданному значению N в первом законе сохранения в формулах (5, 6), в
виде разложения по стандартному фоковскому базису:

|ψ〉N =
N∑

j=0

λj |N − j〉0 |j〉1 ... |j〉p . (7)

Тогда, используя (2), получаем, что задача на собственные значения
Ĥ|ψ〉N = E(N)|ψ〉N для гамильтониана (4) на вышеуказанном инвариант-
ном подпространстве запишется следующим образом:

√
N − j(j + 1)p/2λj+1 +

√
N − j + 1(j)p/2λj−1 =

=

[
E(N) − ω0N

B
+

j

B

(
ω0 −

p∑

k=1

ωk

)]
λj. (8)

Равенство (8) представляет собой линейную алгебраическую систему отно-
сительно λj, где j меняется от 0 до N .

Эту систему можно записать в виде

Dλ = xλ, x = x(N) =
E(N) − ω0N

B
, (9)
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где D – симметричная трехдиагональная (N + 1) × (N + 1) - матрица с
элементами

Djk =
√

qj δj,k+1 + cjδj,k +
√

qj+1 δj,k−1, j, k = 0, ..., N,

qj = jp(N − j + 1), cj =
j

B

(
−ω0 +

p∑
i=1

ωi

)
.

(10)

Таким образом, задача о распределении собственных значений гамильто-
ниана (4) при больших числах заполнения (т.е. при N → +∞) свелась к
исследованию асимптотики спектра симметричной трехдиагональной мат-
рицы при увеличении ее размерности, причем элементы матрицы также
зависят от размерности матрицы D как от параметра.

3 Система специальных полиномов для задачи ком-
бинационного рассеяния

Вектор с компонентами (λ0, ..., λN), зависящими от собственных значений x,
которые определены в (9), является собственной функцией гамильтониана
(4). Эти компоненты, как видно из (8), связаны рекуррентно и зависят от x

полиномиально. Преобразуем систему (8) так, чтобы старший коэффициент
при x был равен единице. Для этого введем специальные полиномы PN

k (x)
по формулам

PN
k (x) =

λk(x)

λ0(x)

√
q1q2...qk, qk = kp(N − k + 1) k = 1, ..., N. (11)

Верхний индекс полинома на единицу меньше порядка матрицы D. Тогда
из (8) получаем

PN
k+1(x) = (x− ck)P

N
k (x)− qkP

N
k−1(x), k = 0, ..., N − 1, (12)

PN
N+1(x) = (x− cN)PN

N (x)−√qNPN
N−1(x), PN

−1 = 0, PN
0 = 1. (13)

Следовательно, задача нахождения собственных функций спектральной за-
дачи (9) свелась к рекуррентным соотношениям (12), известным из теории
ортогональных полиномов [4]. Искомые собственные значения x

(N)
k гамиль-

тониана (4) при фиксированном значении N являются корнями полинома
PN

N+1(x). При каждом N существует весовая функция ρN(x) (спектральная
мера, сосредоточенная в корнях полинома PN

N+1(x)), относительно которой
ортогональны первые N полиномов:

∫
PN

k (x)PN
m (x) dρN(x) = δkm, 0 ≤ k, m ≤ N,

7



где

ρ′N(x) :=
∑

x
(N)
j :PN

N+1(x
(N)
j )=0

ρj
N δ(x− x

(N)
j ), ρj

N =
1

∑N
k=0

[
PN

k (x
(N)
j )

]2 . (14)

Здесь δ(x− x0) обозначает точечную меру массы 1 в точке x0.
Как известно [4], полиномы PN

k (x) могут быть представлены в следу-
ющем виде через определители:

PN
k+1(x) =

1

Gk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ0 τ1 ... τk

τ1 τ2 ... τk+1

. . . . . . . . . . . . . . . . .
τk−1 τk ... τ2k−1

1 x ... xk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, Gk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

τ0 τ1 ... τk

τ1 τ2 ... τk+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
τk−1 τk ... τ2k−1

τk τk+1 ... τ2k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (15)

а величины

τk ≡ τ
(N)
k =

∫
xk dρN . (16)

суть моменты соответствующей весовой функции, т.е. средние значения сте-
пеней корней полинома PN

N+1(x) или, что то же самое, средние следов сте-
пеней матрицы D (10).

Поставим вопрос об асимптотике полиномов PN
k (x) и, соответствен-

но, меры ортогональности, при N → ∞. С этой целью заметим, что при
фиксированном N максимальные значения элементов (10) матрицы D име-
ют порядок

√
(N + 1)p+1. Поэтому удобно перейти от матрицы D к другой

матрице D̃ с элементами D̃ij = Dij(N + 1)−
p+1
2 . Введем соответствующие

нормированные собственные значения

s
(N)
j = x

(N)
j (N + 1)−

p+1
2 j = 0, ..., N (17)

и рассмотрим следы n-ых степеней матрицы D̃:

µ(N)
n =

1

N + 1

N∑
j=0

(
x

(N)
j

(N + 1)p+1

)n

=
1

N + 1
Tr(D̃ij)

n. (18)

Из (10) и (11) с точностью до O
(

1

N

)
равномерно по t получаем

q(t) = tp(1− t), c(t) = Ωt, Ω =
1

B

(
ω0 −

p∑
i=1

ωi

)
, t =

k

N + 1
, (19)

8



так что с вышеуказанной точностью

Djk = N
p+1
2

(
Ω tN−p−1

2 δjk +
√

q(t) (δj,k−1 + δj,k+1)
) (

1 +O
(

1

N

))
. (20)

Выражение (20) в круглых скобках, умножаемых на N
p+1
2 , представляет

элементы матрицы D̃, записанные с точностью до O
(

1

N

)
. Видно, что при

p > 1 ее диагональные элементы асимптотически равны нулю, т.е. в пределе
при N → ∞ матрица D̃ двухдиагональна. Эту предельную матрицу будем
обозначать D̃∞. Отметим, что важным является т.н. случай "точного резо-
нанса" , когда Ω = 0. В этом случае двухдиагональна не только матрица
D̃∞, но и сама матрица D̃, а также и D.

Чтобы вычислить моменты (18), рассмотрим матрицу вида

D̂ij = aδij + b(δi,j+1 + δi,j−1).

Для нее

D̂n
ij =

n∑
m=0

(
n

m

) m∑

l=0

(
m

l

)
an−mbm δi,j+m−2l.

Таким образом, если диагональные элементы в данной матрице D̂ отсут-
ствуют, то след ее n-ой степени отличен от нуля только при четном n.

Возвращаясь к матрице D̃, видим, что при p > 1 все ее нечетные
моменты в пределе N →∞ равны нулю, а для четных моментов получаем

lim
N→∞

µ
(N)
2n =

(
2n

n

) ∫ 1

0
qn(t) dt =

(
2n

n

)
(pn)!n!

[(p + 1)n + 1]!
, lim

N→∞
µ

(N)
2n+1 = 0. (21)

Таким образом, при N → ∞ моменты (18) надлежащим образом норми-
рованных собственных значений (17) существуют и конечны. Из теоремы
Гамбургера [5] о восстановимости функции распределения по своим момен-
там следует, что для каждого N существует распределение FN(s), такое,
что dFN = fN(s) ds и главные части моментов плотности распределения
равны выражениям (21). Именно, теорема Гамбургера утверждает, что ес-
ли некоторая последовательность чисел {µ2n} такова, что ряд по обратным
степеням этих величин расходится

∞∑
n=1

(
µ

(N)
2n

)− 1
2n

= ∞, (22)

то существует единственная функция распределения F , моменты которой
равны этим числам {µ2n}.
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Рассматривая величины (21), замечаем, что, как функции параметра
p, они образуют монотонно убывающую последовательность:

µ
(N)
2n (p + 1)

µ
(N)
2n (p)

=
(((p + 1)n)!)2

(pn)! ((p + 2)n + 1)!
=

(pn + 1) · · · (pn + n)

((p + 1)n + n + 1) · · · ((p + 1)n + 2n)

=
n∏

k=1

(
1 +

n + 1

n(p + 1)

)−1

<

(
1 +

n + 1

n(p + 1)

)−n

< 1.

Поэтому, если рассматриваемый выше ряд (22) расходится для случая
p = 1, то он и подавно расходится для остальных p > 1. При p = 1 из (21)

получаем µ2n =
1

2n + 1
+O

(
1

N

)
, причем последовательность µ

(N)
2n (p) схо-

дится равномерно к
1

2n + 1
при N → ∞, так что ряд (22), действительно,

расходится. Таким образом, распределения FN(s) при всех p > 1 существу-
ют и единственны.

Далее, по теореме Хелли (см., напр., [6]) о существовании слабого пре-
дела у последовательности равномерно ограниченных неубывающих функ-
ций следует, что в слабом смысле существует предельная спектральная ме-
ра. Это значит, что плотность fN(s) функции распределения нормирован-
ных собственных значений s

(N)
k

fN(s) =
1

N + 1

N∑

k=0

δ
(
s− s

(N)
k

)
(23)

сходится в слабом смысле к некоторой f(s), имеющей своими моментами
величины (21):

lim
N→∞

∫ RN

−RN

fN(s)sn ds =

∫ R

−R

f(s)sn ds = µn.

Здесь RN и R - спектральные радиусы операторов, отвечающих соот-
ветственно матрицам D̃ и D̃∞:

R = lim
N→∞

lim
n→∞

(µ
(N)
2n )1/2n = lim

n→∞
lim

N→∞
(µ

(N)
2n )1/2n = 2

√
pp

(p + 1)p+1 . (24)

Менять местами пределы в (24) можно в силу равномерной по N сходимости
последовательности (µ

(N)
2n )1/2n.

Зная моменты µn (21) предельного распределения f(s), можно полу-
чить выражение для соответствующей характеристической функции в виде

10



ряда, или в эквивалентном интегральном представлении – через функцию
Бесселя нулевого порядка:

g(y) =

∫ R

−R

f(s)eisy ds =
∞∑

k=0

(−1)kµ2ky
2k

(2k)!
=

∞∑

k=0

(−1)ky2k

(2k)!

(
2k

k

) ∫ 1

0
qk(t) dt =

∫ 1

0
J0(y

√
q(t)) dt.

(25)

В частности, для p = 1 ряд в (25) легко суммируется:

g(y)|p=1 =
∞∑

k=0

(−1)ky2k

(2k + 1)!
=

sin y

y
, f(y)|p=1 =

1

2
. (26)

Рассматривая выражение (26) для g(y) как результат интегрирования
в (25), получаем известную формулу ([7], стр. 177, формула 13) из теории
бесселевых функций:

∫ 1

0
J0(y

√
t(1− t)) dt =

sin y

y
.

В общем случае произвольных натуральных α, β интеграл

g(y; α, β) =

∫ 1

0
J0

(
y
√

tα(1− t)β

)
dt (27)

не выражается через элементарные функции.
Зависимость функции g(y; α, β) от y определяет асимптотическое рас-

пределение собственных значений гамильтониана, модулирующего процесс
комбинационного рассеяния. Порядок модели задается числами α и β, яв-
ляющимися показателями степеней для самого старшего монома в формуле
(1).

Интересно отметить, что если для моментов µ2k, имеющих вид (21), ис-
пользовать асимптотическое представление факториалов по формуле Стир-

линга, то получим µ2k ∼ R2k

(p + 1)k + 1
, где R есть спектральный радиус опе-

ратора с матрицей D̃ (см. формулу (24)). Подставляя это приближенное
выражение для µ2k в формулу (26) для g(y) ( соответствующую функцию
обозначим g̃(y)), получаем

g̃(y) =
∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!

(Ry)2k

(p + 1)k + 1
.

При p = 1 из (24) следует R = 1, так что g̃(y) = sin y
y = g(y), т.е. g̃(y) в этом

случае совпадает с точным выражением (26).
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В последующих разделах будет изложен подход к построению искомой
асимптотики специальных полиномов (11) с использованием методов теории
логарифмического потенциала [8]-[10].

4 Логарифмическая асимптотика ортогональной ме-
ры

Дадим определения основных понятий, использующихся в этом разделе.
Логарифмическим потенциалом конечной борелевской меры λ назы-

вается функция

Uλ(x) =

∫
log

1

|x− y| dλ(y) (28)

Равновесной (или экстремальной) мерой λt,σ
Q называется мера, дающая ми-

нимум среди всех мер массы t, ограниченных мерой σ (с непрерывным по-
тенциалом), функционалу энергии в (непрерывном) внешнем поле Q(x):

IQ[λ] =

∫
Uλ(x) dλ(x) + 2

∫
Qdλ → min .

Точнее

IQ[λx,σ
Q ] = inf

λ(R)=t, λ6σ
IQ(λ). (29)

Для экстремальной задачи (29) с ограничением σ во внешнем поле Q экстре-
мальная мера λt,σ

Q существуют и единственны (в случае конечных энергий).
Известно [8]-[10], что экстремальная мера однозначно характеризуется сле-
дующими условиями равновесия: для некоторой (не обязательно единствен-
ной) константы w = wx,σ

Q имеем

Uλx,σ
Q + Q

{
6 w на Sλx,σ

Q
,

> w на Sσ−λx,σ
Q

.
(30)

Множеством равновесия называют множество Sλx,σ
Q

⋂
Sσ−λx,σ

Q
, а экстремаль-

ную меру называют также равновесной.
Оказывается [10]-[12], что равновесная мера λt,σ

Q , ограничение σ и поле
Q связаны с некоторой системой полиномов, ортогональных на некотором
отрезке.

Пусть имеется система ортогональных полиномов, связанных рекур-
рентными соотношениями

P̃N
k+1(x) = (x−ck,N)P̃N

k (x)−qk,N P̃N
k−1(x), P̃N

−1 = 0, P̃N
0 = 1, k = 1, ..., N,

12



(31)

и носители мер ρ̃N(x), относительно которых ортогональны конечные си-
стемы полиномов (31), принадлежат некоторому отрезку, например [0, 1].
Если существует непрерывная на компакте функция Q(x), являющаяся ло-
гарифмической асимптотикой плотностей мер ρ̃N(x)? и существует слабый
предел мер, считающих нули многочленов P̃N

N+1, т.е.

max
s
(N)
j : P̃N

N+1(s
(N)
j )=0

∣∣∣∣∣
ln ρ̃j

N

N + 1
+ 2Q(s

(N)
j )

∣∣∣∣∣ −→ 0, N →∞, (32)

1

N + 1

N∑

k=0

δ(s− s
(N)
k )

∗−−−→
N→∞

, σ(s), (33)

то при дополнительном техническом "условии отзделимости" собственных
значений для каждого t ∈ [0, 1] имеет место равномерная сходимость на
произвольных компактах K ⊂ C\Sλt,σ

Q
:

∣∣∣P̃N−1
[tN ]

∣∣∣
1

[tN ]

(z) ⇒ exp

(
−1

t
Uλt,σ

Q (z)

)
, N →∞, z ∈ K. (34)

Условие же отделимости заключается в том, что

∃∆ > 0 : min
1≤1≤N

|s(N)
i+1 − s

(N)
i | > ∆

N
.

Применительно к задаче, которая обсуждалась в предыдущих пара-
графах, заметим, что фигурирующие в (34) ограничительные меры σ сов-
падают с введенной ранее функцией f(s).

Пусть для каждого t множество равновесия есть отрезок ∆t. Если
найдутся непрерывные функции c(t) и q(t) такие что

lim
k/N→t,
N→∞

ck,N = c(t), lim
k/N→t,
N→∞

qk,N = q(t), (35)

то ∆t = [c(t)− 2
√

q(t), c(t) + 2
√

q(t)].
На Рис. 1 приведены зависимости x(t) в соответствии с условием x2 =

4q(t), для случая, когда q(t) = tα(1 − t)β. Напомним, что это та самая
функция, которая фигурирует в представлении (27).

В частности, для задачи, рассматриваемой в п.2, при p > 1 c(t) = 0, а
q(t) = tp(1−t). Функцию q(t) можно взять в более общем виде, отвечающем
случаю произвольного операторного монома в модельном гамильтониане
вида (1): tα(1− t)β, α, β > 0. Эта функция возникает при исследовании
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-

6

t−(x)

x

0 1
α

α+β

constraint does not act constraint acts
t

−B

B

−2
√

q(t)

+2
√

q(t)

Рис. 1: Схема, определяющая t−(x) в зависимости от монотонности границ множества
равновесия ∆t = [−2

√
q(t), +2

√
q(t)].

общего случая (1), поскольку для изучения асимптотики общего гамиль-
тониана следует из суммы операторных слагаемых в (1) оставить только
моном старшей степени по α + β.

Как следует из [13], [14] существуют явные формулы зависимости
внешнего поля Q ограничительной меры σ и равновесной меры λt,σ

Q от мно-
жества равновесия ∆t = [−2

√
q(t), 2

√
q(t)].

dσ(x) =

(
1

π

∫ 1

0

d τ√
4q(τ)− x2

)
d x (36)

Q(x) =

∫ t−(x)

0
g[−2

√
q(τ),2

√
q(τ)](x) d τ, (37)

dλt,σ
Q (x) =

(
1

π

∫ t

0

d τ√
4q(τ)− x2

)
d x (38)

где t−(x) есть наименьшее из двух решений на [0, 1] уравнения 4q(t) = x2

и g∆t
функции Грина дополнения отрезка ∆t = [−2

√
q(t), 2

√
q(t)] в C2 с

полюсом в бесконечности:

g[a,b](x) =





log

∣∣∣∣∣∣
2x− a− b

b− a
+

√(
2x− a− b

b− a

)2

− 1

∣∣∣∣∣∣
x /∈ [a, b],

0 x ∈ [a, b],

Таким образом, формулы (34)-(38) решают поставленную задачу об
определении асимптотики собственных значений и собственных функций
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гамильтониана (1) комбинационного рассеяния. Рассмотрим теперь точно
решаемый пример, имеющий большое теоретическое и прикладное значение
– гамильтониан, сводящийся к гармоническому осциллятору.

5 Точно решаемый случай

Положим в (4) p = 1 . Тогда гамильтониан

Ĥ = ω1 a+
1 a−1 + ω2 a+

2 a−2 + B(a+
1 a−2 + a+

2 a−1 ) (39)

приводится к диагональному виду преобразованием Боголюбова:

a±1 = b±1 cos ϕ− b±2 sin ϕ, a±2 = b±1 sin ϕ + b±2 cos ϕ, tg 2ϕ =
B

ω1 − ω2
.

Легко проверяется, что [b−i , b+
j ] = [a−i , a+

j ] = δij. В новых операторах гамиль-
тониан принимает вид

Ĥ ′ =
1

2
(ω1 + ω2 + 2B) b+

1 b−1 +
1

2
(ω1 + ω2 − 2B) b+

2 b−2 . (40)

Это гамильтониан двумерного гармонического осциллятора с разделенными
переменными. По каждой из переменных собственные значения операторов
n̂′k = b+

k b−k суть неотрицательные целые числа, а собственные функции –
многочлены Эрмита, умноженные на свою весовую функцию (плотность
ортогональной меры).

С другой стороны, поскольку, согласно (5), у гамильтониана (39) име-
ется закон сохранения n1 + n2 = N , то его собственные значения E

(N)
k , k 6

N на указанном инвариантном подпространстве равны

E
(N)
k =

1

2
(ω1 + ω2 + 2B) N − 2Bk. (41)

Из (41) следует, что собственные значения матрицы D (10), отвеча-
ющей оператору Ĥ (39) в стандартном фоковском базисе, равны x

(N)
k =

2k − N , k 6 N . Это означает, что характеристический многочлен симмет-
ричной двухдиагональной матрицы с элементами

Dij =
√

k(N − k + 1)δi,j−1 +
√

(k + 1)(N − k)δi,j+1

при четной и, соответственно, нечетной размерностях имеет вид

P 2N
2N+1(x) = x

N∏

k=1

(
x2 − 4k2) , P 2N−1

2N (x) =
N∏

k=1

(
x2 − (2k − 1)2) . (42)
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Рекуррентные соотношения (12) принимают вид

PN
k+1(x) = xPN

k (x)−k(N−k+1)PN
k−1(x), PN

−1 = 0, PN
0 = 1, k = 0, ..., N−1.

(43)

Здесь x есть один из корней многочлена (42), т.е. целое число из [−N, N ].
Cистема полиномов (43) является классическими полиномами Крав-

чука с точностью до сдвига и растяжения, т.е.
√

q1q2...qk PN
k (2x + N) = KN

k (x). (44)

Полиномы Кравчука KN
k (x) [15] p = 1

2 (см. также [4], [10] и [12]) удо-
влетворяют рекуррентным соотношениям для k = 0, ..., N−1 с начальными
условиями KN

−1 = 0, KN
0 = 1

xKN
k (x) =

√
(k − 1)(N − k)KN

k−1(x)+
N

2
KN

k (x)+
√

k(N − k + 1)KN
k+1(x),

(45)

И являются полиномами ортогональными относительно биномиального рас-
пределения на {0, 1, ..., N}. Легко видеть, что Для полноты изложения мы
приведем здесь результаты, полученные в [10], [12], для предельного рас-
пределения нулей полиномов Кравчука.

Рассматриваются сжатые (отрезок [0,N] линейно переводится в [0,1])
полиномы Кравчука K̃n,N(x), 0 ≤ n ≤ N с единичным старшим коэффици-
ентом, т.е. K̃n,N(x) := An,NKn,N(Nx) = xn + · · · , где Kn,N(y) – это класси-
ческие полиномы Кравчука с простыми нулями на отрезке [0,N]

Kn,N(y) =

(
N
n

)− 1
2

n∑
s=0

(−1)n−s

(
N − y
n− s

)(
y
s

)
.

Обозначим χK̃n
меру, "считающую" нули K̃n,N(x). Рассмотрим после-

довательность (nj, Nj)
∞
j=1 такую, что nj/Nj → t < 1 при j →∞. Тогда, как

показано в [10], χK̃nj,Nj

∗−→ 1
tλ

t,m
Q при j → ∞, где ограничение m есть

мера Лебега на отрезке [0,1], а внешнее поле имеет вид

Q(x) =
1

2
{x log x + (1− x) log(1− x) + log 2}.

Множество равновесия для этой задачи зависит от массы t следующим об-

разом: ∆t =

[
1
2 −

√
t(1− t), 1

2 +
√

t(1− t)

]
. Равновесная мера

λt,m
Q (x) =

d x

2
+

2t− 1

2
d µ,
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где плотность меры µ определяется как

µ′ =





1

1− 2t
на [0, 1] \∆t

1

π

2

1− 2t
arctg

√
1− 4t(1− t)

1− 4t(1− t)− 4x + x2 на ∆t.

Как известно, асимптотической мерой полиномов Кравчука Kn,N(y)
при N →∞ и фиксированных n, y являются полиномы Эрмита

lim
N→∞

Kn,N(y) =
Hn(y)√

2nn!
,

как это и должно быть, исходя из преобразования задачи (39)к виду (40)

6 Асимптотические неклассические соотношения ком-
мутации и представление когерентных состояний
коллективных возбуждений

В этом пункте мы сделаем важное замечание относительно новых комму-
тационных соотношений, которым удовлетворяют операторы рождения и
уничтожения, в терминах которых гамильтониан (1) асимптотически, т.е.
при больших числах заполнения, диагональный. Представим его в виде

Ĥ ′ = b+b−, Ĥ ′|n〉 = E(n)|n〉.
Из (9) и (22) следует, что при больших n его собственные значения ведут
себя как

E(n) = ω0n±BRn(p+1)/2. (46)

Рассмотрим положительную ветвь спектра E(n). Для нее при p > 1 имеем

E(n) ≈ cn(p+1)/2, c = BR. (47)

Введем тогда операторы b± по формулам:

b−|n〉 =
√

E(n)|n− 1〉, b+|n〉 =
√

E(n + 1)|n + 1〉. (48)

Приближенные (при больших n) соотношения коммутации, которым удо-
влетворяют эти операторы, имеют вид

[b−, b+]|n〉 = (E(n + 1)− E(n)) |n〉 ≈ c(p + 1)

2
n(p−1)/2|n〉 = C(n)|n〉. (49)
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В терминах исходной физической задачи комбинационного рассеяния, опи-
сываемой гамильтонианом (1), эти операторы представляют собой операто-
ры рождения и уничтожения коллективных возбуждений среды.

Неклассические, т.е. отличные от бозонных соотношений коммутации
вида [a−, a+] = 1, соотношения (49) означают, в частности, что при переходе
к неквантовому описанию фазовое пространство соответствующих канони-
ческих гамильтоновых переменных становится нелинейным.

Возможные представления неклассических соотношений вида
[b−, b+] = C(b+b−) и их дальнейшие обобщения были построены в работе
[16]. В терминах [16] представление (48) названо представлением бозонного
типа.

Удобным способом описания векторов и операторов во вторичном
квантовании является т.н. представление когерентных состояний (ПКС,
см. [1]). Оно осуществляется переходом от стандартного фоковского бази-
са {|n〉} к базису из собственных функций оператора уничтожения. Ме-
тод построения ПКС для неклассических соотношений бозонного типа был
предложен в [17]. Применим его для получения представления ПКС для
соотношений (48).

Собственный вектор |z〉 оператора уничтожения b− называется коге-
рентным состоянием с (комплексным) собственным значением z. Введем
величины Qn = c−nE(1)E(2)...E(n), Q0 ≡ 1, где E(n) и c определены в
(46). Тогда нормированный вектор |z〉 имеет в фоковском базисе следующее
представление:

|z〉 =
1√

G (|z/c|2)
∞∑

n=0

|z/c|2√
Qn

|n〉,

G(x) ≡ Gν(x) =
∞∑

n=0

xn

Qn
=

∞∑
n=0

xn

(n!)ν+1 , ν =
p− 1

2
≥ 0.

(50)

Далее переменную z/c обозначаем для краткости просто z. По аналогии с
полилогарифмом функция Gν(x) может быть названа полиэкспонентой. Со-
ответствующий ряд сходится во всей комплексной плоскости и представляет
собой целую функцию.

Введем в комплексной плоскости меру dµ = ω(|z|2)dzdz, моменты ко-
торой равны введенным выше величинам Qn. Это условие приводит к мо-
ментной системе, которой удовлетворяет плотность ω:

∫ ∞

0

xnω(x)√
Gν(x)

dx = Qn = (n!)ν+1. (51)

В частности, для точно решаемого случая, когда ν = 0 и Qn = n!, получаем
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G0(x) = ex, и решение моментной системы (51) имеет вид ω(x) =
1√

G0(x)
=

exp(−x/2). Тогда разложение фоковских состояний {|n〉} по когерентным
{|z〉} имеет вид

|n〉 =

√
Qn

π

∫
zn|z〉 dµ(z). (52)

Поскольку же из (50) следует

〈n|z〉 =
zn

√
QnG(|z|2)

то формула (43) может быть переписана в виде

|n〉 =
1

π

∫
〈z|n〉|z〉

√
G(|z|2) dµ(z). (53)

Отсюда следует, что КС {|z〉} порождают неортогональное разбиение еди-
ницы, поскольку в этом случае (53) можно представить в виде

|n〉 = Î|n〉, Î =
∞∑

n=0

|n〉〈n| = 1

π

∫
|z〉〈z|

√
G(|z|2) dµ(z). (54)

Рассмотрим произвольный вектор |α〉, записывающийся в фоковском
представлении в виде |α〉 =

∑
αn|n〉. Сопоставим ему формальный ряд

α(z) = 〈z|α〉 =
1√

G(|z|2)
∑

n

αn√
Qn

z n, (55)

называемый ковариантным символом вектора |α〉. Тогда в ПКС вектор |α〉
записывается в виде

|α〉 =
1

π

∫
α(z)|z〉 dµ(z). (56)

Для скалярного произведения двух векторов получаем

〈β|α〉 =
1

π

∫
α(z)β(z)|z〉 dµ(z). (57)

Аналогично, если Ĥ – некоторый оператор, имеющий в фоковском представ-
лении матрицу Hmn = 〈m|Ĥ|n〉, т.е. Ĥ =

∑
m,n Hmn|m〉〈n| , то ему можно

сопоставить аналитическую функцию двух переменных

H(z, w) = 〈z|Ĥ|w〉 =
1√

G(|z|2)G(|w|2)
∑
m,n

Hmn
zmwn

√
QmQn

. (58)
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Пусть |β〉 = Ĥ|α〉 представляет результат действия оператора Ĥ на вектор
|α〉. Тогда получаем, что

β(z) =
1

π

∫
B(z, w)α(w) dµ(w). (59)

Таким образом, векторы состояний квантовой системы и действующие на
них операторы можно описывать аналитическими функциями с использова-
нием ПКС, отвечающих оператору уничтожения квазичастиц в асимптоти-
чески диагональном представлении гамильтониана (1). Нетривиальным во-
просом, требующим специального исследования, является нахождение пра-
вила преобразования исходных операторов a±i к операторам b±, в терминах
которых гамильтониан диагонален.

В заключение отметим, что когерентные состояния (50) и порожда-
емую ими меру, плотность которой удовлетворяет условиям (51), можно
использовать для представления комплексной дельта-функции. Именно, по-
скольку из (52) следует

〈n|z〉 =
zn

√
QnG(|z|2) =

1

π

∫
wn〈w|z〉 dµ(z)

и скалярное произведение двух когерентных состояний выражается форму-
лой

〈z|w〉 =
G(zw)√

G(|z|2)G(|w|2) , (60)

то
zn =

1

π

∫
G(zw)√
G(|w|2)w

n dµ(w).

Это означает, что любая аналитическая функция h(z) =
∑

hnz
n может быть

представлена в виде

h(z) =

∫
K(z, w)h(w) dµ(w), K(z, w) =

1

π

G(zw)√
G(|w|2) . (61)

Формула (61) имеет самостоятельное математическое содержание, которое
можно сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема о представлении δ-функции в комплексной плоскости.
Пусть задана последовательность положительных чисел Qn такая, что ряд

G(x) =
∑ xn

Qn
сходится при всех x ∈ R+ и существует функция ω(x), удо-

влетворяющая моментной системе
∫ ∞

0

xnω(x)√
G(x)

dx = Qn. Тогда ω(x) опре-

деляет меру dµ(z) = ω(|z|2)dzdz в комплексной плоскости переменных z, z
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такую, что для любой аналитической функции h(z) =
∑

hnz
n справедливо

представление

h(z) =

∫
K(z, w)h(w) dµ(w), K(z, w) =

1

π

G(zw)√
G(|w|2) .

Заключение

Итак, в работе проведено исследование асимптотики спектра гамильтониа-
на некоторой модельной задачи комбинационного рассеяния в квантовой оп-
тике. Получены выражения для асимптотической функции распределения
собственных значений гамильтониана в частных случаях и описан метод
их отыскания в более общих ситуациях, основанный на применении теории
логарифмического потенциала. Совокупность выполняемых при этом опе-
раций, таких как ограничение гамильтониана на конечномерные инвариант-
ные подпространства законов сохранения, линейных по некоторым самосо-
пряженным операторам, определение вида нормировки собственных значе-
ний гамильтониана, получение выражения для его спектрального радиуса,
решение задачи об экстремальной мере и определение правила коммутации
операторов, диагонализующих гамильтониан, составляет сущность разви-
ваемого авторами метода асимптотической диагонализации. Отметим, что
специфической чертой спектра является наличие у него отрицательной вет-
ви при достаточно больших числах заполнения. Эта ветвь не имеет четкой
физической интерпретации и свидетельствует о неограниченности спектра
гамильтониана снизу. Возможно, это ограничивает область применения по-
линомиальных моделей вида (1).
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