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ÈÌÅÍÈ Ì.Â. ÊÅËÄÛØÀ

À.Ä. Áðþíî, È.Â. Ãîðþ÷êèíà

ÂÑÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ

ÐÀÇËÎÆÅÍÈß

ÐÅØÅÍÈÉ ÓÐÀÂÍÅÍÈß P6,

ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÅ ÈÇ ÁÀÇÎÂÛÕ

Ìîñêâà, 2007 ã.



ÓÄÊ 517.91

À.Ä. Áðþíî, È.Â. Ãîðþ÷êèíà. Âñå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ P6, ïîëó÷åííûå èç áàçîâûõ. Ïðåïðèíò èíñòèòóòà ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007.

Ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ äâóõ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ P6 èç áàçîâûõ ðàçëîæå-
íèé ðåøåíèé â ñëó÷àå a ·b 6= 0 (Ïðåïðèíò �62 èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, 2007) ïîëó÷àåì âñå îñòàëüíûå ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèé âáëèçè îñîáûõ òî÷åê óðàâíåíèÿ x = 0 è x = ∞, ñóùåñòâóþùèå â
ýòîì ñëó÷àå. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P6 âáëèçè
åãî îñîáîé òî÷êè x = 1 âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ åãî òðåòüåé ñèììåòðèè èç
ðàçëîæåíèé ðåøåíèé âáëèçè äðóãîé åãî îñîáîé òî÷êè x = 0.

A.D. Bruno, I.V. Goryuchkina. All asymptotic expansions of solutions to the
equation P6 are obtained from base ones. Preprint of the Keldysh Institute of
Applied Mathematics of RAS. Moscow, 2007.

By means of two symmetries of the equation P6 from base expansions of
solutions in the case a · b 6= 0 (Preprint �62 of the Keldysh Institute of Applied
Mathematics of RAS, 2007) we obtain all other expansions of solutions near
singular points of equation x = 0 and x = ∞ existed in this case. Asymptotic
expansions of solutions to the equation P6 near its singular point x = 1
computed by means its third symmetry from expansions of solutions near other
its singular point x = 0.

c©ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007 ã.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 05-01-
00050).

e-mail: abruno@keldysh.ru, chukhareva@yandex.ru
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Ïðîäîëæåíèå ãëàâû II. [63]

�4. Ðàçëîæåíèÿ âáëèçè íóëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó

Γ
(1)
1

Ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé Hi, Hτ
i , ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ

(1)
1 , ïîëó÷èì

èç ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé Bi, Bτ
i , ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðó Γ

(1)
4 , èñïîëüçóÿ

ñèììåòðèþ (2.1.9) [63]. Äëÿ ýòîãî â ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó
Γ

(1)
4 , äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà (2.1.9), âû÷èñëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ñ ïòè÷êàìè,

ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
1 , è ïòè÷êè îïóñêàþòñÿ. Ïðè ýòîì òðè ñëó÷àÿ:

a 6= c 6= 0; a = c 6= 0 è a 6= 0, c = 0 , ðàññìîòðåííûå äëÿ ðåáðà Γ
(1)
4 ,

ïåðåéäóò ñîîòâåòñòâåííî â òðè ñëó÷àÿ: b 6= d− 1/2 6= 0; b = d− 1/2 6= 0 è
b 6= 0, d = 1/2 äëÿ ðåáðà Γ

(1)
1 .

2.4.1. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè b 6= d−1/2 6= 0. Ðàññìîòðèì ðàçëîæå-
íèÿ Bi, Bτ

i , i = 1, 2, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
4 , è ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè

(2.1.9) ïåðåâåäåì èõ â ðàçëîæåíèÿHi,Hτ
i , i = 1, 2, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó

Γ
(1)
1 .
Ïîëîæèì θ̌i =

√
1− 2d + (−1)i

√
−2b, i = 1, 2. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðî-

âàííîãî i âîçìîæåí îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ.
Ñ ë ó ÷ à é 1. Re θ̌i = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ Bi, i = 1, 2 îïðå-
äåëÿåò ôîðìóëà (2.3.11). Ïîäñòàâèì â íåå x = x̌, y = x̌/y̌ è âûðàæàÿ y̌,

ïîëó÷àåì äðîáü
y̌ = x̌/(c0i +

∑
s

csix̌
s). (2.4.1)

Òàê êàê

∣∣∣∣∣∑
s

csi

c0i
x̌s

∣∣∣∣∣ < 1 ïðè x̌ → 0, òî (2.4.1) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

y̌ =
x̌

c0i

∞∑
n=0

(
−
∑

s

csi

c0i
x̌s

)n

. (2.4.2)

Âûïèñûâàÿ ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðÿäà (2.4.2), ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

y̌ =
x̌

c0i
−
∑

s

csi

c2
0i

x̌s+1 + . . . . (2.4.3)

Ïîëîæèì
č1i = 1/c0i, čši = −csi/c

2
0i, š = s + 1. (2.4.4)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ i ïîëó÷àåì äâà ñåìåéñòâà ýêçîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Hτ
i : y̌ = č1ix̌ +

∑
š

čšix̌
š + . . . , i = 1, 2, τ = ±1, (2.4.5)
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ãäå ñîãëàñíî (2.3.10) è (2.4.4) š ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {1 + l + mτθ̌i, l,m ∈
Z, l,m ≥ 0, l+m > 0}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: č1i ïîëó÷àåì èç (2.1.9),
(2.3.3) [63] è (2.4.4)

č1i =
2b + (−1)i

√
4bd− 2b

2b− 2d + 1
, (2.4.6)

čši ñ š = 1 + τ θ̌i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êîýô-
ôèöèåíòû čši ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Â ñëó÷àå čši = 0 ñ š = 1 + τ θ̌i âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé
(2.4.5) åñòü y̌ = č1ix̌ + č2ix̌

2. Ñîãëàñíî (2.1.9) è (2.3.13) [63] êîýôôèöèåíò

č2i = (−1)i

√
1− 2d

−2b

(√
−2b + (−1)i

√
1− 2d

)2 − 2a + 2c− 1

2− 2
(√
−2b + (−1)i

√
1− 2d

)2 . (2.4.7)

Ðàçëîæåíèÿ (2.4.5) ÿâëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèìè, åñëè čši ñ š = 1 + τ θ̌i �
íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Â ñëó÷àå čši = 0 ñ š = 1+τ θ̌i ðàçëîæåíèÿ (2.4.5) ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè
ïî öåëûì ñòåïåíÿì x. Ñåìåéñòâà òàêèõ ðàçëîæåíèé îáîçíà÷èì Hi, i = 1, 2.

Ïîëîæèì ki = 1 + θ̌i, åñëè Re θ̌i > 0 è ki = 1− θ̌i, åñëè Re θ̌i < 0.
Ñ ë ó ÷ à é 2. Re θ̌i 6= 0, θ̌i 6∈ Z. Àíàëîãè÷íî èç (2.3.15) ñ ïîìîùüþ (2.1.9)
è (2.4.4) ïîëó÷àåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

Hi : y̌ = č1ix̌ +
∑

š

čšix̌
š + . . . , i = 1, 2, (2.4.8)

ãäå š ∈ {1 + l + mki, l,m ∈ Z, l,m ≥ 0, l + m > 0}, êîìïëåêñíûå êîýô-
ôèöèåíòû òàêîâû: č1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.4.6), čkii � ïðîèçâîëüíûé,
îñòàëüíûå čši ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (2.4.8) çàâèñèò îò ðàñïîëîæå-
íèÿ ÷èñëà Re ki. Åñëè Re ki > 2, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò
âèä y̌ = č1ix̌ + č2ix̌

2, ÷òî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ Re θ̌i = 0. Åñëè 1 < Re ki < 2,
òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä y̌ = č1ix̌ + čkiix̌

ki, ãäå
êîýôôèöèåíò čkii � ïðîèçâîëüíûé. Åñëè Re ki = 2, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå
ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä y̌ = č1ix̌ + č2ix̌

2 + čkiix̌
ki, ãäå êîýôôèöèåíòû

òàêîâû: čkii � ïðîèçâîëüíûé, č2i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.4.7).
Ñ ë ó ÷ à é 3. θ̌i ∈ Z\{0}. Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Hi : y̌ = č1ix̌ +
∞∑

š=2

čši(ln x̌)x̌š + . . . , i = 1, 2, (2.4.9)

ãäå êîýôôèöèåíò č1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.4.6), êîýôôèöèåíò čkii = α̌kii+
β̌kii ln x̌, α̌kii � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò β̌kii ïîñòîÿííûé è
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îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé, îñòàëüíûå čši � ìíîãî÷ëåíû îò ln x̌, êîòîðûå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (2.4.9) çàâèñèò îò ðàñïîëîæå-
íèÿ ÷èñëà ki. Åñëè ki = 2, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä
y = č1ix̌ + č2ix̌

2. Ñîãëàñíî (2.1.9) è (2.3.17) [63] êîýôôèöèåíò

č2i = α̌2i + (−1)i

√
1− 2d

−2b

(√
−2b + (−1)i

√
1− 2d

)2 − 2a + 2c− 1

4
ln x̌,

(2.4.10)
ãäå α̌2i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Åñëè
(√
−2b + (−1)i

√
1− 2d

)2 − 2a + 2c− 1 = 0, òî âûïîëíåíî óñëîâèå
ñîâìåñòíîñòè è â ðàçëîæåíèè (2.4.9) îòñóòñòâóþò ëîãàðèôìû.

Àíàëîãè÷íî ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (2.1.9) èç (2.3.27) [63] ïîëó÷àåì îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

H3 : y̌ = ϕ̌1x̌ +
∞∑

σ̌=2

ϕ̌σ̌x̌
σ̌, (2.4.11)

ãäå

ϕ̌1 =
1 + 2b− 2d

4
ln2 x̌ + č1ln x̌ +

∞∑
š=0

č−šln
−š x̌, (2.4.12)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: č1 � ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå č−š

� ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕ̌σ̌ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
ëîãàðèôìîâ.

2.4.2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè b = d − 1/2 6= 0. Èç ðàçëîæåíèé
(2.3.55) ïîëó÷àåì äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ñëîæíûõ ðàçëîæå-
íèé

H3+j : y̌ = φ̌1jx̌ +
∞∑

σ̌=2

φ̌σ̌jx̌
σ̌, j = 1, 2, (2.4.13)

ãäå

φ̌1j = (−1)j
√
−2b ln x̌ + č0j +

∞∑
š=1

č−šjln
−š x̌, j = 1, 2, (2.4.14)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: č0j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
îñòàëüíûå č−šj � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; φ̌σ̌j ðÿäû ïî óáû-
âàþùèì ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ.

Ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé H2 è Hτ
2 ñîõðàíÿþòñÿ èç ñëó÷àÿ b 6= d−1/2 6= 0.

Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ θ̌2 áåðåì 2
√
−2b c Re θ̌2 ≥ 0. Â çàâèñèìîñòè îò êî-

òîðîãî âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ̌2 = 0, ñåìåéñòâà
ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Hτ

2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.4.5)), ñëó÷àé 2
(Re θ̌2 6= 0, θ̌2 6∈ Z, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé
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H2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.4.8)), ñëó÷àé 3 (θ̌2 ∈ Z\{0}, îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé H2 îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé (2.4.9)).

2.4.3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè d = 1/2, b 6= 0. Â ñëó÷àåRe
√
−2b > 0

èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

H6 : y̌ = x̌ + čρ̌x̌
ρ̌ +

∑
š

čšx̌
š, (2.4.15)

ãäå čρ̌ 6= 0, čρ̌ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ̌ = 1 +
√
−2b, š ïðîáåãàåò

ìíîæåñòâî {ρ̌ + l(ρ̌ − 1) + m; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}, îñòàëüíûå
êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû čš ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Åñëè Re ρ̌ > 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.4.15) èìååò âèä y̌ =
x̌ + čρ̌x̌

ρ̌ + čρ̌+1x̌
ρ̌+1. Êîýôôèöèåíò

čρ̌+1 = −čρ̌
2b + 2a− 2c + 1

2ρ̌
. (2.4.16)

Åñëè 1 < Re ρ̌ < 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.4.15) èìååò âèä
y̌ = x̌ + čρ̌x̌

ρ̌ + č2ρ̌−1x̌
2ρ̌−1. Êîýôôèöèåíò

č2ρ̌−1 = −č2
ρ̌. (2.4.17)

Åñëè Re ř = 2, Im ρ 6= 0 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.4.15) èìå-
åò âèä y̌ = x̌ + čρ̌x̌

ρ̌ + čρ̌+1x̌
ρ̌+1 + č2ρ̌−1x̌

2ρ̌−1, ãäå êîýôôèöèåíòû čρ̌+1,

è č2ρ̌−1 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (2.4.16) è (2.4.17) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó-
÷àå ρ̌ = 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.4.15) èìååò âèä y̌ =
x̌ + č2x̌

2 + č3x̌
3. Êîýôôèöèåíòû č2 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿí-

íàÿ, č3 = −č2 (2b + 2a− 2č + 1 + 4č2)/4 åñòü ñóììà âûðàæåíèé (2.4.16)
è (2.4.17).

Â ñëó÷àå Re
√
−2b = 0 èìååì äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýêçî-

òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Hτ
6 : y̌ = x̌ + čρ̌x̌

ρ̌ +
∑

š

čšx̌
š, τ = ±1, (2.4.18)

ãäå ρ̌ = 1 +
√
−2b, š ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ̌ + l(ρ̌ − 1) + m; l,m ≥ 0; l +

m > 0; l,m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîôôèöèåíòû: čρ̌ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå čš ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Çäåñü èìååòñÿ òàêæå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî H3 , êîòîðîå îïðå-
äåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (2.4.11), (2.4.12).

2.4.4. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ è èõ îáñóæäåíèå.

Òåîðåìà 2.4.1. Ðåáðó Γ
(1)
1 ñîîòâåòñòâóþò 6 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðå-

øåíèé òèïîâ 1− 3:
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H1 = B̌1, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè b 6= d− 1/2 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëàìè (2.4.5), (2.4.8), (2.4.9) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H2 = B̌2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè d 6= 1/2,îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(2.4.5), (2.4.8), (2.4.9) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

H3 = B̌3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè b 6= d−1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(2.4.11), (2.4.12) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

H4 = B̌4 èH5 = B̌5 ñóùåñòâóþò ïðè b = d−1/2, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè
(2.4.13), (2.4.14) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

H6 = B̌6 ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.4.15) è

èìååò 1 ïàðàìåòð;

è 6 ñåìåéñòâ ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé c τ = ±1:

Hτ
1 = B̌τ

1 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè b 6= d − 1/2 6= 0, Re (
√

1− 2d −√
−2b) = 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.4.5) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Hτ
2 = B̌τ

2 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè b 6= 0, d 6= 1/2, Re (
√

1− 2d+
√
−2b) =

0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.4.5) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Hτ
6 = B̌τ

6 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè b 6= 0, d = 1/2, Re
√
−2b = 0, îïðåäå-

ëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.4.18) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

B̌i îçíà÷àåò ñåìåéñòâî, ïîëó÷åííîå èç Bi ñèììåòðèåé (2.1.9) [63].
Ñåìåéñòâà H3, H4, H5 ñëîæíûå, ñåìåéñòâà Hτ

1,Hτ
2,Hτ

6 ýêçîòè÷åñêèå,
îñòàëüíûå � òèïîâ 1 è 2.

�5. Ðàçëîæåíèÿ âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè

Ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèè (2.1.7) èç ðàçëîæåíèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.1)
ïðè x → 0 ïîëó÷èì ðàçëîæåíèÿ åãî ðåøåíèé ïðè x →∞. Äëÿ ýòîãî â ðàç-
ëîæåíèÿ, íàéäåííûå ïðè x → 0, äåëàåòñÿ ïîäñòàíîâêà (2.1.7), âû÷èñëÿþò-
ñÿ íîâûå ðàçëîæåíèÿ ñî çâåçäî÷êàìè ïðè x →∞, è çâåçäî÷êè îïóñêàþòñÿ.

Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
âåðøèíå Γ

(0)
4 , â ðàçëîæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå Γ

(0)
2 . Îñòàëüíûå

ðàçëîæåíèÿ âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàì Γ
(1)
2 è Γ

(1)
3 ,

ïåðå÷èñëèì.

2.5.1. Ðàçëîæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå Γ
(0)
2 , ïîëó÷èì èç ðàç-

ëîæåíèé, îáðàçóþùèõ ñåìåéñòâà Aτ
00 , A0 , Aτ

01, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíå
Γ

(0)
4 è îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé (2.2.6), ãäå r � ïðîèçâîëüíûé è óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì Re r = 0, r 6= 0 (ñåìåéñòâà Aτ
00, τ = sgn (Im r)), 0 < Re r < 1

(ñåìåéñòâî A0) è Re r = 1, r 6= 1 (ñåìåéñòâà Aτ
01, τ = sgn (Im r)), s ïðî-

áåãàåò ìíîæåñòâî (2.2.5), êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: cr � íåíóëåâàÿ ïðî-
èçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.
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Ïîäñòàâëÿÿ â (2.1.2) âûðàæåíèÿ x = 1/x∗, y = 1/y∗ è âûðàæàÿ y∗, ïîëó÷à-
åì äðîáü

y∗ = 1/(crx
∗−r +

∑
s

csx
∗−s), (2.5.1)

ãäå cr 6= 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû cs ïîñòî-
ÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r � ïðîèçâîëüíûé,
0 ≤ Re r ≤ 1, r 6= 0, r 6= 1, s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî (2.2.5). Òàê êàê∣∣∣∣∣∑

s

cs

cr
x∗−s+r

∣∣∣∣∣ < 1 ïðè x∗ →∞, òî (2.5.1) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä

y∗ =
x∗r

cr

∞∑
n=0

(
−
∑

s

cs

cr
x∗−s+r

)n

. (2.5.2)

Âûïèñûâàÿ ïåðâûå äâà ÷ëåíà ðÿäà (2.5.2), ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

y∗ =
1

cr
x∗r −

∞∑
s

cs

c2
r

x∗−s+2r + . . . . (2.5.3)

Ïîëîæèì
c∗r = 1/cr, c∗s∗ = −cs/c

2
r, s∗ = −s + 2r. (2.5.4)

Íàêîíåö, ó÷èòûâàÿ (2.2.5) è (2.5.4), ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

y∗ = c∗rx
∗r +

∑
s∗

c∗s∗ x∗s
∗
, (2.5.5)

ãäå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r � ïðîèçâîëüíûé, Re r = 0, r 6= 0 ( Aτ
∞0),

0 < Re r < 1 ( A∞), Re r = 1, r 6= 1 (Aτ
∞1), s∗ ∈ {r − lr + m(r − 1); l,m ≥

0; l + m > 0; l,m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû c∗r � íåíóëåâàÿ ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå c∗s∗ ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè x∗ → ∞ èìååì ïÿòü äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ (ïî c∗r è
r) ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé, îïðåäåëåííûõ ôîðìóëîé (2.5.5). À èìåííî: ÷åòûðå
ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Aτ

∞0 è Aτ
∞1 è îäíî ñåìåéñòâî ñòåïåí-

íûõ ðàçëîæåíèé A∞.
Â ñëó÷àå Re r ∈ (0, 1) âû÷èñëèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ. Ðàññìîò-

ðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ.
Â ñ ë ó ÷ à å 1/2 < Re r < 1 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y∗ =
c∗rx

∗r + c∗2r−1x
∗2r−1. Êîýôôèöèåíò

c∗2r−1 = c∗2r

2(a + d) + (r − 1)2 − 1

2(r − 1)2 . (2.5.6)

Â ñ ë ó ÷ à å 0 < Re r < 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y∗ =
c∗rx

∗r + c∗0. Êîýôôèöèåíò

c∗0 =
2(b + c)− r2

2r2 . (2.5.7)
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Â ñ ë ó ÷ à å r = 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y∗ = c∗1/2

√
x∗+c∗0,

ãäå c∗1/2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò c∗0 = (−1 + 8(b + c) −
3c∗21/2 + 8c∗21/2(a + d))/2.
Â ñ ë ó ÷ à å Re r = 1/2, Im r 6= 0 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü
y∗ = c∗rx

∗r + c∗0 + c∗2r−1x
∗2r−1, ãäå êîýôôèöèåíòû c∗2r−1 è c∗0 îïðåäåëåíû ðàíåå

ôîðìóëàìè (2.5.6) è (2.5.7) ñîîòâåòñòâåííî.

2.5.2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
2 . Çäåñü

ðàññìàòðèâàåì òðè ñëó÷àÿ: −b 6= c 6= 0, −b = c 6= 0 è b 6= 0, c = 0.

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè −b 6= c 6= 0. Ïîëîæèì θ∗i
def
=
√

2c +
(−1)i

√
−2b, i = 1, 2. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i, â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèÿ θ∗i âîçìîæåí îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ.
Ñ ë ó ÷ à é 1. Re θ∗i = 0. Èìååì äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà
ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Dτ
i : y∗ = c∗0i +

∑
s∗

cs∗ix
∗s, τ = ±1, (2.5.8)

ãäå s∗ ∈ {−l + mτθ∗i ; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}; êîìïëåêñíûå êî-
ýôôèöèåíòû: c∗s∗i ñ s∗ = τθ∗i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗0i ïîëó÷àåòñÿ èç
(2.1.7), (2.3.3) [63] è (2.5.4)

c∗0i =
b + (−1)i

√
−bc

b + c
, i = 1, 2, (2.5.9)

îñòàëüíûå c∗s∗i ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.
Åñëè c∗s∗i = 0 ñ s∗ = τθ∗i , òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

(2.5.8) åñòü y∗ = c∗0i + c∗−1ix
∗−1. Èç (2.1.7), (2.3.13) [63] è (2.5.4) ñëåäóåò, ÷òî

êîýôôèöèåíò

c∗−1i = (−1)i

√
−c

b

(√
−b + (−1)i

√
c
)2 − a− d

1− 2
(√
−b + (−1)i

√
c
)2 . (2.5.10)

Â ñëó÷àå c∗s∗i = 0 ñ s∗ = τθ∗i ðàçëîæåíèÿ (2.5.8) ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè
ïî öåëûì ñòåïåíÿì x. Ñåìåéñòâà òàêèõ ðàçëîæåíèé îáîçíà÷èì Di, i = 1, 2.

Ïîëîæèì ki = θ∗i , åñëè Re θ∗i < 0 è ki = −θ∗i , åñëè Re θ∗i > 0.
Ñ ë ó ÷ à é 2. Re θ∗i 6= 0, θ∗i 6∈ Z. Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

Di : y∗ = c∗0i +
∑
s∗

c∗s∗ix
∗s∗, i = 1, 2, (2.5.11)

ãäå s∗ ∈ {−l + mki; l, m ∈ Z; l, m ≥ 0; l + m > 0} , êîìïëåêñíûå êîýô-
ôèöèåíòû òàêîâû: c∗0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.5.9), c∗kii

� ïðîèçâîëü-
íûé, îñòàëüíûå c∗s∗i ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Âòîðîå ïðè-
áëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (2.5.11) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà
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Re ki. Åñëè Re ki < −1, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä
y∗ = c∗0i + c∗−1ix

∗−1, êîýôôèöèåíò c∗−1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.5.10). Åñ-
ëè −1 < Re ki < 0, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ áóäåò èìåòü âèä
y∗ = c∗0i+c∗kii

x∗ki, ãäå êîýôôèöèåíò c∗kii
� ïðîèçâîëüíûé. Åñëè Re ki = −1, òî

âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ áóäåò èìåòü âèä y∗ = c∗0i + c∗−1ix
∗−1 + c∗kii

x∗ki,
ãäå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗kii

� ïðîèçâîëüíûé, c∗−1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé
(2.5.10).
Ñ ë ó ÷ à é 3. θ∗i ∈ Z\{0}. Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Di : y∗ = c∗0i +
+∞∑
s∗=1

c∗−s∗i(ln x∗)x∗−s∗, i = 1, 2, (2.5.12)

ãäå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.3.3); c∗kii
= α∗kii

+
β∗kii

ln x∗, ãäå α∗kii
� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò β∗kii

ïîñòîÿí-
íûé è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé; êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû c∗s∗i ìíî-
ãî÷ëåíû îò ln x∗, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ. Âòîðîå ïðèáëèæå-
íèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (2.5.12) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà ki. Åñëè
ki = −1, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä y∗ = c∗0i + c∗−1ix

∗−1.
Êîýôôèöèåíò

c∗−1i = α∗−1i + (−1)i

√
−c

b

(√
−b + (−1)i

√
c
)2 − a− d

2
ln x∗, (2.5.13)

ãäå α∗−1i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Òàêæå èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

D3 : y∗ = ϕ∗0 +
∞∑

σ∗=1

ϕ∗−σ∗x−∗σ
∗
, (2.5.14)

ãäå

ϕ∗0 =
b + c

2
ln2 x∗ + c∗1ln x∗ +

∞∑
s∗=0

c∗−s∗ln
−s∗ x∗, (2.5.15)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−s∗ �
ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕ∗−σ∗ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
ln x∗.

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè −b = c 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâà
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

D3+j : y∗ = φ∗0j +
∞∑

σ∗=1

φ∗−σ∗jx
∗−σ∗

, j = 1, 2, (2.5.16)
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ãäå

φ∗0j = (−1)j
√
−2b ln x∗ + c∗0j +

∞∑
s∗=1

c∗−s∗jln
−s∗ x∗, j = 1, 2, (2.5.17)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗0j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−s∗j

� ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; φ∗−σ∗j ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
ln x∗.

Ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé D2 è Dτ
2 ñîõðàíÿþòñÿ èç ñëó÷àÿ −b 6= c 6= 0. Â

êà÷åñòâå θ∗2 áåðåì 2
√
−2b ñ Re

√
−2b ≤ 0. Â çàâèñèìîñòè îò åãî çíà÷åíèÿ

âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ∗2 = 0, äâà îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Dτ

2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëîé (2.5.8)), ñëó÷àé 2 (Re θ∗2 6= 0, θ∗2 6∈ Z, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé D2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.11)), ñëó÷àé 3
(θ∗2 6∈ Z, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàç-
ëîæåíèé D2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.12)).

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè b 6= 0, c = 0. Ïðè Re
√
−2b < 0 èìååì

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

D6 : y∗ = 1 + c∗ρ∗x
∗ρ∗ +

∑
s∗

c∗s∗x
∗s∗, (2.5.18)

ãäå ρ∗ =
√
−2b, s∗ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ∗ + lρ∗ − m; l, m ≥ 0; l + m >

0; l, m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗ρ∗ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå c∗s∗ ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Åñëè Re ρ∗ < −1, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.5.18) èìååò âèä
y = 1 + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗ρ∗−1x
∗ρ∗−1. Êîýôôèöèåíò

c∗ρ∗−1 = c∗ρ
a + b + d

ρ∗ − 1
. (2.5.19)

Åñëè −1 < Re ρ∗ < 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.5.18) èìååò
âèä y∗ = 1 + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗2ρ∗x
∗2ρ∗. Êîýôôèöèåíò

c∗2ρ∗ = −c∗2ρ . (2.5.20)

Åñëè Re ρ∗ = −1, Im ρ∗ 6= 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.5.18)
èìååò âèä y∗ = 1 + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗ρ∗−1x
∗ρ∗−1 + c∗2ρ∗x

∗2ρ∗, ãäå êîýôôèöèåíòû
c∗ρ∗−1, è c∗2ρ∗ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (2.5.19) è (2.5.20) ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè ρ∗ = −1, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.5.18) èìååò âèä
y∗ = 1 + c∗−1x

∗−1 + c∗−2x
∗−2. Êîýôôèöèåíòû c∗−1 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ, c∗−2 = −c∗−1 (a + b + d + 2c∗−1)/2 åñòü ñóììà âûðàæåíèé (2.5.19)
è (2.5.20).
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Åñëè Re

√
−2b = 0 ñóùåñòâóþò äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýê-

çîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Dτ
6 : y∗ = 1 + c∗ρ∗x

∗ρ∗ +
∑
s∗

c∗s∗x
s∗, (2.5.21)

ãäå ρ∗ =
√
−2b, s∗ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ∗ + lρ∗ − m; l, m ≥ 0; l + m >

0; l, m ∈ Z}, τ = ±1, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗ρ∗ � íåíóëåâàÿ ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå c∗s∗ ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Òàêæå çäåñü èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæå-
íèé D3, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (2.5.14), (2.5.15).

2.5.3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ
(1)
3 . Çäåñü

òàêæå ðàññìàòðèâàåì òðè ñëó÷àÿ: a 6= −d + 1/2 6= 0, a = −d + 1/2 6= 0 è
d = 1/2, a 6= 0.

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a 6= −d + 1/2 6= 0. Ïîëîæèì θ∗i
def
=
√

1− 2d +
(−1)i

√
2a, i = 1, 2. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i, â çàâèñèìîñòè îò çíà-

÷åíèÿ θ∗i âîçìîæåí îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ.
Ñ ë ó ÷ à é 1. Re θ∗i = 0. Èìååì äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà
ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Gτ
i : y∗ = c∗1ix

∗ +
∑
s∗

c∗s∗ix
∗s∗, i = 1, 2, τ = ±1, (2.5.22)

ãäå s∗ ∈ {1 − l + mτθ∗i ; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}; êîìïëåêñíûå
êîýôôèöèåíòû: c∗s∗i ñ s∗ = 1+τθ∗i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c1i ïîëó÷àåòñÿ
èç (2.1.7), (2.4.6) è (2.5.4)

c∗1i = 1 + (−1)i

√
1− 2d

2a
, (2.5.23)

îñòàëüíûå c∗s∗i ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.
Åñëè c∗s∗i = 0 ñ s∗ = 1 + τθ∗i âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

(2.5.22) åñòü y∗ = c∗1ix
∗ + c∗0i. Èç (2.1.7), (2.4.7) [63] è (2.5.4) ñëåäóåò, ÷òî

êîýôôèöèåíò

c∗0i = (−1)i

√
1− 2d

2a

(√
2a + (−1)i

√
1− 2d

)2
+ 2b + 2c− 1

2− 2
(√

2a + (−1)i
√

1− 2d
)2 . (2.5.24)

Â ñëó÷àå c∗s∗i = 0 ñ s∗ = 1 + τθ∗i ðàçëîæåíèÿ (2.5.22) ÿâëÿþòñÿ ðàçëî-
æåíèÿìè ïî öåëûì ñòåïåíÿì x. Ñåìåéñòâà òàêèõ ðàçëîæåíèé îáîçíà÷èì
Gi, i = 1, 2.

Ïîëîæèì ki = 1 + θ∗i , åñëè Re θ∗i < 0 è ki = 1− θ∗i , åñëè Re θ∗i > 0.
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Ñ ë ó ÷ à é 2. Re θ∗i 6= 0, θ∗i 6∈ Z. Çäåñü èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

Gi : y∗ = c∗1ix
∗ +

∑
s∗

c∗s∗ix
∗s∗, i = 1, 2, (2.5.25)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.5.23),
c∗kii

� ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå c∗s∗i ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, s∗

ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {1− l + mki; l, m ∈ Z; l, m ≥ 0; l + m > 0}. Âòîðîå
ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (2.5.25) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà
Re ki. Åñëè Re ki < 0, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä y∗ =
c∗1ix

∗+ c∗0i, êîýôôèöèåíò c∗0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.5.24). Åñëè 0 < Re ki <

1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé áóäåò èìåòü âèä y∗ = c∗1ix
∗+c∗kii

x∗ki, ãäå
êîýôôèöèåíò c∗kii

� ïðîèçâîëüíûé. Åñëè Re ki = 0, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå
ðåøåíèé åñòü y∗ = c∗1ix

∗ + c∗0i + c∗kii
x∗ki, ãäå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗kii

�
ïðîèçâîëüíûé, c∗0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.5.24).
C ë ó ÷ à é 3. θ∗i ∈ Z\{0} Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Gi : y∗ = c∗1ix
∗ +

+∞∑
s∗=0

c∗s∗i(ln x∗)x∗s
∗
, i = 1, 2, (2.5.26)

ãäå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.5.23), êîýôôèöèåíò
c∗kii

= α∗kii
+ β∗kii

ln x∗, α∗kii
� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò β∗kii

ïîñòîÿííûé è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé, îñòàëüíûå c∗s∗i � ìíîãî÷ëåíû îò
ln x∗, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèÿ (2.5.22) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà ki. Åñëè ki = 0, òîãäà
âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä y∗ = c∗1ix

∗ + c∗0i. Êîýôôèöèåíò

c∗0i = α∗0i + (−1)i

√
1− 2d

2a

(√
2a + (−1)i

√
1− 2d

)2
+ 2b + 2c∗ − 1

4
ln x∗,

(2.5.27)
ãäå α∗0i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çäåñü èìååòñÿ òàêæå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

G3 : y∗ = ϕ∗1x
∗ +

∞∑
σ∗=0

ϕ∗−σ∗x∗−σ∗
, (2.5.28)

ãäå

ϕ∗1 =
4

1− 2a− 2d

1

ln2 x∗
+

c∗−3

ln3 x∗
+

∞∑
s∗=4

c∗−s∗

lns∗ x∗
, (2.5.29)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗−3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−s∗

� ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕ∗σ∗ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
ëîãàðèôìîâ.



14
Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a = −d + 1/2 6= 0. Èìååì äâà îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

G3+j : y∗ = φ∗1jx
∗ +

∞∑
σ∗=0

φ∗−σ∗jx
∗−σ∗

, j = 1, 2, (2.5.30)

ãäå

φ∗1j = (−1)j 1√
2a

1

ln x∗
+

c∗−2j

ln2 x∗
+

∞∑
s∗=3

c∗−s∗j

lns∗ x∗
, (2.5.31)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c∗−2j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c∗−s∗j

� ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; φ∗σ∗j ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
ëîãàðèôìîâ.

Ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé G2 è Gτ
2 ñîõðàíÿþòñÿ èç ñëó÷àÿ a 6= −d + 1/2 6=

0. Â êà÷åñòâå θ∗2 áåðåì 2
√

2a ñ Re
√

2a ≤ 0. Â çàâèñèìîñòè îò åãî çíà÷åíèÿ
âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ∗2 = 0, îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå
ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Gτ

2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5.22)),
ñëó÷àé 2 (Re θ∗2 6= 0, θ∗2 6∈ Z, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ
ðàçëîæåíèé G2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.25)), ñëó÷àé 3 (θ∗2 6∈ Z, îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé G2

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.26)).

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè d = 1/2, a 6= 0. Åñëè Re
√

2a < 0 èìååì
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

G6 : y∗ = x∗ + c∗ρ∗x
∗ρ∗ +

∑
s∗

c∗s∗x
∗s∗, (2.5.32)

ãäå ρ∗ = 1+
√

2a, s∗ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ∗+l(ρ∗−1)−m; l, m ≥ 0; l+m >

0; l, m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗ρ∗ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå c∗s∗ ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Åñëè Re ρ∗ < 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.5.32) èìååò âèä
y = x∗ + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗ρ∗−1x
∗ρ∗−1. Êîýôôèöèåíò

c∗ρ∗−1 = c∗ρ∗
1− 2(a + b + c)

2(ρ∗ − 2)
. (2.5.33)

Åñëè 0 < Re ρ∗ < 1, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.5.32) èìååò âèä
y∗ = x∗ + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗2ρ∗−1x
∗2ρ∗−1. Êîýôôèöèåíò

c∗2ρ∗−1 = c∗2ρ∗ . (2.5.34)

Åñëè Re ρ∗ = 0, Im ρ∗ 6= 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.5.32)
èìååò âèä y∗ = x∗ + c∗ρ∗x

∗ρ∗ + c∗ρ∗−1x
∗ρ∗−1 + c∗2ρ∗−1x

∗2ρ∗−1, ãäå êîýôôèöèåí-
òû c∗ρ∗−1, è c∗2ρ∗−1 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (2.5.33) è (2.5.34) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Åñëè ρ∗ = 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.5.32) èìååò âèä
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y∗ = x∗ + c∗0 + c∗−1x

∗−1. Êîýôôèöèåíòû c∗0 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòî-
ÿííàÿ, c∗−1 = c∗0 (−1 + 2(a + b + c) + 4c∗0)/4 åñòü ñóììà âûðàæåíèé (2.5.33)
è (2.5.34).

Åñëè Re
√

2a = 0 ñóùåñòâóþò äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýêçî-
òè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Gτ
6 : y∗ = x∗ + c∗ρ∗x

∗ρ∗ +
∑
s∗

c∗s∗x
∗s∗, (2.5.35)

ãäå ρ∗ = 1 +
√

2a, s∗ ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ∗ + l(ρ∗− 1)−m; l, m ≥ 0; l +
m > 0; l, m ∈ Z}, τ = ±1, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c∗ρ∗ � íåíóëåâàÿ
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå c∗s∗ ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Çäåñü èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé
G3 . Îíî ñîõðàíÿåòñÿ èç ñëó÷àÿ a 6= 1/2− d 6= 0 è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
(2.5.28).

2.5.4. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 2.5.1. Ïðè x → ∞ è a · b 6= 0 óðàâíåíèå (2.1.1) èìååò 13 ñå-

ìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé òèïîâ 1− 3:

A∞ = A∗
0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.5) è èìååò 2 ïàðàìåòðà;

D1 = B∗1, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè −b 6= c 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(2.5.8), (2.5.11), (2.5.12) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

D2 = B∗2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè c 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(2.5.8), (2.5.11), (2.5.12) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

D3 = B∗3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè −b 6= c, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(2.5.14), (2.5.15) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

D4 = B∗4 è D5 = B∗5 ñóùåñòâóþò ïðè −b = c 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëà-

ìè (2.5.16), (2.5.17) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

D6 = B∗6 ñóùåñòâóåò ïðè c = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.18) è èìååò

1 ïàðàìåòð;

G1 = H∗
1, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= −d + 1/2 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëàìè (2.5.22), (2.5.25), (2.5.26) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

G2 = H∗
2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè d 6= 1/2,îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(2.5.22), (2.5.25), (2.5.26) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

G3 = H∗
3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= −d + 1/2 6= 0,îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëàìè (2.5.28), (2.5.29) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

G4 = H∗
4 è G5 = H∗

5 ñóùåñòâóþò ïðè a = −d + 1/2 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè (2.5.30), (2.5.31) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

G6 = H∗
6 ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.32) è èìå-

åò 1 ïàðàìåòð;

è 16 ñåìåéñòâ ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñ τ = ±1:
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Aτ
∞0 = Aτ∗

00 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.5) è èìååò 2 ïàðàìåòðà;

Aτ
∞1 = Aτ∗

01 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.5.5) è èìååò 2 ïàðàìåòðà;

Dτ
1 = Bτ∗

1 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè −b 6= c 6= 0, Re (
√

2c −
√
−2b) = 0,

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5.8) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Dτ
2 = Bτ∗

2 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè b 6= 0, c 6= 0, Re (
√

2c +
√
−2b) = 0,

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5.8) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Dτ
6 = Bτ∗

6 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè b 6= 0, c = 0, Re
√
−2b = 0, îïðåäå-

ëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5.21) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Gτ
1 = Hτ∗

1 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a 6= −d + 1/2 6= 0, Re (
√

1− 2d −√
2a) = 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5.22) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Gτ
2 = Hτ∗

2 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a 6= 0, d 6= 1/2, Re (
√

1− 2d+
√

2a) =
0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5.22) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Gτ
6 = Hτ∗

6 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a 6= 0, d = 1/2, Re
√

2a = 0, îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëîé (2.5.35) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

A∗
0, B∗i è H∗

i îçíà÷àþò ñåìåéñòâà, ïîëó÷åííûå èç A0, Bi è Hi ñèììåòðèåé
(2.1.7) [63].

Ñåìåéñòâà Aτ
∞0, Aτ

∞1, Dτ
1 , Dτ

2 , Dτ
6 , Gτ

1 , Gτ
2 , Gτ

6 � ýêçîòè÷åñêèå, ñåìåéñòâà
D3, D4, D5, G3, G4, G5 � ñëîæíûå, îñòàëüíûå � òèïîâ 1 è 2.

V. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ P6 âáëèçè åäèíèöû

C ïîìîùüþ ñèììåòðèè (2.1.10) èç ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ïðè x → 0 ïîëó-
÷àåì ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè x → 1. Çäåñü ïðèâåäåíû òîëüêî ðåçóëüòàòû
áåç âûâîäîâ.

�1. Ðàçëîæåíèÿ âáëèçè åäèíèöû ïðè a · c 6= 0

5.1.1. Äâóïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé. Îäíî äâóïàðà-
ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

A1 : y = 1 + cr(1− x)r +
∑

s

cs(1− x)s, (5.1.1)

ãäå ïîêàçàòåëü ñòåïåíè r � ïðîèçâîëüíûé è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
0 < Re r < 1, à s ∈ {r + lr + m(1− r); l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}, cr 6=
0, cr � ïðîèçâîëüíàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå
êîýôôèöèåíòû cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Åñëè 1 > Re r > 1/2, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = 1+cr(1−
x)r + c1(1− x).

c1 =
2(c + d) + (r − 1)2 − 1

2(r − 1)2 . (5.1.2)
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Åñëè 0 < Re r < 1/2, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = 1 + cr(1 −
x)r + c2r(1− x)2r

c2r = −c2
r

2(a + b) + r2

2r2 . (5.1.3)

Åñëè Re r = 1/2, Im r 6= 0, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = 1 +
cr(1− x)r + c1(1− x) + c2r(1− x)2r, ãäå êîýôôèöèåíòû c1 è c2r îïðåäåëåíû
ðàíåå ôîðìóëàìè (5.1.2) è (5.1.3) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè r = 1/2, òî òðåòüå
ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = 1 + c1/2

√
1− x + c1(1− x), ãäå c1/2 � ïðîèç-

âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò c1 = (−3+8(c+d)−c2
1/2−8c2

1/2(a+b))/2.
Èìååì ÷åòûðå äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Aτ
1i : y = 1 + cr(1− x)r +

∑
s

cs(1− x)s, i = 0, 1, τ = ±1, (5.1.4)

ãäå x → 1, êîìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè òàêîâû: r � ïðîèçâîëüíûé è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

Re r = i, r 6= i (Aτ
1i, τ = (−1)i sgn(Im r)), i = 0, 1, (5.1.5)

s ∈ {r + lr + m(1 − r); l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå
êîôôèöèåíòû: cr � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, cs ïîñòîÿííû è
îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

5.1.2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a 6= −b 6= 0. Ïîëîæèì θi
def
=
√

2a +
(−1)i

√
−2b, ãäå i = 1, 2. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i, â çàâèñèìîñòè îò

çíà÷åíèÿ θi âîçìîæåí îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ.
C ë ó ÷ à é 1. Re θi = 0 èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ýêçîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Eτ
i : y = c0i +

∑
s

csi(1− x)s, i = 1, 2, τ = ±1 (5.1.6)

ãäå s ∈ {l + mτθi; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}; êîìïëåêñíûå êîýôôèöè-
åíòû:

c0i = (−1)i

√
− b

a
, (5.1.7)

csi ñ s = τθi � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå csi ïîñòîÿííû è îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåíû.

Åñëè csi = 0 ñ s = τθi ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé (5.1.6) îáîçíà-
÷àåì Ei.

Â ñëó÷àå csi = 0 ñ s = τθi âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé
(5.1.6) åñòü y = c0i + c1i(1− x), ãäå

c1i = (−1)i

√
−b

a

c + d− (
√

a + (−1)i
√
−b)2

1− 2(
√

a + (−1)i
√
−b)2

. (5.1.8)
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Ïóñòü ki = θi, åñëè Re θi > 0 è ki = −θi, åñëè Re θi < 0.

C ë ó ÷ à é 2. Re θi 6= 0, θi 6∈ Z. Çäåñü èìååì ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ
ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

Ei : y = c0i +
∑

s

csi(1− x)s, i = 1, 2, (5.1.9)

ãäå s ∈ {l + mki, l,m ∈ Z, l,m ≥ 0, l + m > 0}. Êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåí-
òû òàêîâû: c0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (5.1.7), ckii � ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå
csi ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèÿ (5.1.9) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà Re ki. Åñëè Re ki > 1, òîãäà
âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä y = c0i +c1i(1−x), ÷òî àíàëîãè÷íî
ñëó÷àþ Re θi = 0. Åñëè 0 < Re ki < 1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ
áóäåò èìåòü âèä y = c0i + ckii(1 − x)ki, ãäå êîýôôèöèåíò ckii � ïðîèçâîëü-
íûé. Åñëè Re ki = 1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ áóäåò èìåòü âèä
y = c0i + c1i(1 − x) + ckii(1 − x)ki, ãäå êîýôôèöèåíòû ckii � ïðîèçâîëüíûé,
c1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (5.1.8).
C ë ó ÷ à é 3. Re θi ∈ N \ {0}. Çäåñü èìååì ñåìåéñòâî ñòåïåííî-
ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

Ei : y = c0i +
∞∑

s=1

csi(ln (1− x))(1− x)s, i = 1, 2, (5.1.10)

Êîýôôèöèåíò ckii = αkii+βkii ln (1− x), ãäå αkii � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
êîýôôèöèåíò βkii ïîñòîÿííûé è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé, êîýôôèöèåíò
c0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (5.1.7), îñòàëüíûå csi � ìíîãî÷ëåíû îò ln(1 − x),
êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ. Çäåñü ðàçëîæåíèå (5.1.10) îáðàçóåò îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîå (ïî αkii) ñåìåéñòâî Ei. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèÿ (5.1.10) çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ ÷èñëà ki. Åñëè ki = 1, òîãäà âòî-
ðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä y = c0i + c1i(1− x). Êîýôôèöèåíò

c1i = α1i + (−1)i

√
−b

a

c + d− (
√

a + (−1)i
√
−b)2

2
ln (1− x), (5.1.11)

ãäå α1i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Èìååì ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

E3 : y = ϕ0 +
∞∑

σ=1

ϕσ(1− x)σ, (5.1.12)

ãäå ϕ0 = 1 +
2

a + b
ln−2(1 − x) + c−3 ln−3(1 − x) +

∞∑
s=4

c−s ln−s(1 − x), êîì-

ïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c−3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c−s �
ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, ϕσ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
ëîãàðèôìîâ.
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5.1.3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a = −b 6= 0. Èìååì äâà îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

E3+j : y = ϕ0j +
∞∑

σ=1

ϕσj(1− x)σ, (5.1.13)

ãäå

ϕ0j = 1+(−1)j 1√
2a

ln−1(1−x)+c−2j ln−2(1−x)+
∞∑

s=3

c−sj ln−s(1−x), j = 1, 2,

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c−2j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c−sj

� ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, ϕσj ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
ëîãàðèôìîâ.

Ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé E2 è Eτ
2 ñîõðàíÿþòñÿ èç ñëó÷àÿ a 6= b 6= 0. Â êà÷å-

ñòâå çíà÷åíèÿ θ2 áåðåì 2
√

2a ñ Re θ2 ≥ 0. Â çàâèñèìîñòè îò êîòîðîãî âîç-
ìîæíû òðè ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ2 = 0, îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå
ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Eτ

2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5.1.6)),
ñëó÷àé 2 (Re θ2 6= 0, θ̌2 6∈ Z, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ
ðàçëîæåíèé E2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.1.9)), ñëó÷àé 3 (θ2 ∈ Z\{0}, îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé E2

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.1.10)).

5.1.4. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè b = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì èñêëþ-
÷èòåëüíîå ðåøåíèå ñîãëàñíî òåîðåìå (2.1.4).

I2 : y = 1.

Èìååì îäíî ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé

E6 : y = cρ(1− x)ρ +
∑

s

cs(1− x)s, (5.1.14)

ãäå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: cρ 6= 0, cρ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, cs ïî-
ñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, ρ =

√
2a, Re

√
2a > 0, s ∈ {ρ + lρ +

m; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}.
Åñëè Re ρ > 1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = cρ(1 − x)ρ +

cρ+1(1− x)ρ+1. Êîýôôèöèåíò

cρ+1 = cρ
a− c− d

ρ + 1
. (5.1.15)

Åñëè 0 < Re ρ < 1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = cρ(1 − x)ρ +
c2ρ(1− x)2ρ. Êîýôôèöèåíò

c2ρ = −c2
ρ. (5.1.16)
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Åñëè Re ρ = 1, Im ρ 6= 0, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = cρ(1 −
x)ρ + c2(1−x)2 + c2ρ(1−x)2ρ, êîýôôèöèåíòû c2ρ è c2 îïðåäåëåíû ôîðìóëà-
ìè (5.1.15) è (5.1.16) ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ρ = 1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå
ðåøåíèÿ åñòü y = c1(1− x) + c2(1− x)2. Êîýôôèöèåíòû c1 � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ,

c2 = c1
a− c− d− 2c1

2
åñòü ñóììà (5.1.15) è (5.1.16).

Çäåñü ñóùåñòâóþò äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé

Eτ
6 : y = cρ(1− x)ρ +

∑
s

cs(1− x)s, (5.1.17)

ãäå ρ = ±
√

2a, Re ρ = 0, s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ + lρ + m; l, m ≥
0; l + m > 0; l,m ∈ Z}, τ = sgn (Im ρ), êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû:
cρ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû.

Èìååòñÿ òàêæå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé
E3 , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.1.12).

5.1.5. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè −c 6= d − 1/2 6= 0. Ïîëîæèì
θi

def
=
√

1− 2d + (−1)i
√

2c, ãäå i = 1, 2. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî i, â
çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ θi âîçìîæåí îäèí èç òðåõ ñëó÷àåâ.
C ë ó ÷ à é 1. Re θi = 0. Èìååì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ýêçîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

J τ
i : y = 1 + c1i(1− x) +

∞∑
s

csi(1− x)s, i = 1, 2, τ = ±1, (5.1.18)

ãäå s ∈ {1 + l + mτθi; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}; êîìïëåêñíûå
êîýôôèöèåíòû:

c1i =
−2c− (−1)i

√
−4cd + 2c

2c + 2ď− 1
, (5.1.19)

csi ñ s = 1 + τθi � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, csi � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû.

Åñëè csi = 0 ñ s = 1 + τθi ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé (5.1.18)
îáîçíà÷àåì Ji.

Â ñëó÷àå csi = 0 ñ s = 1 + τθi òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé
(5.1.18) åñòü y = 1 + c1i(1− x) + c2i(1− x)2, ãäå

c2i = (−1)i

√
1− 2d

2c

2(a + b) + 1− (
√

2c + (−1)i
√

1− 2d)2

2− 2(
√

2c + (−1)i
√

1− 2d)2
. (5.1.20)

Ïîëîæèì ki = 1 + θi, åñëè Re θi > 0 è ki = 1− θi, åñëè Re θi < 0.
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C ë ó ÷ à é 2. Re θi 6= 0, θi 6∈ Z. Èìååì ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé
ðåøåíèé

Ji : y = 1 + c1i(1− x) +
∑

s

csi(1− x)s, (5.1.21)

ãäå s ∈ {1 + l + mki; l,m ≥ 0; l + m > 0; l,m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîýô-
ôèöèåíòû òàêîâû: c1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (5.1.19), ckii � ïðîèçâîëüíûé,
îñòàëüíûå csi ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (5.1.21) çàâèñèò îò ðàñïî-
ëîæåíèÿ ÷èñëà Re ki. Åñëè Re ki > 2, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøå-
íèÿ èìååò âèä y = 1 + c1i(1− x) + c2i(1− x)2, ÷òî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
Re θi = 0. Åñëè 1 < Re ki < 2, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ áóäåò
èìåòü âèä y = 1 + c1i(1− x) + ckii(1− x)ki, ãäå êîýôôèöèåíò cki

� ïðî-
èçâîëüíûé. Åñëè Re ki = 2, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ áóäåò èìåòü
âèä y = 1 + c1i(1− x) + c2i(1− x)2 + ckii(1− x)ki, ãäå êîýôôèöèåíòû ckii �
ïðîèçâîëüíûé, c2i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (5.1.20).
C ë ó ÷ à é 3. Re θi ∈ N \ {0}. Èìååì ñåìåéñòâî ñòåïåííî-
ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé

Ji : y = 1 + c1i(1− x) +
∞∑

s=2

csi(ln (1− x))(1− x)s, (5.1.22)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (5.1.19),
ckii = αkii + βkii ln(1 − x), ãäå αkii� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå
βkii, csi ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (5.1.22) çàâèñèò îò ðàñïîëî-
æåíèÿ ÷èñëà ki. Åñëè ki = 2, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä
y = 1 + c1i(1− x) + c2i(1− x)2, ãäå êîýôôèöèåíò

c2i = α2i + (−1)i

√
1− 2d

2c

2(a + b) + 1− (
√

2c + (−1)i
√

1− 2d)2

4
ln (1− x),

(5.1.23)
ãäå α2i� ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çäåñü èìååì ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

J3 : y = 1 + ϕ1(1− x) +
∞∑

σ=2

ϕσ(1− x)σ, (5.1.24)

ãäå

ϕ1 = −1− 2c− 2d

4
ln2 (1− x) + c1 ln(1− x) +

∞∑
s=0

c−sln
−s(1− x), (5.1.25)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëü-
íûå c−s � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕσ ðÿäû ïî óáûâàþùèì
ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ.
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5.1.6. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè −c = d− 1/2 6= 0 . Èìååì äâà ñåìåé-
ñòâà ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé

J3+j : y = 1 + ϕ1j(1− x) +
∞∑

σ=2

ϕσj(1− x)σ, (5.1.26)

ãäå

ϕ1j = (−1)j
√

2c ln (1− x) + c0j +
∞∑

s=1

c−sj ln−s(1− x), j = 1, 2, (5.1.27)

êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c0j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
îñòàëüíûå c−sj � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû; ϕσj ðÿäû ïî óáû-
âàþùèì ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ.

Ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé J2, J τ
2 ñîõðàíÿþòñÿ èç ñëó÷àÿ c 6= 1/2 − d 6= 0.

Â êà÷åñòâå θ2 áåðåì 2
√

2c ñ Re θ2 ≥ 0. Â çàâèñèìîñòè îò åãî çíà÷åíèÿ âîç-
ìîæíû òðè ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ2 = 0, îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå
ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé J τ

2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5.1.18)),
ñëó÷àé 2 ( Re θ2 6= 0, θ2 6∈ Z, îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ
ðàçëîæåíèé J2 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.1.21)), ñëó÷àé 3 (θ2 6∈ Z, îä-
íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé J2

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.1.22)).

5.1.7. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè d = 1/2 . Èìååì îäíî ñåìåéñòâî ñòå-
ïåííûõ ðàçëîæåíèé

J6 : y = x + cρ(1− x)ρ +
∑

s

cs(1− x)s, (5.1.28)

ãäå cρ 6= 0, cρ � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, ρ = 1 +
√

2c, Re
√

2c > 0, s ïðî-
áåãàåò ìíîæåñòâî {ρ+ l(ρ−1)+m; l,m ≥ 0; l+m > 0; l,m ∈ Z}, îñòàëüíûå
êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Â ñëó÷àå Re ρ > 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (5.1.28) èìååò âèä
y = x + cρ(1− x)ρ + cρ+1(1− x)ρ+1. Êîýôôèöèåíò

cρ+1 = −cρ
−2c + 2a + 2b + 1

2ρ
. (5.1.29)

Â ñëó÷àå 1 < Re ρ < 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (5.1.28) èìååò âèä
y = x + cρ(1− x)ρ + c2ρ−1(1− x)2ρ−1. Êîýôôèöèåíò

c2ρ−1 = c2
ρ. (5.1.30)

Â ñëó÷àå Re ρ = 2, Im ρ 6= 0 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (5.1.28) èìååò
âèä y = x + cρ(1 − x)ρ + cρ+1(1 − x)ρ+1 + c2ρ−1(1 − x)2ρ−1, ãäå êîýôôèöè-
åíòû cρ+1, è c2ρ−1 îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (5.1.29) è (5.1.30) ñîîòâåòñòâåí-
íî. Â ñëó÷àå ρ = 2 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (5.1.28) èìååò âèä



23
y = x+ c2(1−x)2 + c3(1−x)3. Êîýôôèöèåíòû c2 � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, c3 = −c2 (−2c + 2a + 2b + 1 − 4c2)/4 åñòü ñóììà âûðàæåíèé
(5.1.29) è (5.1.30).

Äâà îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

J τ
6 : y = x + cρ(1− x)ρ +

∑
s

cs(1− x)s, (5.1.31)

ãäå ρ = 1±
√

2c, Re ρ = 1, s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî {ρ+ l(ρ−1)+m; l, m ≥
0; l + m > 0; l,m ∈ Z}, τ = sgn (Im ρ), êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû:
cρ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíû.

Èñêëþ÷èòåëüíîå ðåøåíèå ñîãëàñíî òåîðåìå (2.1.4).

I3 : y = x.

Òàêæå èìååòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé
J3 , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (5.1.23), (5.1.25).

�2 . Ðàçëîæåíèÿ âáëèçè åäèíèöû ïðè a · c = 0

Çäåñü â ñëó÷àå a = 0, c 6= 0 èç ñëó÷àÿ a · c 6= 0 ñîõðàíÿþòñÿ ñåìåéñòâà
A1, Aτ

10, Aτ
11, Ji, i = 1, . . . , 6, J τ

1 , J τ
2 è J τ

6 , τ = ±1. Â ñëó÷àå a 6= 0, c = 0
èç ñëó÷àÿ a · c 6= 0 ñîõðàíÿþòñÿ ñåìåéñòâà A1, , Aτ

10, Aτ
11, Ei, i = 1, . . . , 6,

Eτ
1 , Eτ

2 è Eτ
6 .

5.2.1. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé âáëèçè åäè-

íèöû, ñèììåòðè÷íûå ñåìåéñòâàì B7, Bτ
7 , H7 è Hτ

7. Ïðè a = 0 èìååì
ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé

y = 1 + cr(1− x)r +
∑

s

cs(1− x)s, (5.2.1)

ãäå r = −
√
−2b, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Re

√
−2b > 0 (äëÿ ñåìåéñòâà E7)

è Re
√
−2b = 0 (äëÿ ñåìåéñòâà Eτ

7 , s ∈ {r − lr + m, l, m ≥ 0, l + m >

0, l, m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: cr � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Åñëè 0 < Re
√
−2b ≤ 1, âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä y =

1 + cr(1− x)r + cr+1x
r+1, ãäå

cr+1 =
cr(c + d− b− r)

r − 1
.

Åñëè Re
√
−2b > 1, òî òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü y = 1 + cr(1 −

x)r + c0, ãäå c0 = 0.
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Ïðè c = 0 èìååì ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé

y = 1 + cr(1− x)r +
∑

s

cs(1− x)s, (5.2.2)

ãäå r = 1 +
√

1− 2d, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Re
√

1− 2d > 0 (äëÿ ñåìåé-
ñòâà J7) è Re

√
1− 2d = 0 (äëÿ ñåìåéñòâà J τ

7 , s ∈ {r + l(r − 1) + m, l, m >

0, l + m ≥ 0, l, m ∈ Z}, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: cr � íåíóëåâàÿ ïðîèç-
âîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Â ñëó÷àå Re
√

1− 2d ≥ 1 òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ y = 1 + cr(1 −
x)r + c2r−1(1 − x)r+1, cr+1 = cr

a + b− d + r

r
â ñëó÷àå 0 < Re

√
1− 2d < 1

òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ y = 1+ cr(1−x)r + c2r−1(1−x)2r−1, c2r−1 = 0.

5.2.2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a = b = 0, c 6= 0.

E8 : y = c0 +
+∞∑
s=1

cs(1− x)s, (5.2.3)

ãäå êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò c0 6= 0, 1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
îñòàëüíûå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cs � ïîñòîÿííûå è îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåííûå.

Òðåòüå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ åñòü y = 1 + c0 + c1(1− x), ãäå

c1 = −c0(c + d). (5.2.4)

5.2.3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a 6= 0, c = 0, d = 1/2. Èìååì îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé

J8 : y = 1 + c1(1− x) +
+∞∑
s=2

cs(1− x)s, (5.2.5)

ãäå c1 � êîìïëåêñíàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, c1 6= 0, 1, c2 = −c1(c1 +
1)(1+2a+2b), îñòàëüíûå cs îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå êîìïëåêñíûå ïîñòî-
ÿííûå.

5.2.4. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a = c = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè x → 1
óðàâíåíèå (2.1.1) èìååò 15 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé. Èç íèõ 7 ñåìåéñòâ
A1, Aτ

10, Aτ
11, E3 è J3 ñîõðàíÿþòñÿ èç ñëó÷àÿ a · c 6= 0. Åùå 8 ñåìåéñòâ E7,

Eτ
7 , τ = ±1, E8, J7, J τ

7 è J8 ñîõðàíÿþòñÿ èç ñëó÷àåâ a = 0, c 6= 0 è
a 6= 0, c = 0.

�3 . Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ

Òåîðåìà 5.3.1. Ïðè x → 1 óðàâíåíèå (2.1.1) èìååò 17 ñåìåéñòâ ðàçëî-

æåíèé ðåøåíèé òèïîâ 1− 3:
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A1 = A◦

0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.1.1) è èìååò 2 ïàðàìåòðà;

E1 = B◦1, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= −b 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(5.1.6), (5.1.9), (5.1.10) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

E2 = B◦2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè b 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(5.1.6), (5.1.9), (5.1.10) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

E3 = B◦3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= −b, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(5.1.12) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

E4 = B◦4 è E5 = B◦5 ñóùåñòâóþò ïðè a = −b 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

(5.1.13) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

E6 = B◦6 ñóùåñòâóåò ïðè b = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.1.14) è èìååò

1 ïàðàìåòð.

E7 = B◦7 ñóùåñòâóåò ïðè a = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.2.1) è èìååò 1

ïàðàìåòð.

E8 = B◦8 ñóùåñòâóåò ïðè a = b = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.2.3) è

èìååò 1 ïàðàìåòð.

J1 = H◦
1, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= −d + 1/2 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëàìè (5.1.18), (5.1.21), (5.1.22) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

J2 = H◦
2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè d 6= 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(5.1.18), (5.1.21), (5.1.22) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;

J3 = H◦
3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= −d + 1/2 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (5.1.24) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

J4 = H◦
4 è J5 = H◦

5 ñóùåñòâóþò ïðè a = −d + 1/2 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé (5.1.26) è èìåþò 1 ïàðàìåòð.

J6 = H◦
6 ñóùåñòâóåò ïðè d = 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.1.28) è

èìååò 1 ïàðàìåòð;

J7 = H◦
7 ñóùåñòâóåò ïðè c = 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.2.2) è èìååò

1 ïàðàìåòð.

J8 = H◦
8 ñóùåñòâóåò ïðè c = 0, d = 1/2, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.2.5)

è èìååò 1 ïàðàìåòð.

è 20 ñåìåéñòâ ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé ñ τ = ±1:

Aτ
1i = Aτ◦

1i , i = 0, 1, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5.1.1) è èìåþò 2 ïàðàìåòðà;

Eτ
1 = Bτ◦

1 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a 6= −b 6= 0, Re (
√

2a −
√
−2b) = 0,

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5.1.6) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Eτ
2 = Bτ◦

2 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a 6= 0, −b 6= 0, Re (
√

2a +
√
−2b) = 0,

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5.1.6) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Eτ
6 = Bτ◦

6 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè Re
√

2a = 0, b = 0, îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé (5.1.17) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Eτ
7 = Bτ◦

7 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè Re
√
−2b = 0, a = 0, îïðåäåëÿþòñÿ

ôîðìóëîé (5.2.1) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;
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J τ

1 = Hτ◦
1 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè −c 6= d − 1/2 6= 0, Re (

√
1− 2d −√

2c) = 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5.1.18) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

J τ
2 = Hτ◦

2 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè c 6= 0, d 6= 1/2, Re (
√

1− 2d+
√

2c) =
0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé (5.1.18) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

J τ
6 = Hτ◦

6 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè Re
√

2c = 0, d = 1/2, îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëîé (5.1.31) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

J τ
7 = J τ◦

7 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè Re
√

1− 2d = 0, c = 0, îïðåäåëÿþò-
ñÿ ôîðìóëîé (5.2.2) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

A◦
0, B◦i è H◦

i îçíà÷àþò ñåìåéñòâà, ïîëó÷åííûå èç ñåìåéñòâ A0, Bi è Hi

ñèììåòðèåé (2.1.10). Ñåìåéñòâà Aτ
10, Aτ

11, Eτ
1 , Eτ

2 , Eτ
6 , Eτ

7 , J τ
1 , J τ

2 , J τ
6 , J τ

7 �
ýêçîòè÷åñêèå, E3, E4, E5, J3, J4, J5 � ñëîæíûå, îñòàëüíûå � òèïîâ 1 è 2.
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