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À.Ä. Áðþíî, È.Â. Ãîðþ÷êèíà. Âñå áàçîâûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P6 â ñëó÷àå a · b 6= 0. Ïðåïðèíò èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé
ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007.

Çäåñü ìåòîäàìè ñòåïåííîé ãåîìåòðèè ïîëó÷åíû òå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàç-
ëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P6 âáëèçè åãî îñîáîé òî÷êè x = 0, ó êîòîðûõ
ïîðÿäîê ïåðâîãî ÷ëåíà ìåíüøå åäèíèöû. Ýòè ðàçëîæåíèÿ íàçâàíû áàçî-
âûìè. Îíè îáðàçóþò 19 ñåìåéñòâ è âêëþ÷àþò ðàçëîæåíèÿ ÷åòûðåõ òèïîâ:
ñòåïåííûå, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå, ñëîæíûå è ýêçîòè÷åñêèå . Âñå äðó-
ãèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ P6 âáëèçè òðåõ åãî
îñîáûõ òî÷åê x = 0, x = 1 è x = ∞ âû÷èñëÿþòñÿ èç áàçîâûõ ðàçëîæåíèé ñ
ïîìîùüþ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ. Áîëüøèíñòâî ýòèõ ðàçëîæåíèé � íîâûå.

A.D. Bruno, I.V. Goryuchkina. All base asymptotic expansions of solutions
to the equation P6 in the case a · b 6= 0. Preprint of the Keldysh Institute of
Applied Mathematics of RAS. Moscow, 2007.

With the methods of power geometry we obtained those asymptotic
expansions of solutions to the equation P6 near its singular point x = 0,
which have the order of the �rst term less one. These expansions are named
base expansions. They organize 19 families and include expansions of four
types: power, power-logarithmic, complicated and exotic. All other asymptotic
expansions of solutions to the equation P6 near its singular points x = 0, x = 1
and x = ∞ compute from the base expansions by means of symmetries of the
equation. The most of these expansions are new.

c©ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Ìîñêâà, 2007 ã.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 05-01-
00050).
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�1. Îáùèå ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ

2.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Øåñòîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå [27] èìååò âèä

y′′ =
(y′)2

2

(
1

y
+

1

y − 1
+

1

y − x

)
− y′

(
1

x
+

1

x− 1
+

1

y − x

)
+

+
y(y − 1)(y − x)

x2(x− 1)2

[
a+ b

x

y2 + c
x− 1

(y − 1)2 + d
x(x− 1)

(y − x)2

]
, (2.1.1)

ãäå a, b, c, d � êîìïëåêñíûå ïàðàìåòðû, x è y � êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå,
y′ = dy/dx. Ýòî óðàâíåíèå èìååò òðè îñîáûå òî÷êè x = 0, x = ∞ è x = 1.

Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê
èùåì àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ åãî ðåøåíèé, êîòîðûå ïðè x → 0 è
x→∞ èìåþò âèä

y = crx
r +
∑

s

csx
s, (2.1.2)

ãäå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè r è s � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Â ñëó÷àå Re r 6= Re s óïîðÿäî÷èâàíèå ñòåïåíåé s àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàç-

ëîæåíèÿ (2.1.2) èäåò ïî âåùåñòâåííûì ÷àñòÿì Re s.

Ïðè x→
{

0, Re s > Re r è Re s âîçðàñòàþò;
∞, Re s < Re r è Re s óáûâàþò.

(2.1.3)

Ïðè ýòîì, êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû cr è cs àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå-
íèÿ (2.1.2) ìîãóò áûòü ÷åòûðåõ òèïîâ:

1. cr è cs � ïîñòîÿííûå (ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ);

2. cr � ïîñòîÿííûé, cs � ìíîãî÷ëåíû îò lnx (ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå
ðàçëîæåíèÿ);

3. cr è cs � ñòåïåííûå ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì lnx (ñëîæíûå ðàç-
ëîæåíèÿ).

Â ñëó÷àå Re s = Re r óïîðÿäî÷èâàíèå ñòåïåíåé s àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàç-
ëîæåíèÿ (2.1.2) èäåò ïî ìíèìûì ÷àñòÿì Im s. Ïðè

x−Re ry →
{

0, |Im s| > |Im r|, sgn(Im s) = sgn(Im r) è |Im s| âîçðàñòàþò;
∞, sgn (Im r) · Im s < |Im r| è sgn (Im r) · Im s óáûâàþò.

(2.1.4)
Åñëè x−Re ry → const 6= 0 âîçìîæåí ëþáîé èç ñëó÷àåâ (2.1.4). Çäåñü êîì-
ïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (2.1.2) ñóòü cr �
íåíóëåâàÿ ïîñòîÿííàÿ, cs � ìíîãî÷ëåíû îò lnx.

4. Íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà K∪r ñîäåð-
æèò óãîë ñ âåðøèíîé â íåêîòîðîé òî÷êå, è îäíà èç ñòîðîí ýòîãî óãëà
ïàðàëëåëüíà ìíèìîé îñè (ýêçîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ).
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Ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî arg x îãðàíè÷åí ñ îäíîé ñòîðîíû.

Çàìå÷àíèå 2.1.1. Ïîñêîëüêó íîñèòåëü óðàâíåíèÿ (2.1.1) âåùåñòâåííûé è
ñòåïåííûå àñèìïòîòèêè crx

r ðåøåíèé óðàâíåíèÿ èìåþò íå áîëåå îäíîãî
êðèòè÷åñêîãî ÷èñëà, òî â ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ (2.1.2) ðåøåíèé óðàâ-
íåíèÿ (2.1.1) âñå êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû.

Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (2.1.1) â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîé ñóììû. Äëÿ
ýòîãî óìíîæèì åãî íà 2x2(x − 1)2y(y − 1)(y − x) è ïåðåíåñåì â ëåâóþ
ñòîðîíó ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

f(x, y)
def
= 2y′′x2(x− 1)2y(y − 1)(y − x)− (y′)2[ x2(x− 1)2(y − 1)(y − x)

+x2(x− 1)2y(y − x) + x2(x− 1)2y(y − 1) ]+
2y′[x(x− 1)2y(y − 1)(y − x) + x2(x− 1)y(y − 1)(y − x)+

x2(x− 1)2y(y − 1) ]− [ 2ay2(y − 1)2(y − x)2 + 2bx(y − 1)2(y − x)2+
2c(x− 1)y2(y − x)2 + 2dx(x− 1)y2(y − 1)2 ] = 0.

(2.1.5)

2.1.2. Íîñèòåëü è ìíîãîóãîëüíèê. Íîñèòåëü ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(2.1.5), òî åñòü ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè åå ìîíîìîâ, åñòü

S(f) = {Q = (q1, q2) : q1 = 0, 1, 2, 3, q2 = 3− q1 + k, k = 0, 1, 2, 3}.

Íîñèòåëü S(f) è åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Γ(f) èçîáðàæåíû íà ðèñ. 2 à.
Òàê êàê ïàðàìåòðû a, b 6= 0, òî ìíîãîóãîëüíèê Γ(f) èìååò âèä ïàðà-

ëåëëîãðàììà ñ âåðøèíàìè Γ
(0)
j = Qj, ãäå Q1 = (3, 0), Q2 = (3, 3), Q3 =

(0, 6), Q4 = (0, 3) è ðåáðàìè Γ
(1)
1 , Γ

(1)
2 , Γ

(1)
3 , Γ

(1)
4 , ïîêàçàííûìè íà ðèñ. 2 à.

Íîñèòåëü S(f) óðàâíåíèÿ (2.1.5) ëåæèò â öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå Z2.

2.1.3. Íîðìàëüíûå êîíóñû. Âåùåñòâåííûå íîðìàëüíûå êîíóñû U
(0)
j è

U
(1)
j âåðøèí Γ

(0)
j è ðåáåð Γ

(1)
j ñóòü (ñì. ðèñ. 2 á).

U
(0)
1 = {p2 < 0, p2 < p1} , U

(1)
1 = {p1 = p2 < 0} ,

U
(0)
2 = {p1 > p2 > 0} , U

(1)
2 = {p1 > 0, p2 = 0} ,

U
(0)
3 = {p2 > p1, p2 > 0} , U

(1)
3 = {p1 = p2 > 0} ,

U
(0)
4 = {p1 < p2 < 0} , U

(1)
4 = {p1 < 0, p2 = 0} .

(2.1.6)

Ñîãëàñíî ï. 5.4 ãë. 1 [62] äëÿ ω = −1 ðàçáèåíèå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
r ∈ C íà ïðèâåäåííûå íîðìàëüíûå êîíóñû Ǔ

(d)
j ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.

2.1.4. Ñèììåòðèè. Øåñòîå óðàâíåíèå Ïåíëåâå èìååò òðè îñíîâíûå ñèì-
ìåòðèè, âîçíèêàþùèå ïðè çàìåíàõ ïåðåìåííûõ

1) x = 1/x∗, y = 1/y∗; 2) x = x̌, y = x̌/y̌; 3) x = 1− x◦, y = 1− y◦.
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Òåîðåìà 2.1.1. Óðàâíåíèå (2.1.1) ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîäñòàíîâêå

(x, y, a, b, c, d) = (1/x∗, 1/y∗, −b∗, −a∗, c∗, d∗) . (2.1.7)

Ïðè ýòîì ïàðàëëåëîãðàìì Γ(f) îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñâîåãî öåí-
òðà Q = (3/2, 3) (ñì. ðèñ. 3 à).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè çàìåíå y = 1/y∗ èìååì y′ = −y∗′/y∗2, y∗′′ =(
2y∗′ − y∗y∗′′

)
/y∗3. Ïðè çàìåíå x = 1/x∗ èìååì dx∗/dx = −x∗2 è y∗′ =

−x∗2ẏ∗, y∗′′ = ÿ∗x∗4 + 2ẏ∗y∗3, ãäå òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x∗. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

y′ = x∗2ẏ∗y∗−2, y′′ = (2x∗4ÿ∗2 − x∗4ÿ∗y∗ − 2x∗3ẏ∗y∗)/y∗3. (2.1.8)

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (2.1.1) âûðàæåíèÿ (2.1.8), à òàêæå x = 1/x∗ è
y = 1/y∗, ïîñëå ñîêðàùåíèé, ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ è óìíîæåíèÿ íà
x∗3y∗6, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà (2.1.1), ãäå âìåñòî ïåðåìåííûõ x, y ñòîÿò
x∗, y∗, à âìåñòî ïàðàìåòðîâ a, b, c, d ñòîÿò −b∗,−a∗, c∗, d∗ ñîîòâåòñòâåííî.
�

Òåîðåìà 2.1.2. Óðàâíåíèå (2.1.1) ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîäñòàíîâêå

(x, y, a, b, c, d) =
(
x̌, x̌/y̌, −b̌, −ǎ,−ď+ 1/2,−č+ 1/2

)
. (2.1.9)

Ïðè ýòîì ïàðàëëåëîãðàìì Γ(f) îòðàæàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëü-
íîé îñè q2 = 3 è äåôîðìèðóåòñÿ ïàðàëëåëüíî ýòîé îñè (ñì. ðèñ. 3 á).

Òåîðåìà 2.1.3. Óðàâíåíèå (2.1.1) ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïîäñòàíîâêå

(x, y, a, b, c, d) = (1− x◦, 1− y◦, a◦,−c◦,−b◦, d◦) . (2.1.10)

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.1.2 è 2.1.3 ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 2.1.1. �

Ïåðâûå äâå ñèììåòðèè ïåðåâîäÿò ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè
íóëÿ â ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè (è îáðàòíî). Òåì
ñàìûì, ïîçâîëÿþò ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ è ïðîâåðèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû. Ñ èõ ïîìîùüþ îäíî ðåáðî ïåðåâîäèòñÿ â ëþáîå èç îñòàëüíûõ òðåõ,
âåðøèíû Γ

(0)
3 = Q3 è Γ

(0)
4 = Q4 � â âåðøèíû Γ

(0)
1 = Q1 è Γ

(0)
2 = Q2 ñîîò-

âåòñòâåííî (è îáðàòíî). Ïîýòîìó, âû÷èñëèâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå îäíîìó ðåáðó è äâóì âåðøèíàì, ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé ìîæíî
ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå îñòàëüíûì òðåì ðåáðàì è äâóì âåð-
øèíàì. Òðåòüÿ ñèììåòðèÿ ïåðåâîäèò ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè
íóëÿ â ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè åäèíèöû.
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2.1.5. Èñêëþ÷èòåëüíûå ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1.4. Óðàâíåíèå (2.1.1) èìååò ÷åòûðå èñêëþ÷èòåëüíûõ ðåøå-
íèÿ: I1 : y(x) = 0 ïðè b = 0; I2 : y(x) = 1 ïðè c = 0; I3 : y(x) = x ïðè
d = 1/2; I4 : y(x) = ∞ ïðè a = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðè y = const, êâàäðàò y′2 ÿâëÿåòñÿ
äâóêðàòíûì íóëåì. Ïîýòîìó îòíîøåíèÿ y′2/y ïðè y = 0 è y′2/(y − 1) ïðè
y = 1 ÿâëÿþòñÿ îäíîêðàòíûìè íóëÿìè. Íàêîíåö, ïðè y = x â óðàâíåíèè
(2.1.1) c d = 1/2 äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì y − x âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.
Ðåøåíèå y(x) = 0 ïðè b = 0 ñèììåòðèåé (2.1.7) ïåðåâîäèòñÿ â ñëó÷àé
y(x) = ∞ ïðè a = 0. �

�2. Ðàçëîæåíèÿ âáëèçè íóëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå

âåðøèíàì

2.2.1. Âûáîð âåðøèí. Òàê êàê x → 0, òî ω = −1 è êîíóñ çàäà÷è K =
{p1 < 0}. Cîãëàñíî (2.1.6) c êîíóñîì çàäà÷è ïåðåñåêàþòñÿ âåùåñòâåííûå
íîðìàëüíûå êîíóñû U

(0)
1 , U

(0)
3 , U

(0)
4 , âåðøèí Γ

(0)
1 = Q1, Γ

(0)
3 = Q3, Γ

(0)
4 =

Q4 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Âåðøèíå Γ
(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå f̂ (0)

1 (x, y)
def
= −2bx3 =

0, êîòîðîå íå èìååò ðåøåíèé.

Âåðøèíå Γ
(0)
3 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå f̂ (0)

3 (x, y)
def
= −2ay6 =

0, êîòîðîå èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

2.2.2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíå Γ
(0)
4 . Âåð-

øèíà Γ
(0)
4

def
= Q4 � ëåâàÿ íèæíÿÿ, ïî òåîðåìå 1.5.1 [62] åé ñîîòâåòñòâóåò ïàðà

çíà÷åíèé ω(0)
4 = −1, τ = 1.

Ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå Γ
(0)
4 óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå åñòü

f̂
(0)
4 (x, y)

def
= 2x2y(y′)2 − 2xy2y′ − 2x2y2y′′ = 0. (2.2.1)

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå χ(r)
def
= 2(r2 − r − r2 + r) ≡ 0 èìååò

ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå. Ïîýòîìó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.2.1) ÿâëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèå

y = crx
r (2.2.2)

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîìëåêñíûìè ïîñòîÿííûìè cr è r.
Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U

(0)
4 = {p1 < p2 < 0} . Ñîãëàñíî ï. 5.4

ãë. 1 ïðèâåäåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ Ŭ
(0)
4 = −(1, r), ãäå

r : r ∈ C, 0 ≤ Re r ≤ 1, r 6= 0, r 6= 1. (2.2.3)
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Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δf̂
(0)
4 (x, y)

δy
= 2x2(y′)2 + 4x2yy′

d

dx
− 4xyy′ − 2xy2 d

dx
− 4x2yy′′ − 2x2y2 d

2

dx2 .

Íà óêîðî÷åííîì ðåøåíèè y = crx
r îíà äàåò ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð

L(x)
def
= 2c2rx

2r

(
r2 + 2rx

d

dx
− 2r − x

d

dx
− 2r(r − 1)− x2 d

2

dx2

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

ν(k)
def
= 2c2r(k

2 − 2rk + r2) = 0 (2.2.4)

èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü k1,2 = r.
Êîíóñ çàäà÷è

K = {Re k < Re r èëè Re k = Re r, |Im k| > |Im r|, sgn(Im k) = sgn(Im r)} .

Òàê êàê ÷èñëà k1,2 íå ëåæàò â êîíóñå çàäà÷è K, òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ êðè-
òè÷åñêèìè, ò. å. æ = 0. Ñîãëàñíî ï. 2.2 ãë. 1 [62] íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèé èìååò âèä

K = {s = r + lr +m(1− r); l,m ≥ 0; l +m > 0; l,m ∈ Z} . (2.2.5)

Ðåøåíèþ (2.2.2) óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (2.2.1) ñîîòâåòñòâóþò ðàçëî-
æåíèÿ ðåøåíèé ïîëíîãî óðàâíåíèÿ (2.1.5)

y = crx
r +
∑

csx
s ïî s ∈ K, (2.2.6)

ãäå r èç (2.2.3), K èç (2.2.5), cr � íåíóëåâàÿ êîìïëåêñíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå
cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Èçó÷èì ðàçëîæåíèÿ (2.2.6). Íîñèòåëü (2.2.5) èìååò äâå îáðàçóþùèå r è
1− r è ðàñïîëàãàåòñÿ íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â óãëå ñ âåðøèíîé â òî÷êå
r, ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû âåêòîðàì (Re r, Im r) è (Re (1−r), Im (1−
r)). Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Im r > 0.

Ñëó÷àé 1: Re r = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óãîë V çàøòðèõîâàí íà ðèñ. 4 à.
Ðàçëîæåíèÿ (2.2.6) ÿâëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèìè. Îáîçíà÷èì èõ ñåìåéñòâî A+

00.
Ñëó÷àé 2: 0 < Re r < 1. Â ýòîì ñëó÷àå óãîë V çàøòðèõîâàí íà ðèñ. 4 á.

Ðàçëîæåíèÿ (2.2.6) ÿâëÿþòñÿ ñòåïåííûìè. Ýòî ñåìåéñòâî A0.
Ñëó÷àé 3: Re r = 1. Â ýòîì ñëó÷àå óãîë V çàøòðèõîâàí íà ðèñ. 4 â. Â

ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèÿ (2.2.6) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèìè. Îáîçíà÷èì
èõ ñåìåéñòâî A−

01.
Èòàê, äîêàçàíà
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Òåîðåìà 2.2.1. Ïðè x→ 0 âåðøèíå Γ
(0)
4 ñîîòâåòñòâóþò ïÿòü ñåìåéñòâ

äâóïàðàìåòðè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (ïî cr è r), îïðåäåëåííûå ôîðìóëàìè
(2.2.6) è (2.2.5), à èìåííî: ñåìåéñòâî A0 ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé ñ Re r ∈
(0, 1), ñåìåéñòâà ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Aτ

00 ñ Re r = 0, r 6= 0, τ =
sgn (Im r) è Aτ

01 ñ Re r = 1, r 6= 1, τ = sgn (Im r).

Äëÿ ñåìåéñòâ Aτ
00 áîëåå òî÷íûé âèä ðàçëîæåíèÿ (2.2.6) ñì. â (2.3.47).

Ðàçëîæåíèå (2.2.6) ñ Re r ∈ (0, 1) áûëî èçâåñòíî ðàíåå. Â [46, 48, 56-59]
äîêàçàíà åãî ñõîäèìîñòü äëÿ ìàëûõ |x| ðàçíûìè ñïîñîáàìè.

Ïðè Im r = 0 íîñèòåëü (2.2.5) ðàçëîæåíèÿ (2.2.6) âåùåñòâåííûé.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà Re r 6= 0, Re r 6= 1 è Im r 6= 0. Èçîáðàçèì

íà ïëîñêîñòè Re q1, Im q1 ìíîæåñòâî K ∪ {r}. Ïóñòü, íàïðèìåð, Im r = 1.
Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ Re r = 1/4, Re r = 1/2, Re r = 3/4, ýòî ìíîæåñòâî
ïîêàçàíî íà ðèñ. 5 à, 5 á, 5 â ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðèñ. 5 á âèäíî, ÷òî ïðè
Re r = 1/2 çíà÷åíèþ Re s = 1 ñîîòâåòñòâóþò äâà çíà÷åíèÿ Im s = 0 è
Im s = 2, ÷òî îòëè÷íî îò ñëó÷àÿ Im r = 0 (ñì. [11], [16]).

Âû÷èñëèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ (2.2.6) â ñëó÷àå êîìïëåêñ-
íîãî íîñèòåëÿ (2.2.5).
Â ñ ë ó ÷ à å 1 > Re r > 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü (ñì.
ðèñ. 5 â)

y = crx
r + c1x. (2.2.7)

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.5) åñòü ˆ̂
f

(0)

4 (x, y) = −x3(y′)2+2x3yy′′−
2(b− d)xy2. Êîýôôèöèåíò c1 = −b1/ν(1), ãäå

b1
def
= x−2r−1 ˆ̂

f
(0)

4 (x,crx
r) = c2r(−2(b− d)− 2r + r2),

ν(1) = 2c2r(r − 1)2. Ïîëó÷àåì

c1 =
2(b− d)− (r − 1)2 + 1

2(r − 1)2 . (2.2.8)

Â ñ ë ó ÷ à å 0 < Re r < 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü (ñì.
ðèñ. 5 à)

y = crx
r + c2rx

2r, (2.2.9)

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.5) åñòü ˆ̂
f

(0)

4 (x, y) = −3x2y2(y′)2 +
2xy3y′ + 2x2y3y′′ − 2ay4 + 2cy4. Êîýôôèöèåíò c2r = −b2r/ν(2r), ãäå

b2r
def
= x−4r ˆ̂

f
(0)

4 (x,crx
r) = −c4r(2(a− c) + r2), ν(2r) = 2c2rr

2. Ïîëó÷àåì

c2r = c2r
2(a− c) + r2

2r2 . (2.2.10)



9
Â ñ ë ó ÷ à å Re r = 1/2, Im r 6= 0 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü
(ñì. ðèñ. 5 á) y = crx

r + c1x+ c2rx
2r, ãäå êîýôôèöèåíòû c1 è c2r îïðåäåëåíû

ðàíåå ôîðìóëàìè (2.2.8) è (2.2.10) ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñ ë ó ÷ à å r = 1/2 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèÿ åñòü (ñì. ðèñ. 5 á)
y = c1/2

√
x+ c1x, ãäå c1/2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò

c1 = (3 + 8(b− d) + c21/2 + 8c21/2(a− c))/2 (2.2.11)

åñòü ñóììà (2.2.8) è (2.2.10).
Âû÷èñëèì íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2.1). Ïðåîáðàçóåì åãî

g(x, y)
def
= y−3f̂

(0)
4 (x, y) = 2x2 (y

′)2

y2 − 2x
y′

y
− 2x2y

′′

y
= 0, (2.2.12)

òàê ÷òî S(g) = {0}. Ïîëîæèì g∗
def
= 2x2 (y

′)2

y2 − 2x2y
′′

y
, òîãäà coef(g∗) =

2−2 = 0. Ïî òåîðåìàì 1.3.5 è 1.3.6 [62] âîçìîæíî ñóùåñòâóþò íåñòåïåííûå
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.2.1), ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ñäåëàåì ëîãà-
ðèôìè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ξ = ln x, η = d ln y/dξ â óðàâíåíèè (2.2.12).
Ïðîèçâîäíóþ ïî ξ áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé. Òîãäà ïðè çàìåíå ξ = ln x,
èìååì

y′ = ẏ/x, y′′ = (ÿ − ẏ)/x2. (2.2.13)

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (2.2.12) ïðèìåò âèä

2
(ẏ2)− ÿy

y2 = 0. (2.2.14)

Ñäåëàåì â âûðàæåíèè (2.2.14) ïðåîáðàçîâàíèå η = d ln y/dξ, òîãäà

ẏ = ηy, ÿ = (η̇ + η2)y. (2.2.15)

Ïðè ýòîì ïîëó÷àåì óðàâíåíèå −2η̇ = 0. Îíî èìååò ðåøåíèå η = const,
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåííîå ðåøåíèå y = c̃xη, c̃ = const. Îíî íàì
íå ïîäõîäèò. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííîé âåðøèíå íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîå
ñëîæíîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.5) .

�3. Ðàçëîæåíèÿ âáëèçè íóëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó

Γ
(1)
4

2.3.1. Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç. Ðåáðî Γ
(1)
4 � ëåâîå âåðòèêàëüíîå, ïî

òåîðåìå 1.5.1 [62] åìó ñîîòâåòñòâóåò ïàðà çíà÷åíèé ω(1)
4 = −1, r4 = 0.

Ðåáðó Γ
(1)
4 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

f̂
(1)
4 (x, y)

def
= 2x2y(y′)2 − 3x2y2(y′)2 − 2xy2y′ + 2xy3y′ − 2x2y2y′′

+2x2y3y′′ − 2ay4 + 2cy4 + 4ay5 − 2ay6 = 0.
(2.3.1)
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Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(1)
4 = {−λ (1, 0), λ > 0}. Ïîñêîëüêó

r4 = 0, òî èùåì åãî ñòåïåííûå ðåøåíèÿ â âèäå y = c0 6= 0, c0 = const.
Âû÷èñëèì c0. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå åñòü

˜̃f (c0)
def
= c−3

0 f̂
(1)
4 (x, c0)

def
= − 2ac0(c

2
0 − 2c0 + 1− c/a) = 0. (2.3.2)

Âûñîòà ðåáðà ðàâíà òðåì. Óðàâíåíèå (2.3.2) òðåòåé ñòåïåíè. Îíî âñåãäà
èìååò êîðåíü c0 = 0. Ñîãëàñíî ï. 3.2 ãë. 1 [62] íàäî âûäåëèòü ñëó÷àè, êîãäà
óðàâíåíèå c20 − 2c0 + 1 − c/a = 0 èìååò íóëåâîé, áåñêîíå÷íûé è êðàòíûå
êîðíè. Îíî íå èìååò áåñêîíå÷íîãî êîðíÿ, íî èìååò íóëåâîé êîðåíü c0 = 0
ïðè a = c è äâóêðàòíûé êîðåíü c0 = 1 ïðè c = 0. Ïîýòîìó, ðàññìîòðèì òðè
ñëó÷àÿ: a 6= c 6= 0, a = c 6= 0 è a 6= 0, c = 0.

Çàìå÷àíèå 2.3.2. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî çíà÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà áóäåì áðàòü åãî ãëàâíîå çíà÷åíèå, òîãäà äëÿ êîìïëåêñ-
íîãî ÷èñëà z åãî êâàäðàòíûé êîðåíü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ±

√
z.

2.3.2. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a 6= c 6= 0. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì â ýòîì
ñëó÷àå ñòåïåííûå, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå è ýêçîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.5), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ

(1)
4 . Óðàâíåíèå (2.3.2)

èìååò äâà íåíóëåâûõ êîðíÿ

c0i = 1 + (−1)i
√
c/a, i = 1, 2. (2.3.3)

Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δf̂
(1)
4 (x, y)

δy
= 2x2(y′)2 + 4x2yy′

d

dx
− 6x2y(y′)2 − 6x2y2y′

d

dx
− 4xyy′

−2xy2 d

dx
+ 6xy2y′ + 2xy3 d

dx
− 4x2yy′′ − 2x2y2 d

2

dx2 + 6x2y2y′′

+2x2y3 d
2

dx2 − 8ay3 + 8cy3 + 20ay4 − 12ay5.

(2.3.4)
Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(x) = −2xc20i

d

dx
+ 2xc30i

d

dx
− 2x2c20i

d2

dx2 + 2x2c30i

d2

dx2 − 8ac30i+

+8cc30i + 20ac40i − 12ac50i.

(2.3.5)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå åñòü

ν(k)
def
= 2c20i

(
k2(c0i − 1)− 4c0i(c− a) + 10ac20i − 6ac30i

)
= 0. (2.3.6)

C ó÷åòîì c0i èç (2.3.3), îíî èìååò äâà êîðíÿ äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ i = 1, 2

ki = τ(
√

2c+ (−1)i
√

2a), i = 1, 2, τ = ±1. (2.3.7)
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Ñîãëàñíî ï. 5.5 ãë. 1 [62] äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ i = 1, 2 çäåñü èìåþòñÿ

äâà êîíóñà çàäà÷è

Kτ
i = {ki : Re ki > 0 èëè Re ki = 0, τ Im ki > 0} . (2.3.8)

Ïîëîæèì θi =
√

2c + (−1)i
√

2a. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ i = 1, 2
áóäåì ðàçëè÷àòü òðè ñëó÷àÿ.

Ñë ó ÷ à é 1. Re θi = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â êàæäîì èç êîíóñîâ çàäà÷è Kτ
i

èìååòñÿ ïî îäíîìó êðèòè÷åñêîìó ÷èñëó. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè Im θi >

0, òîãäà θi ∈ K+
i è −θi ∈ K−

i . Íîñèòåëü ðàçëîæåíèé ðåøåíèé åñòü

K = {s = l, l ∈ N} . (2.3.9)

Ñ ó÷åòîì êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë ki
def
= τθi èìååì äâà ìíîæåñòâà

K(τθi) = {s = l +mτθi, l,m ∈ Z, l,m ≥ 0, l +m > 0} . (2.3.10)

Ïîñêîëüêó êðèòè÷åñêèå ÷èñëà τθi íå ëåæàò â K, òî ñîãëàñíî ïï. 2.2 è 2.3
ãë. 1 [62] èì ñîîòâåòñòâóþò äâà ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé

Bτ
i : y = c0i +

∑
s

csix
s, i = 1, 2, (2.3.11)

ãäå s ∈ K(τθi), êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: c0i èç (2.3.3), csi ñ s = τθi �
ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, îñòàëüíûå csi � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåíû. Íîñèòåëü K(τθi) êàæäîãî èç ðàçëîæåíèé (2.3.11) ðàñïîëàãàåòñÿ â
÷åòâåðòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè: V τ

+ = {Re s ≥ 0, τ Im s ≥ 0}.
Ðàçëîæåíèÿ (2.3.11) ÿâëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèìè, åñëè csi ñ s = τθi � íåíó-

ëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Â ñëó÷àå csi = 0 ñ s = τθi ðàçëîæåíèÿ (2.3.11) ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè

ïî öåëûì ñòåïåíÿì x. Ñåìåéñòâà òàêèõ ðàçëîæåíèé îáîçíà÷èì Bi, i = 1, 2.
Ðàçëîæåíèå (2.3.11) â ñëó÷àå csi = 0 ñ s = τθi (ïî öåëûì ñòåïåíÿì

x) áûëî èçâåñòíî [42, � 46]. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.5 [62] îíî ñõîäèòñÿ äëÿ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x|.

Â ñëó÷àå csi = 0 ñ s = τθi âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé
(2.3.11) åñòü y = c0i + c1ix. Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíò c1i, êîòîðûé ñîãëàñíî
ï. 2.6 ãë. 1 [62] îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ c1i = −b1i/ν(1). Âòîðîå ïðèáëè-
æåíèå óðàâíåíèÿ (2.1.5), ñîîòâåòñòâóþùåå äàííîìó ðåáðó, åñòü

ˆ̂
f

(1)

4 (x, y) = −2(b− d)xy2 + 2x3y′′y + 4(a+ b− c− d)xy3 + 6x2y′y2

+2x3y′′y2 − x3(y′)2 − 2x3(y′)2y − 2(4a+ b+ c− d)xy4

−6x2y′y3 − 4x3y′′y3 + 6x3(y′)2y2 + 4axy5.
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Êîýôôèöèåíò

b1i
def
= x−1 ˆ̂

f
(1)

4 (x, c0i) =

2c20i(−b+ d+ 2(a+ b− c− d)c0i + (−4a− b− c+ d)c20i + 2ac30i). (2.3.12)

Ñîãëàñíî (2.3.6) ν(1) = 2c20i

(
c0i − 1− 4c0i(c− a) + 10ac20i − 6ac30i

)
. Íàêî-

íåö, ñ ó÷åòîì (2.3.2) è (2.3.3), ïîëó÷àåì

c1i = (−1)i

√
c

a

(√
a+ (−1)i

√
c
)2

+ b− d

1− 2 (
√
a+ (−1)i

√
c)

2 . (2.3.13)

Ïîëîæèì ki = θi, åñëè Re θi > 0 è ki = −θi, åñëè Re θi < 0.
Ñ ë ó ÷ à é 2. Re θi 6= 0, θi 6∈ Z. Â ýòîì ñëó÷àå îáà êîíóñà çàäà÷è Kτ

i

ñîäåðæàò îäíî è òîæå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî ki, æi = 1. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèé
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.5) c ó÷åòîì ki åñòü

K(ki) = {s = l +mki, l,m ∈ Z, l,m ≥ 0, l +m > 0} . (2.3.14)

Òàê êàê ÷èñëî ki íå ëåæèò â ìíîæåñòâå K, îïðåäåëåííîì ôîðìóëîé (2.3.9),
òî ñîãëàñíî ï. 2.2 ãë. 1 [62] ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.5), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Bi : y = c0i +
∑

csix
s ïî s ∈ K(ki), i = 1, 2, (2.3.15)

ãäå K(ki) èç (2.3.14), êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c0i îïðåäåëåí
ôîðìóëîé (2.3.3), ckii � ïðîèçâîëüíûé, îñòàëüíûå csi ïîñòîÿííû è îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ðàçëîæåíèå (2.3.15) áûëî èçâåñòíî [42, � 46] òîëüêî â ñëó÷àå ckii = 0.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.5 [62] îíî ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x|.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (2.3.15) çàâèñèò îò ðàñïî-
ëîæåíèÿ ÷èñëà Re ki. Åñëè Re ki > 1, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå åñòü
y = c0i + c1ix, ÷òî àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ Re θi = 0. Êîýôôèöèåíò c1i îïðå-
äåëåí ôîðìóëîé (2.3.13). Åñëè 0 < Re ki < 1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðå-
øåíèé åñòü y = c0i + ckiix

ki, ãäå êîýôôèöèåíò ckii � ïðîèçâîëüíûé. Åñëè
Re ki = 1, òî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä y = c0i+c1ix+ckiix

ki,
ãäå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: ckii � ïðîèçâîëüíûé, c1i îïðåäåëåí ôîðìóëîé
(2.3.13).
Ñ ë ó ÷ à é 3. θi ∈ Z\{0}. Â ýòîì ñëó÷àå îáà êîíóñà çàäà÷è Kτ

i ñîäåðæàò
îäíî è òîæå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî ki, æi = 1. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ki ëåæèò â
ìíîæåñòâå K, îïðåäåëåííîì ôîðìóëîé (2.3.9), òî ñîãëàñíî ï. 2.2 ãë. 1 [62]
ñåìåéñòâî ðàçëîæåíèé ðåøåíèé åñòü

Bi : y = c0i +
∞∑

s=1

csi(lnx)x
s, i = 1, 2, (2.3.16)
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ãäå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c0i îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.3.3), ckii = αkii +
βkii lnx, αkii � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîýôôèöèåíò βkii ïîñòîÿííûé
è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûé, îñòàëüíûå csi � ìíîãî÷ëåíû îò lnx, êîòîðûå
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ.

Âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèé ðåøåíèé (2.3.11) çàâèñèò îò ðàñïîëî-
æåíèÿ ÷èñëà ki. Åñëè ki = 1, òîãäà âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé èìå-
åò âèä y = c0i + c1ix. Cîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.2.1 [62] êîýôôèöèåíò c1i =
α1i + β1i lnx, ãäå α1i � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, β1i âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå β1i = −b1i/ν

′(1). Êîýôôèöèåíò b1i âû÷èñëåí ðàíåå è îïðåäåëåí ôîð-
ìóëîé (2.3.12), ν ′(1) = 4c20i(c0i − 1). Ó÷èòûâàÿ (2.3.3), ïîëó÷àåì

c1i = α1i + (−1)i

√
c

a

(√
a+ (−1)i

√
c
)2

+ b− d

2
lnx. (2.3.17)

Åñëè
(√

a+ (−1)i
√
c
)2

+ b − d = 0, òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñîâìåñò-
íîñòè è â ðàçëîæåíèè (2.3.16) êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c1i � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñòîÿííàÿ, csi � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ðàçëîæåíèå (2.3.16) áûëî èçâåñòíî [42, � 46] òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âû-
ïîëíåíî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè è âñå êîýôôèöèåíòû csi ïîñòîÿííû. Ñî-
ãëàñíî òåîðåìå 1.2.5 [62] îíî ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x|. Ðàçëî-
æåíèÿ (2.3.11) � ýêçîòè÷åñêèå, (2.3.14) � ñòåïåííîå, (2.3.16) � ñòåïåííî-
ëîãàðèôìè÷åñêîå.

Òåïåðü ñîãëàñíî ï. 3.2 ãë. 1 [62] âû÷èñëèì íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.3.1), ñîîòâåòñòâóþùèå íóëåâîìó ðåøåíèþ îïðåäåëÿþùåãî óðàâíå-
íèÿ (2.3.2).

Ñäåëàåì â íåì ëîãàðèôìè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ξ = lnx, ïðè ýòîì
y′, y′′ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.2.13). Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ϕ(ξ, y)
def
= f̂

(1)
4 (ξ, y) = 2ÿy2(y−1)+ ẏ2y(2−3y)+2(c−a)y4+4ay5−2ay6 = 0.

(2.3.18)
Íîñèòåëü S(ϕ), åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, ãðàíè Φ

(d)
j , d = 0, 1, j = 1, 2, 3, 4

èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6 à, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíÿì âåùåñòâåííûå íîðìàëü-
íûå êîíóñû U

(d)
j , d = 0, 1, j = 1, 2, 3, 4 � íà ðèñ. 6 á.

Ïîñêîëüêó ξ = lnx → ∞ ïðè x → 0, òî êîíóñ çàäà÷è K = {p1 ≥ 0}
è ω = 1. Êðîìå òîãî, y 6= const. Ñ êîíóñîì çàäà÷è ïåðåñåêàþòñÿ âåùå-
ñòâåííûå íîðìàëüíûå êîíóñû U

(0)
1 , U

(0)
2 , U

(0)
3 , U

(1)
1 , U

(1)
2 . Ðàññìîòðèì

ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàíè ïîñëåäîâàòåëüíî.

Âåðøèíå Φ
(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(0)
1 (ξ, y)

def
= − 2ÿy2 + 2ẏ2y = 0. (2.3.19)

Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {p2 < 0, p2 < −2p1}. Èùåì ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.19) â âèäå y = crξ
r, cr 6= 0, cr � ïðîèçâîëüíàÿ ïî-
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ñòîÿííàÿ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå χ(r)
def
= r = 0 èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå r = 0. Âåêòîð P = ω(1, r) = (1, 0) 6∈ U
(0)
1
⋂
K, ò. å. ïîäõîäÿùèõ

ðåøåíèé íåò.

Âåðøèíàì Φ
(0)
2 è Φ

(0)
3 ñîîòâåòñòâóþò óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ ϕ̂(0)

2 (ξ, y)
def
=

2(c − a)y4 = 0 è ϕ̂(0)
3 (ξ, y)

def
= − 2ay6 = 0. Òàê êàê îíè àëãåáðàè÷åñêèå, òî

ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1.1 íå äàþò ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé.

Ðåáðó Φ
(1)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(1)
1 (ξ, y)

def
= − 2ÿy2 + 2ẏ2y + 2(c− a)y4 = 0. (2.3.20)

Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {λ(1, −2), λ > 0}. Èùåì ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.20) â âèäå y = c−2ξ
−2, c−2 6= 0. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíå-

íèå ϕ̃(c−2)
def
= 2c3−2(c−2(c− a)− 2) = 0 èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå

c−2 = 2/(c− a). (2.3.21)

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δϕ̂(ξ, y)

δy
def
= 2ẏ2 + 4yẏ

d

dξ
− 4yÿ − 2y2 d

2

dξ2 + 8(c− a)y3.

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(ξ) = −2c2−2
1

ξ6

(
ξ2 d

2

dξ2 + 8 + 4ξ
d

dξ
− 4(c− a)c−2

)
. (2.3.22)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) = −2c2−2(k
2 + 3k) èìååò äâà êîðíÿ

k1 = 0, k2 = −3. Êîíóñ çàäà÷è

K = {Re k < −2 èëè Re k = −2, Im k 6= 0}.
Òîëüêî ÷èñëî k2 = −3 ëåæèò â êîíóñå çàäà÷è K, ò. å. k2 � åäèíñòâåííîå
êðèòè÷åñêîå ÷èñëî, æ = 1. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé K = {s = −2−
2l; l > 0}. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ c ó÷åòîì k2 åñòü

K(k2) = {s = −2− l; l > 0}. (2.3.23)

Ðàçëîæåíèå ðåøåíèé åñòü

y =
2

c− a

1

ξ2 +
∞∑

s=3

c−s

ξs
. (2.3.24)

Ïîñêîëüêó k2 6∈ K, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî, ò. å.
êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò c−3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñäåëàåì îáðàò-
íóþ çàìåíó ξ = ln x â (2.3.24) è ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2.1.5)

y
def
= ϕ0 =

2

c− a

1

ln2 x
+

c−3

ln3 x
+

∞∑
s=4

c−s

lns x
, (2.3.25)



15
ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c−3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
îñòàëüíûå c−s � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.

Ñîãëàñíî ï. 4.2 ãë. 1 [62] âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà óêîðî÷åííûõ ðå-
øåíèé (2.3.25). Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (2.3.4). Îáîçíà÷èì
åå M(x, y). Ñäåëàåì â M(x, y) ëîãàðèôìè÷åñêóþ çàìåíó ξ = lnx è ïðî-
èçâîäíóþ ïî ξ áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷êîé. Ñîãëàñíî (2.2.13) îïåðàòîð

M(x, y)
def
= 2ẏ2 + 4yẏ

d

dξ
− 6yẏ2 − 6y2ẏ

d

dξ
− 4yẏ − 2y2 d

dξ
+ 6y2ẏ + 2y3 d

dξ

−4y(ÿ − ẏ)− 2y2
(
d2

dξ2 −
d

dξ

)
+ 6y2(ÿ − ẏ) + 2y3

(
d2

dξ2 −
d

dξ

)
−8ay3 + 8cy3 + 20ay4 − 12ay5 def

= N (ξ, y). (2.3.26)

Äëÿ ðåøåíèé (2.3.24) èìååì y = 2ξ−2/(c − a) + . . .. Ïîýòîìó â îïåðàòî-
ðå N ÷ëåíû ñòàðøåé ïî ξ ñòåïåíè n èìåþò n = −4 è îáðàçóþò îïåðàòîð
N−4 = −2y2 d2/dξ2, ãäå y = 2ξ−2/(c − a). Åìó ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) = −8k2/ (c− a)2 , êîòîðûé èìååò äâóêðàòíûé
êîðåíü k = 0. Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k > 0}. Òàê êàê ÷èñëî k = 0 íå ëåæèò
â êîíóñå çàäà÷è, òî êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò, æ = 0. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ
ðåøåíèé èìååò âèä K = {s = l, l ∈ N}. Ïî òåîðåìå 1.4.1 [62] äëÿ ðå-
øåíèé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.1.5) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå,
îáðàçóþùåå ñåìåéñòâî

B3 : y = ϕ0 +
∞∑

σ=1

ϕσx
σ, (2.3.27)

ãäå ϕ0 èç (2.3.25), ϕσ ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ.
Ïî òåîðåìå 1.4.2 [62] ñòåïåíè ëîãàðèôìîâ â ϕσ íå ïðåâîñõîäÿò −8σ.
Ðàçëîæåíèÿ (2.3.27) è (2.3.25) � íîâûå.

Ðåáðó Φ
(1)
2 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ϕ̂
(1)
2 (ξ, y)

def
= − 2ay6 + 4ay5 + 2(c− a)y4 = 0,

êîòîðîå èìååò òîëüêî ïîñòîÿííûå ðåøåíèÿ y = 1 + (−1)i
√
c/a, i = 1, 2.

Îíè íàì íå ïîäõîäÿò, èáî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ïîëíîãî óðàâíåíèÿ (2.3.18)
è ñîâïàäàþò ñ ðåøåíèÿìè (2.3.3), êîòîðûå óæå èçó÷åíû.

Òåïåðü ðåøèì óðàâíåíèå (2.3.1) â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì ẏ = p

è áóäåì ðàññìàòðèâàòü p êàê ôóíêöèþ îò y. Òîãäà ÿ = (dp/dy)p è óðàâíåíèå
(2.3.1) ïðèíèìàåò âèä

2
dp

dy
py(y − 1) + p2(2− 3y) + 2(c− a)y3 + 4ay4 − 2ay5 = 0 (2.3.28)
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Ïîëàãàÿ p2 = q, ïîëó÷àåì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dq

dy
y(y − 1) + q(2− 3y) + 2(c− a)y3 + 4ay4 − 2ay5 = 0 (2.3.29)

Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dq

dy
y(y − 1) + q(2− 3y) = 0

èìååò ðåøåíèå q = C1y
2(y−1), ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ìåòîäîì

âàðèàöèè ýòîé ïîñòîÿííîé ïîëó÷àåì äëÿ íåå èç (2.3.29) óðàâíåíèå

(y − 1)2C ′
1 + 2(c− a) + 4ay − 2ay2 = 0,

ò. å. C ′
1 = − 2c

(y − 1)2 + 2a. Îíî èìååò ðåøåíèå C1 = 2c/(y − 1) + 2ay + C2,

ãäå C2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

q
def
= C1y

2(y − 1) =

(
2c

y − 1
+ 2ay + C2

)
y2(y − 1)

è
dy

dξ
def
= p

def
= ±√q = ±

√
(2c/(y − 1) + 2ay + C2) y2(y − 1). (2.3.30)

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (2.3.30) ïðîèñõîäèò ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìî-
ñòè îò çíà÷åíèÿ C2 è ïàðàìåòðîâ a è c. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ çíà÷åíèé
ïîñòîÿííîé C2.
Ñëó÷àé C2 = 2c. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.30) ïðèíèìàåò âèä

dy

dξ
= ±

√
2a y

√
y2 + (c/a− 1) y. (2.3.31)

Ïîëîæèì t2 = 1 + (c/a− 1) /y, òîãäà

y =
( c
a
− 1
)
/(t2 − 1) (2.3.32)

è óðàâíåíèå (2.3.31) ïðèíèìàåò âèä dt/dξ = ±
√

2a/2 (c/a− 1) . Åãî ðåøå-
íèÿ ñóòü t = ±

√
2a/2 (c/a− 1) (ξ+C3), ãäå C3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Èç (2.3.32) ïîëó÷àåì

y =
1

c− a

2
(ξ + C3)

2 − a

c− a

. (2.3.33)

Ïðè ξ →∞ èç (2.3.33) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì ξ

y =
2

c− a

1

ξ2

∞∑
k=0

(−1)k

(
C4

ξ
+
C5

ξ2

)k

, (2.3.34)
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ãäå C4
def
= − 2C3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, C5

def
= − C3 +

2a

(c− a)2 .

Ó÷èòûâàÿ ξ = ln x, ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä (2.3.33) ðàçëîæåíèÿ (2.3.25).

Ñëó÷àé C2 = −2(
√
a±

√
c)2 + 2c. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.30) ïðèíè-

ìàåò âèä
dy

dξ
= ±

√
2a y (y − (1∓ c/a)) . (2.3.35)

Åãî èíòåãðàë åñòü

y − (1 + (−1)i
√
c/a)

y
= exp (±

√
2 (
√
a+ (−1)i

√
c)ξ + C6), (2.3.36)

ãäå i = 1, 2, C6 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ó÷èòûâàÿ ξ = ln x, èç (2.3.36) ïîëó÷àåì

y =
1 + (−1)i

√
c/a

1− C7x
±θi

, (2.3.37)

ãäå i = 1, 2, θi =
√

2 (
√
a+ (−1)i

√
c), C7 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè Re θi ≥ 0, θi 6= 0, òîãäà ïðè x → 0 ôóíêöèÿ
(2.3.37) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì C7x

θi

y = (1 + (−1)i
√
c/a)

∞∑
k=0

(−1)k(C7x
θi)k, (2.3.38)

ãäå i = 1, 2, C7 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ θi

ðÿä (2.3.38) ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì âèäîì ðàçëîæåíèé (2.3.11), (2.3.15), (2.3.16), à
ôóíêöèÿ (2.3.37) � èõ ñóììîé.

Ñëó÷àé C2 6= 2c, C2 6= −2(
√
a ±

√
c)2 + 2c. Çàïèøåì óðàâíåíèå (2.3.30) â

âèäå

dy

dξ
= ±

√
2a

√
y2

(
y2 +

C2 − 2a

2a
y +

2c− C2

2a

)
. (2.3.39)

Óðàâíåíèå y2 +
C2 − 2a

2a
y+

2c− C2

2a
= 0 èìååò äâà ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ

êîðíÿ α è β. Ïðè ýòîì

α+ β = −C2 − 2a

2a
, α · β =

2c− C2

2a
. (2.3.40)

Ïîäñòàíîâêà Ýéëåðà

t2 =
y − β

y − α
; y =

αt2 − β

t2 − 1
(2.3.41)
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ïðèâîäèò óðàâíåíèå (2.3.30) ê âèäó

±2 dt√
2a (αt2 − β)

= dξ.

Åãî èíòåãðàë åñòü

± 1√
2aαβ

ln
t−
√
β/α

t+
√
β/α

= ξ + C8, (2.3.42)

ãäå C8 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ó÷èòûâàÿ (2.3.40) è (2.3.42) ïîëó÷àåì

t−
√
β/α

t+
√
β/α

= C9 exp
(
±
√

2c− C2 ξ
)
,

ãäå C9 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ; ò. å.

t = −
√
β

α

(
1− 2

1− C9 exp
(
±
√

2c− C2 ξ
)) . (2.3.43)

Ïîëîæèì
ϕ = C9 exp

(
±
√

2c− C2 ξ
)
. (2.3.44)

Òîãäà èç (2.3.41) è (2.3.43) ïîëó÷àåì

y =
4αβ

β(
√

1/ϕ+
√
ϕ)2 − α(

√
1/ϕ−√ϕ)2

. (2.3.45)

Ïîëîæèì 2iψ = lnϕ
def
= ±

√
2c− C2 (ξ + C10), ãäå C10 � ïðîèçâîëüíàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ. Ó÷èòûâàÿ ξ = ln x èìååì

ψ = ±i
√

2c− C2

2
(lnx+ C10).

Òîãäà (2.3.45) ïðèíèìàåò âèä

y =
αβ

β cos2 ψ + α sin2 ψ
. (2.3.46)

Ñîãëàñíî (2.3.44) y ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ϕ = (C11x)
±
√

2c−C2, ãäå
C11 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Åñëè 2c−C2 � âåùåñòâåííîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ÷èñëî i
√

2c− C2
def
= 2γ � âåùåñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ψ = γ ln(C11x) è ñîãëàñíî (2.3.40) è
(2.3.46)

y =
2c− C2

2a

1

β cos2[ln(C11x)γ] + α sin2[ln(C11x)γ]
. (2.3.47)
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Èç (2.3.46) âèäíî, ÷òî y ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî öåëûì ñòåïåíÿì ϕ, ò. å. ïî
öåëûì ñòåïåíÿì x2γi, ÷òî äàåò ðÿä ïî ÷èñòî ìíèìûì ñòåïåíÿì x.

Äëÿ âåðøèíû Γ
(0)
4 ïîäñóììà (2.2.6) c r = ±

√
2c− C2, 2c − C2 ∈

R, 2c − C2 < 0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ m = 0 â (2.2.5), åñòü ôóíêöèÿ (2.3.47),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ (2.3.1), ñîîòâåòñòâó-
þùèì ðåáðó Γ

(1)
4 .

2.3.3. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a = c 6= 0. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà ñòå-
ïåííûå, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå è ýêçîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (2.1.1), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ

(1)
4 . Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþ-

ùåå óðàâíåíèå (2.3.2) èìååò äâà íóëåâûõ ðåøåíèÿ è îäíî íåíóëåâîå ðåøåíèå
c02 = 2 èç (2.3.3). Åìó ñîîòâåòñòâóåò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ k2 = ±2

√
2a

èç (2.3.7). Â êà÷åñòâå θ2 áåðåì òî èç çíà÷åíèé k2, äëÿ êîòîðîãî Re k2 ≥ 0.
Çíà÷åíèþ c02 ñîîòâåòñòâóþò ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé B2 èëè Bτ

2 , äëÿ êî-
òîðûõ ñîõðàíÿþòñÿ ôîðìóëû ñòåïåííûõ, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèõ èëè
ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé èç ñëó÷àÿ a 6= c 6= 0. Òàêæå â çàâèñèìîñòè îò
çíà÷åíèÿ θ2 âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ. À èìåííî: ñëó÷àé 1 (Re θ2 = 0, ðàçëî-
æåíèå ðåøåíèé îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.3.11)), ñëó÷àé 2 (Re θ2 6= 0, θ2 6∈ Z,
ðàçëîæåíèå ðåøåíèé îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.3.15)), ñëó÷àé 3 (θ2 ∈ Z\{0},
ðàçëîæåíèå ðåøåíèé îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (2.3.16)).

Âû÷èñëèì òåïåðü íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.1), ñîîòâåòñòâó-
þùèå äâóêðàòíîìó íóëåâîìó ðåøåíèþ îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (2.3.2).
Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.18) ïðèíèìàåò âèä

φ(ξ, y)
def
= f̂

(1)
4 (ξ, y)

def
= 2ÿy2(y − 1) + ẏ2y(2− 3y)− 2ay6 + 4ay5 = 0. (2.3.48)

Íîñèòåëü S(φ), åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà, ãðàíè Φ
(d)
j , d = 0, 1, j =

1, 2, 3, 4 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7 à, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíÿì âåùåñòâåííûå
íîðìàëüíûå êîíóñû U

(d)
j , d = 0, 1, j = 1, 2, 3, 4 � íà ðèñ. 7 á.

Êîíóñ çàäà÷è K = {p1 ≥ 0}, ò. å. ω = 1. Êðîìå òîãî, y 6=
const. Ñ êîíóñîì çàäà÷è ïåðåñåêàþòñÿ âåùåñòâåííûå íîðìàëüíûå êîíóñû
U

(0)
1 , U

(0)
2 , U

(0)
3 , U

(1)
1 , U

(1)
2 . Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ãðàíè ïîñëå-

äîâàòåëüíî.

Âåðøèíå Φ
(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå (2.3.19). Âåùåñòâåí-

íûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {p1 < 0, p2 < −p1}. Âåêòîð P = (1, 0),

ïîëó÷åííûé ðàíåå â ñëó÷àå a 6= c, íå ëåæèò â íîðìàëüíîì êîíóñå U
(0)
1 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé íåò.

Âåðøèíàì Φ
(0)
2 è Φ

(0)
3 ñîîòâåòñòâóþò óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ φ̂(0)

2 (ξ, y)
def
=

4ay5 = 0 è φ̂(0)
3 (ξ, y)

def
= − 2ay6 = 0. Îíè àëãåáðàè÷åñêèå è ñîãëàñíî çàìå÷à-

íèþ 1.1.1 íå äàþò ïîäõîäÿùèõ ðåøåíèé.
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Ðåáðó Φ
(1)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

φ̂
(1)
1 (ξ, y)

def
= − 2ÿy2 + 2ẏ2y + 4ay5 = 0. (2.3.49)

Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {λ(1, −1), λ > 0}. Èùåì ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.49) â âèäå y = c−1ξ
−1, c−1 6= 0. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíå-

íèå φ̃(c−1)
def
= − 2c3−1(2ac

2
−1 − 1) = 0 èìååò äâà íåíóëåâûõ ðåøåíèÿ

c−1 = (−1)j/
√

2a, j = 1, 2. (2.3.50)

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

δφ̂(ξ, y)

δy
def
= 2ẏ2 + 4yẏ

d

dξ
− 4yÿ − 2y2 d

2

dξ2 + 20y4.

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(ξ) = −2c2−1ξ
−4
(
ξ2 d

2

dξ2 + 2ξ
d

dξ
+ 3− 10ac2−1

)
. (2.3.51)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) = −2c2−1(k
2 + k − 2) èìååò äâà êîðíÿ

k1 = 1, k2 = −2. Êîíóñ çàäà÷è

K = {Re k < −1 èëè Re k = −1, Im k 6= 0}.

×èñëî k2 = −2 ëåæèò â êîíóñå çàäà÷èK, ò. å. k2 � åäèíñòâåííîå êðèòè÷åñêîå
÷èñëî, æ = 1. Èñõîäíûé íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé K = {s = −1 −
2l; l > 0}. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ c ó÷åòîì k2 åñòü

K(k2) = {s = −1− l; l > 0}. (2.3.52)

Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ñóòü

y = (−1)jξ−1/
√

2a+
∞∑

s=2

c−sξ
−s, j = 1, 2. (2.3.53)

Ïîñêîëüêó k2 6∈ K, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî, ò. å.
êîìïëåêñíûé êîýôôèöèåíò c−2 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó ξ = lnx â (2.3.53) è ïîëó÷èì äâà ñåìåéñòâà
àñèìïòîòèê ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.5)

Fj : y
def
= φ0j = (−1)j 1√

2a

1

lnx
+
c−2j

ln2 x
+

∞∑
s=3

c−sj

lns x
, j = 1, 2, (2.3.54)

ãäå êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû òàêîâû: c−2j � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,
îñòàëüíûå c−sj � ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû.
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Ñîãëàñíî ï. 4.2 ãë. 1 [62] âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà óêîðî÷åííûõ

ðåøåíèé (2.3.54). Îïåðàòîð N (ξ, y) îïðåäåëåí ôîðìóëîé (2.3.26). Äëÿ
ðåøåíèé (2.3.53) èìååì y = (−1)jξ−1/

√
2a + . . .. Ïîýòîìó â îïåðàòîðå

N ÷ëåíû ñòàðøåé ïî ξ ñòåïåíè n èìåþò n = −2 è îáðàçóþò îïåðàòîð
N−2 = −2y2 d2/dξ2, ãäå y = (−1)jξ−1/

√
2a. Åìó ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ν(k) = −k2/2a, êîòîðûé èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü
k = 0. Êîíóñ çàäà÷è K = {Re k > 0}. Òàê êàê ÷èñëî k = 0 íå ëåæèò â êîíó-
ñå çàäà÷è, òî êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò, æ = 0. Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé
èìååò âèä K = {s = l, l ∈ N}. Ïî òåîðåìå 1.4.1 [62] äëÿ ðåøåíèé èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.1.5) ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå ðàçëîæåíèÿ, îáðàçóþùèå
ñåìåéñòâà

B3+j : y = φ0j +
∞∑

σ=1

φσjx
σ, j = 1, 2, (2.3.55)

ãäå φ0j èç (2.3.54), φσj ðÿäû ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì ëîãàðèôìîâ.
Ïî òåîðåìå 1.4.2 [62] ñòåïåíè ëîãàðèôìîâ â φσj íå ïðåâîñõîäÿò −4σ.
Ðàçëîæåíèÿ (2.3.55) è (2.3.54) � íîâûå.

Ðåáðó Φ
(1)
2 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå φ̂

(1)
2 (ξ, y)

def
= − 2ay6 +

4ay5 = 0, êîòîðîå èìååò ïîñòîÿííîå ðåøåíèå y = 2. Îíî íàì íå ïîäõî-
äèò, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëíîãî óðàâíåíèÿ (2.3.48) è ñîâïàäàåò ñ
ðåøåíèåì c02, èçó÷åííûì â íà÷àëå ýòîãî ïóíêòà.

Ðåøèì ïðè a = c 6= 0 óðàâíåíèå (2.3.1) â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì óðàâíåíèå (2.3.30).

Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (2.3.30) ïðîèñõîäèò ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìî-
ñòè îò çíà÷åíèÿ C2 è ïàðàìåòðà a. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ çíà÷åíèé ïîñòî-
ÿííîé C2.
Ñëó÷àé C2 = 2a. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.30) ïðèíèìàåò âèä

dy

dξ
= ±

√
2a y2. (2.3.56)

Óðàâíåíèå (2.3.31) èìååò ðåøåíèå

y = ± 1√
2a ξ + C3

, (2.3.57)

ãäå C3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Íàïîìèíàåì, ÷òî x→ 0, ò. å. ξ
def
= ln x→∞. Òîãäà (2.3.57) ðàñêëàäûâà-

åòñÿ â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì ξ

y = ± 1√
2a

1

ξ

∞∑
k=0

(−1)k 1

(C4ξ)k
, (2.3.58)
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ãäå C4
def
= ± C3/

√
2a � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ó÷èòûâàÿ ξ = ln x, ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä ðàçëîæåíèÿ (2.3.54)

y = ± 1√
2a

1

lnx

∞∑
k=0

(−1)k 1

(C4 lnx)k

def
= ± 1√

2a lnx+ C3
. (2.3.59)

Ñëó÷àé C2 = −6a. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.30) èìååò ðåøåíèå

y =
2

1− C5x
θ2
, (2.3.60)

ãäå i = 1, 2, θ2 = 2
√

2a, C5 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïðè Re θ2 ≥ 0, θ2 6= 0 è x → 0 ôóíêöèÿ (2.3.60) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä

ïî ñòåïåíÿì C5x
θ2

y = 2
∞∑

k=0

(−1)k(C5x
θ2)k, (2.3.61)

ãäå i = 1, 2, C5 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
θ2 ðÿä (2.3.61) ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì âèäîì ðàçëîæåíèé (2.3.11), (2.3.15) èëè
(2.3.16), à ôóíêöèÿ (2.3.60) � èõ ñóììîé.

Ñëó÷àé C2 6= 2a, C2 6= −6a. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.30) èìååò ðåøå-
íèå (2.3.46), ñîõðàíèâøååñÿ èç ñëó÷àÿ a 6= c 6= 0.

2.3.4. Ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé ïðè a 6= 0, c = 0. Âû÷èñëèì â ýòîì ñëó-
÷àå ñíà÷àëà ñòåïåííûå, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå è ýêçîòè÷åñêèå ðàçëî-
æåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.1), ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðó Γ

(1)
4 . Óðàâíåíèå

(2.3.2) èìååò äâóêðàòíûé êîðåíü c0 = 1. Ñîãëàñíî (2.3.5) ïðè a 6= 0, c = 0
äëÿ íåãî ëèíåéíûé îïåðàòîð L(x) ≡ 0.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èññëåäîâàòü óðàâíåíèå (2.1.5) â ýòîì ñëó÷àå, ñäåëàåì
çàìåíó y = u+ 1. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

g(x, u)
def
= f(x, u+ 1)

def
= ((2u+ 1)u′2 − 2(u+ u2)u′′)x5

+((−3− 8u− 3u2)u′2 − 2(u+ u2)u′ + 2(4u2 + u3 + 3u)u′′)x4+
((10u+ 6u2 + 3)u′2 + 2(5u2 + 2u3 + 3u)u′ − 2(5u2 + 3u+ 2u3)u′′

−2bu2)x3 +
(
(−3u2 − 4u− 1)u′2 − 6(2u2 + u+ u3)u′ + 2(u3 + 2u2 + u)u′′

−2(d+ a)u4 − 4(a+ d− b)u3 − 2(d+ a− 2b)u2
)
x2

+
(
2(u3 + 2u2 + u)u′ + 4au5 + 2(6a− b+ d)u4

−4(b− 3a− d)u3 − 2(b− d− 2a)u2
)
x

−8au3 − 12au4 − 2au2 − 8au5 − 2au6 = 0.
(2.3.62)

Íîñèòåëü S(g), åãî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà Γ(g), ãðàíè G(d)
i , d = 0, 1, i =

1, 2, 3, 4 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 8 à. Âåùåñòâåííûå íîðìàëüíûå êîíóñû U
(d)
i ,

d = 0, 1, i = 1, 2, 3, 4 � íà ðèñ. 8 á.
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Óðàâíåíèå (2.3.62) èìååò äâóêðàòíîå òðèâèàëüíîå ðåøåíèå u = 0. Â

óðàâíåíèè (2.1.5) åìó ñîîòâåòñòâóåò äâóêðàòíîå èñêëþ÷èòåëüíîå ðåøåíèå

I2 : y = 1.

Ïî òåîðåìå 2.1.4 äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.1.1) îíî ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷è-
òåëüíûì îäíîêðàòíûì. À äâóêðàòíîñòü ðåøåíèÿ y = 1 âîçíèêëà ïîñëå
óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1.1) íà ìíîæèòåëü 2x2(x − 1)2y(y − 1)(y − x),
ñîäåðæàùèé êàê ñîìíîæèòåëü (y − 1).

Êîíóñ çàäà÷è K = {p1 ≤ 0, p2 < 0}, ò. å. ω = −1. Êðîìå òîãî, u(x) 6=
const. Ñ êîíóñîì çàäà÷è ïåðåñåêàþòñÿ âåùåñòâåííûå íîðìàëüíûå êîíóñû
U

(0)
1 , U

(1)
1 .

Âåðøèíå G
(0)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ĝ
(0)
1 (x, u)

def
= 2u′′ux2 − u′2x2 + 2u′ux− 2au2 = 0. (2.3.63)

Âåùåñòâåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ U
(0)
1 = {p1 < 0, p2 < 0}. Ïåðâîå ïðè-

áëèæåíèå ðåøåíèÿ èìååò âèä u = cρx
ρ, ãäå cρ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ

ïîñòîÿííàÿ. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ρ îïðåäåëèì èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ

χ(ρ)
def
= ρ2 − 2a = 0, (2.3.64)

ò. å. ρ1, 2 = ±
√

2a.

Ñîãëàñíî ï. 5.4 ãë. 1 [62] ïðèâåäåííûé íîðìàëüíûé êîíóñ Ŭ
(0)
1 = −(1, ρ),

ãäå
ρ : ρ ∈ C, Re ρ ≥ 0, ρ 6= 0. (2.3.65)

Âû÷èñëèì êðèòè÷åñêèå ÷èñëà. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ

∂ĝ
(0)
1 (x, u)

∂u
= 2u′′x2 + 2

d2

dx2ux
2 − 2u′

d

dx
x2 + 2u′x+ 2

d

dx
ux− 4au.

Ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

L(x) = 2cρx
ρ(ρ(ρ− 1) +

d2

dx2x
2 − ρ

d

dx
x+ ρ+

d

dx
x− 2a).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ν(k)
def
= 2cρk(k − ρ) = 0 èìååò äâà êîðíÿ

k1 = 0, k2 = ρ. Ñîãëàñíî ï. 5.5 ãë. 1 êîíóñ çàäà÷è K = {Re k >

Re ρ èëè Re k = Re ρ, |Im k| > |Im ρ|, sgn (Im k) = sgn (Im ρ)}. ×èñëà
k1, 2 6∈ K, ò. å. êðèòè÷åñêèõ ÷èñåë íåò.

Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé åñòü

K = {s = ρ+ lρ+m; l, m ≥ 0; l +m > 0; l,m ∈ Z}. (2.3.66)

Ðàçëîæåíèå ðåøåíèé èìååò âèä

u = cρx
ρ +

∑
csx

s ïî s ∈ K. (2.3.67)
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Íîñèòåëü ðàçëîæåíèÿ (2.3.67) íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè s ðàñïîëîæåí â
óãëå ñ âåðøèíîé â òî÷êå ρ, íàòÿíóòûé íà òî÷êè s = 2ρ è s = ρ+ 1.

Ïîñëå îáðàòíîé çàìåíû y = u + 1 ðàçëîæåíèÿ (2.3.67) îáðàçóþò ñåìåé-
ñòâî

B6 : y = 1 + cρx
ρ +

∑
s

csx
s, (2.3.68)

ãäå ρ = ±
√

2a è óäîâëåòâîðÿåò (2.3.65), s ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî (2.3.66),
êîìïëåêñíûå êîýôôèöèåíòû: cρ � íåíóëåâàÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, âñå
cs ïîñòîÿííû è îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2.5 [62] ðàç-
ëîæåíèå (2.3.68) ñõîäèòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |x|. Â ñëó÷àå Re ρ = 0
ðàçëîæåíèÿ (2.3.68) ÿâëÿþòñÿ ýêçîòè÷åñêèìè. Îáîçíà÷èì èõ ñåìåéñòâà êàê
Bτ

6 , ãäå τ = sgn (Im ρ).
Ñåìåéñòâî B6 � íîâîå. Åñëè

√
2a ∈ N, òî ñîãëàñíî (2.3.66) âñå ïîêàçàòåëè

s � öåëûå.
Âû÷èñëèì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé (2.3.67) ïðè Re ρ >

0.
Â ñ ë ó ÷ à å Re ρ > 1 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé åñòü u = cρx

ρ +
cρ+1x

ρ+1. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.62) åñòü

ˆ̂g
(0)
1 (x, u) = 3u′2x3 − 6uu′′x3 − 6uu′x2 + 2xu2(2a− b+ d).

Êîýôôèöèåíò cρ+1 = −bρ+1/ν(ρ+1, ãäå bρ+1
def
= x−2ρ−1 ˆ̂g

(0)
1 (x, cρx

ρ) = 2c2ρ(d−
b− a), ν(ρ+ 1) = 2cρ(ρ+ 1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

cρ+1 = cρ
a+ b− d

ρ+ 1
. (2.3.69)

Â ñ ë ó ÷ à å 0 < Re ρ < 1 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé åñòü u = cρx
ρ +

c2ρx
2ρ. Âòîðîå ïðèáëèæåíèå óðàâíåíèÿ (2.3.62) åñòü

ˆ̂g
(0)
1 (x, u) = −4uu′2x2 + 4u2u′′x2 + 4u2u′x− 8au3.

Êîýôôèöèåíò c2ρ = −b2ρ/ν(2ρ), ãäå b2ρ
def
= x−3ρ ˆ̂g

(0)
1 (x, cρx

ρ) = −8ac3ρ,
ν(2ρ) = 8acρ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

c2ρ = c2ρ. (2.3.70)

Â ñ ë ó ÷ à å Re ρ = 1, Im ρ 6= 0 âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé åñòü u =
cρx

ρ + cρ+1x
ρ+1 + c2ρx

2ρ, êîýôôèöèåíòû cρ+1 è c2ρ îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè
(2.3.69) è (2.3.70) ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñ ë ó ÷ à å ρ = 1, ò. å. a = 1/2, âòîðîå ïðèáëèæåíèå ðåøåíèé åñòü
u = c1x+ c2x

2. Êîýôôèöèåíòû: c1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ,

c2 = c1
a+ b− d+ 2c1

2
(2.3.71)
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åñòü ñóììà (2.3.69) è (2.3.70).

Âû÷èñëèì íåñòåïåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3.63), åñëè îíè ñóùåñòâó-
þò. Ïðåîáðàçóåì åãî

h(x, u)
def
= u−2ĝ

(0)
1 (x, u)

def
= 2

u′′

u
x2 − u′2

u2 x
2 + 2

u′

u
x− 2a = 0, (2.3.72)

òàê ÷òî S(h) = {0}. Óðàâíåíèå h(x, u) = 0 ñîäåðæèò íåíóëåâóþ ïîñòîÿí-
íóþ −2a,

h∗ = 2
u′′

u
x2 − u′2

u2 x
2, coef(h∗) = 2− 1 = 1 6= 0. (2.3.73)

Òàê êàê a 6= 0, òî óðàâíåíèå (2.3.64) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé, ò. å. ïî
òåîðåìàì 1.3.5 è 1.3.6 [62] íåñòåïåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.3.63) íå ñó-
ùåñòâóåò. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíå G(0)

1 íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîå ñëîæíîå
ðàçëîæåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.1.5).
Ðåáðó G

(1)
1 ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå

ĝ
(1)
1 (x, u)

def
= 2u′′ux2 − u′2x2 + 2u′ux− 2au2 − 6u′′ux3 + 3u′2x3 − 6u′ux2

−2(b− d− 2a)u2x6u′′ux4 − 30u′2x4 + 6u′ux3 − 2(d+ a− 2b)u2x2

−2u′′ux5 + u′2x5 − 2u′ux4 − 2bu2x3 = 0.
(2.3.74)

Ýòî ðåáðî ãîðèçîíòàëüíî. Óðàâíåíèå (2.3.74) íå èìååò ñòåïåííûõ ðåøåíèé,
ò. å. åìó íå ñîîòâåòñòâóþò ñòåïåííûå èëè ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå ðàç-
ëîæåíèÿ ðåøåíèé. Âîçìîæíî óðàâíåíèå (2.3.74) èìååò íåñòåïåííûå ðåøå-
íèÿ. Ëåâîé âåðøèíå G(0)

1 = (0, 2) ýòîãî ðåáðà ñîîòâåòñòâóåò óêîðî÷åííîå
óðàâíåíèå (2.3.63). Òàê êàê äëÿ îáîèõ ýòèõ óðàâíåíèé (2.3.63) è (2.3.74)

ñóììàðíûé ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∆(ĝ
(1)
1 ) = ∆(ĝ

(0)
1 ) = 2, òî ñîãëàñ-

íî òåîðåìå 1.3.4 [62] óðàâíåíèå (2.3.74) íå èìååò íåñòåïåííûõ ðåøåíèé ïðè
x→ 0.

Ðåøåíèþ c0 = 0 îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (2.3.2), êàê è â ñëó÷àå a 6=
c 6= 0, ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî ñëîæíûõ ðàçëîæåíèé B3 èç (2.3.27).

Ðåøèì â ñëó÷àå a 6= 0, c = 0 óðàâíåíèå (2.3.1) â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (2.3.30), åãî èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî-ðàçíîìó
â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ C2 è ïàðàìåòðà a. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ çíà-
÷åíèé ïîñòîÿííîé C2.
Ñëó÷àé C2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.30) ïðèíèìàåò âèä

dy

dξ
= ±

√
2a y

√
y(y − 1). (2.3.75)

Îíî èìååò ðåøåíèå

y = − 2

a(ξ + C3)
2 − 2

, (2.3.76)
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ðàâíîå (2.3.33) ïðè c = 0. Ïðè ξ → ∞ èç (2.3.76) ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå â
ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì ξ

y = −2

a

1

ξ2

∞∑
k=0

(−1)k

(
C4

ξ
+
C5

ξ2

)k

, (2.3.77)

ãäå C4
def
= − 2C3 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, C5

def
= − C3 − 2.

Ó÷èòûâàÿ ξ = ln x, ïîëó÷àåì ÿâíûé âèä (2.3.76) ðàçëîæåíèÿ (2.3.25).

Ñëó÷àé C2 = −2a. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.30) ïðèíèìàåò âèä

dy

dξ
= ±

√
2a y (y − 1). (2.3.78)

Åãî èíòåãðàë åñòü
y − 1

y
= exp (±

√
2a ξ + C6), (2.3.79)

ãäå i = 1, 2, C6 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ó÷èòûâàÿ ξ = ln x, èç (2.3.79) ïîëó÷àåì

y =
1

1− C7x
ρ , (2.3.80)

ãäå i = 1, 2, ρ =
√

2a, C7 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Ïðè Re ρ ≥ 0, ρ 6= 0 è x→ 0 ôóíêöèÿ (2.3.80) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî

ñòåïåíÿì C8x
ρ

y =
∞∑

k=0

(−1)k(C8x
ρ)k, (2.3.81)

ãäå i = 1, 2, C8 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ðÿä (2.3.81) ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì
âèäîì ðàçëîæåíèé (2.3.68), à ôóíêöèÿ (2.3.80) � èõ ñóììîé.

Ñëó÷àé C2 6= 0, C2 6= −2a. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.3.30) èìååò ðåøåíèå
(2.3.46), ñîõðàíèâøååñÿ èç ñëó÷àÿ a 6= c 6= 0.

Â ñëó÷àå a 6= 0, c = 0 ôîðìóëà (2.3.47) ïðèíèìàåò âèä

y = −C2

2a

1

β cos2[ln(C11x)γ] + α sin2[ln(C11x)γ]
, (2.3.82)

ãäå γ = i
√
−C2, C2 � âåùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, α è β èç (2.3.40),

ò. å. α = 1, β = −C2/(2a).
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2.3.5. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ è èõ îáñóæäåíèå.

Òåîðåìà 2.3.1. Ðåáðó Γ
(1)
4 ñîîòâåòñòâóþò 6 ñåìåéñòâ ðàçëîæåíèé ðå-

øåíèé òèïîâ 1− 3:
B1, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè 0 6= a 6= c 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(2.3.11) c C7 = 0, (2.3.15), (2.3.16) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;
B2, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè a 6= 0, c 6= 0, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
(2.3.11) c C7 = 0, (2.3.15), (2.3.16) è èìååò 1 èëè 0 ïàðàìåòðîâ;
B3, êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè 0 6= a 6= c, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (2.3.27),
(2.3.25), (2.3.33) è èìååò 1 ïàðàìåòð;
B4 è B5 ñóùåñòâóþò ïðè a = c 6= 0, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.3.55),
(2.3.54), (2.3.59) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;
B6 ñóùåñòâóåò ïðè c = 0, ρ = ±

√
2a, Re ρ > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(2.3.68), (2.3.66) è èìååò 1 ïàðàìåòð;

è 6 ñåìåéñòâ ýêçîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé c τ = ±1:

Bτ
1 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a 6= c 6= 0, Re (

√
2c −

√
2a) = 0, îïðåäåëÿ-

þòñÿ ôîðìóëàìè (2.3.11), (2.3.10), (2.3.37) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;
Bτ

2 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a 6= 0, c 6= 0, Re (
√

2c +
√

2a) = 0, îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (2.3.11), (2.3.10), (2.3.37) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;
Bτ

6 , êîòîðûå ñóùåñòâóþò ïðè a 6= 0, c = 0, Re
√

2a = 0, îïðåäåëÿþòñÿ
ôîðìóëàìè (2.3.68), (2.3.66), (2.3.80) è èìåþò 1 ïàðàìåòð;

Ñåìåéñòâà B3, B4, B5 � ñëîæíûå, Bτ
1 , Bτ

2 , Bτ
6 � ýêçîòè÷åñêèå, îñòàëüíûå

� ñòåïåííûå èëè ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå.

Çàìå÷àíèå 2.3.3. Ñåìåéñòâà B+
j è B−j îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî êîìïëåêñ-

íûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè èõ ðàçëîæåíèé êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû. Ïðè êîì-
ïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè ðàçëîæåíèé ïîëó÷àþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ñ ñîïðÿæåííû-
ìè êîìïëåêñíûìè ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåíåé. Åñëè ðàçëîæåíèå èç B+

j ñîâïà-
äàåò ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì íåêîòîðîãî ðàçëîæåíèÿ èç B−j , òî ýòèì
ðàçëîæåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òàæå âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ðàçëîæåíèþ èç B+

j è ðàçëîæåíèþ èç
B−j ñîîòâåòñòâóåò îäíà è òàæå ôóíêöèÿ. Îáû÷íî ýòî ïðîèñõîäèò, åñëè âñå
ïàðàìåòðû a, b, c, d â óðàâíåíèè (2.1.1) âåùåñòâåííûå. Ïîñêîëüêó ìû íå
ïðåäïîëàãàåì âåùåñòâåííîñòè âñåõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ, òî ñåìåéñòâà ðàçëî-
æåíèé B+

j è B−j ñ÷èòàåì ðàçíûìè ñåìåéñòâàìè.

Çàìå÷àíèå 2.3.4. Âûñîòà ðåáðà Γ
(1)
4 ðàâíà òðåì. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíå-

íèå (2.3.2) òðåòüåé ñòåïåíè. Îêàçàëîñü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ êàæäîìó åãî
êîðíþ ñîîòâåòñòâóåò ñâîå (èëè ñâîè â ñëó÷àå ýêçîòè÷åñêèõ ñåìåéñòâ) ñå-
ìåéñòâî ðàçëîæåíèé ðåøåíèé.
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Çàìå÷àíèå 2.3.5. Ñåìåéñòâà Aτ

00, A0, B1 � B6, Bτ
1 , Bτ

2 , Bτ
6 íàçûâàþòñÿ

áàçîâûìè. Ñ ïîìîùüþ ñèììåòðèé óðàâíåíèÿ (2.1.7), (2.1.9) è (2.1.10) èç
íèõ ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå ñåìåéñòâà ðàçëîæåíèé.

Cóùåñòâîâàíèå ñåìåéñòâ B1 � B6, Bτ
1 , Bτ

2 , Bτ
6 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ

ïîêàçàíî â òàáë. 1.

Òàáë. 1.

0 6= a 6= c 6= 0 a = c 6= 0 a 6= 0 = c

B1, Bτ
1 B2, Bτ

2 I2

B2, Bτ
2 B4 B6, Bτ

6

B3 B5 B3

Áàçîâûå ñåìåéñòâà A0 è Aτ
00 ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

a, b, c, d óðàâíåíèÿ (2.1.1).
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