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pLOSKAQ KRUGOWAQ OGRANI�ENNAQ ZADA�A TREH TEL RASSMATRIWAETSQ PRI

MALYH ZNA�ENIQH OTNO�ENIQ MASS � OSNOWNYH TEL� zDESX PRODOLVENO IZ�
U�ENIE SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� NA�ATOE W PREPRINTE �pERIODI�
�ESKIE RE�ENIQ OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL PRI MALYH ��� s POMO�X�

POROVDA��IH SEMEJSTW PRI MALYH � � 	 IZU�AETSQ SEMEJSTWO i� NA�INA�
��EESQ PRQMYMI KRUGOWYMI ORBITAMI BESKONE�NO MALOGO RADIUSA WOKRUG

TELA BOLX�EJ MASSY� pOKAZANO� �TO PRI ROSTE � STRUKTURA SEMEJSTWA i
ISPYTYWAET BESKONE�NO MNOGO SAMOBIFURKACIJ S OBRAZOWANIEM BESKONE��
NOGO �ISLA ZAMKNUTYH PODSEMEJSTW� KAVDOE IZ KOTORYH SU�ESTWUET LI�X
W NEKOTOROM INTERWALE ZNA�ENIJ �� kROME TOGO� DANA TEORIQ OBRAZOWANIQ
PODKOWOOBRAZNYH ORBIT I ORBIT W FORME �GOLOWASTIKOW�
 UKAZANA STRUK�
TURA OSNOWNYH SEMEJSTW� SODERVA�IH PERIODI�ESKIE RE�ENIQ S TAKIMI
ORBITAMI�
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restricted problem� Preprint of the Keldysh Institute of Applied Mathematics
of RAS� Moscow� �		
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We consider the plane circular restricted three�body problem for small
mass ratios � of principal bodies� Here we continue the study of families
of periodic solutions which we begun in Preprint �Periodic solutions of the
restricted three�body problem for small ��� Using generating families� for
small � � 	� we studied the family i which begins as direct circular orbits
of in�nitely small radius around the body of bigger mass� We demonstrated
that� as � increases� the structure of the family i undergoes in�nitely many
bifurcations with the birth of in�nitely many closed subfamilies� each of which
exists only in some interval of values of �� In addition� we give the theory of
generation of shoe�like orbits and orbits in the form of �tadpoles�
 we present
the structure of principal families containing periodic solutions with these
orbits�
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�� sEMEJSTWO i

sEMEJSTWO i NA�INAETSQ PRQMYMI KRUGOWYMI ORBITAMI BESKONE�NO MA�
LOGO RADIUSA WOKRUG TELA P� BOLX�EJ MASSY� w OTLI�IE OT SEMEJSTWA h�
OPISANNOGO W RAZD� � I USTROENNOGO PROSTO DLQ WSEH � � �	� 	���� SEMEJSTWO
i USTROENO DOWOLXNO SLOVNO�
���� pOROVDA��EE SEMEJSTWO i �� � 	�� nA�ALXNYJ U�ASTOK BYL PO�

SLEDOWATELXNO OPISAN ������ x �
 ��	�� P� �	���

 ��
�� P� ����� bIFURKACII
SEMEJSTWA Id S SEMEJSTWAMI E�p����p OPISANY W PODRAZD� ����
w TABL� �� POSTROENNOJ ANALOGI�NO TABL� �� PRIWEDENY DANNYE O NA�

�ALXNYH KRITI�ESKIH ORBITAH �TOGO SEMEJSTWA� PRI�EM INDEKS m U NO�
MERA km UKAZYWAET �ISLO RE�ENIJ�OTREZKOW� IZ KOTORYH SOSTAWLENA �TA
ORBITA�
hARAKTERISTIKI SEMEJSTWA W SISTEME KOORDINAT �a� �e POKAZANY NA FIG� ��

uKAZANY NOMERA l KUSKOW Kl� IZ KOTORYH SOSTOIT NA�ALO POROVDA��EGO
SEMEJSTWA
 ONI PERE�ISLQ�TSQ NIVE� pRI �TOM NEKOTORYE U�ASTKI HA�
RAKTERISTIK SOWPADA�T� NA LEWOJ HARAKTERISTIKE K� � K� � K�� I

K� � K��� A NA PRAWOJ HARAKTERISTIKEK� � K� � K�� � P ��

	 I K� � K���
K�� sEMEJSTWO Id OT a � 	 DO ORBITY �� T�E� Id���� zDESX a � j�aj �

�	� ��	���� �e � �� T�E� e � 	� C � ���
��� T � ���N � ����� Tr � � cosT �
K	� sEMEJSTWO E

�

	 OT Id��� DO E	��	� �ORBITA ���� nA NEM NAHODITSQ

ORBITA �� GDE TELO P� STALKIWAETSQ S TELOM P�� pOSLE �TOGO SEMEJSTWO i
SOSTOIT IZ TREHKRATNYH ORBIT S OBRATNYM NAPRAWLENIEM DWIVENIQ� w
�ASTNOSTI� PRI �e � �� SEMEJSTWO i SODERVIT ORBITU �� KOTORAQ QWLQETSQ
TRIVDY PROJDENNOJ ORBITOJ SEMEJSTWA Ir� T�E� h� pOSLE �TOJ ORBITY PRI

�e � �� �TOT KUSOK SEMEJSTWA i BUDET SEMEJSTWOM E�

	 � A DO �TOJ ORBITY ON

BYL SEMEJSTWOM E�
	 � zDESX T � ��� Tr � ��

K�� sEMEJSTWO C�	 S N � �� T�E� S a � ��	��� OT E	��	� DO E	��	��
T�E� ORBITY 
�� pRI �e � 	 �TOT KUSOK SODERVIT ORBITU ��� NA KOTOROJ
TELO P� STALKIWAETSQ S TELOM P�� pRI PEREHODE SEMEJSTWA �EREZ ORBITU ��
TREHKRATNYE OBRATNYE ORBITY PEREHODQT W ODNOKRATNYE PRQMYE ��e � 	��
zDESX Tr � ���

K
� sEMEJSTWOE
�

	 OTE	��	� DO Id��� �ORBITA �� SOWPADA��AQ S ORBITOJ
��� nA �TOM KUSKE T � ��� Tr � ��

K�� sEMEJSTWO Id OT Id��� DO Id������ T�E� ORBITY �	� zDESX T � ���N �
����� Tr � � cosT �

K�� sEMEJSTWO E
�
��	 OT Id����� DO E��	����� T�E� ORBITY ��	� zDESX T �

��� Tr � ��
K�� sEMEJSTWO C�	�B� OT E��	���� DO E��	����� T�E� ORBITY ��	� kAV�

DAQ ORBITA SOSTOIT IZ DWUH RE�ENIJ�OTREZKOW� ODIN IZ SEMEJSTWA C�	 I



�

DRUGOJ IZ SEMEJSTWAB�� w DALXNEJ�EM �EREZ Ck�k���lB� BUDEM OBOZNA�ATX

KUSOK POROVDA��EGO SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� KAVDAQ ORBITA
KOTOROGO SOSTOIT IZ ODNOGO RE�ENIQ�OTREZKA SEMEJSTWA Ck�k�� I l ODI�
NAKOWYH RE�ENIJ�OTREZKOW SEMEJSTWA B�
 PRI �TOM ZNA�ENIE POSTOQNNOJ

qKOBI C NA NIH ODINAKOWO� oRBITA ��	 WKL��AET �KSTREMALXNU� ORBITU

C�	���� GDE C DOSTIGAET MAKSIMUMA� nA ORBITE ��	 PRAWAQ HARAKTERISTI�
KA SEMEJSTWA i DOSTIGAET MAKSIMUMA PO �a I MINIMUMA PO �e� POSLE �EGO
WOZWRA�AETSQ OBRATNO PO HARAKTERISTIKE SEMEJSTWA B�� T�E� IMEET TO�KU
WOZWRATA� nA ORBITE ��	 TELO P� STALKIWAETSQ S TELOM P� NA RE�ENII�
OTREZKE IZ SEMEJSTWA C�	� A NA ORBITE ��	 � NA RE�ENII�OTREZKE IZ SEMEJ�
STWA B�� POSLE �EGO PRQMOE DWIVENIE MENQETSQ NA OBRATNOE� zDESX Tr NA
ORBITE ��	 PADAET OT � DO ��� A ZATEM PODPRYGIWAET DO �� I OSTAETSQ

TAKIM DO ORBITY ��	� GDE PADAET DO �� I OSTAETSQ TAKIM DO KONCA �TOGO

KUSKA�
K�� sEMEJSTWO E

�

��	 OT E��	���� DO E��	��	�� T�E� ORBITY �
�� T � ���
Tr � �� oRBITA �� � �TO PQTIKRATNAQ KRUGOWAQ ORBITA IZ SEMEJSTWA Ir�
T�E� h� pOSLE NEE SEMEJSTWO E�

��	 PEREHODIT W SEMEJSTWO E
�

��	�
K�� sEMEJSTWO C	� OT E��	��	� DO E��	��	�� T�E� ORBITY ���� nA ORBITE

��� PROISHODIT STOLKNOWENIE TELA P� S TELOM P� I MENQETSQ NAPRAWLENIE

DWIVENIQ� zDESX Tr � ���
K�
� sEMEJSTWO E

�

��	 OT E��	��	� DO Id����� �ORBITA �	� SOWPADA��AQ S

ORBITOJ �	�� zDESX �T � � � Tr�
K��� sEMEJSTWO Id OT Id����� DO Id����� �ORBITA ���� zDESX T � ���N �

����� Tr � � cosT �
K�	� sEMEJSTWO E

�

�� OT Id����� DO E
������ �ORBITA ��	�� zDESX �T � ��

Tr � ��
K��� sEMEJSTWO C	��B� OT E
������ DO E
������ �ORBITA �
	�� oRBITA

��	 WKL��AET �KSTREMALXNU� ORBITU C	����� nA ORBITE ��	 PRAWAQ HARAK�
TERISTIKA �IDU�AQ PO HARAKTERISTIKE SEMEJSTWAB�� IMEET TO�KU WOZWRA�
TA� oRBITY ��	 I ��	 � STOLKNOWITELXNYE� zDESX Tr NA ORBITE ��	 PADAET
OT � DO ��� A ZATEM PODSKAKIWAET K ��
 NA ORBITE ��	 PERESKAKIWAET K
�� I OSTAETSQ TAKIM DO KONCA �TOGO KUSKA�

K�
� sEMEJSTWO E�


�� OT E
������ DO E
����	� �ORBITA ����� WKL��AQ

SEMIKRATNU� ORBITU Ir����� �ORBITA ���� zDESX �T � �� Tr � ��
K��� sEMEJSTWO C�
 OT E
����	� DO E��	���� �ORBITA �	��� zDESX Tr �

���
K��� sEMEJSTWO C�	��B� OT E��	���� DO E��	���� �ORBITA ����� WKL��AQ

STOLKNOWITELXNYE ORBITY �	� I ��� I �KSTREMALXNU� ORBITU ���� zDESX
Tr � �� DO ORBITY ���� GDE PERESKAKIWAET NA ��� A NA ORBITE ��� PERE�



�

SKAKIWAET NA ���
K��� sEMEJSTWO C�
 OT E��	���� DO E
����	� �ORBITA ����� Tr � ���
K��� sEMEJSTWO E

�


�� OT E
����	� DO Id����� �ORBITA ��� SOWPADA��AQ S

ORBITOJ �	�� zDESX �T � �� Tr � ��
K��� sEMEJSTWO Id OT Id����� DO Id����� �ORBITA ���� zDESX T � ����N�

��� Tr � � cosT �
K	
� sEMEJSTWO E

�
��
 OT Id����� DO E��
���� �ORBITA ��	�� zDESX �T � ��

Tr � ��
iMEETSQ BOLEE POLNOE OPISANIE ��
� NA�ALXNOGO U�ASTKA POROVDA��EGO

SEMEJSTWA i� A TAKVE OPISANIE WSEGO �TOGO SEMEJSTWA�dELO W TOM� �TO UVE
OPISANNYJ NA�ALXNYJ U�ASTOK SOSTOIT IZ CIKLOW� KAVDYJ IZ KOTORYH

SOSTOIT IZ ODNOGO KUSKA Idp SEMEJSTWA Id I NESKOLXKIH KUSKOW SEMEJSTW
E�

�p����p I S
 PRI �TOM CIKL ZAKAN�IWAETSQ NA TOJ VE KONE�NOJ ORBITE KUS�

KA Idp� OT KOTOROGO OTO�EL KUSOK SEMEJSTWA E
�
�p����p� pERWYJ CIKL WKL��

�AET KUSKI K� � K
� wTOROJ CIKL SOSTOIT IZ KUSKOW K� � K�

 TRETIJ
CIKL � KUSKI K�� � K��� kUSKI K�� I K	
 SOSTAWLQ�T NA�ALO �ETWERTO�
GO CIKLA� wSE POROVDA��EE SEMEJSTWO i SOSTOIT IZ BESKONE�NOGO �ISLA
TAKIH CIKLOW� STRUKTURA KOTORYH USLOVNQETSQ S ROSTOM NOMERA p� w �AST�
NOSTI� WSE CIKLY IME�T U�ASTKI PRAWOJ HARAKTERISTIKI� PROHODQ�IE PO
HARAKTERISTIKE SEMEJSTWAB�� I U�ASTKI� IDU�IE WDOLX KRIWOJ P ��

	 � SOOT�
WETSTWU��EJ TELU P	� �TI U�ASTKI IME�T ZIGZAGOOBRAZNU� STRUKTURU�
SHEMATI�ESKI POKAZANNU� NA FIG� � DLQ U�ASTKOW� PROHODQ�IH PO HARAK�
TERISTIKE SEMEJSTWA B�� pO OSI ORDINAT NA FIG� � OTKLADYWAETSQ �ISLO
n SMEN NAPRAWLENIJ HARAKTERISTIKI �ZIGZAGOW��
tEPERX RASSMOTRIM �WOL�CI� SEMEJSTWA i PRI WOZRASTANII � OT NULQ�

�TO UDOBNEE DELATX OTDELXNO DLQ KAVDOJ PARY CIKLOW�

���� �WOL�CIQ PERWOGO I WTOROGO CIKLOW� nA FIG� �	� A� B� W POKA�
ZANY WY�ISLENNYE FRAGMENTY PRAWOJ HARAKTERISTIKI SEMEJSTWA i PRI
� � �J � ������ � �	�
� � � � � �	��� � � � � �	�� SOOTWETSTWENNO� wID�
NO� �TO PERWYJ ZIGZAG HARAKTERISTIKI S ROSTOM � OPUSKAETSQ WNIZ� ZATEM
ZAGIBAETSQ WLEWO I PRIBLIVAETSQ K LEWOJ NIVNEJ �ASTI �TOGO FRAGMEN�
TA� pRI � � ��� � ������ � �	�� OBE �ASTI HARAKTERISTIKI WSTRE�A�TSQ
�FIG� �	� G� I PROISHODIT BIFURKACIQ� pRI � � ��� OBRAZUETSQ ZAMKNU�
TOE SEMEJSTWO� KOTOROE OBOZNA�IM i�
 EGO HARAKTERISTIKI �TO ZAMKNUTYE
KRIWYE� POKAZANNYE NA FIG� ��� A DLQ � � � � �	��� �M � ������ � �	�	�
� � ��� � �	�	� � � ��� � �	�	� s ROSTOM � HARAKTERISTIKI SEMEJSTWA i�
UMENX�A�TSQ W RAZMERAH I PRI � � ���� � ������� � �	�	 SEMEJSTWO i� STQ�
GIWAETSQ W ODNU ORBITU� POKAZANNU� NA FIG� ��� A TO�KOJ� sLEDOWATELXNO�
SEMEJSTWO i� SU�ESTWUET TOLXKO W INTERWALE � � ����� �

��

��� nA FIG� ��� A



�

NEZAMKNUTYE HARAKTERISTIKI SOOTWETSTWU�T � � � � �	��� pRI SRAWNE�
NII S FIG� �	� G WIDNO� �TO MEVDU NEZAMKNUTYMI HARAKTERISTIKAMI W

INTERWALE � � ����� � � �	��� PROIZO�LA E�E ODNA BIFURKACIQ�
���� �WOL�CIQ WTOROGO I TRETXEGO CIKLOW� nA FIG� ��� B POKAZANY

WY�ISLENNYE HARAKTERISTIKI U�ASTKOW WTOROGO I TRETXEGO CIKLOW PRI

� � � � �	�
� wIDNA �WOL�CIQ ZIGZAGA TRETXEGO CIKLA� ANALOGI�NAQ �WO�
L�CII ZIGZAGA WTOROGO CIKLA� pRI � � ��	 � ����
	� � �	�
 PROISHODIT
BIFURKACIQ� POKAZANNAQ NA FIG� ��� W� pRI � � ��	 OBRAZUETSQ ZAMKNUTOE
SEMEJSTWO� KOTOROE OBOZNA�IM i	� s ROSTOM � HARAKTERISTIKI SEMEJSTWA

i	 UMENX�A�TSQ W RAZMERAH
 NA FIG� ��� G ONI POKAZANY DLQ � � 
 � �	�
�
� � �J � � � ��� � �	��� � � � � �	��� nAKONEC� PRI � � ���	 � ���
�
� � �	��
SEMEJSTWO i	 STQGIWAETSQ W ODNU ORBITU� POKAZANNU� NA FIG� ��� G TO�KOJ�
nEZAMKNUTAQ HARAKTERISTIKA WNIZU SLEWA NA FIG� ��� G SOOTWETSTWUET
� � 
 � �	�
� sLEDOWATELXNO� SEMEJSTWO i	 SU�ESTWUET TOLXKO W INTERWALE
� � ���	� ���	��
aNALOGI�NO IZ TRETXEGO I �ETWERTOGO CIKLOW PRI � � ��� � ������� �

�	�
 OBRAZUETSQ ZAMKNUTOE SEMEJSTWO i�� KOTOROE SU�ESTWUET DO � � ���� �
������� � �	��� tAKIM OBRAZOM� SEMEJSTWO i� SU�ESTWUET PRI � � ����� �

��

���
bYLO WY�ISLENO TAKVE SEMEJSTWO i
� WOZNIKA��EE IZ �ETWERTOGO I PQ�

TOGO CIKLOW PRI � � ��
 � �����	� � �	�� I ZAKAN�IWA��EESQ PRI � � ���
 �
������� � �	�
�
���� oBOB�ENIQ�
gIPOTEZA� sU�ESTWU�T DWE MONOTONNO UBYWA��IE K NUL� POSLEDOWA�

TELXNOSTI ��k� �
��

k� �
�

k � ���k� k � �� �� � � �� TAKIE� �TO PRI WOZRASTANII � OT

SEMEJSTWA i OTDELQ�TSQ ZAMKNUTYE SEMEJSTWA ik� SU�ESTWU��IE TOLXKO
W INTERWALAH � � ���k� �

��

k��
nA�ALXNYE �ASTI POSLEDOWATELXNOSTEJ f��kg� f���kg POKAZANY W TABL� ��

GDE UKAZANA TAKVE �MPIRI�ESKAQ ASIMPTOTIKA IH NORMIROWANNYH ZNA�E�
NIJ�
pRI � � �J � �TO SOOTWETSTWUET SLU�A� sOLNCE � �PITER� BYLI WY�

�ISLENY ��	� ��� SEMEJSTWA i	 I i�
 HARAKTERISTIKA SEMEJSTWA i	 POKAZANA
NA FIG� ��� G� bYLI WY�ISLENY ���� SWQZANNYE S NIMI ZAMKNUTYE LOKALX�
NO KRATNYE SEMEJSTWA� pRI � � �M � ������	�� � �	�	� �TO SOOTWETSTWUET
SLU�A� zEMLQ � lUNA� IMEETSQ ZAMKNUTOE SEMEJSTWO i� �FIG� ��� A�� NE
UKAZANNOE PRI WY�ISLENII SEMEJSTWA i DLQ �M �����

���� wNE�NEE KOLXCO PO�TI KRUGOWYH ORBIT� sEMEJSTWO i OPISYWAET
WSE PO�TI KRUGOWYE PERIODI�ESKIE ORBITY PRQMOGO NAPRAWLENIQ DWIVE�
NIQ S a � �� T�E� IZ WNUTRENNEGO KOLXCA PO OTNO�ENI� K TELU P	� pERI�



�

ODI�ESKIE ORBITY PRQMOGO NAPRAWLENIQ DWIVENIQ IZ WNE�NEGO KOLXCA K

TELU P	 NE PRINADLEVAT ODNOMU SEMEJSTWU� A RASPOLOVENY NA S�ETNOM

MNOVESTWE SEMEJSTW�
pRI � � ���
� � �	�� BYLI WY�ISLENY ��� SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH

RE�ENIJ� WKL��A��IE KUSKI

Idp �
�

p

p� �
� N �

p� �

p

�

WOZMU�ENNOGO SEMEJSTWA Id KRUGOWYH ORBIT S PRQMYM SIDERI�ESKIM DWI�
VENIEM DLQ p � ������ � � � ��
� hARAKTERISTIKI WY�ISLENNYH SEMEJSTW
NA PLOSKOSTI �a� �e SOSTOQT IZ GORIZONTALXNYH KUSKOW� SOOTWETSTWU��IH SE�
MEJSTWAM Idp
 WERTIKALXNYH KUSKOW� SOOTWETSTWU��IH SEMEJSTWAMEp��p���

�IH BIFURKACII SOGLASU�TSQ S FIG� ��
 I NAKLONNYH KUSKOW� IDU�IH WDOLX
HARAKTERISTIK SEMEJSTW Ai I Bj FIG� �� T�E� RASPOLAGA�TSQ WBLIZI HARAK�
TERISTIK POROVDA��IH SEMEJSTW� iSKL��ENIEM IH �TOGO PRAWILA QWLQ�
ETSQ POSLEDNEE SEMEJSTWO� KOTOROE QWLQETSQ ZAMKNUTYM� dLQ NEGO UKAZAN�
NOE ZNA�ENIE � NE MALO I UVE DOSTATO�NO DLQ SAMOBIFURKACII �KAK U
SEMEJSTWA i��

�� pODKOWY I GOLOWASTIKI


��� oKRESTNOSTX NEPODWIVNYH TO�EK ����� GL� VIII� x �
 ����� x ��� sI�
NODI�ESKAQ ZADA�A DWUH TEL P� I P� IMEET ODNOPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO

NEPODWIVNYH TO�EK

x	� � x		 � �� y� � �x	� y	 � x� �
���

T�E� a � �� e � 	� n � �� w OKRESTNOSTI �TOGO SEMEJSTWA WWEDEM LOKALXNYE

KOORDINATY y� z�� z	� z� SLEDU��IM OBRAZOM ����� GL� VIII� x ��� nA�NEM S

�LEMENTOW dELONE

L �
p
a� G �

q
a��� e	�� l � Nt� g � �� � t

GDE �� � ARGUMENT PERICENTRA� sISTEMA KANONI�ESKIH KOORDINAT

L� 		 � L�G� y � l � g� 
	 � �g
NAZYWAETSQ PERWOJ SISTEMOJ �LEMENTOW pUANKARE� nAKONEC� SISTEMA KA�
NONI�ESKIH KOORDINAT

L� z	 �
q
�		 cos 
	� y� z� �

q
�		 sin 
	

NAZYWAETSQ WTOROJ SISTEMOJ �LEMENTOW pUANKARE�



�

sEMEJSTWO �
��� WYDELQETSQ RAWENSTWAMI L � �� z	 � z� � 	� lOKALX�
NYMI DLQ SEMEJSTWA �
��� BUDUT KOORDINATY

z� � L� �� z	� y� z� �
���

fUNKCIQ gAMILXTONA ����� IMEET WID

H � H
 � �R

H
 � 		 � z� � �

�
�� � z��

�	 � ��
�
� 		 � �

�
z	� �

�

�

�X
k��

�k � ����z��k

R � r�� � r cos h� ��� �r cos h� r	����	

�
���

�r I h � POLQRNYE KOORDINATY TELA P� NA PLOSKOSTI x�� x	�� pRI �TOM
		 � z		 � z	��
fUNKCIQ R RAZLAGAETSQ W SHODQ�IJSQ RQD WIDA

R �
X

Rmnklz
m
� z

k
	z

l
� exp�iny�

S CELYMI m�n� k� l� GDE m� k� l � NEOTRICATELXNYE�
sOGLASNO WY�ISLENIQM ����� GL� VIII� P� ��b� IMEEM

�


�y�
def
�

�X
n���

R
n

 exp�iny� � � � cos y � ��� � cos y����	 �
���

w KOORDINATAH �
��� SEMEJSTWO NEPODWIVNYH TO�EK ZADAETSQ URAWNENI�
EM z� � z	 � z� � 	� A KOORDINATA y � �TO UGOL NEPODWIVNOJ TO�KI NA

PLOSKOSTI x�� x	� sOGLASNO �
��� PRI y � 	 IMEETSQ SINGULQRNOE WOZMU�E�
NIE� IBO �TA TO�KA POPADAET NA TELO P	� pO�TOMU W OGRANI�ENNOJ ZADA�E
PRI � � 	 IMEETSQ RAZORWANNAQ OKRUVNOSTX� T�E� INTERWAL y � �	� ����
NEPODWIVNYH TO�EK�
bYLO POKAZANO ����� GL� VIII� P� ��b�� �TO TOLXKO TRI IZ NIH � POROV�

DA��IE�
y
� � �� y

 � ���� y
� � �� � ���

iM SOOTWETSTWU�T TRI NEPODWIVNYE TO�KI L�� L
� L�� QWLQ��IESQ RE�E�
NIQMI lAGRANVA� iZ KAVDOJ TAKOJ TO�KI WYHODIT PO ODNOMU POROVDA��
�EMU SEMEJSTWU PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� E�

� � G
�
� I G�

� SOOTWETSTWENNO�
wSE RE�ENIQ POROVDA��IH SEMEJSTW IME�T PERIOD T � �� I SLED Tr � ��
pRI � � 	

T � ���� � ����� o��	��� Tr � � � Tr��� o��	�

bYLI PRIWEDENY ZNA�ENIQ ��� I Tr� DLQ SEMEJSTW G� I E�

� ����� pRILOVE�
NIE
 TABL� � I ��� pRI � � 	 SEMEJSTWA G�

� PERESEKA�TSQ S SEMEJSTWOM E�

�

PRI e � 	���
 � ���� RIS� �
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iZU�IM PERIODI�ESKIE RE�ENIQ OGRANI�ENNOJ ZADA�I PRI y � �	� ���
I MALYH � � 	� z�� z	� z�� bUDEM S�ITATX� �TO zi � O�

p
�� I WYDELIM

W GAMILXTONIANE �
��� �LENY DO O��� WKL��ITELXNO� tAKOE PERWOE PRI�
BLIVENIE GAMILXTONIANA I SOOTWETSTWU��AQ SISTEMA gAMILXTONA IME�T

WID

�H � ��
�
� 		 � �

�
z	� � ��


�y� �
���

�		 � 	� �
	 � ��� �z� � �
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dy

� �y � �z� �
���

tEPERX SDELAEM ZAMENU

z� � ���	z� 		 � �	� t � ����	�� 
	 � 
 �
�
�

nE BUDU�I KANONI�ESKOJ� T�E� NE SOHRANQQ GAMILXTONOW HARAKTER WSEJ SIS�
TEMY� ONA PEREWODIT SISTEMU �
��� W SISTEMU

	� � 	� 
� � �����	 �
���

y� � �
H

z

� z� �

H


y

 H � ��

�
z	��


�y�

def� ��
�
z	�cos y����� cos y����	

�
���
GDE �TRIH OZNA�AET DIFFERENCIROWANIE PO � � sLEDOWATELXNO� U PODSIS�
TEMY �
��� IMEETSQ PERWYJ INTEGRAL 	 � const� iNTEGRALXNYE KRIWYE
PODSISTEMY �
���� T�E� LINII UROWNQ FUNKCII H� IZOBRAVENY NA FIG� ���
iME�TSQ ORBITY TREH TIPOW� �� LIBRACII WOKRUG TO�KIL
 ILI TO�KIL� �
�GOLOWASTIKI�
 �� ASIMPTOTI�ESKIE K TO�KE L�
 �� LIBRACII WOKRUG �WOSX�
MERKI� ASIMPTOTI�ESKIH RE�ENIJ � S PODKOWOOBRAZNYMI INTEGRALXNYMI
KRIWYMI�


��� pERIODI�ESKIE RE�ENIQ SISTEMY ������ ������ zA ISKL��ENIEM NE�
PODWIVNYH TO�EK I ASIMPTOTI�ESKIH RE�ENIJ� WSE OSTALXNYE RE�ENIQ
PODSISTEMY �
��� � PERIODI�ESKIE� nAJDEM IH PERIODY� pODSISTEMA �
���
IMEET WID

y� � �z� z� � sin y��� � ��� � cos y����	� �
��	�

pOLOVIM v	 � �� � cos y� tOGDA jvj 	 � I

sin y � v��� v	

�
���	� y� � v���� v	

�
����	� H � ��

�
z	 � �� v	

�
� �

v
�
����

w KOORDINATAH z� v � 	 LINII UROWNQ FUNKCII H POKAZANY NA FIG�
��� tO�KA �	��� � NEPODWIVNAQ
 ONA SOOTWETSTWUET TO�KE L
� tO�KE L�

SOOTWETSTWUET TO�KA �	���
 W NEJ I NA ASIMPTOTI�ESKOJ KRIWOJ H � �����
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aSIMPTOTI�ESKAQ KRIWAQ PERESEKAET OSX v PRI v �
p
� � �� nA LINIQH

UROWNQ FUNKCII H � const IMEEM
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�
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��� �H � v	 � �

v
�

pO�TOMU IZ PERWOGO URAWNENIQ SISTEMY �
��	� I RAWENSTW �
���� POLU�AEM
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�
v��	���� v	���v � �Hv � v� � ������	dv � d� �
����

dLQ TO�KI z � 	� v � v
 NAHODIM

H � H
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 �
����
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�
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p
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�
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dLQ PODKOWOOBRAZNYH ORBIT v
 � �	�
p
�� �� I PERIOD T �v
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�� dLQ
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p
�� �� �� I PERIOD T �v
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FIK FUNKCII �T �v
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def� T �v
������ POKAZAN NA FIG� ��� pRI �TOM �T �v
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���� �
��� RASPOLOVENY NA INWARIANTNYH TORAH
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I NA INWARIANTNOM MNOGOOBRAZII 	 � 	� 	ASTOTA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ
NA �TOM MNOGOOBRAZII RAWNA �� � �� �T �v
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PO UGLU 
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�

�T �v
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��� lOKALXNYE SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� wERNEMSQ K SISTE�
ME �
���� sTRUKTURA EE RE�ENIJ TAKAQ VE� KAK U SISTEMY �
���� �
���� w
�ASTNOSTI� ONA IMEET INWARIANTNOE MNOGOOBRAZIE 		 � 	 ZAPOLNENNOE PE�
RIODI�ESKIMI RE�ENIQMI c OTNO�ENIEM �ASTOT �
����� pOLNAQ SISTEMA
�
��� QWLQETSQ WOZMU�ENIEM SISTEMY �
���� pRI TAKIH WOZMU�ENIQH WOZ�
NIKA�T BIFURKACII SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ NA TEH RE�ENIQH

IZ MNOGOOBRAZIQ 		 � 	� DLQ KOTORYH OTNO�ENIE �ASTOT �
���� � CELOE

�ISLO� �TO PROISHODIT PRI ZNA�ENIQH v
� PRI KOTORYH

�T �v
� � n
p
� �
����

kAK WIDNO IZ FIG� ��� DLQ L�BOGO � � �	� ���� SU�ESTWU�T EDINSTWEN�
NYE ZNA�ENIQ

v
 � v
�n�

 � �	�

p
�� ��� I v
 � �v

�n�

 � �

p
�� �� ��

DLQ KOTORYH WYPOLNENO RAWENSTWO �
���� S n � 	 I n � ����
p
��� SOOTWET�

STWENNO� pO�TOMU BIFURKACIONNAQ ORBITA�PODKOWA IMEETSQ DLQ KAVDOGO
NATURALXNOGO n� A BIFURKACIONNAQ ORBITA�GOLOWASTIK WBLIZI TO�KI L


IMEETSQ LI�X DLQ KAVDOGO CELOGO n � ����
p
��� �ANALOGI�NO WBLIZI TO��

KI L���


��� gLOBALXNAQ STRUKTURA SEMEJSTW S PODKOWOOBRAZNYMI ORBITAMI�
pERIODI�ESKIE RE�ENIQ S PODKOWOOBRAZNYMI ORBITAMI QWLQ�TSQ SIMMET�
RI�NYMI� pO�TOMU ONI PERESEKA�TSQ S PLOSKOSTX� SIMMETRII �� I HA�
RAKTERISTIKI SEMEJSTW TAKIH RE�ENIJ OBRAZU�T KRIWYE NA PLOSKOSTI

�� dLQ MALYH j�e � �j RASPOLOVENIE �TIH HARAKTERISTIK SHEMATI�ESKI
POKAZANO NA FIG� ��� �TO POLU�AETSQ� ESLI REZULXTATY RABOTY ���� IZOB�
RAZITX W KOORDINATAH �a� �e� sEMEJSTWA� HARAKTERISTIKI KOTORYH W KOOR�
DINATAH �a� �e SODERVAT GORIZONTALXNYJ U�ASTOK �e � �� NAZOWEM OSNOWNYMI
I OBOZNA�IM FH� eSLI PRODOLVITX �TI SEMEJSTWA� TO ONI PERESEKA�TSQ S
SEMEJSTWOM E�

� KAK LOKALXNO KRATNYE� u�ITYWAQ LOKALXNYE REZULXTATY
PODRAZD� 
�� I ����� I GLOBALXNYE REZULXTATY ���� �	�� POLU�IM RASPOLOVE�
NIE HARAKTERISTIK NATURALXNYH OSNOWNYH SEMEJSTW S PODKOWOOBRAZNYMI

ORBITAMI FH� POKAZANNOE NA FIG� �� W KOORDINATAH �a� �e� pRI �TOM PO�
LOSA �e � ������� POME�ENA SWERHU DLQ NEPRERYWNOSTI HARAKTERISTIK�
pOKAZANY HARAKTERISTIKI DWUH NATURALXNYH ZAMKNUTYH SEMEJSTW� KOTO�
RYE PERIODI�ESKI POWTORQ�TSQ� KAK WNUTRX� TAK I NARUVU IZOBRAVENNOGO
KOLXCA� wERTIKALXNYJ OTREZOK � �TO HARAKTERISTIKA SEMEJSTWA E�

� � WY�
HODQ�EGO IZ NEPODWIVNOJ TO�KI L�� 	ISLA m W MESTAH EGO PERESE�ENIQ

S HARAKTERISTIKAMI SEMEJSTW FH UKAZYWA�T LOKALXNU� KRATNOSTX �TIH



�


SEMEJSTW
 ONI RASPOLOVENY SPRAWA� wNUTRI KOLXCA U KAVDOJ EGO �ETWER�
TI PRIWEDENO �ETYRE �ISLA� SOOTWETSTWU��IE HARAKTERISTIKAM� RASPO�
LOVENNYM W TOM VE PORQDKE� �TO I �ISLA� oDINAKOWYE �ISLA U NEGORIZON�
TALXNYH U�ASTKOW HARAKTERISTIK UKAZYWA�T NA U�ASTKI HARAKTERISTIK�
SOOTWETSTWU��IE ODNOMU U�ASTKU SEMEJSTWA� u�ASTKI HARAKTERISTIK S
NOMERAMI ������� PRINADLEVAT ODNOMU SEMEJSTWU� A S NOMERAMI ����
�� �
DRUGOMU� wSE �TO SOGLASUETSQ S �ISLENNYMI REZULXTATAMI O PODKOWOOB�
RAZNYH ORBITAH ��� �� ����


��� gLOBALXNAQ STRUKTURA SEMEJSTW S ORBITAMI W FORME GOLOWAS�
TIKOW� w PRINCIPE� STRUKTURA �TIH SEMEJSTW ANALOGI�NA STRUKTURE SE�
MEJSTW ORBIT�PODKOW� oSNOWNOE OTLI�IE ZAKL��AETSQ W TOM� �TO ORBITY�
GOLOWASTIKI NE QWLQ�TSQ SIMMETRI�NYMI I HARAKTERISTIKI IH SEMEJSTW

NELXZQ IZOBRAZITX NA PLOSKOSTI SIMMETRII �� oDNAKO IH MOVNO IZOBRA�
ZITX KAK KRIWYE W TREHMERNOM GLOBALXNOM SE�ENII  FAZOWOGO PROSTRAN�
STWA ����� GL� III� P� ��d� S KOORDINATAMI a� �� �e� pOSKOLXKU KAVDOE TAKOE
SEMEJSTWO PERESEKAETSQ S SEMEJSTWOM G� KAK LOKALXNO q�KRATNOE� TO EMU
SOOTWETSTWU�T �q HARAKTERISTIK� tOLXKO DWE IZ �TIH HARAKTERISTIK SU�
�ESTWU�T PRI MALYH j�e � �j
 NAZOWEM IH GLAWNYMI HARAKTERISTIKAMI

SEMEJSTWA� rASSMOTRIM PROEKCII GLAWNYH HARAKTERISTIK NA POLUPLOS�
KOSTX a� �e� pO�PREVNEMU OSNOWNYMI SEMEJSTWAMI FT BUDEM NAZYWATX TE�
U KOTORYH �TI PROEKCII SODERVAT GORIZONTALXNYJ U�ASTOK �e � �� pROEK�
CII GLAWNYH HARAKTERISTIK OSNOWNYH SEMEJSTW FT SHEMATI�ESKI POKA�
ZANY NA FIG� ��� ANALOGI�NOJ FIG� ��� nA FIG� �� WERTIKALXNYJ OTREZOK
� �TO PROEKCIQ HARAKTERISTIKI SEMEJSTWA G�� TO�KA a � �e � � � PROEK�
CIQ NEPODWIVNOJ TO�KI L
� I ROST KRATNOSTI PERESE�ENIJ SEMEJSTW FT S

SEMEJSTWOM G� PROISHODIT W OBRATNOM NAPRAWLENII� IZNUTRI NARUVU�
w TRADICIONNOJ TERMINOLOGII SEMEJSTWO G� � �TO SEMEJSTWO KOROT�

KOPERIODI�ESKIH RE�ENIJ� WYHODQ�EE IZ NEPODWIVNOJ TO�KI L
� GORIZON�
TALXNYE U�ASTKI HARAKTERISTIK FIG� �� SOOTWETSTWU�T SEMEJSTWU DOLGO�
PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� WYHODQ�EMU IZ NEPODWIVNOJ TO�KI L
 PRI MA�
LYH � � 	� A SAMI OSNOWNYE SEMEJSTWA FT � MOSTY REZONANSNYH PERIO�
DI�ESKIH RE�ENIJ �����
zAME�ANIE� pERIODI�ESKIE RE�ENIQ� RASSMOTRENNYE W RAZD� 
� NE IME�

�T POROVDA��IH RE�ENIJ W OSNOWNOJ PREDELXNOJ ZADA�E �I W OSTALXNYH
PREDELXNYH ZADA�AH TOVE�� sEMEJSTWA ik� RASSMOTRENNYE W RAZD� �� HOTQ
I IME�T POROVDA��EE SEMEJSTWO i� NO SILXNO OT NEGO OTLI�A�TSQ� iH
NELXZQ RASSMATRIWATX KAK LI�X WOZMU�ENIQ POROVDA��EGO SEMEJSTWA�
�TI PRIMERY POKAZYWA�T� �TO POROVDA��IH RE�ENIJ OSNOWNOJ PREDELX�
NOJ ZADA�I NEDOSTATO�NO DLQ OPISANIQ SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ
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