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a�d� bR�NO� w�p� wApIN� pERIODI�ESKIE RE�ENIQ OGRANI�ENNOJ ZADA�I
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�

pLOSKAQ KRUGOWAQ OGRANI�ENNAQ ZADA�A TREH TEL RASSMATRIWAETSQ PRI

MALYH ZNA�ENIQH OTNO�ENIQ MASS � OSNOWNYH TEL� s POMO�X� STEPEN�
NOJ GEOMETRII NAJDENY WSE PREDELXNYE ZADA�I PRI � � 	� ZADA�A DWUH
TEL� ZADA�A hILLA� PROMEVUTO�NAQ ZADA�A hENONA I OSNOWNAQ PREDELXNAQ
ZADA�A� w KAVDOJ IZ NIH WYDELQ�TSQ RE�ENIQ� KOTORYE QWLQ�TSQ PREDE�
LAMI PERIODI�ESKIH RE�ENIJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I PRI �� 	� I PREDELY
SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ 
NAZYWAEMYE POROVDA��IMI SEMEJST�
WAMI�� s POMO�X� POROVDA��IH SEMEJSTW PRI MALYH � � 	 IZU�AETSQ
SEMEJSTWO h� NA�INA��EESQ OBRATNYMI KRUGOWYMI ORBITAMI BESKONE�NO
MALOGO RADIUSA WOKRUG TELA BOLX�EJ MASSY� pOKAZANO� �TO PRI ROSTE �
STRUKTURA SEMEJSTWA h MALO MENQETSQ�

A�D� Bruno� V�P� Varin� Periodic solutions of the restricted three�body
problem for small �� Preprint of the Keldysh Institute of Applied Mathema�
tics of RAS� Moscow� �		
�

We consider the plane circular restricted three�body problem for small
mass ratios � of principal bodies� Using Power Geometry� we found all limit
problems for � � 	� the two�body problem� Hill�s problem� intermediate
H�enon�s problem� and the main limit problem� In each of these problems
we isolated solutions that are the limits of periodic solutions of the restricted
problem as �� 	� as well as limits of the families of periodic solutions 
which
are called the generating families�� Using generating families� for small � � 	�
we studied the family h which begins as retrograde circular orbits of in�nitely
small radius around the body of bigger mass� We demonstrated that� as �
increases� the structure of the family h does not undergo signi�cant changes�
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�� wWEDENIE

���� pOSTANOWKA ZADA�I� pUSTX TRI TO�E�NYH TELA P�� P� I P� DWIVUT�
SQ W ODNOJ PLOSKOSTI POD DEJSTWIEM ZAKONA TQGOTENIQ nX�TONA� tELA P� I

P� IME�T MASSY m I m� SOOTWETSTWENNO� A MASSA TELA P� NASTOLXKO MALA�
�TO EE WLIQNIEM NA TELA P� I P� MOVNO PRENEBRE�X� bUDEM GOWORITX� �TO
MASSA TELA P� RAWNA NUL�� tOGDA TELO P� SOWER�AET KEPLEROWO DWIVENIE

OTNOSITELXNO TELA P�� eSLI TELO P� DWIVETSQ PO OKRUVNOSTI� TO ZADA�A
O DWIVENII TELA P� NAZYWAETSQ PLOSKOJ KRUGOWOJ OGRANI�ENNOJ ZADA�EJ

TREH TEL� KOROTKO � OGRANI�ENNOJ ZADA�EJ� eE WPERWYE SFORMULIROWAL
�JLER ����
bUDEM S�ITATX� �TO EDINICY MASSY� WREMENI I RASSTOQNIQ WYBRANY

TAK� �TO SUMMA m � m�� GRAWITACIONNAQ POSTOQNNAQ� RASSTOQNIE P�P� I

UGLOWAQ SKOROSTX TELA P� OTNOSITELXNO TELA P� RAWNY EDINICE� eDINST�
WENNYM PARAMETROM TOGDA BUDET � � m� � �	� ����� eSLI WWESTI WRA�A�
��U�SQ WMESTE S TELOM P� SISTEMU KOORDINAT� TO W �TOJ 
SINODI�ESKOJ�
SISTEME KOORDINAT S CENTROM W P� POLOVENIE x�� x� TELA P� OPISYWAETSQ

SISTEMOJ gAMILXTONA S DWUMQ STEPENQMI SWOBODY I ODNIM PARAMETROM �

SM� ���� GL� III� x ��

�xj � �H��yj� �yj � ��H��xj� j � �� � 
����

GDE

H � H� � �R� H� � 
y�� � y����� � x�y� � x�y� � r�� 
����

R � r�� � x� � r��
� � r �

q
x�� � x��� r� �

q

x� � ��� � x��

tO�KOJ OBOZNA�ENA PROIZWODNAQ PO WREMENI t�
pRI � �� 	 ZADA�A NE INTEGRIRUETSQ W KONE�NOM WIDE� nAIBOLX�IJ IN�

TERES PREDSTAWLQ�T SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� IBO ONI OBRAZU�T
KAK BY SKELET NEKOTOROJ �ASTI FAZOWOGO PROSTRANSTWA� pRI FIKSIROWAN�
NOM ZNA�ENII PARAMETRA � �� 	 PERIODI�ESKIE RE�ENIQ SISTEMY gAMILX�
TONA 
���� OBRAZU�T ODNOPARAMETRI�ESKIE SEMEJSTWA� PRI PEREMENNOM �
� DWUPARAMETRI�ESKIE ����
cELX NASTOQ�EJ STATXI � DATX OBZOR REZULXTATOW O SEMEJSTWAH PERIO�

DI�ESKIH RE�ENIJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I PRI MALYH �� iNTERES K TAKIM
ISSLEDOWANIQM WYZWAN STREMLENIEM OPISATX DWIVENIE W sOLNE�NOJ SIS�
TEME MALYH TEL 
�ASTIC KOLEC PLANET�GIGANTOW� SPUTNIKOW� ASTEROIDOW�
TEL POQSA kOJPERA I�T�D�� I KOSMI�ESKIH APPARATOW�
nAPRIMER� IZU�ALISX PERIODI�ESKIE RE�ENIQ PRI SLEDU��IH ZNA�E�

NIQH � 
W SKOBKAH UKAZANY TELA P� � P� � P���
��� � �	�� 
sATURN � qNUS
���	S�� � �RIMETEUS
���	S��� ��� ���



�

��
 � �	�� 
sATURN � mIMAS � �ASTICA KOLXCA sATURNA� ����
���
� � �	�� 
sOLNCE � nEPTUN � TELO POQSA kOJPERA� �
 � ���
����� � �	�� 
sOLNCE � �PITER � aSTEROID� ��	 � ����
����� � �	�� 
zEMLQ � lUNA � KOSMI�ESKIJ APPARAT� �����
kROME TOGO� WY�ISLQLISX PERIODI�ESKIE RE�ENIQ PRI DRUGIH MALYH

ZNA�ENIQH �� A TAKVE � PRI BOLX�IH ZNA�ENIQH� � � 	�� ���� I � � 	�� ��
�

W SWQZI S DINAMIKOJ �ASTIC I PLANET W POLE DWOJNOJ ZWEZDY��
zDESX NE DAETSQ PERE�ENX WSEH RABOT PO �TOJ TEMATIKE 
IH SOTNI�� A

UKAZYW�TSQ TOLXKO TE� KOTORYE NEPOSREDSTWENNO SWQZANY S TEMOJ STATXI�
bOLX�INSTWO RABOT POSWQ�ENO WY�ISLENI� SEMEJSTW PERIODI�ESKIH

RE�ENIJ PRI FIKSIROWANNYH ZNA�ENIQH �� �TO NE TREBUET RAZWITOJ TE�
ORII� oDNAKO IMEETSQ I DRUGOJ PODHOD� RASSMOTRETX PREDELXNYE ZADA�I
PRI � � 	 I IH REGULQRNYE I SINGULQRNYE WOZMU�ENIQ PRI � � 	� �TO
POZWOLQET POSTROITX TEORI� SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ PRI MA�
LYH � ���� �� �� � ��� �� � ���� zDESX KRATKO IZLAGAETSQ �TA TEORIQ� I EE
REZULXTATY SRAWNIWA�TSQ S �ISLENNYMI�

���� sODERVANIE RABOTY� w RAZD� � FORMULIRU�TSQ �ETYRE PREDELX�
NYE ZADA�I� SU�ESTWU��IE PRI �� 	� I RASSMATRIWA�TSQ PERIODI�ESKIE
RE�ENIQ DWUH IH NIH� ZADA�I DWUH TEL P�� P� I ZADA�I hILLA�
w RAZD� � RASSMATRIWAETSQ OSNOWNAQ PREDELXNAQ ZADA�A� T�E� SISTEMA


����� 
���� PRI � � 	� oNA INTEGRIRUETSQ� I MOVNO OPISATX WSE EE RE�E�
NIQ� �TO BYLO SDELANO RANEE 
���� GL� III�VI�� fAZOWOE PROSTRANSTWO �TOJ
ZADA�I PRI � � 	 USTROENO SLOVNO IZ�ZA STOLKNOWENIJ TELA P� S TELOM

P�� W REZULXTATE KOTORYH OBRAZU�TSQ RE�ENIQ�OTREZKI� pRI � � 	 �TI
STOLKNOWENIQ WYZYWA�T SINGULQRNYE WOZMU�ENIQ� PRIWODQ�IE K DALX�
NEJ�EMU USLOVNENI� STROENIQ FAZOWOGO PROSTRANSTWA�
iZ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ I NABOROW RE�ENIJ�OTREZKOW OSNOWNOJ PRE�

DELXNOJ ZADA�I WYDELQ�TSQ POROVDA��IE� KOTORYE QWLQ�TSQ PREDELAMI
PERIODI�ESKIH RE�ENIJ PRI � � 	� oNI OBRAZU�T POROVDA��IE SEMEJ�
STWA� KOTORYE RASSMATRIWA�TSQ W RAZD� �� dLQ RE�ENIJ S REGULQRNYMI
PO � WOZMU�ENIQMI WYDELENIE POROVDA��IH I IZU�ENIE POROVDENNYH

SEMEJSTW 
T�E� IH WOZMU�ENIJ PRI � � 	� DELAETSQ S POMO�X� NORMALX�
NOJ FORMY ���� dLQ RE�ENIJ S SINGULQRNYMI WOZMU�ENIQMI� NA KOTORYH
PROISHODIT STOLKNOWENIE TEL P� I P�� WYDELENIE POROVDA��IH SEMEJSTW
OSNOWANO LIBO NA OBOB�ENNOM PRINCIPE bRUKA ��� � ��� �	�� LIBO NA TEO�
RII SINGULQRNYH WOZMU�ENIJ �����
w KA�ESTWE PRIMEROW W RAZD� � I � RASSMOTRENY DWA POROVDA��IH

SEMEJSTWA� ODNO IZ NIH USTROENO PROSTO I MALO MENQETSQ PRI ROSTE � OT
NULQ DO ���� A DRUGOE USTROENO O�ENX SLOVNO� PRI ROSTE � OT NULQ ONO



�

ISPYTYWAET BESKONE�NO MNOGO SAMOBIFURKACIJ I OT NEGO OTWETWLQETSQ

BESKONE�NO MNOGO ZAMKNUTYH PODSEMEJSTW� KOTORYE SU�ESTWU�T LI�X NA
NEBOLX�IH INTERWALAH ZNA�ENIJ ��
w RAZD� 
 POSTROENA TEORIQ WOZMU�ENIJ DLQ PERIODI�ESKIH ORBIT� IME�

��IH WID �PODKOW� I �GOLOWASTIKOW� 
�TO TRADICIONNYE NAZWANIQ�� iZ�
U�ENA STRUKTURA I WZAIMNOE RASPOLOVENIE OSNOWNYH SEMEJSTW� SODERVA�
�IH TAKIE RE�ENIQ�
rAZDELY � I � NAPISANY SOWMESTNO� A OSTALXNYE � PERWYM AWTOROM�

rEZULXTATY PODRAZD� ��� � ��� I RAZD� 
 PUBLIKU�TSQ WPERWYE�

���� oSNOWNYE SWOJSTWA SISTEMY 
���� I EE PERIODI�ESKIH RE�ENIJ

���� ��� oRBITA � �TO PROEKCIQ RE�ENIQ xj
t�� yj
t� 
j � �� �� SISTEMY

���� NA PLOSKOSTX x�� x�� eSLI PERESEKA�TSQ DWA SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH
RE�ENIJ I PERIODY NA ODNOM SEMEJSTWE W q RAZ BOLX�E PERIODOW NA DRUGOM
SEMEJSTWE� TO BUDEM GOWORITX� �TO PERWOE SEMEJSTWO IMEET �LOKALXNU��
KRATNOSTX q�
sISTEMA 
���� PEREHODIT W SEBQ PRI PODSTANOWKE

t� x�� x�� y�� y� �� �t� x���x���y�� y� 
����

KOTORAQ QWLQETSQ EE SIMMETRIEJ� pRI SIMMETRII 
���� PLOSKOSTX x� �
y� � 	 INWARIANTNA I NAZYWAETSQ 
���� GL� III� PLOSKOSTX� SIMMETRII

�� rE�ENIQ SISTEMY 
����� PEREHODQ�IE W SEBQ PRI PODSTANOWKE 
����� �
SIMMETRI�NYE� sIMMETRI�NOE PERIODI�ESKOE RE�ENIE DWA RAZA PERESE�
KAET PLOSKOSTX SIMMETRII� pO �TIM PERESE�ENIQM UDOBNO OTSLEVIWATX

WZAIMNYE POLOVENIQ TAKIH RE�ENIJ�
sEMEJSTWO PERIODI�ESKIH RE�ENIJ SISTEMY 
���� PRI FIKSIROWANNOM

ZNA�ENII PARAMETRA � NAZYWAETSQ NATURALXNYM� ESLI ONO PRODOLVENO W
OBE STORONY DO ESTESTWENNYH KONCOW� KOTORYMI MOGUT BYTX OKON�ANIE

W NEPODWIVNOJ TO�KE ILI NA DRUGOM SEMEJSTWE PERIODI�ESKIH RE�ENIJ�
STQGIWANIE ORBITY W TO�KU ILI EE UHOD W BESKONE�NOSTX� STREMLENIE PE�
RIODA K NUL� ILI BESKONE�NOSTI� NAKONEC� NATURALXNOE SEMEJSTWO MOVET
BYTX ZAMKNUTYM�
oB�IE SWOJSTWA SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ SISTEMY gAMILXTO�

NA S DWUMQ STEPENQMI SWOBODY BYLI PRIWEDENY PODROBNO 
���� x ���� I
KRATKO 
���� GL� II� x ��� o SEMEJSTWAH SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�
�ENIJ SM� ���� x �� kAVDOE SIMMETRI�NOE RE�ENIE M SEMEJSTWA F IMEET

PERIOD T � SLED Tr MATRICY MONODROMII SISTEMY W WARIACIQH I DWE TO�KI
PERESE�ENIQ S PLOSKOSTX� SIMMETRII � 
�EREZ POLUPERIOD�� pARAMETROM
SEMEJSTWA MOGUT SLUVITX ZNA�ENIQ FUNKCII gAMILXTONA I KOORDINATY

PERESE�ENIJ S PLOSKOSTX� SIMMETRII�



�

w SISTEME 
���� PRI � � 
	� ���� SEMEJSTWA SIMMETRI�NYH PERIODI�ES�
KIH RE�ENIJ � DWUPARAMETRI�ESKIE� PO�TOMU ONI MOGUT IMETX OSOBEN�
NOSTI KORAZMERNOSTI � I �� NEKOTORYE IZ NIH IZU�ENY RANEE ��� ��� nO PRI
� � 	 SISTEMA 
���� QWLQETSQ WYROVDENNOJ�

�� pREDELXNYE ZADA�I

���� wYWOD PREDELXNYH ZADA� 
���� ���� ����� GL� IV� x �� ��
�� ����� x ��� dLQ
TOGO �TOBY PRI MALYH � NAJTI WSE PERWYE PRIBLIVENIQ OGRANI�ENNOJ

ZADA�I TREH TEL WBLIZI TELA P�� NUVNO WWESTI LOKALXNYE KOORDINATY

�� � x� � �� �� � x�� �� � y�� �� � y� � �

I RAZLOVITX FUNKCI� gAMILXTONA PO �TIM KOORDINATAM� pOSLE RAZLOVE�
NIQ ��

q

�� � ��� � ��� W RQD mAKLORENA FUNKCIQ gAMILXTONA 
���� PRIMET

WID

H � �
�

�
� �� �

�

�

��� � ���� � ���� � ���� � ��� �

�

�
����

�f
��� �
�
�� � �

��
��

�
� �

�

�
��� �

�q
��� � ���

� f
��� �
�
��

��
� 
����

GDE f � SHODQ�IJSQ STEPENNOJ RQD� NE SODERVA�IJ �LENOW PORQDKA MENX�
�E TREH� kAK IZWESTNO ����� NOSITELX S� RQDA W PRAWOJ �ASTI RAWENSTWA


���� SOSTOIT IZ TO�EK
R � 
r�� r�� r�� r�� r�� � 
ord ��� ord ��� ord ��� ord ��� ord��� 
	� 	� �� 	� 	��


	� 	� 	� �� 	�� 
	� �� �� 	� 	�� 
�� 	� �� 	� 	�� 
�� 	� 	� 	� 	�� 
	� �� 	� 	� 	�� 
k� �l� 	� 	� 	��

�� 	� 	� 	� ��� 
	� �� 	� 	� ��� 
��� 	� 	� 	� ��� 
	���� 	� 	� ��� 
k� �l� 	� 	� ��
GDE k� l � 	� k��l � �� I IZ OTREZKA J � SOEDINQ��EGO TO�KI 
��� 	� 	� 	� ��

I 
	���� 	� 	� ��� �TOT OTREZOK� NOSITELX �LENA ��
q
��� � ���� kONUS ZADA�I

K � fW � R�
�
� w� 	 	� w� 	 	� w� 	 	g

IBO ��� ��� �� 	�
sDELAEM PROEKCI�


R � R�� def
� 
p� q� s� � R�

GDE

p � r� � r� � ord �i� q � r� � r� � ord �i� s � r� � ord �

mNOVESTWO S��� �TIH TO�EK R
�� SOSTOIT IZ


	� �� 	�� 
�� �� 	�� 
�� 	� 	�� 
k� 	� 	�� 
�� 	� ��� 
��� 	� ��� 
k� 	� ��� k � �� �� �� � � �
zAMYKANIE WYPUKLOJ OBOLO�KI MNOVESTWA S��� � �TO MNOGOGRANNIK � �

R
�� pOWERHNOSTX MNOGOGRANNIKA � SOSTOIT IZ GRANEJ �

	�

j � REBER �

	�

j I
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WER�IN �
	�

j � kAVDOMU TAKOMU �LEMENTU �

	d

j SOOTWETSTWUET UKORO�ENNYJ

GAMILXTONIAN �H
	d

j � QWLQ��IJSQ SUMMOJ TEH �LENOW RQDA 
����� TO�KI KO�

TORYH R�� PRINADLEVAT �
	d

j � uKORO�ENNYE FUNKCII gAMILXTONA �H

	d

j �

�TO RAZLI�NYE PERWYE PRIBLIVENIQ FUNKCII 
����� SPRAWEDLIWYE W RAZ�
NYH OBLASTQH PROSTRANSTWA 
��� ��� ��� ��� ��� kONUS ZADA�I

K
�� � fW �� � R�

�
� w� 	 	� w� 	 	g

mNOGOGRANNIK �� PREDSTAWLQET SOBOJ POLUBESKONE�NU� TREHGRANNU� PRIZ�
MU S KOSYM OSNOWANIEM 
FIG� ��� IMEET �ETYRE GRANI I �ESTX REBER�

gRANX �
	�

� SLUVIT KOSYM OSNOWANIEM PRIZMY �� ONA SODERVIT WER�I�

NY 
	� �� 	�� 
�� 	� 	�� 
��� 	� �� I TO�KU 
�� �� 	�� eE WEKTOR NORMALI N ��

� �
�
�� �� �� � K

��� eJ SOOTWETSTWUET UKORO�ENNAQ FUNKCIQ gAMILXTONA

�H � �H
	�

� �

�

�

��� � ���� � ���� � ���� � ��� �

�

�
��� �

�q
��� � ���


����

sTEPENNOE PREOBRAZOWANIE

�i �  �i�
���� �i �  �i�

���� i � �� � 
����

PRIWODIT FUNKCI� 
���� K TAKOMU WIDU 
����� GDE � � � I WSE �i� �i ZAMENENY
NA  �i�  �i� sISTEMA gAMILXTONA

 �j � � �H�� �j�  �j � �� �H�� �j� j � �� � 
����

OPISYWAET ZADA�U hILLA ����� KOTORAQ QWLQETSQ NEINTEGRIRUEMOJ�

gRANX �
	�

� SODERVIT TO�KI 
	� �� 	�� 
�� �� 	�� 
�� 	� 	� I 
k� 	� 	�� eE WEKTOR

NORMALI N ��

� � 
	� 	���� � K
��� eJ SOOTWETSTWUET UKORO�ENNAQ FUNKCIQ

gAMILXTONA �H � �H
	�

� � KOTORAQ POLU�AETSQ IZ FUNKCII H 
���� PRI � � 	�

tAKU� ZADA�U 
���� NAZOWEM OSNOWNOJ PREDELXNOJ ZADA�EJ�
oSTALXNYE DWE GRANI IME�T NORMALXNYE WEKTORY 
	���� 	� I 
	� �� ���

LEVA�IE WNE KONUSA ZADA�I K
��� PO�TOMU SOOTWETSTWU��IE UKORO�ENIQ

GAMILXTONIANA NE GODQTSQ�
rASSMOTRIM REBRA� iZ �ESTI REBER ODNO NESOBSTWENNOE� oNO PROHODIT

�EREZ TO�KU 
	� �� 	� PARALLELXNO WEKTORU 
�� 	� 	�� nA TREH REBRAH q � 	�
T�E� DLQ NIH UKORO�ENNAQ FUNKCIQ gAMILXTONA NE ZAWISIT OT ��� ��� I U
RE�ENIJ SOOTWETSTWU��EJ SISTEMY gAMILXTONA ��� �� � const� T�E� ONI
NEINTERESNY� oSTA�TSQ DWA REBRA�
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OPISYWAET ZADA�U DWUH TEL P� I P� W NEPODWIVNOJ SISTEME KOORDINAT�
sTEPENNOE PREOBRAZOWANIE

�j � � �j� �j �  �j� t � � t� i � �� � 
����

PEREWODIT EE W SISTEMU gAMILXTONA 
���� S FUNKCIEJ gAMILXTONA WIDA

����� GDE �j� �j� � ZAMENENY NA  �j�  �j� � SOOTWETSTWENNO�
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	�

� � GRANX� PROHODQ�AQ �EREZ TO�KI 
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	� �� ��� A WEKTOR NORMALI K GRANI �
	�

� ESTX

N ��

� � �
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	� �� 	� MNOVESTWA S���� eMU
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���� S � � 	� OPISYWA��
�AQ PROMEVUTO�NU� ZADA�U 
MEVDU ZADA�EJ hILLA I ZADA�EJ DWUH TEL P�
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� � �
�� �� ���
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�� � � 	� T�E� n��n� � 
	� ����� pOLOVIM � � � � �� TOGDA POLU�AEM WEKTOR
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�� �� ��� LEVA�IJ W NORMALXNOM KONUSE REBRA �
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� � eMU SOOTWETSTWUET

STEPENNOE PREOBRAZOWANIE

�j � ���� �j� �j � ���� �j� i � �� � 
��
�

w KOORDINATAH  �j�  �j PRI � � 	 POLU�AEM PREDELXNU� FUNKCI� gAMILX�
TONA 
���� S � � 	� GDE WMESTO �j� �j STOQT  �j I  �j SOOTWETSTWENNO� I SISTEMU

�����
iTAK� DLQ WEKTOROW N � 
n�� n�� n��� LEVA�IH W NORMALXNOM KONUSE
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	�

� � OTNO�ENIE 
 def� n��n� � 
����	�� DLQ WEKTOROW N IZ NORMALX�
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� IMEEM 
 � ���� DLQ WEKTOROW N IZ NORMALXNOGO
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� IMEEM 
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	� ����� A DLQ WEKTOROW N IZ NORMALXNOGO
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� IMEEM 
 � 	� pO�TOMU ESLI
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��� � ��� � O
���� TO O�ENX

BLIZKO K TELU P�� T�E� DLQ 
 � ���� PERWYM PRIBLIVENIEM OGRANI�EN�
NOJ ZADA�I S FUNKCIEJ gAMILXTONA 
���� BUDET ZADA�A DWUH TEL P� I P�

S GAMILXTONIANOM 
����� PROSTO BLIZKO� T�E� DLQ 
 � ���� � ZADA�A hIL�
LA S GAMILXTONIANOM 
����� PODALX�E OT TELA P�� T�E� DLQ ��� � 
 � 	� �
PROMEVUTO�NAQ ZADA�A hENONA� A WDALI OT TELA P�� T�E� DLQ 
 � 	� � OSNOW�
NAQ PREDELXNAQ ZADA�A� wBLIZI TELA P� PERIODI�ESKIE RE�ENIQ OGRANI�
�ENNOJ ZADA�I QWLQ�TSQ WOZMU�ENIQMI KAK PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WSEH
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UKAZANNYH �ETYREH PERWYH PRIBLIVENIJ� TAK I REZULXTATOW SKLEJKI GI�
PERBOLI�ESKIH ORBIT ZADA�I DWUH TEL P�� P� S RE�ENIQMI�OTREZKAMI LIBO
OSNOWNOJ PREDELXNOJ ZADA�I� LIBO PROMEVUTO�NOJ ZADA�I� pERIODI�ESKIE
RE�ENIQ PROMEVUTO�NOJ ZADA�I BYLI ISPOLXZOWANY ��� � ��� KAK POROV�
DA��IE DLQ OTYSKANIQ PERIODI�ESKIH KWAZISPUTNIKOWYH ORBIT OGRANI�
�ENNOJ ZADA�I�
iTAK� W OKRESTNOSTI TELA P� IME�TSQ TRI RAZNYE DESINGULQRIZACII
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���� I 
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T�E� ZAMENY KOORDINAT� RAZRE�A��IE OSOBENNOSTX��

SOOTWETSTWU��IE REBRU �
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� I REBRU �
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� �iZ NIH BYLA IZWESTNA

TOLXKO DESINGULQRIZACIQ 
���� DLQ ZADA�I hILLA� T�E� DLQ GRANI �
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nIVE RASSMOTRIM TRI PREDELXNYE ZADA�I 
DWUH TEL P� I P�� hILLA I
OSNOWNU��� pROMEVUTO�NAQ ZADA�A hENONA QWNO INTEGRIRUETSQ� oNA BYLA
DOSTATO�NO POLNO ISSLEDOWANA ��	 � ��� I ZDESX NE RASSMATRIWAETSQ�

���� zADA�A DWUH TEL P� I P� OPISYWAETSQ SISTEMOJ gAMILXTONA

��j � � �H���j� ��j � �� �H���j� j � �� � 
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S FUNKCIEJ gAMILXTONA 
����� GDE � � �� �TO INTEGRIRUEMAQ ZADA�A� EE
RE�ENIQ PODROBNO OPISANY WO MNOGIH KNIGAH 
SM�� NAPRIMER� ������ zDESX
OTMETIM TOLXKO� �TO ONA IMEET DWA SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ S
KRUGOWYMI ORBITAMI� SEMEJSTWO f c OBRATNYM NAPRAWLENIEM DWIVENIQ I
SEMEJSTWO g c PRQMYM DWIVENIEM� iME�TSQ TAKVE DRUGIE PERIODI�ESKIE
RE�ENIQ� nO PRI WOZMU�ENIQH OGRANI�ENNOJ ZADA�I SOHRANQ�TSQ TOLX�
KO �TI DWA SEMEJSTWA� A OSTALXNYE RAZRU�A�TSQ 
���� wWEDENIE� S� �� ��	��
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NIVE W PODRAZD� ����

���� zADA�A hILLA 
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�� ����� x �� OPISYWAETSQ SISTEMOJ 
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w �ASTNOSTI� � � f�� � �� � 	g � PLOSKOSTX SIMMETRII 
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������ 	� 	� �������
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w �TIH TO�KAH U MATRICY LINEARIZOWANNOJ SISTEMY 
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SEMEJSTWA�
sEMEJSTWO a WYHODIT IZ TO�KI L� 
��	�� TABL� ���
sEMEJSTWO c WYHODIT IZ TO�KI L� 
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sEMEJSTWO f NA�INAETSQ KRUGOWYMI ORBITAMI WOKRUG TO�KI �� � �� � 	

S OBRATNYM NAPRAWLENIEM DWIVENIQ� T�E� PO �ASOWOJ STRELKE 
��	�� TABL�
��� eGO RE�ENIQ OBLADA�T DWUMQ SIMMETRIQMI 
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sEMEJSTWO g NA�INAETSQ KRUGOWYMI ORBITAMI WOKRUG TO�KI �� � �� � 	
S PRQMYM NAPRAWLENIEM DWIVENIQ 
��	�� TABL� ��� eGO RE�ENIQ TAKVE

OBLADA�T DWUMQ SIMMETRIQMI 
���� I 
���	�� oNO SODERVIT KRITI�ESKOE
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DWUMQ TO�KAMIM� IM�� �TO RE�ENIEM DELIT SEMEJSTWO g NA DWE �ASTI�
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��	�� WERHNQQ �ASTX TABL� �� a 	 �� I g� 
��	�� NIVNQQ �ASTX TABL� ��
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sEMEJSTWO g� PERESEKAETSQ S SEMEJSTWOM g PO RE�ENI� M 
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PEREHODQT DRUG W DRUGA PRI OTOBRAVENII
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sEMEJSTWO f� �TO SEMEJSTWO g� 
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SEMEJSTWO f KAK 
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hENON ��	� NA�EL PREDELY PERIODI�ESKIH RE�ENIJ SEMEJSTW a� � � � � g�

PRI ��H � �	 I DRUGIE PREDELXNYE PERIODI�ESKIE RE�ENIQ KAK RE�E�
NIQ PROMEVUTO�NOJ ZADA�I� rASSMATRIWAQ ZADA�U hILLA KAK WOZMU�ENIE
�TOJ PROMEVUTO�NOJ ZADA�I� pERKO ���� �	� PRI BOLX�IH � �H DOKAZAL SU�
�ESTWOWANIE SEMEJSTWA f I S�ETNOGO �ISLA SEMEJSTW g	n
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oDNAKO EGO GIPOTEZA O RASPOLOVENII SEMEJSTW g	n
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NA RIS� ��� O�IBO�NA� IBO PERESE�ENIE WSEH SEMEJSTW g	n
 PO RE�ENI� M
NEWOZMOVNO� oTS�DA WIDNO� �TO WY�ISLENNYH �ESTI SEMEJSTW a� � � � � f�
NEDOSTATO�NO DLQ OPISANIQ STRUKTURY WSEH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�
�ENIJ S SIMMETRIEJ 
���	�� nADO BY WY�ISLITX E�E LOKALXNO KRATNYE

SEMEJSTWA� PERESEKA��IESQ S SEMEJSTWOM g� PO REZONANSNYM RE�ENIQM S

Tr � ������ 	�
oGRANI�ENNAQ ZADA�A � REGULQRNOE WOZMU�ENIE ZADA�I hILLA S MA�

LYM PARAMETROM ����� iZU�ENIE WOZMU�ENIJ NA�AL pERKO ���� DLQ SE�
MEJSTW a� c� f � g� g�� g	n
� pOSKOLXKU OGRANI�ENNAQ ZADA�A IMEET TOLXKO
SIMMETRI� 
���	� I NE IMEET SIMMETRII 
����� TO �TA POSLEDNQQ NARU�A�
ETSQ PRI WOZMU�ENII� PRI�EM WBLIZI RE�ENIQ M � PO KOTOROMU PERESE�
KA�TSQ SEMEJSTWA g I g�� DOLVNA PROIZOJTI BIFURKACIQ �TIH SEMEJSTW�
eE HARAKTER SPECIALXNO NE IZU�ALSQ� NO ON IZWESTEN PO WY�ISLENIQM SE�
MEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I�
w PRINCIPE� WSE WOZMU�ENIQ PERIODI�ESKIH RE�ENIJ ZADA�I hILLA

MOVNO IZU�ATX S POMO�X� NORMALXNOJ FORMY� nO �TO POKA NE SDELANO�

�� oSNOWNAQ PREDELXNAQ ZADA�A

���� wWEDENIE� oSNOWNAQ PREDELXNAQ ZADA�A �������	� � �TO ZADA�A 
�����

���� S � � 	� T�E� TAKAQ ZADA�A DWUH TEL P� I P� WO WRA�A��EJSQ SISTEME

KOORDINAT� U KOTOROJ W �ETYREHMERNOM FAZOWOM PROSTRANSTWE x�� x�� y�� y�
UDALENA PLOSKOSTX

x� � �� x� � 	 
����

SOOTWETSTWU��AQ TELU P�� pO�TOMU� �TOBY OPISATX EE RE�ENIQ� SNA�ALA
RASSMOTRIM ZADA�U DWUH TEL P� I P� W NEPODWIVNOJ 
SIDERI�ESKOJ� SIS�
TEME KOORDINAT X��X�� Y�� Y�� ZATEM � WO WRA�A��EJSQ WMESTE S TELOM P�


SINODI�ESKOJ� SISTEME x�� x�� y�� y��


x� � ix�� exp
it� � X� � iX� 
����

pOSLE �TOGO WYDELIM TE NOWYE RE�ENIQ� KOTORYE SOOTWETSTWU�T STOLK�
NOWENIQM TELA P� S TELOM P�� I WOZNIKA�T POSLE UDALENIQ PLOSKOSTI 
����
IZ FAZOWOGO PROSTRANSTWA� zATEM W RAZD� � OPI�EM POROVDA��IE RE�E�
NIQ� T�E� TE� KOTORYE QWLQ�TSQ PREDELAMI RE�ENIJ ZADA�A 
����� 
���� PRI
�� 	� pOSLE �TOGO W PODRAZD� ��� I RAZD� �� � RASSMOTRIM NESKOLXKO PRI�
MEROW POROVDA��IH SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ� T�E� PRI � � 	� I
POROVDENNYH IMI SEMEJSTW PRI � � 	�

���� zADA�A DWUH TEL W NEPODWIVNOJ SISTEME KOORDINAT 
���� GL� III�
������ pUSTX TELO P� NULEWOJ MASSY DWIVETSQ W PLOSKOSTI X��X� POD DEJ�
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STWIEM NX�TONOWSKOGO PRITQVENIQ TELA P� MASSY m � 	� POKOQ�EGOSQ
W NA�ALE KOORDINATX� � X� � 	�dWIVENIE TELA P� OPISYWAETSQ SISTEMOJ

gAMILXTONA

�Xj � �h�Yj� Yj � ��h�Xj� j � �� �� h � 
Y �
� � Y �

� ����m
X�
� �X�

��
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w �ASTNOSTI� �Xj � Yj�
sISTEMA 
���� IMEET TRI NEZAWISIMYH INTEGRALA� �TO INTEGRAL �NER�

GII I INTEGRAL PLO�ADEJ

h � 
Y �
� � Y �

� ��� �m
X�
� �X�

��
���� � m
�a������ c � X�Y� �X�Y� 
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I  � � DOLGOTA 
UGOL� PERICENTRA� T�E� TO�KI ORBITY S NAIMENX�IM ZNA�
�ENIEM 
X�

� �X�
��

����
oRBITY NA PLOSKOSTI X��X� � �LLIPSY 
a � 	�� PARABOLY 
a � 	�

I GIPERBOLY 
a 	 	� S FOKUSOM W NULE� X� � X� � 	� GDE NAHODITSQ TELO
P�� �LLIPTI�ESKAQ ORBITA ODNOZNA�NO OPREDELQETSQ TREMQ PARAMETRAMI�
BOLX�OJ POLUOSX� a� �KSCENTRISITETOM e I DOLGOTOJ PERICENTRA  �� wE�
LI�INY a I e SWQZANY S INTEGRALAMI 
���� RAWENSTWAMI

a � a� e � �
q
�� c�
am��� 
����

pOLOVENIE TO�KI P� NA ORBITE DAETSQ LIBO ISTINNOJ ANOMALIEJ 
� LI�
BO SREDNEJ ANOMALIEJ l� LIBO �KSCENTRI�ESKOJ ANOMALIEJ u� wSE ANOMALII
� �TO UGLY� OTS�ITYWAEMYE OT NAPRAWLENIQ NA PERICENTR� TAK �TO PRI
PROHOVDENII TO�KI P� �EREZ PERICENTR 
 � l � u � �
k� A PRI PROHOV�
DENII �EREZ APOCENTR 
 � l � u � �
k � 
� GDE k � CELOE �ISLO� pERIOD
OBRA�ENIQ Ts POD�INQETSQ ZAKONU kEPLERA


Ts�
�
��
� � a� 
����

zNAK WELI�INY c� OPREDELQEMOJ POSLEDNIM RAWENSTWOM 
����� UKAZYWAET
NAPRAWLENIE DWIVENIQ PO �LLIPSU� PRQMOE PRI c � 	 I OBRATNOE PRI

c 	 	� pOLOVIM N � �
T��
s I n � Nsgn c� TOGDA n � SREDNQQ UGLOWAQ

SKOROSTX DWIVENIQ TO�KI P� PO �LLIPSU� sOGLASNO RAWENSTWU 
����

N � jnj � a���� 
��
�

eSLI e � 	 
a � c��� TO ORBITA � OKRUVNOSTX RADIUSA a� A WELI�INA
 � ZDESX TERQET SMYSL� eSLI e � � 
c � 	�� TO ORBITA � OTREZOK DLINY

�a� ODIN KONEC EGO NAHODITSQ W NULE� dWIVENIE PO OTREZKU NA�INAETSQ
S WYHODA TO�KI P� IZ TO�KI P� I �EREZ WREMQ Ts 
SM� RAWENSTWO 
�����
ZAKAN�IWAETSQ STOLKNOWENIEM �TIH TO�EK� nAPRAWLENIE DWIVENIQ 
ZNAK
n� ZDESX TERQET SMYSL�



��

���� sINODI�ESKIE ORBITY� wO WRA�A��IHSQ 
SINODI�ESKIH� KOORDI�
NATAH x�� x� SOGLASNO RAWENSTWU 
���� DWIVENIE OPISYWAETSQ SISTEMOJ

URAWNENIJ 
����� GDE

H � 
y�� � y����� � x�y� � x�y� �mr�� 
����

I INTEGRALY 
���� PRINIMA�T WID

h � 
y�� � y������mr�� � �m
�a���� c � x�y� � x�y� 
����

pRI PEREHODE K WRA�A��EJSQ SISTEME KOORDINAT KONI�ESKIE SE�ENIQ ZA�
KRU�IWA�TSQ W BOLEE SLOVNYE ORBITY� I TOLXKO KRUGOWYE ORBITY 
e � 	�
SOHRANQ�T SWO� FORMU� sINODI�ESKAQ ORBITA� SOOTWETSTWU��AQ �LLIP�
TI�ESKOMU DWIVENI�� ZAKL��ENA W KOLXCE

a
�� e� 
 r 
 a
� � e� 
���	�

dWIVENIE PROISHODIT SO SREDNEJ UGLOWOJ SKOROSTX� n� �� eSLI �ISLO N
IRRACIONALXNO� TO ORBITA NIKOGDA NE ZAMYKAETSQ� I EE TO�KI RASPOLOVE�
NY WS�DU PLOTNO W UKAZANNOM KOLXCE� eSLI N RACIONALXNO� TO POLOVIM

N � jnj � 
p � q��p� �N � jnj � 
p� q���p� q� � �
�p � q� 
�����

GDE p � 	 I q � WZAIMNO PROSTYE �ISLA� iTAK� PRI RACIONALXNOM N SINO�
DI�ESKAQ ORBITA ZAMYKAETSQ �EREZ q OBOROTOW WOKRUG NA�ALA KOORDINAT�
ESLI n � 	� I �EREZ q� OBOROTOW� ESLI n 	 	� sINODI�ESKIJ PERIOD TAKIH
ORBIT T � �
p�
wSE SINODI�ESKIE ORBITY S FIKSIROWANNYMI n I e POLU�A�TSQ IZ ODNOJ

TAKOJ ORBITY PRI POWOROTE EE WOKRUG NULQ NA TOT ILI INOJ UGOL� kAVDOJ
TO�KE SINODI�ESKOJ ORBITY SOOTWETSTWUET EDINSTWENNAQ TO�KA UKAZAN�
NOJ SIDERI�ESKOJ ORBITY� nAPROTIW� ODNOJ TO�KE SIDERI�ESKOJ ORBITY
SOOTWETSTWUET� WOOB�E GOWORQ� NESKOLXKO TO�EK SINODI�ESKOJ ORBITY� A
IMENNO p � q TO�EK DLQ RACIONALXNOGO N I S�ETNOE MNOVESTWO � DLQ IR�
RACIONALXNOGO N � tO�KI MINIMUMA 
MAKSIMUMA� POLQRNOGO RADIUSA r NA
SINODI�ESKOJ ORBITE SOOTWETSTWU�T PERICENTRU 
APOCENTRU� SIDERI�ES�
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w �ETYREHMERNOM PROSTRANSTWE R� PEREMENNYH x�� x�� y�� y� GAMILXTO�

NIAN 
���� ANALITI�EN WS�DU� KROME PLOSKOSTI P �
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def� fx� � x� � 	g� SO�

OTWETSTWU��EJ TELU P�� w �TOJ OBLASTI G�
def� R

�nP �

� WYDELIM MNOVESTWO

D USLOWIEM a � 	 
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������ mNOVESTWO D SOSTOIT IH WSEH TEH I TOLX�
KO TEH TRAEKTORIJ� SIDERI�ESKIE ORBITY KOTORYH QWLQ�TSQ �LLIPSAMI�
rASSMOTRIM PERESE�ENIQ TRAEKTORIJ IZ MNOVESTWA D S PLOSKOSTX� SIM�
METRII � � fx� � y� � 	g� nA �TOJ PLOSKOSTI TEPERX UDOBNEE WWESTI
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�TO SEMEJSTWO Ir��
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�� �� SOOTWETSTWU�T �L�
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p � q��p SOOTWETSTWU��IE SINODI�ESKIE ORBITY
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p I SLEDOM Tr � � 
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tRI PRQMYE  e � 	��� SOOTWETSTWU�T RE�ENIQM� NA KOTORYH PROISHO�

DQT STOLKNOWENIQ TELA P� S TELOM P�� pRI �TOM PRQMYE  e � �� MOVNO
S�ITATX SOWPADA��IMI� ONI SOOTWETSTWU�T TO�KAM STOLKNOWENIJ�

���� oGRANI�ENNAQ ZADA�A PRI � � 	 
���� GL� III� x ��� pUSTX MASSA
TELA P� RAWNA NUL�� hOTQ TELO P� NE PRITQGIWAET TELO P�� NO WOZMOV�
NY IH STOLKNOWENIQ� w �TOM ZAKL��AETSQ OTLI�IE OGRANI�ENNOJ ZADA�I

TREH TEL PRI � � 	 OT SINODI�ESKOJ ZADA�I DWUH TEL� tEPERX SINODI�
�ESKOE DWIVENIE TELA P� OPISYWAETSQ TOJ VE SISTEMOJ 
���� S TEM VE

GAMILXTONIANOM H 
����� NO UVE W OBLASTI G � G�nP �

� � GDE P
�

� � PLOS�
KOSTX x� � �� x� � 	� SOOTWETSTWU��AQ W FAZOWOM PROSTRANSTWE TELU P��
tO�KI STOLKNOWENIJ TELA P� S TELOM P� 
T�E� TO�KI RE�ENIQ ZADA�I DWUH
TEL� LEVA�IE NA PLOSKOSTI P �

� � ILI� �TO TO VE� TO�KA x� � �� x� � 	 NA
ORBITE ZADA�I DWUH TEL� RAZBIWA�T RE�ENIE ZADA�I DWUH TEL NA KUSKI�
KOTORYE TEPERX UVE NE BUDUT PRODOLVENIEM DRUG DRUGA� kAVDYJ TAKOJ
KUSOK� SAMOSTOQTELXNOE RE�ENIE OGRANI�ENNOJ ZADA�I TREH TEL S � � 	�
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oSOBYJ INTERES PREDSTAWLQ�T KUSKI� NA�INA��IESQ I KON�A��IESQ TO��
KAMI STOLKNOWENIJ� bUDEM NAZYWATX IH RE�ENIQMI�OTREZKAMI� ILI RE�
�ENIQMI S POSLEDOWATELXNYMI STOLKNOWENIQMI� w OGRANI�ENNOJ ZADA�E

RE�ENIQ�OTREZKI IGRA�T PRIMERNO TAKU� VE ROLX� KAK PERIODI�ESKIE

RE�ENIQ�
nA FIG� � POKAZANY SIDERI�ESKIE ORBITY TEL P� 
OKRUVNOSTX� I P�


�LLIPS�� sTOLKNOWENIQ MOGUT PROISHODITX TOLXKO W TO�KAH PERESE�ENIQ
�TIH ORBIT Q� I Q�� pUSTX W MOMENTY t� 	 t� PROISHODQT DWA POSLEDOWA�
TELXNYH STOLKNOWENIQ�
wOZMOVNY DWA SLU�AQ�
sLU�AJ �� sTOLKNOWENIE PRI t� PROISHODIT W TOJ VE TO�KE Q� SIDE�

RI�ESKOJ PLOSKOSTI� �TO I STOLKNOWENIE W MOMENT t�� tOGDA TELA P� I

P� MEVDU DWUMQ STOLKNOWENIQMI SDELA�T PO NESKOLXKO POLNYH OBORO�
TOW PO SWOIM ORBITAM� dLQ �TOGO IH SIDERI�ESKIE PERIODY OBRA�ENIQ

DOLVNY BYTX SOIZMERIMY� T�E� N � RACIONALXNOE �ISLO� oTREZOK � �TO
PERIODI�ESKAQ TRAEKTORIQ S WYKOLOTOJ TO�KOJ� mNOVESTWO TAKIH OTREZ�
KOW OBOZNA�IM TN �

sLU�AJ �� sTOLKNOWENIE W MOMENT t� PROISHODIT W DRUGOJ TO�KE Q�

SIDERI�ESKOJ PLOSKOSTI� tO�KI Q� I Q� SIMMETRI�NY OTNOSITELXNO OSI

X� 
SM� FIG� ��� iZ SOOBRAVENIJ SIMMETRII SLEDUET� �TO W MOMENT 
t� �
t���� TELA P� I P� NAHODQTSQ NA OSI X�� sOOTWETSTWU��AQ SINODI�ESKAQ
ORBITA SIMMETRI�NA OTNOSITELXNO OSI x�� mNOVESTWO TAKIH RE�ENIJ�
OTREZKOW OBOZNA�IM S�
kAVDOE RE�ENIE�OTREZOK NAHODITSQ NA RE�ENII ZADA�I DWUH TEL S

OPREDELENNYMI ZNA�ENIQMI a� e� c�mNOVESTWO RE�ENIJ�OTREZKOW 
T�E� RE�
�ENIJ S POSLEDOWATELXNYMI STOLKNOWENIQMI� SOSTOIT IZ S�ETNOGO MNO�
VESTWA ODNOPARAMETRI�ESKIH SEMEJSTW TN � IME��IHSQ DLQ WSEH RACIO�
NALXNYH N 	 ���� � ����
 I SOSTOQ�IH IZ NESIMMETRI�NYH RE�ENIJ�
OTREZKOW� I S�ETNOGO MNOVESTWA ODNOPARAMETRI�ESKIH SEMEJSTW S� SOSTO�
Q�IH IZ SIMMETRI�NYH RE�ENIJ�OTREZKOW I RASPADA��IHSQ NA SEMEJSTWA
Ai� Bj� Ckl� GDE CELYE i � 	� j � �� l � k � �� wPERWYE SEMEJSTWA S NA�EL

hENON ����� ZATEM BYLA RAZWITA IH TEORIQ 
���� GL� III�VI� ��	��� IZU�ENO
STROENIE SEMEJSTW TN 
���� GL� III�� nE OSTANAWLIWAQSX NA IZLOVENII �TOJ
TEORII� OTMETIM TOLXKO NEKOTORYE EE SLEDSTWIQ�
nA PLOSKOSTI � W KOORDINATAH  a�  e 
����� TELU P� SOOTWETSTWUET KRIWAQ

P ��

� � f�� j ej � �� ag

nA FIG� � ONA IZOBRAVENA �TRIH�PUNKTIROM� sTOLKNOWENIE WOZMOVNO
TOLXKO W KOLXCE

�� e 
 a�� 
 � � e
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nA FIG� � EMU SOOTWETSTWU�T OBLASTI ��� ��� ��� ��� OGRANI�ENNYE �TRI�
HOWYMI KRIWYMI I �TRIH�PUNKTIRNOJ KRIWOJ P ��

� � w �TIH OBLASTQH IZ�
OBRAVENY HARAKTERISTI�ESKIE KRIWYE SEMEJSTW S� oTMETIM� �TO KAV�
DOE SIMMETRI�NOE RE�ENIE�OTREZOK PERESEKAETSQ S PLOSKOSTX� � W ODNOJ

TO�KE� A IH ODNOPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO � PO KRIWOJ� KOTORAQ NAZY�
WAETSQ HARAKTERISTIKOJ SEMEJSTWA� bYLI PRIWEDENY 
���� GL� IV� ORBITY
RE�ENIJ�OTREZKOW SEMEJSTW Ai� Bj� Ckl�

�� pOROVDA��IE SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ

���� pOROVDA��IE RE�ENIQ� pUSTX PERIODI�ESKOE RE�ENIE M� OGRA�
NI�ENNOJ ZADA�I 
����� 
����� KOTOROE IMEETSQ PRI NEKOTOROM � � 	� MOVET
BYTX NEPRERYWNO PRODOLVENO DO � � 	 I W PREDELE DAET RE�ENIE 
NE TO��
KU� ODNOJ IZ PREDELXNYH ZADA�� �TOT PREDEL NAZYWAETSQ POROVDA��IM

PERIODI�ESKIM RE�ENIEM� sOGLASNO hENONU 
��	�� x ���	�� RAZLI�A�T TRI
WIDA POROVDA��IH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ W ZAWISIMOSTI OT PREDELAM�

W OSNOWNOJ PREDELXNOJ ZADA�E�
pERWYJ WID� wSE TO�KI RE�ENIQ M� OTDELENY OT TELA P��
wTOROJ WID� rE�ENIE M� IMEET HOTQ BY PO ODNOJ TO�KE NA TELE P� I

WNE TELA P��
tRETIJ WID� rE�ENIE M� CELIKOM LEVIT W TELE P��
pOROVDA��EE RE�ENIE PERWOGO WIDA QWLQETSQ PERIODI�ESKIM RE�ENI�

EM SINODI�ESKOJ ZADA�I DWUH TEL P� I P�� pOROVDA��EE RE�ENIE WTO�
ROGO WIDA SOSTOIT IZ NESKOLXKIH RE�ENIJ�OTREZKOW OSNOWNOJ PREDELXNOJ
ZADA�I� pOSKOLXKU PRI � � 	 OGRANI�ENNAQ ZADA�A IMEET INTEGRAL H

����� TO WSE RE�ENIQ�OTREZKI� WHODQ�IE W POROVDA��EE PERIODI�ESKOE
RE�ENIE� IME�T ODINAKOWOE ZNA�ENIE INTEGRALA H ILI POSTOQNNOJ qKOBI

C � ��H� pOROVDA��EE PERIODI�ESKOE RE�ENIE TRETXEGO WIDA QWLQETSQ
PERIODI�ESKIM RE�ENIEM ZADA�I hILLA ILI PROMEVUTO�NOJ ZADA�I hE�
NONA� pREDEL PRI � � 	 SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�ENIJ NAZYWAETSQ
POROVDA��IM SEMEJSTWOM� oNO MOVET SOSTOQTX IZ POROVDA��IH PERI�
ODI�ESKIH RE�ENIJ RAZNYH WIDOW�

���� pOROVDA��IE RE�ENIQ PERWOGO WIDA� wSE POROVDA��IE PERIODI�
�ESKIE RE�ENIQ PERWOGO WIDA I IH BIFURKACII BYLI IZU�ENY 
���� GL� VII�
VIII�� k NIM OTNOSQTSQ WSE SIMMETRI�NYE PERIODI�ESKIE RE�ENIQ� oNI
OBRAZU�T DWA SEMEJSTWA Id I Ir S KRUGOWYMI ORBITAMI I S�ETNOE �ISLO
SEMEJSTWE�

N S �LLIPTI�ESKIMI ORBITAMI S FIKSIROWANNOJ BOLX�OJ POLU�
OSX� 
ODNO ILI DWA SEMEJSTWA DLQ KAVDOGO RACIONALXNOGO N � a���� � 	�

���� RIS� ���� bIFURKACII MEVDU �TIMI SEMEJSTWAMI PROISHODQT W MES�
TAH PERESE�ENIQ SEMEJSTWA Id S SEMEJSTWAMIE	p��
�p DLQ p � �������� � � ��
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oBOZNA�IM �TI PERESE�ENIQ �EREZ Id
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�TIM PERESE�ENIQM SEMEJSTW SOOTWETSTWU�T TO�KI S N � 
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�� hARAKTER BIFUR�
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N POKAZAN NA FIG� �� bYLI PRIWEDENY

���� TABL� � pRILOVENIQ� WOZMU�ENIQ PERIODA T I SLEDA Tr NA NEKOTORYH
SEMEJSTWAH EN �
kROME TOGO� IME�TSQ SEMEJSTWA G��p NESIMMETRI�NYH POROVDA��IH

RE�ENIJ DLQ p � �� �� � � �� dLQ NIH N � ��p� sEMEJSTWO G� WYHODIT IZ

NEPODWIVNOJ TO�KI lAGRANVA L� KAK SEMEJSTWO KOROTKOPERIODI�ESKIH

RE�ENIJ� PERESEKAETSQ S SEMEJSTWOM E�

��p I ZAKAN�IWAETSQ W NEPODWIVNOJ

TO�KE L�� sEMEJSTWO G��p S p � � ZAMKNUTO� ONO DWAVDY PERESEKAETSQ S

SEMEJSTWOM E�

��p I NE PERESEKAETSQ S SEMEJSTWOM E�
��p�

���� pOROVDA��IE RE�ENIQ WTOROGO WIDA� pRI � � 	 WSQKOE SIM�
METRI�NOE PERIODI�ESKOE RE�ENIE SO STOLKNOWENIEM P� S P� OBRAZOWANO

RE�ENIQMI�OTREZKAMI IZ SEMEJSTW S I �ETNYM �ISLOM SIMMETRI�NO RAS�
POLOVENNYH OTREZKOW IZ SEMEJSTW TN � PRI�EM ZNA�ENIE POSTOQNNOJ qKO�
BI C NA WSEH OTREZKAH ODINAKOWO 
���� GL� III� IV�� pO�WIDIMOMU� KAVDAQ
TAKAQ KOMBINACIQ� POROVDA��AQ� nO �TO DOKAZANO TOLXKO DLQ PROSTEJ�
�IH IZ NIH� SOSTOQ�IH TOLXKO IZ ODNOGO ILI DWUH RE�ENIJ�OTREZKOW �����
bYLI IZU�ENY 
���� GL� III�V� SEMEJSTWA S� TN I IH HARAKTERISTIKI NA ��
bIFURKACII MEVDU SEMEJSTWAMI SIMMETRI�NYH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ

PROISHODQT W MESTAH PERESE�ENIQ SEMEJSTW Id� Ir� E�

N � S� pRI RACIONALX�
NOM N � 
p � q��p� N �� � PERESE�ENIQ SEMEJSTWA EN S SEMEJSTWAMI S
PROISHODQT NA ORBITAH� U KOTORYH
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k��
eSTX E�E DWE ORBITY PERESE�ENIQ 
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��� � fN � ��  e � ��g 
ZDESX PERESEKA�TSQ SEMEJSTWA Ir� E� I S��
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ZDESX PERESEKA�TSQ SEMEJSTWA Id� E�

� I S��
iTAK� NA UKAZANNYH ORBITAH Id
�� ��p� I EN 
k� PROISHODQT BIFURKA�

CII MEVDU KUSKAMI POROVDA��IH SEMEJSTW SIMMETRI�NYH PERIODI�ES�
KIH RE�ENIJ�
w FORMIROWANII POROVDA��IH SEMEJSTW BOLX�U� ROLX IGRA�T TAK�

VE �KSTREMALXNYE 
PO POSTOQNNOJ qKOBI C� ORBITY SEMEJSTW S� bYLA
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RAZWITA IH TEORIQ 
���� GL� IV� V�� I OPUBLIKOWANY �ISLENNYE ZNA�ENIQ

����� nA KAVDOM SEMEJSTWE S TIPA Ai I Bj WYBIRA�TSQ NA�ALXNAQ �KSTRE�
MALXNAQ ORBITA S
	� I NAPRAWLENIE WOZRASTANIQ NUMERACII TAK� �TO WSE
�KSTREMALXNYE ORBITY OBOZNA�A�TSQ S
k�� GDE CELOE �ISLO k MOVET BYTX
I OTRICATELXNYM� dLQ SEMEJSTW Ai ORBITA Ai
	� KRATNA ORBITE E�
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T�E�  a � ���  e � ��� dLQ SEMEJSTW Bj ORBITA Bj
	� � �TO E�
��� T�E�  a � ��
 e � �� nA SEMEJSTWAH Ckl ESTX TOLXKO DWE �KSTREMALXNYE ORBITY� Ckl
��
PRI  e � 	 I Ckl
��� PRI  e 	 	� iME�TSQ TABLICY SAMIH SEMEJSTW S �����
bYLI OPISANY 
���� GL� III� IV� BAZOWYE POROVDA��IE SEMEJSTWA Id�

Ir� E�

N � Ai� Bj� Ckl I TN � A TAKVE TO�KI PERESE�ENIQ IH HARAKTERISTIK
NA PLOSKOSTI SIMMETRII �� SOOTWETSTWU��IE SPECIALXNYM RE�ENIM� PO
KOTORYM PERESEKA�TSQ BAZOWYE SEMEJSTWA�

Id
N � � Id 
EN � Ir
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EN � EN 
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����

kROME TOGO� BYLI WYDELENY ��� OPISANNYE WY�E �KSTREMALXNYE ORBITY
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k�� Bj
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NA KOTORYH WOZMOVEN WOZWRAT 
SKLADKA� ILI ZAMYKANIE SOOTWETSTWU��
�EJ HARAKTERISTIKI POROVDA��EGO SEMEJSTWA� nA SPECIALXNYH RE�ENI�
QH 
���� PROISHODIT BIFURKACIQ PERESEKA��IHSQ BAZOWYH SEMEJSTW� T�E�
POROVDA��EE SEMEJSTWO SOSTOIT IZ KUSKOW BAZOWYH SEMEJSTW� OGRANI�EN�
NYH SPECIALXNYMI RE�ENIQMI� hARAKTER �TIH BIFURKACIJ OBSUVDALSQ
��	� ���� NO IZU�EN POKA NE WO WSEH SLU�AQH�
nA POROVDA��IH SEMEJSTWAH PERIODI�ESKIH RE�ENIJ WTOROGO WIDA


T�E� SO STOLKNOWENIQMI TEL P� I P�� SLED Tr � �	� sMENA ZNAKA Tr PROIS�
HODIT TOLXKO NA SPECIALXNYH I �KSTREMALXNYH RE�ENIQH DLQ SEMEJSTW�
PERIODI�ESKIE RE�ENIQ KOTORYH SOSTOQT IZ ODNOGO RE�ENIQ�OTREZKA SE�
MEJSTW S 
T�E� Ai� Bj ILI Ckl� ����� dLQ SEMEJSTW PERIODI�ESKIH RE�ENIJ�
SOSTAWLENNYH BOLEE �EM IZ ODNOGO RE�ENIQ�OTREZKA� KROME �TIH WOZMOV�
NY I DRUGIE MESTA SMENY ZNAKA SLEDA Tr� NO O NIH POKA NI�EGO NE IZWESTNO�
nO U REGULQRNOJ SISTEMY gAMILXTONA W MESTE PERESE�ENIQ DWUH SEMEJSTW

PERIODI�ESKIH RE�ENIJ SLED Tr � � NA ODNOM SEMEJSTWE I Tr � � cos
�
�q�
� NA DRUGOM� GDE NATURALXNOE �ISLO q � PORQDOK REZONANSA I KRATNOSTX

PERESE�ENIQ� pO�TOMU ODNOKUSKOWYE POROVDA��IE SEMEJSTWA MOGUT PE�
RESEKATXSQ TOLXKO NA SPECIALXNYH RE�ENIQH 
���� I NA �KSTREMALXNYH

RE�ENIQH 
����� A MNOGOKUSKOWYE E�E I NA NEIZWESTNYH RE�ENIQH�

���� pRIMERY POROVDA��IH SEMEJSTW 
����� ��	�� GL� �	��
sEMEJSTWO m NA�INAETSQ KAK �ASTX SEMEJSTWA Ir S a OT 	 DO � I S

 e � ��� pRI a � � ONO PEREHODIT W �ASTX SEMEJSTWA A� S  e 	 ��� WKL��AQ
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OTREZKI GIPERBOLI�ESKIH ORBIT� zDESX Tr � �� PRI a � � I Tr � �	 NA

SEMEJSTWE A� OT a � � DO �KSTREMALXNOJ ORBITY A�
��� ����� nA ORBITE
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qKOBI C UBYWA�T DO ��� A NA SEMEJSTWE B� ZNA�ENIQ N UBYWA�T OT ���
DO ZNA�ENIQ N �� SOOTWETSTWU��EGO C � ��� pUSTX NA SEMEJSTWE B� PRI
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ORBIT SEMEJSTWA B� ZNA�ENIE C ODINAKOWO� NO ONI PRINADLEVAT RAZNYM
U�ASTKAM SEMEJSTWA B�� NA ODNOJ ORBITE � 
 a 
 a�� I �� 
  e 
  e��� A
NA DRUGOJ a�� 
 a 
 a� I  e�� 
  e 
  e�� nA �KSTREMALXNOJ ORBITE B�
���
SEMEJSTWO ZAKAN�IWAETSQ KAK DWUKRATNOE�

sEMEJSTWO b NA�INAETSQ IZ NEPODWIVNOJ TO�KI L� KAK SEMEJSTWO E
�

�

OT  e � � DO  e � �� I ZDESX ZAKAN�IWAETSQ KAK DWUKRATNOE NA SEMEJSTWE h�
sEMEJSTWO f NA�INAETSQ KAK SEMEJSTWO f OBRATNYH KRUGOWYH ORBIT

ZADA�I DWUH TEL P� I P�� zATEM PEREHODIT W SEMEJSTWO f ZADA�I hILLA�
ZATEM � W SEMEJSTWO E�

� OT  e � � DO  e � ��� zDESX ONO PEREHODIT W �ASTX
SEMEJSTWAB� S a � � OT a � ��  e � �� DO ORBITY E���
	�� ZATEM W SEMEJSTWO
E�

��� DO ORBITY E���
��� W SEMEJSTWOB� DO ORBITY E���
	�� W SEMEJSTWOE
�
���

DO ORBITY E���
��� W SEMEJSTWO B� DO ORBITY E���
	�� I T�D�
sEMEJSTWO g NA�INAETSQ KAK SEMEJSTWO g PRQMYH KRUGOWYH ORBIT ZA�

DA�I DWUH TEL P� I P�� zATEM PEREHODIT W SEMEJSTWO g� ZADA�I hILLA� nA
RE�ENII M ONO PEREHODIT W SEMEJSTWO g�� ZADA�I hILLA� zATEM PEREHO�
DIT W KUSOK SEMEJSTWA B� S a 	 � DO a � ��  e � ��� zDESX ONO PEREHODIT
W SEMEJSTWO T� � T�� KAVDAQ ORBITA KOTOROGO OBRAZOWANA DWUMQ RAZNYMI
ORBITAMI SEMEJSTWA T�� SIMMETRI�NYMI DRUG DRUGU OTNOSITELXNO OSI x��
�TOT KUSOK ZAKAN�IWAETSQ PRI  a � ��  e � �� GDE PEREHODIT W SEMEJSTWO
g� ZADA�I hILLA� nA RE�ENII M ONO PEREHODIT W SEMEJSTWO g�

�
ZADA�I

hILLA� KOTOROE PRODOLVAETSQ OT  a � ��  e � � KUSKOM SEMEJSTWA B� S

a � �� bYLA OPISANA 
��	�� P� �	����� EGO DALXNEJ�AQ SUDXBA� NO OKON�ANIE
SEMEJSTWA NE IZWESTNO�




	

sEMEJSTWO l NA�INAETSQ KAK �ASTX SEMEJSTWA Id S a � 
	� ������ T�E� S
N � 
	� ����� pOSLE ORBITY Id
���� SEMEJSTWO PEREHODIT W SEMEJSTWO E�

���

DO ORBITY PERESE�ENIQ E���
��� GDE ONO PEREHODIT W SEMEJSTWO A� �B��
wOZMU�ENIQ POROVDA��IH SEMEJSTW IZU�ENY SLABO� iZWESTNO TOLXKO

SME�ENIE SLEDA Tr NA SEMEJSTWAH EN 
���� RIS� 
��� A TAKVE WOZMU�ENIQ
SLEDA Tr I PERIODA T NA SEMEJSTWAH EN 
���� pRILOVENIE� TABL� ��� bYLI
PROSLEVENY WOZMU�ENIQ �TIH POROVDA��IH SEMEJSTW PRI � � �	�� ����
I � � �	�� �����
dALEE RASSMOTRIM �WOL�CI� DWUH SEMEJSTW h I i PRI ROSTE � OT NULQ

DO �!�� nAPOMNIM� �TO ORBITA NAZYWAETSQ KRITI�ESKOJ� ESLI NA NEJ LIBO
Tr � ��� LIBO PROISHODIT STOLKNOWENIE TELA P� S TELOM P� ILI P�� LIBO
POSTOQNNAQ qKOBI IMEET �KSTREMUM WDOLX SEMEJSTWA PRI FIKSIROWANNOM

��

�� sEMEJSTWO h

sEMEJSTWO h NA�INAETSQ OBRATNYMI KRUGOWYMI ORBITAMI BESKONE�NO
MALOGO RADIUSA WOKRUG TELA P� BOLX�EJ MASSY�

���� pOROVDA��EE SEMEJSTWO h 
� � 	�� pOROVDA��EE SEMEJSTWO h
BYLO SNA�ALA OPISANO 
����� x �� KAK SEMEJSTWO IR�� ZATEM 
��	�� P� �	�����
KAK SEMEJSTWO h�
w TABL� � PRIWEDENY DANNYE PO �� KRITI�ESKIM ORBITAM WY�ISLENNOGO

KUSKA �TOGO SEMEJSTWA� NOMER ORBITY k� NORMIROWANNYJ PERIOD ORBITY

T�
�
�� ZNA�ENIE POSTOQNNOJ qKOBI C� SLED Tr 
ILI KONCY INTERWALA

EGO IZMENENIQ�� NA�ALXNYE TO�KI ORBITY W ASTRONOMI�ESKIH KOORDINATAH
 a
	� I  e
	� SOGLASNO SOOTNO�ENIQM 
������ TO�KA ORBITY �EREZ POLUPERIOD

 a
T����  e
T����
nA FIG� � POKAZANY HARAKTERISTIKI SEMEJSTWA W KOORDINATAH  a�  e� pO�

ROVDA��EE SEMEJSTWO h NA�INAETSQ KAK �ASTX SEMEJSTWA Ir OBRATNYH KRU�
GOWYH ORBIT WOKRUG TELA P� EDINI�NOJ MASSY� �TA �ASTX ZAKAN�IWAETSQ
ORBITOJ �� GDE SEMEJSTWO h PEREHODIT W �ASTX SEMEJSTWA A� S  e � ��� DO
ORBITY �� pRI �TOM NA ORBITE � PROISHODIT STOLKNOWENIE S TELOM P�� I
�TO STOLKNOWENIE SOHRANQETSQ PRI � � 	� A NA ORBITE � POSTOQNNAQ qKOBI
C DOSTIGAET MAKSIMUMA� w ORBITE � SEMEJSTWO h STANOWITSQ SEMEJSTWOM
E�

��� DO ORBITY �� pRI �TOM NA ORBITE � PROISHODIT STOLKNOWENIE S TELOM
P�� oT ORBITY � SEMEJSTWO h PRODOLVAETSQ KAK SEMEJSTWO A� DO ORBITY

��� pRI �TOM NA ORBITE 
 POSTOQNNAQ qKOBI C DOSTIGAET MINIMUMA� nA
ORBITE � PROISHODIT STOLKNOWENIE S TELOM P� NULEWOJ MASSY� nA ORBITE
�	 POSTOQNNAQ qKOBI C DOSTIGAET MAKSIMUMA� oT ORBITY �� SEMEJSTWO h
PRODOLVAETSQ KAK SEMEJSTWO E�

��� DO ORBITY ��� pRI �TOM NA ORBITE ��




�

PROISHODIT STOLKNOWENIE S TELOM P�� oT ORBITY �� SEMEJSTWO h PRODOL�
VAETSQ KAK SEMEJSTWO A� DO PERESE�ENIQ S SEMEJSTWOM E�

���� pRI �TOM NA

ORBITE �� POSTOQNNAQ qKOBI C DOSTIGAET MINIMUMA� NA ORBITE �� PROIS�
HODIT STOLKNOWENIE S TELOM P�� w CELOM SEMEJSTWO h SOSTOIT IZ KUSKOW

fA�� E
�
��	�k��
� A�� E

�
��	�k
g� k � �� �� � � �

wY�E BYL OPISAN PERWYJ TAKOJ KUSOK 
k � �� I NA�ALO WTOROGO 
k � ���
bYLO PRIWEDENO 
����� x �� ����� x �� MNOGO DETALEJ �TOGO SEMEJSTWA�

WKL��AQ ORBITY�

�����WOL�CIQ SEMEJSTWA h PRI ROSTE � OT � DO ����dLQ � � 	�			������
SOOTWETSTWU��EGO SLU�A� sOLNCE ��PITER� SEMEJSTWO h BYLO WY�ISLE�
NO 
����� x �� KAK SEMEJSTWO IR�J 
TAKVE SM� ����� x � I ����� x 
�� nA PLOS�
KOSTI  a�  e HARAKTERISTIKI �TOGO SEMEJSTWA PRAKTI�ESKI NE OTLI�A�TSQ
OT HARAKTERISTIK POROVDA��EGO SEMEJSTWA� POKAZANNYH NA FIG� �� sE�
MEJSTWO h WY�ISLENO DLQ � � 	�� I � � 	�� ���� I DLQ � � 	��� 	��� 	�� �����
nA FIG� 
 POKAZANY HARAKTERISTIKI SEMEJSTWA h PRI � � 	��� 	��� 	���wID�
NA �WOL�CIQ SEMEJSTWA h PRI ROSTE �� PRI�EM U SEMEJSTWA h NE POQWLQ�
�TSQ NOWYE OSOBENNOSTI I NE PROISHODQT SAMOBIFURKACII� dLQ � � 	�	��
SEMEJSTWO h BYLO WY�ISLENO ���� KAK SEMEJSTWO A��
pRODOLVENIE SM� W pREPRINTE �sLOVNYE SEMEJSTWA PERIODI�ESKIH RE�

�ENIJ OGRANI�ENNOJ ZADA�I�� tAM VE LITERATURA�







tABLICA ��

k T�
�
� C Tr  a
	�  e
	�  a
T���  e
T���
� 	��	 �� �����	� �� �� � ��
� ���	 ���
���� �	 ����
�
� 	������ �	
� ���� ���
	��	 ��	��	� �����
�	 	���		� ���	� ���
�
� ��		 ���
	��� ��	� �� �����
�	 	������ ����
 ���
	
� ��		 	������� � �����
�	 	 ����
 ��
� ��		 ���
��	�� ����	� �����
�	 �	������ ����
 ����
	

 ���� ���
���	� ��	��	� ���
���� �	������ ������ ���	��
� ���	 ��������� �	 �������� �	������ 	���� ������
� ���	 �������� �	 �������� 	������ �	

�	 ���� �������� ��	��	� ������

 	������ ����� ���	�
�� ��		 �������� ��	� �� �������� 	������ ����� ���	�
�� ��		 	������	 � �������� 	 ����� ��
�� ��		 ��������� ����	� �������� �	������ ����� ����	�
�� ��	� ��������� ��	��	� �������
 �	������ ���

 ������
�� ���	 ��������� �	 �������	 �	������ 	���� ���
�	
�� ���	 �����	�
 �	 ����	��� 	��
	�� �	


	prep_2007_34_heading
	prep2007_34.pdf

