




1. wWEDENIE

bUDUˆI PREDLOVENNYM s. k. gODUNOWYM E]E W KONCE PQTIDESQTYH GODOW, TAK
NAZYWAEMYJ ”METOD gODUNOWA” ZA POSLEDNIE NESKOLXKO DESQTILETIJ STAL ODNIM IZ

NAIBOLEE RASPROSTRANENNYH W MIRE METODOW WYˆISLITELXNOJ GIDRODINAMIKI. nA EGO
OSNOWE BYLI SOZDANY MO]NYE WYˆISLITELXNYE TEHNOLOGII DLQ RE[ENIQ PRIKLAD-
NYH I FUNDAMENTALXNYH ZADAˆ, SWQZANNYH S RASˆETAMI SLOVNYH TEˆENIJ SVIMAE-
MOJ VIDKOSTI, W TOM ˆISLE: ZADAˆ PRIKLADNOJ A“RODINAMIKI, WZRYWNYH PROCESSOW,
TERMOQDERNOGO SINTEZA I MNOGIH DRUGIH.

w OSNOWE METODA gODUNOWA LEVIT TOˆNOE RE[ENIE ZADAˆI rIMANA, BOLEE IZWEST-
NOJ W GAZODINAMIKE KAK ZADAˆA O RASPADE PROIZWOLXNOGO RAZRYWA. s MATEMATIˆESKOJ

TOˆKI ZRENIQ “TA ZADAˆA PREDSTAWLQET SOBOJ NAˆALXNU@ ZADAˆU kO[I DLQ ZAKONOW

SOHRANENIQ, OPREDELQ@]IH DWIVENIE SVIMAEMOJ VIDKOSTI, GDE NAˆALXNOE RASPRE-
DELENIE PARAMETROW VIDKOSTI PREDSTAWLQETSQ KUSOˆNO-POSTOQNNYMI FUNKCIQMI. s
TOˆKI ZRENIQ MEHANIKI DWIVENIQ VIDKOSTI ZADAˆA rIMANA OPISYWAET WZAIMODEJ-
STWIE DWUH SVIMAEMYH POTOKOW. zAMEˆATELXNOJ OSOBENNOSTX@ ZADAˆI QWLQETSQ TOT

FAKT, ˆTO ONA, W SILU AWTOMODELXNOSTI, DOPUSKAET TOˆNOE ANALITIˆESKOE RE[ENIE,
PREDSTAWLQEMOE W KOMPAKTNOJ QWNOJ FORME.

zADAˆA rIMANA, IMEQ NESOMNENNO BOLX[OJ TEORETIˆESKIJ INTERES KAK ODNA IZ

FUNDAMENTALXNYH ZADAˆ GAZOWOJ DINAMIKI, OKAZALASX TAKVE WESXMA “FFEKTIWNYM
INSTRUMENTOM W TEORII ˆISLENNYH METODOW. s. k. gODUNOW BYL PERWYM, KTO PRED-
LOVIL ISPOLXZOWATX EE TOˆNOE RE[ENIE W RASˆETNYH SHEMAH DLQ TEˆENIJ SVIMAE-
MOJ VIDKOSTI. sOGLASNO EGO ORIGINALXNOJ IDEE, MGNOWENNOE SOSTOQNIE DWIVU]EJSQ
SREDY SPERWA APPROKSIMIRUETSQ KUSOˆNO-POSTOQNNYM RASPREDELENIEM OPREDELQ@]IH
PARAMETROW (POSTOQNNYM W PREDELAH KAVDOJ RASˆETNOJ QˆEJKI). dRUGIMI SLOWAMI,
ISKOMOE TEˆENIE ZAMENQETSQ NA PRIBLIVENNOE, SOSTOQ]EE IZ MNOVESTWA “LEMENTAR-
NYH ODNORODNYH POTOKOW. tOGDA POSLEDU@]EE RAZWITIE WO WREMENI TAKOWOGO PRI-
BLIVENNOGO TEˆENIQ DOLVNO W TOˆNOSTI OPREDELQTXSQ RE[ENIQMI MNOVESTWA ZADAˆ

rIMANA, WOZNIKA@]IH NA GRANQH SˆETNYH QˆEEK. iNYMI SLOWAMI, POSLEDU@]AQ “WO-
L@CIQ APPROKSIMIRU@]EGO TEˆENIQ POLNOSTX@ OPREDELQETSQ WZAIMODEJSTWIEM “LE-
MENTARNYH POTOKOW NA GRANQH, KOTORYE ˆEREZ RE[ENIE ZADAˆI rIMANA PREDSTAWLQ-
@TSQ KONEˆNYMI ANALITIˆESKIMI FORMULAMI.

˜ISLENNYJ METOD, POSTROENNYJ NA OSNOWE TAKOGO RASSMOTRENIQ, SUTX STANDART-
NYJ METOD KONEˆNOGO OB˙EMA, GDE POTOKI NA GRANQH SˆETNYH QˆEEK RASSˆITYWA@TSQ
NA TOˆNOM RE[ENII SOOTWETSTWU@]EJ ZADAˆI rIMANA. pERWONAˆALXNO METOD BYL RAZ-
RABOTAN DLQ MODELI ODNOMERNYH TEˆENIJ GAZA (1; 2), ZATEM OBOB]EN NA MNOGOMERNYJ
SLUˆAJ (3; 4). w DALXNEJ[EM IDEI s. k. gODUNOWA POLUˆILI OˆENX [IROKOE RASPRO-
STRANENIE WO WSEM MIRE, I W NASTOQ]EE WREMQ MY IMEEM UVE USTOQW[IJSQ TERMIN W

WYˆISLITELXNOJ GIDRODINAMIKE - METODY GODUNOWSKOGO TIPA (5).
nASTOQ]AQ RABOTA OTNOSITSQ K OBLASTI ˆISLENNYH METODOW GODUNOWSKOGO TIPA. w

NEJ MY WPERWYE FORMULIRUEM I ISSLEDUEM RE[ENIE TAK NAZYWAEMOJ WARIACIONNOJ

ZADAˆI rIMANA. mATEMATIˆESKI ONA OPREDELQETSQ KAK ZADAˆA O NAHOVDENIE PERWOJ
WARIACII RE[ENIQ AWTOMODELXNOJ ZADAˆI PO OTNO[ENI@ K MALYM WARIACIQM NAˆALX-
NYH DANNYH. s TOˆKI ZRENIQ DINAMIKI DWIVU]EJSQ SREDY “TA ZADAˆA OPISYWAET

W LINEJNOM PRIBLIVENII WZAIMODEJSTWIE DWUH ODNORODNYH POLEJ MALYH WOZMU]E-
NIJ NA FONE TEˆENIQ, WOZNIKA@]EGO PRI RASPADE AWTOMODELXNOGO RAZRYWA. dRUGIMI
SLOWAMI, RE[ENIE WARIACIONNOJ ZADAˆI rIMANA DAET FAKTIˆESKI REZULXTATNOE POLE,
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OBRAZU@]EESQ PRI WZAIMODEJSTWII ODNORODNYH POLEJ WOZMU]ENIJ.
aKTUALXNOSTX “TOJ ZADAˆI W WYˆISLITELXNOJ GIDRODINAMIKE I MATEMATIˆESKOM

MODELIROWANII OBUSLAWLIWAETSQ DWUMQ OBSTOQTELXSTWAMI. pERWOE, NALIˆIE EE TOˆNO-
GO RE[ENIQ W QWNOM WIDE DAET WYHOD NA NEQWNYJ METOD gODUNOWA. mETOD gODUNOWA
TRADICIONNO ISPOLXZOWALSQ S QWNYMI WREMENNYMI SHEMAMI. rE[ENIE NEQWNYH URAW-
NENIJ SOPRQVENO S RE[ENIEM NELINEJNYH SISTEM, KOTOROE REALIZUETSQ, KAK PRAWILO,
ITERACIONNYM METODOM nX@TONA. pRI “TOM WOZNIKAET NEOBHODIMOSTX LINEARIZACII

NEWQZKI RAZNOSTNYH URAWNENIJ, ˆTO SWODITSQ PRAKTIˆESKI K LINEARIZACII FUNKCII
ˆISLENNOGO POTOKA. pOSLEDNQQ W METODE gODUNOWA PREDSTAWLQETSQ WESXMA SLOVNYM
NELINEJNYM WYRAVENIEM, LINEARIZACIQ KOTOROGO DO NASTOQ]EJ RABOTY SˆITALASX

PROBLEMATIˆNOJ. rE[ENIE VE WARIACIONNOJ ZADAˆI rIMANA FAKTIˆESKI PREDOSTAW-
LQET WOZMOVNOSTX TAKOJ LINEARIZACII.

wTOROE OBSTOQTELXSTWO, OBUSLAWLIWA@]EE AKTUALXNOSTX WARIACIONNOJ ZADAˆI rI-
MANA, SOSTOIT W TOM, ˆTO ONA OPISYWAET OSNOWNOJ “LEMENT “WOL@CII POLEJ MALYH

WOZMU]ENIJ NA FONE NEODNORODNYH TEˆENIJ, ˆTO, W SWO@ OˆEREDX, IMEET NEPOSRED-
STWENNOE OTNO[ENIE K ZADAˆAM A“ROAKUSTIKI. —TOT “LEMENT - WZAIMODEJSTWIE DWUH
ODNORODNYH POLEJ WOZMU]ENIJ. pOSKOLXKU “WOL@CIQ POLQ MALYH WOZMU]ENIJ MOVET
BYTX PREDSTAWLENA KAK POSLEDOWATELXNOE WZAIMODEJSTWIE MNOGOˆISLENNYH ODNOROD-
NYH “LEMENTARNYH POLEJ, WARIACIONNAQ ZADAˆA rIMANA PO SUTI QWLQETSQ OSNOWOPO-
LAGA@]EJ W OBLASTI A“ROAKUSTIKI.

w RABOTE MY SNAˆALA POKAZYWAEM, ˆTO WARIACIONNAQ ZADAˆA rIMANA DOPUSKAET
TOˆNOE RE[ENIE, KOTOROE QWLQETSQ EDINSTWENNYM PRI L@BYH NAˆALXNYH DANNYH I

MOVET BYTX PREDSTAWLENO W KOMPAKTNOJ FORME W WIDE QWNYH ANALITIˆESKIH WYRAVE-
NIJ. wO WTOROJ ˆASTI RABOTY OBSUVDA@TSQ DWA WOZMOVNYH PRILOVENIQ POLUˆENNOGO

RE[ENIQ. —TO - REALIZACIQ NEQWNOGO METODA gODUNOWA I ˆISLENNOE MODELIROWANIE

ZADAˆ A“ROAKUSTIKI.

2. wARIACIONNAQ ZADAˆA rIMANA

zADAˆA rIMANA DLQ ODNOMERNYH URAWNENIJ GAZODINAMIKI

∂Q

∂t
+

∂F

∂x
= 0 (1)

GDE Q I F OBOZNAˆA@T SOOTWETSTWENNO WEKTOR KONSERWATIWNYH PEREMENNYH I WEK-
TOR POTOKA, FORMULIRUETSQ KAK “WOL@CIONNAQ ZADAˆA kO[I S KUSOˆNO-POSTOQNNYM
RASPREDELENIEM NAˆALXNYH DANNYH PRI t = 0 WIDA:

Q =

{
Ql for x < 0
Qr for x > 0

(2)

wEKTORY Ql I Qr SUTX POSTOQNNYE, NE ZAWISQ]IE OT PROSTRANSTWENNOJ KOORDINATY
x.

—TA ZADAˆA IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE PRI L@BYH, NO FIZIˆESKI DOPUSTIMYH,
NAˆALXNYH DANNYH, KOTOROE PREDSTAWLQETSQ KUSOˆNO-GLADKOJ FUNKCIEJ AWTOMODELX-
NOGO PARAMETRA λ = x/t I NAˆALXNYH WEKTOROW Ql I Qr. oNO WPERWYE BYLO OPISANO W
RABOTAH n. e. kOˆINA (6).
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wWEDQ QR DLQ OBOZNAˆENIQ WY[EUPOMQNUTOJ KUSOˆNO-GLADKOJ FUNKCII, RE[ENIE
ZADAˆI rIMANA MOVNO ZAPISATX TAK:

Q(t, x) = QR(λ, Ql, Qr) (3)

dETALXNYJ ANALIZ RE[ENIQ I WID FUNKCII QR DANY W MONOGRAFII (3). oBLASTI
GLADKOSTI FUNKCII OPREDELQ@TSQ NABOROM SILXNYH I SLABYH RAZRYWOW, WOZNIKA@-
]IH W TOˆKE NAˆALXNOGO RAZRYWA I RASPROSTRANQ@]IHSQ S POSTOQNNYMI SKOROSTQMI

(λ = const). —TI RAZRYWY PRI L@BYH NAˆALXNYH DANNYH OBLADA@T OPREDELENNOJ

STROGOJ STRUKTUROJ. sREDI NIH ODIN - WSEGDA KONTAKTNYJ RAZRYW, RAZDELQ@]IJ
SREDY, NAHODQ]IESQ W NAˆALXNYJ MOMENT SLEWA (x < 0) I SPRAWA (x > 0) OT RAZRY-
WA. s OBEIH STORON K KONTAKTNOMU RAZRYWU PRIMYKA@T OBLASTI ODNORODNOGO (KON-
STANTNOGO) TEˆENIQ, TAK NAZYWAEMYE KONTAKTNYE ZONY (kz), KOTORYE OTDELQ@TSQ
OT SOOTWETSTWU@]IH OBLASTEJ NEWOZMU]ENNOGO TEˆENIQ W ZAWISIMOSTI OT ZNAˆENIJ

NAˆALXNYH PARAMETROW LIBO ODNOJ UDARNOJ WOLNOJ, LIBO ODNIM SLABYM RAZRYWOM,
LIBO ODNIM WEEROM CENTRIROWANNOJ WOLNY RAZREVENIQ (cwr). tAKIM OBRAZOM, OB-
]EE ˆISLO RAZRYWOW, WOZNIKA@]IH W ZADAˆE rIMANA MOVET NAHODITXSQ W DIAPAZONE
OT 3 DO 5. oNI RAZBIWA@T WS@ OBLASTX TEˆENIQ NA RQD PODOBLASTEJ, W KOTORYH RE-
ALIZUETSQ LIBO ODNORODNYJ POTOK (Q(λ) = const) , LIBO PEREMENNOE TEˆENIE cwr,
OPREDELQEMOE SOOTNO[ENIQMI

u± a− λ = 0; cu′ ∓ p′ = 0; v′ = w′ = s′ = 0 (4)

GDE u, v, w - KOMPONENTY WEKTORA SKOROSTI, ρ, p, s, a - PLOTNOSTX, DAWLENIE, “NTROPIQ
I SKOROSTX ZWUKA, c = ρa, [TRIH OBOZNAˆAET PROIZWODNU@ PO λ. wERHNIJ ZNAK W “TIH
SOOTNO[ENIQH BERETSQ DLQ SLUˆAQ cwr SPRAWA OT KONTAKTNOGO RAZRYWA, A NIVNIJ
- SLEWA OT NEGO. eSLI NE BUDET OGOWORENO OSOBO, “TOMU PRAWILU DWOJNOGO ZNAKA MY
BUDEM SLEDOWATX I W DALXNEJ[EM.

nA GRANICAH OBLASTEJ GLADKOSTI PARAMETRY TEˆENIQ DOLVNY UDOWLETWORQTX OPRE-
DELENNYM USLOWIQM, KOTORYE SUTX USLOWIE NEPRERYWNOSTI, ESLI RAZRYW SLABYJ (OKAJM-
LQ@]IE HARAKTERISTIKI cwr), USLOWIQ r“NKINA-g@GONIO NA UDARNOJ WOLNE I NEPRE-
RYWNOSTX DAWLENIQ I u−KOMPONENTY SKOROSTI NA KONTAKTNOM RAZRYWE. —TIH SOOTNO-
[ENIJ OKAZYWAETSQ DOSTATOˆNO, ˆTOBY OPREDELITX WOZNIKA@]U@ WOLNOWU@ STRUKTU-
RU I PARAMETRY W OBLASTQH GLADKOSTI.

wARIACIONNAQ ZADAˆA rIMANA (wzr), O KOTOROJ POJDET REˆX W NASTOQ]EJ RA-
BOTE, FORMULIRUETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. pUSTX IZWESTNO RE[ENIE ZADAˆI rIMANA
QR(λ, Ql, Qr) PRI NAˆALXNYH DANNYH Ql I Qr. tREBUETSQ NAJTI KAK IZMENITSQ “TO
RE[ENIE, ESLI PODWERGNUTX NAˆALXNYE ZNAˆENIQ MALYM WOZMU]ENIQM

Ql → Ql + δQl, Qr → Qr + δQr (5)

dRUGIMI SLOWAMI, TREBUETSQ NAJTI PERWU@ WARIACI@ RE[ENIQ PRI MALYH WOZ-
MU]ENIQH NAˆALXNYH DANNYH. oˆEWIDNO, ONA PREDSTAWLQETSQ SLEDU@]EJ LINEJNOJ
FORMOJ:

δQR = MlδQl + MrδQr (6)

GDE MATRICY Ml and Mr, KOTORYE MY BUDEM W DALXNEJ[EM NAZYWATX WARIACIONNY-
MI, QWLQ@TSQ PO SUTI QKOBIANAMI FUNKCII RE[ENIQ ZADAˆI rIMANA PO WEKTORAM

NAˆALXNYH DANNYH, T. E.

Mi = Mi(λ,QR) =
∂QR

∂Qi

, i = l, r (7)
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tAKIM OBRAZOM, wzr SWODITSQ K NAHOVDENI@ WARIACIONNYH MATRIC. oTMETIM,
ˆTO PODOBNO TOMU, KAK ZADAˆA rIMANA QWLQETSQ PERWOKIRPIˆIKOM W GAZODINAMIKE,
OPREDELQQ WZAIMODEJSTWIE “LEMENTARNYH POTOKOW, wzr QWLQETSQ TEM VE W DINAMIKE

POLEJ MALYH WOZMU]ENIJ, TAK KAK OPREDELQET WZAIMODEJSTWIE “LEMENTARNYH WOZ-
MU]ENIJ. w “TOM SMYSLE “TA ZADAˆA IMEET OSNOWOPOLAGA@]EE ZNAˆENIE, I MOVNO

OVIDATX, ˆTO ONA SMOVET NAJTI [IROKOE PRIMENENIE W OBLASTI ˆISLENNOGO MODELI-
ROWANIQ ZADAˆ A“ROAKUSTIKI.

pOSTROENIE RE[ENIE wzr PROWODITSQ SLEDU@]IM OBRAZOM. pREVDE WSEGO OTME-
TIM, ˆTO MATRICY Ml and Mr QWLQ@TSQ KUSOˆNO-GLADKIMI FUNKCIQMI λ, PRIˆEM OB-
LASTI GLADKOSTI TE VE, ˆTO I W BAZOWOJ ZADAˆE rIMANA, I OPREDELQ@TSQ EE WOLNOWOJ
STRUKTUROJ. i KROME TOGO, MATRICY - KONSTANTY PO OTNO[ENI@ K λ W TEH PODOBLA-
STQH, GDE W BAZOWOJ ZADAˆE REALIZUETSQ ODNORODNYJ POTOK, T. E., W NEWOZMU]ENNYH
OBLASTQH I KONTAKTNYH ZONAH.

pUSTX λ1, . . . , λ5 OBOZNAˆA@T SKOROSTI RAZRYWOW: λ3 SOOTWETSTWUET KONTAKTNOMU

RAZRYWU, λ1 I λ2 - WOLNE SLEWA OT NEGO (PEREDNQQ I ZAMYKA@]AQ HARAKTERISTIKI

cwr, ESLI λ1 6= λ2, ILI UDARNAQ WOLNA ILI SLABYJ RAZRYW, ESLI λ1 = λ2), A λ5 I λ4 -
WOLNE SPRAWA. w NEWOZMU]ENNYH OBLASTQH WARIACIONNYE MATRICY TRIWIALXNY

Ml = I I Mr = O ESLI −∞ < λ < λ1 (8)

Ml = O I Mr = I ESLI λ5 < λ < +∞

GDE I I O - EDINIˆNAQ I NULEWAQ MATRICY. w KONTAKTNYH ZONAH MATRICY DOLVNY

OPREDELQTXSQ NA OSNOWE SOPRQGA@]IH SOOTNO[ENIJ DLQ WOZMU]ENIJ NA KONTAKTNOM

RAZRYWE S ODNOJ STORONY, I ZAMYKA@]EJ HARAKTERISTIKE cwr ILI UDARNOJ WOLNE S

DRUGOJ STORONY.
dLQ DALXNEJ[EGO RASSMOTRENIQ UDOBNO WWESTI WEKTOR PRIMITIWNYH PEREMENNYH

U = (u, p, s, v, w)T
I WARIACIONNYE MATRICY µl and µr, ASSOCIIROWANNYE S “TIM

WEKTOROM

δUR = µlδUl + µrδUr (9)

mATRICY M I µ SWQZANY MEVDU SOBOJ ˆEREZ QKOBIAN WEKTORA KONSERWATIWNYH PERE-
MENNYH PO PRIMITIWNOMU WEKTORU B(U) = ∂Q/∂U:

Mi = B
(
UR

)
µiB (Ui)

−1 i = l, r (10)

2.1. rE[ENIE W OBLASTI cwr.

sISTEMA URAWNENIJ, OPREDELQ@]IH RE[ENIE wzr W OBLASTI cwr (λ1 ≤ λ ≤ λ2 ILI

λ4 ≤ λ ≤ λ5), POLUˆAETSQ PUTEM WARXIROWANIQ SOOTNO[ENIJ (4). oNA PREDSTAWLQET
SOBOJ SISTEMU DIFFERENCIALXNYH URAWNENIJ PERWOGO PORQDKA. gRANIˆNYM USLOWIEM
DLQ NEE SLUVIT USLOWIE SRA]IWANIQ NA PEREDNEJ HARAKTERISTIKE WOLNY

δU + U′δλ1 = Ul PRI λ = λ1 (11)

ILI

δU + U′δλ5 = Ur PRI λ = λ5

pRI INTEGRIROWANII “TOJ SISTEMY UDOBNO PEREJTI K NOWYM ZAWISIMYM PEREMEN-
NYM δI± = cδu ± δp, KOTORYE MOVNO RASSMATRIWATX KAK LINEJNYE ANALOGI RIMA-
NOWSKIH INWARIANTOW. rE[ENIE W “TOM SLUˆAE LEGKO OPREDELQETSQ I ZAPISYWAETSQ
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SLEDU@]IM OBRAZOM:

δI∓ =
c

ci

δI∓i ∓ c

∫ p

pi

1

c2

(
∂c

∂s

)
p

dp · δsi (12)

δu± δa = 0

δv = δvi

δw = δwi

δs = δsi

GDE WERHNIJ ZNAK BERETSQ WMESTE S i = l DLQ SLUˆAQ LEWOSTORONNEJ WOLNY, A NIVNIJ
ZNAK I i = r - DLQ PRAWOSTORONNEJ.

pOLUˆENNOE RE[ENIE MOVNO TAKVE PREDSTAWITX W MATRIˆNOM WIDE

δU = µ
WR
i δUi (13)

WWEDQ MATRICY

µ
WR
i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− Γ ∓(1− Γ)/ci ∓
[
ω(1− Γ) + Γ(∂a/∂s)p

]
0 0

∓Γc cΓ/ci cΓ
[
ω − (∂a/∂s)p

]
0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(14)

GDE

Γ =
2

γ + 1
(15)

γ = 1 + ρ

(
∂a2

∂p

)
s

ω =

∫ p

pi

1

c2

(
∂c

∂s

)
p

dp

tAKIM OBRAZOM, W OBLASTI cwr WARIACIONNYE MATRICY RAWNY

µl = µ
WR
l , µr = O DLQ λ1 ≤ λ ≤ λ2 (16)

µl = O, µr = µWRr DLQ λ4 ≤ λ ≤ λ5

w SLUˆAE IDEALXNOGO SOWER[ENNOGO GAZA γ W (15) SWODITSQ K POKAZATEL@ ADIABATY

(OTNO[ENI@ UDELXNYH TEPLOEMKOSTEJ), A ω I (∂a/∂s)p PRINIMA@T WID

ω =
a− ai

(γ − 1)si

(17)(
∂a

∂s

)
p

= − a

2si
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2.2. rE[ENIE W KONTAKTNOJ ZONE

w PREDELAH KONTAKTNYH ZON λ2 ≤ λ ≤ λ3 I λ3 ≤ λ ≤ λ4 WARIACII PARAMETROW

TEˆENIQ POSTOQNNY I DOLVNY OPREDELQTXSQ NA OSNOWE SOOTWETSTWU@]IH LINEARIZO-
WANNYH SOOTNO[ENIJ NA RAZRYWAH, OGRANIˆIWA@]IH “TI ZONY. —TI USLOWIQ OPREDE-
LQ@TSQ TIPOM RAZRYWA, KOTORYJ W ZAWISIMOSTI OT KONKRETNYH NAˆALXNYH DANNYH
MOVET BYTX LIBO SLABYM, LIBO UDARNOJ WOLNOJ.

w PERWOM SLUˆAE (KONTAKTNAQ ZONA OTDELENA OT NEWOZMU]ENNOGO TEˆENIQ WOLNOJ
RAZREVENIQ) MY IMEEM NEPRERYWNOSTX SLEDU@]IH PARAMETROW NA RAZRYWE:

[δI∓] = [δs] = [δv] = [δw] = 0 PRI λ = λi (18)

zDESX [·] OBOZNAˆAET WELIˆINU SKAˆKA, i = 2 I NIVNIJ ZNAK BERUTSQ DLQ LEWOSTORONNEJ
WOLNY, A i = 4 I WERHNIJ ZNAK - DLQ PRAWOSTORONNEJ PO OTNO[ENI@ K KONTAKTNOMU

RAZRYWU.
uRAWNENIJ (18) NA EDINICU MENX[E, ˆEM ˆISLO NEIZWESTNYH. pO“TOMU WARIACII W

KONTAKTNOJ ZONE MOGUT BYTX OPREDELENY S TOˆNOSTX@ DO ODNOJ PROIZWOLXNOJ POSTO-
QNNOJ. iH UDOBNO PREDSTAWITX ˆEREZ WEKTORA NAˆALXNYH WARIACIJ δUl,r

δUi
3 = N iδUi + miCi, i = l, r (19)

GDE N - MATRICA I m - WEKTOR, KOTORYE MY BUDEM W DALXNEJ[EM NAZYWATX KONTAKT-
NYMI MATRICEJ I WEKTOROM, A C - PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ. zDESX I DALEE NIVNIJ
INDEKS 3 ISPOLXZUETSQ DLQ OBOZNAˆENIQ PARAMETROW KONTAKTNOJ ZONY.

wYBIRAQ W KAˆESTWE C WARIACI@ SKOROSTI δu3 I ISPOLXZUQ SOOTNO[ENIQ (13) I
(14), NETRUDNO POLUˆITX WYRAVENIQ DLQ KONTAKTNYH MATRICY I WEKTORA W SLUˆAE

cwr:

N i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 0 0
∓c3 c3/ci c3(ω3 − ωi) 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, mi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
±c3

0
0
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(20)

wARIACIQ SKOROSTI ZAMYKA@]EJ HARAKTERISTIKI cwr SWQZANA S KONSTANTOJ C SOOT-
NO[ENIEM

δλi =
Ci − δuWR

u′

∣∣∣∣
λ=λi

(21)

w SLUˆAE, KOGDA KONTAKTNAQ I NEWOZMU]ENNYE ZONY RAZDELQ@TSQ UDARNOJ WOL-
NOJ, SOOTNO[ENIQ DLQ WARIACIJ WYTEKA@T IZ LINEARIZACII SOOTNO[ENIJ r“NKINA-
g@GONIO

[(A− λiI) BδU] = δλi [Q] (22)

GDE A - QKOBIAN FUNKCII POTOKA F (A = ∂F/∂Q), [·] = (·)3 − (·)i I i = l ILI r W

ZAWISIMOSTI OT SLUˆAQ λi = λ1 = λ2 ILI λi = λ4 = λ5, SOOTWETSTWENNO.
kAK I W SLUˆAE cwr, SOOTNO[ENIJ NA UDARNOJ WOLNE NEDOSTATOˆNO, ˆTOBY OPRE-

DELITX WARIACII PARAMETROW TEˆENIQ W KONTAKTNOJ ZONE. oNI MOGUT BYTX NAJDENY
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LI[X S TOˆNOSTX@ DO ODNOJ PROIZWOLXNOJ KONSTANTY I PREDSTAWLENY TAKVE W FORME

URAWNENIJ (19). w KAˆESTWE “TOJ KONSTANTY UDOBNO WYBRATX KOMBINACI@

Ci =

[
1

ρ

]
δmi +

δρi

ρ2
i

mi (23)

GDE mi OBOZNAˆAET POTOK MASSY ˆEREZ UDARNU@ WOLNU, mi = ρi(ui − λi) = ρ3(u3 − λi).
pRI TAKOM WYBORE PROIZWOLXNOJ KONSTANTY PUTEM NESLOVNYH, NO DOSTATOˆNO GRO-

MOZDKIH WYKLADOK, KOTORYE MY ZDESX NE PRIWODIM, KONTAKTNYE MATRICU I WEKTOR

MOVNO NAJTI W SLEDU@]EM WIDE:

N i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 (1 + M2

i ) /mi + χ2 −miσiTi − χ3 0 0
0 −miχ2 miχ3 0 0
0 −∆i/ (miT3) Ti/T3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; mi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1− χ1

χ1mi

∆i/T3

0
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(24)

GDE ∆i = u3 − ui, Mi = mi/ci - ˆISLO mAHA PERED FRONTOM WOLNY, T - TEMPERATURA I
σ = (∂T/∂p)s/T . pARAMETRY χ1, χ2, χ3 W URAWNENIQH (24) RAWNY:

χ1 =
2 + mi∆iσ3

M2
3 − 1

, χ2 =
1 + M2

i + mi∆iσ3

mi (M2
3 − 1)

, χ3 = miTi
σ3 + σ1

M2
3 − 1

(25)

S M3 = mi/c3, OBOZNAˆA@]IM OTNOSITELXNOE ˆISLO mAHA ZA WOLNOJ. wARIACIQ SKORO-
STI WOLNY PRI WYBORE KONSTANTY W WIDE (23) DAETSQ URAWNENIEM

δλi = δui +
ρ3

ρ3 − ρi

[
Ci −

δρi

ρ3

(ui − λi)

]
(26)

tAKIM OBRAZOM, WARIACII W KONTAKTNYH ZONAH NAHODQTSQ W WIDE (19) S SOOTNO[E-
NIQMI (20) I (24), OPREDELQ@]IMI KONTAKTNYE MATRICU I WEKTOR W SLUˆAE cwr I

UDARNOJ WOLNY. ˜TOBY ZAWER[ITX POSTROENIE RE[ENIQ, NEOBHODIMO OPREDELITX DWE
KONSTANTY Cl I Cr, SOOTWETSTWENNO SLEWA I SPRAWA OT KONTAKTNOGO RAZRYWA. dLQ
“TOGO IMEETSQ ROWNO DWA USLOWIQ, WYRAVA@]IE NEPRERYWNOSTX WARIACIJ DAWLENIQ I
SKOROSTI NA KONTAKTNOM RAZRYWE:

[δu] = 0, [δp] = 0 (27)

oKONˆATELXNYJ REZULXTAT MOVNO SFORMULIROWATX W “LEGANTNOM I KOMPAKTNOM

WIDE, ESLI WWESTI PONQTIE SOBSTWENNOJ I SOPRQVENNOJ WELIˆINY. wELIˆINA NAZYWA-
ETSQ SOBSTWENNOJ ILI SOPRQVENNOJ W ZAWISIMOSTI OT ZNAˆENIQ AWTOMODELXNOGO PA-
RAMETRA λ. eSLI, NAPRIMER, ZNAˆENIE λ TAKOWO, ˆTO ONO SOOTWETSTWUET POLOVENI@

SLEWA OT KONTAKTNOGO RAZRYWA, TO WSEM WELIˆINAM, OTNOSQ]IMSQ K OBLASTQM SLE-
WA OT KONTAKTNOGO RAZRYWA PRIPISYWAETSQ ATRIBUTIKA ”SOBSTWENNYJ”, A WELIˆINAM,
OTNOSQ]IMSQ K PRAWOSTORONNIM OBLASTQM - ”SOPRQVENNYJ”. wWODQ WERHNIJ INDEKS

”ZWEZDOˆKA”DLQ OBOZNAˆENIQ SOPRQVENNYH WELIˆIN, WARIACI@ ZADAˆI rIMANA MOVNO

ZAPISATX W SLEDU@]EM WIDE:

δU = µδU0 + µ∗δU∗
0 (28)

9



S SOBSTWENNYMI I SOPRQVENNYMI WARIACIONNYMI MATRICAMI

µ = I, µ∗ = 0 W NEWOZMU]ENNOJ ZONE

µ = µWR, µ∗ = 0 W OBLASTI cwr

µ = N + m× k∗, µ∗ = m× n∗ W KONTAKTNOJ ZONE

(29)

GDE µWR - WARIACIONNAQ MATRICA cwr (14), N I m OPREDELQ@TSQ URAWNENIQMI (20) W
SLUˆAE, KOGDA NEWOZMU]ENNAQ I KONTAKTNAQ ZONY W BAZOWOJ ZADAˆE rIMANA RAZDELENY

WEEROM cwr, I URAWNENIQMI (24) I ( 25), KOGDA ONI RAZDELENY UDARNOJ WOLNOJ. wEKTO-
RY n I k W “TIH WYRAVENIQH OPREDELQ@TSQ ˆEREZ KOMPONENTY KONTAKTNYH MATRICY

I WEKTORA

n =
m2N1 −m1N2

m2m∗
1 −m1m∗

2

, k =
m1N

∗
2 −m2N

∗
1

m2m∗
1 −m1m∗

2

(30)

GDE N1 I N2 OBOZNAˆA@T PERWU@ I WTORU@ STROKI MATRICY N , A m1 and m2 - PERWYJ
I WTOROJ “LEMENTY WEKTORA m.

kONSTANTA C, ˆEREZ KOTORU@ OPREDELQ@TSQ WARIACII SKOROSTEJ RAZRYWOW (21),
(23) I (26), WYRAVAETSQ ˆEREZ WARIACII NAˆALXNYH DANNYH

C = (k∗, δU0) + (n∗, δU∗
0) (31)

kAK ˆASTNYJ SLUˆAJ POSTROENNOGO WY[E RE[ENIQ, RASSMOTRIM WARIACIONNU@ ZA-
DAˆU rIMANA DLQ ODINOˆNOGO KONTAKTNOGO RAZRYWA. w “TOM SLUˆAE WOLNOWAQ KARTINA

BAZOWOJ ZADAˆI rIMANA SOSTOIT IZ TREH WOLN: KONTAKTNOGO RAZRYWA λ = λ3 I DWUH

SLABYH RAZRYWOW λ = λ1 = λ2 I λ = λ4 = λ5, RASPOLOVENNYH SLEWA I SPRAWA OT NEGO.
sOBSTWENNYE I SOPRQVENNYE MATRICY KONTAKTNYH ZON TOGDA OPREDELQ@TSQ URAWNE-
NIQMI (20),(29) I (30) I IME@T WID

µ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0/c ∓1/c 0 0 0

∓c0 ± c2
0/c 1− c0/c 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, µ∗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c∗0/c ±1/c 0 0 0

±c0c
∗
0/c c0/c 0 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(32)

GDE c = c0 + c∗0 = cl + cr I WERHNIJ ZNAK NADO BRATX DLQ λ > λ3, A NIVNIJ - DLQ
λ < λ3. oTS@DA, W ˆASTNOSTI, POLUˆA@TSQ WARIACII DAWLENIQ I SKOROSTI W OBLASTI
WZAIMODEJSTWIQ λ1 ≤ λ ≤ λ5

δu =
clδul + crδur − (δpr − δpl)

c
(33)

δp =
crδpl + clδpr − clcr (δur − δul)

c

ˆTO W TOˆNOSTI SOWPADAET S RE[ENIEM LINEARIZOWANNOJ ZADAˆI rIMANA, OPISANNOJ W
MONOGRAFII (4).

3. nEQWNYJ METOD gODUNOWA

w “TOM RAZDELE MY ISPOLXZUEM POLUˆENNOE WY[E RE[ENIE WARIACIONNOJ ZADAˆI

rIMANA DLQ REALIZACII NEQWNOGO METODA gODUNOWA. rASSMOTRIM SISTEMU URAWNENIJ
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nAWXE-sTOKSA DLQ TEˆENIJ SVIMAEMOJ VIDKOSTI, ZAPISANNU@ W KONSERWATIWNOJ FOR-
ME

∂tq + ∂kfk = ∂kgk (34)

GDE q - WEKTOR KONSERWATIWNYH PEREMENNYH, “LEMENTAMI KOTOROGO QWLQ@TSQ PLOT-
NOSTX, 3 DEKARTOWYE KOMPONENTY MOMENTA KOLIˆESTWA DWIVENIQ I UDELXNAQ POLNAQ

“NERGIQ, A fk I gk - WEKTORY NEWQZKIH I WQZKIH POTOKOW, SOOTWETSTWENNO.
—TI URAWNENIQ DISKRETIZIRU@TSQ PO WREMENI NEQWNYM METODOM I PO PROSTRAN-

STWU METODOM KONEˆNYH OB˙EMOW. pOLUˆENNAQ TAKIM OBRAZOM SISTEMA DISKRETNYH

URAWNENIJ RE[AETSQ ZATEM METODOM USTANOWLENIQ PO PSEWDO-WREMENNOJ PEREMENNOJ S
ISPOLXZOWANIEM NEQWNOJ DISKRETIZACII I NX@TONOWSKIH ITERACIJ (7). rEZULXTATOM
TAKOGO PODHODA QWLQETSQ LINEJNAQ SISTEMA URAWNENIJ DLQ OPREDELENIQ ITERACIONNO-
GO INKREMENTA ∆sq = qn+1,s+1 − qn+1,s:[

Vi(
1

∆τ
+

1

∆t
) + Dn+1,s

i

]
∆sqi = Rn+1,s

i −
∑

σ

G (∆sqσ) (35)

GDE WERHNIE INDEKSY n and s UKAZYWA@T NA WREMENNOJ SLOJ I NOMER WNUTRENNEJ NX@-
TONOWSKOJ ITERACII, SOOTWETSTWENNO, ∆τ - [AG DISKRETIZACII PO PSEWDO-WREMENI,
∆t - [AG PO FIZIˆESKOMU WREMENI I SUMMIROWANIE PO σ W PRAWOJ ˆASTI URAWNENIJ

OZNAˆAET SUMMIROWANIE PO WSEM GRANQM, SOSTAWLQ@]IM BOKOWU@ POWERHNOSTX RAS-
SMATRIWAEMOJ SˆETNOJ QˆEJKI i.

pERWOE SLAGAEMOE W PRAWOJ ˆASTI URAWNENIJ (35), R, PREDSTAWLQET SOBOJ ITERA-
CIONNU@ NEWQZKU

Rn+1,s
i =

∑
σ

(
−fn+1,s + gn+1,s

)
− Vi

(
qn+1,s

i − qn
i

)
/∆t (36)

KOTORAQ WYˆISLQETSQ METODOM gODUNOWA NA OSNOWE TOˆNOGO RE[ENIQ ZADAˆI rIMANA:
f = f(QR), QR = QR(Qi,Qσ). zDESX Q OBOZNAˆAET WEKTOR KONTRAWARIANTNYH KOMPO-
NENT WEKTORA q W LOKALXNOM BAZISE BOKOWOJ GRANI QˆEJKI.

mATRICA D I WEKTOR G POQWLQ@TSQ W URAWNENII (35) W REZULXTATE LINEARIZACII
ˆISLENNOGO POTOKA. oBYˆNOJ PRAKTIKOJ U WYˆISLITELEJ QWLQETSQ APPROKSIMACIQ

QKOBIANA WQZKOGO POTOKA S POMO]X@ DIAGONALXNOJ MATRICY, “LEMENTY KOTOROJ RAW-
NY NEKOTOROJ MAVORANTNOJ OCENKE SPEKTRALXNOGO RADIUSA. mY TAKVE BUDEM PRIDER-
VIWATXSQ ZDESX “TOGO PODHODA. tOGDA UPOMQNUTYE WY[E MATRICA I WEKTOR ZAPI[UTSQ
TAK:

Dn+1,s
i =

∑
σ

(
Mn+1,s

1 + ρn+1,s
dis

)
(37)

G (∆sqσ) =
(
Mn+1,s

2 − ρn+1,s
dis I

)
∆sqσ

GDE MATRICY M1 I M2 OPREDELQ@T LINEARIZACI@ NEWQZKOGO POTOKA

δf = M1δqi + M2δqσ (38)

I ρdis - MAVORANTA SPEKTRALXNOGO RADIUSA WQZKOGO QKOBIANA.
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oˆEWIDNO, ˆTO TOˆNOJ LINEARIZACII FUNKCII GODUNOWSKOGO POTOKA SOOTWETSTWU@T
MATRICY M1,2, KOTORYE WYˆISLQ@TSQ S POMO]X@ WARIACIONNYH MATRIC, POLUˆENNYH
W PREDYDU]EM PARAGRAFE,

M1/2 = A
(
QR

) ∂QR

∂Qi/σ

(39)

GDE A - QKOBIAN NEWQZKOGO POTOKA.
nARQDU S “TIM MY TAKVE BUDEM RASSMATRIWATX PRIBLIVENNU@ LINEARIZACI@,

KOTORAQ BYLA PREDLOVENA tURKELOM I dVEJMISONOM (8) I [IROKO ISPOLXZUETSQ

WYˆISLITELQMI WO WSEM MIRE. w “TOM PODHODE MATRICY M1 I M2 PREDSTAWLQ@TSQ

POSREDSTWOM NEWQZKOGO QKOBIANA A I EGO SPEKTRALXNOGO RADIUSA ρinv:

M1 = 0.5[A(Qi) + ρinvI]; M2 = 0.5[A(Qi)− ρinvI] (40)

pOLUˆA@]IESQ TAKIM OBRAZOM DWE RASˆETNYE SHEMY MY BUDEM IMENOWATX W DALX-
NEJ[EM KAK EL-SHEMA (exact linearization) I AL-SHEMA (approximate linearization), SO-
OTWETSTWENNO.

sISTEMA URAWNENIJ (35) RE[AETSQ NA KAVDOJ ITERACII s METODOM LU-SGS, PRED-
LOVENNOM W RABOTE (9) DLQ REGULQRNYH DEKARTOWYH SETOK I OBOB]ENNOM W RABOTE

(10) NA SLUˆAJ PROIZWOLXNYH SETOK. dETALXNOE OPISANIE “TOGO METODA PRIWODITSQ W
RABOTE (11).

3.1. ˜ISLENNYE REZULXTATY

nIVE MY RASSMATRIWAEM REZULXTATY NESKOLXKIH ˆISLENNYH “KSPERIMENTOW, W KO-
TORYH ANALIZIROWALASX SKOROSTX SHODIMOSTI NEQWNOGO METODA gODUNOWA S TOˆNOJ

LINEARIZACIEJ POTOKA (EL-SHEMA) I PRIBLIVENNOJ LINEARIZACIEJ (AL-SHEMA).

nEWQZKOE STACIONARNOE TEˆENIE. pERWYE IZ PREDSTAWLENNYH “KSPERIMENTOW KA-
SA@TSQ RASˆETA STACIONARNOGO TEˆENIQ SVIMAEMOJ VIDKOSTI W RAMKAH MODELI URAW-
NENIJ —JLERA. rASSMATRIWAETSQ PROFILX vUKOWSKOGO POD UGLOM ATAKI 5◦ PRI RAZ-
LIˆNYH REVIMAH NABEGA@]EGO POTOKA.

rASˆETY PROWODILISX NA C−OBRAZNOJ SETKE IZ 272 × 100 SˆETNYH QˆEEK (128 QˆEEK
NA POWERHNOSTI PROFILQ I 100 QˆEEK MEVDU PROFILEM I WNE[NEJ GRANICEJ, OTSTOQW-
[EJ OT POWERHNOSTI TELA NA RASSTOQNII 15 EGO HORD). tAK KAK KONEˆNOJ CELX@ BYLO

POLUˆENIE STACIONARNOGO RE[ENIQ, RASˆETY PROWODILISX TOLXKO S ODNOJ WNUTRENNEJ

ITERACIEJ NA KAVDOM WREMENNOM [AGE. –AG PO WREMENI OPREDELQLSQ ˆISLOM kURANTA,
KOTOROE POLAGALOSX RAWNYM 1 W NAˆALE RASˆETA, A ZATEM POSTEPENNO UWELIˆIWALOSX

DO ZNAˆENIQ 104 K 50-OMU [AGU.
w KAˆESTWE OCENKI SKOROSTI SHODIMOSTI ˆISLENNYH RE[ENIJ WYBIRAETSQ OTNOSI-

TELXNAQ L∞-NORMA NEWQZKI, resn = maxk |∆nqk|. nA RIS. 1 ONA POKAZANA W ZAWISIMOSTI
OT ˆISLA [AGOW DLQ RAZLIˆNYH ZNAˆENIJ ˆISLA mAHA NABEGA@]EGO POTOKA. gRAFI-
KI, PRONUMEROWANNYE OT 1 DO 5, OTWEˆA@T ˆISLAM mAHA 0.085, 0.25, 0.85, 1.1 I 8.5,
SOOTWETSTWENNO.

iZ “TIH GRAFIKOW WIDNO, ˆTO EL-SHEMA OBESPEˆIWAET GORAZDO BOLEE BYSTRU@ SHO-
DIMOSTX, ˆEM AL-SHEMA, WO WSEH RASSMOTRENNYH WARIANTAH. oDNAKO, KWADRATIˆNAQ
SHODIMOSTX W EL-SHEME NE DOSTIGAETSQ, NESMOTRQ NA TOˆNU@ LINEARIZACI@, TAK KAK
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rIS. 1. nEWQZKA ˆISLENNOGO RE[ENIQ W ZAWISIMOSTI OT KOLIˆESTWA WREMENNYH [AGOW
W EL- I AL-SHEMAH; PROFILX vUKOWSKOGO POD UGLOM ATAKI 5◦: 1 − Minf = 0.085,
2−Minf = 0.25, 3−Minf = 0.85, 4−Minf = 1.1, 5−Minf = 8.5.

rIS. 2. wLIQNIE WNUTRENNIH ITERACIJ NA SKOROSTX SHODIMOSTI W EL-SHEME. pROFILX
vUKOWSKOGO POD UGLOM ATAKI 5◦, Minf = 0.25.

13



SISTEMA LINEARIZOWANNYH URAWNENIJ NE RE[AETSQ TOˆNO (WYPOLNQETSQ TOLXKO OD-
NA WNUTRENNQQ ITERACIQ), A POTOMU NX@TONOWSKIJ ITERACIONNYJ PROCESS, NA SAMOM
DELE, NE REALIZUETSQ.

mOVNO OVIDATX, ˆTO SKOROSTX SHODIMOSTI SU]ESTWENNO WOZRASTET, ESLI UWELI-
ˆITX ˆISLO WNUTRENNIH ITERACIJ PRI RE[ENII LINEJNOJ SISTEMY. w PREDELE, ESLI
WYPOLNQTX WNUTRENNIE ITERACII DO POLNOJ SHODIMOSTI NA KAVDOM WREMENNOM [AGE,
SHODIMOSTX DOLVNA PRIBLIVATXSQ K KWADRATIˆNOMU ZAKONU.

—TO FAKT NAHODIT PODTWERVDENIE W SOOTWETSTWU@]IH RASˆETAH. nA RIS. 2 MY

POKAZYWAEM DLQ SRAWNENIQ SHODIMOSTX W EL-SHEME DLQ DWUH SLUˆAEW, KOGDA PRI RE-
[ENII LINEJNOJ SISTEMY DELAETSQ 1 I 5 ITERACIJ. kAK WIDNO, SKOROSTX SHODIMOSTI
ZAMETNO WOZRASTAET PRI BOLEE TOˆNOM RE[ENII LINEARIZOWANNOJ SISTEMY.

wQZKOE STACIONARNOE TEˆENIE. sLEDU@]IE DWE ZADAˆI KASA@TSQ RASˆETA STACIO-
NARNYH RE[ENIJ URAWNENIJ nAWXE-sTOKSA DLQ SVIMAEMOJ VIDKOSTI. pERWAQ ZADAˆA
- “TO POGRANIˆNYJ SLOJ NA PLOSKOJ PLASTINE (ZADAˆA bLAZIUSA). rASˆETY PROWODI-
LISX PRI SLEDU@]IH PARAMETRAH: ˆISLO mAHA NABEGA@]EGO POTOKA M∞ = 0.17 I

ˆILO rEJNOLXDSA Re = 2.3 ·105. pRI “TOM ISPOLXZOWALASX DOSTATOˆNO GRUBAQ SETKA IZ
20× 20 QˆEEK.

wTORAQ ZADAˆA - “TO STACIONARNOE SWERHZWUKOWOE OBTEKANIE CILINDRA. rASˆET PRO-
WODILSQ TOLXKO W PEREDNEJ (NAWETRENNOJ) OBLASTI. pARAMETRY ZADAˆI OPREDELQLISX

M∞ = 6 I Re = 1.3 · 106. rASˆETNAQ SETKA SOSTOQLA IZ 120 QˆEEK WDOLX POWERHNO-
STI TELA I 80 QˆEEK W RADIALXNOM NAPRAWLENII, SGU]A@]IHSQ K CILINDRU TAK, ˆTO
RAZMER PRISTENOˆNOJ QˆEJKI SOSTAWLQL 10−5 × Rcyl. w KAˆESTWE NAˆALXNYH DANNYH

ISPOLXZOWALISX REZULXTATY RASˆETA ANALOGIˆNOJ ZADAˆI W RAMKAH NEWQZKOJ MODE-
LI. nA WYHODNOJ GRANICE ISPOLXZOWALISX HARAKTERISTIˆESKIE GRANIˆNYE USLOWIQ S
PREDPISANNYM ZNAˆENIEM DAWLENIQ, RAWNYM SOOTWETSTWU@]EMU ZNAˆENI@ NEWQZKOJ

ZADAˆI.
sHODIMOSTX ˆISLENNYH RE[ENIJ W SHEMAH EL I AL DLQ “TIH DWUH ZADAˆ PRIWEDE-

NY NA RIS. 3 I 4, SOOTWETSTWENNO. pREWOSHODSTWO SKOROSTI SHODIMOSTI W EL-RASˆETAH
OˆEWIDNO, HOTQ SLEDUET OTMETITX, ˆTO “TI RASˆETY WYPOLNQLISX LI[X S ODNOJ WNUT-
RENNEJ ITERACIEJ, I OVIDATX WYHODA NA KWADRATIˆNU@ NX@TONOWSKU@ SHODIMOSTX W

NIH, WOOB]E GOWORQ, NELXZQ.

wQZKOE NESTACIONARNOE TEˆENIE. pRI RASˆETE NESTACIONARNYH ZADAˆ NEQWNOJ

SHEMOJ gODUNOWA WNUTRENNIE ITERACII W URAWNENII (36) DOLVNY WYPOLNQTXSQ, W
IDEALXNOM SLUˆAE, DO POLNOJ SHODIMOSTI. w REALXNYH SITUACIQH ˆISLO WNUTRENNIH

ITERACIJ OGRANIˆIWA@T (OBYˆNO NE BOLEE 10-20). pO“TOMU TOˆNOSTX RASˆETA NESTA-
CIONARNYH ZADAˆ ZAWISIT NE TOLXKO OT PORQDKA APPROKSIMACII WREMENNOJ SHEMY,
NO I OT SKOROSTI SHODIMOSTI WNUTRENNEGO ITERACIONNOGO PROCESSA, OBESPEˆIWA@]EGO
RE[ENIE SOOTWETSTWU@]IH DISKRETNYH URAWNENIJ NA KAVDOM WREMENNOM SLOE.

dLQ OCENKI SKOROSTI SHODIMOSTI WNUTRENNIH ITERACIJ BYLI PROWEDENY RASˆETY

DOZWUKOWOGO OBTEKANIQ PROFILQ vUKOWSKOGO (UGOL ATAKI 5◦, M∞ = 0.5), RASSMOTREN-
NOGO WY[E, W MODELE WQZKIH URAWNENIJ. w SILU OTRYWA POGRANSLOQ I SHODA WIHREWOJ

PELENY W SLEDE ZA TELOM, “TA ZADAˆA SU]ESTWENNO NESTACIONARNA.
sETKA BYLA ANALOGIˆNA TOJ, ˆTO ISPOLXZOWALASX W NEWQZKIH RASˆETAH, S TOJ LI[X

RAZNICEJ, ˆTO QˆEJKI W POPEREˆNOM NAPRAWLENII BYLI PERERASPREDELENY - ONI BYLI
SGU]ENY K POWERHNOSTI TELA, OBESPEˆIWAQ MINIMALXNYJ RAZMER QˆEJKI 10−3×Lchord.
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rIS. 3. nEWQZKA ˆISLENNOGO RE[ENIQ W ZAWISIMOSTI OT ˆISLA [AGOW PO WREMENI W

ZADAˆE O POGRANSLOE NA PLOSKOJ PLASTINE.

rIS. 4. nEWQZKA ˆISLENNOGO RE[ENIQ W ZAWISIMOSTI OT ˆISLA [AGOW PO WREMENI W

ZADAˆE O SWERHZWUKOWOM OBTEKANII CILINDRA.
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rIS. 5. pOLE ZAWIHRENNOSTI W ZADAˆE O WQZKOM TEˆENII OKOLO PROFILQ vUKOWSKOGO;
Minf = 0.5, UGOL ATAKI 5◦.

˜ISLO rEJNOLXDSA W RASˆETAH RAWNQLOSX Re = 2.3 · 104.
wNUTRENNIE ITERACII WYPOLNQLISX NA KAVDOM WREMENNOM SLOE DO MOMENTA, KOGDA

NAˆALXNAQ ITERACIONNAQ NEWQZKA PADAET BOLEE ˆEM NA DWA PORQDKA. nA RIS. 5 IZOBRA-
VENY IZOKONTURY ZAWIHRENNOSTI ˆISLENNOGO RE[ENIQ EL-SHEMY, KOTORYE PODTWER-
VDA@T NESTACIONARNOSTX ZADAˆI - HORO[O WIDEN OTRYW POGRANSLOQ S OBRAZOWANIEM
CEPOˆKI DWIVU]IHSQ WNIZ PO POTOKU WIHREJ.

rIS. 6 ILL@STRIRUET SHODIMOSTX WNUTRENNIH ITERACIJ W SHEMAH EL I AL. zDESX
POKAZANA ITERACIONNAQ NEWQZKA W ZAWISIMOSTI OT ˆISLA ITERACIJ. pREWOSHODSTWO
El-SHEMY OˆEWIDNO: LI[X 5 ITERACIJ TREBUETSQ, ˆTOBY UMENX[ITX NEWQZKU NA 2 PO-
RQDKA, W TO WREMQ KAK W AL-SHEME TAKOWYH TREBUETSQ BOLEE, ˆEM 20.

4. mETOD gODUNOWA DLQ ZADAˆ A“ROAKUSTIKI.

w NASTOQ]EM PARAGRAFE RE[ENIE WARIACIONNOJ ZADAˆI rIMANA ISPOLXZUETSQ DLQ

ˆISLENNOGO MODELIROWANIQ “WOL@CII POLEJ MALYH WOZMU]ENIJ NA FONE NEODNORODNO-
GO BAZOWOGO TEˆENIQ. rASˆETNAQ MODELX OSNOWYWAETSQ NA LINEARIZOWANNYH URAWNENI-
QH —JLERA, W KOTOROJ POLNOE POLE TEˆENIE RASKLADYWAETSQ NA SUMMU BAZOWOGO (OSRED-
NENNOGO), IZWESTNOGO IZ DRUGIH ˆISLENNYH, ANALITIˆESKIH ILI “KSPERIMENTALXNYH
ISSLEDOWANIJ, I POLQ MALYH WOZMU]ENIJ, OPREDELQEMOGO W REZULXTATE INTEGRIROWA-
NIQ SOOTWETSTWU@]IH LINEARIZOWANNYH URAWNENIJ.

wWODQ WERHN@@ ˆERTU I ”KRY[KU”DLQ OBOZNAˆENIQ BAZOWYH WELIˆIN I MALYH WOZ-
MU]ENIJ, SOOTWETSTWENNO, WEKTOR KONSERWATIWNYH PEREMENNYH PREDSTAWIM W WIDE

q = q + q̂. iNTEGRIRUQ URAWNENIQ —JLERA METODOM KONEˆNYH OB˙EMOW NA NEKOTOROJ

ZADANNOJ SETKE I PODSTAWLQQ W POLUˆENNYE DISKRETNYE URAWNENIQ UKAZANNOE WY-
[E RAZLOVENIE, MOVNO PRIJTI K SLEDU@]EJ LINEJNOJ MODELI, KOTORAQ OPISYWAET
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rIS. 6. sHODIMOSTX WNUTRENNIH ITERACIJ DLQ NESTACIONARNOGO TEˆENIQ OKOLO PRO-
FILQ vUKOWSKOGO.

RASPROSTRANENIE MALYH WOZMU]ENIJ PO ZADANNOMU, WOOB]E GOWORQ, NEODNORODNOMU,
BAZOWOMU POL@:

dq̂i

dt
+

1

ωi

∑
σ

sσT
−1
σ F̂σ = Si (41)

w PRAWOJ ˆASTI “TIH URAWNENIJ S - “TO WSE NELINEJNYE ˆLENY. oNI OTWEˆA@T,
GLAWNYM OBRAZOM, ZA GENERACI@ MALYH WOZMU]ENIJ I OBYˆNO MODELIRU@TSQ SPECI-
ALXNYM OB˙EMNYM ISTOˆNIKOWYM ˆLENOM, KOTORYJ STROITSQ NA OSNOWE “KSPERIMEN-
TALXNYH DANNYH ILI DRUGIH RASˆETOW (NAPRIMER, DNS - PRQMOE ˆISLENNOE MODELI-
ROWANIE, LES - MODELIROWANIE KRUPNYH WIHREJ (12)).

gLAWNYM MOMENTOM W RASSMATRIWAEMOM PODHODE QWLQETSQ APPROKSIMACIQ AKUSTI-
ˆESKOGO POTOKA F̂σ NA REBRAH QˆEEK, KOTORYJ ZAWISIT KAK OT PARAMETROW BAZOWOGO

TEˆENIQ WBLIZI REBRA, TAK I OT WELIˆIN MALYH WOZMU]ENIJ. mY RE[AEM “TU ZADAˆU

GODUNOWSKIM PODHODOM, RASSMATRIWAQ AKUSTIˆESKIJ POTOK KAK REZULXTAT WZAIMODEJ-
STWIQ POLEJ MALYH WOZMU]ENIJ W PRILEGA@]IH K REBRU QˆEJKAH. tOGDA ISKOMYJ
POTOK WYˆISLQETSQ ˆEREZ RE[ENIE WARIACIONNOJ ZADAˆI rIMANA

F̂σ = A
(
Q

R

σ

)
Q̂R

σ (42)

GDE A(Q) = ∂F/∂Q - QKOBIAN NEWQZKOGO POTOKA, A Q
R

σ = Q
R

σ

(
0,Q

σ

i ,Q
σ

σ(i)

)
- RE[ENIE

BAZOWOJ ZADAˆI rIMANA NA REBRE S WEKTORAMI Q
σ

i I Q
σ

σ(i), PREDSTAWLQ@]IMI BAZOWOE
TEˆENIE NA REBRE SO STORONY TEKU]EJ i I SOSEDNEJ σ(i) QˆEJKI, SOOTWETSTWENNO.
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wEKTOR Q̂R
σ in (42) PREDSTAWLQET SOBOJ RE[ENIE WARIACIONNOJ ZADAˆI rIMANA I

ZAPISYWAETSQ ˆEREZ WARIACIONNYE MATRICY, WYRAVENIQ DLQ KOTORYH BYLI NAJDENY
WY[E,

Q̂R
σ = Mi

(
0,Q

σ

i ,Q
σ

σ(i)

)
Q̂σ

i + Mσ(i)

(
0,Q

σ

i ,Q
σ

σ(i)

)
Q̂σ

σ(i) (43)

zDESX WERHNIJ INDEKS σ UKAZYWAET, ˆTO SOOTWETSTWU@]IE ZNAˆENIQ BERUTSQ W

CENTRE GRANI. dLQ POLUˆENIQ “TIH ZNAˆENIJ MY ISPOLXZUEM LINEJNOE WOSPOLNENIE

PRIMITIWNYH WELIˆIN W PREDELAH KAVDOJ SˆETNOJ QˆEJKI.
iNTEGRIROWANIE PO WREMENI POLUˆA@]EJSQ W REZULXTATE SISTEMY DIFFERENCI-

ALXNYH URAWNENIJ (41) PROWODITSQ PO 3-H UROWNEWOJ SHEME rUNGE-kUTTA, TREBU@]EJ
MINIMALXNOGO HRANENIQ DANNYH I OBESPEˆIWA@]EJ PRI “TOM TRETIJ PORQDOK APPROK-
SIMACII (13).

4.1. rEZULXTATY ˆISLENNYH “KSPERIMENTOW.

˜ISLENNYJ METOD NA OSNOWE RE[ENIQ WARIACIONNOJ ZADAˆI rIMANA PRIMENQETSQ W

NASTOQ]EM RAZDELE K RASˆETU ˆETYREH ZADAˆ. pERWYE TRI QWLQ@TSQ W WYˆISLITELX-
NOJ A“ROAKUSTIKE TESTOWYMI, IME@T ANALITIˆESKIE RE[ENIQ I SLUVAT DLQ WERIFI-
KACII METODA. ˜ETWERTAQ ZADAˆA - RASSEIWANIE ZWUKOWOJ WOLNY NA WIHRE - WYBRANA
DLQ IZUˆENIQ WOZMOVNOSTEJ METODA PRI ISSLEDOWANIQH WTORIˆNYH AKUSTIˆESKIH “F-
FEKTOW.

mONOPOLXNYJ ISTOˆNIK ZWUKA. mONOPOLXNYJ ISTOˆNIK ZWUKOWYH WOLN MODELIRU-
ETSQ NEPRONICAEMOJ SFEROJ RADIUSA R, POWERHNOSTX KOTOROJ PODWERVENA PULXSACI-
ONNOMU DWIVENI@. rADIALXNAQ SKOROSTX POWERHNOSTI MENQETSQ WO WREMENI W SOOT-
WETSTWII S ZAKONOM Ur = U0 cos(ωt). oKRUVA@]IJ GAZ NAHODITSQ W SOSTOQNII POKOQ
I HARAKTERIZUETSQ DAWLENIEM p0 I PLOTNOSTX@ ρ0.

rASˆET WOZNIKA@]EGO OKOLO SFERY ZWUKOWOGO POLQ PROWODITSQ W OBLASTI, OGRA-
NIˆENNOJ S ODNOJ STORONY POWERHNOSTX@ SFERY, A S DRUGOJ - WNE[NEJ GRANICEJ,
OTNESENNOJ NA RASSTOQNIE 5 RADIUSOW. rASˆETNAQ SETKA SOSTOIT IZ 150 RAWNOMERNO

RASPREDELENNYH QˆEEK WDOLX POWERHNOSTI ISTOˆNIKA I 80 QˆEEK W RADIALXNOM NA-
PRAWLENII.

rEZULXTATY RASˆETA MY PREDSTAWLQEM S POMO]X@ INTEGRALXNOJ INTENSIWNOSTI

IZLUˆAEMOGO POLQ I, KOTORAQ OPREDELQETSQ WYRAVENIEM

I =

∮
p̂v̂nds (44)

GDE v̂n - NORMALXNAQ KOMPONENTA SKOROSTI ZWUKOWOGO POLQ, WERHNQQ ˆERTA OBOZNAˆA-
ET OSREDNENIE PO WREMENI I INTEGRIROWANIE WYPOLNQETSQ PO NEKOTOROJ ZAMKNUTOJ

POWERHNOSTI, OKRUVA@]EJ ISTOˆNIK ZWUKA.
sOGLASNO TEORII AKUSTIKI (14), NORMALIZOWANNAQ INTENSIWNOSTX ZAWISIT OT ˆIS-

LA sTRUHALQ Str = ωR/c0, GDE c0 - SKOROSTX ZWUKA, SOGLASNO SLEDU@]EMU SOOTNO[E-
NI@:

I

I∗
=

Str2

1 + Str2
(45)

GDE I∗ = 2πR2c0ρ0U
2
0 .

w RASˆETAH INTENSIWNOSTX OPREDELQLASX INTEGRIROWANIEM ˆISLENNYH ZNAˆENIJ

POTOKA ZWUKOWOJ “NERGII p̂v̂n NA WNE[NEJ GRANICE SˆETNOJ OBLASTI S POSLEDU@]IM
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rIS. 7. iNTENSIWNOSTX IZLUˆAEMOGO ZWUKOWOGO POLQ W ZAWISIMOSTI OT ˆISLA sTRUHALQ
DLQ MONOPOLXNOGO ISTOˆNIKA ZWUKA.

OSREDNENIEM PO PERIODU PULXSACIJ ISTOˆNIKA. rASˆETY PROWODILISX PRI RAZLIˆNYH

ZNAˆENIQH ˆISLA Str, SOOTWETSTWU@]IH DOSTATOˆNO [IROKOMU SPEKTRU ˆASTOT. nA
RIS. 7 PRIWEDENO SRAWNENIE ˆISLENNYH ZNAˆENIJ (MARKERY) S TEORETIˆESKIM SOOT-
NO[ENIEM (45), IZOBRAVENNYM SPLO[NOJ LINIEJ, KOTOROE DEMONSTRIRUET OTLIˆNOE

SOWPADENIE REZULXTATOW WO WSEM DIAPAZONE ˆASTOT.

dIPOLXNYJ ISTOˆNIK ZWUKA. dIPOLXNYJ ISTOˆNIK ZWUKOWYH WOLN MODELIRUETSQ
TAKVE S POMO]X@ VESTKOJ SFERY S TOJ LI[X RAZNICEJ, ˆTO TEPERX AKUSTIˆESKOE POLE
GENERIRUETSQ W REZULXTATE POSTUPATELXNYH OSCILLQCIONNYH DWIVENIJ POWERHNOSTI.
wYBIRAQ OSX x W NAPRAWLENII DWIVENIQ SFERY, SKOROSTX POWERHNOSTI ZADAETSQ SOOT-
NO[ENIQMI Ux = U0 cos(ωt), Uy = Uz = 0. uSLOWIQ RASˆETOW POLNOSTX@ ANALOGIˆNY

TEM, ˆTO BYLI W SLUˆAE MONOPOLXNOGO ISTOˆNIKA.
aKUSTIˆESKAQ TEORIQ DAET W “TOM SLUˆAE ZAWISIMOSTX INTEGRALXNOJ INTENSIWNO-

STI OT ˆISLA sTRUHALQ WIDA

I

I∗
=

1

3

Str4

4 + Str4
(46)

KOTORAQ IZOBRAVENA NA RIS. 8 WMESTE S RASˆETNYMI ZNAˆENIQMI. oPQTX VE, NALICO
POLNOE SOWPADENIE S TEORIEJ, KAK W NIZKOˆASTOTNOJ OBLASTI SPEKTRA, TAK I W EGO

WYSOKOˆASTOTNOJ OBLASTI.

wZAIMODEJSTWIE ZWUKA S UDARNOJ WOLNOJ. sLEDU@]AQ TESTOWAQ ZADAˆA IMEET OT-
NO[ENIE K SITUACII, KOGDA BAZOWOE TEˆENIE RAZRYWNO. —TO - ZADAˆA O PROHOVDENII
PLOSKOJ MONOHROMATIˆESKOJ ZWUKOWOJ WOLNY ˆEREZ UDARNU@ WOLNU. bAZOWOE TEˆENIE
ZDESX SOOTWETSTWUET STACIONARNOJ PLOSKOJ WOLNE I PREDSTAWLQETSQ DWUMQ ODNOROD-
NYMI POTOKAMI, SOOTWETSTWENNO PERED I ZA EE FRONTOM, PARAMETRY KOTORYH SWQZA-
NY SOOTNO[ENIQMI r“NKINA-g@GONIO. zWUKOWAQ WOLNA GENERIRUETSQ W OBLASTI PERED
WOLNOJ. pROHOVDENIE ˆEREZ UDARNYJ FRONT SOPROWOVDAETSQ PRELOMLENIEM PADA@-
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rIS. 8. iNTENSIWNOSTX IZLUˆAEMOGO ZWUKOWOGO POLQ W ZAWISIMOSTI OT ˆISLA sTRUHALQ
DLQ DIPOLXNOGO ISTOˆNIKA ZWUKA.

]EJ ZWUKOWOJ WOLNY I GENERACIEJ “NTROPIJNOJ WOLNY. zADAˆA IMEET ANALITIˆESKOE
RE[ENIE, DA@]EE UGOL PRELOMLENIQ I AMPLITUDY ZWUKOWOJ I “NTROPIJNOJ WOLN ZA

UDARNOJ WOLNOJ W ZAWISIMOSTI OT EE INTENSIWNOSTI I UGLA PADENIQ ZWUKA (15).
˜ISLENNOE MODELIROWANIE “TOJ ZADAˆI PROWODITSQ W PRQMOUGOLXNOJ OBLASTI NA

RAWNOMERNOJ SETKE. zWUKOWAQ WOLNA GENERIRUETSQ NA GRANICAH OBLASTI ZADANIEM WOZ-
MU]ENIJ PARAMETROW TEˆENIQ W FORME PLOSKOJ MONOHROMATIˆESKOJ WOLNY

Û = Û0 cos [(k, r)− (ω + (k,Vi)) t]

GDE k = ωn/ci - WOLNOWOJ WEKTOR, Vi - WEKTOR SKOROSTI PERED FRONTOM UDARNOJ WOLNY.
sNAˆALA MY RASSMATRIWAEM PROSTEJ[IJ SLUˆAJ NORMALXNOGO PADENIQ ZWUKA NA

NORMALXNU@ WOLNU. hOTQ “TA ZADAˆA ODNOMERNAQ, RASˆET PROWODITSQ W DWUMERNOJ

OBLASTI. uDARNAQ WOLNA POME]AETSQ WERTIKALXNO POSEREDINE OBLASTI, BAZOWOE TEˆE-
NIE IMEET NAPRAWLENIE SLEWA NAPRAWO I ZWUK GENERIRUETSQ SOOTWETSTWENNO NA LEWOJ

GRANICE.
rEZULXTATY “TOGO RASˆETA IZOBRAVENY NA RIS. 9, GDE PRIWEDENY ˆISLENNYE ZNAˆE-

NIQ AKUSTIˆESKOGO DAWLENIQ WDOLX OSNOWNOGO TEˆENIQ DLQ WOLNY S ˆISLOM mAHA 1.5.
wIDNO, ˆTO WOLNA PRI PEREHODE ˆEREZ SKAˆOK USILIWAETSQ PO AMPLITUDE PRIMERNO W
2 RAZA, A TAKVE MENQETSQ EE DLINA WOLNY W SILU DOPLEROWSKOGO “FFEKTA. oTMETIM
E]E, ˆTO KAK W PADA@]EJ WOLNE, TAK I W PROHODQ]EJ OTSUTSTWUET “FFEKT ˆISLENNOGO
ZATUHANIQ. iH AMPLITUDY PRAKTIˆESKI NE MENQ@TSQ PO MERE DWIVENIQ WOLNY WNIZ

PO POTOKU, HOTQ RASˆETNAQ SETKA BYLA OTNOSITELXNO KRUPNOJ - 20 I 15 QˆEEK NA ODNU
WOLNU, SOOTWETSTWENNO W PADA@]EM I PROHODQ]EM ZWUKE.

pRI PEREHODE ˆEREZ SKAˆOK AMPLITUDA ZWUKOWOJ WOLNY UWELIˆIWAETSQ. kAK WIDNO
IZ PRIWEDENNYH REZULXTATOW, “TO UWELIˆENIE, PO KRAJNEJ MERE KAˆESTWENNO, PRA-
WILXNO ULAWLIWAETSQ PREDLOVENNYM METODOM, BEZ ISKUSSTWENNYH ”WSPLESKOW” ILI

”PROWALOW” W RASPREDELENIQH WBLIZI FRONTA WOLNY. kOLIˆESTWENNO TOˆNOSTX RASˆE-
TOW ILL@STRIRUETSQ RIS. 10, GDE SRAWNIWA@TSQ RASˆETNYE I TEORETIˆESKIE DANNYE
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rIS. 9. rASPREDELENIE ZWUKOWOGO DAWLENIQ W ZADAˆE O NORMALXNOM PADENII ZWUKA NA

UDARNU@ WOLNU.

PO KO“FFICIENTU USILENIQ (OTNO[ENIE AMPLITUD PROHODQ]EJ I PADA@]EJ WOLN) DLQ
UDARNYH WOLN RAZLIˆNOJ INTENSIWNOSTI. wIDNO, ˆTO RASˆETNYE ZNAˆENIQ HORO[O LO-
VATSQ NA TEORETIˆESKU@ KRIWU@ WO WSEM DIAPAZONE OT WOLN SLABOJ INTENSIWNOSTI

DO SILXNYH SKAˆKOW.
sLEDU@]IJ SLUˆAJ - PADENIE POD NEKOTORYM UGLOM ZWUKA NA KOSU@ UDARNU@ WOL-

NU. rASˆETY PROWODQTSQ NA PRQMOUGOLXNOJ OBLASTI, KOTORAQ WYBIRAETSQ TAKIM OBRA-
ZOM, ˆTOBY SKAˆOK RASPOLAGALSQ STROGO PO DIAGONALI, IDU]EJ IZ LEWOGO NIVNEGO UGLA
W PRAWYJ WERHNIJ. tAKIM OBRAZOM, POLOVENIE UDARNOJ WOLNY, W OTLIˆIE OT PREDY-
DU]EGO SLUˆAQ, NE SOWPADAET S LINIEJ SETKI. zWUKOWAQ WOLNA TEPERX GENERIRUETSQ NA
LEWOJ I WERHNEJ GRANICAH OBLASTI.

bAZOWOE TEˆENIE SOOTWETSTWUET KOSOMU SKAˆKU, HARAKTERIZU@]EMUSQ ˆISLOM mAHA
PERED FRONTOM WOLNY Mi = 6 I UGLOM NAKLONA ϕ = 74.32◦. pRI “TIH ZNAˆENIQH UGOL
OTKLONENIQ POTOKA ZA SKAˆKOM χ = 40◦.

uGOL PADENIQ ZWUKOWOJ WOLNY WYBIRAETSQ RAWNYM 48.45◦. pRI TAKOM WYBORE TEO-
RIQ AKUSTIKI DAET ZNAˆENIE UGLA PRELOMLENIQ DLQ PROHODQ]EJ ZWUKOWOJ WOLNY, RAW-
NOE 34.32◦, ˆTO SOOTWETSTWUET W RASSMATRIWAEMOJ KONFIGURACII SLUˆA@, KOGDA PRE-
LOMLENNAQ WOLNA BUDET DWIGATXSQ W OBLASTI ZA UDARNOJ WOLNOJ STROGO WERTIKALXNO

WNIZ. dRUGIMI SLOWAMI, FRONT PROHODQ]EJ WOLNY DOLVEN BYTX STROGO PARALLELEN

WERHNEJ I NIVNEJ GRANICAM RASˆETNOJ OBLASTI.
aNALIZIRUQ IZOKONTURY AKUSTIˆESKIH PARAMETROW, MOVNO LEGKO SUDITX W “TOM

SLUˆAE, PRAWILXNO LI METOD WARIACIONNOJ ZADAˆI rIMANA PREDSKAZYWAET PRELOM-
LENIE AKUSTIˆESKIH POLEJ NA SILXNYH SKAˆKAH. nA RIS. 11 PRIWEDENY IZOKONTURY

RASˆETNYH DANNYH DLQ AKUSTIˆESKOGO DAWLENIQ. kAK NETRUDNO UBEDITXSQ, FRONT
PRELOMLENNOJ WOLNY ZA SKAˆKOM DEJSTWITELXNO OKAZYWAETSQ STROGO PARALLELXNYM

GORIZONTALXNYM GRANICAM OBLASTI. —TO SLUVIT E]E ODNIM WERIFIKACIONNYM FAK-
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rIS. 10. kO“FFICIENT USILENIQ ZWUKA PRI NORMALXNOM PADENII W ZAWISIMOSTI OT

ˆISLA mAHA UDARNOJ WOLNY.

TOM W POLXZU PREDLAGAEMOGO METODA.

rASSEIWANIE ZWUKA NA WIHRE. —TA ZADAˆA QWLQETSQ ODNOJ IZ RQDA OB]EPRINQTYH
“TALONNYH ZADAˆ DLQ OCENKI ˆISLENNYH METODIK W A“ROAKUSTIKE. oNA INTENSIWNO
ISSLEDOWALASX W POSLEDNIE DWA DESQTILETIQ (SM., NAPRIMER, RABOTU (16) I SSYLKI
K NEJ), I K NASTOQ]EMU WREMENI NAKOPLEN BOGATYJ MATERIAL TEORETIˆESKIH, ˆIS-
LENNYH I “KSPERIMENTALXNYH REZULXTATOW, KOTORYE MOGUT BYTX ISPOLXZOWANY DLQ

WERIFIKACII NOWYH PODHODOW.
˜ISLENNOE MODELIROWANIE RASSEIWANIQ ZWUKA NA WIHRE PROWODITSQ METODOM WARI-

ACIONNOJ ZADAˆI rIMANA W KWADRATNOJ OBLASTI SO STORONOJ 2L. pLOSKAQ ZWUKOWAQ
MONOHROMATIˆESKAQ WOLNA GENERIRUETSQ NA LEWOJ GRANICE OBLASTI I RASPROSTRANQ-
ETSQ W NAPRAWLENII DWUMERNOGO WIHRQ HARAKTERNOGO RADIUSA a, RASPOLOVENNOGO W
CENTRE RASˆETNOJ OBLASTI.

bAZOWOE TEˆENIE PREDSTAWLQET SOBOJ NEWQZKIJ SVIMAEMYJ IZO“NTROPIˆESKIJ WIHRX

NULEWOJ POLNOJ CIRKULQCII, W KOTOROM AZIMUTALXNAQ KOMPONENTA SKOROSTI “KSPONEN-
CIALXNO ZATUHAET NA BESKONEˆNOSTI

uϕ = 2
r

a
µ exp

[
−

(r

a

)2
]

GDE µ - PARAMETR, HARAKTERIZU@]IJ INTENSIWNOSTX WIHRQ. tAKAQ MODELX WIHRQ IS-
POLXZOWALASX, NAPRIMER, W (17). pRI “TIH USLOWIQH DAWLENIE OPREDELQETSQ SLEDU@-
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]IM WYRAVENIEM:

p = p∞

{
1− γ − 1

γ

ρ∞
p∞

µ2 exp

[
−2

(r

a

)2
]}

rASˆETY PROWODQTSQ NA RAWNOMERNOJ 271×271 SETKE. wNE[NIE GRANICY RASˆETNOJ

OBLASTI OTNESENY OT WIHRQ TAK, ˆTO L/a = 20. w NAˆALXNYJ MOMENT POLE WOZMU]ENIJ
W RASˆETNOJ OBLASTI OTSUTSTWUET.

rASSEQNNOE ZWUKOWOE POLE WOZNIKAET KAK REZULXTAT WZAIMODEJSTWIQ PADA@]EGO

ZWUKA I WIHRQ. oNO OPREDELQETSQ PUTEM WYˆITANIQ ZWUKOWOGO POLQ W OTSUTSTWII

WIHRQ (µ = 0) IZ SOOTWETSTWU@]EGO POLQ, RASSˆITANNOGO PRI NALIˆII WIHRQ.
kARTINA RASSEQNNOGO POLQ ZAWISIT OT DWUH BEZRAZMERNYH PARAMETROW: ˆISLA mA-

HA Mv, OPREDELQEMOGO PO MAKSIMALXNOJ SKOROSTI uϕ,max I SKOROSTI ZWUKA NA BESKO-
NEˆNOSTI c∞, I δ = λ/a, GDE λ - DLINA WOLNY PADA@]EGO ZWUKA.

nA RIS. 12 MY PRIWODIM MGNOWENNYE KONTURY DAWLENIQ RASSEQNNOGO POLQ DLQ

RASˆETA S PARAMETRAMI Mv = 0.125 I δ = 4. rASSEIWANIE W “TOM SLUˆAE, KAK WIDNO
IZ RISUNKA, PROISHODIT GLAWNYM OBRAZOM W NAPRAWLENII PADENIQ ZWUKA (PRQMOE RAS-
SEIWANIE). oBRATNOE RASSEIWANIE PRAKTIˆESKI OTSUTSTWUET. kROME “TOGO PROSLEVI-
WA@TSQ DWA NAPRAWLENIQ DOMINANTNOGO RASSEIWANIQ, KOTORYE SOSTAWLQ@T PRIMERNO
30◦ S NAPRAWLENIEM PADA@]EJ WOLNY.

sREDNE-KWADRATIˆNOE ZNAˆENIE AMPLITUDY DAWLENIQ RASSEQNNOJ WOLNY prms KAK

FUNKCIQ POLQRNOGO UGLA ϕ POKAZANO NA RIS. 13 PRI NESKOLXKIH ZNAˆENIQH POLQRNOGO
RADIUSA r. —TI ZNAˆENIQ NORMALIZOWANY POSREDSTWOM AMPLITUDY PADA@]EJ WOLNY

I FAKTORA
√

λ/r. iSTOˆNIKOM RASSEIWAEMYH WOLN QWLQETSQ QDRO WIHRQ. pO“TOMU
AMPLITUDA RASSEQNNOJ WOLNY DOLVNA ZATUHATX PRI UDALENII OT WIHRQ KAK 1/

√
r.

a “TO, W SWO@ OˆEREDX, OZNAˆAET, ˆTO NORMALIZOWANNYE UKAZANNYM WY[E SPOSOBOM

AMPLITUDY DOLVNY IMETX KONEˆNYJ PREDEL PRI r →∞. dRUGIMIM SLOWAMI, GRAFIKI
DOLVNY SWALIWATXSQ NA ODNU PREDELXNU@ KRIWU@ PO MERE UWELIˆENIQ OTNO[ENIQ λ/r,
ˆTO I PROISHODIT, KAK “TO WIDNO IZ RIS. 13.

pOLUˆENNYE REZULXTATY HORO[O SOGLASU@TSQ S REZULXTATAMI RABOTY (17), GDE
ANALOGIˆNAQ ZADAˆA ISSLEDOWALASX METODAMI PRQMOGO ˆISLENNOGO MODELIROWANIQ URAW-
NENIJ nAWXE-sTOKSA. tAM TAKVE BYLO POKAZANO, ˆTO RASSEIWANIE ZWUKA IDET PREIMU-
]ESTWENNO W PRQMOM NAPRAWLENII, DOSTIGAQ MAKSIMALXNYH ZNAˆENIJ NA DWUH UGLAH
ϕ = ±30◦. kROME “TOGO OTMEˆALOSX NALIˆIE SLABOJ ASIMMETRIˆNOSTI RASSEQNNOGO

POLQ PO OTNO[ENI@ K NAPRAWLENI@ PADA@]EJ WOLNY. tOˆNO TAKAQ VE ASIMMETRIˆ-
NOSTX NABL@DAETSQ W NASTOQ]IH RASˆETAH (RIS. 13).

s UWELIˆENIEM DLINY WOLNY λ WOLNOWAQ KARTINA RASSEIWAEMOGO POLQ KAˆESTWEN-
NO MENQETSQ. uGLOWOJ SEKTOR RASSEIWANIQ UWELIˆIWAETSQ. wOZNIKAET OBRATNOE RAS-
SEIWANIE (PROTIWOPOLOVNOE NAPRAWLENI@ PADA@]EJ WOLNY), KOTOROE USILIWAETSQ I
STANOWITSQ SOPOSTAWIMYM S PRQMYM RASSEIWANIEM. dLQ WIHRQ SLABOJ INTENSIWNOSTI
(MALYE ˆISLA mAHA) SU]ESTWUET ANALITIˆESKAQ ASIMPTOTIKA DALXNEGO POLQ DLQ RAS-
SEIWAEMOGO NA WIHRE ZWUKA W PREDELE, KOGDA DLINA WOLNY MNOGO BOLX[E RAZMERA WIHRQ
(TAK NAZYWAEMOE PRIBLIVENIE bORNA) (18). sOGLASNO “TOJ TEORII, RASSEIWANIE ZWUKA
W PRIBLIVENII bORNA PROISHODIT KAK W PRQMOM, TAK I W OBRATNOM NAPRAWLENII, PRI-
ˆEM WOLNOWAQ KARTINA RASSEQNNOGO POLQ IMEET TIPIˆNU@ STRUKTURU KWADRUPOLXNOGO

ISTOˆNIKA.
s CELX@ POLUˆENIQ “FFEKTA OBRATNOGO RASSEIWANIQ MY PROWELI RASˆETY RAS-

SMOTRENNOJ WY[E ZADAˆI O RASSEIWANII ZWUKA PRI TEH VE SAMYH ˆISLENNYH USLOWI-
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QH, TOJ VE INTENSIWNOSTI WIHRQ Mv = 0.125, NO PRI BOLX[EM ZNAˆENII DLINY WOLNY

δ = 10. rEZULXTATY RASˆETA PREDSTAWLENY NA RIS. 14 IZOKONTURAMI MGNOWENNOGO RAS-
PREDELENIQ DAWLENIQ W RASSEQNNOM ZWUKE. oˆEWIDNO, ˆTO NALIˆESTWUET KAK PRQMOE,
TAK I OBRATNOE RASSEQNIE, I WOLNOWAQ KARTINA IMEET DEJSTWITELXNO KWADRUPOLXNU@
STRUKTURU.

nORMALIZOWANNYE ZNAˆENIQ SREDNE-KWADRATIˆNOJ AMPLITUDY DLQ “TOGO SLUˆAQ

IZOBRAVENY NA RIS. 15. kAK WIDNO IZ RISUNKA, PIK RASSEIWANIQ DOSTIGAETSQ TEPERX
NA ˆETYREH NAPRAWLENIQH, SOSTAWLQ@]IH UGLY ±40◦ I ±130◦ S NAPRAWLENIEM PADA-
@]EJ WOLNY. w CELOM, OBRATNOE RASSEIWANIE OKAZYWAETSQ PRIMERNO W 2 RAZA SLABEE,
ˆEM PRQMOE, ˆTO POLNOSTX@ SOGLASUETSQ S TEORIEJ DALXNEGO POLQ BORNOWSKOGO PRI-
BLIVENIQ (18). tAKVE NAHODIT SWOE PODTWERVDENIE I 1/

√
r-AWTOMODELXNOSTX; WSE

KRIWYE NA RIS. 15, SOOTWETSTWU@]IE r = 2λ I BOLX[E, PRAKTIˆESKI SOWPADA@T.

5. zAKL@ˆENIE

sUMMIRUQ WSE WY[ESKAZANNOE, PRIWEDEM OSNOWNYE REZULXTATY.

1) sFORMULIROWANA WARIACIONNAQ ZADAˆA rIMANA. oNA SOSTOIT W NAHOVDENII PER-
WOJ WARIACII RE[ENIQ KLASSIˆESKOJ (AWTOMODELXNOJ) ZADAˆI rIMANA O RASPADE PRO-
IZWOLXNOGO RAZRYWA W GAZE PRI MALYH WARIACIQH NAˆALXNYH DANNYH.

2) pOKAZANO, ˆTO “TA ZADAˆA IMEET EDINSTWENNOE RE[ENIE, KOTOROE MOVET BYTX
POLUˆENO W WIDE KOMPAKTNYH QWNYH ANALITIˆESKIH WYRAVENIJ PRI L@BYH NAˆALX-
NYH DANNYH.

3) s POMO]X@ POLUˆENNOGO RE[ENIQ WYPOLNENA TOˆNAQ LINEARIZACIQ FUNKCII

ˆISLENNOGO POTOKA W METODE gODUNOWA, KOTORAQ ZATEM PRIMENENA DLQ RE[ENIQ URAW-
NENIJ SOOTWETSTWU@]EJ NEQWNOJ SHEMY. wYˆISLITELXNYE “KSPERIMENTY PROWEDENY,
KOTORYE UBEDITELXNO POKAZALI PREIMU]ESTWO TOˆNOJ LINEARIZACII PO SRAWNENI@

S [IROKO ISPOLXZUEMYM W MIRE PODHODOM PRIBLIVENNOJ LINEARIZACII tURKELA-
dVEJMSONA W SKOROSTI SHODIMOSTI ˆISLENNYH RE[ENIJ.

4) nA OSNOWE RE[ENIQ WARIACIONNOJ ZADAˆI rIMANA PREDLOVENA ˆISLENNAQ ME-
TODIKI, KOTORAQ PO SUTI QWLQETSQ OBOB]ENIEM METODA gODUNOWA NA ZADAˆI A“ROAKU-
STIKI. oNA POZWOLQET RASSˆITYWATX “WOL@CI@ POLEJ MALYH WOZMU]ENIJ NA FONE

NEODNORODNOGO BAZOWOGO TEˆENIQ. pRIWEDENNYE REZULXTATY WYˆISLITELXNYH “KSPERI-
MENTOW POKAZALI RABOTOSPOSOBNOSTX METODIKI W [IROKOM KLASSE ZADAˆ, WKL@ˆA@]EM
W TOM ˆISLE I RAZRYWNYE BAZOWYE POTOKI.
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