
ИПМ им.М.В.Келдыша РАН  •  Электронная библиотека

Препринты ИПМ
 •  Препринт № 32 за 2007 г.

ISSN 2071-2898 (Print)
ISSN 2071-2901 (Online)

Вас.В. Сазонов,
В. В. Сазонов

Использование уточненной
модели аэродинамического

момента в задачах
исследования вращательного
движения спутников «Фотон»

Статья доступна по лицензии
Creative Commons Attribution 4.0 International

Рекомендуемая форма библиографической ссылки:  
 Сазонов Вас.В., Сазонов В. В.
Использование уточненной модели аэродинамического момента в задачах исследования
вращательного движения спутников «Фотон»
 // Препринты ИПМ им.  М.В.Келдыша. 2007. №   32.
22 с.

https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2007-32

https://keldysh.ru/
https://keldysh.ru/
https://library.keldysh.ru/
https://library.keldysh.ru/preprints/
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2007-32
https://library.keldysh.ru/author_page.asp?aid=1104
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://library.keldysh.ru/preprint.asp?id=2007-32


ÐÎÑÑÈÉÑÊÀß ÀÊÀÄÅÌÈß ÍÀÓÊ
îðäåíà Ëåíèíà

ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÐÈÊËÀÄÍÎÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ
èì. Ì.Â. Êåëäûøà

Âàñ.Â.Ñàçîíîâ, Â.Â.Ñàçîíîâ

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÓÒÎ×ÍÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

ÀÝÐÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÎÌÅÍÒÀ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÂÐÀÙÀÒÅËÜÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

ÑÏÓÒÍÈÊÎÂ ÔÎÒÎÍ

Ìîñêâà - 2007

1



Àííîòàöèÿ

Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåóïðàâëÿåìîãî âðàùàòåëüíî-
ãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêîâ Ôîòîí. Ìîäåëü îñíîâàíà íà äèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-
íèÿ Ýéëåðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà è ó÷èòûâàåò äåéñòâèå íà ñïóòíèê ÷åòû-
ðåõ âíåøíèõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ: ãðàâèòàöèîííîãî, âîññòàíàâëèâàþùå-
ãî àýðîäèíàìè÷åñêîãî, ìîìåíòà ñ ïîñòîÿííûìè êîìïîíåíòàìè â ñâÿçàííîé ñî
ñïóòíèêîì ñèñòåìå êîîðäèíàò è ìîìåíòà, âîçíèêàþùåãî ïðè âçàèìîäåéñòâèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè ñ ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ñïóòíèêà. Äëÿ
ðàñ÷åòà àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìîìåíòà èñïîëüçîâàíà ñïåöèàëüíàÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêàÿ ìîäåëü âíåøíåé îáîëî÷êè ñïóòíèêà. Äåòàëüíûé âèä ôîðìóë, çàäàþùèõ
ïåðå÷èñëåííûå ìîìåíòû â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, ñîãëàñîâàí ñ âè-
äîì ðàññìàòðèâàåìûõ äâèæåíèé. Òåñòèðîâàíèå ìîäåëè âûïîëíåíî ïîñðåä-
ñòâîì îïðåäåëåíèÿ ñ åå ïîìîùüþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà Ôîòîí
Ì-2 (íàõîäèëñÿ íà îðáèòå 31.05 � 16.06.2005) ïî äàííûì áîðòîâûõ èçìåðå-
íèé íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè. Èñïîëüçîâàíèå íîâîé ìîäåëè
ïîâûñèëî òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Vasily V. Sazonov, Victor V. Sazonov. Use of speci�ed model of
aerodynamic torque in investigation of spacecraft Foton attitude mo-
tion.We develop a new model of attitude motion of spacecraft Foton. The model
is based on Euler's dynamic equations of a rotational motion of a rigid body. It
takes into account four external mechanical torques acting upon the spacecraft: a
gravitational torque, an aerodynamic torque, a torque which has constant compo-
nents in a spacecraft body �xed coordinate system, and a torque from the Earth
magnetic �eld. We use the special geometric model of the spacecraft outer shell.
The detailed form of the expressions that de�ne the torques above is adjusted
with the spacecraft motion concerned. The model was tested in the problem of
reconstruction of the Foton M-2 attitude motion by processing onboard measure-
ments of the Earth magnetic �eld strength. This spacecraft was in orbit in the
period 31.05 � 16.06.2005. The use of the new model resulted in some increase
of the reconstruction accuracy.
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ èçìåðåíèé áîðòîâûõ äàò÷èêîâ
ñïóòíèêîâ Ôîòîí, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñïóòíèê ñ÷èòàåòñÿ òâåðäûì òå-
ëîì, öåíòð ìàññ êîòîðîãî äâèæåòñÿ ïî ãåîöåíòðè÷åñêîé îðáèòå. Äëÿ çàïèñè
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïóòíèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ è ñîîòíîøåíèé, èñ-
ïîëüçóåìûõ ïðè îáðàáîòêå äàííûõ èçìåðåíèé, ââîäÿòñÿ ÷åòûðå ïðàâûå äå-
êàðòîâû ñèñòåìû êîîðäèíàò:

1. Æåñòêî ñâÿçàííàÿ ñî ñïóòíèêîì ïðèáîðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
O′y1y2y3. Òî÷êà O′ ðàñïîëîæåíà íà ïåðåñå÷åíèè ïðîäîëüíîé îñè ñïóòíèêà ñ
ïëîñêîñòüþ îäíîãî èç øïàíãîóòîâ ïðèáîðíîãî îòñåêà (ðèñ. 1). Îñü O′y1 ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðîäîëüíîé îñüþ ñïóòíèêà è íàïðàâëåíà îò ñïóñêàåìîãî àïïàðàòà
ê ïðèáîðíîìó îòñåêó. Â ýòîé ñèñòåìå èíòåðïðåòèðóþòñÿ äàííûå èçìåðåíèé
áîðòîâûõ äàò÷èêîâ.

2. Ñèñòåìà êîîðäèíàò Ox1x2x3, îáðàçîâàííàÿ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè
îñÿìè èíåðöèè ñïóòíèêà. Òî÷êà O � öåíòð ìàññ ñïóòíèêà, îñü Oxi ñîñòàâ-
ëÿåò ìàëûé óãîë ñ îñüþ O′yi (i = 1, 2, 3). Íèæå, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî,
êîìïîíåíòû âåêòîðîâ è êîîðäèíàòû òî÷åê óêàçûâàþòñÿ â ñèñòåìå Ox1x2x3.

3. Ãðèíâè÷ñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò CY1Y2Y3. Åå íà÷àëî íàõîäèòñÿ â öåíòðå
Çåìëè, ïëîñêîñòü CY1Y2 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ ýêâàòîðà, îñü CY1 ïåðåñå-
êàåò ãðèíâè÷ñêèé ìåðèäèàí, îñü CY3 íàïðàâëåíà â Ñåâåðíûé ïîëþñ.

4. Êâàçèèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò CZ1Z2Z3. Îñü CZ2 ïàðàë-
ëåëüíà âåêòîðó ìãíîâåííîãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà, îñü CZ3 ëåæèò â ïëîñêîñòè CY1Y2 è íàïðàâëåíà â âîñõîäÿùèé
óçåë îñêóëèðóþùåé îðáèòû. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè ñèñòå-
ìû CZ1Z2Z3 íå ïðåâûøàåò 5◦/ñóò.

Ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñèñòåìû Ox1x2x3 ê ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå îáîçíà÷èì
‖ gij ‖ 3

i,j=1, ãäå gij � êîñèíóñ óãëà ìåæäó îñÿìè CYi è Oxj. Ýëåìåíòû ýòîé
ìàòðèöû áóäåì âûðàæàòü â ôóíêöèè óãëîâ γg, δg è βg (ñð. [1]), êîòîðûå
ââîäÿòñÿ òàê, ÷òîáû ïðè ñîâïàäåíèè òî÷åê O è C ñèñòåìó CY1Y2Y3 ìîæíî
áûëî ïåðåâåñòè â ñèñòåìó Ox1x2x3 òðåìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîâîðîòàìè: 1)
íà óãîë δg + π/2 âîêðóã îñè CY2, 2) íà óãîë βg âîêðóã íîâîé îñè CY3, 3) íà
óãîë γg âîêðóã íîâîé îñè CY1, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ Ox1. Ýëåìåíòû ìàòðèöû
‖gij‖ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýòè óãëû ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

g11 = − sin δg cos βg,
g12 = cos δg sin γg + sin δg sin βg cos γg,
g13 = cos δg cos γg − sin δg sin βg sin γg,

g21 = sin βg,
g22 = cos βg cos γg,
g23 = − cos βg sin γg,

g31 = − cos δg cos βg,
g32 = − sin δg sin γg + cos δg sin βg cos γg,
g33 = − sin δg cos γg − cos δg sin βg sin γg.

Ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñèñòåìû Ox1x2x3 ê ïðèáîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
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îáîçíà÷èì ‖ bij ‖ 3
i,j=1 , ãäå bij � êîñèíóñ óãëà ìåæäó îñÿìèO′yi èOxj. Ýëåìåí-

òû ýòîé ìàòðèöû âûðàæàþòñÿ â ôóíêöèè óãëîâ γc, αc è βc [2], íà êîòîðûå â
ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ òî÷åê O è O′ íàäî ïîâåðíóòü ïðèáîðíóþ ñèñòåìó ïîñëåäî-
âàòåëüíî âîêðóã îñåéO′y2,O′y3 èO′y1, ÷òîáû ïåðåâåñòè åå â ñèñòåìóOx1x2x3.
Ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ýëåìåíòû bij â ôóíêöèè óãëîâ γc, αc è βc, ïîëó÷à-
þòñÿ èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë çàìåíîé gij → bij, γg → γc, δg + π/2 → αc,
βg → βc. Ââåäåííûå íàáîðû óãëîâ èñïîëüçóþòñÿ â ïðîãðàììàõ îáðàáîòêè
äàííûõ èçìåðåíèé.

Íàïðàâëåíèå îñè Ox1 â ñèñòåìå CZ1Z2Z3 áóäåì çàäàâàòü óãëàìè ψ è θ (ñð.
[3]). Ïðè ñîâïàäåíèè òî÷åê O è C îñü CZ1 ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíà â îñü Ox1
äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïîâîðîòàìè ñèñòåìû CZ1Z2Z3: 1) íà óãîë ψ âî-
êðóã îñè CZ3, 2) íà óãîë θ âîêðóã íîâîé îñè CZ2. Îðò îñè Ox1 èìååò â ñèñòå-
ìå CZ1Z2Z3 êîìïîíåíòû (cos θ cosψ, cos θ sinψ,− sin θ). Óãîë Λ, êîòîðûé ýòà
îñü îáðàçóåò ñ îñüþ CZ2, îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì Λ = arccos (cos θ sinψ).
Óãëû ψ, θ è Λ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èëëþñòðàöèè äâèæåíèÿ ñïóòíèêà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ñîñòîÿò èç äâóõ ïîäñèñòåì. Îäíà ïîäñè-
ñòåìà îïèñûâàåò äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ñïóòíèêà, äðóãàÿ � åãî äâèæåíèå
îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ. Ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ çà-
ïèñàíà â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ ó÷åòîì íåöåíòðàëüíîñòè ãðàâè-
òàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè è ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû. Íåöåíòðàëüíîñòü ïîëÿ
ó÷èòûâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà (16,16) âêëþ÷èòåëüíî â ðàç-
ëîæåíèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Çåìëè â ðÿä ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì.
Àòìîñôåðà ñ÷èòàåòñÿ âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñ Çåìëåé, åå ïëîòíîñòü ðàññ÷èòû-
âàåòñÿ ñîãëàñíî ìîäåëè ÃÎÑÒ Ð 25645.166-2004 [4]. Ðåøåíèÿ ýòîé ïîäñèñòåìû
íàõîäèëèñü èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåé àïïðîêñèìàöèè äâóõñòðî÷íûõ ýëåìåíòîâ
îðáèòû Ôîòîíà Ì-2 íà îòðåçêàõ âðåìåíè äëèíîé 3 � 4 ñóò (ñì. [5], ãäå ïðè-
ìåíåííàÿ ìåòîäèêà èçëîæåíà äëÿ Ôîòîíà-11).

Ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îáðàçîâàíà äèíàìè÷å-
ñêèìè óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà äëÿ êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà â ñè-
ñòåìåOx1x2x3 è êèíåìàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ïóàññîíà äëÿ ýëåìåíòîâ ïåð-
âûõ äâóõ ñòðîê ìàòðèöû ‖ gij ‖. Â óðàâíåíèÿõ Ýéëåðà ó÷èòûâàþòñÿ ÷åòûðå
âíåøíèõ ìåõàíè÷åñêèõ ìîìåíòà: 1) ãðàâèòàöèîííûé ìîìåíò; 2) âîññòàíàâëè-
âàþùèé àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîìåíò; 3) ïîñòîÿííûé ïî ìîäóëþ ìîìåíò, íåèç-
ìåííî íàïðàâëåííûé âäîëü îñè Ox1; 4) ìîìåíò, âîçíèêàþùèé ïðè âçàèìîäåé-
ñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ Çåìëè (ÌÏÇ) ñ ñîáñòâåííûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì
ñïóòíèêà. Äëÿ ïåðâîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ ìîìåíòîâ
ñóùåñòâóåò ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ [6], ïðè÷åì ïðè çàäàíèè ÷åò-
âåðòîãî ìîìåíòà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò ñïóò-
íèêà íàïðàâëåí âäîëü îñè Ox1.

Êîìïîíåíòû ãðàâèòàöèîííîãî ìîìåíòà èìåþò âèä

Mg1 =
3µe

r5 (I3 − I2)x2x3 , Mg2 =
3µe

r5 (I1 − I3)x3x1 ,
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Mg3 =
3µe

r5 (I2 − I1)x1x2 , r =
√
x2

1 + x2
2 + x2

3 .

Çäåñü µe � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð Çåìëè, Ii � ìîìåíòû èíåðöèè ñïóòíèêà
îòíîñèòåëüíî îñåé Oxi, xi � êîìïîíåíòû ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàäèóñà-âåêòîðà
öåíòðà ìàññ ñïóòíèêà (i = 1, 2, 3).

Êîìïîíåíòû ïîñòîÿííîãî ïî ìîäóëþ ìîìåíòà, íåèçìåííî íàïðàâëåííîãî
âäîëü îñè Ox1, çàäàäèì ñîîòíîøåíèÿìè

Mc1 = I1ε , Mc2 = Mc3 = 0 ,

ãäå ε � ñîçäàâàåìîå ýòèì ìîìåíòîì ïîñòîÿííîå óãëîâîå óñêîðåíèå ñïóòíèêà
âîêðóã îñè Ox1.

Êîìïîíåíòû ìîìåíòà, âîçíèêàþùåãî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ÌÏÇ ñ ñîá-
ñòâåííûì ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ñïóòíèêà, èìåþò âèä

Mm1 = 0 , Mm2 = −I1mh3 , Mm3 = I1mh2 .

Çäåñü hi � êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ÌÏÇ â òî÷êå O, I1m � ñîá-
ñòâåííûé äèïîëüíûé ìîìåíò ñïóòíèêà. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, ýòîò ìîìåíò
íàïðàâëåí âäîëü îñè Ox1. Ìíîæèòåëü I1 â âûðàæåíèÿ äëÿ Mc1 è Mm2, Mm3
ââåäåí äëÿ óäîáñòâà ïàðàìåòðèçàöèè óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà.

Ïðè âû÷èñëåíèè âîññòàíàâëèâàþùåãî àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìîìåíòà ïðè-
íèìàëîñü, ÷òî ìîëåêóëû âîçäóõà ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ âíåøíåé îáîëî÷êîé
ñïóòíèêà èñïûòûâàþò àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð. Ó÷èòûâàëàñü îñåâàÿ ñèì-
ìåòðèÿ âíåøíåé îáîëî÷êè îòíîñèòåëüíî îñè O′y1. Â êà÷åñòâå ïîëþñà ïðè-
âåäåíèÿ ñèñòåìû ñèë àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ áðàëàñü òî÷êà O′

(ðèñ. 1). Ïóñòü ñïóòíèê ñîâåðøàåò ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ñî ñêîðîñòüþ
v â íåïîäâèæíîé îäíîðîäíîé àòìîñôåðå. Òîãäà ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíè-
ÿõ äëÿ ãëàâíîãî âåêòîðà è ãëàâíîãî ìîìåíòà äåéñòâóþùèõ íà ñïóòíèê ñèë
àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû [6]

Fa = −ρaS|v|v , M′
a = ρa|v|(v ×P) . (1)

Çäåñü ρa � ïëîòíîñòü àòìîñôåðû; S è P � ïëîùàäü è ïåðâûé ìîìåíò ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ôèãóðû, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé âíåøíåé îáîëî÷êè ñïóòíèêà
íà ïëîñêîñòü Πv, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó v. Âåêòîð P ëåæèò â ïëîñêîñòè
Πv è âû÷èñëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè íà Πv òî÷êè O′. Ìåòîä âû÷èñëåíèÿ
âåëè÷èí S è P îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷íî äåòàëüíîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ìîäåëè âíåøíåé îáîëî÷êè ñïóòíèêà è îïèñàí â [7].

Ôîðìóëû (1) àäàïòèðóþòñÿ ê óðàâíåíèÿì âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôîðìóëû èñïîëüçóþòñÿ ïðè óãëîâîé ñêîðîñòè
ñïóòíèêà îòëè÷íîé îò íóëÿ, ò. å. äèññèïàòèâíûé àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîìåíò
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íå ó÷èòûâàåòñÿ. Â êà÷åñòâå ρa è v ïðèíèìàþòñÿ ïëîòíîñòü àòìîñôåðû â òî÷-
êå O è ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïîñëåäíåå ïðåäïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî v îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî àòìî-
ñôåðà ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíîé îòíîñèòåëüíî âðàùàþùåéñÿ Çåìëè.

Äàëüíåéøàÿ êîíêðåòèçàöèÿ ôîðìóë (1) ñâÿçàíà ñ ó÷åòîì îñåâîé ñèììåò-
ðèè âíåøíåé îáîëî÷êè ñïóòíèêà. Âñëåäñòâèå ýòîé ñèììåòðèè âåêòîðû v, P
è îðò e îñè O′y1 êîìïëàíàðíû. Óêàçàííàÿ êîìïëàíàðíîñòü è ñîîòíîøåíèå
v ·P = 0 ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü M′

a â âèäå

M′
a = ρa

|v|3(P · e)

|v × e|2
(v × e) .

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, âîçüìåì âåêòîðû v è P ëåæàùèìè â ïëîñêîñòè
O′y1y2 è âû÷èñëèì ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîðìó-
ëû â ñèñòåìå êîîðäèíàò O′y1y2y3. Ïóñòü â ýòîé ñèñòåìå v = |v|(cosα, sinα, 0),
S = G(α), P = (P1(α), P2(α), 0). Òîãäà G(α), P1(α) è P2(α) çàâèñÿò îò α ïå-
ðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì π, G(α) è P1(α) � ÷åòíûå ôóíêöèè, P2(α) � íå÷åòíàÿ
ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, P1(α) cosα + P2(α) sinα = 0. Â ñèëó ïîñëåäíåãî ñîîò-
íîøåíèÿ

ρa
|v|3(P · e)

|v × e|2
= ρa|v |

P1(α)

sin2 α
= ρa|v|[P1(α)− P2(α) ctgα ] ,

è àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîìåíò ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

M′
a = ρa|v|[P1(α)− P2(α) ctgα ](v × e) .

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà è ôîðìóëà S = G(α) ñïðàâåäëèâû ïðè ïðîèçâîëüíîì
ïîëîæåíèè v, åñëè α îïðåäåëèòü ñîîòíîøåíèåì α = arccos [(v · e)|v|−1].

Â óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïîäñèñòåìû âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñëåäóåò ïîä-
ñòàâëÿòü âíåøíèå ìîìåíòû, âû÷èñëåííûå îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ñïóòíè-
êà, à ïðåäûäóùèå ôîðìóëû çàäàþò àýðîäèíàìè÷åñêèé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî
òî÷êèO′. Ïðèâåäåíèå ýòîãî ìîìåíòà ê öåíòðó ìàññ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî èçâåñò-
íîé ôîðìóëå òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. À èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð
ìàññ ñïóòíèêà ëåæèò íà îñè O′y1, ïðè÷åì

−−→
O′O = de. Òîãäà àýðîäèíàìè÷åñêèé

ìîìåíò îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ma = M′
a − de× Fa = ρa|v|[P1(α)− P2(α) ctgα− dG(α) ](v × e) .

Ïàðàìåòð d óòî÷íÿåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåíÿåòñÿ ïðè îáðàáîòêå äàííûõ
èçìåðåíèé, ïîýòîìó, ÷òîáû çàäàòü Ma â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ, ïðèõîäèò-
ñÿ çàäàâàòü äâå ôóíêöèè F (α) = P1(α) − P2(α) ctgα è G(α). Ýòè ôóíêöèè
îïðåäåëåíû íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ π è âñëåäñòâèå îñåâîé ñèììåòðèè ñïóòíèêà
óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (ñì. âûøå) F (α) = F (π−α), G(α) = G(π−α).
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Ýòè ôóíêöèè äîñòàòî÷íî çàäàòü íà îòðåçêå 0 ≤ α ≤ π/2. Îíè âû÷èñëÿþò-
ñÿ â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè è èíòåðïîëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ
ðÿäîâ Ôóðüå. Â òî÷êå α = 0 ôóíêöèÿ F (α) èìååò óñòðàíèìóþ îñîáåííîñòü.
Ïîñêîëüêó P1(0) = P2(0) = 0, â ýòîé òî÷êå ïðèíèìàåòñÿ F (0) = −dP2(0)/dα.
Ïðîèçâîäíàÿ çäåñü âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî ðÿäà Ôóðüå, èíòåð-
ïîëèðóþùåãî ôóíêöèþ P2(α).

Êîìïîíåíòû àýðîäèíàìè÷åñêîãî ìîìåíòà èìåþò âèä

Ma1 = ρav[F (α)− dG(α)](v2b13 − v3b12) ,

Ma2 = ρav[F (α)− dG(α)](v3b11 − v1b13) ,

Ma3 = ρav[F (α)− dG(α)](v1b12 − v2b11) ,

v =
√
v2

1 + v2
2 + v2

3 , α = arccos
|b11v1 + b12v2 + b13v3|

v
,

ãäå vi � êîìïîíåíòû âåêòîðà v.
Ïîäñèñòåìà óðàâíåíèé âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ èìååò âèä

ω̇1 = µ(ω2ω3 − νx2x3) + κ(v2b13 − v3b12) + ε ,

ω̇2 =
1− λ

1 + λµ
(ω1ω3 − νx1x3) +

λ

1 + λµ
[κ(v3b11 − v1b13)−mh3] ,

ω̇3 = −(1− λ+ λµ)(ω1ω2 − νx1x2) + λ[κ(v1b12 − v2b11) +mh2] , (2)

ġ11 = g12ω3 − g13ω2 + ωeg21 , ġ21 = g22ω3 − g23ω2 − ωeg11 ,

ġ12 = g13ω1 − g11ω3 + ωeg22 , ġ22 = g23ω1 − g21ω3 − ωeg12 ,

ġ13 = g11ω2 − g12ω1 + ωeg23 , ġ23 = g21ω2 − g22ω1 − ωeg13 ,

λ =
I1
I3
, µ =

I2 − I3
I1

, ν =
3µe

r5 , κ =
Eρav

I1
[F (α)− dG(α)] .

Çäåñü òî÷êà íàä áóêâîé îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t; ωi � êîì-
ïîíåíòû àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ñïóòíèêà; ωe � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðà-
ùåíèÿ ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã îñè CY3; E = 106 � ìàñøòà-
áèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ñìûñë îñòàëüíûõ âåëè÷èí ïîÿñíåí âûøå. Ïëîòíîñòü
àòìîñôåðû çàäàåòñÿ ñîãëàñíî ìîäåëè ÃÎÑÒ Ð 25645.166-2004, êàê â óðàâíå-
íèÿõ îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ. Êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ÌÏÇ â
òî÷êå O ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

hi =
3∑

j=1

Hjgji (i = 1, 2, 3) , (3)
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ãäå Hk � êîìïîíåíòû ýòîãî âåêòîðà â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýòè
êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ìîäåëüþ IGRF2005. Ïàðàìåòðû óðàâíåíèé (2)
ñ÷èòàþòñÿ íåèçìåííûìè íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé (2) òðåòüÿ ñòðîêà ìàòðèöû
‖gij‖ âû÷èñëÿåòñÿ êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ äâóõ åå ñòðîê, è
èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ:
[t] = 103 ñ, [xi] = 106 êì, [vi] = êì/ñ, [ωi] = 10−3ñ−1, [d] = ì, [ε] = 10−6ñ−2,
[ρa] = êã/ì3, [m] = 10−5ã−1/2ñì1/2ñ−1, [hi] = 0.1ã1/2ñì−1/2ñ−1 = 0.1Ý. Ðàçìåð-
íîñòè m è hi óêàçàíû â ñèñòåìå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ÑÃÑÌ.

Ïåðåìåííûå g1i è g2i íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, îíè ñâÿçàíû óñëîâèÿìè
îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû ‖ gij ‖. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
g1i è g2i âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãëû γg, δg è βg.

Ïàðàìåòðû λ è µ â óðàâíåíèÿõ (2), à òàêæå óãëû γc, αc è βc, ìîæíî
ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè, ïîñêîëüêó îáû÷íî èçâåñòåí ðàñ÷åòíûé òåíçîð èíåð-
öèè ñïóòíèêà â ïðèáîðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íàïðèìåð, äëÿ Ôîòîíà Ì-

2 ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ λ = λ◦ = 0.27, µ = µ◦ = 0.10,
γc = αc = βc = 0. Ïàðàìåòðû ε, d è m îïðåäåëÿþòñÿ èç îáðàáîòêè äàí-
íûõ èçìåðåíèé íàðÿäó ñ íåèçâåñòíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äâèæåíèÿ
ñïóòíèêà, ò. å. ñëóæàò ïàðàìåòðàìè ñîãëàñîâàíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå âà-
ðèàíò îáðàáîòêè äàííûõ èçìåðåíèé, â êîòîðîì ïàðàìåòðàìè ñîãëàñîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ, λ, µ, γc, αc, βc.

2. Ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïî èçìåðåíèÿì
áîðòîâûõ ìàãíèòîìåòðîâ. Îïèñàííàÿ âûøå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âðà-
ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà áûëà èñïûòàíà îáðàáîòêîé ñ åå ïîìîùüþ
äàííûõ èçìåðåíèé ÌÏÇ, âûïîëíåííûõ íà Ôîòîíå Ì-2, è ñðàâíåíèåì ïî-
ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè [8]. Íà áîðòó ýòîãî ñïóòíèêà íàõîäè-
ëàñü àïïàðàòóðà Ìèðàæ ñ íåñêîëüêèìè òðåõêîìïîíåíòíûìè ìàãíèòîìåòðà-
ìè. Ïîñêîëüêó äâèæåíèå ñïóòíèêà áûëî íåóïðàâëÿåìûì, ïîëó÷åííûå äàííûå
è óðàâíåíèÿ (2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôàêòè÷åñêîãî âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà ïî îáû÷íûì ñòàòèñòè÷åñêèì ìåòîäèêàì.

Ìåòîäèêà, èñïîëüçîâàííàÿ â äàííîé ðàáîòå, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (äåòàëè
ñì. â [3, 8]). Ïî èçìåðåíèÿì, âûïîëíåííûì íà íåêîòîðîì îòðåçêå âðåìåíè
t0 ≤ t ≤ t1, ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñòðîèëèñü âûðàæåíèÿ

χ̂i(t) = Ci,M+1 + Ci,M+2(t− t0) +
M∑

m=1

Ci,m sin
πm(t− t0)

t1 − t0
(i = 1, 2, 3) .

Ôóíêöèè χ̂i(t) ðàññìàòðèâàëèñü êàê àïïðîêñèìàöèÿ íà ýòîì îòðåçêå ôàêòè-
÷åñêèõ êîìïîíåíò íàïðÿæåííîñòè ÌÏÇ â ñèñòåìå O′y1y2y3. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, ýòè êîìïîíåíòû ìîæíî ðàññ÷èòàòü âäîëü ðåøåíèé óðàâíåíèé (2) íà
òîì æå îòðåçêå c ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîé ìîäåëè ÌÏÇ. Ïðè èäåàëüíîé òî÷-
íîñòè èçìåðåíèé è ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùåãî èñòèííîå äâèæå-
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íèå ñïóòíèêà, ïîëó÷åííûå äâà íàáîðà ôóíêöèé äîëæíû ñîâïàäàòü, ïîýòîìó
àïïðîêñèìàöèåé ôàêòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñ÷èòàëîñü ðåøåíèå, äîñòàâëÿþùåå
ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó

Φ1 =
N∑

n=0

3∑
i=1

[ χ̂i(t0 + nτ)− χi(t0 + nτ)−∆i ]
2 , (4)

χi(t) =
3∑

k=1

bikhk(t), τ =
t1 − t0
N

.

Çäåñü ôóíêöèè hi(t) îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (3), ∆i � ïîñòîÿííûå ñìåùåíèÿ
â äàííûõ èçìåðåíèé. Ìèíèìèçàöèÿ Φ1 ïðîâîäèòñÿ ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
ðåøåíèÿ â òî÷êå t0 è ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè: ∆i, ε, d, m, λ, µ,
γc, αc è βc. Ïîñëåäíèå ïÿòü èç ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü ôèêñèðîâàíû.
Òå ïàðàìåòðû, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññå ìèíèìèçàöèè Φ1,
áóäåì íàçûâàòü óòî÷íÿåìûìè. Îáû÷íî ïðèíèìàëîñü t1 − t0 = 100÷ 300 ìèí
è τ ≈ 1 ìèí. Èç-çà ðàçíîãî ðîäà ñáîåâ â ïîêàçàíèÿõ ìàãíèòîìåòðîâ ôóíêöèè
χ̂i(t) íå âñåãäà òî÷íî ïðåäñòàâëÿþò ìåñòíîå ìàãíèòíîå ïîëå. Êàê ïðàâèëî,
ïîòåðÿ òî÷íîñòè ñâÿçàíà ñ ïðîïóñêàìè â äàííûõ èçìåðåíèé. Ïî ýòîé ïðè-
÷èíå òå çíà÷åíèÿ n, äëÿ êîòîðûõ ìîìåíòû âðåìåíè t0 + nτ ïðèõîäèëèñü íà
òàêèå ïðîïóñêè, èç ñóììû (4) èñêëþ÷àëèñü. Ó÷èòûâàÿ ñïîñîá èñïîëüçîâàíèÿ
âåëè÷èí χ̂i(t0 +nτ) ïðè îòûñêàíèè ôàêòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñïóòíèêà, áóäåì
íàçûâàòü èõ ïñåâäîèçìåðåíèÿìè.

×èñëî àðãóìåíòîâ ôóíêöèîíàëà (4) ìîæíî óìåíüøèòü, âûïîëíèâ àíàëè-
òè÷åñêè åãî ìèíèìèçàöèþ ïî ñìåùåíèÿì ∆i. Îñòàëüíûå àðãóìåíòû ïðè ýòîì
ôèêñèðîâàíû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íîâûé ôóíêöèîíàë

Φ =
3∑

i=1

{
N∑

n=0

[ χ̂i(t0 + nτ)− χi(t0 + nτ) ]2 − (N + 1)∆̃2
i

}
, (5)

∆̃i =
1

N + 1

N∑
n=0

[ χ̂i(t0 + nτ)− χi(t0 + nτ) ] .

Òåïåðü îòûñêàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2), àïïðîêñèìèðóþùåãî ôàêòè÷åñêîå
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñïóòíèêà, ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (5)
ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ýòîãî ðåøåíèÿ γg(t0), δg(t0), βg(t0), ωi(t0) (i = 1, 2, 3)
è óòî÷íÿåìûì ïàðàìåòðàì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà (5) âûïîëíÿëàñü ìåòîäîì Ëåâåíáåðãà � Ìàð-
êâàðäòà, ÿâëÿþùèìñÿ îäíîé èç ìîäèôèêàöèé ìåòîäà Ãàóññà-Íüþòîíà. Ðåà-
ëèçàöèÿ ýòîãî ìåòîäà â çàäà÷àõ îïðåäåëåíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñïóò-
íèêîâ ïî äàííûì èçìåðåíèé áîðòîâûõ äàò÷èêîâ îïèñàíà â [1, 2]. Èñïîëüçî-
âàëèñü äâà âàðèàíòà ìèíèìèçàöèè Φ. Îíè îòëè÷àëèñü ÷èñëîì óòî÷íÿåìûõ
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ïàðàìåòðîâ è ïðèìåíÿëèñü ïîýòàïíî. Íà ïåðâîì ýòàïå ìèíèìèçàöèÿ âûïîë-
íÿëàñü ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì è ïàðàìåòðàì d, m, ε ïðè ôèêñèðîâàííûõ
íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ òåíçîðà èíåðöèè (ñì. ï. 1). Íà âòîðîì
ýòàïå ìèíèìèçàöèÿ âûïîëíÿëàñü ïî âñåì ïàðàìåòðàì. Íèæå îãðàíè÷èìñÿ
îïèñàíèåì âòîðîãî ýòàïà. Äëÿ ïðîñòîòû ïèñüìà âñå óòî÷íÿåìûå âåëè÷èíû
îáúåäèíèì â îäèí âåêòîð z, dim z = 14. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ Φ = Φ(z),
z∗ = argmin Φ(z) � èñêîìàÿ îöåíêà âåêòîðà z.

Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïñåâäîèçìåðåíèé χ̂i(t0 + nτ) è îöåíêè z∗ áóäåì
õàðàêòåðèçîâàòü, ñëåäóÿ ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñòàíäàðòíûìè îòêëîíåíèÿìè. Ïîñëåäíèå âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
îøèáêè â ïñåâäîèçìåðåíèÿõ íåêîððåëèðîâàíû è èìåþò îäèíàêîâûå äèñïåð-
ñèè, ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îøèáîê, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå
íàïðÿæåííîñòè ÌÏÇ, ðàâíû. Òàêîé ïîäõîä âûáðàí èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà
è âèäà ôóíêöèîíàëà (4). Òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûå óñëîâèÿ åãî àäåêâàòíî-
ñòè òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî îáñóæäåíèÿ. Ïðè ñäåëàííûõ äîïóùåíèÿõ z∗ �
ñëó÷àéíûé âåêòîð, êîòîðûé èìååò ïðèáëèçèòåëüíî íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ðàâíûì èñòèííîìó çíà÷åíèþ z. Êîâàðèàöèîííàÿ
ìàòðèöà ýòîãî âåêòîðà è îöåíêà äèñïåðñèè îøèáîê â ïñåâäîèçìåðåíèÿõ íà-
õîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

Kz = σ2C−1 =‖ Kij ‖ 14
i,j=1 , σ2 =

Φ(z∗)

3N − 14
.

Çäåñü C � âû÷èñëåííàÿ â òî÷êå z∗ ìàòðèöà ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíå-
íèé, âîçíèêàþùåé ïðè ìèíèìèçàöèè Φ(z) ìåòîäîì Ãàóññà-Íüþòîíà, 2C ≈
∂2Φ(z∗)/∂z

2. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïñåâäîèçìåðåíèé áóäåì õàðàêòåðèçî-
âàòü ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì σ, òî÷íîñòü îöåíêè z∗ � ñòàíäàðòíûìè îò-
êëîíåíèÿìè

√
Kii (i = 1, 2, . . . , 14). Ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ âåëè÷èí d, λ,

γc è ò. ï. îáîçíà÷èì σd, σλ, σγc .
×òîáû ìèíèìèçèðóþùèå ôóíêöèîíàë (5) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ λ, µ è γc

ëåæàëè â ïðèåìëåìûõ ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäåëàõ, â ýòîò ôóíêöè-
îíàë ââîäèëîñü äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå

ε1
[
(λ− λ◦)2 + (µ− µ◦)2] + ε2γ

2
c .

Çäåñü ε1 è ε2 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, λ◦, µ◦ � óêàçàííûå âûøå íîìèíàëü-
íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ λ è µ. Òàêàÿ çàìåíà ôóíêöèîíàëà ó÷èòûâàåò àïðè-
îðíóþ èíôîðìàöèþ îá óòî÷íÿåìûõ ïàðàìåòðàõ ñïóòíèêà è ðåãóëÿðèçèðóåò
çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè Φ. Çà íîâûì ôóíêöèîíàëîì ñîõðàíèì ïðåæíåå îáîçíà-
÷åíèå. Îïèñûâàåìûå íèæå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ε1 = ε2 = 0.01. Ïðè
âû÷èñëåíèè ñòàíäàðòíûõ îòêëîíåíèé èñïîëüçîâàëèñü íîâîå âûðàæåíèå äëÿ
Φ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé.
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3. Ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Äâèæåíèå
Ôîòîíà Ì-2 ïî îïèñàííîé ìåòîäèêå áûëî îïðåäåëåíî íà 6 èíòåðâàëàõ âðåìå-
íè. Êàæäûé èíòåðâàë èìååò äëèíó 270 ìèí. Íåêîòîðûå ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1, 2 è íà ðèñ. 2 � 7. Òàáëèöû ñîäåðæàò îñíîâíûå
õàðàêòåðèñòèêè èíòåðâàëîâ è íàéäåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (2), ðèñóíêè èë-
ëþñòðèðóþò êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ïñåâäîèçìåðåíèé è äâèæåíèå ñïóòíè-
êà îòíîñèòåëüíî êâàçèèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò CZ1Z2Z3. Êà÷åñòâî
àïïðîêñèìàöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ îöåíêàìè ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ σ, ïðè-
âåäåííûìè â òàáë. 1 è â ïîäïèñÿõ ê ðèñóíêàì. Â òàáëèöå ðÿäîì ñ ýòèìè
îöåíêàìè â ñêîáêàõ óêàçàíû çíà÷åíèÿ σ, ïîëó÷åííûå äëÿ òåõ æå èíòåðâàëîâ
â [8]. Êàê âèäèì, íîâàÿ ìîäåëü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îêàçàëàñü áîëåå
òî÷íîé.

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ðèñóíêîâ. Êàæäûé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò äâèæåíèå
òîëüêî íà òðåõ îðáèòàëüíûõ âèòêàõ, íî âçÿòûå âìåñòå îíè ïîçâîëÿþò ïî-
ëó÷èòü èñ÷åðïûâàþùåå ïðåäñòàâëåíèå î äâèæåíèè, óñòàíîâèâøåìñÿ ÷åðåç
íåñêîëüêî ñóòîê íåóïðàâëÿåìîãî ïîëåòà (áîëåå ïîäðîáíûå ðåçóëüòàòû ïðè-
âåäåíû â [8]).

Òàáëèöà 1. Èíòåðâàëû îáðàáîòêè èçìåðåíèé íàïðÿæåííîñòè ÌÏÇ

� Äàòà t0 σ < ω1 > δω1 < w > δw
èíò. 06.2005 ÄÌÂ γ ◦/ñ ◦/ñ ◦/ñ ◦/ñ
1 4 16:15:06 1087 (1153) 0.8493 0.0076 0.1363 0.0130
2 5 13:36:15 1309 (1364) 0.9316 0.0019 0.1438 0.0112
3 6 14:17:34 1025 (1090) 1.0085 0.0073 0.1421 0.0109
4 7 12:18:45 986 (1163) 1.0680 0.0013 0.1244 0.0093
5 8 12:20:02 1159 (1243) 1.1119 0.0006 0.1122 0.0097
6 9 12:21:20 1088 (1180) 1.1504 0.0006 0.1076 0.0098

Êàæäûé èç ðèñ. 2 � 7 åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ÷àñòè �
ëåâóþ, ñðåäíþþ è ïðàâóþ. Ïðàâûå ÷àñòè èëëþñòðèðóþò êà÷åñòâî àïïðîêñè-
ìàöèè ïñåâäîèçìåðåíèé χ̂i(t0 + nτ) ôóíêöèÿìè χi(t), çàäàííûìè ñîîòíîøå-
íèÿìè (4). Çäåñü â êàæäîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåí
ãðàôèê îäíîé èç ýòèõ ôóíêöèé íà îòðåçêå t0 ≤ t ≤ t1 , ìàðêåðàìè óêàçàíû
òî÷êè (t0 + nτ, χ̂i(t0 + nτ)− ∆̃i) (n = 0, 1, . . . , N).

Â ñðåäíåé ÷àñòè ðèñóíêîâ ïîìåùåíû ãðàôèêè êîìïîíåíò óãëîâîé ñêîðî-
ñòè ωi(t) â íàéäåííûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé (2). Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî êîì-
ïîíåíòà ω1 ïîñòåïåííî âîçðàñòàëà. Â ðàìêàõ ïðèíÿòîé ìîäåëè ýòîò ýôôåêò
îáúÿñíÿåòñÿ äåéñòâèåì íà ñïóòíèê ïîñòîÿííîãî ìåõàíè÷åñêîãî ìîìåíòà, íà-
ïðàâëåííîãî âäîëü îñè Ox1. Â [8] âîçðàñòàíèå ω1 ïðîñëåæåíî ñ ñàìîãî íà÷àëà
íåóïðàâëÿåìîãî ïîëåòà, ïðè÷åì â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëñÿ ìîìåíò, èìåþ-
ùèé ïîñòîÿííûå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ïî âñåì òðåì îñÿì ñèñòåìû Ox1x2x3
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(òàêîé ìîìåíò ìîã âîçíèêíóòü èç-çà òðàâëåíèÿ ãàçà). Ýòè êîìïîíåíòû ñëó-
æèëè óòî÷íÿåìûìè ïàðàìåòðàìè. Â ñèëó ìàëîãî çíà÷åíèÿ λ áîëüøå âñåãî íà
äâèæåíèå ñïóòíèêà âëèÿëà êîìïîíåíòà âäîëü îñè Ox1, êîòîðàÿ è ïðèâåëà ê
óâåëè÷åíèþ ω1. ×åðåç ñóòêè ïîñëå íà÷àëà íåóïðàâëÿåìîãî ïîëåòà çíà÷åíèÿ
ω1 óâåëè÷èëèñü íàñòîëüêî, ÷òî êîìïîíåíòû ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà âäîëü îñåé
Ox2 è Ox3 ïðàêòè÷åñêè ïåðåñòàëè âëèÿòü íà äâèæåíèå ñïóòíèêà. Èõ äåé-
ñòâèå óñðåäíÿëîñü ïî ñîáñòâåííîìó âðàùåíèþ ñïóòíèêà, è ðåçóëüòàò óñðåä-
íåíèÿ áûë èñ÷åçàþùå ìàë. Ïðè îáðàáîòêå äàííûõ èçìåðåíèé çíà÷åíèÿ ýòèõ
êîìïîíåíò îïðåäåëÿþòñÿ ñ î÷åíü áîëüøîé îøèáêîé, è â òàêîé ñèòóàöèè èõ
öåëåñîîáðàçíî ïðèíÿòü ðàâíûìè íóëþ. Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííîå óïðî-
ùåíèå ïðàâîìåðíî íà÷èíàÿ ñ 02.06.2005. Îíî ñäåëàíî â [8] è â äàííîé ðàáîòå.
Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå â ôîðìóëàõ ìîìåíòà, äåéñòâóþùåãî íà ñïóòíèê
ñî ñòîðîíû ÌÏÇ, êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà ñïóòíèêà
âäîëü îñåé Ox2 è Ox3 òàêæå ïðèíÿòû ðàâíûìè íóëþ.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ω1 âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ñïóòíè-
êà áëèçêî ê ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè Ýéëåðà îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà.
Ïðèâåäåì êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé áëèçîñòè. Òî÷íàÿ ðåãóëÿð-
íàÿ ïðåöåññèÿ Ýéëåðà ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà ãëàâíûé
ìîìåíò ïðèëîæåííûõ ê ñïóòíèêó âíåøíèõ ñèë ðàâåí íóëþ è ñïóòíèê îñå-
ñèììåòðè÷åí, ò. å. µ = 0. Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíû ω1 è ω⊥ =

√
ω2

2 + ω2
3

îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè âî âðåìÿ äâèæåíèÿ. Åñëè æå ãëàâíûé ìîìåíò âíåø-
íèõ ñèë ðàâåí íóëþ, íî µ 6= 0, òî íåèçìåííûìè áóäóò âåëè÷èíû

Ω =

[
ω2

1 +
µω2

3

1− λ+ λµ

]1/2

, w =

[
ω2

2 +
(1− λ)ω2

3

(1 + λµ)(1− λ+ λµ)

]1/2

.

Äâèæåíèå ñïóòíèêà óæå íå áóäåò ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèåé, íî åñëè

µ(1 + λµ)w2

λ(1− λ)Ω2 � 1 ,

òî îíî áóäåò áëèçêî ê íåé. Ôîòîí Ì-2 èìåë µ� 1, à óñëîâèå w2/Ω2 � 1 âû-
ïîëíÿëîñü, íà÷èíàÿ ñî âòîðûõ ñóòîê ïîëåòà [8]. Ñëåäîâàòåëüíî, óæå íà âòî-
ðûå ñóòêè âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ýòîãî ñïóòíèêà áûëî áëèçêî ê ðåãóëÿðíîé
ïðåöåññèè Ýéëåðà. Ïðè âûïîëíåíèè äâóõ ïîñëåäíèõ óñëîâèé ñ âûñîêîé òî÷-
íîñòüþ Ω ≈ ω1, ω⊥ ≈ w, ïîýòîìó äâèæåíèå Ôîòîíà Ì-2 íà èíòåðâàëàõ òàáë.
1 èìååò ñìûñë õàðàêòåðèçîâàòü âåëè÷èíàìè

〈ω1〉 =
1

t1 − t0

t1∫
t0

ω1 dt , δω1 =

 1

t1 − t0

t1∫
t0

(
ω1 − 〈ω1〉

)2
dt

1/2

è îïðåäåëÿåìûìè àíàëîãè÷íûìè ôîðìóëàìè âåëè÷èíàìè 〈w〉, δw. Ñðåäíèå
êâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ δω1 è δw õàðàêòåðèçóþò áëèçîñòü äâèæåíèÿ
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ñïóòíèêà ê ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè ñ ïàðàìåòðàìè 〈ω1〉 è 〈w〉. Ïî ñóùåñòâó
ýòè îòêëîíåíèÿ õàðàêòåðèçóþò ïðèëîæåííûå ê ñïóòíèêó ìåõàíè÷åñêèå ìî-
ìåíòû, èãðàþùèå â äàííîì ñëó÷àå ðîëü ìàëûõ âîçìóùåíèé. Çíà÷åíèÿ âåëè-
÷èí 〈ω1〉, δω1, 〈w〉 è δw äëÿ îáðàáîòàííûõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè óêàçàíû â
ïîäïèñÿõ ê ðèñóíêàì è â òàáë. 1. Êàê âèäíî èç òàáëèöû, äâèæåíèå ñïóòíèêà
äåéñòâèòåëüíî áûëî áëèçêî ðåãóëÿðíîé ïðåöåññèè Ýéëåðà.

Âåðíåìñÿ ê ðèñóíêàì. Â ëåâîé ÷àñòè ðèñ. 2 � 7 íàõîäÿòñÿ ãðàôèêè çàâè-
ñèìîñòè îò âðåìåíè óãëîâ Λ, θ è ψ, çàäàþùèõ ïîëîæåíèå îñè Ox1 â ñèñòåìå
êîîðäèíàò CZ1Z2Z3. Âûøå ïåðâûå äâà óãëà áûëè îïðåäåëåíû ôîðìàëüíî,
ïîýòîìó çäåñü ïîÿñíèì èõ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Ïðè θ = 0, ψ = π/2 îñü
Ox1 ïàðàëëåëüíà îñè CZ2, â îêðåñòíîñòè ýòîãî ïîëîæåíèÿ óãëû ψ − π/2 è
θ çàäàþò ñìåùåíèÿ îñè Ox1 â íàïðàâëåíèÿõ, ïðîòèâîïîëîæíûõ îñÿì CZ1
è CZ3. Êàê âèäíî èç ðèñóíêîâ, íà èíòåðâàëàõ òàáë. 1 îñü Ox1 ñîñòàâëÿëà
äîñòàòî÷íî áîëüøîé óãîë ñ ïëîñêîñòüþ îðáèòû.

Òàáëèöà 2. Îöåíêè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

� èíò. d σd m σm ε σε λ σλ

1 −0.644 0.0032 0.043 0.011 0.0255 0.00045 0.283 0.0033
2 −0.635 0.0059 0.058 0.012 0.0006 0.00037 0.270 0.0051
3 −0.629 0.0038 0.086 0.0085 0.0266 0.00028 0.270 0.0040
4 −0.671 0.0040 0.109 0.0082 0.0038 0.00024 0.268 0.0047
5 −0.646 0.0052 0.084 0.010 0.0022 0.00025 0.264 0.0033
6 −0.633 0.0047 0.078 0.0090 -0.0004 0.00025 0.267 0.0056

� èíò. µ σµ γc σγc αc σαc βc σβc

1 0.487 0.10 −0.293 0.11 −0.0054 0.0024 0.0183 0.0023
2 0.171 0.15 0.027 0.24 −0.0042 0.0029 0.0165 0.0029
3 0.248 0.12 −0.045 0.17 −0.0054 0.0024 0.0178 0.0023
4 0.193 0.14 0.029 0.18 −0.0026 0.0023 0.0162 0.0023
5 0.057 0.097 0.001 0.10 −0.0049 0.0026 0.0177 0.0027
6 0.188 0.17 −0.021 0.21 −0.0069 0.0024 0.0166 0.0024

Â òàáë. 2 ïðèâåäåíû íàéäåííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ d, m, ε, λ, µ, γc, αc,
βc è èõ ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ. Çäåñü óãëû âûðàæåíû â ðàäèàíàõ, îñòàëü-
íûå âåëè÷èíû � â åäèíèöàõ, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâà-
íèè óðàâíåíèé (2). Êàê âèäíî èç òàáëèöû, îöåíêè ïàðàìåòðà d âûãëÿäÿò
ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûìè, èìåþò ìàëûé ðàçáðîñ. Áîëüøîé ðàçáðîñ â îöåí-
êàõ ïàðàìåòðàm ìîæíî îáúÿñíèòü ðàçëè÷íûìè âàðèàöèÿìè òîêà â áîðòîâîé
ñåòè ñïóòíèêà, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, îáóñëîâëåíî ðàçíîîáðàçèåì ïðîãðàììû
êîñìè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îöåíêè ïàðàìåòðà ε èìåþò òåíäåíöèþ ê óìåíü-
øåíèþ ñ ðîñòîì 〈ω1〉. Ïî-âèäèìîìó, âîçðàñòàåò íåó÷èòûâàåìûé â óðàâíåíè-
ÿõ (2) ìîìåíò ñîïðîòèâëåíèÿ ∼ ω1. Òàêîé ìîìåíò âîçíèêàåò èç-çà âèõðåâûõ
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òîêîâ, íàâåäåííûõ â îáîëî÷êå ñïóòíèêà ìàãíèòíûì ïîëåì Çåìëè, è ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ àòìîñôåðû [6]. Îöåíêè ε íåñòàáèëüíû, ïðè÷åì, êàê ïðàâèëî σε � |ε|.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð ε èñïûòûâàåò çíà÷èòåëüíûå âàðèàöèè.

Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè îöåíèâàíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè åãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïðèâîäèò
ïðàêòè÷åñêè ê òåì æå ðåçóëüòàòàì, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû â [8].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 05-01-00451).
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Рис. 1. Геометрическая модель спутника Фотон М-2. 
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