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MI KO�FFICIENTAMI� pOKAZANO� �TO IM MOGUT SOOTWETSTWOWATX FUNKCII
S O�ENX SLOVNYMI OSOBENNOSTQMI� tAKVE RASSMATRIWA�TSQ RAZLOVENIQ
PO KOMPLEKSNYM STEPENQM� KO�FFICIENTY KOTORYH LIBO POSTOQNNY LI

BO QWLQ�TSQ MNOGO�LENAMI OT LOGARIFMA� A POKAZATELI STEPENI LEVAT
W NEKOTOROM UGLE KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI I WOZMOVNO BESKONE�NO MNOGO
SLAGAEMYH S FIKSIROWANNYMI WE	ESTWENNYMI �ASTQMI POKAZATELQ STE

PENI� tAKIE RAZLOVENIQ NAZWANY �KZOTI�ESKIMI� pOKAZANO� KAK WY

�ISLQTX TAKIE RAZLOVENIQ RE�ENIJ OBYKNOWENNYH DIFFERENCIALXNYH
URAWNENIJ WESMA OB	EGO WIDA� pRIWEDENY PRIMERY�
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First we study series of pure imaginary powers of the variable with
constant coe�cients� We show that they can correspond to functions with
very complicated singularities� Next we consider expansions over complex
power exponents with coe�cients� which are either constants or polynomials
in logarithm of the variable� and their power exponents are in an angle of
the complex plane and there are in
nitely many terms with 
xed real parts
of power exponents� We call such expansions as exotic� We show a way of
computing such expansions of solutions to ordinary di�erential equations of
very general form� Some examples are considered as well�
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x �� rQDY S �ISTO MNIMYMI POKAZATELQMI STEPENI

bUDEM S�ITATX� �TO KOMPLEKSNAQ PEREMENNAQ x IZMENQETSQ NA UNIWER

SALXNOJ NAKRYWA�	EJ� T�E� x � exp�� � i��� � � i� � Ln x� GDE i� � ���
�� � � R� � � ln jxj� pUSTX � � � � i� � KOMPLEKSNOE �ISLO� GDE �� � � R
I � �� �� tOGDA STEPENNAQ FUNKCIQ

x� � exp�� � i���� � i�� � exp��� � �� � i��� � �����

pRI �TOM
jx�j � exp��� � ���� �����

wE	ESTWENNAQ LINEJNAQ FUNKCIQ � � a�� b� GDE a� b � const � R� OPREDE

LQET NEKOTORU� PRQMU� NA UNIWERSALXNOJ NAKRYWA�	EJ� nA NEJ

jx�j � exp���� � �a� � b���

pRI �� �� PREDEL

lim���� � �a� � b�� �

�����
����

��� ESLI � � �a 	 ��
�b�� ESLI � � �a � ��
��� ESLI � � �a 
 ��

sLEDOWATELXNO�

lim jx�j �

�����
����

�� ESLI � � �a 	 ��
const � R� ESLI � � �a � ��
�� ESLI � � �a 
 ��

pRI �TOM lim jxj � �� NO lim jx�j � �� ESLI � 
 �a� �TO NERAWENSTWO
WYPOLNENO PRI sgn a � sgn � I jaj 	 j�j�j�j� T�E� PRI L�BYH � �� � I �
NA UNIWERSALXNOJ NAKRYWA�	EJ ESTX TAKOJ PUTX � � a�� b� �TO jxj � �
I jx�j � �� w �ASTNOSTI� PRI � � � DLQ �TOGO DOSTATO�NO RAWENSTWA
sgn a � sgn ��
tAKIM OBRAZOM� STEPENNAQ FUNKCIQ x� S KOMPLEKSNYM POKAZATELEM �

USTROENA DOWOLXNO SLOVNO� ESLI � � arg x MENQETSQ NEOGRANI�ENNO W OBE
STORONY� pO�TOMU W DALXNEJ�EM BUDEM PREDPOLAGATX� �TO � OGRANI�ENO
S ODNOJ STORONY�
rASSMOTRIM TEPERX RQD

��x� �
�X
k��

ckx
i�k� �����

GDE ck � const � C I � � const � R� eSLI � 	 �� TO SOGLASNO �����

jxi�kj � exp����k� � �exp������k�
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pO�TOMU PRI �� 	 � RQD ����� MOVNO ABSOL�TNO SUMMIROWATX KAK STE

PENNOJ RQD� pO FORMULE kO�I ON BUDET ABSOL�TNO SHODITXSQ PRI

exp����� 
 �� lim
k��

k

q
jckj def� 
� �����

eSLI 
 	 � I � 	 �� TO NERAWENSTWO ����� WYPOLNENO PRI ��� 
 ln 
� T�E�
PRI

� 	 ���� ln 
� �����

pRIMER ���� rASSMOTRIM RQD

��x� � xi
�X
k��

����kx�ik� �����

sOGLASNO ����� DLQ NEGO � � � I 
 � �� pO�TOMU SOGLASNO ����� ON ABSO

L�TNO SHODITSQ PRI � 	 �� pRI �TOM EGO SUMMA

��x� �
xi

� � x�i
�

�

x�i � xi
�

�

� cos Ln x
� �����

IBO xi � exp�iLn x� I � cos� � ei� � e�i�� pRI � � � RQD ����� RASHO

DITSQ� NO FUNKCIQ ��x� � ���� cos ln x� SU	ESTWUET I IMEET BESKONE�NO
MNOGO POL�SOW� SKAPLIWA�	IHSQ K x � �� fUNKCIQ ����� IMEET TAKVE
RAZLOVENIE

��x� � x�i
�X
k��

����kx��ik� �����

KOTOROE POLU�AETSQ IZ ����� I ����� ZAMENOJ x NA x��� rAZLOVENIE �����
ABSOL�TNO SHODITSQ PRI � 
 ��
zAMETIM� �TO OBLASTI SHODIMOSTI RQDOW ����� I xA��x� SOWPADA�T PRI

L�BOM A � const � C � ESLI ISKL��ITX TO�KI x � � I x � �� pO�TOMU W
DALXNEJ�IH RASSMOTRENIQH ISKL��IM �TI TO�KI�
rASSMOTRIM OBOB	ENIE RQDA �����

��x� �
�X
k��

ckx
sk� �����

GDE ck� sk � const � C � Re sk � �� jIm sk��j 	 jIm skj � �� sk NE IME�T
TO�EK NAKOPLENIQ I WSE Im sk ODNOGO ZNAKA� dLQ EGO OBLASTI ABSOL�TNOJ
SHODIMOSTI SPRAWEDLIWA FORMULA

� sgn�Im s�� 	 sgn�Im s�� lim
k��

ln jckj
jskj � ���	�

dLQ ODNOSTORONNEGO RQDA ������ GDE WSE Im sk ODNOGO ZNAKA� OBLASTX SHO

DIMOSTI ESTX LIBO � 	 ��� ESLI Im sk � �� LIBO � 
 ��� ESLI Im sk � ��
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rQD ����� OTNESEM K KLASSU P�� ESLI Im sk � �� I � K KLASSU P�� ES

LI Im sk � �� aNALOGI�NO RQD xA��x� OTNESEM K KLASSU P� ILI P� W
SOOTWETSTWII S KLASSOM RQDA ��x� W ������

x �� �KZOTI�ESKIE RQDY
pUSTX NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI s S KOORDINATAMI Re s� Im s �EREZ NA


�ALO KOORDINAT s � � PROWEDENY DWE PRQMYE� OSX Im s I OTLI�NAQ OT NEE
NAKLONNAQ PRQMAQ �RIS� ��� oNI DELQT PLOSKOSTX NA �ETYRE WERTIKALX

NYH UGLA V �

� � �� � � 	� �RIS� ��� pRI �TOM KAVDYJ UGOL BUDEM S�ITATX
ZAMKNUTYM� T�E� SODERVA	IM SWO� GRANICU� nIVNIJ INDEKS � UGLA V �

�

SOOTWETSTWUET ZNAKU Re s NA EGO GRANICE� PROHODQ	EJ PO NAKLONNOJ PRQ

MOJ� A WERHNIJ � ZNAKU Im s NA EGO WERTIKALXNOJ GRANICE� sTEPENNOJ
RQD

��x� �
X

csx
s PO s � K� �����

GDE cs � const � C � BUDEM OTNOSITX K KLASSU P�
�� ESLI EGO NOSITELX

K 
 V �
� � bOLEE TOGO� STEPENNOJ RQD WIDA xA��x� BUDEM OTNOSITX K TOMU

VE KLASSU� pRI �TOM BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO RQDY WIDA ������ U KO

TORYH NOSITELX K NE IMEET PREDELXNYH TO�EK NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI
s� rQDY ����� KLASSOW P�

� BUDEM NAZYWATX �KZOTI�ESKIMI� sOGLASNO x �
NA UNIWERSALXNOJ NAKRYWA�	EJ KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI x � exp�� � i��
OBLASTX ABSOL�TNOJ SHODIMOSTI RQDA ����� KLASSA P�

� MOVET IMETX WID

�� 
 ���� �� 	 ���� �����

GDE �� I �� � NEKOTORYE WE	ESTWENNYE POSTOQNNYE� rQD ����� KLASSA P�
�

QWLQETSQ ASIMPTOTI�ESKIM PRI jxj� � � I �� ��� IBO TOGDA jx�j � jx�j�
ESLI �Re� � �Re�� � Im� � � Im�� �TO DAET UPORQDO�ENNOSTX MONOMOW
x� PO POKAZATELQM ��

x �� �KZOTI�ESKIE RAZLOVENIQ RE�ENIJ
���� pOSTANOWKA ZADA�I� pUSTX ZADANO OBYKNOWENNOE DIFFERENCI


ALXNOE URAWNENIE
f�x� y� � �� �����

GDE f � DIFFERENCIALXNAQ SUMMA ���� dLQ EGO RE�ENIJ y � y�x� PRI
jxj � � I jxj � � BUDEM ISKATX �KZOTI�ESKIE RAZLOVENIQ

y � crx
r �

X
csx

s PO s � K� s �� r� �����

GDE NOSITELX K LEVIT W SDWINUTOM NA r WERTIKALXNOM UGLE r � V �
� S

WER�INOJ W TO�KE r� dLQ OBY�NYH RAZLOVENIJ ������ KOGDA MNOVESTWO
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K�r LEVIT W ODNOM �GORIZONTALXNOM UGLE�� RASPOLOVENNOM MEVDU DWUMQ
NAKLONNYMI POLUPRQMYMI �RIS� ��� PROCEDURA IH POISKA OPISANA W ���
xx ����� tAKIE RAZLOVENIQ OTNOSQTSQ K OBOIM KLASSAM P�� ODNOWREMENNO�
nIVE UKAVEM TE IZMENENIQ W �TOJ PROCEDURE� KOTORYE POZWOLQT POLU�ITX
�KZOTI�ESKIE RAZLOVENIQ ����� RE�ENIJ URAWNENIQ ������
nO SNA�ALA NAPOMNIM TE OSNOWNYE PONQTIQ IZ ��� x ��� KOTORYE OSTA


�TSQ BEZ IZMENENIQ� pO DIFFERENCIALXNOJ SUMME f�x� y� STROITSQ EE
NOSITELX S�f� I MNOGOUGOLXNIK ��f�� KOTORYJ QWLQETSQ WYPUKLOJ OBO

LO�KOJ NOSITELQ S�f�� gRANICA ���f� MNOGOUGOLXNIKA ��f� SOSTOIT IZ
WER�IN �

���
j I REBER �

���
j � NAZYWAEMYH GRANQMI �

�d�
j � kAVDOJ GRANI �

�d�
j

SOOTWETSTWUET SWOE UKORO�ENNOE URAWNENIE

�f
�d�
j �x� y� � �� �����

pUSTX SOGLASNO ����� ���

� �

��
�
��� ESLI jxj � ��

�� ESLI jxj � ��
�����

gRANI �
�d�
j RASPOLOVENY NA MNOGOUGOLXNIKE ��f� LIBO SLEWA� LIBO SPRAWA�

LIBO WWERHU ILI WNIZU� kAVDOJ BOKOWOJ GRANI �
�d�
j SOOTWETSTWUET SWOE

ZNA�ENIE

� � �
�d�
j �

���
��
��� ESLI GRANX �

�d�
j LEWAQ�

�� ESLI GRANX �
�d�
j PRAWAQ�

dLQ WERHNEJ I NIVNEJ GRANI �
�d�
j WELI�INA ��d�

j PRINIMAET OBA ZNA�ENIQ
	��
eSLI �KZOTI�ESKOE RAZLOVENIE RE�ENIQ ����� OTNOSITSQ K KLASSU P�

� �
TO � � ���

���� oPREDELENIE NORMALXNOGO KONUSA WER�INY� sOGLASNO
��� P� ���� NORMALXNYJ KONUS U���

k REBRA ����
k � �TO WE	ESTWENNYJ LU�

U
���
k � fP � �p�� p�� � �Nk� � 	 �g� GDE Nk � WNE�NQQ NORMALX K REBRU

�
���
k � pRIWEDENNYM NORMALXNYM KONUSOM �U

���
k REBRA �

���
k BUDEM NAZYWATX

WNE�NIJ NORMALXNYJ WEKTOR �
���
k ��� rk� K REBRU �

���
k � U KOTOROGO PERWAQ

KOMPONENTA ESTX �
���
k � T�E� �U

���
k � U

���
k � fp� � �

���
k g� eSLI REBRO �

���
k

GORIZONTALXNO� TO ����
k � 	�� I

�
���
k rk �

��
�

�� DLQ WERHNEGO REBRA�
�� DLQ NIVNEGO REBRA�

pUSTX K BOKOWOJ WER�INE �
���
j PRIMYKA�T REBRA �

���
k I �

���
k�� S PRIWEDEN


NYMI NORMALXNYMI KONUSAMI �
���
k ��� rk� I �

���
k����� rk��� SOOTWETSTWENNO�



�

rk 
 rk�� I �
���
k � �

���
k�� � �� pRIWEDENNYM NORMALXNYM KONUSOM U

���
j

WER�INY �
���
j BUDEM NAZYWATX MNOVESTWO WEKTOROW P def� �p�� p�� � ���� r��

GDE r PROBEGAET ZAMKNUTU� POLOSU KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI r S DWUMQ WY

KOLOTOMY TO�KAMI

rk � Re r � rk��� r �� rk� rk�� �����

�ZA�TRIHOWANA NA RIS� ��� nORMALXNYJ KONUS U���
j WER�INY �

���
j � �TO

MNOVESTWO � �U
���
j S � 	 �� zAMETIM� �TO �TO MNOVESTWO NE QWLQETSQ WY


PUKLYM� TAKVE KAK �U
���
j �

pUSTX �
���
j I �

���
j�� � DWE SOSEDNIE WER�INY MNOGOUGOLXNIKA ��f� I

MEVDU NIMI NAHODITSQ EGO REBRO �
���
k � tOGDA �U

���
j I �U

���
j�� PERESEKA�TSQ PO

TO�KAM WIDA ���� r�� GDE r PROBEGAET DWE POLUPRQMYE S Re r � rk� Im r 
 �

I Im r 	 �� eSLI WER�INA �
���
j � WERHNQQ ILI NIVNQQ NA MNOGOUGOLXNI


KE ��f�� TO PRIMYKA�	IE K NEJ REBRA �
���
k I �

���
k�� IME�T PRIWEDENNYE

NORMALXNYE KONUSY �U
���
k � �

���
k ��� rk� I �U

���
k�� � �

���
k����� rk��� S RAZNYMI

ZNA�ENIQMI �
���
k � �� I �

���
k�� � �� tOGDA WER�INE �

���
j POSTAWIM W SOOT


WETSTWIE DWA PRIWEDENNYH NORMALXNYH KONUSA �U
���
j� � fP � �

���
k ��� r�g�

GDE r �� rk�

Re r

���
��
� rk� ESLI WER�INA �

���
j NIVNQQ�

� rk� ESLI WER�INA �
���
j WERHNQQ�

I �U
���
j� � fP � �

���
k����� r�g� GDE r �� rk���

Re r

���
��
� rk��� ESLI WER�INA ����

j NIVNQQ�

� rk��� ESLI WER�INA �
���
j WERHNQQ�

nORMALXNYJ VE KONUSU���
j SOSTOIT IZ OB
EDINENIQ TREH MNOVESTWU���

j �

f� �U
���
j�g � f� �U

���
j�g � f���� 
�g� GDE � 	 � I


 �

���
��
��� ESLI WER�INA �

���
j NIVNQQ�

�� ESLI WER�INA �
���
j WERHNQQ�

pOLOVIM �U
���
j � �U

���
j� � �U

���
j��

nA KAVDOM BOKOWOM REBRE �
���
k IME�TSQ DWE WER�INY �

���
j I �

���
j��� ODNA

IZ NIH � WERHNQQ� A DRUGAQ � NIVNQQ NA �TOM REBRE�
iTAK� KAVDOJ GRANI �

�d�
j MNOGOUGOLXNIKA ��f� SOOTWETSTWUET PRIWE


DENNYJ NORMALXNYJ KONUS �U
�d�
j � pRI �TIH OPREDELENIQH TEOREMA ��� ���

OBOB	AETSQ SLEDU�	IM OBRAZOM



�

tEOREMA ���� pUSTX URAWNENIE ����� IMEET RE�ENIE ����� KLASSA

P�
�� T�E� S OPREDELENNYMI ZNA�ENIQMI r I � � ��� I PUSTX GRANX �

�d�
j

UDOWLETWORQET USLOWIQM

a� ���� r� � �U
�d�
j �

b� W SLU�AE

d � �� �
���
j Re r � �

���
k � Im r �� � �����

WYPOLNENO RAWENSTWO

sgn�Im r� �

���
��

� DLQ NIVNEJ WER�INY �
���
j REBRA �

���
k �

�� DLQ WERHNEJ WER�INY �
���
j REBRA �

���
k �

WO WSEH DRUGIH SLU�AQH Im r PROIZWOLXNO� tOGDA UKORO�ENIE

y � crx
r �����

RAZLOVENIQ ����� QWLQETSQ RE�ENIEM UKORO�ENNOGO URAWNENIQ ������ SO�

OTWETSTWU��EGO GRANI �
�d�
j �

uSLOWIE b� DELAET ODNOZNA�NYM WYBOR UKORO�ENNOGO URAWNENIQ �����
W TEH MESTAH� W KOTORYH PERESEKA�TSQ NORMALXNYE KONUSY SOSEDNIH WER

�IN� pRI �TOM OPREDELQETSQ

� �

��
�

sgn�Im r� DLQ NIVNEJ WER�INY REBRA�
�sgn�Im r� DLQ WERHNEJ WER�INY REBRA�

���� oPREDELENIE KONUSA ZADA�I I KRITI�ESKIH �ISEL� pUSTX
NAJDENO UKORO�ENIE ����� RAZLOVENIQ RE�ENIQ ������ dELAEM ZAMENU

y � crx
r � z �����

W URAWNENII ����� I POLU�AEM URAWNENIE DLQ z

g�x� z� def� L�x�z � h�x� z� � ��

GDE g�x� z� � f�x� y� I L�x� � LINEJNYJ DIFFERENCIALXNYJ OPERATOR�
sOGLASNO TEOREME ��� DLQ RAZLOVENIJ z PO STEPENQM xs POLU�AEM KONUS

ZADA�I K� KOTORYJ WYDELQETSQ DWUMQ NERAWENSTWAMI�
�� �Re s � �Re r�
I PRI Re s � Re r E	E
�� � Im s 	 � Im r�
w SLU�AE ����� � OPREDELENO� W OSTALXNYH SLU�AQH � PROIZWOLXNO� T�E�

POLU�A�TSQ DWA KONUSA ZADA�I S � � �� I S � � �� KOTORYE OBOZNA�IM
K� �



�

sOGLASNO ��� P� ���� UKORO�ENNOMU RE�ENI� ����� SOOTWETSTWUET HARAK

TERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN ��k� SUMMY L�x�z� KORNI KOTOROGO k�� � � � � kn
QWLQ�TSQ SOBSTWENNYMI ZNA�ENIQMI RE�ENIQ ������ tE IZ SOBSTWENNYH
�ISEL kj� KOTORYE LEVAT W KONUSE ZADA�I K� NAZYWA�TSQ KRITI�ESKIMI
�ISLAMI� w SLU�AE ����� � OPREDELENO I KONUS ZADA�I K EDINSTWENEN� PO

�TOMU KRITI�ESKIE �ISLA ODNOZNA�NO OPREDELENY� w OSTALXNYH SLU�AQH
IME�TSQ DWA KONUSA ZADA�I K� I DLQ KAVDOGO IZ NIH � SWOJ NABOR KRITI

�ESKIH �ISEL� pRI �TOM KRITI�ESKIE �ISLA kj S Re kj 	 �Re r � OB	IE
DLQ OBOIH K� I K�� A S Re kj � Re r � RAZNYE DLQ RAZNYH � �
pRI �TIH OPREDELENIQH OSTA�TSQ WERNYMI WSE POSTROENIQ I UTWERV


DENIQ x � W ���� GDE k�� � � � � ks � KOMPLEKSNYE KRITI�ESKIE �ISLA�
pREDLOVENIE ���� IZ ��� TEPERX ZWU�IT TAK�
pREDLOVENIE ���� mNOVESTWO K�k�� � � � � ks� NE IMEET TO�EK NA�

KOPLENIQ W C � ESLI NOSITELX S�f� NE IMEET TO�EK NAKOPLENIQ W C 
R�

tEPERX UTO�NENNAQ TEOREMA ��� ��� DLQ RE�ENIJ URAWNENIQ ����� POZWO

LQET POLU�ATX STEPENNO
LOGARIFMI�ESKIE RAZLOVENIQ ������ GDE cs SUTX
MNOGO�LENY OT LOGARIFMA ln x� pOKAZATELI s W RAZLOVENII ����� MOV

NO UPORQDO�ITX SLEDU�	IM OBRAZOM� sOGLASNO PREDLOVENIQM ��� I ���
IZ ��� MNOVESTWO K�k�� � � � � ks� � r LEVIT W NEKOTOROM CENTRALXNOM UGLE
V S WER�INOJ W NULE� STORONY KOTOROGO LIBO OBE LEVAT NA NAKLONNYH
PRQMYH� LIBO ODNA IZ NIH LEVIT NA OSI Im s� T�E� UGOL V IMEET WID V �

� �
pUSTX WEKTORY P� I P� � WNE�NIE NORMALI K STORONAM UGLA V � pOLO

VIM P � P� � P�

def� �p�� p��� tEPERX DLQ KAVDOJ TO�KI s � s� � is�� � C
POLOVIM ksk � p�s

� � p�s
��� bUDEM GOWORITX� �TO TO�KA s � C PRED�EST


WUET TO�KE t � C � ESLI ksk 	 ktk� rAZLOVENIE ������ T�E� KO�FFICIENTY
cs DLQ s � K� WY�ISLQ�TSQ POSLEDOWATELXNO PO �TOJ UPORQDO�ENNOSTI
POKAZATELEJ s TAK� KAK OPISANO W LEMMAH ��� I ��� W ����
zAME�ANIE ���� tAKIM OBRAZOM� �KZOTI�ESKIE RAZLOVENIQ �IME�	IE

BESKONE�NOE �ISLO POKAZATELEJ STEPENI S FIKSIROWANNOJ WE	ESTWENNOJ
�ASTX�� RE�ENIJ odu WOZNIKA�T W DWUH SLU�AQH�

�� eSLI HARAKTERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN UKORO�ENNOGO URAWNENIQ� SO

OTWETSTWU�	EGO WER�INE� IMEET NEWE	ESTWENNYJ KORENX� WE	ESTWENNAQ
�ASTX KOTOROGO SOWPADAET S �ISLOM rk ODNOGO IZ REBER� PRIMYKA�	IH K
�TOJ WER�INE�

�� eSLI STEPENNOE RE�ENIE UKORO�ENNOGO URAWNENIQ IMEET KRITI�ES

KOE �ISLO� OTLI�NOE OT POKAZATELQ STEPENI �TOGO RE�ENIQ� NO S TOJ VE
WE	ESTWENNOJ �ASTX�� �TO U �TOGO POKAZATELQ STEPENI�
wPRO�EM� WTOROJ SLU�AJ �TO WARIANT PERWOGO� IBO KRITI�ESKIE �ISLA

QWLQ�TSQ KORNQMI HARAKTERISTI�ESKOGO MNOGO�LENA UKORO�ENNOGO URAW




�	

NENIQ L�x�z � �� SOOTWETSTWU�	EGO WER�INE POSLE ZAMENY ������

x �� bOLX�OJ PRIMER
���� uRAWNENIE I EGO SWOJSTWA� rASSMOTRIM URAWNENIE

f�x� y� def� y� � ay	 � �x�y�� � x�yy�� � xyy�� � xy � �� �����

GDE a � NENULEWOJ KOMPLEKSNYJ PARAMETR� eGO NOSITELX S�f� SOSTOIT IZ
�ETYREH TO�EK Q� � ��� ��� Q� � ��� ��� Q	 � ��� ��� Q� � ��� ��� iH WYPUK


LAQ OBOLO�KA ��f� � �TO TREUGOLXNIK S WER�INAMI �
���
� � Q�� �

���
� � Q	�

�
���
	 � Q� I REBRAMI �

���
� � �Q�� Q�� Q	�� �

���
� � �Q	� Q�� I �

���
	 � �Q�� Q��

�RIS� ��� nA RIS� � POKAZANY WE	ESTWENNYE NORMALXNYE KONUSY ReU
�d�
j

GRANEJ �
�d�
j � oTMETIM� �TO REBRAM �

���
k SOOTWETSTWU�T SLEDU�	IE PARY

WELI�IN �
���
k � rk� �

���
� � �

���
� � ��� �

���
	 � �� r� � �� r� � �� r	 � ����

wER�INY Q� I Q� � WERHNQQ I NIVNQQ NA TREUGOLXNIKE �� pO�TOMU ����
�

I �
���
	 � 	�� wER�INA Q	 � LEWAQ� PO�TOMU �

���
� � ��� dLQ � � ��

RAZBIENIE KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI r � C POKAZANO NA RIS� �� oTMETIM�
�TO UKORO�ENNYE URAWNENIQ� SOOTWETSTWU�	IE WER�INAM �

���
� � �

���
	 I REB


RU �
���
	 � QWLQ�TSQ ALGEBRAI�ESKIMI� pO�TOMU ONI NE DA�T INTERESNYH

RE�ENIJ I ZDESX NE BUDEM IH RASSMATRIWATX�
���� rAZLOVENIQ� SOOTWETSTWU��IE REBRU �

���
� � eMU SOOTWET


STWUET UKORO�ENNOE URAWNENIE

�f
���
� �x� y�

def
� y� � ay	 � �x�y�� � x�yy�� � xyy�� � �� �����

pOSKOLXKU r� � �� TO I	EM EGO STEPENNYE RE�ENIQ y � c� � const� dLQ
c� POLU�AEM OPREDELQ�	EE URAWNENIE c�� � ac	� � �� KOTOROE IMEET EDIN

STWENNYJ NENULEWOJ KORENX

c� � �a � y� �����

nAJDEM EGO KRITI�ESKIE �ISLA� pERWAQ WARIACIQ �f
���
� ESTX


 �f
���
�


y
� �y	 � �ay� � �x�y�

d

dx
� x�y�� � x�y

d�

dx�
� xy� � xy

d

dx
� �����

nA RE�ENII ����� ONA DAET OPERATOR

L�x� � ��a	 � �a	 � ax�
d�

dx�
� ax

d

dx
� a

�
�x�

d�

dx�
� x

d

dx
� a�

�
A �

eMU SOOTWETSTWUET HARAKTERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN

��k� � a�k� � a���



��

oN IMEET DWA KORNQ
k��� � 	a� �����

sOGLASNO P� ��� ZDESX IME�TSQ DWA KONUSA ZADA�I

K� � fk � Re k � �� � Im k 	 �g� � � 	�� �����

rASSMOTRIM TRI SLU�AQ�
sLU�AJ �� Re a � �� w �TOM SLU�AE W KAVDOM IZ KONUSOW ZADA�I

����� IMEETSQ PO ODNOMU KRITI�ESKOMU �ISLU� pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI
Ima 	 �� tOGDA a � K� I �a � K�� sOGLASNO x � IZ ��� IMEEM

K � fs � l� CELOE l 	 �g �����

I DWA MNOVESTWA

K���a� � fs � s � l � m�a� CELYE l�m � �� l � m 	 �g� �����

pOSKOLXKU KRITI�ESKIE �ISLA �a NE LEVAT W K� TO PO TEOREME ��� ��� IM
SOOTWETSTWU�T DWA SEMEJSTWA STEPENNYH RAZLOVENIJ

F ���
� �� � c� �

X
csx

s� s �K� ��a�� ���	�

GDE KO�FFICIENT c�a � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� A OSTALXNYE KO�FFI

CIENTY cs POSTOQNNY I ODNOZNA�NO OPREDELENY� nOSITELX ����� KAVDOGO
IZ RAZLOVENIJ ���	� RASPOLAGAETSQ W �ETWERTI KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI�
V �
� � fRe s � �� � Im s � �g�
sLU�AJ �� Rea �� �� a �� Z� w �TOM SLU�AE OBA KONUSA ZADA�I K� SODER


VAT ODNO I TO VE KRITI�ESKOE �ISLO a ILI �a� pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI
Rea 	 �� tOGDA a � EDINSTWENNOE KRITI�ESKOE �ISLO� sOGLASNO x � IZ
���

K�a� � fs � l � ma� CELYE l�m � �� l � m 	 �g� ������

pOSKOLXKU KRITI�ESKOE �ISLO a NE LEVIT W MNOVESTWE K IZ ������ TO PO
TEOREME ��� ��� POLU�AEM ODNO SEMEJSTWO RAZLOVENIJ

F ���
� � � y � c� �

X
csx

s� s �K�a�� ������

GDE KO�FFICIENT ca � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� A OSTALXNYE KO�FFI

CIENTY cs POSTOQNNY I ODNOZNA�NO OPREDELENY� eGO NOSITELX ������ NA
KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI s RASPOLOVEN W UGLE S WER�INOJ W NULE� NATQNU

TOM NA TO�KI s � � I s � a� eSLI Ima � �� TO W RAZLOVENII ������ WSE
POKAZATELI STEPENI WE	ESTWENNY�

sLU�AJ �� a � Z� w �TOM SLU�AE OBA KONUSA ZADA�I K� SODERVAT ODNO
I TO VE KRITI�ESKOE �ISLO a ILI �a� pUSTX DLQ OPREDELENNOSTI a 	 ��



�


TOGDA a � EDINSTWENNOE KRITI�ESKOE �ISLO� pOSKOLXKU a � K IZ ������
TO K�a� � K I SOGLASNO x � ��� POLU�AEM ODNO SEMEJSTWO RAZLOVENIJ

F ���
� � � y � c� �

�X
k��

ckx
k� ������

GDE ck � MNOGO�LENY OT ln x� MNOGO�LEN ca�ln x� SODERVIT PROIZWOLXNYJ
POSTOQNNYJ �LEN� A OSTALXNYE MNOGO�LENY ck�ln x� ODNOZNA�NO OPREDELE

NY�
tEPERX NAJDEM NESTEPENNYE ASIMPTOTIKI RE�ENIJ� SOOTWETSTWU�	IE

REBRU �
���
� � dLQ �TOGO SOGLASNO x � ��� W UKORO�ENNOM URAWNENII �����

DELAEM LOGARIFMI�ESKOE PREOBRAZOWANIE

� � ln x� ������

pROIZWODNU� PO � BUDEM OBOZNA�ATX TO�KOJ� pOSKOLXKU

y� �  y�x� y�� � �!y �  y��x�� ������

TO URAWNENIE ����� PRINIMAET WID

���� y� def� y� � ay	 �  y� � y!y � �� ������

eGO NOSITELX SOSTOIT IZ TREH TO�EK Q�� Q� I Q
 � ���� �� �RIS� ��� MNO

GOUGOLXNIK �� � �TO TREUGOLXNIK S �TIMI WER�INAMI� pOSKOLXKU TEPERX
KONUS ZADA�I p� � �� TO NAS INTERESUET TOLXKO REBRO ����� � �Q�� Q
�� dLQ
NEGO � � �� I �r� � ��� A UKORO�ENNOE URAWNENIE ESTX

��
���
�

def
� ay	 �  y� � y!y � �� ������

i	EM EGO STEPENNYE RE�ENIQ WIDA y � �c������ c�� � const� dLQ �c��
POLU�AEM OPREDELQ�	EE URAWNENIE a�c	�� � ��c��� � ��c��� � �� KOTOROE IMEET
TOLXKO ODIN NENULEWOJ KORENX

�c�� � ��a� ������

hARAKTERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN DLQ RE�ENIQ y � �c����� ESTX

��k� � ��c���k
� � �k��

oN IMEET DWA KORNQ k� � �� I k� � �� pOSKOLXKU KONUSY ZADA�I K�

LEVAT W MNOVESTWE s � ��� TO IMEEM EDINSTWENNOE KRITI�ESKOE �ISLO k��
nOSITELX URAWNENIQ LEVIT W RE�ETKE S BAZISOM B� � ��� ��� B� � ��� ���
w NEJ VE LEVIT SDWINUTYJ NOSITELX UKORO�ENNOGO RE�ENIQ y � �c������
pO�TOMU

K � fs � ��l� CELOE l 	 �g�



��

pOSKOLXKU KRITI�ESKOE �ISLO k� � �� NE LEVIT W K� TO

K���� � fs � s � �l� CELOE l 	 �g
I SOGLASNO x � ��� POLU�AEM SEMEJSTWO RAZLOVENIJ

G���
� � � y � �c����� �

�X
k�	

�c�k��k� ������

GDE POSTOQNNYE KO�FFICIENTY TAKOWY� �c�� OPREDELEN W ������� �c�	 �
PROIZWOLXNYJ� OSTALXNYE �c�k ODNOZNA�NO OPREDELENY�
wOZWRA	AQSX PO ������ K PEREMENNOJ x� POLU�AEM SEMEJSTWO NESTEPEN


NYH ASIMPTOTIK

y �
�c��

�ln x��
�

�X
k�	

�c�k
�ln x�k

� ����	�

sOGLASNO ��� EMU SOOTWETSTWUET SEMEJSTWO SLOVNYH RAZLOVENIJ

F ���
� � � y � �� �

�X
k��

�kx
k� ������

GDE �� � �TO RQD IZ ����	�� A �k � RQDY PO CELYM UBYWA�	IM STEPENQM
ln x� KOTORYE ODNOZNA�NO OPREDELENY�
tEPERX RE�IM URAWNENIE ������ W QWNOM WIDE� dLQ �TOGO POLOVIM

 y � p I BUDEM RASSMATRIWATX p KAK FUNKCI� OT y� tOGDA !y � �dp�dy�p I
URAWNENIE ������ PRINIMAET WID

y� � ay	 � p� � yp
dp

dy
� �� ������

pOLAGAQ p� � q� POLU�AEM LINEJNOE NEODNORODNOE URAWNENIE

��

�
y
dq

dy
� q � y� � ay	 � �� ������

sOOTWETSTWU�	EE EMU ODNORODNOE URAWNENIE �y�dq�dy� � �q � � IMEET
RE�ENIE q � cy�� GDE c � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� mETODOM WARIACII
�TOJ POSTOQNNOJ POLU�AEM DLQ NEE IZ ������ URAWNENIE

��

�
yc�y� � y� � ay	 � ��

T�E� c� � ��y � a�� oNO IMEET RE�ENIE

c � y� � �ay � C��

GDE C� � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� sLEDOWATELXNO�

q � cy� � y��y� � �ay � C��



��

I
dy

d�
� p � 	pq � 	

q
y� � �ay � C�� ������

iNTEGRIROWANIE URAWNENIQ ������ PROISHODIT PO
RAZNOMU W ZAWISIMOSTI
OT ZNA�ENIQ C�� rASSMORIM TRI SLU�AQ ��"���

sLU�AJ �� C� � �� w �TOM SLU�AE URAWNENIE ������ PRINIMAET WID

dy

y�
q

� � �a�y
� 	d�� ������

pOLOVIM t� � � � �a�y� TOGDA

y � �a��t� � �� ������

I URAWNENIE ������ PRINIMAET WID dt�a � 	d�� eGO RE�ENIQ SUTX
t � 	a�� � C���

GDE C� � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� iZ ������ POLU�AEM

y �
�a

a��� � C��� � �
�

pRI � �� OTS�DA POLU�AEM STEPENNOE RAZLOVENIE PO ���

y �
�

a��

�X
k��

����k
�
��C�

�
�
C�

� � a��

��

�
A
k

�

�TO QWNYJ WID RAZLOVENIQ �������
sLU�AJ �� C� � a�� w �TOM SLU�AE URAWNENIE ������ PRINIMAET WID

dy

y�y � a�
� 	d��

eGO INTEGRAL IMEET WID

�

a
ln

y

y � a
� 	�� � C���

GDE C� � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� sLEDOWATELXNO�

y

y � a
� exp�	a�� � C���

def� # ������

I
y �

a#

�� #
� � a

� � #��
� ������



��

pOLAGAQ � � lnx� POLU�AEM

# � � �C�x��a� �C� � expC�� ������

eSLI #�� � �� TO SOGLASNO ������ y � �a� I

y � �a
�X
k��

#�k� ����	�

T�E� POLU�A�TSQ RE�ENIQ� SOOTWETSTWU�	IE ������ eSLI Re a �� �� TO
POLU��TSQ SLU�AI � I �� eSLI Re a � �� TO RAZLOVENIQ ����	�� POLU

�A�	IESQ PRI RAZNYH ZNAKAH PERED a W ������� QWLQ�TSQ TEMI �ASTQMI
RAZLOVENIJ ���	�� U KOTORYH l � � W ������ T�E� POLU�EN QWNYJ WID �������
������ �TIH RAZLOVENIJ�

sLU�AJ �� C� �� �� C� �� a�� w �TOM SLU�AE URAWNENIE y� � �ay � C� �
� IMEET DWA RAZLI�NYH NENULEWYH KORNQ � I �� pRI �TOM C� � ���
pODSTANOWKA �JLERA

t� �
y � �

y � �
� T�E� y �

�t� � �

t� � �
� ������

PRIWODIT URAWNENIE ������ K WIDU

� �dt

�t� � �
� 	d��

eGO INTEGRAL ESTX

�p
��

ln
t �

q
���

t�
q
���

� 	�� � C���

GDE C� � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� sLEDOWATELXNO�

t �
q
���

t�
q
���

� exp�	
q
���� � C���

def� #� ������

T�E�

t �

q
����# � ��

# � �
� t� �

��# � ���

��# � ���
�

sOGLASNO ������ POLU�AEM

y �
����# � ��� � �# � ����

��# � ��� � ��# � ���
�

���#

��# � ��� � ��# � ���
�

�
�C�

��#��� � #������ � ��#��� � #������
�

C�

� cos� � � � sin��
� ������



��

GDE C� � �� I SOGLASNO ������ �� � i
p
C��ln x � C��� sLEDOWATELXNO� y

RAZLAGAETSQ W RQD PO STEPENQM # � � �C�x��
p
C��

eSLI C� � WE	ESTWENNOE OTRICATELXNOE �ISLO� TO �ISLO i
p
C�

def
� ��

� WE	ESTWENNO� w �TOM SLU�AE � � � ln� �C�x� I SOGLASNO ������

y �
C�

� cos� ln�� �C�x��� � � sin� ln�� �C�x�� �
� ������

s DRUGOJ STORONY� IZ ������ WIDNO� �TO y RAZLAGAETSQ W RQD PO CELYM
STEPENQM #� T�E� PO CELYM STEPENQM x��i� �TO DAET RQD PO �ISTO MNIMYM
STEPENQM x�

���� rAZLOVENIQ� SOOTWETSTWU��IE WER�INE Q	� wER�INE
�
���
� � Q	 SOOTWETSTWUET UKORO�ENNOE URAWNENIE

�f
���
� �x� y�

def
� x�y�� � x�yy�� � xyy� � �� ������

eGO HARAKTERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN

��r�
def
� r� � r�r � �� � r � ��

pO�TOMU L�BOE WYRAVENIE
y � crx

r ������

S PROIZWOLXNYMI POSTOQNNYMI cr I r � C QWLQETSQ RE�ENIEM URAWNENIQ
������� nESLOVNO POKAZATX� �TO �TO DWUPARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO IS

�ERPYWAET WSE RE�ENIQ URAWNENIQ ������� sOGLASNO P� ��� PRIWEDENNYJ

NORMALXNYJ KONUS �U
���
� � ���� r�� GDE

r � r � C � � � Re r � �� r �� �� r �� �� ������

wY�ISLIM KRITI�ESKIE �ISLA RE�ENIQ ������� iMEEM


 �f
���
�


y
� �x�y�

d

dx
� x�y�� � x�y

d�

dx�
� xy� � xy

d

dx
�

pODSTAWLQQ S�DA RE�ENIE ������� POLU�AEM LINEJNYJ OPERATOR

L�x� � crx
r

�
	�rx

d

dx
� r�r � �� � x�

d�

dx�
� r � x

d

dx



� �

iZ NEGO POLU�AEM HARAKTERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN

��k� � �cr�k�k � �� � k � �rk � r�� � �cr�k � r���

oN IMEET DWUKRATNYJ KORENX k � r� T�E� KRITI�ESKIH �ISEL NET�



��

tEPERX IZU�IM RAZLOVENIQ RE�ENIJ

y � crx
r �

X
csx

s� s �K ������

POLNOGO URAWNENIQ ����� S PERWYM �LENOM ������� UDOWLETWORQ�	IM NE

RAWENSTWAM ������� sOGLASNO PREDLOVENI� ��� IZ ���

K � fs � s � r � lr � m�� � r�� CELYE l�m � �� l � m 	 �g� ������

pOSKOLXKU KRITI�ESKIH �ISEL NET� TO PO TEOREME ��� ��� POLU�AEM DWU

PARAMETRI�ESKOE SEMEJSTWO RAZLOVENIJ ������� GDE POKAZATELX STEPENI r
UDOWLETWORQET OGRANI�ENIQM ������� A POSTOQNNYE KO�FFICIENTY TAKO

WY� cr � PROIZWOLXNYJ� WSE cs ODNOZNA�NO OPREDELENY�
nOSITELX ������ IMEET DWE OBRAZU�	IE r I � � r I RASPOLAGAETSQ NA

KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI W UGLE S WER�INOJ W TO�KE r� STORONY KOTOROGO
PARALLELXNY WEKTORAM �Re r� Im r� I �Re ���r�� Im ���r��� pRI �TOM POD

SUMMA W ������� SOOTWETSTWU�	AQ m � � W ������� QWLQETSQ RAZLOVENIEM
RE�ENIJ ������ UKORO�ENNOGO URAWNENIQ ������ SOOTWETSTWU�	EGO REBRU
�
���
� � zDESX r � 	pC��
rASSMOTRIM TRI SLU�AQ� PREDPOLAGAQ� �TO Im r 	 ��
sLU�AJ �� Re r � �� w �TOM SLU�AE UGOL V ZA�TRIHOWAN NA RIS� � I

RAZLOVENIE ������ MOVET BYTX ZAPISANO W WIDE FUNKCII �������
sLU�AJ �� � 
 Re r 
 �� w �TOM SLU�AE UGOL V ZA�TRIHOWAN NA RIS� 	�
sLU�AJ �� Re r � �� w �TOM SLU�AE UGOL V ZA�TRIHOWAN NA RIS� ���

zNA�ENIQM POKAZATELEJ s S Re s � � IZ MNOVESTWA ������ SOOTWETSTWUET
PODSUMMA W ������� KOTORAQ BUDET POLU�ENA NIVE KAK RE�ENIE UKORO�EN


NOGO URAWNENIQ� SOOTWETSTU�	EGO REBRU �
���
� �

���� rAZLOVENIQ� SOOTWETSTWU��IE REBRU �
���
� � rEBRU �

���
� SOOT


WETSTWUET UKORO�ENNOE URAWNENIE

�f
���
� �x� y� def� �x�y�� � x�yy�� � xyy�� � xy � �� ����	�

pOSKOLXKU �U
���
� � ���� ��� TO STEPENNYE RE�ENIQ UKORO�ENNOGO URAWNENIQ

I	EM W WIDE y � c�x� dLQ c� POLU�AEM OPREDELQ�	EE URAWNENIE c��� c�� �
c� � �� oNO NE IMEET NENULEWYH RE�ENIJ� sLEDOWATELXNO� URAWNENIE
����	� NE IMEET PODHODQ	IH STEPENNYH RE�ENIJ�
nAJDEM EGO NESTEPENNYE RE�ENIQ WIDA y � ��ln x�x� dLQ �TOGO SDELAEM

STEPENNOE PREOBRAZOWANIE
y � xz� ������

tOGDA y� � z�xz�� y�� � �z��xz�� I URAWNENIE ����	� POSLE SOKRA	ENIQ NA
x� PRINIMAET WID

x�z�� � x�zz�� � xzz� � z � �� ������
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nOSITELX �TOGO URAWNENIQ LEVIT NA OSI q� � �� PO�TOMU DELAEM LOGARIF

MI�ESKOE PREOBRAZOWANIE ������� sOGLASNO ������ URAWNENIE ������ PERE

JDET W

��z� def�  z� � z!z � z � �� ������

nOSITELX �TOGO URAWNENIQ SOSTOIT IZ DWUH TO�EK Q
 � ���� �� I Q� �
��� ��� rEBRU �Q
� Q�� SOOTWETSTWUET r � �� pO�TOMU I	EM STEPENNYE
RE�ENIQ URAWNENIQ ������ W WIDE z � c��

�� dLQ c� POLU�AEM OPREDELQ�	EE
URAWNENIE

�c�� � �c�� � c� � ��

oNO IMEET EDINSTWENNYJ NENULEWOJ KORENX

c� � �����

pOSKOLXKU � ��� TO KONUS ZADA�I LEVIT W MNOVESTWE

k � r � �� ������

nAJDEM KRITI�ESKIE �ISLA� pERWAQ WARIACIQ
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� !z � z
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pRODSTAWLQQ S�DA RE�ENIE z � ������ POLU�AEM LINEJNYJ OPERATOR

L�x� � ���
d
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� � �

�

�
z�

d�

d��
� ��

KOTORYJ DAET HARAKTERISTI�ESKIJ MNOGO�LEN

��k� �
�

�
k�k � ��� �k � � �

�

�
�k � ���k � ���

oN IMEET DWA KORNQ k� � � I k� � �� nERAWENSTWU ������ UDOWLETWORQET
TOLXKO k�� pOSKOLXKU URAWNENIE ������ KWAZIODNORODNO� TO MNOVESTWO K
PUSTO�

K�k�� � fs � l� CELOE l 
 �g
I USLOWIE SOWMESTNOSTI AWTOMATI�ESKI WYPOLNENO� pOLU�AEM ODNOPARA

METRI�ESKOE SEMEJSTWO RAZLOVENIJ

z � ��

�
�� � c�� �

�X
l��

c�l�
�l� ������

GDE KO�FFICIENTY POSTOQNNY� c� � PROIZWOLXNYJ� A OSTALXNYE ODNO

ZNA�NO OPREDELENY� rAZLOVENI� ������ SOOTWETSTWUET SEMEJSTWO NESTE

PENNYH ASIMPTOTIK

y �

�
	��

�
�ln x�� � c� ln x �

�X
l��

c�l�ln x��l


�x ������
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RE�ENIJ ISHODNOGO URAWNENIQ ������ sOGLASNO ��� MOVNO POKAZATX� �TO
EMU SOOTWETSTWUET SEMEJSTWO SLOVNYH RAZLOVENIJ RE�ENIJ URAWNENIQ
������
rE�IM TEPERX URAWNENIE ������ W QWNOM WIDE� pOLOVIM  z � p I BUDEM

RASSMATRIWATX p KAK FUNKCI� OT z� tOGDA !z � �dp�dz�p I URAWNENIE
������ PRINIMAET WID

p� � zpdp�dz � z � ��

pOLOVIM p� � q� TOGDA POLU�IM LINEJNOE NEODNORODNOE URAWNENIE

��

�
z
dq

dz
� q � z � ��

sOOTWETSTWU�	EE LINEJNOE URAWNENIE zdq�dz � �q IMEET RE�ENIE q �
cz�� wARIACIEJ POSTOQNNOJ c POLU�AEM URAWNENIE ������z	c� � z � �� T�E�

c� �
�

z�
�

SLEDOWATELXNO� c � ����z� � C�� GDE C� � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� I

q � cz� � ��z � C�z
��

iTAK� POLU�ILI URAWNENIE

dz

d�
� p � 	pq � 	

q
C�z� � �z� ������

rASSMOTRIM DWA SLU�AQ�
sLU�AJ �� C� � �� w �TOM SLU�AE URAWNENIE ������ ESTX

dzp
z

� 	p�� d��

iNTEGRIROWANIE DAET

�
p
z � 	p�� �� � C���

GDE C� � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� oTS�DA POLU�AEM

z � ��

�
�� � C��

� �

�TO TO�NOE ZNA�ENIE RAZLOVENIQ �������
sLU�AJ �� C� �� �� w �TOM SLU�AE ZAPI�EM URAWNENIE ������ W WIDE

dz

z
q
C� � ��z
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I POLOVIM

t� � C� � �

z
� T�E� z �

�

C� � t�
� ������

tOGDA URAWNENIE ������ PRIMET WID

�dt

C� � t�
� 	d��

eGO INTEGRAL ESTX

�p
C�

ln
t �

p
C�

t�pC�
� 	�� � C��� ����	�

GDE C� � PROIZWOLXNAQ POSTOQNNAQ� sLEDOWATELXNO�

t �
p
C�

t�pC�
� exp�	pC��� � C���

def� #� ������

oTS�DA POLU�AEM

t �

p
C��# � ��

# � �
�

sOGLASNO ������ IMEEM

z �
��# � ���

C���#� ��� � �# � ����
� ���# � ���

C� �#
�

� � �

C�
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�
�

�

C�
sin� ��

GDE �� � i ln # � 	ipC� ln� �C�x�� oTS�DA WIDNO� �TO

z � ��# � � � #������C���

T�E� z QWLQETSQ MNOGO�LENOM lORANA OT � �C�x�
p
C� I ODNOWREMENNO WYRA


VAETSQ KAK TRIGONOMETRI�ESKSQ FUNKCIQ OT ln� �C�x�� eSLI POSTOQNNAQ C�

� WE	ESTWENNA I OTRICATELXNA� TO z QWLQETSQ RACIONALXNOJ FUNKCIEJ
OT �ISTO MNIMOJ STEPENI x I ODNOWREMENNO IMEET WID

z � 	 �

C�
sin��

q
jC�j ln� �C�x���

sOGLASNO ������ POLU�AEM ASIMPTOTIKU y � xz RE�ENIJ URAWNENIQ �����
W SLU�AE Re r � �� T�E� QWNYJ WID PODSUMMY W ������ S Re s � �� KOTORAQ
OBSUVDALASX W SLU�AE � P� ����
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x �� zAKL��ENIE

pUSTX RE�ENIE URAWNENIQ ����� IMEET RAZLOVENIE

y � crx
r �

X
csx

s� s � K� �����

GDEK�frg� �TO NOSITELX RAZLOVENIQ NA KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI� pUSTX
L � WYPUKLAQ OBOLO�KA MNOVESTWA K � frg I �L EE GRANICA� tOGDA �L
� �TO NEKOTORAQ LOMANAQ LINIQ� SOSTOQ	AQ IZ WER�IN I REBER� tO�KA
r � EE WER�INA� pUSTX L� I L� � REBRA LOMANOJ �L� PRIMYKA�	IE K
WER�INE r� eSLI PERWYJ �LEN crx

r RAZLOVENIQ ����� SOOTWETSTWUET NE

KOTOROJ WER�INE �

���
j MNOGOUGOLXNIKA ��f�� TO �ASTI RAZLOVENIQ ������

NOSITELI KOTORYH LEVAT NA REBRAH L� I L�� ZA�ASTU� POLU�A�TSQ KAK
RE�ENIQ UKORO�ENNYH URAWNENIJ� SOOTWETSTWU�	IH REBRAM �

���
k I �

���
k���

PRIMYKA�	IH K WER�INE �
���
j � w �ASTNOSTI� �ASTX RAZLOVENIQ ����� S

TAKIMI POKAZATELQMI s� �TO Re s � Re r� WY�ISLQETSQ KAK RE�ENIE UKO

RO�ENNOGO URAWNENIQ� SOOTWETSTWU�	EGO ODNOMU IZ UKAZANNYH REBER �

���
k

I �
���
k��� sLEDOWATELXNO� HOTQ RAZLOVENIE ����� SOOTWETSTWUET WER�INE� NO

EGO �GRANI�NYE� �ASTI MOGUT BYTX POLU�ENY KAK RAZLOVENIQ RE�ENIJ
UKORO�ENNYH URAWNENIJ� SOOTWETSTWU�	IH REBRAM�
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