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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èçâåñòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îðáèòàëüíîé òðîñî-
âîé ñèñòåìû, â ðàìêàõ êîòîðîé òðîñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ íåâåñîìûìè íåðàñòÿæè-
ìûìè íèòÿìè. Ýòà ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíû-
ìè óðàâíåíèÿìè è ïîçâîëÿåò ó÷åñòü ìàññó òðîñà è äåéñòâèå íà òðîñ âíåøíèõ
ñèë. Ñèëû ñ÷èòàþòñÿ ïðèëîæåííûìè ê óêàçàííûì ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì è
îïðåäåëÿþòñÿ èõ ìàññàìè è äðóãèìè ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Ìîäå-
ëè òàêîãî ðîäà ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî èçó÷àòü äâèæåíèå óæå ðàçâåðíóòîé
òðîñîâîé ñèñòåìû. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, êàê â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ìîæ-
íî èçó÷àòü ïðîöåññ ðàçâåðòûâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäîâàíî ðàçâåð-
òûâàíèå òðîñà äëèíîé 31 êì ñî ñïóòíèêà ìàññîé 6.3 ò, ñôåðè÷åñêàÿ êàïñóëà
íà êîíöå òðîñà èìååò ðàäèóñ 2.5 ì è ìàññó 17 êã. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî
îöåíêå âëèÿíèÿ íà äâèæåíèå ñèñòåìû ñèë àýðîäèíàìè÷åñêîãî òîðìîæåíèÿ ñî
ñòîðîíû àòìîñôåðû.

V.V.Sazonov. Mathematical modeling of the deployment of the or-
bital tether system. The well-known mathematical model of an orbital tether
system treats the tether as a set of mass points that are connected in series by
weightless non-stretched threads. This model is described by ordinary di�erential
equations and allows to take into account the tether mass and action of external
forces upon the tether. The forces are considered to be applied to those mass
points and depend on their physical characteristics. Such models allow to study
motions of a deployed tether system. The given preprint demonstrates the use
of such models for analysis of the deployment processes. The demonstration is
given by the example in which the tether of 31 km is winded o� the satellite with
the mass of 6.3 t. The spherical capsule at the tether end has the diameter of
2.5 m and the mass of 17 kg. The special emphasis is placed to evaluation of the
aerodynamic drag upon this system.

2



1. Ââåäåíèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàçâåðòûâàíèè
îðáèòàëüíîé òðîñîâîé ñèñòåìû. Ñî ñïóòíèêà ìàññîé îêîëî 6300 êã íà òðîñå
âûïóñêàåòñÿ êàïñóëà ñôåðè÷åñêîé ôîðìû ìàññîé 17 êã. Ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà
òðîñà � 31 êì, åãî äèàìåòð � 1 ìì, ìàññà òðîñà � 6 êã. Ñèñòåìà ñïóòíèê
� òðîñ � êàïñóëà â ðàçâåðíóòîì âèäå ðàñïîëàãàåòñÿ âäîëü ãåîöåíòðè÷åñêîãî
ðàäèóñà-âåêòîðà åå öåíòðà ìàññ. Ñèëà íàòÿæåíèÿ òðîñà ïðè ýòîì ñîñòàâëÿåò
îêîëî 2.7 Í. Íàòÿæåíèå îáåñïå÷èâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ
Çåìëè è ñèëàìè èíåðöèè. Äåéñòâèå îáîèõ ýòèõ ôàêòîðîâ ïðîïîðöèîíàëüíî
äëèíå âûïóùåííîãî òðîñà. Â ïðîöåññå ðàçâåðòûâàíèÿ ñèñòåìû ïðè äëèíå
òðîñà 3 êì äèàìåòð êàïñóëû óâåëè÷èâàþò ñ 0.7 ì äî 2.5 ì äëÿ óâåëè÷åíèÿ
äåéñòâèÿ íà íåå ñèëû àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Â ïðîöåññå ðàçâåðòûâàíèÿ òðîñ äîëæåí áûòü ïîñòîÿííî íàòÿíóò. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íà íåì ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ ïåòëè, êîòîðûå ïðè ïîñëåäóþùåì
íàòÿæåíèè çàòÿíóòñÿ è îáëîìÿòñÿ. Ñàìûì ñëîæíûì â ýòîì îòíîøåíèè ÿâëÿ-
åòñÿ íà÷àëüíûé ýòàï ðàçâåðòûâàíèÿ. Íà íåì äëèíà òðîñà ìåíÿåòñÿ ïî îñîáî-
ìó çàêîíó. Ýòîò ýòàï çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà òðîñ âûïóùåí ïðèìåðíî íà 1 êì è
ñèëà íàòÿæåíèÿ ñîñòàâëÿåò îêîëî 0.07 Í. Çàòåì âûïóñê òðîñà îñóùåñòâëÿåò-
ñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 1 ì/ñ, ïðè÷åì êàïñóëà äâèæåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíî
âîëü ãåîöåíòðè÷åñêîãî ðàäèóñà-âåêòîðà ñïóòíèêà â íàïðàâëåíèè öåíòðà Çåì-
ëè. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå òðîñ âûïóñêàåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì çàìåäëåíèåì
0.001 ì/ñ2 äî òåõ ïîð, ïîêà ñêîðîñòü âûïóñêà íå ñòàíåò ðàâíîé íóëþ.

Ðàññìîòðåíû äâà çàêîíà óïðàâëåíèÿ âûïóñêîì òðîñà íà íà÷àëüíîì ýòà-
ïå. Ïåðâûé çàêîí � êèíåìàòè÷åñêèé. Êàïñóëà îòòàëêèâàåòñÿ îò ñïóòíèêà ñî
ñêîðîñòüþ 1.5 ì/ñ, êîòîðàÿ çàòåì ñ ïîñòîÿííûì çàìåäëåíèåì 0.0013 ì/ñ2 ïå-
ðåõîäèò â ñêîðîñòü 1 êì/ñ. Âòîðîé çàêîí � ñèëîâîé. Êàïñóëà îòòàëêèâàåòñÿ
îò ñïóòíèêà ñî ñêîðîñòüþ 1 ì/ñ, è òðîñ âûïóñêàåòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
ïîñòîÿííîå åãî íàòÿæåíèå ñ ñèëîé 0.025 Í. Ñêîðîñòü âûïóñêà òðîñà ïðè ýòîì
ñíà÷àëà óìåíüøàåòñÿ äî 0.2 ì/ñ, à çàòåì âîçðàñòàåò. Êîãäà îíà äîñòèãàåò
çíà÷åíèÿ 1 ì/ñ, ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå íà çàêîí, îáåñïå÷èâàþùèé åå ïî-
ñòîÿíñòâî.

Îñíîâíîå âíèìàíèå íèæå óäåëåíî ðàçðàáîòêå è èñïûòàíèþ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè òðîñîâîé ñèñòåìû, ó÷èòûâàþùåé ìàññó òðîñà è äåéñòâèå íà òðîñ
ñèëû àýðîäèíàìè÷åñêîãî òîðìîæåíèÿ. Â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè òðîñ
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîñëåäîâàòåëüíî ñî-
åäèíåííûõ íåâåñîìûìè íåðàñòÿæèìûìè íèòÿìè. Â ýòèõ òî÷êàõ ñîñðåäîòî÷å-
íû è äåéñòâóþùèå íà òðîñ ãðàâèòàöèîííûå ñèëû è ñèëû àýðîäèíàìè÷åñêîãî
òîðìîæåíèÿ. Èõ âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ìàññàìè è áàëëèñòè÷åñêèìè êî-
ýôôèöèåíòàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ìîäåëè òàêîãî ðîäà
íåîäíîêðàòíî ðàññìàòðèâàëèñü ðàíåå. Îíè ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî èçó÷àòü
äâèæåíèå óæå ðàçâåðíóòîé òðîñîâîé ñèñòåìû, îäíàêî áûëî íåÿñíî, êàê â
ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè èçó÷àòü ïðîöåññ ðàçâåðòûâàíèÿ. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ
âîçìîæíûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Îí ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âûïóñê
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òðîñà ñî ñïóòíèêà ìîäåëèðóåòñÿ âûïóñêîì íåâåñîìîé íåðàñòÿæèìîé íèòè ñ
çàêðåïëåííûìè íà íåé ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè. Â ìîìåíò îòäåëåíèÿ êàæ-
äîé òàêîé òî÷êè îò ñïóòíèêà ÷èñëî òî÷åê ìîäåëè óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó,
à èõ ñêîðîñòè ìåíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì îáðàçîì.

2. Ïðîñòåéøèå äâèæåíèÿ ñâÿçêè äâóõ òåë íà îðáèòå. Ðàññìîòðèì
äâå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè P1 è P2, ñîåäèíåííûå íåðàñòÿæèìîé íèòüþ è äâè-
ãàþùèåñÿ â ïîëå íåïîäâèæíîãî ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà � òî÷êè P0. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèÿ: mi � ìàññà òî÷êè Pi, ri � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè Pi îòíîñèòåëüíî
òî÷êè P0 (i = 1, 2), µ � ãðàâèòàöèîííûé ïàðàìåòð ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà,
l � äëèíà íèòè, T � ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷åê â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íèòü íàòÿíóòà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

r̈1 = − µr1

| r1|3
+

T (r2 − r1)

m1|r2 − r1|
, r̈2 = − µr2

| r2|3
+

T (r1 − r2)

m2|r1 − r2|
. (1)

Çäåñü òî÷êà íàä áóêâîé îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè t. Ýòè
óðàâíåíèÿ äîëæíû èíòåãðèðîâàòüñÿ âìåñòå ñ óðàâíåíèåì ñâÿçè

|r1 − r2| = l (2)

è óñëîâèåì T > 0.
Óðàâíåíèÿ (1), (2) èìåþò ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü äëÿ ðàçâåðòûâàíèÿ è äâèæåíèÿ ðåàëüíîé òðîñîâîé ñèñòåìû [1]. Ñíà÷àëà,
ïðèíÿâ l = const, îïèøåì ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ýòèõ óðàâíåíèé,
â êîòîðîì òî÷êè P1 è P2 äâèæóòñÿ ïî êðóãîâûì îðáèòàì âîêðóã òî÷êè P0 è
ëåæàò ñ íåé íà îäíîé ïðÿìîé. Ââåäåì íåèçìåííûé îðò n è îðòîãîíàëüíûé
åìó îðò e, âðàùàþùèéñÿ âîêðóã n ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω0 > 0.
Òàêîå âðàùåíèå îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ė = ω0(n× e) . (3)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (1), (2) â âèäå

ri = rie , ri = const > 0 (i = 1, 2) . (4)

Ïîäñòàíîâêà ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé â (2) äàåò |r1 − r2| = l. Äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè âîçüìåì

r2 = r1 − l , r1 > l . (5)

Ïîäñòàíîâêà âûïèñàííûõ âûðàæåíèé â (1) c ó÷åòîì ðàâåíñòâ ë = ω0(n×ė) =
ω2

0[n× (n× e)] = −ω2
0e ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

ω2
0r1 =

µ

r2
1

+
T

m1
, ω2

0(r1 − l) =
µ

(r1 − l)2 −
T

m2
.
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Èñêëþ÷èâ èç íèõ T , ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ω2
0[m1r1 + m2(r1 − l)] =

µm1

r2
1

+
µm2

(r1 − l)2 , (6)

îïðåäåëÿþùåå ω0 â ôóíêöèè r1. Çàòåì íàéäåì

T = m1

(
ω2

0r1 −
µ

r2
1

)
. (7)

Çäåñü T > 0, ïîñêîëüêó

ω2
0 =

1

m1r1 + m2(r1 − l)

[
µm1

r2
1

+
µm2

(r1 − l)2

]
>

µ

r3
1
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, â êîòîðîì â ðî-
ëè ïàðàìåòðà âûñòóïàåò r1. Ðåøåíèÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ìîãóò ñëóæèòü èäåàëè-
çèðîâàííûì îïèñàíèåì êîíå÷íîé êîíôèãóðàöèè, ïîëó÷àþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå
ðàçâåðòûâàíèÿ òðîñîâîé ñèñòåìû íà ñïóòíèêå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèÿ òî÷åê P1 è P2, â êîòîðûõ |r1| � l. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (1), (2) ìîæíî óïðîñòèòü. Ïîëîæèì

R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2
, pi = ri −R (i = 1, 2) , r = r2 − r1 = p2 − p1 .

Çäåñü R � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ òî÷åê P1 è P2 îòíîñèòåëüíî ïðèòÿãè-
âàþùåãî öåíòðà, m1p1 + m2p2 = 0. Ïîäñòàâèì â óðàâíåíèÿ (1) ri = R + pi

(i = 1, 2) è, ïîñêîëüêó |pi| � |R|, ëèíåàðèçóåì èõ ïî pi. Ïîëó÷èì

R̈ +
µR

|R|3
+ p̈1 −

µ

|R|3

[
3(R · p1)R

|R|2
− p1

]
=

Tr

m1l
,

R̈ +
µR

|R|3
+ p̈2 −

µ

|R|3

[
3(R · p2)R

|R|2
− p2

]
= − Tr

m2l
.

Óìíîæèì ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íà m1, âòîðîå � íà m2 è ñëîæèì. Áóäåì
èìåòü

R̈ +
µR

|R|3
. (8)

Çàòåì âû÷òåì ïåðâîå óðàâíåíèå èç âòîðîãî. Ïîëó÷èì

r̈ =
µ

|R|3

[
3(R · r)R
|R|2

− r

]
− Tr

ml
, m =

m1m2

(m1 + m2)
. (9)

Çäåñü m � ïðèâåäåííàÿ ìàññà òî÷åê P1 è P2. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9) äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì | r| = l, T > 0.
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå (8), îïèñûâàþùåå äâèæåíèå
öåíòðà ìàññ òî÷åê P1 è P2, îòäåëÿåòñÿ îò óðàâíåíèÿ (9), îïèñûâàþùåãî èõ
îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8) âîçüìåì â âèäå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì êðóãîâîé îðáèòå. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ âûøå îðòîâ n è e, ñâÿ-
çàííûõ óðàâíåíèåì (3), òàêîå ðåøåíèå (òî÷íåå, ñåìåéñòâî ðåøåíèé) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

R = Re , ω2
0 =

µ

R3 . (10)

Çäåñü R > 0 � ðàäèóñ îðáèòû, îí èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà. Ïîäñòàíîâêà ðå-
øåíèÿ (3), (10) â óðàâíåíèå (9) äàåò

r̈ = ω2
0[ 3(e · r) e− r ]− Tr

ml
. (11)

Ââåäåì îðáèòàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ áàçèñíûìè îðòàìè n× e, n, e.
Ïóñòü â ýòîé ñèñòåìå r = (x, y, z). Òîãäà â ñêàëÿðíîé ôîðìå óðàâíåíèå (11)
ìîæíî çàïèñàòü òàê

ẍ + 2ω0ż +
Tx

ml
= 0 , ÿ +

(
T

ml
+ ω2

0

)
y , (12)

z̈ − 2ω0ẋ +

(
T

ml
− 3ω2

0

)
z = 0 .

Èç ðåøåíèé óðàâíåíèé (12) ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìåþò ëèøü òå, êîòîðûå óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèÿì x2 + y2 + z2 = l2, T > 0.

Ïðè l = const óðàâíåíèÿ (12) èìåþò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

x = y = 0 , z = l , T = 3mω2
0l , (13)

êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò óêàçàííîìó âûøå ñåìåéñòâó (3) � (7) èñõîäíûõ óðàâ-
íåíèé (1), (2). Òî÷íåå, ñåìåéñòâó (3) � (7) ñîîòâåòñòâóåò ñåìåéñòâî (3), (10),
(13) óðàâíåíèé (8), (12). Êðîìå òîãî, ñèñòåìà (12) äîïóñêàåò ñåìåéñòâî íåñòà-
öèîíàðíûõ ðåøåíèé [1]

x = x0 , y = 0 , z = v0(t− t0) , 2v0 + 3ω0x0 = 0 , (14)

T = 3mω2
0l , l2 = x2

0 + v2
0(t− t0)

2

ñ ïàðàìåòðàìè v0 è t0. Â ýòîì ñåìåéñòâå äëèíà íèòè, ñâÿçûâàþùåé òî÷êè P1
è P2, ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì. Ðåøåíèÿ (14) ìîãóò ñëóæèòü èäåàëèçèðîâàííûì
îïèñàíèåì ïðîöåññà ðàçâåðòûâàíèÿ òðîñîâîé ñèñòåìû íà ñïóòíèêå.

3. Ðàçâåðòûâàíèå òðîñîâîé ñèñòåìû c íåâåñîìûì òðîñîì. Äî-
ñòàòî÷íî ðåàëèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïóòíèêà è êàïñóëû, ñîåäè-
íåííûõ íåâåñîìûì íåðàñòÿæèìûì òðîñîì, ìîæíî ïîëó÷èòü íåçíà÷èòåëüíûì
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óñëîæíåíèåì óðàâíåíèé (1). À èìåííî, ïðèìåì, ÷òî â ñèñòåìå, îïèñàííîé â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, òî÷êà P1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïóòíèê, òî÷êà P2 ÿâëÿ-
åòñÿ êàïñóëîé, òî÷êà P0 ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ Çåìëè. Èç âíåøíèõ âîçäåé-
ñòâèé íà òî÷êè P1 è P2 áóäåì ó÷èòûâàòü ãðàâèòàöèîííîå ïðèòÿæåíèå Çåìëè è
ñîïðîòèâëåíèå àòìîñôåðû. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýòèõ òî÷åê çàïèøåì â âèäå

r̈1 = w1 +
T (r2 − r1)

m1|r2 − r1|
, r̈2 = w2 +

T (r1 − r2)

m2|r1 − r2|
, (15)

wi = g(ri, t)− ci%a(ri, t)|vi|vi , vi = ṙi − ~ωe × ri (i = 1, 2) .

Çäåñü g(r, t) è %a(r, t) � íàïðÿæåííîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè è ïëîò-
íîñòü àòìîñôåðû â òî÷êå ñ ãåîöåíòðè÷åñêèì ðàäèóñîì âåêòîðîì r â ìîìåíò t,
ci � áàëëèñòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò òåëà Pi, ~ωe � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
Çåìëè, vi � ñêîðîñòü òåëà Pi îòíîñèòåëüíî àòìîñôåðû, êîòîðàÿ ñ÷èòàåòñÿ
âðàùàþùåéñÿ âìåñòå ñ Çåìëåé.

Ïîñêîëüêó äëèíà òðîñà ïîñòîÿííà èëè ìåíÿåòñÿ ïî ïðåäïèñàííîìó çà-
êîíó, íàïðèìåð, ñëóæèò óïðàâëåíèåì ïðè ðàçâåðòûâàíèè, óðàâíåíèÿ (15)
äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ âìåñòå ñ óðàâíåíèåì (2). Â ýòîì ñëó÷àå ñèëà íàòÿ-
æåíèÿ òðîñà T íàõîäèòñÿ òàê (ñð. ïðîöåäóðó èñêëþ÷åíèÿ íåîïðåäåëåííûõ
ìíîæèòåëåé â óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà ïåðâîãî ðîäà). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì
äâàæäû ïî âðåìåíè óðàâíåíèå (r1 − r2)

2 = l2, ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ (2).
Ïîëó÷èì

(r1 − r2) · (r̈1 − r̈2) + (ṙ1 − ṙ2)
2 = ll̈ + l̇2

Ïîäñòàâèì ñþäà r̈1 è r̈2 èç óðàâíåíèé (15) è ðàçðåøèì ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíî-
øåíèå îòíîñèòåëüíî T . Áóäåì èìåòü

T = m
(r1 − r2) · (w1 −w2) + (ṙ1 − ṙ2)

2 − ll̈ − l̇2

|r1 − r2|
. (16)

Óðàâíåíèÿ (15), (16) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü
ïðîèíòåãðèðîâàíà ÷èñëåííî.

Åñëè ïðè ðàçâåðòûâàíèè òðîñîâîé ñèñòåìû óïðàâëåíèåì ñëóæèò ñèëà íà-
òÿæåíèÿ òðîñà, òî (16) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì äëÿ ðàñ÷åòà l̈. Ñêîðîñòü l̇
ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå ll̇ = (r1 − r2) · (ṙ1 − ṙ2).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (15), (16), áëèçêèå
ïðîñòåéøèì ðåøåíèÿì ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Ïàðàìåòðû òðîñîâîé ñèñòåìû
âîçüìåì ñëåäóþùèå: m1 = 6300 êã, m2 = 17 êã, l = 31 êì, c1 = 0.0016 ì2/êã,
c2 = 0.289 ì2/êã. Ïàðàìåòðû m1 è c1 õàðàêòåðèçóþò ñïóòíèê, m2 è c2 �
êàïñóëó â âèäå ñôåðû äèàìåòðîì 2.5 ì íà êîíöå òðîñà.

Óðàâíåíèÿõ (15) çàïèøåì â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýòà ñèñòåìà
âðàùàåòñÿ âìåñòå ñ Çåìëåé, è óðàâíåíèÿ (15), (16) â íåé èìåþò âèä
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d̃r1

dt
= v1 ,

d̃v1

dt
= a1 +

T (r2 − r1)

m1|r2 − r1|
,

d̃r2

dt
= v2 ,

d̃v2

dt
= a2 +

T (r1 − r2)

m2|r1 − r2|
, (17)

T = m
(r1 − r2) · (a1 − a2) + (v1 − v2)

2 − ll̈ − l̇2

|r1 − r2|
,

ai = g(ri)− ci%a(ri, t)|vi|vi − 2~ωe × vi − ~ωe × (~ωe × ri) (i = 1, 2) .

Çäåñü ñèìâîëîì d̃(·)/dt îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà ïî îòíîøåíèþ ê
ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò: åñëè â ýòîé ñèñòåìå A = (A1, A2, A3), òî
d̃A/dt = (Ȧ1, Ȧ2, Ȧ3). Íàïðÿæåííîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè g â ãðèí-
âè÷ñêîé ñèñòåìå ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè. Ïðè âû÷èñëåíèè
g íåöåíòðàëüíîñòü ýòîãî ïîëÿ ó÷èòûâàëàñü ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿä-
êà (8,8) âêëþ÷èòåëüíî â ðàçëîæåíèè ãðàâèòàöèîííîãî ïîòåíöèàëà Çåìëè â
ðÿä ïî øàðîâûì ôóíêöèÿì. Ïëîòíîñòü àòìîñôåðû ðàññ÷èòûâàëàñü ñîãëàñíî
ìîäåëè ÃÎÑÒ 25645.115-84 (ðåäàêöèÿ 1990 ã.). Ïàðàìåòðû àòìîñôåðû ñ÷èòà-
ëèñü íåèçìåííûìè. Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëîñü F = F81 = 150, Ap = 12.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ óðàâíåíèé (17) çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êà-
÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé r1 è v1, êîòîðûå îñòàâàëèñü íåèçìåííûìè âî
âñåõ ðàñ÷åòàõ, ïðèìåì çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí â âîñõîäÿùåì óçëå êåïëåðî-
âîé ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû ñïóòíèêà Çåìëè ñ ýëåìåíòàìè: âûñîòà â ïåðèãåå
hπ = 262 êì, âûñîòà â àïîãåå hα = 304 êì [çäåñü hπ = a(1 − e) − RE,
hα = a(1+e)−RE, a è e � áîëüøàÿ ïîëóîñü è ýêñöåíòðèñèòåò îðáèòû, RE �
ýêâàòîðèàëüíûé ðàäèóñ Çåìëè], äîëãîòà âîñõîäÿùåãî óçëà −152.7◦, íàêëîíå-
íèå 62.8◦, àðãóìåíò øèðîòû ïåðèãåÿ 107.0◦. Ïîëàãàåì, ÷òî ýòîò âîñõîäÿùèé
óçåë ïðîõîäèòñÿ â ìîìåíò t0 = 04 : 15 : 01.43 äåêðåòíîãî ìîñêîâñêîãî âðå-
ìåíè 10.09.1999. Óêàçàííûé ìîìåíò âñþäó â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåòñÿ íà÷àëîì
îòñ÷åòà âðåìåíè.

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ r2 è v2 â ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ðàñ÷åòîâ âûáèðàëèñü
ïî-ðàçíîìó. Ïðè âû÷èñëåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé (17), áëèçêèõ ðåøåíèÿì (3)
� (7), ýòè çíà÷åíèÿ áûëè âçÿòû â âèäå

r2 =
| r1| − l

| r1|
r1 , v2 =

| r1| − l

| r1|
v1 +

δv2

| r1|
r1 , (18)

ãäå δv2 îïðåäåëÿëîñü óñëîâèåì (r1 − r2) · (v1 − v2) = 0. Â òàêèõ ðåøåíèÿõ
äëèíà òðîñà l äîëæíà îñòàâàòüñÿ íåèçìåííîé, ïîýòîìó â (17) ïðèíèìàëîñü
l̇ ≡ 0, l̈ ≡ 0. Óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå δv2, îçíà÷àåò, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè l̇ = 0.

Ñèñòåìà (17) ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó ñæàòîå è íà-
ãëÿäíîå ãðàôè÷åñêîå îòîáðàæåíèå åå ðåøåíèÿ òðåáóåò èñïîëüçîâàíèÿ ðÿäà
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âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òî-
÷åê P1 è P2 ââåäåì îðáèòàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Îðòû åå áàçèñà ex, ey,
ez îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèÿìè

ez =
R

|R|
, ey =

R× Ṙ

|R× Ṙ|
, ex = ey × ez . (19)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå êðóãîâîé îðáèòû öåíòðà ìàññ òî÷åê P1 è P2 òàêàÿ ñèñòåìà
óæå èñïîëüçîâàëàñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Â ïðèíÿòûõ òàì îáîçíà÷åíèÿõ
ex = n× e, ey = n, ez = e. Êîìïîíåíòû âåêòîðà r = r2 − r1 â áàçèñå ex, ey,
ez îáîçíà÷èì x, y, z. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ýòèõ êîìïîíåíò îò âðåìåíè äàþò
ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå îá îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè òî÷åê P1 è P2. Ïîñêîëüêó
m1 � m2, òî÷êà P1 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ ðàññìàòðèâàåìîé
òðîñîâîé ñèñòåìû: r1 ≈ R. Êàê ïîêàçàíî íèæå, ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ
äâèæåíèÿ òî÷åê P1 è P2 ïðîèñõîäÿò â îñíîâíîì â ïëîñêîñòè îðáèòû èõ öåí-
òðà ìàññ, ïðè÷åì ïðè ðàçâåðíóòîì íà ïîëíóþ äëèíó òðîñå âåêòîðû r è R
ïðàêòè÷åñêè êîëëèíåàðíû. Â òàêîé ñèòóàöèè äâèæåíèå ðàçâåðíóòîé òðîñî-
âîé ñèñòåìû è ïðîöåññ åå ðàçâåðòûâàíèÿ óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü ãðàôèêîì
èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óãëà ϕ = arctan(x/z).

Ïîñêîëüêó òî÷êà P2 èìååò âåñüìà áîëüøîé áàëëèñòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò,
èçìåíåíèå âî âðåìåíè äåéñòâóþùåé íà íåå ñèëû àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ îêàçûâàåò çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå íà äâèæåíèå òî÷êè. Ýòî âëèÿíèå
áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü ãðàôèêîì îòíîøåíèÿ K(t) ïëîòíîñòè àòìîñôåðû â
òî÷êå P2 â ìîìåíò âðåìåíè t ê ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ýòîé ïëîòíîñòè íà
èíòåðâàëå âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (17). Âàæíåéøåé õàðàêòåðèñòè-
êîé ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëà íàòÿæåíèÿ òðîñà. Ãðàôèê èçìåíåíèÿ ýòîé ñèëû
âî âðåìåíè, ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, êîíòðîëèðîâàòü óñëîâèå T > 0. Òàêèì
îáðàçîì, ãðàôèêè âû÷èñëÿåìûõ âäîëü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (17) ôóíêöèé x(t),
y(t), z(t), K(t), ϕ(t) è T (t) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå î äâèæåíèè òðîñîâîé ñèñòåìû.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (17) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (18) äëÿ r2 è v2 ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Çäåñü ñëåâà èçîáðàæåíû ãðàôèêè ôóíêöèé x(t), y(t), z(t)
è K(t), ñïðàâà � ãðàôèêè ôóíêöèé ϕ(t) è T (t). Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñèñòå-
ìà ñîâåðøàåò ìàëûå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà-âåêòîðà ñâîåãî öåíòðà
ìàññ. Ñîïîñòàâëåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé x(t), z(t) è K(t) ïîêàçûâàåò, ÷òî
êîëåáàíèÿ â ïëîñêîñòè îðáèòû îáóñëîâëåíû â îñíîâíîì ðàñêà÷êîé òî÷êè P2
ñèëîé ñîïðîòèâëåíèÿ àòìîñôåðû. Òî÷íåå, èçìåíåíèåì ýòîé ñèëû âî âðåìåíè,
âûçâàííûì èçìåíåíèåì âûñîòû òî÷êè P2 íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè èç-çà ýë-
ëèïòè÷íîñòè îðáèòû öåíòðà ìàññ ñâÿçêè. Îáîñíîâàíèåì òàêîãî ïðåäïîëîæå-
íèÿ ñëóæèò äîñòàòî÷íî òî÷íîå ñîâïàäåíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà ýòèõ ôóíêöèé
è ñìåùåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè x(t) â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷å-
íèé. Êîëåáàíèÿ â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè îðáèòû, èìåþò
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äðóãóþ ïðèðîäó (ñð. ãðàôèê ôóíêöèè y(t)). Èõ àìïëèòóäà ñëàáî âîçðàñòàåò,
à ïåðèîä ïðè t > 40 · 103 ñ ðàâåí ïîëîâèíå îðáèòàëüíîãî ïåðèîäà.

Ïðè âû÷èñëåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé (17), áëèçêèõ ðåøåíèÿì (3), (10),
(14), íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ r2 è v2 áûëè âçÿòû â âèäå

r2 = r1 + x0ex , v2 = v1 + ez(v0 − ω0x0)− x0( ~ωe × ex) . (20)

Çäåñü 2v0 + 3ω0x0 = 0, ω0 � ñðåäíåå äâèæåíèå íà÷àëüíîé îðáèòû òî÷êè
P1, îðòû ex è ez îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (19) ïðè R = r1, Ṙ = ṙ1. Òàêèå
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðàññìàòðèâàëèñü äëÿ v0 = −1 ì/ñ. Â ýòîì ñëó÷àå x0 =
574 ì, è ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ äëÿ v2 ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Â óðàâíåíèè (17), îïðåäåëÿþùåì íàòÿæåíèå òðîñà, ïðèíèìàëîñü

l =
√

x2
0 + v2

0t
2 , ll̈ + l̇2 = v2

0 . (21)

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (17) ïðè óêàçàííîì âûáîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé è çàâè-
ñèìîñòè äëèíû òðîñà îò âðåìåíè ïðèâåäåíî íà ðèñ. 2. Ëåâàÿ ñòîðîíà ýòîãî
ðèñóíêà óñòðîåíà àíàëîãè÷íî ëåâîé ñòîðîíå ðèñ. 1. Åãî ïðàâàÿ ñòîðîíà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ðèñ. 1 ñîäåðæèò äâà äîïîëíèòåëüíûõ ãðàôèêà � ãðàôèê ðàçíî-
ñòè (ñð. (14)) T − 3mω2

0l è ãðàôèê ñêîðîñòè l̇. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, îòêëî-
íåíèÿ òî÷êè P2 îò ðàäèóñà-âåêòîðà R öåíòðà ìàññ ñèñòåìû â ïîñòðîåííîì
äâèæåíèè ïðèìåðíî òàêèå æå, êàê â äâèæåíèÿõ íà ðèñ. 1.

Ïåðåéäåì ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ äîñòàòî÷íî ïðàâäîïîäîá-
íûõ ñöåíàðèåâ ðàçâåðòûâàíèÿ òðîñîâîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ
ñöåíàðèÿ. Â ïåðâîì óïðàâëåíèå ðàçâåðòûâàíèåì îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî èç-
ìåíåíèåì l̇, âî âòîðîì íà íà÷àëüíîì ýòàïå ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèå T . Ñöåíàðèè
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íà÷àëüíûì ýòàïîì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñàìûì âàæíûì. Íà
íåì ñèëà íàòÿæåíèÿ òðîñà âåñüìà ìàëà è âñëåäñòâèå ðàçíîãî ðîäà ïîãðåø-
íîñòåé ìîæåò îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëüíîé.

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ r2 è v2 â îáîèõ ñöåíàðèÿõ çàäàþòñÿ îäèíàêîâî

r2 = r1 + l0(ex cos α− ez sin α) , v2 = v1 + l̇0(ex cos α− ez sin α) . (22)

Çäåñü α = 120◦, l0 è l̇0 � äëèíà òðîñà è ñêîðîñòü åå èçìåíåíèÿ â ìîìåíò t = 0,
îðòû ex è ez îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (19) ïðè R = r1, Ṙ = ṙ1.

Ñöåíàðèé 1. Çàäàäèì ìîìåíòû âðåìåíè 0 < t1 < t2 < t3 < t4, çíà÷åíèÿ
äëèíû òðîñà l0 = l(0), l1 = l(t1), . . . , l4 = l(t4), ñêîðîñòè åå èçìåíåíèÿ
v0 = l̇(0) = l̇0, v1 = l̇(t1+0) è çíà÷åíèÿ óñêîðåíèÿ w0 = l̈(0), w1 = l̈(t3+0). Ýòè
âåëè÷èíû äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
ñîîòíîøåíèÿ

v1 = v0 + w0t1 , l1 = l0 + v0t1 +
w0t

2
1

2
,

l2 = l1 + v1(t2 − t1) , l3 = l2 + v1(t3 − t2) , (23)
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0 = v1 + w1(t4 − t3) , l4 = l3 + v1(t4 − t3) +
w1(t4 − t3)

2

2
.

Ïðîöåññ âûïóñêà òðîñà ðàçîáüåì íà ïÿòü ýòàïîâ. Íà ýòèõ ýòàïàõ äëèíà òðîñà
è åå ïåðâûå äâå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ýòàï 1 (0 ≤ t < t1) :

l̈ = w0 , l̇ = v0 + w0t , l = l0 + v0t +
w0t

2

2
;

Ýòàï 2 (t1 ≤ t < t2) :

l̈ = 0 , l̇ = v1 , l = l1 + v1(t− t1) ;

Ýòàï 3 (t2 ≤ t < t3) :

l̈ = 0 , l̇ = v1 , l = l2 + v1(t− t2) ;

Ýòàï 4 (t3 ≤ t < t4) :

l̈ = w1 , l̇ = v1 + w1(t− t3) , l = l3 + v1(t− t3) +
w1(t− t3)

2

2
;

Ýòàï 5 (t4 ≤ t) :
l̈ = 0 , l̇ = 0 , l = l4 .

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (23) îïðåäåëåííàÿ âûïèñàííûìè ñîîòíîøåíèÿìè
êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ l̇(t) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé, à ôóíêöèÿ l(t) �
ãëàäêîé. Â ìîìåíò t2 çàêîí âûïóñêà òðîñà íå ìåíÿåòñÿ, íî ïðîèñõîäèò ìãíî-
âåííîå (â ðàìêàõ îïèñûâàåìîé ìîäåëè) óâåëè÷åíèå áàëëèñòè÷åñêîãî êîýô-
ôèöèåíòà êàïñóëû. Íà ýòàïàõ 1 è 2 îí èìååò çíà÷åíèå c2 = 0.023 ì2/êã, íà
ýòàïàõ 3, 4 è 5 � çíà÷åíèå c2 = 0.289 ì2/êã. Â ðàñ÷åòàõ áûëî ïðèíÿòî v0 = 1.5
ì/ñ, v1 = 1 ì/ñ, w0 = −0.0013 ì/ñ2, w1 = −0.001 ì/ñ2, l0 = 1 ì, l2 = 3 êì,
l4 = 31 êì.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (17) ïðè îïèñàííîì çàêîíå óïðàâëåíèÿ äëèíîé òðîñà
ïðèâåäåíî íà ðèñ. 3, 4. Ðèñ. 3 àíàëîãè÷åí ðèñ. 2. Îí îïèñûâàåò êàê ïðî-
öåññ ðàçâåðòûâàíèÿ òðîñà, òàê è ïîñëåäóþùèé ïîëåò ñèñòåìû â ðàçâåðíóòîì
ñîñòîÿíèè. Ðèñ. 4 áîëåå äåòàëüíî âîñïðîèçâîäèò íà÷àëî ïðîöåññà ðàçâåðòûâà-
íèÿ. Íà ýòîì ðèñóíêå îòñóòñòâóþò ãðàôèêè ôóíêöèè K(t) è T (t)−3mω2

0l(t).
Êàê âèäíî èç ðèñ. 4, â ñàìîì íà÷àëå ðàçâåðòûâàíèÿ íàòÿæåíèå òðîñà âåñü-
ìà ìàëî. Â ðàìêàõ äàííîãî ñöåíàðèÿ åãî ìîæíî óâåëè÷èòü, óâåëè÷èâ v0. Â
ìîìåíò t1 ñèëà íàòÿæåíèÿ òðîñà èñïûòûâàåò íåáîëüøîé ñêà÷îê, êîòîðûé íà
ãðàôèêå ôóíêöèè T (t) íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí âåðòèêàëüíûì îòðåçêîì. Ñêà÷îê
âûçâàí ðàçðûâîì ôóíêöèè l̈(t) (ñð. âûðàæåíèÿ äëÿ l̈ íà ýòàïàõ 1 è 2). Àíà-
ëîãè÷íûå íåáîëüøèå ñêà÷êè ïðîèñõîäÿò â òî÷êàõ t3 è t4. Ñãëàäèâ ôóíêöèþ
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l̈(t) çà ñ÷åò íåêîòîðîãî óñëîæíåíèÿ çàêîíà âûïóñêà òðîñà, ìîæíî îáåñïå÷èòü
ãëàäêîñòü ôóíêöèè T (t) â îêðåñòíîñòè óêàçàííûõ òî÷åê.

Ãðàôèêè x(t), y(t) è z(t) íà ðèñ. 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîöåññ ðàçâåðòû-
âàíèÿ òðîñà õîòÿ è ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè äâèæåíèÿ (14), íî ñèëüíî
âîçìóùåí. Ïðè t > t4 â ñîîòâåòñòâèè ñ [1] â ôóíêöèè x(t) äîìèíèðóåò ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñ ÷àñòîòîé

√
3ω0, â ôóíêöèè y(t) ïðèñóòñòâóåò

ñîñòàâëÿþùàÿ ñ ÷àñòîòîé 2ω0 è ìåäëåííî âîçðàñòàþùåé àìïëèòóäîé. Ýòè ñî-
ñòàâëÿþùèå îáóñëîâëåíû ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè òðîñîâîé ñèñòåìû êàê
òâåðäîãî òåëà â ôîðìå ñïèöû ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ê íåìó ãðàâèòà-
öèîííîãî ìîìåíòà. Íåóñòîé÷èâîñòü âûçâàíà ðåçîíàíñîì 1:2 ìåæäó ÷àñòîòîé
èçìåíåíèÿ ñèëû àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðèëîæåííîé ê òî÷êå P2,
è îäíîé èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñïèöû (ñð. ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ íà ðèñ. 1).

Ñöåíàðèé 2 òàêæå ñîäåðæèò 5 ýòàïîâ, ðàçäåëåííûõ ìîìåíòàìè âðåìåíè
t1, t2, t3 è t4 (0 < t1 < t2 < t3 < t4), íî ìîìåíò t1 îêîí÷àíèÿ ïåðâîãî ýòàïà
òåïåðü íå îïðåäåëåí çàðàíåå. Íà ïåðâîì ýòàïå òðîñ ðàçìàòûâàåòñÿ òàê, ÷òî
ñèëà åãî íàòÿæåíèÿ ïîñòîÿííà è ðàâíà çàäàííîìó çíà÷åíèþ T0 > 0. Ýòîò
ýòàï îïèñûâàåòñÿ ïåðâûìè ÷åòûðüìÿ óðàâíåíèÿìè (17) ïðè T = T0. Ñêîðîñòü
âûïóñêà òðîñà ïðè òàêîì ðàçìàòûâàíèè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

l̇ =
(r1 − r2) · (v1 − v2)

l
.

Â íåêîòîðîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ T0 è α â (22) ýòà ñêîðîñòü ñíà÷àëà óáûâà-
åò, à ïîòîì âîçðàñòàåò. Ìîìåíò t1 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì l̇(t1) = v1. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå T0 è α íàäî âûáðàòü òàê, ÷òîáû âûïèñàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
t1 èìåëî ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Ïðè l1 = l(t1) < l2 = 3 êì ýòàïû 2 � 5 ìîæ-
íî îïðåäåëèòü òàê æå, êàê â ñöåíàðèè 1. Íà ýòèõ ýòàïàõ äâèæåíèå ñïóòíèêà
è êàïñóëû îïèñûâàåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé (17), â êîòîðîé äëèíà
òðîñà l îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå ôîðìóëàìè. Ïðè ñøèâêå ýòàïîâ
1 è 2 ôóíêöèè ri(t), vi(t) (i = 1, 2), ðàçóìååòñÿ, äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû
â òî÷êå t1, íî ñèëà íàòÿæåíèÿ òðîñà â ýòîé òî÷êå ìîæåò èñïûòàòü ìàëûé
ñêà÷îê èç-çà ñêà÷êà l̈. Ñèòóàöèÿ çäåñü â òî÷íîñòè òàêàÿ æå, êàê â ñöåíàðèè
1. Íåìíîãî óñëîæíèâ çàêîí âûïóñêà òðîñà è îáåñïå÷èâ ãëàäêîñòü l̈(t), ìîæíî
îáåñïå÷èòü ãëàäêîñòü ôóíêöèè T (t) â îêðåñòíîñòè òî÷êè t1.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (17) äëÿ ñöåíàðèÿ 2 ïðèâåäåíî íà ðèñ. 5, 6. Ýòè ðè-
ñóíêè àíàëîãè÷íû ðèñ. 3, 4. Â ðàñ÷åòàõ áûëî ïðèíÿòî T0 = 0.025 Í, l̇0 = 1
ì/ñ, ïàðàìåòðû ýòàïîâ 2 � 5 ñîõðàíèëè ïðåæíèå çíà÷åíèÿ. Ïðî äâèæåíèå,
ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 5 è 6, ìîæíî ïîâòîðèòü âñå ñêàçàííîå âûøå î ðèñ. 3,
4. Îäíàêî âîçìóùåííîå äâèæåíèå â ñöåíàðèè 2 îêàçàëîñü íåñêîëüêî ìåíüøå,
÷åì â ñöåíàðèè 1. Âîçìîæíî ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî íà ýòàïå 1 ñêîðîñòü âû-
ïóñêà òðîñà â ñöåíàðèè 2 çàìåòíî íèæå, ÷åì â ñöåíàðèè 1. Êðîìå òîãî, ýòàï
1 â ñöåíàðèè 2 áîëåå ÷åì â 4 ðàçà äëèííåå ýòàïà 1 â ñöåíàðèè 1.
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4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îðáèòàëüíîé òðîñîâîé ñèñòåìû, ó÷è-
òûâàþùàÿ ìàññó òðîñà. Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü îðáèòàëüíîé òðîñîâîé
ñèñòåìû, ó÷èòûâàþùóþ ìàññó òðîñà, ïîñòðîèì â âèäå ñîâîêóïíîñòè ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê, ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ íåâåñîìûìè íåðàñòÿæèìûìè
íèòÿìè [2]. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, P1, P2, . . ., PN � ìàòåðèàëü-
íûå òî÷êè, îáðàçóþùèå òàêóþ ìîäåëü. Òî÷êè Pi è Pi+1 ñîåäèíåíû íåâåñîìîé
íåðàñòÿæèìîé íèòüþ äëèíû li (i = 1, 2, . . . , N − 1). Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè
òî÷êà P1 � ñïóòíèê, òî÷êà PN � êàïñóëà, à òî÷êè P2, . . ., PN−1 è ïðèìû-
êàþùèå ê íèì íèòè � òðîñ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: mi, ci è ri � ìàññà, áàë-
ëèñòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò è ãåîöåíòðè÷åñêèé ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè Pi, Ti �
ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè ìåæäó òî÷êàìè Pi è Pi+1. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òî÷åê
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå íèòè íàòÿíóòû, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (ñð. (17))

d̃r1

dt
= v1 ,

d̃v1

dt
= a1 +

T1(r2 − r1)

m1|r2 − r1|
,

d̃ri

dt
= vi ,

d̃vi

dt
= ai +

Ti−1(ri−1 − ri)

mi|ri−1 − ri|
+

Ti(ri+1 − ri)

mi|ri+1 − ri|
(24)

(i = 2, 3, . . . , N − 1) ,

d̃rN

dt
= vN ,

d̃vN

dt
= aN +

TN−1(rN−1 − rN)

mN |rN−1 − rN |
.

Çäåñü ñèìâîë d̃(·)/dt ïî-ïðåæíåìó îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ âåêòîðà ïî îòíîøå-
íèþ ê ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, âåëè÷èíû ai îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè
(17) òåïåðü è â ñëó÷àå i > 2.

Åñëè äëèíû íèòåé ïîñòîÿííû, òî óðàâíåíèÿ (24) ñëåäóåò äîïîëíèòü ñîîò-
íîøåíèÿìè

|ri+1 − ri| = li (i = 1, 2, . . . , N − 1) , (25)

âûðàæàþùèìè óñëîâèÿ íåðàñòÿæèìîñòè íèòåé. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò
íàéòè ñèëû íàòÿæåíèÿ Ti ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, ïðèìåíÿåìîé ïðè èñêëþ-
÷åíèè ðåàêöèé ñâÿçåé â óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà ïåðâîãî ðîäà. Îïðåäåëåíèå
ñèë âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçâåäåì êàæäîå ñîîòíîøåíèå (25) â
êâàäðàò è ïðîäèôôåðåíöèðóåì åãî äâàæäû ïî âðåìåíè, çàïèñûâàÿ ïðîèç-
âîäíûå âåêòîðîâ â ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîëó÷èì

(ri+1 − ri) ·
(

d̃vi+1

dt
− d̃vi

dt

)
+ (vi+1 − vi)

2 = 0 (i = 1, 2, . . . , N − 1) .

Ïîäñòàâèì ñþäà ïðîèçâîäíûå d̃vi/dt èç óðàâíåíèé (24). Ïîñëå íåñëîæíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðèäåì ê ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî Ti:

13



(
1

m1
+

1

m2

)
T1 −

A2

m2
T2 = B1 ,

−Ai

mi
Ti−1 +

(
1

mi
+

1

mi+1

)
Ti −

Ai+1

mi+1
Ti+1 = Bi (26)

(i = 2, . . . , N − 2) ,

−AN−1

mN−1
TN−2 +

(
1

mN−1
+

1

mN

)
TN−1 = BN−1 .

Çäåñü

Ai =
( ri+1 − ri) · ( ri − ri−1)

|ri+1 − ri| |ri − ri−1|
, Bi =

(ri+1 − ri) · (ai+1 − ai) + (vi+1 − vi)
2

|ri+1 − ri|
.

Ñèñòåìà (26) èìååò òðåõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó. Äëÿ ñòðîê ýòîé ìàòðèöû
â ñèëó îöåíîê |Ai| ≤ 1 (i = 2, 3, . . . , N − 1) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

1

m1
+

1

m2
− |A2|

m2
> 0 ,

1

mi
+

1

mi+1
− |Ai|

mi
− |Ai+1|

mi+1
≥ 0 (i = 2, . . . , N − 2) ,

1

mN−1
+

1

mN
− |AN−1|

mN−1
> 0 .

Íåðàâåíñòâà âûïèñàíû â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ ñòðîê è îçíà÷àþò, ÷òî óêàçàí-
íàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ [3]. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñèñòåìà (26) íå âûðîæäåíà, è åå ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî
ìåòîäîì ïðîãîíêè. Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå ñèñòåìû (26) â óðàâíåíèÿ (24) ïî-
ëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ri, vi (i = 1, 2, . . . , N).
Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíà ÷èñëåííî, ïðè÷åì ïðè êàæäîì
âû÷èñëåíèè åå ïðàâîé ÷àñòè íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó (26). Â ïðîöåññå
èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò ïðîâåðÿòü âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ Ti > 0 � îïèñàí-
íûé ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåìû (24), (25) ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëåí òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå íèòè íàòÿíóòû.

Îïèñàííûì ñïîñîáîì ñèñòåìà (24), (25) ðåøàåòñÿ è â ñèòóàöèè, êîãäà
äëèíû íèòåé � çàäàííûå ôóíêöèè âðåìåíè. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé,
êîãäà ìåíÿåòñÿ òîëüêî äëèíà íèòè ìåæäó òî÷êàìè P1 è P2. Â ýòîì ñëó÷àå
ñâîáîäíûé ÷ëåí B1 â ñèñòåìå (26) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

B1 =
(r2 − r1) · (a2 − a1) + (v2 − v1)

2 − l1l̈1 − l̇21
|r2 − r1|

.
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Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (24), (25), îïèñûâàþùåå
ìàëûå êîëåáàíèÿ òðîñîâîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ, â êîòîðîì îíà
âûòÿíóòà âäîëü ðàäèóñà-âåêòîðà ñâîåãî öåíòðà ìàññ. Ïàðàìåòðû ñèñòåìû
çàäàäèì èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïîñêîëüêó òî÷êè P1 è PN ìîäåëèðóþò
ñïóòíèê è êàïñóëó, ïîëîæèì m1 = 6300 êã, mN = 17 êã, c1 = 0.0016 ì2/êã,
cN = 0.289 ì2/êã. Äëèíû âñåõ íèòåé ïðèìåì îäèíàêîâûìè: li = l/(N − 1)
(i = 1, 2, . . . , N − 1), l = 31 êì � äëèíà òðîñà. Ìàññû è áàëëèñòè÷åñêèå
êîýôôèöèåíòû òî÷åê Pj (j = 2, 3, . . . , N − 1) òàêæå âîçüìåì îäèíàêîâûìè:
mj = m′/(N − 2), cj = lD/m′ ≈ 5 ì2/êã, m′ = 6 êã è D = 1 ìì � ìàññà è
äèàìåòð òðîñà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè N = 40 èìååì li ≈ 816 ì, mj ≈ 0.2 êã.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåøåíèÿ çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ r1 è v1 âîçüìåì òàêèå æå, êàê â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ òî÷åê çàäàäèì â âèäå (ñð. (18))

ri =
(N − 1)| r1| − (i− 1)l

(N − 1)| r1|
r1 , vi =

(N − 1)| r1| − (i− 1)l

(N − 1)| r1|
v1 +

δvi

| r1|
r1 ,

ïðè÷åì δvi âûáåðåì èç óñëîâèé (ñð. (25)) (ri − ri−1) · (vi − vi−1) = 0
(i = 2, . . . , N). Ïîñëåäíèå óñëîâèÿ ìîæíî óäîâëåòâîðèòü òàê. Ñíà÷àëà ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå äëÿ i = 2 è íàõîäèòñÿ âåëè÷èíà δv2, çàòåì ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ óñëîâèå äëÿ i = 3 è íàõîäèòñÿ δv3 è ò. ä. Íà êàæäîì òàêîì øàãå
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îäíà âåëè÷èíà δvi.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (24) ñîäåðæèò áîëüøîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ, ïîýòîìó
ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå åå ðåøåíèÿ äîëæíî áûòü ñæàòûì. Âîñïîëüçóåìñÿ
ââåäåííîé âûøå îðáèòàëüíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Îðòû åå áàçèñà çàäàþòñÿ
ôîðìóëàìè (19), ãäå ïî-ïðåæíåìó R � ðàäèóñ-âåêòîð öåíòðà ìàññ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òîëüêî òåïåðü ýòîò ðàäèóñ-âåêòîð
âû÷èñëÿåòñÿ ïî áîëåå îáùåé ôîðìóëå

R =
1

m

N∑
i=1

miri , m =
N∑

i=1

mi .

Êîìïîíåíòû âåêòîðà r = rN −r1 â áàçèñå ex, ey, ez îáîçíà÷èì x, y, z. Ãðàôè-
êè çàâèñèìîñòè ýòèõ êîìïîíåíò îò âðåìåíè äàþò ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå îá
îòíîñèòåëüíîì äâèæåíèè òî÷åê P1 è PN � ñïóòíèêà è êàïñóëû. Ïîñêîëüêó

m1 �
N∑

i=2

mi ,

òî÷êà P1 ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ âñåé òðîñîâîé ñèñòåìû:
r1 ≈ R. Ïðåäñòàâëÿþùèå èíòåðåñ äâèæåíèÿ òî÷åê P1, P2, . . ., PN ïðîèñõîäÿò
âáëèçè ïëîñêîñòè îðáèòû èõ öåíòðà ìàññ, ïðè÷åì ïðè ðàçâåðíóòîì íà ïîë-
íóþ äëèíó òðîñå âåêòîðû r è R ïî÷òè êîëëèíåàðíû. Òàêèå äâèæåíèÿ óäîáíî
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õàðàêòåðèçîâàòü ãðàôèêîì èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óãëà ϕ = arctan(x/z). Ñè-
òóàöèÿ çäåñü ïîõîæà íà ñèòóàöèþ ñ íåâåñîìûì òðîñîì, ïîýòîìó ïðåæíèé
âûáîð ïåðåìåííûõ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ êàïñóëû îòíîñèòåëüíî ñïóòíèêà
îñòàëñÿ áåç èçìåíåíèé. Ïî ïðè÷èíàì, óêàçàííûì âûøå, âìåñòå ñ ãðàôèêàìè
ôóíêöèé x(t), y(t) è z(t) áóäåì ïðèâîäèòü ãðàôèê îòíîøåíèÿ K(t) ïëîòíî-
ñòè àòìîñôåðû â òî÷êå PN â ìîìåíò âðåìåíè t ê ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ
ýòîé ïëîòíîñòè íà èíòåðâàëå âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (24).

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ P1, P2, . . ., PN . Ýòà ëîìàíàÿ
áëèçêà ê îòðåçêó P1P2, è åå ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ìàêñèìàëüíûì îòêëî-
íåíèåì îò íåãî. Òàêîå îòêëîíåíèå îáîçíà÷èì d. Îíî ðàâíî ìàêñèìóìó ñðåäè
ðàññòîÿíèé òî÷åê P2, . . ., PN−1 îò îòðåçêà P1P2.

Âàæíåéøèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñèëû íàòÿæåíèÿ íè-
òåé. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ñèë ìîæíî îïèñàòü âåëè÷èíàìè

Tmin = min
i∈ I

Ti , Tmax = max
i∈ I

Ti , I = {1, 2, . . . , N − 1} .

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèêè âû÷èñëÿåìûõ âäîëü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (24) ôóíê-
öèé x(t), y(t), z(t), K(t), ϕ(t), d(t), Tmin(t) è Tmax(t) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äî-
ñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î äâèæåíèè ðàññìàòðèâàåìîé ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (24), (25) ñ îïèñàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè
N = 40 ïðèâåäåíî íà ðèñ. 7. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âû÷èñëåííîå ðåøåíèå
îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà-âåêòîðà åå öåíòðà ìàññ.
Àìïëèòóäà ýòèõ êîëåáàíèé çàìåòíî âûøå àìïëèòóäû êîëåáàíèé íà ðèñ. 1,
ðàññ÷èòàííûõ áåç ó÷åòà ìàññû òðîñà è äåéñòâèÿ íà íåãî ñèëû àýðîäèíàìè÷å-
ñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì äàåò ñðàâíåíèå ãðà-
ôèêîâ ôóíêöèè ϕ(t) íà ðèñ. 1 è 7. Â öåëîì, íåñìîòðÿ íà íåêîòîðûå êîëè÷å-
ñòâåííûå îòëè÷èÿ, äâèæåíèÿ êàïñóëû îòíîñèòåëüíî ñïóòíèêà íà ðèñ. 1 è íà
ðèñ. 7 î÷åíü ïîõîæè. Ñõîäñòâî äâèæåíèé ïðîÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â îäèíà-
êîâîì ïîâåäåíèè ôóíêöèé y(t). Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (24), (25), âû÷èñëåííûå
ïðè N = 20 è ïðè N = 80, äàþò ïðàêòè÷åñêè òå æå ãðàôèêè, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 7.

Êàê âèäíî èç ãðàôèêà ôóíêöèè d(t) íà ðèñ. 7, ëîìàíàÿ P1P2 . . . PN áëèçêà
ê îòðåçêó P1P2. Àíàëèç ôóíêöèé d(t) è x(t) ïîêàçûâàåò, ÷òî äâèæåíèå òðîñà
áëèçêî ê äâèæåíèþ òâåðäîãî òåëà â ôîðìå ñïèöû. Ñðàâíèòåëüíî âûñîêî-
÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ ôóíêöèè d(t) îáóñëîâëåíû ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè
òðîñà. Òàêèå êîëåáàíèÿ ñòàëè âîçìîæíû, ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîé ìî-
äåëè ó÷èòûâàåòñÿ ìàññà òðîñà.

Ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé Tmin(t) è Tmax(t) íà ðèñ. 7 ñ ãðàôèêîì T (t)
íà ðèñ. 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â íîâîé ìîäåëè íàòÿæåíèå òðîñà íåñêîëüêî âîçðîñ-
ëî. Ýòî òàêæå îáóñëîâëåíî ó÷åòîì ìàññû òðîñà. Ñòðîãî ãîâîðÿ, âåëè÷èíû
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Tmin(t) è Tmax(t) íå ïîçâîëÿþò ñóäèòü î ñèëàõ íàòÿæåíèÿ Ti(t) â ôóíêöèè
i ïðè ôèêñèðîâàííîì t. Îäíàêî âñå âûáîðî÷íûå ïðîâåðêè ïîêàçàëè âûïîë-
íåíèå ðàâåíñòâ Tmin = TN−1, Tmax = T1. Ñëåäîâàòåëüíî, íàòÿæåíèå òðîñà
âáëèçè ñïóòíèêà íåñêîëüêî áîëüøå åãî íàòÿæåíèÿ âáëèçè êàïñóëû.

5. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâåðòûâàíèÿ îðáèòàëüíîé
òðîñîâîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ìàññû òðîñà. Ïðîöåññ ðàçâåðòûâàíèÿ òðî-
ñîâîé ñèñòåìû â ðàìêàõ ìîäåëè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ìîæíî îïèñàòü òàê.
Òðîñ ïðåäñòàâèì â âèäå íåâåñîìîé íåðàñòÿæèìîé íèòè, ê êîòîðîé ñ îäè-
íàêîâûì øàãîì a ïðèêðåïëåíû ìàòåðèàëüíûå òî÷êè îäèíàêîâîé ìàññû m.
Îäèí êîíåö òðîñà ñîåäèíåí ñî ñïóòíèêîì � ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ìàññû M1,
äðóãîé åãî êîíåö ïðèêðåïëåí ê êàïñóëå � ìàòåðèàëüíîé òî÷êå ìàññû M2.
Ðàñ÷åò ðàçâåðòûâàíèÿ òàêîãî òðîñà ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Äî
òåõ ïîð, ïîêà äëèíà l âûïóùåííîãî òðîñà íå ïðåâîñõîäèò a + λ (0 < λ � a),
ïðîöåññ ðàçâåðòûâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè íåâåñîìîãî òðîñà. Ýòà
ìîäåëü áûëà îïèñàíà â ðàçäåëå 2, íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ïðîöåññà ðàçâåðòûâà-
íèÿ ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì ó÷àñòêîì ïðîöåññà, ðàññìîòðåííîãî â ðàçäåëå 3.
Â ìîìåíò τ1, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì l(τ1) = a + λ, äâóõìàññîâàÿ ìîäåëü
ðàçäåëîâ 2, 3 ñ ìàññàìè M1 è M2 ïðåîáðàçóåòñÿ â òðåõìàññîâóþ ìîäåëü ïðå-
äûäóùåãî ðàçäåëà ñ ìàññàìè m1, m2 è m3 (N = 3). Çíà÷åíèÿ íîâûõ ìàññ:
m1 = M1 −m, m2 = m, m3 = M2. Â ìîìåíò ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàññà m3 ïîìå-
ùàåòñÿ â òó æå òî÷êó ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé íàõîäèëàñü ìàññà M2. Ìàññà
m2 ïðèêðåïëÿåòñÿ ê íèòè ìåæäó ìàññàìè M1 è M2 íà ðàññòîÿíèè a îò ìàññû
M2 è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ðàññòîÿíèè λ îò ìàññû M1. Ìàññà m1 ïîìåùàåòñÿ
íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà M1M2 çà òî÷êó M1 òàê, ÷òîáû öåíòð ìàññ ñèñòå-
ìû {m1, m2} ñîâïàäàë ñ ýòîé òî÷êîé. Â äàëüíåéøåì äâèæåíèè äëèíà íèòè
ìåæäó ìàññàìè m2 è m3 îñòàåòñÿ íåèçìåííîé è ðàâíîé a, âûïóñê æå òðîñà
îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ äëèíû íèòè ìåæäó ìàññàìè m1 è m2.

Ïåðåñ÷åò êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé ìàññ M1 è M2 â êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè
ìàññm1,m2 èm3 âûïîëíÿåòñÿ òàê. ÏóñòüRi èVi � ðàäèóñ-âåêòîð è ñêîðîñòü
ìàññû Mi (i = 1, 2), rj è vj � ðàäèóñ-âåêòîð è ñêîðîñòü ìàññû mj (j = 1, 2, 3),
ïðè÷åì âñå âåêòîðíûå âåëè÷èíû îòíîñÿòñÿ ê ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
è ìîìåíòó âðåìåíè τ1. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå

r3 = R2 , r2 =
a

a + λ
R1 +

λ

a + λ
R2 , (27)

r1 =
M1(a + λ)−ma

(M1 −m)(a + λ)
R1 −

mλ

(M1 −m)(a + λ)
R2 .

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

r1 −R1 = − mλ

(M1 −m)(a + λ)
(R2 −R1) ,

17



r2 −R1 =
λ

a + λ
(R2 −R1) , | r2 − r1| =

λM1

M1 −m
.

Ïîñëåäíåå èç íèõ îçíà÷àåò, ÷òî â ìîìåíò τ1 òðîñ ñòàë ñêà÷êîì äëèííåå íà
λm/(M1−m). Ïðè m = 0.2 êã, M1 = 6300 êã è λ = 2 ì óäëèíåíèå ñîñòàâëÿåò
0.06 ìì.

×òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó ïåðåñ÷åòà ñêîðîñòåé, ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ñêîðîñòè ìàññ M1 è M2

V2 = V1 + Ω× (R2 −R1) + ue . (28)

Çäåñü e = (R2 − R1)/|R2 − R1| � îðò íàïðàâëåíèÿ îò ìàññû M1 ê ìàññå
M2, Ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ýòîãî îðòà ïî îòíîøåíèþ ê ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò, u = l̇(τ1) � ñêîðîñòü âûïóñêà òðîñà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñêî-
ðîñòü ìàññû M1 ìîæíî ñâÿçàòü ñî ñêîðîñòÿìè ìàññ m1, m2 è m3 (ïîñêîëüêó
âñå ýòè òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìîé M1M2)

v1 = V1 + Ω× (r1 −R1) + u1e ,

v2 = V1 + Ω× (r2 −R1) + u2e , (29)

v3 = V1 + Ω× (r3 −R1) + u3e .

è ñêîðîñòè ìàññ m1, m2 è m3 äðóã ñ äðóãîì

v2 = v1 + Ω× (r2 − r1) + (u2 − u1)e ,

v3 = v2 + Ω× (r3 − r2) + (u3 − u2)e .

Âåëè÷èíû ui çäåñü ïîêà íå îïðåäåëåíû. Èç ïîñëåäíèõ ôîðìóë ñ ó÷åòîì ïðè-
íÿòîãî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ri ñëåäóåò, ÷òî

d

dt
| r2 − r1| = u2 − u1 ,

d

dt
| r3 − r2| = u3 − u2 .

Íèòü ìåæäó ìàññàìè m2 è m3 èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó, ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ
èç âûïèñàííûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíà íóëþ è u3 = u2. Ïåðâàÿ èç ýòèõ ïðîèç-
âîäíûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü âûïóñêà òðîñà â ìîìåíò τ1 + 0. Ñêî-
ðîñòü âûïóñêà òðîñà íå äîëæíà èñïûòûâàòü ñêà÷êîâ, ïîýòîìó ñëåäóåò ïðè-
íÿòü u2− u1 = u. Åùå îäíî ñîîòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ui ìîæíî
ïîëó÷èòü, ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ åñòåñòâåííîãî â äàííîé çàäà÷å óñëîâèÿ

M1V1 = m1v1 + m2v2 .

Îíî ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (M1 −m)u1 + mu2 = 0. Òåïåðü ìîæíî íàéòè

u1 = −mu

M1
, u2 = u3 =

(M1 −m)u

M1
.
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×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (29), íåîáõîäèìî åùå íàéòèΩ, òî÷íåå,
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå Ω× e � â ñèëó ïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðîâ ri

èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Ω× (r1 −R1) = − mλ

M1 −m
(Ω× e) , Ω× (r2 −R1) = λ (Ω× e) ,

Ω× (r3 −R1) = (a + λ) (Ω× e) .

Ôîðìóëó äëÿ ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷èì èç ñîîòíîøåíèÿ (28):

Ω× e =
V2 −V1 − ue

|R2 −R1|
.

Îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ñêîðîñòåé v1 è v2 ïðåäñòàâèì â âèäå

v1 = V1 −
mλ

M1 −m
(Ω× e)− mu

M1
e , (30)

v2 = V1 + λ (Ω× e) +
(M1 −m)u

M1
e .

Ôîðìóëó äëÿ v3 ìîæíî çàïèñàòü àíàëîãè÷íî, íî ñ ó÷åòîì äàëüíåéøèõ ïðè-
ëîæåíèé ïðåäñòàâèì åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

v3 = V2 + e δu3 , (31)

ãäå δu3 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

(r3 − r2) · (v3 − v2) = 0 .

Â äàííîì ñëó÷àå δu3 = u3 − u = −mu/M1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ìîìåíò τ1
ñêîðîñòü êàïñóëû ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì. Ïðè m = 0.2 êã, M1 = 6300 êã è u = 1
ì/c ñêà÷îê ñêîðîñòè ñîñòàâëÿåò 3.2 · 10−5 ì/ñ.

Ïðè t > τ1 ïðîöåññ ðàçâåðòûâàíèÿ òðîñà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (24),
(25), â êîòîðûõ N = 3, l2 = a = const, l1 = l1(t) � ôóíêöèÿ âðåìåíè.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âû÷èñëÿåìîãî ðåøåíèÿ çàäàþòñÿ ïðè t = τ1 ñîîòíîøå-
íèÿìè (27), (30) è (31). Â ìîìåíò τ2, îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì l1(τ2) = a + λ,
òðåõìàññîâàÿ ìîäåëü òðîñîâîé ñèñòåìû ïðåîáðàçóåòñÿ â àíàëîãè÷íóþ ÷åòû-
ðåõìàññîâóþ. Íîâàÿ ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (24), (25) ïðè N = 4.
Ïåðåñ÷åò ìàññ, êîîðäèíàò è ñêîðîñòåé òî÷åê ìîäåëè ïðè òàêîì ïðåîáðàçî-
âàíèè âûïîëíÿåòñÿ ïî èçëîæåííîé âûøå ñõåìå. Äîïîëíèòåëüíî ïðèõîäèòñÿ
êîððåêòèðîâàòü ñêîðîñòü ÷åòâåðòîé ìàññû, ìîäåëèðóþùåé êàïñóëó. Ýòà êîð-
ðåêöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïîñëå êîððåêöèè ñêîðîñòè òðåòüåé ìàññû è èñïîëüçóåò
ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëå (31). Çàòåì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ïÿòè-
ìàññîâîé ìîäåëè è ò. ä.
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Îïèøåì ïîäðîáíî ïåðåõîä îò ìîäåëè ñN−1 ìàññîé ê ìîäåëè ñN ìàññàìè.
Ýòîò ïåðåõîä ïðîèñõîäèò â ìîìåíò âðåìåíè τN−2 . Ìàññû, ðàäèóñû-âåêòîðû
è ñêîðîñòè òî÷åê ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìîé â ìîìåíò τN−2 − 0, îáîçíà÷èì
Mi, Ri è Vi (i = 1, 2, . . . , N − 1). Àíàëîãè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ìîäåëè â
ìîìåíò τN−2 + 0 îáîçíà÷èì mj, rj è vj (j = 1, 2, . . . , N). Âñå óêàçàííûå
âåêòîðû îòíîñÿòñÿ ê ãðèíâè÷ñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èìåþò ìåñòî ñîîòíî-
øåíèÿ m1 = M1 −m, m2 = m, mi = Mi−1 (i = 3, . . . , N), è åñëè ïðîñëåäèòü
âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óñëîæíåíèé ìîäåëè, òî ìîæíî óñòàíîâèòü ðàâåíñòâà
m3 = m4 = . . . = mN−1 = m. Â ìîìåíò ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàññà mi (i > 2) ïî-
ìåùàåòñÿ â òó æå òî÷êó ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé íàõîäèëàñü ìàññà Mi−1,
ò. å. ri = Ri−1. Ìàññà m2 ïðèêðåïëÿåòñÿ ê íèòè ìåæäó ìàññàìè M1 è M2
íà ðàññòîÿíèè a îò ìàññû M2 è íà ðàññòîÿíèè λ îò ìàññû M1. Ìàññà m1
ïîìåùàåòñÿ íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà M1M2 çà òî÷êó M1 òàê, ÷òîáû öåíòð
ìàññ ñèñòåìû {m1, m2} ñîâïàäàë ñ ýòîé òî÷êîé. Âåêòîðû r1 è r2 çàäàþòñÿ
ôîðìóëàìè (27). Â äàëüíåéøåì äâèæåíèè äëèíû íèòåé ìåæäó ìàññàìè mi

è mi+1 (i = 2, 3, . . . , N − 1) îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè è ðàâíûìè a, âûïóñê
òðîñà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ äëèíû íèòè ìåæäó ìàññàìè m1 è
m2. Ñêîðîñòè v1, v2 ýòèõ ìàññ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (30), ãäå òåïåðü
u = l̇(τN−2) . Ñêîðîñòè vi ïðè i > 2 íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ôîðìóëàì
(ñð. (31))

vi = Vi−1 +
Ri−1 −Ri−2

|Ri−1 −Ri−2 |
δui ,

ãäå δui îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ íåðàñòÿæèìîñòè íèòè ìåæäó ìàññàìè mi è
mi−1

(ri − ri−1) · (vi − vi−1) = 0 .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåøåíèå óðàâíåíèé (24), (25), â êîòîðîì
äâèæåíèå ñïóòíèêà è êàïñóëû áëèçêî äâèæåíèþ (3), (10), (14). Ïîëàãàåì, ÷òî
ðàññòîÿíèå a ìåæäó ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè íà òðîñå äîñòàòî÷íî âåëèêî è
â íà÷àëå äâèæåíèÿ ìîäåëü ñèñòåìû ñîäåðæèò òîëüêî äâå ìàññû. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä (17), íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ r2 è v2
çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (20). ×òîáû òàêîå äâèæåíèå áûëî âîçìîæíî, äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî a > |x0|. Ïàðàìåòðû íà÷àëüíîé ìîäåëè âîçüìåì
òå æå, ÷òî è â ðàçäåëå 2, λ = 2 ì. Ïàðàìåòðû mi = m, li = a è ci = c
(i = 2, 3, . . . , N − 1) áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ïî ôîðìóëàì ðàçäåëà 3, çàäàâøèñü
ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì lmax = 31 êì è íåêîòîðûì ìàêñèìàëüíûì çíà÷å-
íèåì Nmax:

m =
m′

Nmax − 2
, a =

lmax

Nmax − 1
, c =

lmaxD

m′ .

Âåëè÷èíà Nmax îãðàíè÷åíà ñâåðõó óñëîâèåì a > |x0|.
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Ïðè 0 ≤ t < τ1 çàêîí óïðàâëåíèÿ äëèíîé l òðîñà âîçüìåì â âèäå (21), ïðè
τN ≤ t < τN+1 çàêîí óïðàâëåíèÿ äëèíîé l1 íèòè ìåæäó ìàññàìè m1 è m2 �
â âèäå

l1 + Na =
√

x2
0 + v2

0t
2 . (32)

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåé ôîðìóëû âûðàæàåò äëèíó ëîìàíîé P1P2 . . . PN+2, òàê
÷òî ýòó ôîðìóëó ñëåäóåò ñ÷èòàòü ìîäèôèêàöèåé ôîðìóëû (21) äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîé ìîäåëè òðîñîâîé ñèñòåìû. Ôîðìóëà (32) ïîçâîëÿåò íàéòè ìîìåíòû
τN â ÿâíîì âèäå

τN =

√
(Na + λ)2 − x2

0

v0
(N = 1, 2, . . . , Nmax − 2) .

Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü èìåííî ýòè çíà÷åíèÿ τN . Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íî-
ñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîäåëåé âåëè÷èíû a+λ è λ â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìó-
ëàõ çàìåíÿëèñü âåëè÷èíàìè |R2−R1| è |R2−R1|−a. Õîòÿ, â ïðèíöèïå, òà-
êîé çàìåíû ìîæíî áûëî áû è íå äåëàòü � ðàçíîñòè ìåæäó ñîîòâåòñòâåííûìè
âåëè÷èíàìè íå ïðåâûøàëè äåñÿòûõ äîëåé ìèëëèìåòðà. ×òîáû êîíòðîëèðî-
âàòü òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ, íà êàæäîì øàãå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äëèíà òðîñà, âû÷èñëÿåìàÿ êàê äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåé ëîìàíîé (íà îòðåç-
êå τN ≤ t ≤ τN+1 ðàññìàòðèâàåòñÿ ëîìàíàÿ P1P2 . . . PN + 2), ñðàâíèâàëàñü
ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ôîðìóëû (32). Â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà ìîäóëü ðàçíîñòè
ýòèõ âåëè÷èí òàêæå íå ïðåâûøàë äåñÿòûõ äîëåé ìèëëèìåòðà.

Âû÷èñëåííîå îïèñàííûì ñïîñîáîì äâèæåíèå òðîñîâîé ñèñòåìû ïîêàçà-
íî íà ðèñ. 8. Çäåñü ïðèâåäåíû ãðàôèêè ââåäåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå
ôóíêöèé x(t), y(t), z(t), K(t), ϕ(t), d(t), Tmin(t) è Tmax(t), à òàêæå ãðàôèê
ñêîðîñòè âûïóñêà òðîñà l̇(t). Ãðàôèêè ôóíêöèé Tmin(t) è Tmax(t) èçîáðàæå-
íû â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ïðè Nmax = 40 íà îòðåçêå
0 ≤ t ≤ τNmax−1. Àíàëîãè÷íûé ðàñ÷åò â ñëó÷àå Nmax = 20 äàåò áëèçêèé
ðåçóëüòàò. Ñðàâíåíèå ðèñ. 2 è 8 ïîêàçûâàåò, ÷òî ó÷åò ìàññû òðîñà è äåéñòâó-
þùèõ íà íåãî ñèë àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðèâåë ê óâåëè÷åíèþ
âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ. Òàêîå óâåëè÷åíèå îêàçàëîñü íå î÷åíü áîëüøèì è
áûëî îæèäàåìî.

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü äâèæåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 8, ñ äâèæåíèåì íà
ðèñ. 7. Ïîñëåäíåå âûãëÿäèò áîëåå âîçìóùåííûì. Ñóäÿ ïî ãðàôèêàì ôóíê-
öèé x(t) è y(t), â íåì èíòåíñèâíåå êîëåáëåòñÿ êàïñóëà, è, ãëàâíîå, ñóäÿ ïî
ãðàôèêàì ôóíêöèè d(t), ñóùåñòâåííî èíà÷å âåäåò ñåáÿ òðîñ. Â äâèæåíèè íà
ðèñ. 8 íå çàìåòíû âûñîêî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ òðîñà, òðîñ ìåíüøå îòêëîíÿ-
åòñÿ îò ïðÿìîé ëèíèè. Ïî-âèäèìîìó, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äâèæåíèÿ íà ðèñ.
7 áûëè âûáðàíû íåóäà÷íî � áåç ó÷åòà âîçìóùàþùåãî äåéñòâèÿ àòìîñôå-
ðû. Ïðè ðàçâåðòûâàíèè æå òðîñ äâèãàëñÿ åñòåñòâåííî è êàêèì-òî îáðàçîì
"ìèíèìèçèðîâàë" äåéñòâèå íà íåãî âîçìóùàþùèõ ñèë.
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Ïðåäëîæåííàÿ ìíîãîìàññîâàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñöåíàðèè 1
è 2 ðàçâåðòûâàíèÿ òðîñîâîé ñèñòåìû, êîòîðûå â ðàçäåëå 3 èçó÷àëèñü â ðàì-
êàõ äâóõìàññîâîé ìîäåëè. Ðåàëèçàöèÿ ýòèõ ñöåíàðèåâ â áîëåå ñëîæíîé ìîäå-
ëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé. Çàêîí âûïóñêà òðîñà ïðåä-
ñòàâèì â âèäå l(t) = l1(t) + [N(t) − 2]a, ãäå N(t) � ÷èñëî ìàññ â ìîäåëè â
ìîìåíò âðåìåíè t, l1(t) � çàêîí èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìàññàìè m1 è
m2. Âíóòðè èíòåðâàëîâ τk < t < τk+1 ôóíêöèÿ N(t) ïîñòîÿííà: N(t) ≡ k +2,
è ïðèâåäåííàÿ ôîðìóëà ïîçâîëÿåò ïî l(t) íàéòè l1(t). Â ÷àñòíîñòè, âíóòðè
ýòèõ èíòåðâàëîâ l̇(t) ≡ l̇1(t). Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè ïåðå-
íîñèòñÿ è â òî÷êè τk.

Ðàñ÷åò òî÷åê τN ïðîèçâîäèëñÿ òàê. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (24) âû-
ïîëíÿëîñü ìåòîäîì Äîðìàíà è Ïðèíñà 8(7)-ãî ïîðÿäêîâ ñ àâòîìàòè÷åñêèì
êîíòðîëåì òî÷íîñòè [4]. Ýòî � ìåòîä òèïà Ðóíãå-Êóòòû. Ñ åãî ïîìîùüþ
ðåøåíèå âû÷èñëÿëîñü ïîñëåäîâàòåëüíî íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê (ìî-
ìåíòîâ âðåìåíè). Â êàæäîé òàêîé òî÷êå íàõîäèëàñü âåëè÷èíà l∗1 = | r1 − r2|.
Êàê òîëüêî â îäíîé èç òî÷åê âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî l∗1 > a+λ, â óðàâíåíè-
ÿõ (24) îñóùåñòâëÿëñÿ ïåðåõîä îò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t ê íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé l∗1. Ïðåîáðàçîâàííûå óðàâíåíèÿ âìåñòå ñ óðàâíåíèåì äëÿ âðåìåíè

dt

dl∗1
=

| r1 − r2|
(r1 − r2) · (v1 − v2)

èíòåãðèðîâàëèñü ïî l∗1 îò ïîñëåäíåé âû÷èñëåííîé òî÷êè äî òî÷êè l∗1 = a+λ, â
êîòîðîé t = τN . Îáû÷íî òàêîå íåñòàíäàðòíîå èíòåãðèðîâàíèå1 âûïîëíÿåòñÿ
çà 1 � 2 øàãà. Äîïîëíèòåëüíûì êîíòðîëåì òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè (ïîìèìî àâòîìàòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ, ðåàëèçîâàííîãî â ñòàíäàðò-
íîé ïðîöåäóðå èíòåãðèðîâàíèÿ) ñëóæèëî ñðàâíåíèå âåëè÷èíû l∗1 ñ âåëè÷èíîé
l1(t), ðàññ÷èòûâàåìîé ÷åðåç çàêîí âûïóñêà òðîñà. Èõ ðàçíîñòü íå ïðåâûøàëà
íåñêîëüêèõ ìèëëèìåòðîâ.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ â ñëó÷àå Nmax = 40 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9 �
12. Ðèñ. 9, 10 ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñöåíàðèÿ 1, ðèñ. 11, 12 èëëþñòðè-
ðóþò ñöåíàðèé 2. Ïàðàìåòðû îáîèõ ñöåíàðèåâ çäåñü âçÿòû òàêèìè æå, êàê â
ðàçäåëå 3. Ðèñ. 9 è 11 óñòðîåíû àíàëîãè÷íî ðèñ. 8. Íà íèõ ïîêàçàí ïðîöåññ
ðàçâåðòûâàíèÿ ñèñòåìû è åå ïîñëåäóþùèé ïîëåò â ðàçâåðíóòîì ñîñòîÿíèè.
Ðèñ. 10 è 12 â óâåëè÷åííîì ìàñøòàáå èëëþñòðèðóþò íà÷àëî ïðîöåññà. Íåêî-
òîðûå ìàëîèíôîðìàòèâíûå ãðàôèêè íà íèõ îòñóòñòâóþò. Ñðàâíåíèå ðèñ. 9
� 12 ñ ðèñ. 3 � 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ó÷åòå ìàññû òðîñà è äåéñòâóþùèõ íà
íåãî ñèë àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ (ãëàâíûì îáðàçîì ïîñëåäíèõ) êî-
ëåáàíèÿ êàïñóëû ñòàëè çàìåòíî áîëüøå. Íåêîòîðûå ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé x(t) è y(t) óâåëè÷èëèñü ïî ìîäóëþ â 1.5 � 2 ðàçà. Îäíàêî â öåëîì
çíà÷èìîãî èçìåíåíèÿ õîäà ðàçâåðòûâàíèÿ íå ïðîèçîøëî.

1Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ êîðåíü óðàâíåíèÿ l̇(t1) = v1 â ñöåíàðèè 2 .
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Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè Nmax = 20 íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò
ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 9 � 12. Ïðè Nmax = 80 èçìåíÿåòñÿ íà-
÷àëüíûé ó÷àñòîê. Âåëè÷èíà a îêàçûâàåòñÿ ìàëîé, è ïîÿâëåíèå ïåðâîé ìàññû
íà òðîñå ïðîèñõîäèò íà óæå ýòàïå 1, ãäå l̈1 6= 0. Ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð
ïðèâåäåí ðèñ. 13, èëëþñòðèðóþùåì íà÷àëüíûé ó÷àñòîê äëÿ ñöåíàðèÿ 2. Óêà-
çàííûé ýôôåêò îäíàêî ïðàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà ïðîöåññå â öåëîì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 05-01-00451).
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