
rossijskaq akademiq nauk
ordena lenina institut prikladnoj matematiki

imeni m�w� keldy�a

m�m� wASILXEW

te�enie wqzkogo
teploprowodnogo gaza

w prqmom dwugrannom ugle

mOSKWA� ���� G�



udk ����	
�������

wASILXEW m�m� tE�ENIE WQZKOGO TEPLOPROWODNOGO GAZA W DWUGRANNOM
UGLE� pREPRINT iNSTITUTA PRIKLADNOJ MATEMATIKI IM� m�w� kELDY�
�A ran� mOSKWA� �����

rASSMATRIWAETSQ STACIONARNOE TE�ENIE WQZKOGO TEPLOPROWODNOGO GA�
ZA� WYZWANNOE DWIVENIEM PRQMOGO DWUGRANNOGO UGLA W NAPRAWLENII EGO
REBRA S POSTOQNNOJ SKOROSTX�� �TA ZADA�A RASSMATRIWALASX RANEE W
SLU�AE WQZKOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI� pREDPOLAGAETSQ� �TO TE�ENIE
QWLQETSQ SLOISTYM� TO ESTX LI�X ODNA KOMPONENTA SKOROSTI OTLI�NA
OT NULQ� uSTANOWLENO� �TO W �TOM SLU�AE IMEET MESTO KWADRATI�NAQ
ZAWISIMOSTX �NTALXPII OT SKOROSTI TE�ENIQ PRI PROIZWOLXNOM ZNA�E�
NII �ISLA pRANDTLQ� w TEORII POGRANI�NOGO SLOQ ANALOGI�NAQ ZA�
WISIMOSTX SU	ESTWUET TOLXKO PRI �ISLE pRANDTLQ� RAWNOM EDINICE�
s ISPOLXZOWANIEM �TOJ ZAWISIMOSTI RASSMATRIWAEMAQ KRAEWAQ ZADA�A
SWODITSQ K KRAEWOJ ZADA�E DLQ ODNOJ FUNKCII 
 SKOROSTI TE�ENIQ�

Vasiliev M�M� The viscous heat conducting gas �ow in a dihedral angle�
Preprint of the Keldysh Institute of Appl� Math� of RAS� Moscow� �����

We consider the viscous heat conducting gas steady �ow caused by the
motion of the right dihedral angle in the direction of the edge with the
constant velocity� This problem was considered previously in the case of
viscous incompressible �uid� It is assumed that the �ow is layered� i�e� only
one velocity component is di�erent from zero� It is established that in this
case occurs the square�law dependence of the enthalpy on velocity without
any numerical restriction to Prandtl number� Analogous dependence exists
in the boundary layer theory only if the Prandtl number is equal to one�
With the help of this dependence� the considered boundary�value problem
is reduced to the problem for only one function� which is the velocity of
�ow�
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wWEDENIE

zADA�A O STACIONARNOM TE�ENII WQZKOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI
WNUTRI PRQMOGO DWUGRANNOGO UGLA B ISSLEDOWALASX l�g�lOJCQNSKIM
W �	����	�� G� sSYLKI NA �TI RABOTY DANY W MONOGRAFII ��� �GL�VII�
x ����� zDESX �TA ZADA�A WPERWYE RASSMATRIWAETSQ DLQ SLOISTOGO TE�
�ENIQ ��� GL� V� x �� WQZKOGO TEPLOPROWODNOGO GAZA� sLOISTOMU NE�
STACIONARNOMU TE�ENI� WQZKOJ NESVIMAEMOJ VIDKOSTI W DWUGRANNOM
UGLE POSWQ	EN PREPRINT ���� nA �TI ZADA�I OBRATIL WNIMANIE AWTORA
w�q� nEJLAND W SWQZI S TE�ENIEM WBLIZI LINII SO�LENENIQ KRYLA I
F�ZELQVA SAMOLETA�
w DANNOJ RABOTE POKAZANO� �TO URAWNENIQ PLOSKOGO STACIONARNOGO

SLOISTOGO TE�ENIQ WQZKOGO TEPLOPROWODNOGO GAZA IME�T INTEGRAL� WY�
RAVA�	IJ KWADRATI�NU� ZAWISIMOSTX �NTALXPII OT SKOROSTI TE�ENIQ
PRI PROIZWOLXNOM �ISLE pRANDTLQ� �TOT INTEGRAL POZWOLQET SWESTI
RASSMATRIWAEMU� ZADA�U K RE�ENI� ODNOGO DIFFERENCIALXNOGO URAW�
NENIQ DLQ SKOROSTI TE�ENIQ S SOOTWETSTWU�	IMI GRANI�NYMI USLO�
WIQMI� oTMETIM� �TO DLQ URAWNENIJ POGRANI�NOGO SLOQ ANALOGI�NYJ
INTEGRAL SU	ESTWUET TOLXKO PRI �ISLE pRANDTLQ� RAWNOM EDINICE�
zDESX POLU�ENA ASIMPTOTIKA RE�ENIQ W OKRESTNOSTI REBRA DWUGRAN�

NOGO UGLA� aSIMPTOTI�ESKIJ HARAKTER TE�ENIQ WDALI OT �TOJ OKREST�
NOSTI HORO�O IZWESTEN� �TO 
 NE WZAIMODEJSTWU�	IE MEVDU SOBOJ
POGRANI�NYE SLOI NA PLOSKIH PLASTINAH 
 GRANQH DWUGRANNOGO UGLA
B�
w PREPRINTE ISPOLXZOWALISX METODY STEPENNOJ GEOMETRII� �TI ME�

TODY POZWOLQ�T PROSTO I �FFEKTIWNO SWODITX KRAEWYE ZADA�I K AWTO�
MODELXNYM� KAK DLQ LINEJNYH� TAK I DLQ NELINEJNYH URAWNENIJ�
nEKOTORYE OB	IE SWEDENIQ O STEPENNOJ GEOMETRII PRIWODQTSQ W

pRILOVENII A�

x �� pOSTANOWKA ZADA�I

uRAWNENIQ STACIONARNOGO DWIVENIQ WQZKOGO TEPLOPROWODNOGO GAZA
IME�T SLEDU�	IJ WID ����

�u
�u

�x

 �v

�u

�y

 �w

�u

�z
� �

�p

�x



�

�x

�
�
�
�

�

�u

�x
�
�

�

�
�v

�y


�w

�z

���





�

�y

�
�

�
�u

�y


�v

�x

��



�

�z

�
�

�
�u

�z


�w

�x

��
� �����



�u
�v

�x

 �v

�v

�y

 �w

�v

�z
� �

�p

�y



�

�y

�
�

�
�

�

�v

�y
�
�

�

�
�u

�x


�w

�z

���





�

�x

�
�
�
�u

�y


�v

�x

��



�

�z

�
�
�
�v

�z


�w

�y

��
� �����

�u
�w

�x

 �v

�w

�y

 �w

�w

�z
� �

�p

�z



�

�z

�
�
�
�

�

�w

�z
�
�

�

�
�u

�x


�v

�y

���





�

�x

�
�

�
�u

�z


�w

�x

��



�

�y

�
�

�
�v

�z


�w

�y

��
� �����

���u�

�x


���v�

�y


���w�

�z
� �� �����

�u
�h

�x

 �v

�h

�y

 �w

�h

�z
� u

�p

�x

 v

�p

�y

 w

�p

�z




��

�
�
�
�u

�x

��



�
�v

�y

��



�
�w

�z

��



�

�

�
�u

�y


�v

�x

��



�

�

�
�u

�z


�w

�x

��






�

�

�
�v

�z


�w

�y

��
�
A � �

�
�

�
�u

�x


�v

�y


�w

�z

��






�

�

�
�

�x

�
�
�h

�x

�



�

�y

�
�
�h

�y

�



�

�z

�
�
�h

�z

��
� �����

p � A�h �URAWNENIE kLAPEJRONA�� �����

� � Chn� �����

zDESX x� y� z � DEKARTOWY PRQMOUGOLXNYE KOORDINATY� u� v� w � SO�
OTWETSTWU�	IE KOMPONENTY WEKTORA SKOROSTI� p � DAWLENIE� � �
PLOTNOSTX� h � �NTALXPIQ� � � DINAMI�ESKIJ KO�FFICIENT WQZKOS�
TI� � � �cp�	 � �ISLO pRANDTLQ� 	 � KO�FFICIENT TEPLOPROWOD�
NOSTI GAZA� cp � UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX PRI POSTOQNNOM DAWLENII�
A � �
 � ���
� 
 � cp�cv � const� cv � UDELXNAQ TEPLOEMKOSTX GAZA PRI
POSTOQNNOM OB
EME� n � const� C � const�
rASSMOTRIM DWIVENIE PRQMOGO DWUGRANNOGO UGLA B W NAPRAWLENII

EGO REBRA Oz S POSTOQNNOJ SKOROSTX� U � bUDEM S�ITATX SOOTWETSTWU��
	EE DWIVENIE GAZA SLOISTYM� POLAGAQ u � v � �� A DEKARTOWU SISTEMU
KOORDINAT Oxyz SWQZANNOJ S DWIVU	IMSQ UGLOM B� GRANI KOTOROGO
LEVAT W PLOSKOSTQH x � � I y � �� u�ITYWAQ BESKONE�NU� PROTQVEN�
NOSTX UGLA B WDOLX OSI Oz I S�ITAQ� �TO DWIVENIE TELA OBUSLOWLENO
TOLXKO DWIVENIEM UGLA B� BUDEM POLAGATX FUNKCII w� p� �� h NE ZAWISQ�
	IMI OT z� pRI SDELANNYH PREDPOLOVENIQH URAWNENIE NERAZRYWNOSTI
����� PREWRATITSQ W TOVDESTWO� A OSTALXNYE URAWNENIQ SISTEMY �����

����� PRIMUT SLEDU�	IJ WID�
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p � A�h� ������

� � Chn� ������

tAKIM OBRAZOM� PRI p � p� �const NUVNO RE�ITX URAWNENIQ�
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S GRANI�NYMI USLOWIQMI�

w � w�� h� h� PRI x � y � 
�� ������

w � �� h � hw PRI x � � I PRI y � �� ������

gRANI�NYE USLOWIQ NA OBEIH GRANQH BERUTSQ ODINAKOWYMI DLQ SIM�
METRII ZADA�I OTNOSITELXNO PLOSKOSTI x � y� �TO UPRO	AET RE�ENIE�

x �� pOLU�ENIE �ASTNOGO INTEGRALA

uMNOVIM OBE �ASTI URAWNENIQ ������ NA w I PREOBRAZUEM POLU�ENNOE
TAKIM OBRAZOM URAWNENIE K WIDU�
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sLOVIW �TO URAWNENIE S ������� POLU�IM
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iZ URAWNENIJ ������ I ����� WYTEKAET� �TO RASSMATRIWAEMAQ SISTEMA
URAWNENIJ IMEET �ASTNYJ INTEGRAL�

h 
 �
w�

�
� B�w 
B�� �����

zNA�ENIQ POSTOQNNYH B� I B� OPREDELQ�TSQ IZ GRANI�NYH USLOWIJ
������ I �������

B� �
h� � hw
w�
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�
w�� B� � hw�

tAKIM OBRAZOM� �ASTNYJ INTEGRAL ����� MOVNO ZAPISATX W SLEDU��
	EM WIDE

h � B�w
� 
 B�w 
B�� �����

GDE

B� � �
�

�
� B� �

h� � hw
w�
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w�� B� � hw�

kWADRATI�NAQ ZAWISIMOSTX �NTALXPII OT SKOROSTI SU	ESTWUET I
DLQ URAWNENIJ POGRANI�NOGO SLOQ W SLU�AE PLOSKOGO STACIONARNOGO
DWIVENIQ WQZKOGO TEPLOPROWODNOGO GAZA PRI USLOWII ���� oTMETIM�
�TO �TO USLOWIE W SLU�AE SLOISTOGO TE�ENIQ NE NALAGAETSQ�

x �� oB AWTOMODELXNOM RE�ENII

zAPISAW URAWNENIE ������ W WIDE
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I PODSTAWIW W NEGO WYRAVENIE ������ POLU�IM
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A � �� �����

tAKIM OBRAZOM RASSMATRIWAEMAQ KRAEWAQ ZADA�A SWODITSQ K RE�E�
NI� URAWNENIQ ����� S SOOTWETSTWU�	IMI GRANI�NYMI USLOWIQMI I



POSLEDU�	IM WY�ISLENIEM �NTALXPII h PO FORMULE ����� I PLOTNOSTI
� S POMO	X� URAWNENIQ kLAPEJRONA ����� PO FORMULE�

� �
p�
Ah

�

pRIMENENIE METODOW STEPENNOJ GEOMETRII K URAWNENI� ����� �SM�
pRILOVENIE� PRIWODIT K SLEDU�	EMU WIDU EGO AWTOMODELXNOGO RE�E�
NIQ�

w � W����� GDE � �
y

x
ILI w � W����� GDE � �

x

y
�

dLQ SOHRANENIQ SIMMETRII ZADA�I OTNOSITELXNO KOORDINAT x I y MOV�
NO ISKATX RE�ENIE W WIDE�

w � W �
�� GDE 
 � � 
 � ILI 
 �
x� 
 y�

xy
�

oDNAKO PRI �TOM POLU�AETSQ KRAEWAQ ZADA�A NA BESKONE�NOM PROME�
VUTKE� �TO NE UDOBNO DLQ RAS�ETOW� pO�TOMU POLOVIM

w � ����� GDE � �
�



�

�xy

x� 
 y�
�x� 
 y� �� ��� �����

w POLQRNYH KOORDINATAH �r� �� AWTOMODELXNAQ PEREMENNAQ �� O�E�
WIDNO� IMEET WID ��sin��� sE�ENIQ DWUGRANNOGO UGLA B PLOSKOSTQMI
z�const PREDSTAWLQ�T SOBOJ PRQMYE LINEJNYE UGLY� STORONY KOTORYH
LEVAT NA PLOSKOSTQH y�� I x��� A KOORDINATNYE LINII � � k � const
�k � ��� ��� QWLQ�TSQ LU�AMI� ISHODQ	IMI IZ NA�ALA KOORDINAT� WDOLX
KOTORYH ISKOMYE FUNKCII IME�T POSTOQNNYE ZNA�ENIQ� �TO NE POZWO�
LQET UDOWLETWORITX USLOWIQM w � � PRI r � �� � � � � � I w � w�

PRI r��� � � ����
pO�TOMU PRIMENIM METOD RAZDELENIQ PEREMENNYH� pRI r � � PERE�

MENNYE RAZDELQ�TSQ� ESLI W URAWNENII ����� SOHRANITX TOLXKO GLAWNYE
�LENY� bUDEM POLAGATX��TO MALYMI QWLQ�TSQ FUNKCIQ w I EE PROIZ�
WODNYE I PROIZWODNYE FUNKCII h� pRI �TIH PREDPOLOVENIQH URAWNE�
NIE ����� PEREHODIT W URAWNENIE lAPLASA�
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IME�	EE W POLQRNYH KOORDINATAH SLEDU�	IJ WID
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rAZDELENIE PEREMENNYH w � w��r�w���� PRIWODIT K URAWNENIQM



r�w�
�� 
 rw�

� � l�w� � �� �����

w�
�� 
 l�w� � �� �����

GDE l � const�
rE�ENIE URAWNENIQ ������ OBESPE�IWA�	EE WYPOLNENIE GRANI�NOGO

USLOWIQ DLQ SKOROSTI NA STENKAH DWUGRANNOGO UGLA B� POLU�AETSQ PRI
l � � I IMEET WID� w� � C�sin�� �C� �const�� uRAWNENIE �JLERA
����� IMEET RE�ENIE w� � C�r

� �C� �const�� UDOWLETWORQ�	EE USLOWI�
w���� � ��
tAKIM OBRAZOM� DLQ GLAWNOGO �LENA ASIMPTOTIKI RE�ENIQ RASSMAT�

RIWAEMOJ ZADA�I PRI r � � POLU�AETSQ SLEDU�	EE WYRAVENIE�

w � C�r
�sin��� �����

GDE C� � C�C��

x �� tEPLOIZOLIROWANNAQ STENKA

w SLU�AE TEPLOIZOLIROWANNOJ STENKI GRANI�NYE USLOWIQ DLQ URAW�
NENIJ ������
������ MOVNO ZAPISATX W WIDE�

w � ��
�h

�y
� � PRI y � �� �����

w � ��
�h

�x
� � PRI x � �� �����

w� w�� h� h� PRI x � y ��� �����

kAK MY WIDELI� SLEDSTWIEM URAWNENIJ ������
������ QWLQETSQ NALI�

�IE �ASTNOGO INTEGRALA ������ pOSKOLXKU NA STENKE �h
�y

� dh
dw

�w
�y

� �

PRI y � � I �h
�x

� dh
dw

�w
�x

� � PRI x � �� TO W �TOM INTEGRALE B� � �� TO

ESTX h�h�
�

� w�
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� � ILI
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SOOTWETSTWENNO �ISLO mAHA I SKOROSTX ZWUKA PRI x � y ����
fORMULA ����� PRI � � � SOWPADAET S IZWESTNOJ FORMULOJ DLQ SLU�

�AQ IZ�NTROPI�ESKOGO DWIVENIQ IDEALXNOGO �NEWQZKOGO� GAZA� eSLI PRI



�TOM POLOVITX w � �� TO POLU�ITSQ WYRAVENIE DLQ ��NTALXPII TOR�
MOVENIQ� h�� TO ESTX �NTALXPII ADIABATI�ESKI I IZ�NTROPI�ESKI ZA�
TORMOVENNOGO IDEALXNOGO GAZA�

h� � h�

�
� 
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prilovenie

A� nEKOTORYE SWEDENIQ IZ STEPENNOJ GEOMETRII

dLQ UDOBSTWA �TENIQ� PRIWEDEM NEKOTORYE SWEDENIQ� OTNOSQ	IESQ K
STEPENNOJ GEOMETRII I ISPOLXZUEMYE W DANNOM PREPRINTE� pODROBNOS�
TI SM� W MONOGRAFIQH ������ mETODY STEPENNOJ GEOMETRII S USPEHOM
ISPOLXZOWALISX W RABOTAH ���
���� I DRUGIH�
rASSMOTRIM W KA�ESTWE PRIMERA KRAEWU� ZADA�U DLQ ODNOGO DIFFE�

RENCIALXNOGO URAWNENIQ S DWUMQ NEZAWISIMYMI PEREMENNYMI� oBOZNA�
�IM NEZAWISIMYE PEREMENNYE �EREZ x�� x�� A ISKOMU� FUNKCI� �EREZ
x� I PUSTX X � �x�� H�� x��� dIFFERENCIALXNYM MONOMOM a�X� NAZYWA�

ETSQ PROIZWEDENIE OBY�NOGO MONOMA cxr�	 x
r�
� x

r�
�

def� cXRI PROIZWODNYH

WIDA �lx���x
l�
	 �x

l�
� � GDE c � const� R � �r�� r�� r�� � R

�� l � l� 
 l��
kAVDOMU DIFFERENCIALXNOMU MONOMU a�X� SOOTWETSTWUET EGO WEK�

TORNYJ POKAZATELX STEPENI Q�a� � R�� KOTORYJ OPREDELQETSQ SOGLAS�

NO FORMULAM� Q�cXR� � R� Q��lx���x
l�
	 �x

l�
� � � �l�E� � l�E� 



E�� Q�a�a�� � Q�a�� 
Q�a��� GDE Ej � j�YJ EDINI�NYJ WEKTOR� a�� a�
� DIFFERENCIALXNYE MONOMY� kONE�NAQ SUMMA DIFFERENCIALXNYH
MONOMOW

f�X� �
X

ak�X� �A���

NAZYWAETSQ DIFFERENCIALXNYM POLINOMOM� dIFFERENCIALXNOMU PO�
LINOMU �A��� W PROSTRANSTWE R

� SOOTWETSTWUET NOSITELX S�f� �
fQ�ak�g� KOTORYJ PREDSTAWLQET SOBOJ MNOVESTWO WEKTORNYH POKAZA�
TELEJ STEPENI WSEH DIFFERENCIALXNYH MONOMOW �TOGO POLINOMA� tO��
KI �TOGO NOSITELQ BUDEM OBOZNA�ATX �EREZ Qk� wYPUKLAQ OBOLO�KA
��f� NOSITELQ S�f� NAZYWAETSQ MNOGOGRANNIKOM nX�TONA�bR�NO DLQ
POLINOMA �A���� eGO GRANICA ���f� SOSTOIT IZ �GRANEJ� �

�d�
j � GDE

d � dim��
�d�
j �� pRI d � � �TO WER�INY� PRI d � � �TO REBRA� PRI

d � � �TO OBY�NYE DWUMERNYE GRANI� kAVDOJ GRANI �
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