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Основные обозначения

Обозначения величин и множеств
[а] — целая часть действительного числа а;
N — множество натуральных чисел;
NO = NU{O};
iVn = {l,..., n}, где n<EN;
D(n) — множество всех натуральных делителей числа п, где п е N;

{^ ..., пт} — наименьшее общее кратное натуральных чисел

НОД{п^ ..., пт} — наибольший общий делитель натуральных чисел

(п, га) — наибольший общий делитель двух натуральных чисел пит;
\Х\ — порядок конечного множества X;
Хп —декартова п-я степень множества X, где п е N;
2х — булеан (множество всех подмножеств) множества X;
Vn — множество n-мерных двоичных векторов, где п е N;
F(Yr, Y) — класс функций, определённых на множестве Y' и прини­

принимающих значения во множестве Y;
F(VJ U) — граф (или ориентированный граф) с множеством вершин V

и множеством рёбер (дуг) U;
рг(г, j) —длина кратчайшего пути из вершины г в вершину j в графе Г

(или ориентированном графе Г);
ш{ (Г) — длина кратчайшего цикла в графе Г, содержащего вершину г;
о; (Г) — обхват (длина кратчайшего цикла) сильно связного орграфа Г;
е — нейтральный элемент группы;
д~х — элемент группы, обратный к элементу д;
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ord д — порядок элемента д группы;
ord G — порядок конечной группы G;
(д) — циклическая группа, порождённая элементом д;
\G: G'\ — индекс подгруппы G' в конечной группе G.
Обозначения отношений и специальные значки
т/п — натуральное число т делит натуральное число п без остатка;
х ^ у — бинарное отношение ^ на некотором множестве;

7Г

х=у — элементы х и у эквивалентны по отношению тг;
G' <G — группа G' есть подгруппа группы G;
? — завершение доказательства утверждения (леммы, теоремы);
<С> — завершение формулировок определений, замечаний, примеров,

а также утверждений и теорем, приведённых в работе без доказательства.

Введение

Теория групп, активно развиваясь уже третье столетие, нашла немало
глубоких применений в различных естественных науках, прежде всего, в
различных отраслях математики и физики [15]. В частности, в криптологии
особый интерес к изучению групп объясняется тем, что шифрующие отоб­
отображения являются, как правило, подстановками, и «качество» шифрования
определяется многочисленными свойствами шифрующих подстановок.

Группы, как правило, неоднородны по составу, т. е. содержат особые
элементы, свойства, которых отличаются от свойств остальных элементов.
Например, группа может содержать элементы, порядки которых сильно раз­
различаются. Группа преобразований n-мерного векторного пространства над
некоторым полем может содержать как нелинейные, так и аффинные пре­
преобразования, свойства которых существенно различаются с точки зрения
некоторых прикладных задач. Многие методы исследований в теории групп
основаны на дифференциации групп и их элементов по определённым при­
признакам (свойствам) и использовании этой дифференциации при дальнейшем
групповом анализе, классификации или в приложениях.

Данная работа посвящена разработке вопросов дифференциации конеч­
конечных групп (элементов групп) по характеристикам их подмножеств с задан­
заданными признаками (по принадлежности элементов подмножеству группы с
заданными признаками). Общность предлагаемого подхода позволяет рас­
рассматривать подмножество группы с произвольным заданным признаком.

Работа состоит из введения, трёх глав и заключения.
В первой главе разрабатывается общий подход к исследованию под­

подмножества конечной группы G, обладающего определённым признаком Н.
Сформулированы задачи исследования признака Н в группе G, направлен­
направленные на описание соответствующего подмножества G ПН группы и опреде­
определение различных характеристик этого подмножества. Развивается соответ­
соответствующий математический аппарат для исследования признаков в конеч­
конечной группе.

Особый интерес представляет изучение признаков в конечной груп­
группе (S), заданной системой образующих S. В этом случае в качестве меры
сложности порождения элементов из определённого подмножества Н рас­
рассматривается кратчайшая из длин элементов множества Н в системе обра­
образующих S. Эта величина (обозначаемая pok5 H и названная показателем
множества Н в системе образующих S) совпадает с наименьшим номером
слоя группы (S), содержащего элементы с признаком Н.

При исследовании признаков использовано представление группы как
квазиупорядоченного множества, где д^д' для элементов д и д' группы, ес­
если (д) < (дг). Такое представление позволяет рассматривать наследственное
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подмножество G П Н группы G как наследственный признак Н, который
имеется в группе G тогда, когда свойства любого элемента д G Н насле­
наследуются всеми элементами циклической группы (д). Исследован и важный
частный случай наследственного признака — групповой признак Н, имею­
имеющийся в группе G, когда подмножество GdH образует группу.

Установлена и использована при исследованиях связь между классом
наследственных признаков в конечной группе и классом монотонных и ан­
антимонотонных функций, заданных на группе.

Метод исследования ряда характеристик наследственного признака Н
в группе G основан на представлении группы G в виде несократимого объ­
объединения циклических подгрупп [7, гл. II, § 1]. Показано, что определение
некоторых характеристик наследственного признака Н в группе сводится к
нескольким менее сложным задачам определения соответствующих харак­
характеристик признака Н в циклических подгруппах группы G.

Исследован наследственный признак Н в циклической группе (д) по­
порядка п. Описание подмножества (д) П Н равносильно описанию системы
элементов gtl,..., gtr группы (д), которые порождают минимальную систе­
систему циклических подгрупп, покрывающих множество (д) П Н. Эта задача
сводится к числовой задаче определения соответствующего подмножества
{?15..., tr} множества чисел {1,..., п}.

Во второй главе исследован ряд наследственных признаков в группах
подстановок множества X, которые описываются с помощью монотонных и
антимонотонных функций, заданных на группе подстановок.

Выделены три класса функций, значения которых на подстановке д
однозначно определены соответственно:

1)	разбиением множества X на подмножества, образующие циклы под­
подстановки д;

2)	цикловой структурой подстановки д;
3)	множеством всех различных длин циклов подстановки д.
Характеристики рассмотренных наследственных признаков в цикличе­

циклической группе подстановок (д) выражены в зависимости от подходящей функ­
функции соответственно либо через характеристики разбиения множества X
на циклы подстановки д, либо через характеристики цикловой структу­
структурой подстановки д, либо через характеристики множества всех различных
длин циклов подстановки д. Рассмотрены вопросы вычислительной сложно­
сложности определения характеристик некоторых признаков в циклической группе
подстановок.

Исследованы также некоторые наследственные признаки в группе под­
подстановок множества X, когда X является аддитивной группой. Установле­
Установлены теоретико-множественные связи между изученными наследственными
признаками.

В главе III результаты предыдущей главы использованы для исследова­
исследования группового линейного и группового аффинного признаков в группе G
подстановок векторного пространства над конечным полем. Установлено,
что линейная подгруппа группы G включена в пересечение четырёх на­
наследственных подмножеств группы G, а аффинная подгруппа включена в
пересечение двух наследственных подмножеств группы G, определяемых
конкретными наследственными признаками. Описание этих признаков в
группе G (или лишь некоторых из них) позволяет во многих случаях суще­
существенно сузить поиск линейной и аффинной подгрупп группы G, а в ряде
случаев — доказать их тривиальность.

В заключительном разделе работы представлены основные результаты
и сформулированы некоторые перспективные задачи исследования призна­
признаков в конечных группах.
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Исследование признаков в конечных группах является новым направ­
направлением в теории групп. Вместе с тем, к этому направлению следует отнести
некоторые ранее полученные результаты более частного характера. Ещё в
начале 70-х годов В. А. Башев доказал, что показатель линейности любой
подстановки д векторного пространства над конечным полем (т. е. наимень­
наименьшее натуральное t, при котором подстановка дг линейна) является дели­
делителем числа ord д. Этот результат, инициировавший в определённой мере
исследования автора, обобщен в теореме 1.2 для элемента д произвольной
конечной группы G и произвольного группового признака в группе G.

В работе использована двойная нумерация определений, формул, тео­
теорем и пр., первый номер указывает на номер главы, второй является по­
порядковым в главе. Для наглядности изложение материала сопровождается
рядом примеров.

ГЛАВА I
ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИЗНАКОВ В КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ

§ 1.1. Основные понятия и определяющие
свойства признаков в конечных группах

1.1.1. Основные понятия и исследовательские задачи, связан­
связанные с изучением признаков в конечных группах. Пусть Ф — конеч­
конечная группа и G = (S) —её подгруппа, порожденная системой образующих
S = {sl5..., sp}, S С Ф, р = \S\ > 0. Как известно, группа G состоит из всех
элементов д вида:

где г15..., it Е {1,..., р}, t — натуральное число.
Представление элемента д словами в алфавите S в общем случае неод­

неоднозначно, и для многих приложений интересны представляющие слова воз­
возможно меньшей длины. Заметим, что длина t кратчайшего слова в алфави­
алфавите S, используемого для представления любого элемента д группы G, не
превосходит порядка группы G.

Дадим некоторые определения, связанные с порождением элементов
группы Ф в системе образующих S.

Определение 1.1 [5]. Длиной элемента д конечной группы Ф в
системе образующих 5, обозначаемой L(g, 5), называется длина кратчай­
кратчайшего из слов в алфавите S, представляющих элемент д. Если д Е Ф\ G, то
положим L (g, S) = oo. <C>

Таким образом, если правая часть равенства A.1) есть слово кратчай­
кратчайшей длины в алфавите 5, представляющее элемент д, то L(g, S)=t.

Определение 1.2 [5]. Для непустого подмножества Q С Ф его
длиной (или длиной покрытия) в системе образующих S (обозначается
L (Q, S)) называют наибольшую из длин всех элементов множества Q

geQ

Из определения 1.2 следует:
1)если Q\G^0, toL(Q, S) = oo;
2) если Q'CQ, то L(Q', 5)<L(Q, S).
Определение 1.3. Для непустого подмножества Q С Ф его

показателем в системе образующих S (обозначается pok5 Q) назовём
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наименьшую из длин всех элементов множества Q в системе образую­
образующих S, т. е.

рок5 Q = min L (д, S). ОgeQ

Для одноэлементной системы образующих S = {s} показатель множе­
множества Q в системе {s} (обозначается poks Q) есть наименьшее натуральное t
такое, что s* ? Q. Если Q П G = 0, то pok5 Q =оо.

Рассмотрим подмножества Q и Н группы Ф, где Я — множество эле­
элементов, обладающих определённым признаком (attribute), набором свойств.

Определение 1.4. Будем говорить, что множество Q (эле­
(элемент д множества Q) имеет Н-признак или во множестве Q имеется
Н-признак, если Q П Я ф0 (д е Я). Назовём Я-признак тривиальным
(нетривиальным), если Q П Я — одноэлементное множество (содержит
более одного элемента). Множество Q не имеет Н-признака или мно­
множество Q имеет пустой Н-признак, если QnH = 0. <С>

В частности, если Q и Я — подгруппы группы Ф, то группа Q имеет,
по меньшей мере, тривиальный Я-признак, так как группа Q ПН содержит
единичный элемент е. В этом случае Я-признак группы Q нетривиален
(тривиален) тогда и только тогда, когда нетривиальна (тривиальна) груп­
группа Q П Я.

Определение 1.5. Если множество Q имеет iJ-признак, то пока­
показателем Н -признака множества Q (или Н -показателем множества Q)
в системе образующих S назовём показатель множества Q ПН в системе
образующих S, т. е. poks(Q ПН). О

Из определений 1.2 и 1.5 следует, что

Для одноэлементной системы образующих S = {s} iJ-показатель мно­
множества Q в системе {s} есть poks(Q ПЯ).

Далее рассматриваются (за исключением особо оговорённых случаев)
свойства группы G, порождённой системой образующих S, поэтому счи­
считаем, что Q С G. В этом случае длины всех элементов подмножества Q
в системе образующих S конечны.

Кроме того, из определений 1.3-1.5 следует, что в случае Q С G
множество Q имеет Я-признак тогда и только тогда, когда группа G
имеет Q П Я-признак. Поэтому достаточно рассматривать признаки лишь
в группе G, пользуясь обозначением рок5 Я или poks Я для показателя
Я-признака.

В связи с данными определениями сформулируем несколько важных
задач исследования строения группы G, связанных с распознаванием эле­
элементов заданного множества Я в группе G, а также с оценкой сложности
порождения элементов множества Я в системе образующих S.

1.	Для заданной системы образующих S и заданного множества Я
распознавание наличия Я-признака в G и описание множества G П Я.
Определение условий тривиальности Я-признака в группе G.

2.	При наличии Я-признака в группе G определение показателя Я-при­
Я-признака в группе G и доли элементов множества G П Я в группе G и её
подгруппах.

3.	Для заданного множества Я исследование зависимости величи­
величины рок5 Я от выбора системы S образующих элементов (от свойств груп­
группы G).

Если Я-признак в группе G тривиален, т. е. G П Я = {д}, то задача
определения показателя Я-признака в группе G сводится к определению
величины L(g, S).
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Подмножество Sr группы G (т. е. множество всех элементов группы G,
представимых словами длины г в алфавите S,) называют её r-м слоем [5],
г = 1, 2,... Для приложений представляет интерес изучение Я-признака
в r-м слое группы G.

Многие из представленных задач допускают более глубокую вероят­
вероятностную формулировку, если определить вероятностную меру на множестве
элементов группы G.

Многообразие данных задач определяется многообразием выбора груп­
группы G, а также множеств Я и S.

1.1.2. Определяющие свойства признаков в конечной группе.
Установим важные свойства и взаимосвязи характеристик признаков под­
подмножеств конечной группы.

Утверждение 1.1. а) Если Q с G и множество Q имеет Н-при­
Н-признак, то группа G имеет Н-признак и

poks H ^poks(Q ПЯ).

б) Если Я' С Я и группа G имеет Я'-признак, то группа G имеет
Н-признак и

Я ^ рок5 Я',

в) Если S С S', то для любого непустого подмножества Q группы G

рок5, Q < рок5 Q.

Вследствие этого, если группа G имеет Н -признак, то

рок5, Я ^ рок5 Н.

Доказательство, а) Так как Q С G, то Q ПН С GdH и
min L(q,S)^ min L(q,S).geGHH V	geQHH

Отсюда по определению 1.5 получаем, что pok5 H^.poks(QnH).
б) Так как Я'С Я, то GnH'CGnH и

min L(q,S)^ min L(q,S).geGHH V	' geGHH'

Отсюда по определению 1.5 получаем, что pok5 Я ^ pok5 H'.
в) Так как G < (Sr), то всякий элемент g группы G представляется

словом как в алфавите S, так и в алфавите S'. При этом кратчайшее слово
в алфавите S, представляющее элемент д, в силу включения S С S' есть
одно из слов, представляющих д в алфавите S'. Значит, L(g, Sf) ^ L(g, S)
для любого д G G. Следовательно, для любого непустого подмножества Q
группы G

min L (#, S") ^ min L (д, 5),

т. е. poke,, Q	5
Отсюда следует, что если группа G имеет Я-признак, т. е. GnH^0, то

pok5,(G П Я) ^ pok5(G П Я). Данное неравенство равносильно неравенству
рок5, Я ^ рок5 Я. П

Утверждение 1.2. Пусть группа G u её циклические подгруппы
(s{),..., (sr) имеют Я -признак, l^r^p. Тогда

рок5 Я ^ min{poks Я,..., poks Я}.
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Доказательство. Так как s{ G S, то в данных условиях получаем

по утверждению 1.1,в):

где poks ((s.)niJ) = poks ((s.)niJ) и по утверждению 1.1,а)

pok5 Я ^ pok5(E.) n Я), г = 1,..., г.

Значит, рок5 Я ^ poks ((s.) П Я), г = 1,..., г. Так как последнее нера­
неравенство верно для всех г = 1,..., г, отсюда получаем требуемое неравен­
неравенство. ?

Следствие. В условиях утверждения 1.2

рок5 Я ^ minjord s1?..., ord sr}.

Доказательство. По определению poks ((s.) П Я) есть наимень­
наименьшее натуральное число t е {1,..., ord s-} такое, что (sjf G Я. Значит,
poks ((s.) П Я) ^ ord s., г = 1,..., г. Отсюда и из утверждения 1.2 следу­
следует требуемое неравенство. ?

Утверждение 1.3. Если ip: Ф —> Ф' — гомоморфизм групп и
группа G имеет Я -признак, то группа p(G) имеет (р(Н)-признак и

рок5 Я ^ pok^

Если (р —изоморфизм, то рок5 Я = рок^E)
Доказательство. Пусть pok5 H = t. Тогда во множестве Я най­

найдётся элемент g такой, что L(g, S) = t, и не найдётся элементов меньшей
длины. Значит, элемент g можно представить словом длины t в системе
образующих S:

По свойствам гомоморфизма ц> [6, теорема 1, глава X] множество
есть группа, содержащая, в частности, элемент (р(д), где (р(д)€ <р(Н) и

Так как ip(sL) G ip(S), j = 1,..., ?, последнее равенство означает, что
L((p(g), (p(S))^. t. Следовательно, pok^E) (p(H)^. t.

Пусть (р — изоморфизм и рок^E) ^(Я) = Z, где I ^ t. Тогда во мно­
множестве (р(Н) найдётся элемент д' длины I в системе образующих p(S).
Значит, элемент р~1(д') множества Я можно записать словом длины I в
алфавите S. При I < t имеем противоречие с определением числа t. Сле­
Следовательно, I = t. ?

1.1.3. О связи показателя Я-признака в конечной группе с ха­
характеристиками некоторых графов и матриц. Показатель Я-призна­
Я-признака в конечной группе G можно изучать с помощью графа Кэли этой груп­
группы [8, 14] и матрицы смежности вершин этого графа.

Графом Кэли Ts группы (S), построенным по системе образующих S,
называют ориентированный граф с множеством вершин G, в котором пара
элементов (д, д') группы G образует дугу, помеченную элементом s, где
s G S, тогда и только тогда, когда g-s = g'.
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Следовательно, длина L(g, S) (в системе образующих S) элемента д
группы G есть длина кратчайшего пути в графе Ts из вершины е в вер­
вершину д.

Если группа G имеет iJ-признак, то pok5 H есть наименьшая из длин
кратчайших путей в графе Гs из вершины е в вершины множества G П
ПН. Отсюда следует, в частности, что показатель ij-признака оценивается
сверху диаметром графа Кэли:

H

где Diam(r5) —диаметр графа Ts.
Заметим, что для любого сильно связного n-вершинного орграфа Г вер­

верна оценка диаметра [1, с. 139]

Diam(r) ^ п,

и в случае графа Ts она улучшена для многих систем образующих S. На­
Например, если ord G = п, 1 <р ^ [п/3], и система S не содержит элемента е,
инволюций и взаимно обратных элементов, то из оценки теоремы 3 [10]
следует, что

Теперь получим точное выражение величины pok5 H через характери­
характеристики матрицы Ms смежности вершин графа Ts.

Через Mg обозначим t-ю степень матрицы Ms, ? = 1,2,... Положим,
что строки и столбцы матриц М| «занумерованы» элементами группы G.
Для непустых подмножеств Q и Q' группы G через M|(Q, Q') обозначим
подматрицу матрицы М| размера \Q\ x \Q'\, полученную удалением из М|
всех строк и столбцов с номерами из множеств G\Q и G\Q' соответ­
соответственно.

Утверждение 1.4. Если группа G имеет Н -признак, то pok5 H
есть наименьшее натуральное t, при котором матрица

отлична от нулевой.
Доказательство. Пусть ml д есть элемент матрицы Mg, распо­

расположенный в д-и строке и h-м столбце, где д, h G G. Известно, что т^д есть
число путей длины t в графе Ts из вершины h в вершину д. Поэтому ма­
матрица М|({е}, G П Н) отлична от нулевой тогда и только тогда, когда в
графе Гs имеется путь длины t из вершины е в одну из вершин д множе­
множества Н.

Следовательно, если t — наименьшее натуральное число, при котором
матрица Mj({e}, GdH) отлична от нулевой, то в множестве GdH имеется
элемент д, для которого L(g, S) = t, и длина всех остальных элементов
множества G П Н в системе образующих S не меньше t, т. е. не меньше
длины элемента д в системе образующих S. О

Отметим, что определение величины pok5 H с помощью вычисления
матриц Mg, ? = 1,2,..., можно реализовать практически для групп G
небольшого порядка.
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§ 1.2. Свойства групповых и наследственных

признаков в конечных группах

Исследуем зависимость характеристик iJ-признака в группе G от ал­
алгебраических свойств множества Н. Рассмотрим характеристики iJ-призна­
ка в двух случаях: когда Н — подгруппа группы Ф и когда Н — объединение
циклических подгрупп группы Ф.

1.2.1. Исследование свойств групповых признаков.
Определение 1.6. Если G П Н < G, то iJ-признак в группе G

назовём групповым признаком. <С>
Замечание 1. В группе G имеется групповой iJ-признак, если,

в частности, Н < Ф.
Замечание 2. Если групповой iJ-признак тривиален в группе G,

то GnH = {e} и, следовательно, pok5 H = L(e, S).
Оценим в теоретико-графовых и групповых характеристиках величину

рок5 Н в случае, когда группа G имеет групповой iJ-признак.
Определение 1.7. В графе Г(VJ U) с множеством вершин V и

множеством дуг U наименьшим разбросом подмножества W множест­
множества V назовём число

где рг(г, j)— длина кратчайшего пути из вершины г в вершину j в графе
T(V, U). О

Теорема 1.1. Если группа G имеет групповой Н -признак, то:)k	(G)
s

sH^\G: (GnH)\.
Доказательство, а) Пусть aTs(GnH) = t. Тогда pTs(hf, h)^t для

любых элементов h' и h группы GnH, и найдутся элементы g\ g€ GnH, не
обязательно различные, для которых рТ (gf, g) = t. Отсюда по определению
графа Ts следует, что в алфавите S имеется слово длины t, представляющее
элемент д", где д" = {д')~х -д. Значит, L{g", S)^t.

Так как GnH — группа, то д" G G П Н. Следовательно, неравенство
L (#"> S)^t означает, что pok5 H ^ t.

Если рок5 Н < t, то в группе GnH имеется элемент д, длина кото­
которого L(g, S) меньше t. Возьмём элемент д' е G П Н, тогда д' • д G G П Н
и Рт (я'ч Я1' Я) < t по определению графа Ts. Отсюда ат (G П Н) < t, что
противоречит исходному предположению.

б) Пусть ord G = n, ord(GnH) = m, где по теореме Лагранжа га/п.
Орграф Ts есть псевдосимметрический граф порядка р. Следовательно,

граф Ts является эйлеровым, так как он сильно связен и все его вершины
равновесны [9, теорема 3, раздел 4].

Эйлеров цикл С графа Ts имеет длину п • р. Представим цикл С как
последовательность V = (г;0, г;15..., vn.p_l, vn,p) вершин графа Ts (элемен­
(элементов группы G), где vn.p = v0. Последовательности V соответствует после­
последовательность ip(V) = (s., s{,..., s{ ) дуг графа Ts (символов алфавита 5),12	п-р
г15 г25 • • -5 К-р ^ {1? 2,..., р}, образующая тот же цикл С и построенная для
всех ? = 0, 1,..., п • _р — 1 по правилу:

Распространим соответствие <р с множества пар соседних вершин по­
последовательности V на множество всех различных неупорядоченных пар
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вершин последовательности V. Пусть j, к е {0, 1,..., п-р}, j <к, тогда
к- 1

VKVti vt + \) — sij+l ' sij+2 ' - - -' sik­

По определению графа Кэли Ts вершина v. последовательности V свя­
связана с вершиной v0 выражением v. = v0 • s. • s• •... • s•, j = 1, 2,..., n • p,
поэтому из последнего равенства получаем, что

<р(у3-, vk) = s• • s• -... - s{ = (у3-)~1 • vk.

Следовательно, если v^ vk G G П H, то и ip(v3., vk) G G П Н, так как
GnH есть группа. Это означает, что между любыми двумя вершинами
эйлерова цикла, соответствующими элементам группы G П Н, содержится
отрезок последовательности p(V), произведение элементов которого есть
также элемент группы GnH.

Каждый элемент группы G соответствует р вершинам цикла С, поэто­
поэтому все элементы группы G (группы G П Н) соответствуют п • р вершинам
(т • р вершинам) цикла С. Следовательно, т • р вершин эйлерова цикла,
принадлежащие группе GnH, разбивают последовательность дуг ip(V) на
т • р отрезков, каждый из которых есть слово в алфавите S, представляю­
представляющее некоторый элемент группы GnH. При этом суммарная длина всех слов
данного разбиения равна п-р. Отсюда получаем, что длина кратчайшего из
указанных слов не превосходит —. ?

Оценка теоремы 1.1,6) достигается на классе циклических групп.
Теорема 1.2. Для группового Н-признака в циклической

группе (д)

рокдН = \(д):((д)пН)\.

Доказательство. Группа (д) состоит из элементов д, д2,...
..., дп~1, дп = е, где п = ord д. По определению pok^ H есть наименьшее
натуральное число t, t ^ п, при котором gf e H. Разделим п на t с остат­
остатком: n = k-t-\-r, где 0^ г < t. Отсюда получаем, что е = дп = (gf)k -gr. Сле­
Следовательно, дг = {дг)~к. Так как (д)пН — группа, то отсюда и из включения
дг €(д)пН следует включение gr G (д) П Н. При г > 0 имеем противоречие
с определением числа t, т. е. t/n.

Так как дг е (д)пН, то циклическая группа (дг) есть подгруппа группы
(д)Г\Н. Если (д)Г\Н ^(дг), то в (д)Г\Н найдётся элемент дт со свойством:
т = к • t + г, где 0 < г < t. Значит, дт = (д*)к • дг, откуда следует: дг =
— (дг)~к • дт. Значит, gr G (д) П Н, так как элементы дг и д* принадлежат
группе (д)Г\Н. Имеем противоречие с определением числа t. ?

Следствие. Циклическая группа (д) простого порядка имеет
тривиальный групповой Н-признак тогда и только тогда, когда д^Н.
В этом случае рок^ Н = ord д.

Доказательство. Так как ordg есть простое число q, то порядок
подгруппы (д)Г\Н равен либо 1, либо q. Первый вариант имеет место тогда
и только тогда, когда д^Н. При этом (д)Г\Н = {е} и pok^ H = ord д. О

Нижние оценки величин pok5 H существенно зависят от свойств мно­
множеств S и Н и могут достигать малых значений.

Например, если SnH^0, то рок5 Н = \. В случае SnH = 0, если мно­
множество Н содержит единицу группы Ф и система S содержит инволюции
или взаимно обратные элементы, то рок5 Н = 2. О
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1.2.2. Свойства наследственных подмножеств конечной груп­

группы и их покрытий циклическими группами. Элементы в циклических
группах «наследуют» некоторые свойства порождающего элемента, т. е.,
если элемент д обладает некоторым свойством, то и любой другой эле­
элемент группы (д) обладает этим свойством. Например, если ordg ^ п, то и
ord д' ^ п для любого д' G (д).

В связи с этим представляет интерес изучение наследственных под­
подмножеств группы [7, гл. II, § 1, определение 8] и наследственных призна­
признаков в группе.

Рассмотрим квазипорядок ^ на группе Ф, где д' ^ д для #', д е Ф тогда
и только тогда, когда (gf) С (д).

Определение 1.8. Непустое подмножество Q группы Ф назы­
называется наследственным (heritable), если из включения g e Q следует, что
(g)<^Q.O

Отметим, при групповом гомоморфизме <р: Ф —> Ф' наследственное
подмножество Q группы Ф отображается в наследственное подмножест­
подмножество (f(Q) группы Ф'.

Обозначим через ЯД(Ф) множество всех наследственных подмножеств
группы Ф, упорядоченное относительно теоретико-множественного включе­
включения. НЯ(Ф) совпадает с множеством всех наследственных подмножеств
фактормножества Ф/ =, где g = gf для g, g' e Ф тогда и только тогда, когда
(д) = (дг). Так как Ф/= есть множество с частичным порядком, то НЛ(Ф) —
дистрибутивная решётка [7, гл. II, § 1]. Отсюда и из определения 1.8 выте­
вытекают следующие свойства.

Утверждение 1.5. а) Любое наследственное подмножество Q
группы Ф содержит единицу е группы Ф.

б) Если Q, (Э'еНЩФ), moQHQ', QuQ'eHR^). О
Циклические подгруппы группы Ф являются неразложимыми (в сумму)

элементами [7, гл. I, § 6] решётки НЯ(Ф).
Из определения 1.8 следует, что всякое наследственное подмножест­

подмножество Q конечной группы Ф, в частности, сама группа Ф, может быть пред­
представлено как объединение циклических подгрупп группы Ф (неразложимых
элементов решётки НЯ(Ф)). Например, представлениеQ=\J(g),	A-2)
при R = Q является тривиальным представлением такого вида.

Определение 1.9. Представление A.2) наследственного подмно­
подмножества Q группы Ф, где R С Q, назовём с-покрытием наследственного
множества Q, а множество R назовём системой с-образующих наслед­
наследственного множества Q. О

Система с-образующих множества Q и, следовательно, с-покрытие на­
наследственного множества Q могут определяться неоднозначно. Например,
если R есть система с-образующих наследственного множества Q, где
Q ф {е} и е g R, то множество R \ {е} — также система с-образующих
наследственного множества Q.

Определение 1.10. Систему с-образующих наследственного мно­
множества Q назовём с-базисом наследственного множества Q (обознача­
(обозначается BQ), если никакая её собственная подсистема не является системой
с-образующих множества Q, при этом с-покрытие наследственного мно­
множества Q, соответствующее с-базису, назовём каноническим. <С>

Таким образом, каноническое с-покрытие наследственного множест­
множества Q является несократимым представлением [7, гл. II, § 1] наследствен­
наследственного множества Q в виде объединения неразложимых элементов решётки
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HR (Ф) и имеет вид: Q= U (д),	A.3)
Определение 1.11. Если (д) С Q С Ф и (#) не является собст­

собственной подгруппой циклической группы, содержащейся во множестве Q,
то группа (д) называется максимальной циклической группой множест­
множества Q. О

Замечание. Из определений 1.10 и 1.11 следует что:
1)	каждая циклическая подгруппа канонического с-покрытия наслед­

наследственного множества Q максимальна в Q, в частности, поэтому с-базис
нетривиального наследственного множества не содержит е;

2)	каноническое с-покрытие наследственного множества Q состоит из
попарно невложимых циклических подгрупп;

3)	всякая система с-образующих наследственного множества содержит
некоторый с-базис этого множества.

Определение 1.12. с-базисы В = (дх,..., дг) и В' = (дх,..., д'т)
наследственного множества Q называются эквивалентными (обозначается
В = В'), если наборы циклических групп {(д{),..., (дг)} и {(#(),..., (д'т)}
совпадают как множества. <С>

Определение 1.13. Число элементов с-базиса наследственного
множества Q назовём рангом с -базиса или с-шириной множества Q. О

Корректность определения с-ширины наследственного множества Q
(обозначим её через hc(Q)) вытекает из [7, гл. II, § 1, следствие 13], со­
согласно которому любой элемент Q решётки НЯ(Ф) имеет единственное
несократимое представление в виде объединения неразложимых элементов.

В терминах определений 1.10-1.13 указанное следствие 13 имеет сле­
следующую формулировку.

Теорема 1.3. Всякое наследственное подмножество Q группы
имеет единственное каноническое с-покрытие, полученное с помощью
объединения всех максимальных циклических подгрупп множества Q. <С>

Замечание. Из теоремы 1.3 следует, что все с-базисы наследст­
наследственного множества Q эквивалентны и имеют одинаковые ранги, с-ширина
наследственного множества Q есть число максимальных циклических под­
подгрупп множества Q. <С>

Утверждение 1.6. Пусть В{ есть с -базис наследственного
множества Q{, i=0, I,..., г, и Q0 = QlU.. .UQr, тогда

)MQoKMQi) MQr);
в) Равенства B0 = B{U.. .UBr и hc(Q0) = hc(Q{)+.. . + hc(Qr) выполне­

выполнены тогда и только тогда, когда для любого г = 1,..., г и любого g e В{
циклическая подгруппа (д) является максимальной во множестве Qo.

Доказательство, а) По условию из равенства A.3) имеем:

Qi= U (д), г =0,1,..., г.

Так как Qo = Q{ U.. .U Qr, то отсюда получаем, что

Qo=U U <<?>•
г = 1 д е В{

Следовательно, множество BX\J.. .UBr есть система с-образующих мно­
множества Qo- Отсюда с учётом замечания 3) к определению 1.11 следует, что
B0CB{U...UBr.
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б) По определению 1.13 hc(Qi) = \Bi\t г =0, I,..., г, поэтому из утверж­

утверждения 1.6,а) следует оценка ширины hc(Q0) множества Qo.
Утверждение в) следует из теоремы 1.3. ?
Замечание. В общем случае с-ширина нетривиального наследст­

наследственного множества Q оценивается неравенствами:UMQXM-1-	A-4)
Нижняя оценка достигается в случае, когда Q — циклическая группа.
Верхняя оценка достигается, в частности, когда Q — прямая сумма

нескольких циклических групп порядка 2. Если Q = ЕГ, где Sr — группа
сдвигов пространства Vr двоичных r-мерных векторов, то

так как с-базис группы Sr образуют все ненулевые сдвиги векторного про­
пространства Vr. о

1.2.3. Определяющие свойства наследственных признаков
в группе.

Определение 1.14. Н-признак в группе G назовём наследст­
наследственным, если GnH — наследственное множество. <С>

Замечание 1. Из замкнутости групповой операции следует,
что всякая группа является наследственным множеством и, следователь­
следовательно, групповой iJ-признак в любой группе является наследственным при­
признаком. <С>

Замечание 2. Из утверждения 1.5,а) следует, что наследственное
множество нетривиально, если оно отлично от {е}. Следовательно, наслед­
наследственный iJ-признак в группе G тривиален тогда и только тогда, когда
GnH = {e}. О

Установим некоторые свойства наследственных признаков в группе.
Утверждение 1.7. а) Если Н — наследственное подмножест­

подмножество группы Ф, то любая подгруппа G группы Ф имеет наследственный
Н -признак.

б) Если группа G имеет наследственный Н-признак и наследст­
наследственный F-признак, то группа G имеет наследственный НnF-признак
и наследственный HUF-признак.

Доказательство, а) По условию Ф П Н е HR (Ф) и G e HR (Ф).
Тогда по утверждению 1.5,6)

где СП(ФПЯ)=СПЯ.
б) По условию GnH е Яй(Ф) и G П F е Яй(Ф). Значит, по утверж­

утверждению 1.5,6) множества (G nH)n(G П F) и (G ПЯ)и(С П F) также
наследственные. При этом

(GnH)n(GnF)=Gn(HnF),
(GnH)U(GnF)=Gn(HuF).

Следовательно, группа G имеет наследственный Н П F-признак и наслед­
наследственный Н U F -признак. ?

Утверждение 1.8. Пусть с -покрытие группы G определено
равенством A.2). Тогда:

а) группа G имеет Н-признак в том и только в том случае, если
для некоторогоgeR циклическая группа (д) имеет Н-признак;
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б)	группа G имеет наследственный Н-признак в том и только в
том случае, если для любого g e R циклическая группа (д) имеет на­
наследственный Н -признак;

в)	группа G имеет тривиальный наследственный Н-признак в том
и только в том случае, если для любого g e R циклическая группа (д)
имеет тривиальный наследственный Н -признак.

Доказательство, а) Из равенства A.2) следует:

спн= и(Ыпя).	A.5)
Значит, G П Н ф(д тогда и только тогда, когда найдётся g e R такой,

что {д)пНф 0.
б)	Если группа G имеет наследственный iJ-признак, то по утвержде­

утверждению 1.7,а) любая циклическая подгруппа группы G также имеет наследст­
наследственный iJ-признак.

Докажем в обратную сторону. Если gt GnH, то в силу равенства A.5)
9 ? {я')^Н при некотором д' G i?. По условию множество (д')пН является
наследственным. Тогда из определения 1.8 следует, что (д) С (д'} ПН при
указанном д' е R. Отсюда и из равенства A.5) получаем, что (д) С G П Н,
т. е. множество GnH является наследственным.

в)	В силу утверждения 1.8,6) и замечания 2) к определению 1.14 до­
достаточно доказать, что равенство G П Н = {е} выполнено тогда и только
тогда, когда (д)пН = {е} для любого д G R. Последнее утверждение верно
в силу равенства A.5). ?

Применяя утверждение 1.6 к каноническому с-покрытию наследствен­
наследственного множества GnH, получаем следующую теорему.

Теорема 1.4. Если группа G имеет наследственный Н-при­
Н-признак, то

a) BGnHC U B{g)nH;

К((д)пН);

в) равенства BGnH= \J B{g)nH uhc(GnH)=^2 К((д)пН) выпол­

нены тогда и только тогда, когда для любого geBG и любого g' e В{д)пн
циклическая подгруппа (gf) максимальна во множестве GnH. <C>

Таким образом, изучение наследственного признака Н в группе G мож­
можно свести к изучению наследственного признака Н в циклических подгруп­
подгруппах, образующих каноническое с-покрытие группы G. Одной из характери­
характеристик сложности реализации такого подхода является с-ширина группы G.

1.2.4. Свойства наследственных признаков в циклической
группе. Пусть группа G имеет наследственный iJ-признак и требуется
описать наследственное множество GnH.

Естественным способом описания множества GnH является (см. тео­
теорему 1.3) определение его канонического с-покрытия или, что равносильно,
одного из эквивалентных с-базисов множества GnH. Согласно теореме 1.4
для решения этой задачи достаточно описать канонические с-покрытия на­
наследственных множеств (д) П Н, где д пробегает все элементы с-базиса
группы G.

Итак, пусть д G G и требуется описать множество (д) ПН. Произволь­
Произвольный элемент группы (д) имеет вид дг, где t G {1,..., п}. Следовательно,
если группа (д) имеет наследственный iJ-признак, то с-базис наследст­
наследственного множества (д) П Н (пусть его ранг равен г) есть подмножество
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{gtl,..., дк} элементов группы (д), где {?1?..., tr} С {1,..., п}. Поэтому
множество (д)пН описывается набором чисел tu ..., tr, соответствующим
элементам с-базиса этого множества.

Для описания набора чисел ?1?..., tr сделаем некоторые определения.
Определение 1.15. с-базис {д*1,..., gtr} наследственного мно­

множества (д)Г\Н назовём д-каноническим, если ?15..., tr е D(n). <C>
Существование ^-канонического с-базиса множества (#) П Н следует

из того, что всякую подгруппу (gf), являющуюся элементом канонического
с-покрытия множества (д)пН, можно породить элементом д\ где t = —-tj-r­

Определение 1.16. Натуральные числа {?l5..., tr}, соответст­
соответствующие ^-каноническому с-базису {дг\..., gtr} наследственного множества
(д)пН, назовём (Я, д)-пороговыми числами. О

Множество {?15..., tr} всех (Я, #)-пороговых чисел обозначим П(Я, #).
Тогда из определения 1.16 имеем:(?>пя= U (я*)-	A-6)

? е П(Я, <?)

Таким образом, строение множества (д) П Я определяется множеством
чисел П(Я, #).

Множество подгрупп циклической группы (д) порядка п, рассматрива­
рассматриваемое как частично упорядоченное множество, является решёткой, антиизо­
антиизоморфной (обратно изоморфной) решётке D(n) всех натуральных делителей
числа п. То есть для дт, д* G (д) отношение дт ^ д* выполнено тогда и только
тогда, когда (t, n) делит (г, п). При этом изоморфизме атомам решётки (д)
соответствуют коатомы решётки D(n) и наоборот. Поэтому изучение мно­
множества чисел П(Я, д) связано с изучением определённых свойств решёт­
решётки D(n).

При исследовании частично упорядоченного множества М нередко
используется диаграмма этого множества, представляющая собой орграф
с множеством вершин М [2, гл. I, § 3].

Напомним, что в множестве М элемент т' покрывает элемент т или
элемент г покрывается элементом г' (обозначается т' >—г), если т' ф
фт, т^т' ив М не найдётся отличного от г и г' числа т", такого, что г ^ т"
и т" ^ т'. Пара элементов (т', г) образует дугу диаграммы множества М
тогда и только тогда, когда т' >—г.

Если М — решётка, то в М имеется наименьший элемент (обозначим
его О) и наибольший элемент (обозначим его 1). Тогда атомом решётки М
называют всякий элемент г со свойством г ;^0 и коатомом решётки М
называют всякий элемент г со свойством 1^т [7, гл. I, § 6].

Заметим, что в решётке М каждый элемент или совпадает или сравним
хотя бы с одним из атомов (коатомов) решётки.

Пример 1.1. Пусть каноническое разложение числа п естьn = tf-...-p!;	A.7)
где р15..., р8 — попарно различные простые числа и fcl5..., ks — натураль­
натуральные числа. Тогда атомами решётки D(n) являются все числа р15..., ps. Ко­
Коатомами решётки D(n) являются все числа —,...,—. <С>

В связи с изучением некоторых свойств натуральных чисел введём
необходимые определения. Пусть М — множество натуральных чисел, т. е.McN.

Определение 1.17. Натуральное число t из М назовём простым
во множестве М (или М-простым), если t не делится ни на одно другое
число множества М. <С>
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Множество всех М-простых чисел обозначим prm M. Таким образом,
prm M есть подмножество всех минимальных элементов [2, гл. I, § 3] мно­
множества М по отношению делимости натуральных чисел.

Если М = {п1,..., пт}, то из определения 1.17 следует, что множество
prm M либо состоит из одного элемента, либо образует антицепь в решётке
чисел D(HOK(nx,..., nj).

Пусть теперь М — набор натуральных чисел, не обязательно различ­
различных, т. е. М eNm.

Определение 1.18. Редукцией набора М натуральных чисел
(обозначается М*) назовём множество попарно различных элементов набо­
набора М. Набор М назовём редуцированным, если он не содержит одинаковых
элементов. <С>

Символом prmM*, где М — набор натуральных чисел, обозначим мно­
множество prm(M*).

Теорема 1.5. а) Если {gtl,..., gtr} и {gTl,..., gTr} есть соответ­
соответственно g-канонический и иной (т. е. (?1?..., tr) ф (т1?..., тг)) с-базисы
множества (д) П Я, где (gTi) = (g**), г = 1,..., г, то t{ = (т1? п),..., tr =
= (тг, п), и г. ^ D(n) при некотором г е{1,..., г}. Вследствие этого на­
наследственное множество (д) ПН имеет единственный g-канонический
с-базис.

б)	Если М есть подмножество множества {1,..., п} такое, что
gf g H при любом натуральном t в том и только в том случае, если
число t кратно хотя бы одному из чисел множества М, то П(Я, д) =
= prmM.

в)	Множество (Я, д) -пороговых чисел описывается равенством:
D(n):g*eH}.	A.8)

Доказательство, а) По условию (дТ<} = (д^), г = 1,..., г, отсюда,
учитывая, что tjn, получаем по теореме 3.3.2 [18], что

(Г1? П) = (t1? П) =*!,.. ., (Гг, П) = (*г, П) = tr.

Равенство (г., гг) = t{ выполняется для делителя т. числа п в том и
только в том случае, если т. = ?., г = 1,..., г. Поэтому если (?15..., tr) ^
7^ (т1?..., гг), то хотя бы одно из чисел т1?..., тг не является делителем
числа п.

Отсюда и из эквивалентности всех с-базисов наследственного множе­
множества (теорема 1.3) следует единственность ^-канонического с-базиса мно­
множества (д) П Я. П

Утверждение 1.9 (промежуточное). Целитель t числа п явля­
является элементом множества П(Я, д) тогда и только тогда, когда gf G Я
и gT ^ Я для любого собственного делителя г числа t.

Доказательство. Пусть t ^П(Я, д), тогда из равенства A.6) сле­
следует, что группа (д*) есть элемент канонического с-покрытия наследствен­
наследственного множества (д)пН. Докажем, что дт ^ Я.

Из теоремы 1.5,а) следует, что t/n, тогда т/n и (дг) есть собственная
подгруппа группы (дт). Значит, если дт е Я, то (дт) С Я в силу наследст­
наследственности множества (д) Г\Н. Следовательно, группа (д*) не является мак­
максимальной во множестве (д)Г\Н. Отсюда по теореме 1.3 группа (д*) не
является элементом канонического с-покрытия наследственного множества
(д)Г\Н. Имеем противоречие, значит, дт фН.

Пусть теперь t/n, д1 е Я и дт ^ Я для любого собственного делителя г
числа t. Если д1 не является элементом ^-канонического с-базиса множе­
множества (д) ПН, то по теореме 1.3 группа (д*) не является максимальной во

12 МВК, вып. 14
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множестве (д)пН. Значит, она есть подгруппа циклической группы (дт),
где r^t и r/t. Имеем противоречие, следовательно, д* —элемент ^-кано­
^-канонического с-базиса множества (д)Г\Н.

Отсюда и из равенства A.6) следует, что t еП(Я, д). ?
Продолжим доказательство теоремы.
б)	Из утверждения 1.9 имеем, что если t е П(Я, д), то gf G Я и дт ф Я

для любого собственного делителя г числа t. Кроме того, из равенства A.6)
следует, что д^ G Я для любого /х, кратного t. По условию отсюда следует,
что t е М и г ^ М. Значит, по определению 1.17 t e prm M. Следовательно,
П(Я, #) С prm M.

Если ? G prmM, то по условию ^ G Я и по определению 1.17 г ^
^ М, где г — собственный делитель числа t. Значит, из условий имеем,
что дт ф Н для любого собственного делителя г числа t. Следовательно,
по утверждению 1.9 t е П(Я, #), т. е. prm M С П(Я, #).

Таким образом, П(Я, #) = prm M.
в)	Из равенства A.6) следует, что дг G Я при любом натуральном ? в

том и только в том случае, если число t кратно хотя бы одному из чисел
множества П(Я, д). Так как из теоремы 1.5,а) следует, что П(Я, д) С D(n),
то верно и следующее утверждение: дг е Я при любом натуральном t в том
и только в том случае, если число t кратно хотя бы одному из чисел мно­
множества М, где M = {/jl e D(n): g» еЯ}. Отсюда по теореме 1.5,6) получаем
равенство A.8).

г)	По определению 1.13 с-ширина наследственного множества (д) П
П Н совпадает с его рангом. Ранг множества (д) П Н по определению 1.16
совпадает с порядком множества П(Я, д). ?

Следствие 1. Если циклическая группа (д) имеет наследствен­
наследственный Н-признак, то pok^ H есть наименьшее из (Я, д)-пороговых чисел.

Доказательство. По определению рок^ Я есть наименьшее нату­
натуральное число t, при котором gf G Я. Так как gf G Я для любого t e П(Я, д),
то рок, Я^тт^!,..., tr}, где П(Я, g) = {tx,..., tr}.

С другой стороны, если дг е Я, то в силу равенства A.6) число t кратно
одному из чисел tx,..., tr. Значит, pok^ Я кратен одному из чисел ?1?..., ?г.
Это совместимо с неравенством рок^ Я ^ min{tl5..., tr} только в случае,
если рок^ Я = min{t{,..., tr}. ?

Следствие 2. Наследственный Я -признак в группе (д) являет­
является групповым тогда и только тогда, когда множество П(Я, д) состоит
из единственного числа t, равного \(д): ((д)пН)\, при этом (д)пН = (дг).

Вследствие этого наследственный Я-признак в группе (д) тривиален
тогда и только тогда, когда П(Я, д) = {п}.

Доказательство. Если множество П(Я, д) состоит из единствен­
единственного числа t, то равенство A.6) принимает вид:

т. е. (д)Г\Н — группа порядка j.
По следствию 1 теоремы 1.5 рок^ Я = t. Вместе с тем, по теореме 1.2

рок^ЯНЫ: ((д)пН)\. Значит, t = \(g): ((д)пН)\.
Пусть П(Я, д) = {t1?..., tr}, где г > 1 и tx < ... < tr. Покажем, что

множество (д)Г\Н не является группой. Заметим, что число t2 — tx не кратно
ни одному из чисел ?15..., tr. Действительно, число t2 — tx меньше каждого
из чисел ?2,..., tr и не кратно числу t{, иначе число t2 было бы кратным
числу tx и не являлось бы простым во множестве {t G D(n): gf G Я}, что
противоречило бы равенству A.7). Так как число t2 — t{ не кратно ни одному
из чисел {?15..., tr}, то из равенства A.6) следует, что g*2~tl
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Теперь, полагая д' = gtl и д" = д*2, получаем, что д\ д" G (д) П Я и, в то
же время, д"-(д')~1 4- (д)^Н. Значит, множество (д)пН — не группа. ?

Обозначим через H(ord^ г) множество всех элементов д из Я порядка
не выше г, где г — натуральное.

Следствие 3. Если группа G имеет наследственный Н-при­
Н-признак, то группа G имеет и наследственный H(ord^ г)-признак, г —
натуральное. Если g€H uordg = n, то

U(H(ord ^ г), д) = prm{? e D(n): n^t-r].

Доказательство. По теореме 7 [6, гл. XI, § 4] при любом нату­
натуральном t

Поэтому если g ? Я и ord д^ г, то в силу наследственности Я-признака
дг G Я и ord дг ^ г. Следовательно, по определению 1.8 множество iJ(ord ^
^ г) является наследственным.

Если деН и ord^ = n, то по A.8)

г), д) = prm{t e D(n): дг е H(ord ^ г)}.

Так как в силу наследственности iJ-признака д* G Н, то

{teD(n): gf eH(ord^r)} = {t eD(n): ordgf ^ r} = {t e D(n):

Отсюда получаем выражение для множества n(iJ(ord^ r), g). ?
Следствие 4. Если группа G, заданная системой образую­

образующих S, имеет наследственный Н-признак, то poks H не превышает
наименьшего из чисел множества П(Я, s^U.. .иП(Я, sp).

Доказательство. Рассмотрим с-покрытие группы G, определён­
определённое равенством A.2) и такое, что S CR (такое с-покрытие имеется, в част­
частности, таково тривиальное с-покрытие).

По условию группа G имеет наследственный iJ-признак, отсюда
по утверждению 1.8,6) циклические подгруппы (s{),..., (sp) группы G так­
также имеют наследственный iJ-признак. Тогда по утверждению 1.2

pok5 H ^ min{pokSi Я,..., poks Я}.

По следствию 1 теоремы 1.5 poks Я есть наименьшее из (Я, s.^порого­
s.^пороговых чисел. Значит, min{poks Я, ...,poks Я} — наименьшее число множе­

множества П(Я, sx) U... U П(Я, зр). П
Пример 1.2. Рассмотрим циклическую группу (д) порядка 24 и

определим наследственное множество Н(т) как множество всех элементов
группы, порядок которых не превышает т, где т ^ 24. При т = 4:( {}

2)	ЩЯD), д) = prm{t G L>B4): д* е ЯD)} = prm{6, 8, 12, 16, 18, 24} =
= {б, 8}, т. е. верно представление HD) = {ge)u(gs);

3)	список всех эквивалентных с-базисов множества НD) имеет вид:

{96,9S},W\9S},{96,9l6},{9lS,9mY,

Первый в этом списке с-базис является ^-каноническим;
4)	с-ширина множества ЯD) равна 2;
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5)рок9ЯD) = б.
При га = 2 (ЯB)-признак является групповым):Л24	12{} <>
2)	по формуле A.8)

П(ЯB), д) = prm{t e DB4): д* е ЯB)} = prm{12, 24} = {12};

3)	единственный (^-канонический) с-базис множества ЯB) есть {д12};
4)	с-ширина множества ЯB) равна 1;
5)рок,ЯB) = 12. О
1.2.5. Свойства наследственных признаков в прямом произве­

произведении групп. Для совместного рассмотрения нескольких признаков важна
следующая теорема. • •	• •

Теорема 1.6. Пусть Ф = Ф^ ... хФг и G = Gxx .. .xGr —прямые
произведения конечных групп, Я = Нх х ... х Яг и S = S{ х ... х Sr —
декартовы произведения множеств, где0^Я. Сф., 0^5- с Ф^, E-) = G-,
г = 1,..., г. Тогда

а)	группа G имеет Я-признак в том и только в том случае, если
при всех г = 1,..., г группа G- имеет Я- -признак;

б)	группа G имеет наследственный Я -признак в том и только в
том случае, если при всех г = 1,..., г группа G- имеет наследственный
Я. -признак;

в)	если группа G имеет наследственный Я -признак, то

рок<, Я ^ HOK(poks Я15..., рок<, Яг).

Доказательство, а) По условиям ЯСФ, 5сФи С<Ф, тогда

Gnff = (G1f1ff1)x...x(Grn Hr).

Отсюда по определению декартова произведения множеств следует, что
^0 тогда и только тогда, когда GiP\Hi ^0 для всех г = 1,..., г.

б)	Элемент g группы G имеет вид: g = (gx,..., gr), где g. e G{, г = 1,...
..., г. Поэтому если из включения g€ GnH следует включение (д) С GnH,
то это равносильно тому, что при всех г = 1,..., г из включения д{ е G- ПЯ.
следует включение (^-) С G- ПЯ-.

в)	По условию множество G П Я и, следовательно (в силу теоре­
теоремы 1.6,6)), множества Gi^\Hi являются наследственными, г = 1,..., г.

Пусть pok5i Я- = ?., г = 1,..., г, и ^ есть слово длины ?• в алфавите 5­
такое, что д{ Е G{r\ Н{. Так как множество G- П Я- является наследствен­
наследственным, то при любом натуральном т слово д™, составленное из ш-кратно
повторенного слова #-, соответствует m-й степени элемента #• и поэтому
также принадлежит СгГ\Нг.

Рассмотрим набор слов д = (д™1,..., д™г), где mi = HOK(tx,..., tr)/tt .
Заметим, что д есть слово длины HOK(t{,..., tr) в алфавите S = Sx х ...
... х Sr. При этом g g G П Я, так как #.Шг Е G^ Нг, г = 1,..., г. Значит,
?(& S)^HOK(t^ ..., tr) и, следовательно, pok5 H^HOK{tx,..., tr). D

Следствие 1. ?а/ш в условиях теоремы 1.6 Gi = {gi)—цик­
{gi)—циклическая группа, имеющая наследственный Нгпризнак, г = 1,..., г, а

pokgH= min {Я<Щ7ь...,тр)},
(Тр---,ТГ)

г. еП(Я.,^.), г = 1,..., г.
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Если при этом (ord g{, ord^)=l для г, iе{1,..., г} и гфэ, то

рок, Я = рок^ Нг...- рок^ Яг.

Доказательство. Элемент g* е Я в том и только в том случае,
если д\ еЯ. для всех г = 1,..., г. Так как G- = (ft), то в силу равенства A.6)
ft* G Я. тогда и только тогда, когда ? кратно одному из чисел множества
П(Я., ft), г = 1,..., г. Значит, g* e Я тогда и только тогда, когда ? кратно
НОК(тх,..., тг), где т. g П(Я., ft), г = 1,..., г. Наименьшее из таких чисел
по определению 1.3 совпадает с pok^ Я.

Если (ord ft, ord ^) = 1 для г ф j, г, j" G {1,..., г}, то в силу тео­
теоремы 1.5,а) любое (Я., #.)-пороговое число взаимно просто с любым
(Я^ (/^-пороговым числом. Значит, величина HOK(t{, ..., rr) принима­
принимает наименьшее значение при (т1?..., тг) е П(Я15 ^) х ... х П(ЯГ, ^г) то­
тогда и только тогда, когда т. —наименьшее из (Я., ^.)-пороговых чисел,
г = 1,..., г. Отсюда с учётом следствия 1 теоремы 1.5 получаем требуе­
требуемое равенство. ?

Следствие 2. Если циклическая группа (д) имеет наследст­
наследственный Нгпризнак, г = 1,..., г, то группа (д) имеет наследственный
Я -признак, где Н = Н{П.. .ПНГ. При этом

= min

т. еП(Я-, ^), г = 1,..., г.
Доказательство. По утверждению 1.5,6) группа (#) имеет на­

наследственный Я-признак, где Я = Н1Г\.. .ПЯГ.
Из формулы A.6) в данных условиях следует, что g* G Я тогда и только

тогда, когда при каждом г = 1,..., г число t кратно хотя бы одному из чисел
множества П(Я., д). Это равносильно тому, что t кратно хотя бы одному
из чисел НОК(тх,..., тг) при г- е П(Я-, д), г = 1,..., г. Применяя теперь
теорему 1.5,6), получаем выражение для множества П(Я, д).

Отсюда по следствию 1 теоремы 1.5 получаем выражение для величины
^ Я. ?
Следствие 3. Если в условиях теоремы 1.6G. есть циклическая

группа (д.), имеющая групповой Нгпризнак, г = 1,..., г, то

роЦ, Я = НОКШ): ((ft) П Нг)\,..., \(дг): ((дг) П Яг)|).

Доказательство. Так как циклическая группа (д{) имеет группо­
групповой Я.-признак, то по следствию 2 теоремы 1.5 множество П(Я., д.) состоит
из единственного числа ti , где ti = \(д{): ((д{) ПЯ.)|, г = 1,..., г. Отсюда и
из следствия 1 теоремы 1.6 получаем требуемое равенство. ?

Следствие 4. Если в условиях следствия 3 теоремы 1.6 #• <^ Я.
a ord gt —простое число, г = 1,..., г, то Я -признак группы (д) является
тривиальным и

рок^ Я = HOK(ord ft,..., ord ft).

Данное равенство вытекает из следствия 3 теоремы 1.6 и следствия
теоремы 1.2. ?

1.2.6. О распределении признака по циклическим подгруппам
группы. Пусть группа G имеет Я-признак и требуется описать Я-признак
в циклических подгруппах группы G.
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Определение 1.19. Множество всех элементов д группы G, для

которых циклическая группа (д) имеет тривиальный iJ-признак (обозначим
его Gh), назовём множеством Н-тривиальности группы G. О

Множество всех элементов д группы G, для которых циклическая под­
подгруппа (д) не имеет iJ-признака, обозначим G^.

Утверждение 1.10. а) Непустое множество G% является на­
наследственным.

б) Если группа G имеет наследственный Н-признак, то G% = 0,
множество G^ является наследственным и

в) Если наследственный Н-признак тривиален в группе G, то

Доказательство, а) Пусть g e G^, тогда (д) П Н = 0. Так как
любой элемент д' группы (д) порождает подгруппу (gf) группы (д), то
(дг) Г\Н = 0. Следовательно, (д) С G^, и множество G^ является наследст­
наследственным.

б) При любом д g G циклическая подгруппа (д) имеет наследственный
iJ-признак в силу утверждения 1.7,а) Значит, G^ = 0.

Пусть g? G#, тогда (д)Г\Н = {е} в силу наследственности iJ-признака
в группе G. Так как любой элемент д' группы (д) порождает подгруппу (gf)
группы (д), то с учётом утверждения 1.7,а) (дг) ПН = {е}. Следовательно,
(д) Q G#, и множество G^ — наследственное.

По теореме 1.3 для любого д'GG циклическая группа (gf) есть подгруп­
подгруппа хотя бы одной из максимальных циклических подгрупп (д) группы G,
образующих каноническое с-покрытие. Поэтому если д' е G^, то д' G (дIн,
где д — указанный элемент с-базиса В группы G. Следовательно,

Gh С U We­
деВ

С другой стороны, если д' ^ G^, то (gf) П Н Ф {е}. Значит, д' ? {д)хн
при любом элементе д с-базиса В, для которого д' G (д). При этом д' ^ (д)
для остальных элементов д с-базиса, поэтому д' ф \J (g)lH. Следовательно,

дев
выполнено и обратное включение, поэтому G^= \J (g)lH.

в) Если группа G имеет тривиальный наследственный iJ-признак, то
из утверждения 1.8,в) при R = G следует, что любая циклическая под­
подгруппа группы G также имеет тривиальный наследственный iJ-признак и,
следовательно, G^ = G. ?

Опишем теперь iJ-признак в подгруппах циклической группы (д).
Теорема 1.7. Пусть циклическая группа (д) порядка п имеет

наследственный Н-признак, П(Я, g) = {tx,..., tr} и t/n. Тогда

{^ t),..., HOK(tr, t)}\
Доказательство. Так как (дг) <(д), из A.6) следует, что

(д*)пН= U (<^>П<5'>).
зеЩН,д)
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Пересечение подгрупп (д3) и (дг), где j и t —делители числа п, есть
подгруппа (д ^^), поэтому отсюда получаем:

(д*)пН= U

Таким образом, получено с-покрытие наследственного множества (д*)Г\
Г\Н. По теореме 1.3 каноническое с-покрытие множества (д*)Г\Н состоит
из максимальных циклических подгрупп данного множества.

Следовательно, ^-канонический с-базис наследственного множества
(д*) П Н образует множество элементов {д3'} где j G prm{HOK(t^ ?),...
...,HOK(tr,t)}*.n

Прежде чем вывести важное следствие из этой теоремы введём неко­
некоторые определения.

Определение 1.20. Если число п имеет каноническое раз­
разложение A.7), то число pf назовём примарным делителем числа п,
3 = 1,...,8. О

Определение 1.21. Пусть t/n. Мулыпипримарным дополнением
числа t до числа п (обозначается mpn(?)) назовём произведение всех тех
примарных делителей числа п, которые не делят t. При t = n полагаем
mPn(™) = !- О

Обозначим через МРп множество мультипримарных дополнений всех
делителей числа п до числа п. Несложно показать, что МРп есть 2s-эле­
2s-элементная дистрибутивная подрешётка решётки D(n), изоморфная решётке
всех подмножеств s-элементного множества.

Замечание.	Величина mpn(t) является псевдодополнени­
псевдодополнением [7, гл. I, § 6] элемента t решётки D(n), т. е., делителем числа п, для
которого HOK(t, mpn(t)) = п и из равенства HOK(t, t') = п для V е D(n)
следует, что f кратен mpn(t). <C>

Следствие (теоремы 1.7). Множество (g)lH есть циклическая
группа, порождённая элементом д\ где

Доказательство. По утверждению 1.10,6) множество (g)lH явля­
является наследственным.

Покажем, что Щ(дУн, д) = prmM, где М — множество всех делите­
делителей t числа п, для которых выполнена система равенств:

HOK(t, O = n, i = l,..., г.	A.9)
Из теоремы 1.7 следует, что включение дг G (дIн выполнено тогда и

только тогда, когда t удовлетворяет системе равенств A.9).
Заметим, что если делитель t числа п удовлетворяет системе ра­

равенств A.9), то этой системе удовлетворяет любой делитель числа п, крат­
кратный t. Значит, включение дг G (дIн выполнено тогда и только тогда, ко­
когда t кратно одному из делителей числа п, удовлетворяющих системе ра­
равенств A.9). Отсюда получаем по теореме 1.5,6), что Щ(д}1н, д) = ргтМ.

В силу замечания к определению 1.21 всякий делитель V числа п, при
котором HOK(ta t') = п, кратен числу mpn(?.), г = 1,..., г. Значит, всякий
делитель t числа п, при котором выполнена система равенств A.9), кра­
кратен числу ЯО/С(трп(^),..., mpn(tr)). Следовательно, множество Щ(дIн, д)
состоит из единственного числа, равного ЯОК(трп(^),..., mpn(tr)).

Отсюда по следствию 2 теоремы 1.5 получаем, что множество (дIн есть
циклическая группа. ?
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Замечание. В силу доказанного следствия множество (дIн будем

называть подгруппой iJ-тривиальности группы (д).
Пример 1.3. Пусть (д) — циклическая группа порядка 24, Н(т) —

наследственное множество всех элементов группы (д), порядок которых не
превышает га, где га ^24 (см. пример 1.2).

Определим при га е {2, 4} распределение Щга)-признака по собствен­
собственным подгруппам группы (д) и множество Щга)-тривиальности группы (д).

Список собственных подгрупп группы (д) имеет вид:

В примере 1.1 указано, что П(ЯD), д) = {6, 8} и ЯD) = (д6) U (gs).
Поэтому по теореме 1.7:

1)	ргт{НОЩ, 2), НОЩ, 2)}* = {6, 8} и (д2)пЩА) = (д6)и{д6);
2)	ргт{НОЩ, 3), НОЩ, 3)}*=ргт{6, 24} = {6} и E3)пЯD) = (/);
3)	ргт{ЯО/СF, 4), НОЩ, 4)}* = {12, 8} и <<74>ПЯD) = (<78>и<<712>;
4)	ргт{Я<ЖF, 6), НОЩ, 6)}*=ргт{6, 24} = {6} и (/>ПЯD) = (/>;
5)	ргт{Я(ЖF, 8), ЯСЩ8, 8)}*=ргт{24, 8} = {8} и <«7«>пЯD) = <</8>;
6)	ргт{Я(ЖF, 12), НОЩ, 12)}* = ргт{12, 24} = {12} и E12)пЯD) =

= {912).
Используя канонические разложения чисел 24 = 23 • 3, 6 = 2-3, 8 = 23,

получаем по следствию теоремы 1.7:

Щ(9IЩ4), 9) = {ЯО/С(тр24F), тр24(8))} = {НОЩ3, 3)} = {24},

т. е. подгруппа Щ4)-тривиальности группы (д) тривиальна.
В примере 1.1 указано, что П(ЯB), д) = {12} и НB) = (д12). Поэтому

по теореме 1.7: 2	12

5)	НОЩ2,8) = {24} и (
6)	Н0Щ2, 12) = {12} и E12)ПЯB) = E12).
Используя канонические разложения чисел 24 = 23 • 3, 12 = 22 • 3, полу­

получаем по следствию теоремы 1.7:

П«э>^D), 9) = {ЯО/С(тр24A2)} = {НОЩ)} = {8},

т. е. подгруппа Щ2)-тривиальности группы (д) равна (#8). <С>
Определение 1.22. Наследственный Н-признак в группе G

назовём квазиполным, если BGnH = 0 и (д)СН, где BG есть с-базис груп­
группы G и (д) —любая немаксимальная циклическая подгруппа группы G. <С>

Наличие квазиполного наследственного iJ-признака в циклической
группе (д) можно рассматривать как ситуацию, в определённом смысле
двойственную к наличию тривиального наследственного iJ-признака в (д)
(все элементы группы (д), кроме порождающих элементов, принадлежат
множеству Н).

Утверждение 1.11. а) Пусть каноническое с -покрытие груп­
группы G определено равенством A.3). Тогда группа G имеет квазиполный
наследственный Н -признак в том и только в том случае, если для лю­
любого g€BG циклическая группа (д) имеет квазиполный наследственный
Н -признак.
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б)	Циклическая группа (д) имеет квазиполный наследственный
Н-признак тогда и только тогда, когда множество П(Д д) совпадает
с множеством всех атомов решётки D(n).

в)	Пусть Н, Н' — наследственные подмножества группы Ф, где Н с
с Н', и BG п Н' = 0, где G < Ф и BG есть с-базис группы G. Тогда если
Н -признак в группе G является квазиполным, то и Н' -признак в группе
G является квазиполным.

Доказательство. а) Утверждение вытекает непосредственно
из определения 1.22.

б)	Из определения 1.22 следует в силу обратного изоморфизма решё­
решёток (д) и D(n), где п = ordg, что группа (д) имеет квазиполный наследст­
наследственный iJ-признак в том и только в том случае, если д ^ Н и д* G Н для
любого атома t решётки D(n). Отсюда по утверждению 1.9 получаем, что
ЩН, д) есть множество всех атомов решётки D(n).

в)	Пусть BG = (gl5..., дг). По условию iJ-признак в группе G явля­
является квазиполным, тогда по определению 1.22 BG П Н = 0 и все коатомы
решётки (д{) принадлежат множеству Н, г = 1,..., г.

По условию НСН', поэтому все коатомы решётки (д{) принадлежат
множеству Н', г = 1,..., г. Так как BG П Н' = 0, то по определению 1.22
получаем, что iJ'-признак в группе G является квазиполным. ?

Следствие. Групповой Н-признак в циклической группе (д) яв­
является квазиполным тогда и только тогда, когда п есть степень про­
простого числа р и П(Я, д) = {р}.

Доказательство. Квазиполнота группового iJ-признака в цик­
циклической группе (д) по утверждению 1.11,6) равносильна тому, что ре­
решётка D(n) имеет единственный атом р, совпадающий с (Д #)-пороговым
числом группового iJ-признака. ?

Пример 1.4. Пусть (д) — циклическая группа порядка п, где ка­
каноническое разложение числа определено равенством A.7) и рх < ... < ps.
Рассмотрим наследственное множество Н(т) всех элементов группы (д),
порядок которых не превышает т, где т^.п.

Используя вид атомов решётки D(n) (см. пример 1.1) и обратный изо­
изоморфизм решёток (д) и D(n), получаем, что Щт)-признак в группе (д)
является квазиполным тогда и только тогда, когда — ^ т < п. <С>

§ 1.3. Свойства некоторых классов
функций, определённых на группах

Некоторые свойства групп можно описывать с помощью свойств функ­
функций, определённых на этих группах. Рассмотрим классы функций, важные
для изучения признаков в группах.

1.3.1. Классы монотонных и нормальных функций, определён­
определённых на группах; подфункции функций; задание функций диаграм­
диаграммами. Пусть Y' — множество с квазипорядком, Y — линейно или частич­
частично упорядоченное множество, F(Y', Y) — класс функций, определенных
на множестве Y', принимающих значения во множестве Y и обладающих
свойством: если д = д' для д, д1€ Y' (то есть д^д' и д' ^д), то f(g) = f(gr).

Определение 1.23. Функция / из F(Y',Y) называется моно­
монотонной (антимонотонной), если из отношения у' ^ у" для у', у" е Y1 сле­
следует, что f(y') < f(y") (f(y') 2 f{y")Y О

Для произвольного натурального числа р обозначим через N[p] множе­
множество всех натуральных чисел, являющимися неотрицательными степенями
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числа р, следовательно,

Определение 1.24. Функцию из F(Y', N) назовём нормальной,
{антинормальной, р-нормальной, р-антинормальной), если из отношения
у' ^ у" для у', у" g Y' следует, что

Ml ш
(у") G ' f(y')

Класс всех монотонных (антимонотонных, нормальных, антинормаль­
антинормальных, ^-нормальных, р-антинормальных) функций из F(Y',N) обозна­
обозначим соответственно через M(Y',N) (M(Yf,N), NR(Yf,N), NR(Yf,N),
NRp(Yf,N), NRp(Yf,N)).

Из определений 1.23 и 1.24 вытекает утверждение.
Утверждение 1.12. а) При любом натуральном р

NRP(Y', N) С NR(Y', N) С М(У, N),
NRp{Yr, N) С М(У, JV) С М(У, iV).

б) ?c7ia функция f из F(Y',N) монотонна (антимонотонна, нор­
нормальна, антинормальна, р-нормальна, р-антинормальна), то ограни­
ограничение функции f на любое подмножество множества Y' также есть
монотонная (антимонотонная, нормальная, антинормальная, р-нор­
р-нормальная, р-антинормальная) функция. О

Приведём примеры функций из класса ^(Ф, N) с указанными
свойствами.

Пример 1.5. Функция f(g) = ord g (функция f(g) = ^g—) является
нормальной (антинормальной) и, в силу утверждения 1.12,а), монотонной
(антимонотонной).

Если д' ^ д, то (gf) С (д). Значит, (gf) есть подгруппа группы (д) и ord g'
делит ord д. Следовательно, ord g G ЛЖ(Ф, N). <С>

Пример 1.6. Если ordO = pr, где р — простое, г — натуральное,
то функция f(g) = ord g (функция f(g) = ^g—) ^-нормальна (^-антинор­
(^-антинормальна).

Порядки элементов д и д' из Ф делят ord Ф, поэтому ord g и ord g' суть
натуральные степени числа р. Отсюда и из нормальности функции ord g
(см. пример 1.5) следует ^-нормальность этой функции. <С>

Определение 1.25. Пусть / е ^(Ф, Y) и д е Ф. Ограничение
функции / на циклическую подгруппу (д) группы Ф назовём д-подфункцией
функции /. О

Замечание 1. Семейство ^-подфункций однозначно задаёт функ­
функцию /, если g пробегает все элементы некоторой системы R с-образующих
группы Ф (см. определение 1.9). Поэтому из утверждения 1.12,6) получаем
следующее утверждение: функция / монотонна (антимонотонна, нормальна,
антинормальна, ^-нормальна, р-антинормальна) тогда и только тогда, когда
при любом g g R монотонна (антимонотонна, нормальна, антинормальна,
^-нормальна, р-антинормальна) ^-подфункция функции /. <С>

Замечание 2. Любой элемент группы (д) порядка п имеет вид д\
где t g Nn, поэтому ^-подфункцию функции / зададим как функцию fg(t)

<>
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Утверждение 1.13. а) Функция fg(t) монотонна (антимоно­
тонна) тогда и только тогда, когда для любых т, t e D(n) таких, что
t делит г, выполнено:

б) Функция fg(t) нормальна (антинормальна, р-нормальна, р-анти­
нормальна) тогда и только тогда, когда для любых т, t e D(n) таких,
что t делит т, выполнено:

fJ!l e N(fJll e N IAH е N[P] fJll

Стандартным заданием подфункции fg(t) является таблица: {(?, fg(t));
t g N}. Рассмотрим вопросы минимизации задания подфункции fg(t).

Монотонную (антимонотонную) ^-подфункцию достаточно задать на
всех элементах фактормножества (д)/=. В силу антиизоморфизма решёт­
решётки D(n) и решётки всех подгрупп циклической группы (д) порядка п это
равносильно заданию функции fg(t) на D(n). Следовательно, её можно за­
задать диаграммой решётки D(n), на которой вершина t помечена величиной
fg(t), t eD(n). Такое задание функции fg(t) назовём её D-диаграммой.

Для дальнейшей минимизации задания функции с использованием диа­
диаграммы с меньшим числом вершин рассмотрим эпиморфизм частично упоря­
упорядоченных множеств fi(t): D{n)^> М, где М С D(n). Для т ?М обозначим
через f*(t) ограничение функции f(t) на множество тех t, для которых

= r. Пусть ZJ — таблица функции f*(t) kYJ — область её значений:

Эпиморфизм /ji(t) индуцирует новое задание функции f(t), связанное
с диаграммой частично упорядоченного множества М. При новом задании
элементу г множества М ставится в соответствие множество ZJ. То есть
отображение ii{t) определяет разбиение таблицы функции f(t) на систему
наборов {Zj}, т G М. Набор ZJ можно рассматривать как метку вершины г
на диаграмме множества М.

Определение 1.26. Диаграмму частично упорядоченного мно­
множества М, в которой каждая вершина г помечена набором ZJ, назовём
М-диаграммой (при M = D(n) назовём D-диаграммой) функции f(t).O>

Обозначим через Гм(/) (через TD(f)) ориентированный граф, соответ­
соответствующий М-диаграмме (D-диаграмме) функции /(?).

Утверждение 1.14. Пусть fi(t) есть эпиморфизм D(n)—> M,
где MCD(n). Тогда:

а) функция f(t) монотонна (антимонотонна) в том и только в
том случае, когда для любого ориентированного пути (т1?..., тк) в гра­
феТм(/) и любой последовательности (/(^),..., f(tk))€ Yp x.. .xYp:

б) функция f(t) нормальна (антинормальна, р-нормальна, р-анти­
р-антинормальна) в том и только в том случае, когда для любого ориенти­
ориентированного пути (т1?..., тк) в графе Гм(/) и любой последовательности
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/V

Доказательство, а) Из монотонности (антимонотонности) функ­
функции / по утверждению 13,а) получаем, что каждой цепи решётки D(n)
соответствует цепь в частично упорядоченном множестве Y. Вместе с тем,
полным прообразом любой цепи в М относительно эпиморфизма fi(t) яв­
является множество цепей в D(n). Следовательно, для любой цепи (т15..., тк)
в М последовательность соответствующих меток (YfT\ ..., Yp), на М-диа­
грамме такова, что любой элемент (Д(^),..., fg(tk)) из Y/1 x ... х Yp есть
цепь в Y.

б) Утверждение доказывается аналогично с использованием утвержде­
утверждения 1.13,6) и свойства нормальности (антинормальности, ^-нормальности,
р-антинормальности) функции /. ?

Следствие, а) Если функция f(t) монотонна (антимонотон­
на), то

(/OK
б) Если функция f(t) нормальна (антинормальна, р-нормальна,

р-антинормальна), то при t = 1,..., п

fill e N и 1Ш е N
f(t) G iV u f(n) G iV*

(fill G TV и №1 G N Ш1 G NW и 1Ш g JVM №1 G NW и Hal g ЫЩV(l)	fit) ^ ' f(t) eiV ^/(n)eiV '/(l)eiV	/(t)eiV ''
Доказательство. Рассмотрим D -диаграмму функции f(t)

(граф TD(f)). Для любого *е{1,...,п}в графе Г^(/) имеется путь из вер­
вершины п в вершину 1, проходящий через вершину г, где r = (t, n), так как
1 делит (*, п) и (t, п) делит п. При этом /A) е Y/, f(n) е Yfn и /(г) G 1^т.
Отсюда и из утверждения 1.14 получаем оба следствия. ?

Определение 1.27. Если YfT — одноэлементное множество при
любом г из М (из D(n)), то М-диаграмму (D-диаграмму) функции f(t)
назовём простой. О

Каждая вершина г простой М-диаграммы функции / в силу определе­
определения 1.27 помечена единственным символом /(?), где t таково, что ii{t) = r.
При этом считаем, что полный прообраз числа г относительно отображе­
отображения II определён. Вершина г простой D-диаграммы функции / помечена
символом /(т), так как (г, п) = г.

Одной из величин, характеризующих сложность изучения свойств
функции /, определённой на циклической группе, является порядок наи­
наименьшего подмножества М решётки D(n), для которого М-диаграмма
функции / является простой.

1.3.2. Взаимосвязь наследственных признаков и заданных на
конечных группах монотонных и антимонотонных функций. Уста­
Установим некоторые связи между наследственными признаками конечной груп­
группы и заданными на ней монотонными и антимонотонными функциями.

Определение 1.28. Пусть G < Ф. Характеристической функ­
функцией Н-признака в группе G назовём функцию ф? G F(G, {0, 1}), где

, 9eG\H.<>
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Обозначим через ip?g(t) ^-подфункцию характеристической функ­
функции ф?.

Утверждение 1.15. Н -признак в группе G является наследст­
наследственным тогда и только тогда, когда характеристическая функция ф?
антимонотонна.

Доказательство. Для gtG рассмотрим ^-подфункцию Фн,9(~к).
Пусть a=(r, п), b = (t, n) и а/Ъ, тогда по утверждению 1.13,а) антимо­

антимонотонность функции i/j?g(t) равносильна тому, что

Докажем, что неравенство A.10) выполнено тогда и только тогда, когда
iJ-признак в группе G является наследственным.

Неравенство A.10) в силу определения 1.28 равносильно тому, что из
равенства Фн,9(а) = 1 следует равенство Фн,9(Ь) = 1­

Пусть ф^д(а) = 1, по определению 1.28 это означает, что да G Н. Если
iJ-признак в группе G является наследственным, то и дъ е Н, так как а/Ъ.
Следовательно, по определению 1.28 Фн,д(Ь)=1, т. е. неравенство A.10)
выполнено.

Если iJ-признак в группе G не является наследственным, то при неко­
некотором д G G выполнено д G Н и дь ^ Н, где Ъ G {1,..., ord g}. Значит, при
этом д выполнены равенства: ф§ д(\) = \, ф?д(Ъ) = 0, т. е. неравенство A.10)
при указанном д и а=\ не выполнено. ?

Для любой монотонной функции / из ^(Ф, Y) можно определить «двой­
«двойственную» ей антимонотонную функцию /' из ^(Ф, Y), и наоборот. Напри­
Например, «двойственной» к антимонотонной характеристической функции ф?
можно считать монотонную инвертированную функцию ф? 0 1. В связи с
этим некоторые утверждения для монотонных функций можно симметрич­
симметричным образом сформулировать и для антимонотонных функций.

Пусть / G -Р(Ф, Y), у EY, G < Ф. Множество всех элементов д груп­
группы G, удовлетворяющих при у EY условию f(g) ^ у (f(g) ^ у), обозначим
G(f ^ У) (?*(/ ^ У))- ^ез ущерба для общности считаем, что функция /
сюръективна.

Теорема 1.8. а) Если функция f монотонна (антимонотонна),
то при любом yeY множество G(f ^ у) (множество G(f ^y)) являет­
является наследственным. Вследствие этого группа G имеет наследственный

у)-признак (G(f ^ у)-признак).
б) Если группа G имеет наследственный Н -признак, то существу­

существует монотонная (антимонотонная) на группе G функция f такая, что
GnH= G(f ^ у) (СПЯ = G(f ^y)) при некотором yeY.

Доказательство, а) Пусть функция / монотонна (антимонотон­
(антимонотонна). Тогда по следствию а) утверждения 1.14 fg(l)^fg(t) (/<Д1) ^/<ДО)
при любом g g G и t = 1,..., п. Поэтому если fg(l) ^ у (/<Д1) ^ у), то и
Л(О ^ У (Л(О ^ 2/)' гДе множество G(f ^ у) (множество G(f ^ у)) не пу­
пусто при любом у EY.

Значит, для любого g G G имеем: если выполнено включение g G G(f ^
^ у) (включение g G G(f ^ у)), то выполнено и включение gf G G(f ^ у)
(включение gf EG(f^ у)), t = 1,..., п. Следовательно, множество G(f ^ у)
(множество G(f ^ у)) является наследственным. По определению 1.14 это
означает, что группа G имеет наследственный G(f ^ ?/)-признак (G(f ^
^ ?/)-признак).

б) Если группа G имеет наследственный iJ-признак, то по утвержде­
утверждению 1.15 характеристическая функция ф? антимонотонна и из определе­
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ния 1.28 следует, что GnH = G(ifj? ^ 1). При этом двойственная ей функция
ф?01 является монотонной и 6?ПЯ = С(^#01 ^0). ?

Следствие 1. Пусть функция f монотонна (антимонотон­
на) и у eY. Тогда G(f ^ у)-признак (G(f ^ у)-признак) в группе G
является тривиальным в том и только в том случае, когда для любого
элемента g с-базиса группы G и любого коатома t решётки D(n), где
п = ord g, выполнены неравенства:

Доказательство. По теореме 1.8 G(f ^ ?/)-признак (G(f ^ ^-при­
^-признак) в группе G и, следовательно, в любой её подгруппе является наслед­
наследственным. Отсюда по утверждению 1.8,в) G(f ^ ?/)-признак (G(f ^ ^-при­
^-признак) в группе G является тривиальным тогда и только тогда, когда этот
признак тривиален в циклической группе (д) для любого элемента д с-ба­
зиса группы G.

В силу замечания 2 к определению 1.14 наследственный G(f ^ ^-при­
^-признак (G(f ^ ?/)-признак) в циклической группе (д) является тривиальным
тогда и только тогда, когда G(f ^ у) = {е} (G(f ^ у) = {е}). Это равно­
равносильно тому, что fg(n) ^y и fg(t)> у 0д(п) ^у и fg(t)<y) для любого
t = 1, ..., п — 1.

Вместе с тем, так как функция fg(t) монотонна (антимонотонна), то
по утверждению 1.13 fg(t) ^ fg(r) (fg(t) ^fg(r)) для любых r,teNn таких,
что tpr.

Следовательно, G(f ^ ?/)-признак (G(f ^ ?/)-признак) является триви­
тривиальным в группе (д) тогда и только тогда, когда fg(n)^y и fg(t)>y
Ug{n) ^ynfg(t)< У) Для любого t <Е ?>(п)\{п}.

Пусть tl5..., t8 суть все коатомы решётки D(n) (см. пример 1.1). Тогда
по свойству коатомов для любого элемента t e D(n) \ {п} найдётся номер
j е {1,..., s} такой, что t ^ t.. Отсюда, неравенства fg(t) > у (fg(t) < у)
выполнены для любого t e D(n) \ {п} тогда и только тогда, когда они вы­
выполнены для всех коатомов ?15..., ts решётки D(n).

Таким образом, G(f ^ ?/)-признак (G(f ^ ?/)-признак) является три­
тривиальным в группе (д) тогда и только тогда, когда fg(n)^y и fg(t)>y
(fg(n)^y и fg(t)<y) для любого коатома ? решётки D(n). ?

Следствие 2. Наследственный Н-признак в группе (д) яв­
является тривиальным в том и только в том случае, когда ipH,g(n) = 1 и
Фн,дA) = ® для любого коатома t решётки D(n).

Доказательство. По утверждению 1.15 характеристическая
функция ф? наследственного iJ-признака является антимонотонной. От­
Отсюда и из определения 1.28 получаем по следствию 1 теоремы 1.8, что
iJ-признак тривиален в группе (д) тогда и только тогда, когда Фн,д(п) = 1 и
ipGg(t) = O для любого коатома t решётки D(n). ?

Следствие 3. Пусть функция f монотонна (антимонотон­
(антимонотонна) и у eY. Тогда G(f ^ у)-признак (G(f ^ у)-признак) в группе G
является квазиполным в том и только в том случае, когда для любого
элемента g с-базиса группы G и любого атома t решётки D(n), где
п = ord g, выполнены неравенства:
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Доказательство. Из определения множества G(f ^ у) (множе­
(множества G(f ^ у)) следует, что для д е Ф неравенства fg{\)> у и fg(t)^y
(fg(l)<y и fg(t)^y) равносильны соответственно отношениям: дф G(f ^.y)
H^^G(/^|/)(^G(/^?/)H^eG(/^ у)). Поэтому по утверждению 1.9
выполнение этих неравенств для любого атома t решётки D(n) равносиль­
равносильно тому, что множество Yl(G(f ^ у), д) (множество Yl(G(f ^ у), д)) есть
множество всех атомов решётки D(n).

Отсюда по утверждению 1.11,6) получаем, что при выполнении данных
неравенств для любого атома t решётки D(n) циклическая группа (д) имеет
квазиполный наследственный iJ-признак.

В силу произвольности рассмотренного неединичного элемента д G Ф
из утверждения 1.11,а) вытекает требуемое утверждение. ?

Следствие 4. Наследственный Н-признак в группе (д) яв­
является квазиполным в том и только в том случае, когда Фн,д(^) = ^ и
равенство Фн,д(*) = 1 выполнено для любого атома t решётки D(n).

Доказательство. По утверждению 1.15 характеристическая
функция ф? наследственного iJ-признака является антимонотонной. От­
Отсюда и из определения 1.28 получаем по следствию 3 теоремы 1.8, что
iJ-признак в группе (д) является квазиполным тогда и только тогда, когда
'Фн,д(^) = ® и равенство Фн,д(~к) = 1 выполнено для любого атома t решёт­
решётки' D(n). ?

ГЛАВА II
ИССЛЕДОВАНИЕ НАСЛЕДСТВЕННЫХ ПРИЗНАКОВ В ГРУППАХ ПОДСТАНОВОК

Пусть Ф(Х) — группа всех подстановок конечного множества X,
G <Ф(Х) и Н — множество подстановок из группы Ф(Х), графы которых
обладают определённым свойством, например все циклы подстановок из Н
имеют нечетные длины. Соответствующий iJ-признак назовем структурным
признаком в группе подстановок. Исследование ряда характеристик наслед­
наследственного iJ-признака в группе подстановок д, как показано в пункте 1.2.3,
можно свести к исследованию соответствующих характеристик iJ-признака
в циклических подгруппах группы д, образующих каноническое с-покрытие
группы д. Поэтому основное внимание в главе II уделено исследованию на­
наследственных iJ-признаков в циклической группе подстановок.

Метод изучения основан на установленной в теореме 1.8 связи на­
наследственных признаков с монотонными и антимонотонными функциями,
определёнными на группе подстановок Ф(Х). Выявление таких функций
для некоторых приложений представляет собой самостоятельную задачу,
для решения которой требуется, как представляется автору, определённая
исследовательская интуиция.

Далее при изучении наследственного iJ-признака в циклической груп­
группе (д), где д Е Ф(Х), считаем, что ord g = п. При изучении некоторых при­
признаков сделаны дополнительные предположения об алгебраических свойст­
свойствах множества X.

§ 2.1. Некоторые свойства цикловых структур подстановок

2.1.1. Определяющие свойства цикловых структур подстановок.
Напомним некоторые определения и утверждения, необходимые для после­
последующего изложения.
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Определение 2.1. Графом преобразования д множества X (обо­

(обозначается Г^) называется орграф с множеством вершин X и множеством
дуг (ж, д(х)), где х<еХ. О

Граф Г^ подстановки д множества X состоит из к независимых циклов
без подходов, 1 ^ к ^ |Х| ( [6, гл. XI, теорема 17]).

Определение 2.2. Если граф Г^ состоит из fc- циклов длины Z-,
г = 1,..., га, где fcl5..., кт — натуральные числа, и {Zl5..., Zm} — набор по­
попарно различных натуральных чисел, то говорят, что подстановка д имеет
цикловую структуру С(д):

С(д) = (#,...,&).
Набор (Zl5..., 1т) всех длин циклов подстановки д назовём редукцией

цикловой структуры подстановки д, набор (fcl5..., km) назовём набором
кратностей длин циклов. О

Обозначим: L(g) = (l^ ..., Zm), K(g) = (k{,..., km). В этих обозначениях
используем символическую запись: C(g) = LK.

Если из контекста ясно, какая подстановка g рассматривается, исполь­
используем краткие обозначения: L =(Z1?..., Zm), К = (k{,..., km).

Из определения 2.2 следует, что наборы L(g) и if(g) связаны соотно­
соотношениями:

Определение 2.3. Подстановкуg множества X назовём равно­
цикловой, если она состоит из циклов одинаковой длины. <С>

Цикловая структура равноцикловой подстановки g есть C(g) = (lk), где
1-к = \Х\.

Пример 2.1. Тождественная подстановка е множества X име­
имеет цикловую структуру С(е) = A|х|) и редукцию цикловой структуры
L(e) = A). Следовательно, тождественная подстановка е является равно­
равноцикловой. Цикловая структура всех других подстановок множества X от­
отличается от С(е). <С>

По теореме 18 [6, гл. XI] ord g = HOK{1^ ..., Zm}. Значит, набор L(g)
можно рассматривать как подмножество решётки D(n), где n = ord g.

Отметим некоторые связи между элементами цикловых структур раз­
различных подстановок, в частности, подстановок циклической группы.

Определение 2.4 [ 11, гл. I, § 3]. Подстановки g и д' множест­
множества X называются сопряжёнными или подобными, если найдётся подста­
подстановка h того же множества, при которой g' = h~l-g-h. <C>

Отношение подобия на множестве подстановок есть отношение экви­
эквивалентности.

Утверждение 2.1. Следующие предложения равносильны:
1)	подстановки g и д' подобны;
2)	графы Гg и Гд изоморфны;
3)С(д) = С(д').О
Пусть X' есть последовательность всех элементов цикла длины Z под­

подстановки д, где X' СХ, x^Xr, I G {Zl5..., Zm}:

Из правила возведения цикла в степень t, где t —натуральное число,
вытекают следующие факты.

Утверждение 2.2. Пусть (?, l) = d. Тогда цикл X' длины I при
возведении в степень t (в степень d) разбивается на d независимых
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циклов Y^t),..., YJ[_x(t) (на d независимых циклов Y^d),..., Y^_x(d))
длины ъ>г{1), где

^(О=(г77)	BЛ)
и множества Y!(t) и Yi'(d) состоят из элементов gj(x), gj + d(x),...
..., gj + i'd(x),..., т. е. циклы совпадают с точностью до порядка сле­
следования элементов, г =0,..., d - 1. О

Обозначим через тгДХ') разбиение множества элементов цикла X' на
блоки 3^)'(?)> • • -5 YJ[_{(t), образующиеся при возведении цикла в степень t.

Замечание. Из равенства B.1) непосредственно следует:()/
2) для любых натуральных г и t выполнено равенство urt(l) =
(*@)(@);
3)	vt(l) = vd(l) тогда и только тогда, когда (?, l) = d;
4)	тг?(X') = тг^(X') тогда и только тогда, когда (?,/) = d. О
Занумеруем все циклы подстановки g числами от 1 до к, где к = кх + ...

.. .+кт, и пусть X. есть множество элементов г-го цикла, г = 1,..., к:

где ж- — элемент г-го цикла, г- —длина г-го цикла, r.G{!i,...,lJ.
Обозначим через тг(д) разбиение множества X на блоки Х-,

г = 1,..., к, образуемые циклами подстановки д. Из утверждения 2.2 и за­
замечаний 3, 4 к этому утверждению вытекают следующие факты.

Утверждение 2.3. Пусть (t, n) = d. Тогда между множест­
множествами циклов подстановок дг и gd имеется биекция, при которой соот­
соответствующие циклы совпадают с точностью до порядка следования
элементов. Вследствие этого:

1)	С{дг) = С{дЛ) тогда и только тогда, когда {t,n) = d;
2)	число различных цикловых структур подстановок циклической

группы (д) равно \D(n)\;
3)	разбиение 7г(дг) является продолжением разбиения 7г(д) и к(дг) =

= 7r(gd) тогда и только тогда, когда (t,n) = d.<^
Замечание. В соответствии с принятыми обозначениями Nm есть

множество всех наборов из т натуральных чисел. Следовательно, множе­
множество цикловых структур (редукций цикловых структур) всех подстановок
конечных множеств может быть задано как множество С" (множество С):оо	оо

С"= Q N2m;C'= Q Nm.т = 1	т = 1
Следовательно, цикловую структуру С(д) (редукцию цикловой струк­

структуры L(g)) подстановки д можно рассматривать как функцию, определён­
определённую на группе Ф(Х), т. е. С(д): Ф(Х) -> С" (L (д): Ф(Х) -> С).

Из утверждения 2.3. следует, что имеется биекция между множест­
множеством цикловых структур подстановок циклической группы (д) и множест­
множеством делителей числа п, где 7i = ordg. Отсюда получаем, что D-диаграмма
подфункции Cg(t) функции С(д) является простой при любой подстановке
деФ(Х) (см. определения 1.26 и 1.27). О

2.1.2. Соотношения между длинами циклов подстановок цик­
циклической группы. Пусть далее д€Ф(Х), ordд = п, С(д) = LK, где
L = (/15..., 1т) и К = (fcl5..., km), и для определённости положим, что эле­
элементы набора L упорядочены: 1Х < ... < 1т.

13 МВК, вып. 14
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Заметим, что обобщённое каноническое разложение любого делителя

числа п есть произведение неотрицательных степеней тех же простых чи­
чисел, которые образуют каноническое разложение числа п (равенство A.7)).

Исследуем, как изменяются соотношения между длинами циклов под­
подстановки д при возведении её в степень.

Утверждение 2.4. Для натуральных чисел /, /', I" и t вы­
выполнено:

а)	если Г/1, то z/*(/') делит z/*(/), при этом z/*(/') = z/*(/) тогда и
только тогда, когда t кратно mpz(Z');

б)	пусть Г не делит I и п = Н0КA О> тогда иг(Г) делит z/*(/) в том
и только в том случае, когда t кратно mpn(Z), при этом иг(Г) = ъ>г{1)
тогда и только тогда, когда t кратно mpn(/)-mpn(/');

в)	если 1 = НОК(Г, /"), то 1/*A) = НОК(»*A'), »*A"));
г)	пусть I ф НОЩ', Г'), п = НОЩ', I") и w = НОЩ Г, I"), тогда

vl(I) = НОК(у1(Г), игA")) в том и только в том случае, когда число t
кратно числу mpw(l)• mpw(n).

Доказательство, а) Пусть каноническое разложение числа I естьl=rf-...-ri,	B.2)
где р15..., р8 — попарно различные простые числа и ?15..., t8 — натураль­
натуральные числа. Тогда справедливо разложение:

1' = РГ •...•#,	B-3)
где т15..., rs — целые неотрицательные числа, в силу условий удовлетворя­
удовлетворяющие неравенствам т. ^ ?., г = 1,..., s.

Любое натуральное число t можно представить в виде:

t=Py...-P°--r,	B.4)
где 015..., 6S — целые неотрицательные числа и НОД{р11 • ... • р8в, г) = 1.
Отсюда по формуле 2.1 получаем, что

В силу неравенств т. ^ ?. выполнены и неравенства

тах{т. — 0., 0} ^ max{t. — 0., 0}, г = 1,..., s,

поэтому z/^Z') делит иг{1).
Множество номеров {1,..., s} можно разбить на 2 блока {г15..., ги}

и {ii,..., ja_u] по следующему правилу: г е {г\,..., г;}, если tt > г., и г е
^ {in • • -5 Js-uh если ^ — гг- ^ез ущерба для общности можно считать, что

(ь • • •> Q = {!,..., ^}5 On • • •> л- Л = {^ +1> • • •> sl­

В этих условиях mpz(Z') = р/1 •... -^/, и по формуле B.1) получаем для
t=mVl(l'):

Отсюда по утверждению 2.2 ъ>г{1) = ъ>г{1') и при любом t, кратном
числу трД/').
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Пусть теперь число t не кратно mpz(Z'). Это равносильно тому, что
число t имеет вид B.4), где 0- < ?• для некоторого г G {1,..., z/}. Без ущерба
для общности можно считать, что вх < tx. Тогда, используя формулу B.1),
получаем, что ъ>г{1) делится на р{х~в\ где t{ — в{ > О, и игA') не делится
на р1х~вх. Значит, игA)^иг(Г) при t, не кратном числу mpz(Z').

б) Пусть каноническое разложение числа п определено равенст­
равенством A.7). Тогда для чисел I и Г справедливы разложения B.2) и B.3) со­
соответственно, где ?15..., ?s, т15..., rs — целые неотрицательные числа, свя­
связанные равенствами fc. =max{?., т.}, г = 1,..., s.

Множество номеров {1,..., s} можно разбить на 3 подмножества:

{1,..., s} = {г\,..., Q U {ju ..., ju} U {rl5..., rs_v_u}

по следующему правилу: г G {г15..., ги}, если t. < г., г G {il5..., ju}, если
t. >r. и г G{r1?..., rs_u_u}, если t. = r.. Так как Z' не делит Z, то {г\,..., г^}^
7^ 0. Без ущерба для общности можно считать, что {г15..., г^} = {1,..., z/}
и 1^,..., ju} = {i/ + l,..., z/ + ?x}. В этих условиях

При оговоренных условиях получаем по формуле B.1) для t =mpn(Z):

Отсюда следует, что при t =mpn(Z) число иг(Г) делит число ь>г{1).
Следовательно, по утверждению 2.4,а) и*(Г) делит 1у*A) и при любом t,
кратном числу mpn(Z).

Пусть теперь число t не кратно mpn(Z). Это равносильно тому, что
число t имеет вид B.4), где 0- < т. для некоторого i G {1,..., z/}. Без ущерба
для общности можно считать, что вх <т{. Тогда, используя формулу B.1),
получаем, что 1у*(Г) делится на pll~e\ где тх — вх > 0, и 1у*A) не делится
на р1х~вх. Значит, число и*(Г) не делит ъ>ь{1) при t, не кратном числу

Так как ъ>г{1') делит ъ>г{1) при t =mpn(Z), то из утверждения 2.4,а)
следует, что 1Ут(иг(Г)) = 1Ут(игA)) тогда и только тогда, когда г кратно
тр>ЧО). где q = HOK(i't(l), v*(V)).

В данных условиях q = vt{l) и

тр>*(О) = Р%\ ¦¦¦¦¦ vlTu = тр„(О­
Следовательно, равенство иг(Г) = ъ>г{1) выполнено тогда и только то­

тогда, когда число t кратно mpn(Z)-mpn(Z').
в) Пусть l' = d-a, l" = d-b, где d = (Г, I") и (а, Ь) = 1. Тогда I =

= d • а-Ъ. Отсюда при любом натуральном t число (Z, t) можно однозначно
представить в виде:

где сомножители в правой части обозначают следующие величины:

dt =(d,t),r = j-, aT = (а, г), Ът = (Ь, г),j
при этом однозначность величин ат и Ът следует из однозначности величи­
величины dt и взаимной простоты чисел а и Ь. Следовательно, по формуле B.1)
получаем: t /1 \ d а Ъ
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где (^-, у) = 1 в силу того, что (а, Ъ) = 1. В данных обозначениях

1>г(Г) = jf-, у, i/*(Z") = jf- • ^-. Учитывая, что (у • у) = 1, получаем отсюда
утверждение 2.4,в).

г) По утверждению 2.4,в) vl(п) = HOK{yl(/')> ъ>1{1")). Следовательно,
у1(l) = HOK{yx(/'), ъ>гA")) в том и только в том случае, когда уг{1) = уг{п).

Так как HOK(l, n) = w, то из утверждений 2.4,а) и 2.4,6) следует, что
равенство ъ>гA) = уг{п) выполнено в том и только в том случае, когда t
кратно числу mpw(l)-mpw(n). ?

2.1.3. Свойства доминирования в редукциях цикловых струк­
структур подстановок циклической группы. Исследуем некоторые свойства
цикловых структур и их редукций как свойства числовых наборов, отвле­
отвлекаясь от понятия подстановки.

Рассмотрим множество натуральных чисел L ={/15..., /ш}.
Определение 2.5. Число /•, где i е {1,..., га}, назовём доми­

доминирующим во множестве L (или L -доминирующим), если /. не делит
никакого другого числа из множества L.

Множество всех L -доминирующих чисел (обозначается dom L) назо­
назовём доминантой множества L. <С>

Таким образом, dom L есть подмножество всех максимальных эле­
элементов [2, гл. I, § 3] множества М по отношению делимости натураль­
натуральных чисел.

Если М — набор не обязательно различных натуральных чисел, то сим­
символом dom М* обозначим множество dom(M*), где М* — редукция набо­
набора М (см. определение 1.18).

Множество L можно рассматривать как подмножество решётки D(n)
натуральных делителей числа п, где п = HOK{1{,..., lm}. Поэтому из опре­
определения 2.5 следует, что множество dom L либо состоит из одного элемента,
либо образует антицепь в D(n).

Утверждение 2.5. а) Множество L при га > 1 является анти­
антицепью в решётке D(n) тогда и только тогда, когда L =dom L =prm L.

б) Если L —цепь в D(n), то \ dom L | = | prm L \ = 1.
Доказательство, а) Множество L является антицепью в D(n),

если любые два элемента из L попарно несравнимы. Это равносильно то­
тому, что каждое число из L является одновременно и L -доминирующим, и
L -простым.

б) Если L —цепь в D(n), то по определениям 2.5 и 1.17 соответствен­
соответственно domL ={тах{/15..., 1т}} и prmL ={min{/l5..., lm}}. D

Пусть далее domL(^) = {/l5..., ld}, где 1 ^.d ^ га. Исследуем, как изме­
изменяются порядки множеств L(g) и domL(g) при возведении подстановки g
в натуральную степень.

Множество dom L (g) является важной характеристикой подстанов­
подстановки д. Например, из определения 2.5 следует, что порядок подстановки д
вполне определяется множеством domL(g). Теорему 18 [6, гл. XI] можно
уточнить, а именно: ord g = HOK(l^ ..., ld).

Определение 2.6. Подстановку д назовём d-доминантной,
d — натуральное, если | dom L (g)\ = d,B частности, унидоминантной, если
| domL((/)| = 1.0

Если g — унидоминантная подстановка и число I доминирует в набо­
наборе L(g), то ord g = l.

Пример 2.2. Унидоминантной подстановкой является:
а)	равноцикловая подстановка g с циклами длины I, так как L(g) = {l}

(в частности, тождественная подстановка е);
б)	подстановка д, у которой редукция цикловой структуры L (д) обра­

образует цепь в решётке D(n). <C>
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Утверждение 2.6. При любом натуральном t:
а)	|L(<7*)| ^ га и набор чисел Ь(дг) содержит ровно г различных

чисел, где г ^ га, тогда и только тогда, когда редуцированный набор
чисел {^*(^),..., ^гAт)У содержит ровно г различных чисел;

б)	| dom Ь{дг)\ ^ d и подстановка gf является г-доминантной,
где г ^ d, тогда и только тогда, когда редуцированный набор чисел
{^(^),..., и*{1Л)У содержит ровно г доминирующих чисел.

Доказательство. Из равенства B.1) следует, что все различные
длины циклов подстановки gf есть все различные элементы множества чи­
сел {!/'(*,),..., «/'(О}, т.е.

Отсюда следует утверждение 2.6,а), а также следует равенство:

Вместе с тем, так как Z. ^ dom L (д) для г = d + 1,..., га, то найдётся
число j G {1,..., d} такое, что I- G domL(g) и 1г/1^ Тогда по утвержде­
утверждению 2.4,а) игA{)/игA3). Значит, либо i/*(O = »*A3-), либо игA{)/иг(^) и

Отсюда следует, что для любого из чисел ^*(/d + i),..., иг{1т) найдётся
кратное ему число в наборе {^*(/i),..., ^*(^d)}» поэтому по определению 2.5

Следовательно, при любом натуральном t:

Отсюда непосредственно следует утверждение 2.6,6). ?
Следствие. Подстановка дг является унидоминантной тогда

и только тогда, когда множество чисел {^/*(Z1),..., ^/*('^)}* содержит
единственное доминирующее число. О

2.1.4. Свойства замкнутости сверху в редукциях цикловых
структур подстановок. Рассмотрим множество натуральных чисел
L={ll,...,lm}.

Определение 2.7. Верхним замыканием множества L (обозна­
(обозначается \L~\) назовём верхнюю подполурешётку [7, гл. I, § 1] решётки D(n),
порождённую множеством L. <С>

Множество \L] состоит из всех чисел вида НОЩ^, ...,1{), где {г\,...
..., гв}С{1,..., т}, l^s^m.

Определение 2.8. Множество L назовём замкнутым сверху,
если \L 1 = L. О

Определение 2.9. Пусть 0^MCL. Подмножество М назовём
замкнутым сверху во множестве L, если \М] с L. О

Замечание. Из определения 2.9 следует, что:
1)	число Z- замкнуто сверху во множестве L, г = 1,..., га;
2)	пара чисел (Z-, Z^), где Z-, l3- E L, замкнута сверху во множестве L

тогда и только тогда, когда Н0КAц 13-)eL. <C>
Утверждение 2.7. Множество L замкнуто сверху тогда и

только тогда, когда любая пара чисел из L замкнута сверху во мно­
множестве L.
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Доказательство. Если множество L замкнуто сверху, то из опре­

определений 2.7 и 2.8 следует, что для любой пары (Z-, 1Э) чисел из L число
Н0КAц lj)^L. Следовательно, любая пара чисел из L замкнута сверху во
множестве L.

Пусть любая пара (Z-, 13) чисел из L замкнута сверху во множестве L.
Требуется доказать, что #(Ж(/., .. .Д ) ? L, где {г\,..., гв} С {1,..., га},
1 ^ s ^ га.

Для 1 ^ s ^ 2 включение HOK{lt,..., lt) G L выполнено по условию.
Предположим, что оно выполнено для s < г, где г > 2.

Любое подмножество {г15..., гг} множества {1,..., га} можно предста­
представить при г > 2 в виде объединения непустых подмножеств:

{г\, ..., гг} = {г\, ..., гг_ J U {г2, ..., %}.

Пусть /• = НОЩ^ ...,Ъ г) и /^. = HOK{li2, • • •> k)- По предположе­
предположению индукции l^ljEL. Значит, по условию НОКA{, 13) € L, при этом
НОЩц l3) = HOK{lix, ...,lt). Следовательно, HOK{lix, ...,lt)eL и множе­
множество L замкнуто сверху. ?

Определение 2.10. Подстановку g назовём L -замкнутой свер­
сверху, если замкнуто сверху множество L(g). <C>

Определение 2.11. Подстановку g назовём L-цепной, если
множество L(g) образует цепь в решётке D(n). <C>

Замечание 1. Всякая L-замкнутая сверху подстановка является
унидоминантной, так как если число НОК{1Х,..., lm) G L(g), то это зна­
значит, что множество L (g) содержит число, кратное любому числу множест­
множества L(g).

Замечание 2. Всякая цепная подстановка по утверждению 2.7
является L -замкнутой сверху, так как в цепи любая пара чисел замкну­
замкнута сверху.

Замечание 3. Если L(д) = {/15 12}, то подстановка д одновре­
одновременно является или не является унидоминантной, L -замкнутой сверху и
L -цепной. Она является таковой тогда и только тогда, когда числа 1Х и 12
сравнимы.

Пример 2.3. L -цепными подстановками являются:
а)	равноцикловые подстановки — в силу замечания 1 к определе­

определению 2.9;

б)	инволюции;
в)	подстановки д, у которых множество L (д) имеет вид {1, I}, где I > 1.
L -замкнутой сверху, но не L -цепной подстановкой является, например,

подстановка д, у которой множество L (д) имеет вид:

i (^) = {1, / - 1, /, (/ - 1) - /}, где / > 2.

Унидоминантной, но не L -замкнутой сверху подстановкой является,
например, подстановка д, у которой множество L (д) имеет вид:

{1, г - 1, /, (Z - 1) - /2}, где / > 2.0

2.1.5. Свойства характеристик цикловых структур подстано­
подстановок. Обозначим через F(O(X), Y) класс функций, определённых на группе
подстановок Ф(Х) и принимающих значения во множестве Y, где Y —
линейно или частично упорядоченное множество. Среди функций / из

(O(), Y) выделим классы функций, обладающих свойствами:
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а)	если С(д) = С(д>) для д, д'еФ(Х), то /(<?) =()
б)	если L(g) = L(g') для д, д'еФ(Х), то f(g) = f(g').
Определение 2.12. Функции со свойством а) назовём харак­

характеристиками цикловых структур, и функции со свойством б) назовём
характеристиками редукций цикловых структур. <С>

Такие функции определены, по существу, в случае а) — на множест­
множестве С" цикловых структур подстановок и в случае б) — на множестве С
редукций цикловых структур подстановок. Поэтому характеристики цик­
цикловых структур и характеристики редукций цикловых структур могут быть
представлены соответственно в виде: f(g) = ip(C(g)) и f(g) = (p(L(g)).

Цикловая структура С(д) всякой подстановки д задаётся парой набо­
наборов (L, К) е С", а редукция цикловой структуры L(g) преобразования д
задаётся набором L е С". В связи с этим для обозначения характеристик
цикловых структур и характеристик редукций цикловых структур исполь­
используем и соответственно символы ф(Ь, К) и tp(L).

Функцию ip(L) можно рассматривать как характеристику цикловых
структур, зависящую несущественно от элементов набора К. Следователь­
Следовательно, всякое утверждение, верное для некоторого класса характеристик цик­
цикловых структур, выполнено и для соответствующего класса характеристик
редукций цикловых структур.

Пример 2.4. Функция 7г(д) из F(<&(X), Y), определённая в п. 2.1.1
(в этом случае Y есть множество разбиений множества X), не является
характеристикой цикловых структур, так как её значения зависят от состава
циклов подстановки д. <С>

Пример 2.5. Пусть t — натуральное, д е Ф(-^). Зададим функцию
ft(g) из ,Р(Ф(Х), Y), где F = {0, 1,..., \Х\}, как число элементов множест­
множества X, удовлетворяющих равенству д*(х) = х. Несложно определить, что

Значение функции ft(g) однозначно определяется числом t и элемен­
элементами наборов L,K. Следовательно, функция ft(g) есть характеристика цик­
цикловых структур. <С>

Пример 2.6. Функция / из F(O(X), N), определённая равен­
равенством f(g) = ord g, является характеристикой редукций цикловых струк­
структур, её соответствующее задание через элементы набора L имеет вид:{})	{lm}

В примере 1.5 показана нормальность этой функции. <С>
Для подстановки д^Ф(Х) через ipg(t) (через <pg(t)) обозначим ^-под­

^-подфункцию функции ф(Ь, К) (функции (p(L)). Такое обозначение корректно,
так как в силу утверждения 2.3 цикловая структура элемента д1 цикличе­
циклической группы (д) вполне определена цикловой структурой преобразования д
и показателем t.

Как и любая функция, заданная на группе подстановок д, характери­
характеристика цикловых структур ф(Ь,К) однозначно задаётся семейством сво­
своих ^-подфункций, если д пробегает все элементы некоторой системы R
с-образующих группы д (см. определение 1.9). Поэтому свойства функции
ф(Ь,К) можно изучать с помощью изучения свойств указанных ^-под­
^-подфункций.

Утверждение 2.8. Пусть ф(Ь, К) есть характеристика цик­
цикловых структур. Тогда:

а) для любой подстановки д^Ф(Х) D-диаграмма д-подфунк­
ции ^g(t) функции ф(Ь,К) является простой;
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б) функция ф(Ь, К) монотонна (антимонотонна) тогда и только

тогда, когда для любой подстановки g еФ(Х) и любого тed

в) функция ф(Ь,К), принимающая натуральные значения, нор­
нормальна (антинормалъна, р-нормальна, р-антинормальна) тогда и
только тогда, когда для любой подстановки g G Ф(Х) и любого
re D(ordg):

Ф A)	Ф (г)	ф A)	ф (т)lAl G N( 9 g N 9 G N[p] 9 G N[p])

Доказательство, а) Утверждение вытекает непосредственно из
замечания к утверждению 2.3.

Необходимость утверждений б), в) вытекает из замечания 1) к опреде­
определению 1.25 и соответственно следствий а), б) утверждения 1.14.

В силу имеющейся аналогии докажем достаточность лишь для утверж­
утверждения б).

Пусть д€Ф(Х) и ordg = n. По утверждению 1.13,а) для доказательства
монотонности (антимонотонности) функции г1>д(г) достаточно показать, что
если (t, п) делит (г, п) для t, reNn, то Фд(г)^фд(г) (Фд^)^фд(т)).

Из утверждения 2.8,а) следует, что для подстановки д при любых г, t e
G Nn выполнено:

где a=(t, n) и Ъ = (т, п).
Если (?, п) делит (г, п), то Ъ = а-г, где г G D(n), так как b€ D(n) и r/b.

В этих обозначениях для подстановки h = ga верны равенства:

По условию фн(\)^фн(г) (фн(\)^фн(г)) при reD(n). Значит,

Следовательно, i/>g(t) ^ фд(т) (^g(t) ^фд(т)), т. е. функция i/>g(t) мо­
монотонна (антимонотонна). ?

Следствие (критерий наследственности iJ-признака). Если груп­
группа подстановок G имеет Н-признак и характеристическая функция
Н-признака ф? есть характеристика цикловых структур, то Н-при­
Н-признак является наследственным тогда и только тогда, когда для любо­
любого g€ GnH и любого т е D(n) выполнено дт ? Gf\H.

Доказательство. По утверждению 1.15 iJ-признак в группе G
является наследственным тогда и только тогда, когда функция ф? анти­
антимонотонна. В силу того, что функция ф? есть характеристика цикловых
структур, из утверждения 2.8,6) получаем, что iJ-признак является наслед­
наследственным тогда и только тогда, когда для любой подстановки д е G и любого
г g D(n) выполнено неравенство ф?дA) ^ Фн,д(т)> гДе Фн,д(^) есть #~П°Д~
функция характеристической функции ф§.

Вместе с тем, из определения 1.28 следует, что неравенство ф?дA) ^
^ Фн,д(.т) равносильно тому, что из включения д€ Gf\H следует включение
дтеЪпН, где reD(n).

Следовательно, критерий наследственности iJ-признака доказан. ?
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§ 2.2. Исследование в группах подстановок
наследственных признаков, определяемых

свойствами редукций цикловых структур подстановок

Пусть д?Ф(Х) и редукция цикловой структуры L(g) = (l{,..., lm). Обо­
Обозначим для г, j, ге{1,..., ш}: п(г, j) = HOK(li, I.), га (г, j, г) = Н0Щ^ lp lr).

2.2.1. Наследственные признаки, определяемые количеством
длин циклов подстановок. На группе подстановок Ф(Х) определим
функцию /л(д), принимающую натуральные значения: ii{g) — число раз­
различных длин циклов в цикловой структуре С(д) подстановки д порядка га.
Таким образом, если L(g) = (l{,..., lm), то ii(g) = m.

Обозначим через Ф(/х ^ г), где г — натуральное, множество подста­
подстановок д из группы Ф(Х), для которых ii{g) ^ г. Заметим, что Ф(/х ^ 1)
есть множество равноцикловых подстановок группы Ф(Х), соответствую­
соответствующий признак назовём признаком равноцикловости.

Определим для подстановки д множество EL делителей числа га:

Еь = {трп(^.)(О • mpn(. „(I.), i, j е {1,..., га}, г < j}*.

Теорема 2.1. а) Любая группа подстановок G имеет наслед­
наследственный Ф(/х ^ г)-признак, г —натуральное, и для любой подстановки
деФ(Х)

П(Ф(а* < г), д) = prm{t G D(n): |{i/'(U, • •., "'(UYI < »"}.

б)	Если /ji(g) = га, то

П(Ф(/х < га - 1), ^) = prm EL.

в)	Любая циклическая группа (д) подстановок имеет групповой
признак равноцикловости и

Доказательство, а) По утверждению 2.2 при возведении подста­
подстановки д в степень t, где t — натуральное, цикл длины I подстановки д либо
преобразуется в цикл длины I, если (Z, t) = 1, либо разлагается на (Z, t) цик­
циклов одинаковой длины г^гA{) (см. формулу B.1)). Отсюда получаем, что для
^-подфункции ng{t) функции ii(g) выполнено: iig(t)^iig(\), где

M0 = IWi),---^'(Uri-	B-5)
Так как функция ii{g) является характеристикой редукций цикловых

структур, то по утверждению 2.8,6) из неравенства fig(t) ^ fig(l) следу­
следует, что функция fig(t) монотонна. В силу произвольности рассмотренной
подстановки д из замечания 1 к определению 1.25 следует, что монотон­
монотонной является и функция ц(д). Отсюда по теореме 1.8,а) получаем, что
Ф(/х ^ г)-признак является наследственным.

Из равенства B.5) следует, что подстановка д* ?Ф(/х ^ г) тогда и только
тогда, когда |{^*(/i),..., ^ {1т)У\ ^ г- Отсюда по теореме 1.5,в) получаем
выражение для множества П(Ф(// ^ г), д).

б) Если /1(д) = га, то подстановка д* G Ф(// ^ га — 1) тогда и только
тогда, когда игA{) = игA3) для некоторой пары различных номеров г, j G
G {1,..., га}. По утверждению 2.4,6) это условие равносильно тому, что t
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кратно хотя бы одному из чисел множества EL. Отсюда по теореме 1.5,6)
получаем выражение для множества П(Ф(/х ^ га — 1), д).

в) Если L(g) = (Zl5..., lm), то подстановка дг G Ф(/х ^ 1) тогда и
только тогда, когда г/*A{) = г/*Aз.) для любой пары различных номеров
h 3 ? О> • • -5 т}- По утверждению 2.4,6) это условие равносильно тому,
что ? кратно каждому из чисел множества EL, т. е. t кратно HOK{t G EL}.
Отсюда по теореме 1.5,6) получаем, что множество П(Ф(/х ^ 1), #) состо­
состоит из единственного числа, равного HOK{t e EL}. Значит, по следствию 1
теоремы 1.5 это число и есть рок^Ф(/х ^ 1), и по следствию 2 теоремы 1.5
Ф(/х ^ 1)-признак является групповым. ?

Проиллюстрируем на примере некоторые свойства этих признаков.
Пример 2.7. Рассмотрим Ф(/х ^ 1)-признак в циклической груп­

группе (д) в случае L =A, п), где п — натуральное число, отличное от 1.
Так как функция iig{t) монотонна, то:
1)	по следствию 1 теоремы 1.8 Ф(/х ^ 1)-признак в циклической груп­

группе (д) является тривиальным в том и только в том случае, когда иг(п) > 1
для любого коатома t решётки D(n); это условие выполнено при любом
натуральном п > 1;

2)	по следствию 3 теоремы 1.8 Ф(/х ^ 1)-признак в циклической груп­
группе (д) является квазиполным в том и только в том случае, когда 1У*(п) = 1
для любого атома t решётки D(n); это условие выполнено только при прос­
простых числах п. <С>

2.2.2. Наследственные признаки, связанные с доминирова­
доминированием чисел в редукции цикловой структуры подстановок. Пусть
domL(^) = {Zl5..., ld}. Рассмотрим | domL(g)| как функцию, определённую
на группе Ф(Х). Через dg(t), где t GiVn, обозначим ^-подфункцию функции
| domL(#)|, т. е. dg(t) = \ dom L(g*)\. Из определений 2.5 и 2.6 следует, что
функция |domL(g)| является характеристикой редукций цикловых струк­
структур подстановок.

Обозначим через Ф^от ^ г), где г — натуральное, множество подста­
подстановок д из группы Ф(Х), для которых | dom L (д)\ ^ г.

Теорема 2.2. Любая группа подстановок G имеет наследст­
наследственный Ф(Aот^ г)-признак, г —натуральное, при этом

П(Ф^от ^ г), g) = prm{t e D(n): \ dom{v'(Z1),..., v*(ld)Y\ ^ r}.

Доказательство. Из утверждения 2.6,6) следует, что для ^-под­
^-подфункции dg(t) функции |domL(g)| при любом натуральном t выполнено:
d,(*Kd,(l), где

dg(t) = \dom{v*(ll),...,v*(ld)Y\.	B.6)
Так как функция |domL(^)| является характеристикой цикловых

структур, то по утверждению 2.8,6) из неравенства dg(t) ^ dg{\) следует,
что функция dg(t) монотонна. В силу произвольности рассмотренной под­
подстановки д монотонной является и функция | domL(g)|. Отсюда по теоре­
теореме 1.8,а) получаем, что любая группа подстановок G имеет наследственный
Ф^от ^ г)-признак.

Из равенства B.6) следует, что подстановка дг G Ф(dom ^ г) тогда и
только тогда, когда | domjv^Zj),..., vt{ld)Y\ ^ г. Отсюда по теореме 1.5,в)
получаем требуемое равенство для множества П(Ф^от^ г), д). П

Множество всех унидоминантных подстановок множества X обозна­
обозначим U(X) или кратко U.
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Следствие 1. Всякая группа G подстановок множества X
имеет наследственный U -признак.

Доказательство. По теореме 2.2 группа G имеет наследствен­
наследственный G(dom ^ 1)-признак, где в соответствии с принятыми обозначениями
G(d 1) — множество всех унидоминантных подстановок группы G, т. е.

G nU. ?
Следствие 2. Ф(йот ^ г)-признак в циклической груп­

группе (д) является тривиальным (квазиполным) в том и только
в том случае, когда | dom{v*(Z1),..., v*(Zd)}*| > r (|domL(#)|>r и
| domjV^),..., угAа)}*\ ^ г ) для любого коатома (атома) t решётки
D(n), r = 1,2,...

Доказательство. Так как функция dg(t) монотонна и dg(n) =
= de(l)=l (см. пример 2.2,а), то по следствию 1 теоремы 1.8 O(dom^r)-npn­
знак в циклической группе (д) является тривиальным в том и только в том
случае, когда | dom L (д*)\ > г для любого коатома t решётки D(n). Отсюда
по утверждению 2.6,6) получаем требуемое утверждение.

Критерий квазиполноты <5(dom ^ г)-признака доказывается аналогично
с использованием следствия 3 теоремы 1.8. ?

Определим множество WL делителей числа п:

WL = {трп(и)(О, трп(и)(/,.): г, j е {1,..., d}, i ф j}\

Следствие 3. Пусть | dom L (д)\ = d > 1 и каноническое разло­
разложение числа п определено равенством A.7). Тогда

n(O(dom ^ d - 1), g) = prm WL.

Вследствие этого <J>(dom ^ d - I)-признак в циклической группе (д)
является квазиполным в том и только в том случае, когда

VrmWL={Pl,...,ps}.

Доказательство. Множество dom L (g) образует антицепь поряд­
порядка d, где d > 1. Поэтому dom L (gf) содержит не более d — 1 доминирующих
чисел в том и только в том случае, когда у*A{) делит уг{^) для некоторых
h J ^ {1? • • -5 d}, где г ф j. По утверждению 2.4,6) это условие равносиль­
равносильно тому, что t кратно хотя бы одному из чисел множества WL. Отсюда
по теореме 1.5,6) получаем равенство для множества n(<J>(dom ^ d - 1), g).
Из этого равенства по утверждению 1.11,6) следует критерий квазиполноты
<5(dom ^ d — 1)-признака в циклической группе (д). П

2.2.3. Свойства наследственного {/-признака в группах под­
подстановок. Рассмотрим циклическую группу (д) подстановок множест­
множества X, и опишем наследственное множество (д) П U. В соответствии с ра­
равенством A.6) для этого достаточно определить множество (Ц (^-порого­
(^-пороговых чисел.

Установим связь между цикловой структурой преобразования д и мно­
множеством (Ц #)-пороговых чисел.

Теорема 2.3. Пусть dom L(g) = {lx,..., ld}, где d > 1, и канониче­
каноническое разложение числа п определено равенством A.7). Тогда

Доказательство. По следствию утверждения 2.6 подстановка gf
является унидоминантной тогда и только тогда, когда редуцированный на­
набор чисел jV^),..., v^lj)}* содержит единственное доминирующее число.
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Это выполнено тогда и только тогда, когда при некотором г е {1,..., d} чи­
число уг{1г) кратно каждому из чисел г;*^),..., у*Aа).

По условию d > 1, поэтому по утверждению 2.5,а) множество {/15...
..., ld} образует антицепь в решётке D(n). Отсюда по утверждению 2.4,6)
следует, что г;*(/.) кратно угA3-), где г, j G {1,..., d} и г Ф j, в том и только
в том случае, когда t кратно mpn(. ^(/.), где п(г, j) = НОКA{, 13). Значит,
г^(/-) кратно каждому из чисел угAх),.. .,угAа)в том и только в том случае,
когда t кратно числу щ, где для г = 1,..., d

и, = HOK(mpn(iii)(l{): je{l,...,d}\{»}).
Докажем, что ui совпадает с произведением всех тех примарных дели­

делителей числа п, которые не делят Z-, т. е. щ = mpn(Z.).
Пусть разложения доминирующих чисел множества L (д) имеют вид:

где fc-l5..., kis — целые неотрицательные числа, связанные соотношениями
к3.=тах{к1з.,..., kdj}, z = l,...,d, j = l,...,s.

В силу замечания к определению 1.21 ujn, поэтому справедливо раз­
разложение:

Щ=р1п ' --'Plis,
где г-15..., ris — целые неотрицательные числа, не превышающие соответ­
соответственно чисел fcl5..., ks, г = 1,..., d.

Из определения 1.20 следует, что равенство и{ =mpn(/.) выполнено, ес­
если совпадают все соответственные примарные делители чисел ui и mpn(Z.).
Без ущерба для общности рассмотрим один из примарных делителей чис­
числа и{, например, p[il.

Из определения числа щ следует, что pla есть наибольший из при­
примарных делителей чисел mpn(. ^(/.), где yG{l,...,d}\{z}, являющихся
степенями числа р{. Значит, p[il совпадает с наибольшим из примарных
делителей p{jl (чисел I- соответственно) таких, что p{jl не делит Z-, где
j е {1,..., d}\{i}. Следовательно, кп < тп = к{,т. е. р?1 есть примарный де­
делитель числа п, который не делит Z-. Отсюда следует по определению 1.21,
что р{п есть примарный делитель числа mpn(Z.).

Таким образом, подстановка дг является унидоминантной тогда и толь­
только тогда, когда t кратно одному из чисел mpn(Z.), г = 1,..., d. Отсюда,
применяя теорему 1.5,6), получаем выражение для множества ЩЦ д). ?

Следствие 1. Нетривиальная группа подстановок G имеет
нетривиальный наследственный U -признак, который не является груп­
групповым, если хотя бы один из элементов с-базиса группы G не является
унидоминантной подстановкой.

Вследствие этого множество U -тривиальности группы подстано­
подстановок G тривиально.

Доказательство. Так как ord G > 1, то в группе G имеется под­
подстановка д, порядок которой больше 1.

Если д g U, то в силу наследственности [/-признака (д) С U. Значит, в
этом случае [/-признак в группе подстановок G нетривиален.

Если |П(Ц#)| > 1, то по следствию 2 теоремы 1.5 наследственный
[/-признак в циклической подгруппе (д) не является групповым и, следова­
следовательно, нетривиален как в группе (д), так и в группе G.

Докажем, что |П(Ц #)| > 1, если g^U или, что равносильно, если d > 1.
Пусть и{ е П(Ц#) при некотором г е {1,..., d}, где и{ =mpn(Z.). Для

данного номера г найдётся номер j е {1,..., s} такой, что ktj < k.. Дейст­
Действительно, если выполнена система равенств кц = к., j = 1,..., s, то Z- = п
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и, следовательно, число Z- доминирует во множестве dom L (д), что невоз­
невозможно, так как по утверждению 2.5,а) множество dom L (д) при d > 1 есть
антицепь в решётке D(n). Значит, к{- < к., и по определению 1.21 получаем,
что число иг делится на число pf.

С другой стороны, так как п = НОЩХ,..., ld), то для указанного j
имеется некоторое г е {1,..., d} такое, что krj = к.. Отсюда следует, что
г ф г, при этом итфиг, так как число ит не делится на число pf. Если
иг еЩЦд), то неравенство |П(Ц#)| > 1 выполнено.

Если иг ф ЩЦ д), то по теореме 2.3 иг ф prmj^,..., ud}*. Значит, сре­
среди чисел множества {щ,..., ud} найдётся число uq, простое во множестве
{щ,..., ud} и такое, что #е{1,..., d}\{r} и uq/ur. Следовательно, число uq
не делится на число pf. Значит, uq^ui и верны включения ut,uq?ЩЦд),
т. е. в любом случае |П(Ц #)| > 1.

Так как [/-признак в циклической подгруппе (д) не является группо­
групповым, он не является групповым и в группе G.

Рассмотрим множество [/-тривиальности группы G. Если множест­
множество G}j нетривиально, то найдётся нетождественная подстановка д G G такая,
что (g)r\U = {е}. Значит, нетривиальная группа (д) имеет тривиальный на­
наследственный [/-признак, что противоречит доказанному выше. ?

Оценим некоторые характеристики наследственного [/-признака в
группах подстановок.

Следствие 2. Пусть&от L(g) = {lx,..., ld}, где d > 1. Тогда

роЦ, U = min{mpn(Z1),..., mpn(Zd)},
МЫ nU)^d.

Доказательство. По следствию 1 теоремы 1.5 pok^ U совпада­
совпадает с наименьшим числом из множества ЩЦд). В то же время, по теоре­
теореме 2.3 ЩЦ д) = ргт{и1,..., udy, где щ=трпA{), г = 1,..., d. Из определе­
определений 1.17 и 1.18 следует, что наименьшие числа множеств prmji^,..., ud}*
и {щ,..., ud} совпадают.

По теореме 1.5,г) hc((g) nU) = \ЩЦ д)\, при этом из теоремы 2.2 сле­
следует, что |П(Ц#)|^с?. ?

Следствие 3. Пусть dom L(g) = {ll,..., ld}, где d > 1, и канониче­
каноническое разложение числа п определено равенством A.7). Тогда U -признак
в циклической группе (д) является квазиполным тогда и только тогда,
когда число п свободно от квадратов, s = d и dom L (g) есть множество
всех коатомов решётки D(n).

Доказательство. Предположим, что циклическая группа (д)
имеет квазиполный [/-признак. Тогда по утверждению 1.11,6) множество
ЩЦ д) совпадает с множеством всех атомов решётки D(n), значит, по тео­
теореме 2.3:

prm{mpn(Z1),..., mpn(Zd)}* = {д,..., ps}.

С другой стороны, по определению 1.21 каждое число вида mpn(/.) есть
примарный делитель числа п или произведение нескольких примарных де­
делителей числа п. Значит, {р{,..., ps} есть множество примарных делителей
числа п, т. е. число п свободно от квадратов.

Без ущерба для общности можно считать, что m\)n{li) = pi, тогда lt = —,
Pi

г = 1,..., s. Отсюда следует, что антицепь domL(g) решётки D(n) исчер­
исчерпывается числами Zl5..., ls, так как {Zl5..., ls} есть насыщенная антицепь,
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состоящая из всех коатомов решётки D(n). Действительно, при добавлении
к множеству {Zl5..., ls} любого делителя t числа п образуется множество,
не являющееся антицепью, так как число t сравнимо хотя бы с одним из
коатомов решётки D(n). Следовательно, s = d.

Докажем в обратную сторону. Пусть п = р{ •... -р8 и dom L (д) = ( — ,...

..., —). Тогда по теореме 2.3
Ps

ЩЦд) = prm{mpn(Z1),..., mpn(/s)}* = {й,..., Рв}.

Отсюда по утверждению 1.11,6) циклическая группа (д) имеет квази­
квазиполный [/-признак. П

Замечание. Для группы подстановок G, порождённой системой
образующих 5, где S = {sl5..., sp}, можно оценить величину pok5 U с ис­
использованием неравенства следствия 4 теоремы 1.5:

рок5 U ^ гшп{П(Ц sx) U ... U ЩЦ зр)}.

Пример 2.8. Определим характеристики [/-признака в циклической
группе, порождаемой подстановкой д степени 84 с цикловой структурой
C(g) = (V, б, 15,21,35).

1)	Характеристики цикловой структуры этой подстановки есть набор

L =A, 6, 15, 21, 35), dom L =F, 15, 21, 35), ord д = Н0Щ, 15, 21, 35) = 210.

2)	Используя канонические разложения чисел 210 = 2-3-5-7, 6 = 2-3,
15 = 3-5, 21=3-7, 35 = 5-7, получаем по теореме 2.3:

ЩЦд) = prm {mp210F), mp210A5), mp210B1), mp210C5)}* =
prm{35, 14, 10, 6} = {35, 14, 10, 6}.

Следовательно, каноническое с-покрытие множества (g)r\U имеет вид:

3)	с-ширина множества (д) П U равна 4.
4)	рокг U = min{35, 14, 10, 6} = 6.
Укажем, используя теорему 1.7, распределение JJ-признака по собст­

собственным подгруппам группы (д), не являющимся подмножествами множест­
множества (д) П U:

nU = (g30) U

2.2.4. Наследственные признаки в группах подстановок, свя­
связанные с замкнутостью сверху элементов редукций цикловых
структур. Обозначим:

1) для подстановки д из Ф(Х) через opnL2(#) (или кратко opnL2) —
множество всех пар чисел множества L(g), не являющихся замкнутыми
сверху в L(g);
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2)	для натурального г через Ф(орп ^ г) — множество подстановок д из
группы Ф(Х), для которых | opn L2(g)\ ^ г;

3)	через С(Х) (кратко С) множество всех L-замкнутых сверху под­
подстановок из группы Ф(Х);

4)	через ф? — характеристическую функцию С-признака в группе под­
подстановок G.

Из утверждения 2.7 следует, что подстановка д G С тогда и только
тогда, когда opn L2 = 0. Исследуем свойства Ф(орп ^ г)-признаков и С-при­
знака в группах подстановок.

Пусть д^С. Поставим в соответствие каждой паре чисел (Z-, 13) из
множества opn L2 набор чисел Т^ и множеству opn L2 в целом — множе­
множество TL, где TL —декартово произведение множеств, связанных с набора­
наборами TLij:

TLij = {трп(и)(О, mpn{itj)(l3.), mpn(ijr)(lr) • mpn(. .r)(n(i, j))}%
r

TL=	Ц	prm TL*.
opn

Рассмотрим I opnL2| как функцию, определённую на группе Ф(Х). Че­
Через og(t), где t g Nn, обозначим ^-подфункцию функции |opnL2(g)|, т. е.

Теорема 2.4. Любая группа подстановок G имеет на­
наследственный Ф(орп ^ г)-признак, г — натуральное, при этом если

= r + 1, то

П(Ф(орп<г),(/) = рпп{	U

Доказательство. Из утверждения 2.4,в) следует, что для ^-под­
^-подфункции og(t) функции |opnL2(^)| при любом натуральном t выполнено:
og(t) ^од(\). Так как функция |opnL2(g)| является характеристикой ре­
редукций цикловых структур подстановок, то по утверждению 2.8,6) из нера­
неравенства og(t) ^ о^A) следует, что функция og(t) монотонна. В силу произ­
произвольности рассмотренной подстановки д монотонной является и функция
|opnL2|. Отсюда по теореме 1.8,а) получаем, что любая группа подстано­
подстановок G имеет наследственный Ф(орп^ г)-признак.

Пусть | opn L2{g)\ = r+\, тогда подстановка дг еФ(орп^г) в том и толь­
только в том случае, когда хотя бы для одной из пар чисел (Z-, l3) G opnL2(g)
соответствующая пара чисел (угA{)^уг(^)) замкнута сверху во множест­
множестве Ь{дг). Иначе говоря, либо числа у*A{) и уг{^) сравнимы, либо во множе­
множестве L(g) имеется число 1Г такое, что v*(lr) = H0K(vf(Z-), угA3)). По утвер­
утверждениям 2.4,6) и 2.4,г) это условие равносильно тому, что число t кратно
одному из чисел множества	(J	Т[К Отсюда, применяя теоре­

(hj): (I, lj)? opn ЬЦд)
му 1.5,6), получаем выражение для множества П(Ф(орп^ г), д). ?

Теорема 2.5. Нетривиальная группа подстановок G имеет
нетривиальный наследственный С-признак, при этом:

1) еслиЬ(д) = {11, 12} и д^С, то
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2) если L(g) = {lx,..., lm}, где т>2, и д^С, то

П(С, д) = ргт{НОК{^ t2,...}: (tx, t2,...) е

Доказательство. Цикловая структура подстановки g однознач­
однозначно определяет наличие или отсутствие у подстановки д свойства L -замк­
-замкнутости сверху, поэтому функция ф? является характеристикой цикловых
структур подстановок группы Ф(Х). Отсюда по следствию утверждения 2.8
С-признак является наследственным в группе G тогда и только тогда, когда
для любого gt GdC и любого t tD(ordg) выполнено включение gf G GC\C.

Из утверждения 2.4,в) следует, что если пара чисел (/., 13) набора L(g)
замкнута сверху в наборе L(g), то при любом натуральном t пара чисел
(у*A{),у*A3)) набора Ь(д*) также замкнута сверху в наборе Ь(д*). Сле­
Следовательно, если L -замкнута сверху подстановка д, то и подстановка дг
также L -замкнута сверху. Отсюда С-признак в группе G является наслед­
наследственным.

Пусть д ^ С, тогда множество L(g) состоит из двух или более чисел.
Определим множество П(С, д) и покажем нетривиальность С-признака.

Пусть L(g) = {l{, 12}, тогда числа 1Х и 12 несравнимы, если д^С.В этом
случае L -замкнутость сверху подстановки д* в силу утверждения 2.7 рав­
равносильна сравнимости чисел г^^) и у*A2).

Из утверждения 2.4,6) следует, что числа г;*^) и уг{12) сравнимы тогда
и только тогда, когда t кратно либо mpn(Z1), либо mpn(Z2). При этом чис­
числа mpn(Z1) и mpn(Z2) несравнимы, так как они взаимно просты и отличны
от 1 в силу несравнимости чисел 1Х и 12. Отсюда, применяя теорему 1.5,6),
получаем выражение для множества П(С, д) в первом случае.

Пусть L (д) = {/15..., 1т}, где т > 2, и д ? С. Тогда по утверждению 2.7
2^0. Для любой пары (Z-, 1э) е opn L2 числа Z- и \. несравнимы и

3

Из замечания 2 к определению 2.9 следует, что пара чисел
(?;*(/.), уг(^)) набора Ь(дг) замкнута сверху в наборе Ь(дг) тогда и только
тогда, когда либо числа у*A{) и у*A3) сравнимы, либо они несравнимы и
при некотором г е{1, ..., ш}\{г, j} выполнено равенство:

Отсюда и из утверждений 2.4,6) и 2.4,г) получаем, что пара чисел
(у*A{), у*A3)) набора Ь(дг) замкнута сверху в наборе Ь(дг) тогда и только
тогда, когда число t кратно одному из чисел множества Т[К В силу опре­
определений 1.17 и 1.18 это равносильно тому, что t кратно одному из чисел
множества prm Tjj.

Из утверждения 2.7 следует, что подстановка дг G С тогда и только
тогда, когда для любой пары AО13) G opnL2 соответствующая пара чисел
(г;*(/.), у*A3)) множества Ь{дг) замкнута сверху во множестве Ь{дг). Сле­
Следовательно, подстановка дг G С тогда и только тогда, когда число t кратно
одному из чисел набора {HOK{t{, t2,...}: (tl5 t2, ...)eTl}.

Применяя теперь теорему 1.5,6), получаем требуемое равенство для
множества П(С, д) во втором случае.

Покажем нетривиальность С-признака в нетривиальной группе G. Так
как ord G > 1, то в группе G имеется подстановка д, порядок которой
больше 1.
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Если д G С, то в силу наследственности С-признака (д) С С. Значит, в
этом случае С-признак в группе подстановок G нетривиален.

Пусть дф С и L(g) = {ll, Z2}, тогда числа mpn(Z1) и mpn(Z2), составляю­
составляющие множество П(С, д), суть взаимно простые делители числа п, отличные
от 1. Значит, П(С, д)ф{п}, и по следствию 2 теоремы 1.5 наследственный
С-признак в группе (д) нетривиален.

Пусть д^С и L(g) = {Zl5..., Zm}, где m > 2. Заметим, что числа
тРп(г^)(^) и mPn(ij)(^-) СУТЬ отличные от 1 взаимно простые делители чи­
числа п при любой паре (г, j) такой, что (Z-, 13) G opnL2. Значит, хотя бы
одно из этих чисел не делится на р, где р — произвольный простой дели­
делитель числа п. Следовательно, хотя бы одно из чисел множества prm Т?
не делится на р. Поэтому найдётся набор чисел (?15 ?2,...) G TL такой, что
HOK{t{, t2,...} не делится на р. Значит, множество П(С, д) содержит чи­
число, которое не делится на р. Отсюда по следствию 2 теоремы 1.5 наслед­
наследственный С-признак в группе (д) нетривиален.

Таким образом, любая нетривиальная циклическая группа подстановок,
а значит, и нетривиальная группа G имеет нетривиальный наследственный
С-признак. ?

Следствие. Пусть д ф С(Х) и L(g) = {Zl5..., Zm}, где т > 2 и
каноническое разложение числа п определено равенством A.7).

Тогда С-признак в циклической группе (д) является квазиполным в
том и только в том случае, когда s ^ m и для любой пары (г, j) такой,
чтоA^ Z^eopnZ,2, выполнено включение {рх,.. .,ps}Q T[j.

Доказательство. Пусть циклическая группа (д) имеет квазипол­
квазиполный С-признак. Тогда по утверждению 1.11,6) и теореме 2.4 имеем:

ргт{НОК{гг, t2,...}: (t19 t2, ...)eTL}* = {д,..., Рв}.

Отсюда и из определений 1.17 и 1.18 следует, что

{ft, • • •> Ps} Я {HOK{tt, t2,...}: («„ t2, ...)eTL}.

Следовательно, если множества чисел Т^ не содержат 1 при любой
паре (г, j) такой, что (Z-, l3) G opn L2, то данное включение равносильно
тому, что {р{,..., ps}^ Tlj при любой паре (г, j) такой, что (Z-, Z^^Gopn L2.

Докажем, что множества чисел Т? не содержат 1 при указанных па­
парах (г, j). Для любой пары (г, j) такой, что (Z-, lj) G opn L2, числа Z- и I­
несравнимы, поэтому mpn(i ^A{) > 1 и mpn(-i)(Zi) > 1. Кроме того, если
(Z-, Ij) e opn L2, то 1Г ф п(г, j) для любого г е {1,..., m} \ {г, j}, поэтому
mPn(i,j,r)(K)'mPn(i,j,r)(n(hj))> !• Значит, множество TLij состоит из дели­
делителей числа п, отличных от 1.

Так как | Т^ \ = тп, то отсюда следует, что s ^ т. П
Замечание. Если д ? С(Х) и L(g) = {Zl5 Z2}, то в силу замеча­

замечания 3 к определению 2.11 условия квазиполноты С-признака в циклической
группе (д) совпадают с условиями квазиполноты [/-признака в циклической
группе (д).

Пример 2.9. Определим характеристики С-признака в цикличе­
циклической группе, порождаемой подстановкой д степени 84, у которой редукция
цикловой есть набор чисел L =A, 6, 15, 21, 35).

Каноническое разложение числа ordg следующее: 210 = 2-3-5-7. Мно­
Множество opnL2 всех пар чисел набора L(g), не являющихся замкнутыми

14 МВК, вып. 14
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сверху в наборе L(g), имеет вид:

opn L2 = {F, 15), F, 21), F, 35), A5, 21), A5, 35), B1, 35)}.

Вычисления дают следующие результаты:

Г/'15 = {трзО(б), тРзоA5), трзоA) • трзо(ЗО), тр210B1) • тр210C0),
тр210C5) • тр210C0)} = {5, 2, 30 • 1, 10 • 7, 6 • 7} = {5, 2, 30, 70,42};

Г/-21 = {тр42F), тр42B1), тр42A) • тр42D2), тр210A5) • тр210D2),
тр210C5) • тр210D2)} = {7, 2,42 • 1, 14 • 5, 6 • 5} = {7, 2,42, 70, 30};

Г/'35 = {тр210F), тр210C5), тр210A) • тр210B10), тр210A5) • тр210B10),
тр210B1) • тр210B10)} = {35, 6, 210 • 1, 14 • 1, 10 • 1} = {35, 6, 210, 14, 10};

Г?15'21 = {трШ5A5), трш5B1), тр1ОбA) • трш5A05), тр210(б) • тр210A05),

трю5C5) • трШ5A05)} = {7, 5, 105 • 1, 35 • 2, 3 • 1} = {7, 5, 105, 70, 3};

TL15'35 = {трШ5A5), трш5C5), тр1ОбA) • тр10бA05), тр210(б) • тр210A05),

тр10бB1) • трШ5A05)} = {7, 3, 105 • 1, 35 • 2, 5 • 1} = {7, 3, 105, 70, 5};

Г/1'35 = {трШ5B1), трш5C5), тр1ОбA) • трш5A05), тр210(б) • тр210A05),
трш5A5) • трЮ5A05)} = {5, 3, 105 • 1, 35 • 2, 7 • 1} = {5, 3, 105, 70, 7}.

Отсюда получаем, что

prm Т?15* = {2, 5}; prm TL6'21* = {2, 7};

prm Г/'35* = {6, 10, 14, 35}; prm TL15'21* = {3, 5, 7};

prm TL15'35* = {3, 5, 7}; prm T^ = {3, 5, 7}.

Таким образом,

TL = (prm TL6'15*) x (prm Tt21*) x (prm Г/'35*) x (prm TL15-21>

x(prm TL15'35*) x (prm T?-36*),

{HOK{tu t2,...}: («„ t2, ...)ETLy = {6, 30, 35,42, 70, 105, 210}.

Следовательно, по теореме 2.4

П(С, д) = prm{6, 30, 35, 42, 70, 105, 210} = {6, 35}.

По множеству П(С, д) определяем (следствие 1 теоремы 1.5,в)):

С = min{6, 35} = 6.

Также по множеству П(С, д) определяем (следствие 2 теоремы 1.5,в)),
что С-признак в циклической группе (д) не является тривиальным.

По следствию теоремы 2.5 С-признак в группе (д) не является ква­
квазиполным, так как, в частности, множество TJf'15 не содержит все атомы
(числа 2, 3, 5, 7) решётки ?>B10). О

2.2.5. Наследственные цепные признаки в группах подстано­
подстановок. Введём обозначения:

- СН(Х) (кратко СН) — множество всех L-цепных подстановок из
группы Ф(Х);
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-	СН(г,Х) (кратко СН(г)) — множество цепных подстановок д из
группы Ф(Х), у которых множество L (д) образует L -цепь длины не более г;

-	фсН и Фен (г) — характеристические функции соответственно Cff-при­
знака и СЩг)-признака в группе подстановок G.

Цепными признаками назовём СЯ-признак и СЩг)-признаки в под­
подгруппах группы Ф(Х), г = 1, 2,... Исследуем свойства цепных признаков в
группах подстановок.

Пусть cmpL2 — множество всех несравнимых пар чисел из множест­
множества L (д) и ZL — декартово произведение двухэлементных множеств:

(i,j): (/.,/y)ecmpL2

Теорема 2.6. а) Любая группа подстановок G имеет наследст­
наследственный СН -признак и наследственный СН(г)-признак при любом на­
натуральном г.

б) Если дф СН и L(g) = {lx,..., Zm}, где га > 1, то

П(СЯ, g) = prm{HOK{t{, t2,...}: (*1? *2,...) e ZL}\

в) ?а/ш g€ СН и L(g) = {l{,..., Zm}, где ra> 1, mo

U(CH(m - 2), 0) = prmjmp^),.. , mp JZm_ J}*.

Доказательство, а) Множество L(g) однозначно определяет
принадлежность подстановки д классу СН (классу СН(г)), поэтому функ­
функция фсН (функция Фсн{г)) есть характеристика редукций цикловых структур
подстановок группы Ф(Х). Отсюда по следствию утверждения 2.8 Cff-при­
знак (СЩг)-признак) является наследственным в группе G тогда и толь­
только тогда, когда для любого д е G П СН (любого д е G П СН(г)) и любого
t tD(ord д) выполнено включение gf Е GdCH (включение gf Е GnCH(r)).

Из утверждения 2.4,а) следует, что если числа Z- и I- из множест­
множества L(g) сравнимы, то при любом натуральном t числа у*A{) и у*A3) из
множества L(gf) также сравнимы. Следовательно, если подстановка д яв­
является L -цепной и длина цепи L(g) равна г, то подстановка дг также
является L-цепной и длина цепи L(gf) не превышает г в силу того, что
Ф(/х ^ г)-признак является наследственным (теорема 2.1). Отсюда Cff-при­
знак (СЩг)-признак при любом натуральном г) в группе G является на­
наследственным признаком.

б)	Если дф СН, то crnpL27^0. Подстановка дг является L -цепной
тогда и только тогда, когда сравнима любая пара чисел из множества L (д*).
В силу утверждения 2.4,а) это условие равносильно тому, что для любой
пары (Z-, Z^ecmpL2 сравнимы числа у*A{) и у*A3) из множества Ь(д*).

По утверждению 2.4,6) числа у*A{) и у*A3) из множества L(gf) сравни­
сравнимы, если t кратно либо mpn(. i}(Z.), либо трп(и)^.). Поэтому подстановка д*
является L -цепной тогда и только тогда, когда t кратно одному из чисел
набора {HOK{tx, t2,...}: (t1? t2, ...)eZL].

Отсюда по теореме 1.5,6) получаем выражение для П(СЯ, д).
в)	Пусть L(g) = {Zl5..., Zm}, где {Zl5..., Zm} есть цепь длины га - 1.

Подстановка gf G СН(т — 2) тогда и только тогда, когда ъгA{) = vf(li + l)
при некотором г Е {1,..., га — 1}. Так как ljli + l, то по утвержде­
утверждению 2.4,a) vt(li) = vt(li + l) тогда и только тогда, когда t кратно mpz (Z-),
г = 1,..., га — 1. Поэтому подстановка дг Е СН(т — 2) тогда и только тогда,

14*
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когда t кратно одному из чисел тр^(/1),..., mpz Aт_{). Отсюда, применяя
теорему 1.5,6), получаем выражение для множества ЩСН(т—2), д). О

Следствие 1. Любая нетривиальная группа подстановок G
имеет нетривиальный СН-признак. Если g е СН и L(g) = {Zl5..., Zm},
где т > 1, то СН(т - 2)-признак в циклической группе (д) тривиален
тогда и только тогда, когда га = 2 ulx = \.

Доказательство. Так как ord G > 1, то в группе G имеется под­
подстановка д, порядок которой больше 1.

Если д G СН, то в силу наследственности СЯ-признака (д) С СН. Зна­
Значит, в этом случае СЯ-признак в группе подстановок G нетривиален.

Пусть д Ц. СН и L(g) = {/15..., 1т}, где га > 1. Заметим, что числа
mpn(. i)(/.) и mpn(. i)(/i) суть отличные от 1 взаимно простые делители чис­
числа п при любой паре (г, j) такой, что (Z-, Z^) G cmpL2. Значит, хотя бы одно
из этих двух чисел не делится на р, где р — произвольный простой делитель
числа п. Следовательно, найдётся набор чисел (?15 ?2,...) G ZL такой, что
HOK{t{, t2,...} не делится на р. Значит, множество ЩСН, д) (см. теоре­
теорему 2.6,6)) содержит число, которое не делится на р. Отсюда по следствию 2
теоремы 1.5 наследственный СЯ-признак в группе (д) и, следовательно, в
группе G нетривиален.

Пусть д G СН и L(g) = {Zl5..., Zm}, где т > 1. По следствию 2 теоре­
теоремы 1.5 СН(т — 2)-признак в группе (д) тривиален тогда и только тогда,
когда ЩСН(т—2), д) = {п}. В данных условиях п = 1т и из теоремы 2.6,в) с
учётом определения 1.21 следует, что ЩСН(т — 2), д) = {п} тогда и только
тогда, когда т = 2и/1 = 1.П

Следствие 2. Пусть д ^ СН, тогда СН -признак в циклической
группе (д) является квазиполным в том и только в том случае, когда
п = рх-р2 и L(g) есть подмножество решётки D(n), содержащее оба
её атома.

Доказательство. Пусть каноническое разложение числа п опре­
определено равенством A.7), где s > 1, иначе д€ СН.

Предположим, что циклическая группа (д) имеет квазиполный Cff-при­
знак. Тогда по утверждению 1.11,6) множество ЩСН, д) совпадает с мно­
множеством всех атомов решётки D(n). Отсюда по теореме 2.5,6) получаем:

Vvm{HOK{tu t2,...}: (tu t2, ...)eZL}* = {ftj.., ps}.

Отсюда следует, что во множестве ZL имеется набор чисел {р.,..., р{},
г = 1,..., s. С другой стороны, множество ZL есть декартово произведение
двухэлементных множеств {mpn(. ^(Z.), mpn(. ^(Z^.)}, состоящих из делите­
делителей числа п. Причём оба делителя отличны от 1 и взаимно несравнимы,
так как несравнимы числа Z- и 1-. Поэтому во множестве ZL имеется не
более двух наборов чисел вида {ро ..., р{}, г G {1,..., s}. Следовательно,
из условия квазиполноты СЯ-признака вытекает, что для любой пары (г, j)
такой, что (Z-, Z^2

Отсюда получаем, что гг(г, j) = р{ • р2 и {/., Z^} = {p{, р2} для любой па­
пары (Z-, lj) g cmpL2. Значит, п = рх-р2 и множество cmpL2 состоит из един­
единственной пары, иначе во множестве L(g) содержатся одинаковые числа.
Следовательно, множество L(g) содержит числа рх, р2 и, возможно, другие
делители числа п, т. е. числа 1, рх -р2.

Докажем в обратную сторону.
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Пусть n = pl-p2 и Рп р2€ L>(g). Тогда cmpL2 = {(р{, р2)} и по теоре­
теореме 2.6,6)

П(СЯ, д) = prmjmpj^), mpn(p2)}* = {д, р2}.

Отсюда по утверждению 1.11,6) циклическая группа (д) имеет квази­
квазиполный Cff-признак. ?

Следствие 3. Пусть множество L (д) — цепь длины га - 1, где
m > 1, и каноническое разложение числа п определено равенством A.7).

Тогда СН"(га -2)-признак в циклической группе (д) является ква­
квазиполным в том и только в том случае, когда s ^ т — 1, ^ = 1 и для
некоторых номеров г\,..., гв, где 2 = гх < ... < is ^ га, а некоторой пере­
перестановки j\<.. .<ja чисел 1,..., s выполнены равенства:

где числа 1Х,..., Z. _х не делятся нар., г = 1,..., s.
Доказательство. Пусть циклическая группа (д) имеет квази­

квазиполный СН(т — 2)-признак. Тогда по утверждению 1.11,6) и теореме
2.5,в) имеем:

где ni=mpZi(Zi_1), г=2,..., т. Отсюда {р1?..., ps} С {г^,..., пт} и, следо­
следовательно, s ^ га — 1.

Вместе с тем, из определения 1.21 следует, что если гг. есть простое
число р, г е {2,..., га}, то /• = р • /• _j и число /•_! не делится на р. Так
как числа /15..., Z- _j по условию образуют цепь, то каждое из них не де­
делится на р.

Следовательно, для некоторых номеров г\,..., гв, где 2 ^ г\ <... < is ^ га,
и некоторой перестановки j\<.. .<js чисел 1,..., s выполнены равенства:

При этом числа Zl5..., Z- _j не делятся на ^ , г = 1,..., s.
Следовательно, числа Z15...,Z. _{ не делятся ни на одно из простых

чисел р15..., р8, т. е. , каждое из чисел Zl5..., Z- _j равно 1. Так как /15...
..., Z. _ j есть цепь, не содержащая одинаковых чисел, то это возможно лишь
при условиях: гх =2, l{ = l, Z2G{^15.. .,ps}- ?

Пример 2.10. Определим характеристики СЯ-признака в цикличе­
циклической группе, порождаемой подстановкой д степени 84 с редукцией цикло­
цикловой структуры L =A,6, 15, 21, 35) . Каноническое разложение числа ord g
следующее: 210 = 2-3-5-7.

Определим множество cmpL2 всех несравнимых пар чисел из L (д):

cmpL2 = {F, 15), F, 21), F, 35), A5, 21), A5, 35), B1, 35)}.

Вычислим множество ZL:

F), трзоA5)} х {mp42F), mp42B1)} x {mp210F), mp210C5)}x
x{mplo5A5), mplo5B1)} x {mplo5A5), mplo5C5)} x {mplo5B1), mplo5C5)} =

= {5, 2} x {7, 2} x {35, 6} x {7, 5} x {7, 3} x {5, 3}.

Отсюда получаем, что

{HOK{tx, t2,...}: (t,, t2, ...)eZLy = {30, 35,42, 70, 105, 210}.
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Следовательно, по теореме 2.5,6)

П(СЯ, д) = prm{30, 35, 42, 70, 105, 210} = {30, 35, 42}.

По множеству ЩСН, д) определяем:
1)	рок, СН = min{30, 35, 42} = 30;
2)	Cff-признак в группе (д) не является ни тривиальным, ни квази­

квазиполным. <С>

§ 2.3. Исследование в группах подстановок
наследственных признаков, определяемых

свойствами цикловых структур подстановок

2.3.1. Наследственные признаки, определяемые количеством
всех циклов и количеством циклов заданной длины подстанов­
подстановки. На группе подстановок Ф(Х) определим функции, принимающие на­
натуральные значения: х(#) — число всех циклов подстановки д, xl(g) —
число циклов подстановки д длины не более I, ?1(д) — число элементов
множества X, принадлежащих циклам подстановки д длины не более I;
^-подфункции этих функций обозначим соответственно xg(t), nlg(t) и ?lg(t).

Обозначим через Ф(х ^ г) (через Ф(х1 ^ г), через Ф(?* ^ г)), где г —
натуральное, множество подстановок д из группы Ф(Х), для которых z(g) ^
^r (xl(g)^r, V{g)>r).

Теорема 2.7. Любая группа подстановок G имеет при любых
натуральных г, / наследственный Ф(х ^ г)-признак (Ф(х1 ^ г)-признак,

^ г)-признак), и для деФ(Х)

fc. • (Z., t)^ r},	B.7а)
т

П(Ф(*< > г), д) = prm{t e D(n): V fc. • (/., t) ¦ 6(lt, (/., t) ¦ I) > r},ti	B.76)
' ^ r), g) = prm{t 6 D(n): ^кг1г 6(lt, (/., t)-l)>r}, B.7b)

где 6(х, у) = \, если х ^ у, и 6(х, у) = 0, если х> у, для действительных
чисел х, у.

Доказательство. Если C(g) = LK, где L = (/,,..., 1т) и К =

хяA) = к1 + ... + кт,	B.8а)
x'(l) = kr6(l1,l) + ... + km-6(lm,l),	B.86)

eg(l) = krlr6(ll,l) + ... + km-lm-6(lm,l).	B.8в)

По утверждению 2.2 при возведении подстановки д в степень t, где t —
натуральное, цикл длины I подстановки д либо преобразуется в цикл дли­
длины /, если (/, t)= 1, либо разлагается на (/, t) циклов длины г>*(/.) (см. фор­
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мулу B.1)). Отсюда и из формул B.8а), B.86) и B.8в) получаем, что

т
«,(*)=!>-и,*),	<2-9a>

г = 1
га

да=Е ^ • &> *) • *(*<> (*<> *) • z)>	B-9б>

«ч<-«(и*о*)-о-	B-9в)

При любом натуральном t выполнено неравенство (Z-, t) ^ 1, поэтому
из равенств B.8а) и B.9а) следует неравенство xg(t)^ ^A).

При любом фиксированном х функция 6(ж, ?/) монотонна по перемен­
переменной у, поэтому из равенств B.86) и B.96) (B.8в) и B.9в)) следует нера­
неравенство xlg(t)^xlg(l) (неравенство f j(t) ^ f jA)).

Из формул B.8а), B.86) и B.8в) следует, что функции х(д), xl(g)
и ?1(д) являются характеристиками цикловых структур подстановок, по­
поэтому по утверждению 2.8,6) из полученных неравенств xg(t) ^ ^A),
xlg(t)>xlg(l) и ?j(O^j(l) следует, что функции xg(t), xlg(t) и ?g(t)
антимонотонны.

В силу произвольности рассмотренной подстановки д из замечания 1
к определению 1.25 следует, что антимонотонными являются и функция
ъ(д), ъ1{д) и V{g)- Отсюда по теореме 1.8,а) получаем, что Ф(х ^ г ^при­
^признак, Ф(х1 ^ г)-признак и Ф(?* ^ г)-признак являются наследственными при­
признаками.

Из равенств B.9а), B.96) и B.9в) и теоремы 1.5,в) получаем выра­
выражения B.7а), B.76) и B.7в) соответственно для множеств П(Ф(х ^ г), д),

Проиллюстрируем на примерах некоторые свойства этих признаков.
Пример 2.11. Рассмотрим Ф(х ^ 3)-признак в циклической груп­

группе (д) в случае, когда L =A, п), if = (l, 1), п — натуральное число, отлич­
отличное от 1.

Так как функция xg(t) антимонотонна, то:
1)	по следствию 1 теоремы 1.8 Ф(х ^ 3)-признак в циклической груп­

группе (д) является тривиальным в том и только в том случае, когда (n, t) = 1
для любого коатома t решётки D(n); это равносильно тому, что число п —
простое;

2)	по следствию 3 теоремы 1.8 Ф(х ^ 3)-признак в циклической груп­
группе (д) является квазиполным в том и только в том случае, когда (n, t) > 1
для любого атома t решётки D(n); это условие выполнено для любого на­
натурального п > 1. <С>

Пример 2.12. Рассмотрим Ф(х2 ^р)-признак и Ф(?2 ^р)-признак в
циклической группе (д) в случае, когда L = A, 2р), if = A, 1), р — простое
число, отличное от 2. В этом случае п = 2р, и числа 2 и р являются как
коатомами, так и атомами решётки D(n), при этом

Так как функции xg(t) и ?!(?) являются антимонотонными, то:
1) по следствию 1 теоремы 1.8 Ф(х2 ^р)-признак и Ф(?2 ^р)-признак

в циклической группе (д) не являются тривиальными в силу того, что со­
соответственно ъЧр) ^ р и ?2(р
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2) по следствию 3 теоремы 1.8 Ф(х2 ^ р)-признак и Ф(?2 ^ р)-признак

в группе (д) не являются квазиполными в силу того, что соответственно
*92B)<ри^B)<р. О

2.3.2. Определяющие свойства неподвижных подмножеств
подстановок циклической группы. Одной из важных характеристик
подстановки является множество элементов области определения, непо­
неподвижных относительно подстановки. В связи с этим напомним некоторые
определения [6, гл. XI, § 7], полезные при рассмотрении неподвижных под­
подмножеств подстановок.

Пусть С<ФA)и^С.
Определение 2.13. Графом группы G подстановок множест­

множества X называется орграф Гс(х) с помеченными дугами, полученный объеди­
объединением графов всех элементов группы G:

Гс(х)= U Г,.
g<E G

Множеством вершин графа Гс(х) является X и пара элементов (ж, у)
множества X есть дуга графа Гс(х), помеченная подмножеством Gxy груп­
группы G, тогда и только тогда, когда у = д(х) для каждого д€ Gxy.

Определение 2.14. Если {s1?..., sp} = S Сф(Х) и G = E), то
графом группы G подстановок множества X, построенным по системе
образующих S (обозначим его Г5(х)), называется орграф с помеченными
дугами, полученный объединением графов всех подстановок системы S:

Множеством вершин графа Г5(х) является также X и пара элементов
(ж, у) множества X есть дуга графа Г5(х), помеченная символом s., тогда и
только тогда, когда у = st(x), г = 1,..., р. Таким образом, граф Г5(х), также
как и граф Кэли Ts группы G, является псевдосимметрическим порядка р,
но в отличие от него может иметь параллельные дуги и быть несвязным.

Определение 2.15. Элемент х?Х (подмножество YCX) на­
называется неподвижным относительно преобразования g множества X,
если д(х) = х (д(х) = х для любого х е Y). <С>

Подмножество всех неподвижных относительно преобразования д эле­
элементов множества X обозначим 1{д).

Пример 2.13. а) 1(е) = х, при этом 1(д) с X для любой постанов­
постановки дфе.

б) Если в — нулевой элемент кольца X, то в е 1(д) для любой линейной
подстановки д кольца X. <С>

Рассмотрим множество 1(д) и его порядок \1(д)\ как функции из клас­
классов F(O(X), 2х) и F(O(X), N), т. е. как функции, определённые на группе
подстановок Ф(Х) и принимающие значения соответственно в булеане 2х
множества X и в N. Заметим, что на области значений функции 1(д) опре­
определён частичный порядок, так как булеан 2х является решёткой относитель­
относительно теоретико-множественного включения.

Величина |/(#)| (в отличие от множества 1(д)) однозначно определя­
определяется цикловой структурой подстановки д. Следовательно, |/(#)| есть ха­
характеристика цикловых структур подстановок, принимающая натуральные
значения.

Пусть ord g = n, C(g) = LK, где L =(Z1?..., lm) и К = (fc1?..., km), и для
определённости положим, что элементы набора L упорядочены: 1{ <... < 1т.
Неподвижный относительно преобразования д элемент х образует цикл
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длины 1 в графе Г^ преобразования д. Следовательно, величина \1(д)\ есть
число циклов длины 1 в подстановке д. Отсюда

о1:1г>\.	<2-10)
Подстановке д поставим в соответствие функцию А(а, L,K), отобра­

отображающую Vm х N2m в No:

т\{a,L,K)=Y.ai-li-ki,	B.11)
г = 1

где а = (а1?..., ат) е Vm, L е Nm, К е Nm. Функцию A (a, L, К) можно
рассматривать, с одной стороны, как семейство отображений N2m —> No,
состоящее из 2Ш характеристик его цикловой структуры. С другой стороны,
при фиксированных наборах L и К функция A (a, L, К) есть монотонное
отображение решётки Vm во множество No.

Для всякого вектора а = (а15..., ат) из Vm обозначим через Е(а)
множество номеров его единичных координат, Е(а) С {1,..., га}. Если
Е(а) = {г15..., г8} ^0, то А(а, L, К) есть число элементов множества X,
принадлежащих всем циклам длины /-,...,/• графа Г^ подстановки д.
В частности, А(а, L, К) = \Х\, если Е(а) = {\,..., га}.

Введём операцию умножения булевой константы C на подмножество Y
множества X:

/3-Y Г У, /3 = 1
1 0, /3=0.

Правила возведения подстановки в степень (утверждение 2.2) позволя­
позволяют получить формулы B.12)—B.15), выражающие аналитически:

1)	1{дг) — через множества элементов циклов подстановки д;
2)	величину |/(#*)| —через элементы наборов L и К, t = 1,..., ord g.
Приведём эти формулы. Пусть подстановка д состоит из к независимых

циклов, и Х{ есть множество элементов г-го цикла, г = 1,..., к. Тогда для
t = 1,..., п выполнены равенства:

I(gt) = W-X1\J...\J0?-Xk,	B.12)
где

f 1, если pq/i,
1^ 0, в противном случае;\Цд*)\ = Х(а\^К),	B.14)

где а* =(ск/,..., а^) и для каждого j = 1,..., га

Г1, если^/t,
J [ 0, в противном случае.

Обозначим через Ig(t) и |^|(О ^-подфункции функций 1(д) и
соответственно.

Утверждение 2.9. Функция 1(д) и характеристика цикловых
структур \1(д)\ являются антимонотонными функциями.
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D-диаграмма g-подфункции Ig(t) функции I(g) является простой

для любой подстановки g e Ф(^).
Доказательство. Пусть д€Ф(Х), t g{1, ..., п} и (?, n) = d.
Из утверждения 2.3 следует, в частности, что между множествами

неподвижных элементов (циклов длины 1) подстановок дг и gd, имеется
биекция, при которой соответствующие неподвижные элементы совпадают,
т. е. Ig(t) = Ig(d). Значит, для любой фиксированной подстановки д мно­
множество Ig(t) однозначно определено делителем d числа п. Следовательно,
D-диаграмма функции Ig(t) является простой.

Пусть теперь /х, t е {1,..., п} и выполнено: (г, п) = а, (t,n) = b и а/Ь,
т. е. b = a-r, где г делит п, так как Ъ/п и r/Ъ. По утверждению 1.13,а)
^-подфункция функции 1(д) антимонотонна, если Ig(r)Clg(t).

Пусть h = да. Из определения 2.15 следует, что Ih(l) С Ih(r) при
любом натуральном г. Следовательно, Ig{o) Q -^(Ь)» что в силу равенств
Ig(t) = Ig(b) и 1д(т) = 1д(а), вытекающих из простоты D-диаграммы функ­
функции Ig(t), равносильно включению Ig(r)Clg(t). Следовательно, в силу про­
произвольности рассмотренной подстановки д функция 1(д) антимонотонна.

Заметим, что |/J(?) = ?<J(O (см. п. 2.3.1), t = 1, 2,..., где при доказа­
доказательстве теоремы 2.7 показано, что функция ?j(?) антимонотонна. Значит,
характеристика цикловых структур \1(д)\ антимонотонна. ?

2.3.3. Свойства семейства неподвижных подмножеств подста­
подстановок циклической группы. Рассмотрим семейство неподвижных под­
подмножеств {Ig(t): t = 1,..., п}, соответствующих всем подстановкам цикли­
циклической группы (д). Обозначим через NI(^g) множество порядков различных
значений ^-подфункции |/J(?) функции |/(#)|, т. е.

NI{9) = {\W),...,\Ig\(n)Y.	B.16)
Исследуем состав и порядок множества NI{g). В наборе {|/JA),...

..., |/^|(п)} могут содержаться одинаковые числа, поэтому для менее тру­
трудоёмкого вычисления множества NI(^g) важно решить задачу определения
наименьшего или близкого к нему подмножества Тд множества Nn со свой­
ством: ^ = {11,1@1, teTj*.

Для t eNn обозначим через D(t, L) множество всех чисел /-,...,/• из
набора L, которые делят число t, где {г15..., г8} С {1,..., ш} и 1 ^ s ^ ш,
если такие числа имеются. Если таких чисел в наборе L нет, то полагаем:
D(t,L) = 0.

Из формул B.12) и B.13) следует, что 1(д*)^0 тогда и только тогда,
когда D(t, L)^0, t = 1,..., п. Пусть \L~\ — верхнее замыкание множест­
множества L (см. определение 2.7). Обозначим:

Замечание. Множество \L]х содержит минимальный элемент
(единицу) по отношению делимости чисел, поэтому подмножество \L~\{ ре­
решётки D(n) является решёткой (решётка [L]j является подрешёткой ре­
решётки D(n), если функция inf{x, у} определена одинаково на одинаковых
парах элементов решеток D(n) и fi ~| х).

Множество атомов решётки \L~\{ есть {/-,...,/•}, где

Г

I prm{/2,...,
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Собственный делитель t числа п является коатомом решётки \L~\{ то­
тогда и только тогда, когда для некоторого s < m найдётся непустое подмноже­
подмножество {г15..., г8} множества {1,..., га} такое, что Н0К{1{,..., 1{ } = t и в то

же время Н0К{1^ ...,1О ^} = п при любом je{l,..., га}, зФ{ч-> • • •> гЛ- О
Для подстановки д с редукцией цикловой структуры L определим функ­

функцию v(t, L) из класса F(Nn, \L~\{), где:

B.18),	D(t,L) = 0.	У '
Утверждение 2.10. Функция v(t, L): iVn —> \L~\{ есть нормаль­

нормальный эпиморфизм множества (Nn, /) с частичным порядком относитель­
относительно делимости чисел на решётку \L]X. Ограничение v'(t,L) функции
v(t,L) на решётку D(n) есть нормальный эпиморфизм решёток. Для
t = 1,..., п выполнено:

а)	v(t, L) делит t;
б)	v(t, L) = t тогда и только тогда, когда te\L~\l;
B)Ig(t) = Ig(v(t,L)).
Доказательство. Если г делит t для г, t e Nn, то D(r, L) С

CD(t,L), отсюда и из равенства B.18) следует, что v(r, L) делит v(t, L).
Следовательно, по утверждению 1.13,6) функции v'(t,L) и v(t, L) суть
нормальные эпиморфизмы.

а)	Пусть D(t, L)/0h D(t, L) = {/.,..., /• }. Тогда каждое из чисел
/.,...,/• делит t, значит, HOK{lt,..., lt) также делит t. Следовательно,
v{t,L) делит t.

Если D(t, L) = 0, то v(t, L) = \. Значит, и в этом случае v(t,L)
делит t.

б)	По утверждению 2.10,а) справедливо выражение:

t = г - v(t, L), t = 1,..., n,
где в силу определения чисел /-,...,/• натуральное число г не делится ни
на одно из чисел набора L, отличных от /.,...,/.. Значит, если г = 1, то
v(t, L) = t, поэтому t G [i]i. Если г > 1, то г>(?, L)^t и t^\L1\x.

в)	Пусть D(t, L)^0 и D(t, L) = {/.,...,/•}, тогда из определения
множества ?)(?, L) и равенств B.15) следует, что Е(аг) = {1х,..., is}.

С другой стороны, из равенств B.18) и B.15) получаем, что
E(av^L>>) = {г\,..., гв}. Значит, ??(а*) = ^(aw^'L)) и, следовательно,
а^а^'^. Отсюда по формуле B.14) получаем: \Ig\(t) = \Ig\(v(t, L)).

По утверждению 2.10,а) v(t,L) делит t, тогда из утверждения 2.9
следует, что Ig{v{t, L))C Ig(t). Так как порядки этих множеств равны, то
равны и множества.

Если D(t, L) = 0, то 1(д*) = 0. Значит, из утверждения 2.9 следует,
что 1(д) = 0. Следовательно, I(gv^L)) = 0, так как в этом случае из равен­
равенства B.18) имеем: v( t, L) = 1. ?

Следствие 1. ПустьL =(l2,..., lm), тогда:
\L]U{\}, I(g) = 0,

J {0}U {\Ig\(t):te\L]Y,
\

Доказательство, а) В случае I(g) = 0 равенство вытекает из ра­
равенств B.17) и B.10).
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Если 1(д)^0, то из равенства B.10) следует, что 1{ = \. Следовательно,

из равенства B.17) получаем, что \L~\{ = \L~\, где в силу равенства 1Х = 1
[Ll^i]! и по формуле B.17) \L]X = |~L~|U{1}, так как l^L.

б) Пусть 1(д) = 0, тогда 1(д*) = 0 и v(t,L)= 1 для тех t, которые
не делятся ни на одно из чисел набора L, и для остальных t е {1,..., п}
в силу равенств B.18) значения функции v(t, L) пробегают все элементы
множества |~L~|. Отсюда по утверждению 2.10,в) получаем:

),..., \1д\(п)У = {0} и {\ig\(t), t е \L]y.
Пусть 1(д)^0, тогда из равенства B.10) следует, что ^ = 1, т. е.

L =A, /2,..., /ш), где 1 </2<.. .</ш. В данном случае в силу равенств B.18)
v(t, L) = 1 для тех t g Nn, которые не делятся ни на одно из чисел множе­
множества L, и v(t, L) > 1 для остальных t ENn.

Значит, по утверждению 2.10,в) получаем:

{|1,|A),..., \19\(п)У = {\1д\A)} и {\Ig\(t), t g \L]}*,

где из равенства B.10) следует, что |/JA) = А^.
В завершение заметим, что \Ig\(v(t, L)) > к{ для тех t е{1,...,п},

которые делятся хотя бы на одно из чисел множества L.
Действительно, из равенств B.14) имеем, что \Ig\(v(t, L)) =

= X(av^L\ L, К), где вектор av^L) (см. равенства B.15)) отличен от ну­
нулевого и имеет кроме первой единичной координаты по меньшей мере ещё
одну единичную координату. ?

Следствие 2. \NI(g)\ $ 1^1,1 * { ^Ц ^
Доказательство. Из определения множества \L] следует:

|[L]| ^2Ш — 1 и ||~L~|| ^2m-1 — 1. Отсюда и из следствия 1 утверждения 2.10
вытекают оценки порядков множеств. ?

Установим важное свойство \L~\{-диаграммы функции |/J(?) (см. опре­
определение 1.26).

Следствие 3. \L]X-диаграмма функции \Ig\(t) является
простой.

Доказательство. По утверждению 2.10 функция v(t, L) при фик­
фиксированном множестве L есть эпиморфизм решётки Nn на решётку \L~\{,
где \Ь~\{ С D(n). Эпиморфизм v(t,L) отображает простую (по утвержде­
утверждению 2.8,а)) D-диаграмму функции |/J(?) на \L~\{-диаграмму этой функции,
которая является также простой в силу утверждения 2.10,в). ?

Граф с помеченными вершинами, соответствующий \L~\{-диаграмме
функции |/J(?), обозначим для краткости Гь(|/^|).

Пример 2.14. Определим множества [L]j и NT^ для цикли­
циклической группы, порождаемой подстановкой g степени 84 (такие подста­
подстановки рассмотрены в примерах 2.8-2.10), у которой цикловая структура
C(g) = (V, 6, 15,21,35).

Для этой подстановки

К = G, 1, 1, 1, 1), L = A, 6, 15, 21, 35), L = F, 15, 21, 35).
Отсюда, по следствию 1,а) утверждения 2.10, используя формулу

B.18), получаем:

\L]X = {1} U \L] = {1, 6, 15, 21, 35, 30, 42, 105, 210}.
По формулам B.11), B.14) и B.15) вычисляем множество чисел
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Таблица 2.1

t e [ill

l(t)

Метки

1

7

вершин

6

13

15

22

[L]j-диаграммы

21

28

35

42

функции

30

28

I7.

42

34

J<*>

105

78

210

84

По следствию 1,6) утверждения 2.10

{7, 13, 22, 28, 42, 34, 78, 84}.О

2.3.4. Наследственные признаки, определяемые числом непо­
неподвижных элементов относительно подстановок. Обозначим через
Ф(|/| ^ г) множество подстановок д из группы Ф(Х), имеющих не менее г
неподвижных элементов, 1 ^ г ^ |Х|. Исследуем свойства Ф(|/| ^ г)-призна­
ка в подгруппах группы Ф(Х), в частности, в циклической группе (д).

Теорема 2.8. При г = 1,..., \Х\:
а) всякая группа подстановок G имеет наследственный Ф(|/| ^

^ г)-признак и для любой подстановки д^Ф(Х)

б) Ф(|/| ^ г)-признак в группе (д) является тривиальным тогда и
только тогда, когда \Ig\(t)<r для любого коатома t решётки \L~\l.

Доказательство, а) По утверждению 2.9 характеристика цикло­
цикловых структур \I(g)\ антимонотонна. Отсюда по теореме 1.8,а) всякая груп­
группа G подстановок множества X, в частности, циклическая группа (д), име­
имеет наследственный Ф(|/| ^ г)-признак, г = 1,..., |Х|.

По определению \L]lCD(n), поэтому для любой подстановки д?Ф(Х)

{te\L\:\Ig\{t)>r}<Z{teD{n):\Ig\{t)>r}.

Поэтому каждое минимальное число решётки \Ь~\{ такое, что
\Ig\(t)^ г, делится на один из минимальных делителей t числа п с тем
же свойством. С учётом утверждения 1.9 это равносильно тому, что любое
число г g prm{? e [^li- 1^1@ ^ г} делится на одно из чисел множества
Vrm{teD(n): \Ig\(t)>r}.

С другой стороны, если г G prm{t G D(n): \Ig\(t)^r}, то по утвержде­
утверждению 1.9 |/^|(т) ^ г и I^Kt') < г для любого собственного делителя г' чис­
числа г. При этом по утверждению 2.10,в) |/^|(т) = |/^|(г>(т, L)), где по утверж­
утверждению 2.10,а) число v(t,L) делит г. Значит, г>(т, L) = r и по утвержде­
утверждению 2.10,6) re\L]{. Следовательно,

D(n): \Ig\(t) \L]{: \Ig\(t) > r}.

Отсюда получаем, что каждое число множества prm{? G D(n): \Ig\(t)^
^ г} делится на одно из чисел множества prm{? E [Lip |/J(?)^ r}.

Таким образом, доказано, что если число г Gprmjt e \L]X: \Ig\(t)^ r},
то имеется число т' G prm{t G D(n): \Ig\(t) ^ г} такое, что т' делит г, и
имеется число т" е prm{t e \L]X: \Ig\(t) ^ г} такое, что т" делит т'. Так как
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множество prm{? е \L]X: \Ig\(t)^ r} либо состоит из одного элемента, либо
образует антицепь в решётке чисел D(n), то т = т' = т". Значит,

prm{t e\L]x: \Ig\(t) >r} = prm{t e D(n): \Ig\(t) > r}.

Отсюда получаем по теореме 1.5,в) выражение для множества
ЩФ(\1\>г),д).

б) По утверждению 2.10 функция v(t, L) является нормальным эпимор­
эпиморфизмом решётки D(п) на решётку \L~\{. Поэтому если г — коатом решётки
\L]V то имеется коатом f решётки D(n) такой, что v(tf, L) = r.

Действительно, если v(t,L) = r и t —не коатом решётки D(n), то
в D(n) имеется коатом V такой, что t делит tf, откуда по свойству нор­
нормального эпиморфизма следует, что v(t,L) делит v{t',L). Значит, коа­
коатом г решётки \L~\{ делит v(t',L), где v{t', Ь)фп. Отсюда v(t', L) = r,
т. е. искомый коатом V в решётке D(n) имеется. Следовательно, если нера­
неравенство |/J(?) < г выполнено для любого коатома V решётки D(n), то
это неравенство выполнено и для любого коатома г решётки \L~\{, так как
по утверждению 2.10,в) \Ig\(t') = \Ig\(v(t',L)).

С другой стороны, если t —коатом решётки D(n) и v(t, L) = г, то
в \L]X имеется коатом т' такой, что г делит т'. Если при этом |/J(t') < г, то
в силу антимонотонности функции |/J(?) выполнено и неравенство |/J(t) <
< г. Так как по утверждению 2.10,в) |/^|(t) = |/^|(г), то отсюда следует,
что |/J(?) < т. Следовательно, если неравенство 1/^Кт') < г выполнено для
любого коатома т' решётки \L]V то оно выполнено и для любого коатома t
решётки D(n).

Таким образом, неравенство \Ig\(t)<r выполнено для любого коатома t
решётки \L~\{ тогда и только тогда, когда это неравенство выполнено для
любого коатома t решётки D(n). Так как |/J(n) = |Х| ^ г, г = 1,..., |Х|, и
функция \1(д)\ антимонотонна, то по следствию 1 теоремы 1.8 отсюда полу­
получаем требуемый критерий тривиальности Ф(|/| ^ г)-признака в циклической
группе (д). ?

Уточним полученные утверждения для Ф(|/| ^ 1)-признака.
Следствие 1. П(Ф(|/|^ 1), #) = prmL, вследствие этого:

\\
д

2) Ф(|/| ^ I)-признак в циклической группе (д) является квазипол­
квазиполным тогда и только тогда, когда множество prm L совпадает со мно­
множеством атомов решётки D(n).

Доказательство. По теореме 2.8,а)

П(Ф(|7| ^ 1), g) = vrm{t e \L\. \Ig\(t)> 1}.

Так как |/J(?)^ 1 для любого t G |~L~|, то отсюда получаем, что

Множество \L] состоит из всех чисел вида НОКA{,..., 1{), где {г15...
• • -5 2S}^={1> • • -5 ш}' 1 ^^ ^ ш, поэтому prm|~L] =prm L. Значит,

П(Ф(|1| > 1 ),<?) = prm L.

По следствию 1 теоремы 1.5 рок^Ф(|/| ^ 1) есть наименьшее из чи­
чисел множества П(Ф(|/| ^ 1), д). Значит, рок^ Ф(|/| ^ 1) есть наименьшее из
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чисел множества prmL. По условию это число равно 1Х. Используя по­
полученное выражение для множества П(Ф(|/| ^ 1), д), получаем по утверж­
утверждению 1.11,6) критерий квазиполноты Ф(|/| ^ 1)-признака в циклической
группе (д). П

Следствие 2. Подгруппа Ф(|/| ^ 1) -тривиальности циклической
группы (д) есть (дг), где t=HOK(mpn(ll),..., mpn(/J).

Доказательство. По следствию 1 теоремы 2.8

где {j\,..., jr} С {1,..., га} и 1 ^ г ^ га. Тогда по следствию теоремы 1.7
подгруппа Ф(|/| ^ 1)-тривиальности группы (д) есть (#*), где

t=HOK(mpn(lJi),...,mPn(l].)).

Если IJlj, где i,j е{1,...,ш}, то из определения 1.21 следует, что
три(^.) делит mpn(Z.). Так как любое число набора L делится на одно из
чисел множества prm L, то

ЖЩтр^),..., тРгД.)) = Н0К(трпAг),..., mpn(ZJ).D

Следствие 3. Ф(|/| ^ I)-признак тривиален в циклической груп­
группе (д) тогда и только тогда, когда g — равноцикловая подстановка.

Доказательство. Тривиальность любого наследственного iJ-при­
знака в циклической группе (д) означает, что pok^ H = п. Значит, в силу
следствия 1 теоремы 2.8 тривиальность Ф(|/| ^ 1)-признака в группе (д)
равносильна тому, что 1Х = п. Так как по условию п = Н0КAц ..., /ш), где
т — натуральное и 1Х < ... < 1т, то равенство lx = n возможно лишь в том
случае, когда т = 1, т. е. д — равноцикловая подстановка. ?

Теорема 2.9. Пусть S = {sx,..., зр}СФ(Х) и G = (S). Тогда:
а) Ф(|/| ^ I)-показатель группы G равен обхвату графа Г5(х) груп­

группы G, построенному по системе образующих S, и справедлива оценка:

где lj{ —наименьшая из длин циклов подстановки s3., j = 1,..., р;
б) тривиальность Ф(|/| ^ I)-признака в группе подстановок G рав­

равносильна каждому из следующих предложений:
61)	группа G состоит из равноцикловых подстановок;
62)	имеется с-базис группы G, состоящий из равноцикловых под­

подстановок.
Доказательство, а) По определению рок5Ф(|/|^1) есть наи­

наименьшая из длин элементов g группы G (в системе образующих S), для
которых I(g) т^0.

Если д(х) = х для некоторого жбХи кратчайшее слово в алфавите 5,
представляющее преобразование д, есть s{ • si •... • s{ , то это равносильно
тому, что в графе Г5(х) кратчайший цикл, содержащий элемент х, имеет
длину t. Следовательно, рок5 Ф(|/| ^ 1) есть обхват графа Г5(х).

По следствию 4 теоремы 1.5 рок5 Ф(|/| ^ 1) не превышает наименьшего
из чисел множества П(Ф(|/| ^ 1), sx) U ... U П(Ф(|/| ^ 1), зр), где по следст­
следствию 1 теоремы 2.8 наименьшее из чисел множества П(Ф(|/| ^ 1), s3-) равно

l
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б) Рассмотрим с-покрытие группы G с произвольной системой R с-об­

разующих (см. равенство A.2) при Q = G).
По утверждению 1.8,в) Ф(|/| ^ 1)-признак тривиален в группе G тогда и

только тогда, когда Ф(|/| ^ 1)-признак тривиален в циклической группе (д)
для любого д G R.

Это утверждение верно, в частности, если R = G или если R есть
с-базис группы G. Отсюда и из следствия 3 теоремы 2.8 получаем, что
тривиальность Ф(|/| ^ 1)-признака в группе подстановок G равносильна как
предложению 61) (при R = G), так и предложению 62) (при системе R,
являющейся с-базисом группы G). ?

Пример 2.15. Пусть X = Vr — пространство двоичных г-мерных
векторов иЕг — группа сдвигов пространства Vr, т. е. если xtVr и gatY,r,
то да(х) = х® а.

Группа сдвигов Sr пространства Vr имеет тривиальный Ф(|/| ^ ^-при­
^-признак. Все нетождественные подстановки группы Sr состоят из 2Г~1 циклов
длины 2, т. е. являются равноцикловыми. <С>

Пример 2.16. Определим при некоторых г характеристики на­
наследственного Ф(|/| ^ г)-признака в циклической группе (д), порождаемой
подстановкой д степени 84 с цикловой структурой С(#) = A7, 6, 15, 21, 35).

Порядок подстановки д равен 210, L(g) = A, 6, 15, 21, 35), К =
= G,1,1,1,1).

а)	Рассмотрим Ф(|/| ^ 1)-признак. В данном случае Ф(|/| ^ 1)-признак
нетривиален в силу того, что подстановка д не является равноцикловой
(следствие 3 теоремы 2.8).

1)	По следствию 1 теоремы 2.8

П(Ф(|/|^1)^) = ргт^=ргт{1,6,15,21,35} = {1}и рок,Ф(|/| ^ 1) = 1.

Следовательно, (д) СФ(|/| ^ 1).
2)	Подгруппа Ф(|/| ^ 1)-тривиальности группы (д) тривиальна, так как

по следствию 2 теоремы 2.8 совпадает с группой (д*), где t =mp21o(l) = 21O.
б)	Рассмотрим Ф(|/| ^ 17)-признак.
1) По теореме 2.8,а)

17), д) = prm{t G \L\. \I(g*)\ > 17},

отсюда и из вычислений примера 2.14 (см. табл. 2.1) следует, что

так как

П(Ф(|/| ^ 17), д) = prm{15, 21, 35, 30, 42, 105, 210} = {15, 21, 35}.

Отсюда по следствию 1 теоремы 1.5 получаем, что рок^ Ф(|/| ^ 17) = 15,
и по следствию 2 теоремы 1.5 получаем, что Ф(|/| ^ 17)-признак в группе (д)
нетривиален.

2) Подгруппа Ф(|/| ^ 17)-тривиальности группы (д) тривиальна, так как
следствию теоремы 1.7 совпадает с группой (дг), где

t = ЖЖ(тр210A5), тр210B1), тр210C5)) = ЯСЩ14, 10, 6) = 210.0
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§ 2.4. Исследование в группах подстановок наследственных
признаков, определяемых свойством нормальной неподвижности

2.4.1. Свойство делимости порядков неподвижных подмно­
подмножеств подстановок циклической группы. Определим на множестве
Nn х Nn функцию rjg(t, т) от переменных гит, принимающую неотрица­
неотрицательные рациональные значения:

\19\(тУ IW
О,	|/,|(г

Из равенств B.14) следует, что для всех t,

aT ~ ненУлевой вект°Р'Vg(t, т)=1 Ча^ку a ~ ненУлевой вект°Р'	B.20)[ 0,	ат — нулевой вектор,.
где векторы а* и ат определены равенствами B.15).

Пусть w и w' — упорядоченные наборы чисел из множества Nn, где
w = (т0, т15..., тк), w' = (tq, г/, ..., т'к), к ^ 0. Число элементов набора w
обозначим символом |w|. Следовательно, |ги| = |ги'| = А; + 1.

Определение 2.16. Пусть |ги| = |гу'| > 1, тогда наборы w и w'
назовём г]д-эквивалентными, если

ing(Ti-\i Ti) = rlg(Ti-\i Tl)i г = 1,..., k.0

Если |гу| > 1, то через Rg(w) обозначим множество значений функции
rjg(t, г) на всех к соседних парах набора w:

Определение 2.17. Пусть |гу| > 1, тогда набор w назовём нор­
нормальным (р-нормальным), если R^(w)CN (Rg(w)CN[p]). <C>

Замечание 1. Пара чисел (?, г) из множества Nn является нор­
нормальной (^-нормальной), если rjg(t, r)^N (rjg(t, r)^N[p]).

Замечание 2. Если набор w является нормальным (^-нормаль­
(^-нормальным), то |/^|(t)>0 для любого t е{т0, г1?..., тк}.

Замечание 3. Если наборы w и w' ^-эквивалентны, то Rg(w) =

Замечание 4. Если набор w является нормальным (^-нормаль­
(^-нормальным), то и ^-эквивалентный ему набор w' является нормальным (^-нор­
(^-нормальным).

Определение 2.18. Если | w \ > 1 ив наборе w имеются совпада­
совпадающие соседние числа, т. е. т. = ri_l при некотором г G{1,..., к}, то редук­
редукцией набора w назовём упорядоченный набор w', полученный удалением
из набора w всех чисел, совпадающих с предыдущим числом: элемент т.
удаляется тогда и только тогда, когда ri = ri_x, г = 1,..., к. Если т{фт{_х
при любом г = 1,..., к, то редукцией набора w является сам набор w. <)

Замечание. Редукция набора w есть единственное число т0 тогда
и только тогда, когда т0 = тх =... = тк. <С>

Эпиморфизм v(t,L), определённый равенством B.18), индуцирует
отображение v(w,L) наборов натуральных чисел в упорядоченные набо­
наборы элементов решётки \L~\{:

v(w, L) = (v(r0, L), v(r1? L),..., v(rk, L)).

15 MBK, вып. 14
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Утверждение 2.11. Пусть ги = (т0, т1?..., тк) и \w\ > 1. Тогда:
а)	наборы w и v(w, L) r]g-эквивалентны;
б)	ес/ш |/J(t.)>0 яра г = 1,..., fc, то

ЧдЫ Тк) = "ПдЫ ТХ) ' Г)д{тх, Г2) • . . . • 77,(ТЛ_ м Тк).

в)	еа/ш гу' —редукция набора w u\w'\>l, mo

R](wf) С л;(и;) С {1} и i?;(^)-	B.22)
Доказательство, а) Если \1д\(т^>0, то из равенства B.19) и

утверждения 2.10,в) следует, г = 1,..., к:

Чв(т4_„ tJ= fc|(T<) = -^I5r=4>(Ti.1)L), «(т4, L)).

Если |/^|(r.) = 0, то rjg(Ti-\^ Ti) — ^ и' следовательно, по утвержде­
утверждению 2.10,в) \1д\(у(т{, L)) = 0, поэтому из равенства B.19) получаем, что

Vg(Ti_l,Ti) = O = rig(v(Ti_l,L),v(Ti,L)), г = 1,..., к.

Значит, в любом случае наборы w и v(w, L) ^-эквивалентны.
Утверждение б) следует из равенства B.19).
в) Пусть т{ = т{_х при некотором г G{1,..., к}, тогда |^|('7i) = |/^|(ri_1).
Достаточно доказать, что если набор w' получен удалением единствен­

единственного числа т. из набора w, то выполнены включения B.22).
Если набор w' получен удалением числа т. из набора w, то множество

R^(w') получается из множества R](w) либо удалением числа vg(rk-^ Tk)i
если г = к, либо удалением чисел ^(г-_15 т.), ^(т.,г. + 1) и добавлением
числа ^(г-_15 т- + 1), если г < к.

Если |/J(t.) = 0, то |/^|('7;_1) = 0 и из равенства B.19) следует, что
при г < к

и при г = к

Значит, Rvg(w') = Rvg(w) в случае |/J(r.) = 0.
Если |/^|(г.)>0, то \1д\(т{_i)>0 и из равенства B.19) следует, что если

г = к, то

и если г < fc, то

Следовательно, в любом случае при удалении числа т. из набора w,
г = 1,..., к, множество Rvg{w') «беднее» множества Rg(w) не более чем на
одно число, равное 1, т. е. включения B.22) выполнены. ?

Следствие 1 из утверждения 2.11,а) и определений 2.16, 2.17.
Набор w является нормальным (р-нормальным) тогда и только тогда,
когда является нормальным (р-нормальным) набор v(w, L). <С>
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Следствие 2. Если все пары соседних чисел набора w являются
нормальными (р-нормальными), mor]g(r0, rk)eN (rjg(r0, rk)eN[p]).

Доказательство. Из утверждения 2.11 ,б) следует, что если
Vg(ri-nri) € N (rjg(ri_l, т.) е N[p]), г = 1,..., к, то и их произведение
Vg(T0,Tk)eN(r,g(T0,Tk)eNW).n

Следствие 3. Набор w, где \w\ > 1, является нормальным
(р-нормальным) тогда и только тогда, когда его редукция w' либо
является нормальной (р-нормальной), либо состоит из единственно­
единственного числа т0 и при этом \Ig\(r0) > 0.

Доказательство. Если набор w состоит из одинаковых чисел,
т. е. w = (г, т,..., г), то |ги'| = 1 и из равенства B.19) следует, что набор w
является нормальным (^-нормальным) тогда и только тогда, когда |/J(t) >0.

Пусть набор w состоит не из одинаковых чисел, тогда |ги'| > 1.
По утверждению 2.11,a) R](wf) С Rg(w), значит, если R](w) С N
(Rvg(w) С JVW), то и Rvg(wf) С N (Rvg(wf) С JVW).

Вместе с тем, по утверждению 2.11,a) Rg(w) С {1} и R^(w'). Поэтому
если д;(^;) с jv (д;(^;) с jvw), то и д;(^> с jv (д;(^) с jvw>. ?

2.4.2. Нормально неподвижные подстановки и их свойства.
Рассмотрим D-диаграмму и \L~\{-диаграмму ^-подфункции |/J(?) функ­
функции |/(^)|. По утверждению 2.8,а) и следствию 3 утверждения 2.10 со­
соответственно эти диаграммы являются простыми. Следовательно, в соот­
соответствующих графах Fpd/J) и rL(|/J) (см. определения 1.26, 1.27) каждая
вершина г помечена единственным символом |/J(t).

Дуги и пути этих графов являются упорядоченными наборами чисел из
множества {1,..., п}, в которых любые соседние числа различны, так как
смежные вершины пути различны. Поэтому из определений 2.17 и 2.16 и из
следствий утверждения 2.11 вытекают следующие свойства любого пути w
в графе TD(\Ig\) или графе TL(\Ig\):

1)	последовательность вершин пути w является редуцированным набо­
набором чисел;

2)	путь w является нормальным (^-нормальным) тогда и только тогда,
когда он состоит из нормальных (^-нормальных) дуг;

3)	путь w является нормальным (^-нормальным) тогда и только тогда,
когда является нормальным (^-нормальным) набор v(w, L);

4)	путь w из t в г является нормальным (^-нормальным) тогда и толь­
только тогда, когда редукция набора v(w, L) либо является нормальной (^-нор­
(^-нормальной), либо состоит из единственного числа t и при этом \Ig\(t)>0.

Обозначим через WD(t, r) (через WL(t, r)) множество всех путей из t
в г вграфеГя(|^|) (в графе TL(\Ig\)), где гфт.

Определение 2.19. Вершина т графаТв(\1д\) или графа TL(\Ig\)
называется нормальной (р-нормальной), если либо г = п, либо при г ф
Ф п является нормальным (^-нормальным) любой путь w G WD(n, т) или
соответственно любой путь w G WL(n, r). <C>

Множество всех нормальных (^-нормальных) вершин графов Гд(|/^|) и
TL(\Ig\) обозначим соответственно Dv(g) иЬи(д) (Dpu(g) и Lpu(g)).

Определение 2.20. Подстановка д называется нормально
(р-нормально) неподвижной, если функция \Ig\(t) является антинормаль­
антинормальной (р-антинормальной). <С>

Из определения 1.24 следует, что если подстановка g нормально (^-нор­
(^-нормально) неподвижна, то 1(д)ф0.

15*
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Пример 2.17. а) Подстановка е является нормально неподвижной

и ^-нормально неподвижной при любом натуральном р.
В этом случае п = \ и 7^A, 1)= 1 tN[p] при любом натуральном р.
б)	Полноцикловая подстановка д множества X не является нормально

неподвижной, так как 1(д) = 0.
в)	Подстановка д множества X, где |Х| > 2, с цикловой структурой,

заданной множествами L = A, |Х| — 1) и if = A, 1), является нормально
неподвижной и |Х|-нормально неподвижной.

В этом случае п = \Х\-1, \1д\(п) = \Х\ и \Ig\(t) = l при t = 1,..., п- 1.
Следовательно, из равенства B.19) получаем:

., в противном случае.

Множество всех подстановок группы Ф(Х), являющихся нормально
(^-нормально) неподвижными, обозначим Ли](Х) или кратко Ли] (Лри](Х)
или кратко Лри]).

Отсюда и из определения 2.20 следует, что при любом натуральном р:

№>] с у\И с Ф(|/| ^ 1),	B.23)
где Лри] т^0 при любом натуральном р (см. пример 2.17).

Далее доказательства некоторых теорем и утверждений, помечены сим­
символом *. Это означает, что во избежание перегруженности в помеченных
доказательствах рассмотрены только свойства, связанные с нормальностью
дуг и вершин графов Гд(|/^|) и FL(|i"J). Доказательства, связанные со свой­
свойством ^-нормальности дуг и вершин этих графов, проводятся аналогично.

Утверждение 2.12. Следующие предложения равносильны:)д	д
2)	r]g(t, г) е N (r]g(t, т) е N[p]) для всех г, t e Nn таких, что (г, п)

делит (t, n);
3)	rjg(t, r)eN (rjg(t, r)eN[p]) для всехт, teNn таких, чтот/t;
4)	rjg(t, r)eN (rjg(t, r)eN[p]) для всехт, t eD(n) таких, чтот/t;
5)	rjg(t, r)eN (rjg(t, r)eN[p]) для всехт, t e \L]X таких, чтот/t;
6)	все дуги графа TD(\Ig\) являются нормальными (р-нор­

(р-нормальными);

7)	все вершины графа TD(\Ig\) являются нормальными (р-нор­
(р-нормальными);

8)	вершина 1 графа TD(\Ig\) является нормальной (р-нормальной);
9)	все дуги графа TL(\Ig\) являются нормальными (р-нормальными);
10)	все вершины графа TL(\Ig\) являются нормальными (р-нор­

(р-нормальными);

11)	вершина 1 графа FL(|i"J) является нормальной (р-нормальной).
Доказательство *. Нормальная неподвижность подстановки g

равносильна предложению 2,в) силу определений 2.20 и 1.24.
Используем далее схему доказательства:

2^3^4^5^2, 4^6^4,6^7^ 8^6, 5^9^5, 9^10^11^9,
где переход г -^ j означает следование предложения г из предложения j
для г, у G {2,3,..., 11}.

Если г, t e Nn и r/t, то (г, п) делит (t, n). Поэтому из второго предло­
предложения следует третье.
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Так как [L]j С D(n) С {1,..., п}, то из третьего предложения следует
четвёртое и из четвёртого предложения следует пятое.

Докажем, что из пятого предложения следует второе.
Пусть т, t Е Nn и (г, п) делит (?, п). По утверждению 2.10 г;(т, L) есть

нормальный эпиморфизм, поэтому v(r,L) делит v(t,L). Значит, по усло­
условию предложения 5 упорядоченная пара (v(t, L), г;(т, L)) вершин из \Ь~\{
является нормальной. Отсюда по следствию 1 утверждения 2.11 получаем,
что упорядоченная пара (?, г) вершин из D(n) также является нормальной.
Цепочка 2—>3—>4—>5—>2 доказана.

Если пара (?, г) есть дуга графа Г^(|/^|), то ?, т Е D(n) и т/?. Значит,
из предложения 4 следует предложение 6.

Если выполнено предложение 6 и r/t, то путь w из WD(t, r) состоит
из нормальных дуг. Отсюда по следствию 2 утверждения 2.11 получаем,
что rjg(t, r) Е N. Значит, выполнено предложение 4 и цепочка 4 —> 6 —> 4
доказана.

Из предложения 6 следует предложение 7 по определению 2.19.
Из предложения 7 следует предложение 8 очевидным образом.
Так как для любой дуги (?, г) графа Гд(|/^|) найдётся путь из п в 1,

проходящий через эту дугу, то из предложения 8 следует предложение 6
по определению 2.19. Цепочка 6—>7—>8—>6 доказана.

Если пара (?, г) есть дуга графа rL(|/J), то ?, т Е [L]1 и r/t. Значит,
из предложения 5 следует предложение 9.

Если выполнено предложение 9 и r/t, то путь w из И^(?, г) состоит
из нормальных дуг. Отсюда по следствию 2 утверждения 2.11 получаем,
что rjg(t, г) е N. Значит, выполнено предложение 5 и цепочка 5 —> 9 —> 5
доказана.

Из предложения 9 следует предложение 10 по определению 2.19.
Из предложения 10 следует предложение 11 очевидным образом.
Так как для любой дуги (?, г) графа rL(|/J) найдётся путь из п в 1,

проходящий через эту дугу, то из предложения 11 следует предложение 9
по определению 2.19. Цепочка 9—>10—>11—>9 доказана. ?

Пример 2.18. Подстановка д множества X, где |Х| = 2/ и I > 2,
с цикловой структурой, заданной наборами L = A, / — 1,/)иАГ = A,1,1),
не является нормально неподвижной.

Для этой подстановки L =A — 1, L). Используя следствие 1,а) утверж­
утверждения 2.10, вычисляем:

Г^Ъ = {1} и г^П = A, г -1,1, г - (I -1))­
Используя следствие 1,6) утверждения 2.10, получаем:

Nm = {l,l,l + l,2iy = {1,1,1+ 1,21}.
По предложению 5 утверждения 2.12 достаточно проверить включения

rjg(t, r)eN (rjg(t, r)eN[p]) для всех г, t E \L]{ таких, что r/t.
Исходя из вычисленных множеств [Z^] j и NI(^g) получаем, что

9/
где у—j- ^ N при любом / > 2. О

При распознавании подстановок, не являющихся нормально (^-нор­
(^-нормально) неподвижными, может быть использовано следующее утверждение.

\Х I \Х IУтверждение 2.13. Если хотя бы одно из чисел Кг, , ' , ' ,

^— ) не принадлежит N (не принадлежит N[p]), t = 1,..., п, то g $. Ли]
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Доказательство *. При ? = пит = 1,...,п число (г, п) делит

число (t,n). Поэтому из предложения 2 утверждения 2.12 следует, что
rjg(n, t)eN, если дЕЛиК Так как |/J(n) = |X|, то из равенства B.19) имеем:

При г=1и* = 1,...,п число (г, п) делит число (?, п). Поэтому из пред­
предложения 2 утверждения 2.12 следует, что ^(t, 1) G N, если д G Л . Так как

\1(д)\ = к{, то из равенства B.19) имеем: rjg(t, 1) = —^—.
Отсюда следует, в частности, что если д G Ли\ то rjg(n, 1) G iV, где

^(п,1) = Щ D
Следствие. ?а/ш g G Л  и |X | = pr, где p — простое, г — нату­

натуральное, moge/i^] и\1(д*)\е№р\ t = l,...,n.
Доказательство. По утверждению 2.13 \Ig\(t) делит \X\, t =

= 1,..., п. Поэтому если \Х\=рг,то \Ig\(t)eN^. П
Пример 2.19. Определим, является ли нормально (^-нормально)

неподвижной подстановка д степени 84, у которой цикловая структура опре­
определяется числами:

C(g) = (V, 6, 15,21,35).

Для этой подстановки |Х| = 84, ord # = 210.
В примере 2.14 посчитано (табл. 2.1), что |/(#42)| =34. Так как |/(#42)|

не делит |Х|, то по утверждению 2.13 подстановка д ^ Ли] и д ^ Лри] при
любом натуральном р. <С>

2.4.3. Исследование в группах подстановок наследственных
признаков, связанных с нормальной и р-нормальной неподвиж­
неподвижностью подстановок. Из примера 2.17,а) следует, что всякая группа под­
подстановок G имеет У\М-признак (y\^]-признак). Убедимся, что этот признак в
группе G является наследственным, и определим множество (Ли\ (^-поро­
(^-пороговых ((Лри\ #)-пороговых) чисел для произвольной подстановки gtG.

Утверждение 2.14. Пусть каждое из последующих чисел на­
набора (п, г", г', г) делит предыдущее число, где пфт. Тогда:

а) если т е D»{g) (т е Dp»(g)), mo т' е D»{g) и rjg(r", т') eN (rf e
eDp»(g)urjg(T",T')eNW);

б)еслит",т'<Е\Ь1\х ureLu(g) (reLpu(g)), mo т' eLu(g) ur)g(r\ rf)e

Доказательство *. Рассмотрим любой путь w G WD(n, r) (w G
G WL(n, г)), проходящий через вершину т', и любой путь w' G WD(n, r)
(wf G WL(n, r)), проходящий последовательно через вершины г" и г'; такие
пути имеются, так как по условию каждая из последующих вершин набора
(п, г', т", г) делит предыдущую вершину.

Путь w можно составить из путей wl2 и w3, а путь w' можно составить
из трёх путей w{, w2 и w3, где wl2 \wx, w2, w3) есть произвольный путь из п
в т' (из п в т", из т" в т', из т' в г).

Если т' = п, то по определению 2.19 вершина т' является нормальной
как в графе Гд(|JJ), так и в графе FL(|JJ).

Пусть т' ф п. Так как г G Du(g) (r G Lu(g)), то по определению 2.19
любой путь w G WD{n, т) (w G WL(n, r)) состоит из нормальных дуг, в том
числе, пути w и w''.
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Отсюда следует, во-первых, что путь wl2 в графе Гд(|/^|) (в графе
rL(|/J)) тоже составлен из нормальных дуг. Значит, по определению 2.19
вершина г' является нормальной как в графе Гд(|JJ), так и в графе FL(|JJ).

Во-вторых, если т"' фт1, то путь w2 в графе Гд(|/^|) (в графе rL(|/J))
тоже составлен тоже из нормальных дуг. Значит, по следствию 2 утверж­
утверждения 2.11 rjg(r", т') е N.

Если т" = т', то г]д(т", т') G N, так как rjg(r\ т') = 1. ?
Следствие 1. а) Если М С D(n) и domM не содержит нор­

нормальных (р-нормальных) вершин графа TD(\Ig\), то М П Du(g) = 0
(MnDpu(g) = 0).

б) Если МС \L]{ и dom M не содержит нормальных (р-нормальных)
вершин графаTL(\Ig\), moMnLu(g) = 0 (MnLpu(g) = 0).

Доказательство *. Любая вершина г из М либо принадлежит
dom М, либо делит некоторую вершину т' из dom M.

В первом случае r^Dv(g) (r^Lv(g)) по условию.
Во втором случае, если г е Du{g) (r e Lu{g)), то по утверждению 2.14

т' g Du(g) (т' g L u(g)), что противоречит условию.
Значит, MHDu(g) = 0 (MnLu(g) = 0). ?
Из утверждения 2.14 и его следствия 1 непосредственно получаем.
Следствие 2. а) Любой путь w e WD(n, r) либо проходит толь­

только через нормальные (р-нормальные) вершины, если т е Dv(g) (если
r€Dpu(g)), либо разбивается на два отрезка соответственно нормаль­
нормальных и не нормальных (р-нормальных и не р-нормальных) вершин, еслиi(g) $(g)

б) Любой путь w g WL(n, r) либо проходит только через нормаль­
нормальные (р-нормальные) вершины, если r^Lu(g) (если г е Lpu(g)), либо
разбивается на два отрезка соответственно нормальных и не нор­
нормальных (р-нормальных и не р-нормальных) вершин, если r^Lv(g)
(r$Lpv(g)). О

Замечание. Из утверждения 2.14,а) следует, что множество под­
подстановок {дТ: г g Du(g)} (множество подстановок {дт: г е Dpu(g)}) явля­
является наследственным. Вместе с тем, из утверждения 2.14,6) не следует,
что множество подстановок {gr: r€Lu(g)} (множество подстановок {дт:
т g Lpu(g)}) является наследственным, так как из включения те \L~\{ не
следует, что всякое число, кратное числу г, принадлежит \L~\{.

Теорема 2.10. Подстановка дТ е ЛИ (дт е Яр^) при reD(n)
тогда и только тогда, когда г е Dv{g) (те Dpv{g)).

Доказательство *. Обозначим h = gT. Если г е Du(g), то т/п
nord/i = ^.

Пусть ?, \i G D (—) и \ijt. Тогда г • \± делит г • t, при этом г • ?, г • \± G
G D(n). Так как г делит г •//, то по утверждению 2.14,а) г • t, r-/x G Du(g)
и выполнено включение ^(т• ?, г •//) е iV. При сделанных обозначениях это
включение равносильно включению rjh(t, /jl)eN.

В силу произвольности рассмотренных делителей t и /х числа ^ для
подстановки iJ выполнено предложение 4 утверждения 2.12, т. е. h ?У\И.
Значит, #те7\И.

Докажем в обратную сторону. Пусть г е D(n) \ Dv(g). Тогда по опре­
определению 2.19 г ^ п и имеется путь (т0, т15..., rk) G 1^G1, г), содержащий
дугу, не являющуюся нормальной. Значит, Vg(Tj-\i т3) 4- ^ ПРИ некотором{}
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Так как r/rj_x и rjr., где rj_l, т. е D(n), то ^f1, Ц; е D (^). Сле­

Следовательно, при сделанных обозначениях rjh [J-^-, -^J^N, где -^ делит

л^-, так как rj/rj_l. Значит, для подстановки h предложение 4 утвержде­
утверждения 2.12 не выполнено, и дт фЛи]. О

Обозначим через ф[и] (через ф[ри]) характеристическую функцию
У\И-признака (Л^]-признака) в группе подстановок Ф(Х) и через ^\{t) (че­
(через iplpug](t)) обозначим ^-подфункцию этой характеристической функции.

Следствие 1. Всякая подгруппа G группы подстановок Ф(Х)
имеет наследственный Аи]-признак (Лри]-признак), при этом

№\ g) = prm D»(g)

(Yl(Ap»\g) = prm Dp»(g)).
Доказательство *. Из утверждения 2.2 следует, что цикло­

цикловая структура подстановки g однозначно определяет множество цикловых
структур всех подстановок циклической группы (д). Следовательно, цикло­
цикловая структура подстановки д однозначно определяет наличие или отсутст­
отсутствие у подстановки д свойства нормальной неподвижности. Значит, функ­
функция ф[и] является характеристикой цикловых структур подстановок груп­
группы Ф(Х).

Вместе с тем, если д е Ли] то по предложению 7 утверждения 2.12
Dv(g) = D(n), и, следовательно, по теореме 2.10 дТ е Ли] при любом те
G D(n). Отсюда по следствию утверждения 2.8 получаем, что У\И-признак
в группе G является наследственным.

Так как по теореме 2.10 множество {t e D(n): gl tAu]} совпадает со
множеством Du(g), то по теореме 1.5,в) получаем выражение для множе­
множества ЩЛ"\ д). ?

Следствие 2. pokgA^ = m'm Du(g) (pokgAp^ = m'm Dpu(g)).
Доказательство *. По следствию 1 теоремы 1.5 рок^ У\И есть

наименьшее из чисел множества prm Du(g), это число совпадает с наимень­
наименьшим из чисел множества Du(g). ?

Следствие 3. У\И-признак (Лри]-признак) тривиален в цикличе­
циклической группе (д) тогда и только тогда, когда в графе TD(\Ig\) все дуги,
инцидентные вершине п, не являются нормальными (р-нормальными).

Доказательство *. Так как ееЛи], то ф^д(п)=\. Значит,
по следствию 2 теоремы 1.8 У\И-признак тривиален в группе (д), если
ф]?]д(г) = О для любого коатома t решётки D(n).

Последнее условие по теореме 2.10 равносильно тому, что каждый ко­
коатом t решётки D(n) не является нормальной вершиной графа Г^(|/^|).
Из определения 2.19 следует, что каждый коатом t решётки D(n) не яв­
является нормальной вершиной графа Гд(|/^|) тогда и только тогда, когда не
являются нормальными все дуги, инцидентные вершине п. ?

Следствие 4. Ли]-признак (Лри]-признак) в циклической груп­
группе (д) является квазиполным тогда и только тогда, когда множество
prm Dv{g) (множество prm Dpv{g)) совпадает со множеством атомов
решётки D(n).

Доказательство *. Используя выражение для множества
П(У\И, д), полученное в следствии 1 теоремы 2.10, получаем по утверж­
утверждению 1.11,6) критерий квазиполноты У\М-признака в циклической груп­
группе (д). ?
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2.4.4. О сложности определения в циклической группе под­
подмножества нормально неподвижных подстановок. Вершины гра­
графа Fpd/J) (графа FL(|/J)) можно разбить на ярусы (занумеруем их чис­
числами от 0 до rD (до rL)) последующему правилу: нулевой ярус состоит из
вершины п; гв-и ярус (гь-и ярус) состоит из вершины 1; к г-му ярусу отне­
отнесем все вершины, которые покрываются хотя бы одной вершиной (г — 1)-го
яруса, г = 1,2,..., rD (г = 1, 2,..., rL).

Из определения 2.19 вытекает следующий критерий нормальности
(^-нормальности) вершины г графа F^fl JJ) или графа FL(| JJ).

Утверждение 2.15. Вершина г i-го яруса графа TD(\Ig\) или
графа TL(\Ig\) является нормальной (р-нормальной) тогда и только то­
тогда, когда нормальны (р-нормальны) все дуги, входящие в вершину г, и
нормальны (р-нормальны) все вершины (г-\)-го яруса соответственно
графа TD(\Ig\) или графа FL(| JJ), покрывающие вершину т, г = 1, 2,..., rD
(i = l,2,...,rj. О

Из следствия 1 теоремы 2.10 следует, что определение (Л, (^-порого­
(^-пороговых ((Лр\ #)-пороговых) чисел, и, следовательно, порождающего элемента
подгруппы У\И-тривиальности (Л^]-тривиальности) группы (д), связано с
вычислениями на графе F^fl/J).

Опишем основанный на утверждении 2.15 способ вычисления мно­
множества ЩЛи\ д) (множества ЩЛри\ д)), а заодно и множества prmLu(g)
(prm L*"(g)).

В качестве исходных данных алгоритм использует вершины и дуги гра­
фа Гв(|7,|) (графа rL(|I,|)).

Алгоритм 2.1.
1.	Определение множества Dv(g) (множества L"(g)).
Последовательно просматриваем ярусы графа F^fl/J) (графа FL(| JJ)),

начиная с 1-го, и разделяем множество вершин данного яруса на нормаль­
нормальные и не нормальные вершины, руководствуясь правилами:

1)	если вершина покрывается хотя бы одной из ненормальных вершин
предыдущего яруса, то она не нормальна;

2)	если вершина покрывается только нормальными вершинами преды­
предыдущего яруса, то она является нормальной тогда и только тогда, когда нор­
нормальны все дуги, входящие в данную вершину.

2.	Определение множества prm D"(g) (множества prm Lv(g)).
Просматриваем ярусы графа F^fl/J) (графа FL(|/J)) в обратном по­

порядке, начиная с яруса с наибольшим номером /iD (номером /jll), который
содержит непустое множество нормальных вершин. При этом руководству­
руководствуемся правилами:

1)	все нормальные вершины fiD-ro яруса (/xL-ro яруса ) принадлежат
множеству prm Dv{g) (множеству prm L v{g))

2)	если /jld > 0 (/jll > 0), то нормальная вершина (г — 1)-го яруса при­
принадлежит множеству prm Du(g) (множеству prmL^g)) тогда и только
тогда, когда она не покрывает ни одну нормальную вершину г-го яруса,
г = Мд, Мд - 1,..., 2 (г = /zL, /zL - 1,..., 2). D

Корректность данного алгоритма следует из утверждения 2.15 и теоре­
теоремы 2.10.

Алгоритм 2.1 требует в худшем случае двукратного просмотра всех
дуг графа F^fl/J) (графа FL(|/J)), поэтому сложность вычислений имеет
порядок числа дуг графа.

Вместе с тем, возникает вопрос, нельзя ли вычислительно проще опре­
определить множество П(У\И, д) (множество ЩЛри\ д)), используя вычисления
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на графе rL(|/J), которые, как можно ожидать, являются менее сложными
в силу того, что [Lli С D(n)?

В случае деЛи] (деЛри]) положительный ответ следует из утвержде­
утверждения 2.12. Например, согласно предложению 9 для распознавания нормаль­
нормальной (^-нормальной) неподвижности подстановки д достаточно проверить
нормальность (^-нормальность) всех дуг графа FL(| JJ).

Для исследования этого вопроса в случае, когда дфЛи] (д^Лри]) устано­
установим связи между некоторыми характеристиками графов Го(|/^|) и rL(|/J).
Далее считаем, что д^Ли] (д?Ари]).

Утверждение 2.16. Включение г е \L]{ П Du(g) (те\Ь]1П
nDpu(g)) верно тогда и только тогда, когда верно включение rELv(g)()

()
Доказательство *. Рассмотрим путь (?0, tx,..., tt) G WL(n, r)

и путь w = (т0, т15..., тк), где w G WD(n, т) и w проходит последовательно
через вершины ?0, tl5..., tt. Такой путь w имеется, так как \L~\{ С D(n) и,
следовательно, каждая из вершин ?0, tl5..., tt принадлежит D(n).

Пусть г g [i]i П Du(g). Так как каждая из последующих вершин пути
(/q, t1?..., tz) делит предыдущую вершину, то ing(ti_^ti)ELN по утверж­
утверждению 2.14,а), г = 1,...,/. Значит, путь (?0, tl5..., tt) составлен из нор­
нормальных дуг графа rL(|/J). В силу произвольности рассмотренного пути
(?0, tl5..., tz) из WL(n, r) получаем по определению 2.19, что r€Lu(g).

Пусть г е \L]X \D (g). Тогда re D(n)\D"(g) и по определению 2.19
некоторый путь w из WD(n, т) не является нормальным. Отсюда, по след­
следствию 1 утверждения 2.11 не является нормальным и набор v(w, L). Зна­
Значит, если w = (г0, т15..., г^), то Vg(v(ri-\i L), у(т{, L))? N при некотором
ie{l,...,fc}.

Предположим, что reLu(g). Тогда любой путь из WL(n, r) состоит
из нормальных дуг, в частности, путь и, проходящий последовательно, че­
через вершины v(ri_l1L) и v(t{, L). Такой путь имеется, так как каждое
из последующих чисел набора (п, у(тг_и L), v(ro L), г) делит предыду­
предыдущее число.

Действительно, v{ri_x^L) делит п, так как любое число из \Ь~\{ де­
делит п. Число v(t{, L) делит v(ri_l1L) и число v(r,L) делит v(t{, L) по
свойству нормального эпиморфизма v(t, L) (см. утверждение 2.10), так как
соответственно ri/ri_x и т/т{. При этом по утверждению 2.10,6) г;(т, Ь) = т,
так как г е \Ь~\{.

Таким образом, дуга (v(ri_l1 L), v(t{, L)) пути и является нормальной.
Имеем противоречие. Следовательно, те \L]{\Lu(g). О

Обозначим через Z(g) (через Zp(g)) множество всех делителей чис­
числа п, которые не кратны ни одному из чисел множества Lu(g) (множест­
(множества Lpv{g)) и одновременно не делят ни одно из чисел множества \L~\l\Lu(g)
(множества \L~\l\Lpu(g)). Положим также

Zv(g) = Z(g) П Dv(g), Z^{g) = Z'(g) П D»»(g).

Теорема 2.11. Еслид^А^ (g$№), mo

^1, g) = prm(L"v(g) U Z

Доказательство *. Если д ? У\И, то в силу предложения 10
утверждения 2.12 \L~\{ \ Lu(g) ф 0, поэтому множество вершин графа
Го A-^1) разбивается на 3 подмножества:
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1)	непустое множество R{(g) всех чисел, которые делят хотя бы одно
из чисел множества \Ь~\х\Ьи(д),

2)	непустое множество R2(g) всех чисел, которые кратны хотя бы од­
одному из чисел множества Lu(g),

3)	множество остальных чисел, которое обозначено Z(g).
По утверждению 2.16

\L-\1nDv(g) = Lv(9), \L]ln(D(n)\D>'(g))=\L]l\L>'(g).

Поэтому D"(g)n(\L]l \L"(g)) = <Z>. Отсюда по утверждению 2.14 по­
получаем, что Dl/(g)r\Rl(g) = 0. Следовательно,

D"(g)CR2(g)UZ(g).

Так как множество Dv{g) содержит только нормальные вершины графа
Гв(|/,|), то

D"(g)CR2(g)UZ"(g).

Вместе с тем, выполнено и обратное включение, так как Zv{g) С Dv{g)
по определению множества Zu(g) и по утверждению 2.14 R2(g)C Du(g).
Следовательно,

D»(g) = R2(g)UZ»(g).
Отсюда получаем, что

Каждое из чисел множества R2(g)\Lu(g) кратно некоторому числу
множества Lu(g), поэтому

Ы U Zv(g)) = prm(L »(g) U Zv(g)),

следовательно, равенство для множества prm Dv{g) принимает вид:

Отсюда по следствию 1 теоремы 2.10 получаем теорему 2.11. ?
Опишем теперь алгоритм определения множества П(Ли\ д) (множества

ЩЛри\ д)), использующий в качестве исходных данных вершины и дуги
графов rL(|I,|) и Гв(|1,|).

Обозначим через L"(g) (через Z^g)) множество всех вершин из Lu(g)
(из Z(g)), принадлежащих г-му ярусу графа F^fl/J), и через А. и Д —
множества всех соответственно нормальных и не нормальных вершин мно­
множества Zt(g), г = 1, 2,..., rD.

Пусть \i и 8 — соответственно наименьший и наибольший номера яру­
ярусов графа F^d/J), которые содержат хотя бы одну вершину множества
Z(g), О<//О.ТогдаА//_1 = ?//_1=0и

Zv(9)= U А	B-24)
Алгоритм 2.2*.
1.	По графу FL(|/J) определяем с помощью п. 1 алгоритма 2.1 множе­

множество Lv{g) и определяем множества L"(g), г = 1, 2,..., г^.
2.	Определяем множество Z(g) и множества Z{(g), г = 1, 2,..., г^.
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3.	Разбиваем множество Z{(g) на подмножества А{ и В{, г = /х, \± +
+1,..., 5, руководствуясь правилами:

1)	если вершина г из Z{(g) покрывается хотя бы одной из вершин
множества В{_{, то т ? В{;

2)	если вершина г из ^(#) не покрывается ни одной из вершин мно­
множества В{_{, то г g A. тогда и только тогда, когда является нормальной
упорядоченная пара (v(t, L), г>(т, L)) вершин множества [L^ при любой
вершине t ^Ai_lVJLvi_l(g) такой, что t покрывает вершину т.

4.	Определяем множество prm(Lu(g)U Zu(g)), используя разбиение
множества Lu(g)UZu(g) по ярусам (см. п. 2 алгоритма 2.1). ?

Корректность алгоритма 2.2 следует из утверждений 2.15, 2.16 и тео­
теорем 2.10, 2.11.

Пример 2.20. Определим множество П(Ли\ д) для подстановки д
степени 84, имеющей цикловую структуру С(д) = (\7, 6, 15, 21, 35).

Подстановка д не является нормально неподвижной (см. пример 2.19).
Порядок подстановки д равен 210. В примере 2.14 посчитано:

L =A,6,15,21,35),
\L]X = {1, 6, 15, 21, 35, 30, 42, 105, 210}.

Множество всех делителей числа 210 есть

DBl0) = {1,2, 3, 5, 6, 7, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 210}.

Расположим по ярусам вершины графов FL(|/J) и F^fl/J) (табл. 2.2
и 2.3) и укажем для каждой вершины t через знак / величину |/J(?) из
табл. 2.1 примера 2.14.

Таблица 2.2

Характеристики \L~\y-диаграммы функции |-^|(?)

Номер яруса

0

1

2

3

вершина t/\Ig\(t)

210/84

105/78

35/42

1/7

42/34

21/28

30/28

15/22 6/13

Таблица 2.3
Характеристики D-диаграммы функции |/J(t)

Номер яруса

0

1

2

3

4

вершина t/\Ig\(t)

210/84

105/78

35/42

7/7

1/7

70/42

21/28

5/7

42/34

15/22

3/7

30/28

14/7

2/7

10/7 6/13
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Применяя алгоритм 2.1, определяем по табл. 2.2:

L "(</) = {210, 30}.

Значит,

prmL "(<?) = {30},
Til, U"(fl) = {l>6,15,21,35,42,105}.

Отсюда определяем по табл. 2.3:

Следовательно, по теореме 2.11

"\ д) = prm Dv(g) = prm(L »(g) U Z"(fl)) = {10}.

Таким образом, циклическая группа (д) имеет подгруппу (дю) нормаль­
нормально неподвижных подстановок.

Из приведённых расчётов следует также, что циклическая группа (д)
имеет подгруппу (д30) 3-нормально неподвижных подстановок и подгруп­
подгруппу (д70) 2-нормально неподвижных подстановок. <С>

Укажем класс подстановок д, для которых определение множества
П(Ли\ д) (множества ЩЛри\ д)) не требует трудоёмких вычислений.

Утверждение 2.17. Пусть дфЛи] и подстановка g состоит из
циклов длины li = qTli, г = 1,..., га, где q — простое и 0 ^ пх < ... < пт. То­
Тогда единственное (Ли\ д)-пороговое ((Лри\ д)-пороговое) число t равно:

^l^^eN, г =2,..., m.
Доказательство. При данных условиях множество D(n) (мно­

(множество \L]X) есть цепь длины п (длины га), п = 1ти

пх >0

В графе rL(|/J) имеется единственный путь w. из п в Z^., состоящий из
ДУГ \lmi lm-\)i • • •>1Л + 1> V' ¦? =и> х> * * •' m-1> гДе *о = 1­

Из определения 2.19 следует, что вершина I- графа rL(|/J) является
нормальной тогда и только тогда, когда нормальны все дуги пути w..

Отсюда I- есть число из множества prmL^g), притом единственное,
тогда и только тогда, когда являются нормальными все дуги пути w. и дуга
(Ij, lj_i) не является нормальной, если j > 0. Заметим, что в случае щ > 0
дуга (/15 10) не является нормальной, так как д ? Ли] и, значит, |/J(l) = 0.
Следовательно, множество prmL^(^) состоит из числа t, определённого
утверждением 2.17.

Пусть prmL^g) = {lj} для некоторого j G {1,..., га}. Докажем, что
3

Если 1Х = 1 (т. е. пх =0), то j > 1, в противном случае по предложе­
предложению 11 утверждения 2.12 подстановка gtAu\ что противоречит условиям
утверждения.
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Пусть j = 1 и 1Х > 1 (т. е. пх > 0). Тогда \Ь~\Х \Lv{g) = {1} и множест­

множество Z(g) состоит из чисел д\ где 0< г < пх. Следовательно, по утвержде­
утверждению 2.10,в)

откуда получаем, что ^(/15 Я*) = ® Для чисел г, удовлетворяющих неравен­
неравенствам 0< г < пх. Следовательно, в этом случае Zu(g) = 0.

Пусть у > 1, тогда \L]l\Lv(g) = {l, Z1?..., Z^J. Значит:
1) если п- — п-_х > 1, то множество Z(g) состоит из чисел q\ где

г < п.\
2) если nj — nj_l = l, то Z(g) = 0.
Пусть nj — nj_l>l, тогда по утверждению 2.10,в)

откуда получаем, что rjg(l^ ql) = r}g(l^ lj_x) для чисел г, удовлетворя­
удовлетворяющих неравенствам 0 ^ г < пх. Следовательно, rjg(lj, ql) 4- -W» так как

Значит, в любом случае Zu(g) = 0, отсюда по теореме 2.11 получа­
получаем, что

Замечание. Определение множества ЩЛи\ д) для класса подста­
подстановок д, рассмотренного в утверждении 2.17, с помощью вычислений на
графе Fpd/J) имеет сложность порядка п, в то время как с помощью вычи­
вычислений на графе rL(|/J) эта задача имеет сложность порядка т.

§ 2.5. Исследование в группах подстановок наследственных
признаков, определяемых разбиениями основного множества

2.5.1. Определяющие свойства разбиений конечного множест­
множества; характеристики ^-разбиений. Обозначим через Part(X) решётку
всех разбиений множества X на непустые подмножества. Пусть TrePart(X)
и тг = (Х15..., Хк), тогда подмножества Х15..., Хк множества X называют
блоками разбиения тг и

x=\jx{.
i = \

Одноэлементный блок разбиения тг называют тривиальным блоком
этого разбиения.

Между множеством всех отношений эквивалентности на множестве X
и множеством Part(X) имеется биекция [7, гл. IV, § 4], задаваемая прави­

7Г

лом: для ж,ж'е! выполнено отношение х=х' тогда и только тогда, когда
элементы х и х' принадлежат одному блоку разбиения тг.

Множество Part(X) образует решётку по отношению ^, определённому
следующим образом: тг ^ тг' тогда и только тогда, когда разбиение тг является
продолжением разбиения тг' , т. е. каждый блок разбиения тг' есть либо
блок разбиения тг, либо объединение нескольких блоков разбиения тг.

Атомы, коатомы и отношение покрытия в решётке Part(X) описаны
в лемме 1 [7, гл. IV, § 4]. Атомами решётки Part(X) являются разбиения,



ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИЗНАКОВ В КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ И В ГРУППАХ ПОДСТАНОВОК	239

имеющие только один нетривиальный блок, состоящий из двух элементов.
Коатомами решётки Part(X) являются разбиения, имеющие ровно 2 блока.
Отношение тг' >—тг выполнено тогда и только тогда, когда разбиение тг'
получено из разбиения тг заменой каких-либо двух блоков их объединением.

Произвольная подстановка д G Ф(Х) однозначно определяет разбие­
разбиение (обозначим его тг(#)) множества X на блоки, из элементов которых
составлены циклы подстановки д. Разбиение 7г(д) назовём д-разбиением
множества X. Следовательно, любой группе подстановок G соответствует
множество Пс ^-разбиений этих подстановок:

TlG = {ir(g):geG}.
Рассмотрим 7г(д) как функцию из класса F(<&(X), Part(X)). Через

Kg(t) обозначим ^-подфункцию функции тг(#).
Утверждение 2.18. Для любой подстановки д^Ф(Х) по­

порядка п:
а)	7rg(t)^7rg(l), ? = 1,..., п;
б)	7rg(t) = 7rg(d), где d =(?, п), и 7rg(r)^7rg(d), если г, d G D(n) и r^d,

вследствие этого множество g-разбиений U{g) есть решётка, антиизо­
антиизоморфная решётке D(n);

в)	если BG естьс-базис группы подстановок G, то

ug= U пм,

вследствие этого подмножество YlG решётки Part(X) образует ниж­
нижнюю полурешётку.

Доказательство. Утверждения а) и б) вытекают из утвержде­
утверждения 2.3.

Выражение для множества Пс в утверждении в) следует из определе­
определения множества Пс и представления A.3) при Q = G. Заметим, что в силу
утверждения 2.18,6) множество П^ не зависит от выбора порождающе­
порождающего элемента группы (д). Следовательно, в силу единственности канониче­
канонического с-покрытия группы G множество Пс не зависит от выбора с-базиса
группы G.

Множество Пс образует нижнюю полурешётку, так как оно содержит
наименьшее разбиение тг(е) решётки Part(X). ?

Определение 2.21. Функцию / из F(O(X), Y) назовём харак­
характеристикой д-разбиений, если из равенства тг(д) = тт(д') для д, д' е Ф(Х)
следует равенство f{g) = f{g'). О

Замечание. Характеристики ^-разбиений определены, по су­
существу, на множестве Part(X), т. е. принадлежат классу функций
F(Part(X), Y). Отсюда и из утверждения 2.18,6) следует, что ?)-диаграмма
^-подфункции любой характеристики ^-разбиений является простой. <?

Пример 2.21. а) Множество 1(д) всех неподвижных относительно
подстановки д элементов множества X совпадает с множеством всех триви­
тривиальных блоков разбиения тт(д). Следовательно, I(g) G F(Part(X), 2х), т. е.
множество 1(д) можно рассматривать как характеристику ^-разбиений.

б) Пусть определена функция /: 2х —> X, тогда для подстановки д е
еФ(Х), где 7т(д) = (Х1,..., Хк), определим множество f(g):

Если для любого Y СХ величина f(Y) инвариантна относительно лю­
любой перестановки элементов множества Y, то множество f(g) можно рас­
рассматривать как характеристику ^-разбиений, т. е. f(g): Part(X)—>2X.
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В частности, пусть X — аддитивная группа и для любого YCX

Тогда для подстановки деФ(Х) определим функцию &(д):

a(g) = {a(Xl),...,a(Xk)Y.	B.25)
Функция а(д) является характеристикой ^-разбиений, так как функ­

функция <j(Y) инвариантна относительно любой перестановки элементов мно­
множества Y. О

2.5.2. Исследование групповых признаков, определяемых
разбиениями основного множества. Обозначим через Ф(тг), где
тг g Part(X), множество подстановок д из группы Ф(Х), для которых
тг(#)^ тг.

Теорема 2.12. Любая группа подстановок G имеет групповой
Ф(тг)-признак при любом разбиении тг ePart(X). Если G = (S), то

рок5ФGгК|С:(СпФ(тг))|.

Доказательство. Множество подстановок Ф(тг) замкнуто относи­
относительно произведения, следовательно, Ф(тг) <Ф(Х) и любая группа подста­
подстановок G имеет групповой Ф(тг)-признак. Отсюда по теореме 1.1 получаем
оценку для величины рок5 Ф(тг). П

Напомним некоторые определения и утверждения [6, гл. XI, § 7],
необходимые для рассмотрения свойств неподвижных подмножеств под­
подстановок.

Пусть С<ФA)и^С.
Определение 2.22. Стабилизатором элемента х (подмноже­

(подмножества Y) множества X в группе подстановок G называется множество
подстановок g группы G, относительно которых элемент х (каждый эле­
элемент х подмножества Y) является неподвижным. <С>

Стабилизатор элемента х (подмножества Y) в группе подстановок G
обозначим через Gx (через GY).

Замечание. По лемме Бернсайда для всякого х е X стабилиза­
стабилизатор Gx есть подгруппа группы G и

\G\ = \Gx\-\G{x%

где G(x) — орбита элемента х относительно группы G.
В силу этого равенства условие тривиальности стабилизатора Gx в

группе подстановок G равносильно условию |G| = |G(x)|. <C>
Очевидно, GY<G при любом YCX, так как GY = f] Gx. Следователь­

xeY
но, всякая группа G подстановок множества X имеет при любом Y С X
групповой Сг-признак.

Подмножеству Y поставим в соответствие разбиение TrrePart(X), в
котором каждый элемент у е Y образует тривиальный блок и все элементы
х G X \ Y образуют единый блок. В силу указанного соответствия Фу =
= Ф(тгг). Следовательно, Фг-признак есть частный случай Ф(тг)-признака,
рассмотренного в пункте 2.5.1.

Исследуем в группах подстановок характеристики групповых призна­
признаков: Фж-признака и Фг-признака, х е X, Y СХ.

Обозначим через lx(g) длину цикла в графе Г^, которому принадлежит
элемент х, т. е. lx(g)^L(g).
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Теорема 2.13. Для любого хеХ
^) РокдФх = 1х(д);
б) подгруппа Фх-тривиальности группы (д) есть (д*), где t =(())n

в)	Фх-признак в циклической группе (д) тривиален тогда и только
тогда, когда g — унидоминантная подстановка и число lx(g) доминиру­
доминирует во множестве L (g);

г)	Фх-признак является квазиполным в циклической группе (д) то­
тогда и только тогда, когда п есть степень простого числа р и lx(g) = p.

Доказательство, а) Так как Фх — группа, то по следствию 2 тео­
теоремы 1.5 имеется единственное (Фж, #)-пороговое число, которое по следст­
следствию 1 теоремы 1.5 совпадает с рок^ Фх.

По определению рок^ Фх есть наименьшее натуральное число t такое,
что дг{х) = х. Следовательно, рок^ Фх = 1х(д).

б)	Единственное (Фж, #)-пороговое число равно 1х{д). Значит, по след­
следствию теоремы 1.7 подгруппа Фж-тривиальности группы (д) порождается
элементом д\ где t =mpn(lx(g)).

в)	Так как единственное (Фж, #)-пороговое число равно 1х(д), то по след­
следствию 2 теоремы 1.5 тривиальность Фж-признака в группе (д) равносильна
тому, что 1х(д) = п, где п = Н0К{1х,..., 1т} и lx(g) e К,..., lm}. Значит,
1х(д) — единственное доминирующее число множества L (д).

Утверждение г) вытекает из следствия утверждения 1.11 и теоре­
теоремы 2.13,а). ?

Теорема 2.14. Для любого YСX
а)	роЦ, Фу = HOK{lx(g):xeY};
б)	подгруппа Фу-тривиальности группы (д) есть {дг), где

t=mpn(HOK{lx(g):xeY});

в)	Фу-признак в циклической группе (д) тривиален тогда и только
тогда, когда HOK{lx{g): x eY} = п; в частности, если domL с {lx(g):
х е Y}*, то группа (д) имеет тривиальный Фу -признак;

г)	Фу-признак является квазиполным в циклической группе (д) то­
тогда и только тогда, когда п есть степень простого числа р и HOK{lx(g):
xeY} = p.

Доказательство. а) Фг-признак совпадает с групповым
П Фж-признаком в группе G подстановок множества X. При этом из след­

xeY
ствия 2 теоремы 1.6 вытекает, что

роЦ, Фу = НОК{рокд Фх: х е Y}.

Отсюда и из теоремы 2.13,а) получаем выражение для рок^ Фу.
б)	Единственное (Фг, ^)-пороговое число равно HOK{lx(g): xeY}. Зна­

Значит, по следствию теоремы 1.7 подгруппа Фг-тривиальности группы (д) по­
порождается элементом д\ где t =mpn(HOK{lx(g): xe Y}).

в)	Так как единственное (Фг, #)-пороговое число равно НОК{1х(д):
х g Y}, то по следствию 2 теоремы 1.5 тривиальность Фж-признака в груп­
группе (д) равносильна тому, что HOK{lx(g): x e Y} = п.

Пусть domL ={/15..., ld}, где 1 ^.d ^т, тогда п = Н0К{1^ ..., ld}. Если
{Zl5..., ld}Q{lx{g)'. ^G Y}*, то выполнена цепочка соотношений:

п = Н0К{1и ..., ld} ^ HOK{lx(g): xeY}^n.

Значит, HOK{lx(g): x^Y} = nn Фг-признак в группе (д) тривиален.

16 МВК, вып. 14



242	в. м. фомичёв
Утверждение г) вытекает из следствия утверждения 1.11 и теоре­

теоремы 2.14,а). ?

Теорема 2.15. Пусть S = {sx,..., зр}СФ(Х) и G = (S). Тогда:
а) для любого х е X Фх-показатель группы G равен длине шх(Т3(Х))

кратчайшего цикла в графе!S{xy содержащего вершину х, и выполнено:

Фх ^ тт{1х(8г),..., lx(sp)Y,

б) для любого Y СХ

Фу ^ min{pokSi Фг,..., poks Фу};

в)	тривиальность Фх-признака в группе подстановок G равносиль­
равносильна каждому из следующих предложений:

в1) любая подстановка g группы G является унидоминантной и
число lx(g) доминирует во множестве L(g);

в2) каждый элемент g некоторого с-базиса BG группы G является
унидоминантной подстановкой и число lx(g) доминирует во множест­
множестве L(g);

г)	тривиальность Фу-признака в группе подстановок G равносиль­
равносильна каждому из следующих предложений:

rl) для любой подстановки g группы G выполнено равенство
HOK{lx(g):xeY} = ordg;

г2) для любого элемента g некоторого с-базиса BG группы G вы­
выполнено равенство HOK{lx(g): xeY} = ord g.

Доказательство, а) По определению pok5 Фх есть наименьшее
натуральное t такое, что при некоторых г15..., it G {1,..., р} для преобра­
преобразования g = s{ •... • s{ выполнено равенство g(x) = x. Из определения графа

следует, что число t совпадает с длиной кратчайшего цикла в графе
)> содержащего вершину х.
По утверждению 1.2

где по теореме 2.13,а) рок Фх = 1х(з3.), .7 = 1,.. .,р.
б)	Применяя утверждение 1.2 к Фг-признаку в группе G, получаем

требуемое неравенство для рок5 Фу.
в)	Рассмотрим тривиальное с-покрытие группы G, т. е. в равенст­

равенстве A.2) положим Q =R = G.
По утверждению 1.8,в) Фж-признак тривиален в группе G тогда и толь­

только тогда, когда он тривиален в циклической группе (д) для любого д G R
(в нашем случае для любого д G G). Отсюда и из теоремы 2.13,в) получа­
получаем, что тривиальность Фж-признака в группе подстановок G равносильна
предложению в1).

Предложение в2) следует из в1) очевидным образом. Покажем, что
из предложения в2) следует предложение в1).

Если подстановка д — унидоминантная, то в силу наследственности
[/-признака подстановка дг —также унидоминантная. Кроме того, если чи­
число 1х(д) доминирует в наборе L(g), то по утверждению 2.4,а) число lx(gf)
доминирует во множестве Ь(д*), t = 1,..., п.

Значит, если каждый элемент д некоторого с-базиса BG группы G
является унидоминантной подстановкой и число 1х(д) доминирует в набо­
наборе L(g), то группа G состоит из унидоминантных подстановок д таких, что
число 1х(д) доминирует во множестве L(g).
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г) Доказывается аналогично теореме 2.15,в) с использованием теоре­
теоремы 2.14,в). ?

Пример 2.22. Группа сдвигов Sr пространства Vr двоичных г-мер­
ных векторов имеет при любом векторе х е Vr тривиальный Фж-признак,
так как любая нетождественная подстановка д группы Sr состоит из 2Г~1
циклов длины 2, т. е. является унидоминантной, где число 2 доминирует в
наборе L(g). О

Пример 2.23. Пусть подстановка д множества {1,2, ...,84}
(см. примеры 2.6, 2.9, 2.11) имеет цикловую структуру С(д) =
= A7, 6, 15, 21, 35), и, в частности, циклы длины 1, 6 и 15 образованы соот­
соответственно подмножествами элементов:

A), B), C), D), E), F), G), (8,9,..., 13), A4, 15,..., 28).

Порядок подстановки д равен 210 и

?=A,6, 15, 21, 35), К = G, 1, 1, 1, 1), dom L = F, 15, 21, 35).

Определим при некоторых х е {1, 2,..., 84} характеристики группового
Фж-признака в циклической группе (д).

По теореме 2.13,в) Фж-признак в группе (д) нетривиален при любом
х е {1, 2,..., 84}, так как д есть 4-доминантная подстановка.

По теореме 2.13,г) Фж-признак в группе (д) не является квазиполным
при любом х е {1, 2,..., 84}, так как решётка DB\0) содержит более од­
одного атома.

а)	Рассмотрим групповой Ф9-признак в группе (д).
1)	П(Ф9, д) = {19(д)} = {6}, отсюда по теореме 2.13,а) рок^Ф9 = 6;
2)	по теореме 2.13,6) подгруппа Ф9-тривиальности группы (д) совпадает

с группой (#35), так как тр210F) = 35.
б)	Рассмотрим групповой Ф16-признак в группе (д).
1)	П(Ф16, д) = {116(д)} = {15}, отсюда по теореме 2.13,а) рок^ Ф16 = 15;
2)	по теореме 2.13,6) подгруппа Ф16-тривиальности группы (д) совпа­

совпадает с группой (ды), так как тр210A5) = 14. <С>
Пример 2.24. Для подстановки д множества {1,2,..., 84} из при­

примера 2.23 определим при некоторых УС{1,2,..., 84} характеристики груп­
группового Фг-признака в группе (д).

По теореме 2.14,г) Фг-признак в группе (д) не является квазиполным
при любом УС{1,2,..., 84}, так как решётка DBl0) содержит более од­
одного атома.

а) Пусть F = {9, 16}. По теореме 2.14,а)

рок, Фу = Н0Щ(9), 1М) = НОЩ, 15) = 30.

По теореме 2.14,в) Фг-признак в группе (д) нетривиален, так как
9

По теореме 2.14,6) подгруппа Фг-тривиальности группы (д) совпадает
с группой (д7), так как тр210C0) = 7.

б) Пусть Г = {1,9, 11}. По теореме 2.14,а)

Ц, Фу = Н0Щх{9), t,(ff), Uff)) = НОКA, 6, 6) = 6.

По теореме 2.14,в) Фг-признак в группе (д) нетривиален, так как

По теореме 2.14,6) подгруппа Фг-тривиальности группы (д) совпадает
с группой (#35), так как тр210F) = 35. О

16*
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§ 2.6. Исследование наследственных признаков

в группах подстановок аддитивной группы

2.6.1. Наследственные признаки сравнения функций. Пусть
/, /' ? ,Р(Ф(Х), Y), где Y — линейно или частично упорядоченное множе­
множество. Обозначим через Ф(/ ^ /') множество подстановок:

Ф(/ ^ /') = {9 G Ф(Х): /(<?) ^ f'(g)}­

Определение 2.23. iJ-признак в группе подстановок G назовём
признаком сравнения функций f и /', если GnH СФ(/ ^ /').

Утверждение 2.19. Если функции f и f являются характе­
характеристиками д-разбиений, то Ф(/ ^ f)-признак сравнения функций f и f
в группе подстановок G является наследственным тогда и только то­
тогда, когда из включения g G G ПФ(/ ^ /') следует, что gf G G ПФ(/ ^ /')
при любом t e D(n), при этом /(е) ^ f'(e).

Доказательство. Из определения 1.8 следует, что Ф(/ ^ /^-при­
/^-признак сравнения функций / и /' в группе подстановок G является наследст­
наследственным, если из включения g e GПФ(/ ^ /') следует, что (д) С GПФ(/ ^ f).
Иначе говоря, если для д е G из неравенства f(g) ^ f'{g) следуют неравен­
неравенства Цд*) ^Г(д'), t = l,...,ra.

Если функции / и /' являются характеристиками ^-разбиений, то
из утверждения 2.18,6) следует, что последняя система неравенств равно­
равносильна собственной подсистеме неравенств при всех t e D(n). В частности,
при t = п получаем: /(е) ^ /'(е)- Й

Следствие. Если Ф(/ ^ f)-признак сравнения функций f и f
в группе подстановок (д) является наследственным, то по теоре­
теореме 1.5, в)

П(Ф(/ ^ П 9) = Prm{t e D(n): (g*) С (Ф(/ < /')}.<>

Пусть основное множество X образует аддитивную группу. Рассмот­
Рассмотрим признак сравнения характеристик ^-разбиений а(д) и 1(д) (см. при­
пример 2.21). Для этого определим:

Ф(аС1) = {деФ(Х):а(д)СЦд)}.

Из равенства B.25) следует, что #?Ф(<тС/) тогда и только тогда, когда
*(Х<)еЦд), г = 1,.. , к, где тг(д) = (Х1,.. , Хк).

Тождественная подстановка ееФ(<тС/), так как а(е) = Х = 1(е).
Определение 2.24. Подстановку g аддитивной группы X назо­

назовём а-стабильной, если д* еФ(<тС/), t = 1,..., п. О
Класс всех а-стабильных подстановок группы Ф(Х) обозначим S(X)

или кратко S.
Замечание 1. Так как функции а(д) и 1(д) являются характери­

характеристиками ^-разбиений, то по утверждению 2.19 подстановка д аддитивной
группы X является а-стабильной тогда и только тогда, когда gl G Ф(а С /)
при любом t g D(n).

Замечание 2. Для любой подстановки д е Ф(Х) множество а(д)
не пусто, поэтому если подстановка д является а-стабильной, то 1(д) ф 0.
Следовательно,

Замечание 3. В любой группе подстановок S-признак является
наследственным признаком сравнения функций а(д) и 1(д), что следует
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из определения 2.24. Множество П(Е, д) определяется в соответствии с те­
теоремой 1.5,в) выражением:

П(Е, д) = prm{t е D(n): (д*) С Ф(а С /)}.<>

2.6.2. Наследственный признак а-смещения в группах подста­
подстановок. Для подстановок циклической группы (д) определим наборы эле­
элементов множества X. Пусть тг(дг) = (Х1 t,..., Хк t), тогда

где для г = 1,..., kt и t = 1,..., п

Например, тождественной подстановке е соответствует набор А(а, е),
состоящий из |Х| элементов равных в, где 0 — нейтральный элемент адди­
аддитивной группы X.

Определение 2.25. Подстановку g аддитивной группы X назо­
назовём а-смещённой, если для г = 1,..., kt и t = 1,..., п

Множество всех а-смещённых подстановок группы X обозначим
(кратко Е^.

Замечание 1. Если ^(^) = 0, то из определений 2.24 и 2.25 сле­
следует, что а-смещённость подстановки g равносильна ^-стабильности всех
подстановок циклической группы (д).

Следовательно, Т,1(Х)пФ9(Х) = Т,(Х)пФ9(Х), где Ф9(Х) — стабили­
стабилизатор элемента в в группе подстановок Ф(Х).

Замечание 2. Е^-признак в любой группе подстановок G является
наследственным признаком, что вытекает из определения 2.25. При этом
из теоремы 1.5,в) следует, что

Замечание 3. В частности, подстановка д пространства Vn дво­
двоичных п-мерных векторов является а-смещённой, если 8it = 9 для каждого
цикла Xit нечётной длины подстановки д\ и Sit = дг{в) для каждого цик­
цикла X. t чётной длины подстановки д\ ? = 1,..., п.

2.6.3. Наследственные признаки квазиаффинности в группах
подстановок. Рассмотрим функцию /, определённую на циклической под­
подгруппе (д) конечной группы Ф и принимающую значения в частично упо­
упорядоченном множестве Y.

Определение 2.26. Функцию f назовём регулярной индекса z
(на циклической подгруппе (д)), где z/n, если наименьший период после­
последовательности {/(#), /(У),..., f(gn)} равен j. О

Замечание 1. Всякая функция, определённая на циклической
подгруппе (д), является регулярной некоторого индекса z, где z/n. В част­
частности, регулярность индекса 1 для функции / равносильна тому, что наи­
наименьший период последовательности {/(#), f(g2),..., f(gn)} равен п.

Замечание 2. Функция / является регулярной индекса п тогда и
только тогда, когда / является константой. <С>
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Рассмотрим функцию / G F((g), N).
Определение 2.27. Функцию f назовём псевдонормальной (псев­

доантинормалъной, р-псевдонормальной, р-псевдоантинормалъной) ин­
индекса z, где р, z — натуральные и z/n, если ограничение функции / на мно­
множество {д,..., д^} есть нормальная (антинормальная, ^-нормальная, р-ан­
тинормальная) функция. <С>

Замечание 1. Для функции / свойство псевдонормальности
(псевдоантинормальности, р-псевдонормальности, р-псевдоантинормально­
сти) индекса 1 и свойство нормальности (антинормальности, ^-нормально­
^-нормальности, р-антинормальности) являются тождественными.

Замечание 2. Всякая функция / из F((g),N) является псев­
псевдонормальной (псевдоантинормальной, р-псевдонормальной, р-псевдоанти­
нормальной) индекса п. <С>

Для подстановки д порядка п и atX определим множество:
Аа(д) = {хеХ: д(х)-х = а}.

Отсюда следует, что д есть подстановка сдвига на элемент а, т. е.
д(х) = х + а, тогда и только тогда, когда Аа(д) = Х.

Подстановке д и набору а е Хп, где а = (аA),..., а(п)), поставим в
соответствие набор, состоящий из п натуральных чисел:

где для t = 1,..., п

Набор рд а при фиксированном наборе а. можно рассматривать как таб­
табличное задание функции (обозначим её также рд й), определённой на под­
подстановках циклической группы (д) порядка п. При а = (д@),..., дп@))
функцию рд а обозначим кратко через рд.

Определение 2.28. Подстановку g аддитивной группы X назо­
назовём псевдоаффинной (р-псевдоаффинной) индекса z, где z/n, если функ­
функция рд одновременно является регулярной индекса z и псевдоантинормаль­
псевдоантинормальной (^-псевдоантинормальной) индекса z.

Подстановку g назовём псевдоаффинной (р-псевдоаффинной), ес­
если функция рд одновременно является регулярной индекса z и псев­
псевдоантинормальной (^-псевдоантинормальной) индекса z при некотором
ze D(ordg). О

Множество всех псевдоаффинных (р-псевдоаффинных, псевдоаффин­
псевдоаффинных индекса z, ^-псевдоаффинных индекса z) подстановок из Ф(Х) обозна­
обозначим РА(Х) или кратко РА (РАР(Х) или кратко РАР, PAZ(X) или кратко
PAZ, PAPZ(X) или кратко PAPZ).

Множества РА(Х) и РАР(Х) не пусты, так как содержат подста­
подстановку е.

Замечание. Из определения 2.28 следует, что РАР С PAZ при лю­
любом zeD(n) и, следовательно, РАР(Х)СРА(Х).

Утверждение 2.20.

(PAf(X) n Ф„(Х) = №\Х) П Фв(Х)).
Доказательство *. Заметим, что Ав(д) = 1(д) и если дF) = 6, то

(д(9),..., дп(9)) = @,..., в). Поэтому если д(в) = в, то таблица функции рд
имеет вид:
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Следовательно, если д@) = в, то из определений 2.27 и 2.20 следует,
что для функции рд псевдоантинормальность индекса 1 равносильна нор­
нормальной неподвижности подстановки д.

Вместе с тем, функция рд является регулярной индекса 1, так как из
формул B.14), B.15) следует, что |/(<7*)| = 1-Х"| тогда и только тогда, когда
t =п. Следовательно, если д(в) = в, то для функции рд псевдоаффинность
индекса 1 равносильна нормальной неподвижности подстановки д. Отсюда
получаем требуемое равенство. ?

Определение 2.29. Подстановку g аддитивной груп­
группы X назовём квазиаффинной (р-квазиаффинной), если (д) С РА(Х)
((д)СРА*(Х)).О

Множество всех квазиаффинных (р-квазиаффинных) подстановок адди­
аддитивной группы X обозначим QA(X) или кратко QA (обозначим QAP(X)
или кратко QAP).

Из определения 2.29 следует, что

QA(X)CPA(X) (QAP(X)CPAP(X)),
QAP(X)CQA(X).

При этом QA-признак (QAP-признак) в любой группе подстановок G
является наследственным признаком.

Множество Yl(QA, д) (множество Yl(QAp,g)) определяется теоре­
теоремой 1.5,в):

n(QA, g) = prm{t e D(n): дг е QA}
(U(QAP, g) = prm{t e D(n): дг е QAP}).

§ 2.7. Соотношения между классами наследственных признаков

Многообразие рассмотренных признаков в группе Ф(Х) и её подгруп­
подгруппах приводит к естественной задаче описания различных классов признаков
и соотношений между ними.

Множество всех признаков в группе подстановок Ф(Х) в соответствии
с определением 1.4 можно рассматривать как булеан 2Ф(Х) группы Ф(Х).

Наибольший интерес с точки зрения приложений представляет си­
систематизация множества наследственных признаков в группе подстано­
подстановок Ф(Х) (обозначим это множество АНФ(Х)).

По утверждению 1.7,6) АНФ(^Х) есть кольцо всех наследственных под­
подмножеств группы Ф(Х), рассматриваемой как частично упорядоченное мно­
множество. Следовательно, множество АНФ^Х) образует решётку относительно
теоретико-множественного включения.

Любые два признака из АНФ(^Х) имеют непустое пересечение, содержа­
содержащее как минимум тождественную подстановку е (см. утверждение 1.5,а)).
Наибольшим и наименьшим элементами решётки АНФ(Х) являются соответ­
соответственно группа Ф(Х) и одноэлементное множество, состоящее из подста­
подстановки е.

Рассмотрим теоретико-множественные соотношения между рассмо­
рассмотренными ранее классами наследственных признаков. Обозначим |Х| = q.

1. Пусть ii{g) — число различных длин циклов в цикловой структу­
структуре С(д) подстановки д множества X и Ф(/х ^ г) есть множество подстано­
подстановок д из группы Ф(Х), для которых /л(д) ^ г. Если L(g) = (Zl5..., lm), то
fi(g) = m, при этом lx +... + lm ^ q.
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Следовательно, при фиксированном q функция ii{g) принимает наи­

наибольшее значение для тех подстановок д, у которых К(д) = A,..., 1) и
множество L(g) состоит из наименьших различных чисел /15..., 1т таких,
что 1Х +... + lm = q. Значит, наибольшее значение га функции ц(д) опреде­
определяется из неравенств:

При га <2ql/2 эти неравенства удовлетворяются. Следовательно, Ф(/х ^
г)-признак достаточно рассматривать лишь при натуральных г ^ 2д1/2, так

Ф(//^г) = Ф(Х) при r^2ql/2.
Из определения множества Ф(/х ^ г) следует, что

Ф(М ^ [гд1/2]) Э Ф(м < [2gV2] _ 1) d ... э Ф(М < 1).	B.26)

2.	Функция |domL(g)| принимает наибольшее значение при фикси­
фиксированном q для тех подстановок д, у которых К(д) = A,..., 1) и множе­
множество !>(#) состоит из возможно большего числа га попарно несравнимых
чисел /15..., 1т таких, что 1Х +... + lm ^ q. Отсюда следует, что т не превы­
превышает наибольшего числа простых чисел, сумма которых не превосходит q.
Значит, при фиксированном q число га — 1 оценивается сверху числом чле­
членов арифметической прогрессии, составленной из нечётных чисел, начиная
с 3, сумма которой не превышает q — 2:

3 + 5 + ... + Bга- 1) ^ g — 2.

При т < qxl2 эти неравенства удовлетворяются. Следовательно,
Ф(с1от ^ г)-признак достаточно рассматривать лишь при натуральных
г ^ql/2, так какФ(<1от^ г) = Ф(Х) при r^ql/2.

Из определения множеств Ф(/х ^ г) и Ф(ск>т ^ г) следует, что при
г < qW

Ф(М ^ r) Q Ф(с1от ^ г),	B.27)
кроме того, из определения множеств Ф(с1от ^ г), U и С следует цепочка
включений:

Ф(с1от < [qx'2\) D Ф(с1от < [qx'2\ - 1) D ... D Ф(с1от < 1) = С/ D С. B.28)

3.	При фиксированном д' наибольшее значение функции |opnL2|
есть СД, где га можно оценить сверху так же, как в п. 2. Зна­
Значит, Ф(орп ^ г)-признак достаточно рассматривать лишь при натуральных

г ^ 2(^~^1/2)' так какФ(орп^г) = Ф(Х) при г ^ 2(^~
Из определения множеств Ф(орп^ г), Си СН следует что

Ф(ОРП < [\{q - q )}) D Ф(оРП < [\{q - q )} - 1) D ... D Ф(оРП < 0) =
= С D СЯ.

B.29)
4. Если множество L(g) образует цепь, то при фиксированном q наи­

наибольшая из длин цепей оценивается числом членов геометрической про­
прогрессии со знаменателем 2 и суммой, не превышающей q. Следовательно,
длина га цепи L(g) не превышает log2 q и СЩг)-признак достаточно рас­
рассматривать лишь при натуральных г ^ log2 q.

Из определения множеств СН и СН(г) следует, что

СЯ = Ctf ([log2 д]) Э СЯ([1о?2 д] - 1) D ... D СЯA) = Ф(/х < 1). B.30)
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5.	Наибольшие значения функций х(д), xl(g) и ?1(д) не превышают q,
отсюда в соответствии с определениями множеств Ф(х ^ г), Ф(х1 ^ г) и
Ф(?* ^ г) выполнены следующие цепочки включений:

Ф(Х) = Ф(х^1)эФ(о2J...2Ф(О я);	B.31)
ф(Х) = Ф(х1 ^0)Э Ф(х1 ^ 1) Э ... Э Ф(х< ^ g), / = 1,..., g;	B.32)
Ф(Х) = Ф(?< ^ 0) D Ф(?< ^ 1) 2 ... D Ф(?< ^g), Z = 1,..., q;	B.33)

Ф(х^ ^ [у]) 2 Ф(^ ^ r) 2 Ф(*< ^ r), Z, r e {1,..., ^};	B.34)
Ф(» ^ г) Э Ф(*< ^ r), Z, r e {1,..., g}.	B.35)

6.	С учётом определения множества Ф(|/| ^ г) верны цепочки включе­
включений, г = 1,..., q:

)
B.36)

ф(Х) = Ф(?* ^ г) D Ф(^-l ^ r) D ... D Ф(^1 ^ г) = Ф(\1\ ^ г); B.37)
B.38)

7.	Из определения 2.20 нормально (^-нормально) неподвижных подста­
подстановок следует, что при любом простом р выполнены включения:

Ф(\1\^1)эЛ^э/^1	B.39)
8.	Для любой цепи разбиений тг{ ^ ... ^ тгг множества X, содержащейся

в решётке Part(X), выполнена цепь включений:

Ф(тг1)Э...ЭФ(тгг).	B.40)
9.	Для любой цепи подмножеств 0CY|C...CFrCJ множества X,

содержащейся в решётке 2х, выполнена цепь включений:

= (е>.	B.41)
Пусть далее множество X образует аддитивную группу.
10. Из замечания 2 к определению 2.24 следует, что

B.42)

11. Из замечания 1 к определению 2.25 следует, что

B.43)

где Фв(Х) — стабилизатор элемента в в группе подстановок Ф(Х).
12. По утверждению 2.20

B.44)
{РАЦХ) п Фв(Х) = №\Х) П Фв(Х)).	B.45)

13. Из определений 2.28 и 2.29 следует, что

QAP(X) С РАР(Х) С РА(Х),	B.46)
С QA(X) С РА(Х).	B.47)

Некоторые из полученных соотношений можно использовать для опре­
определения линейных и аффинных подгрупп в группах подстановок векторного
пространства.
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ГЛАВА III

ИССЛЕДОВАНИЕ ГРУППОВЫХ ПРИЗНАКОВ ЛИНЕЙНОСТИ И
АФФИННОСТИ В ГРУППАХ ПОДСТАНОВОК ВЕКТОРНОГО ПРОСТРАНСТВА

Пусть Рг — векторное пространство размерности г над конечным по­
полем Р характеристики р, \Pr\ = q, Ф(РГ) — группа всех подстановок про­
пространства Рг и G <Ф(РГ).

Обозначим через GL(r,P) и AGL(r,P) соответственно полную ли­
линейную и полную аффинную группы подстановок пространства Рг. Группу
G П GL(r, P) обычно называют линейной подгруппой группы G, и группу
GnAGL(r, P) называют аффинной подгруппой группы G.

Во многих приложениях важной задачей является определение линей­
линейной и аффинной подгрупп заданной группы G подстановок пространства Рг.
Например, в криптологии шифрование с помощью линейной подстановки
считается слабым, так как элементы ключа (или открытого текста) могут
быть определены с небольшой вычислительной трудоемкостью при помощи
решения системы линейных уравнений.

С целью предотвращения подобной угрозы семейство шифрующих под­
подстановок конструируют таким образом, чтобы либо исключить использова­
использование линейных подстановок, либо использовать их настолько редко, чтобы
это было не опасно. Такой эффект достигается, как правило, с помощью ис­
использования композиций линейных и нелинейных отображений.

Здесь предлагается подход к решению данного класса задач, основан­
основанный на определении ряда наследственных подмножеств группы G, каж­
каждое из которых содержит линейную (аффинную) подгруппу. Таким обра­
образом, линейная (аффинная) подгруппа содержится в пересечении указан­
указанных наследственных подмножеств группы G, что позволяет существенно
сузить область поиска линейных (аффинных) подстановок группы G, а в
ряде случаев — доказать тривиальность линейной (аффинной) подгруппы
подстановок.

Некоторые из рассмотренных примеров показывают, что преимущест­
преимуществом такого подхода является относительная простота вычисления наследст­
наследственных подмножеств по сравнению с тотальной проверкой линейности всех
подстановок группы G.

§ 3.1. Об определении линейного признака
в группах подстановок векторного пространства

Определение 3.1. Групповой GL(r, Р)-признак (в группе G)
назовём линейным признаком (в группе G).

Если G = E), то показателем линейности группы G в системе обра­
образующих S назовём pok5 GL(r,P); показателем линейности подстанов­
подстановки g пространства Рг назовём рок^ GL(r, P). О

Теорема 3.1. Для линейной подгруппы GL(г, Р) группы Ф(РГ)
справедливо:

GL (г, Р)сФ^п U(Pr) n Apv\Pr) п ?(РГ),

где в —ноль пространства Рг и Фв —стабилизатор элемента в в груп­
группе Ф(РГ), множества U(Pr), Лри](Рг) и S(Pr) суть множества соот­
соответственно всех унидоминантных, р-нормально неподвижных и а-ста­
а-стабильных подстановок пространства Рг.
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Доказательство. 1. Так как свойство д(в) = в выполнено для
всякого линейного преобразования д пространства Рг, то

СЬ(г,Р)<Ф9.	C.1)
2.	По теореме 2 [4] для всякого линейного преобразования д простран­

пространства Рг можно указать вектор C е Рг, минимальный многочлен которого
совпадает с минимальным многочленом преобразования д. Следовательно,
период вектора C относительно линейной подстановки д равен порядку п
линейной подстановки д, т. е. Ц{д) = п.

По теореме 18 [6, гл. XI] для подстановки д

п = Н0К{1х(9)' х?Рг],

следовательно, 1х(д) делит 1р(д) при любом х е Рг. Это означает, что чис­
число Ц(д) доминирует во множестве L(g). Следовательно, д — унидоминант­
ная подстановка и

GL(r,P)CU(Pr).	C.2)
3.	Для любой линейной подстановки д множество 1(дг) непусто (так

как содержит элемент в) и образует подпространство пространства Рг,
t = 1,..., п. Следовательно, \Ig\(t)eN[p].

Если г, t е {1,..., п} и т/t, то по утверждению 2.9 1(дт) С 1(д*).
Отсюда и из включений |/(g*)| G N[p] и |/(gT)l G N[p] следует, что для
функции г]д(г,т), определённой равенством B.19), выполнено включение
Vg(ti т) ? N[p] при любых г, t G {1,..., п} таких, что r/t. Следовательно,
по предложению 3 утверждения 2.12 gtApu](Pr). Отсюда получаем:

GL(r,P)CJ\M(Pr).	C.3)
4.	Пусть д — линейная подстановка пространства Рг и тт(д) = (Х15...

..., Хк). Рассмотрим произвольный вектор х пространства Рг, без ограни­
ограничения общности можно считать, что хеХх, где \ХХ\ = I. Тогда

а(Хг) = х + д(х) + ... + д1 ~1(х),

и из линейности подстановки <р получаем:

По условию gl(x) = х, значит, д(а(Х{)) = g(Xx). Следовательно,
(т{Хх) G 1{д). В силу произвольности рассмотренного вектора х отсюда по­
получаем, что а(д) С 1(д) для любой линейной подстановки д. Так как цикли­
циклическая группа (д) состоит из линейных подстановок, то для любой линейной
подстановки д выполнено включение:

(д)Сф(аС1).

Отсюда по определению 2.24 получаем, что любая линейная подстанов­
подстановка является а-стабильной. Следовательно, .	C.4)

Таким образом, из включений C.1)—C.4) следует теорема 3.1. ?
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Следствие 1. Линейная подгруппа GnGL (r, Р) группы подста­

подстановок G содержится в пересечении трёх наследственных подмножеств
стабилизатора Ge элемента в в группе G, обладающих соответствен­
соответственно U -признаком, Ари] -признаком и S -признаком:

GnGL (г, P)CGeH(Gn U(Pr)) П (G П Ари\Рг)) П (G П S(Pr)). C.5)

Доказательство. Из теоремы 3.1 следует, что

GnGL (г, Р) С (G П Фв) n(Gn U(Pr)) n(Gn №\Pr)) П (G П S(Pr)),

при этом СпФв = Ge. ?
Следствие 2. Если в нетривиальной группе G тривиа­

тривиален хотя бы один из трёх признаков: Gg-признак, Ари](Рг)-признак,
Т,(Рг)-признак, или пересечение любых т признаков из множества
{Ge, Apu](Pr), S(Pr)}, где 2 ^ т ^ 4, то тривиален и линейный признак
в группе G.

Доказательство. Из равенства C.5) следует, что если триви­
тривиально хотя бы одно из трёх множеств: Ge, G П Apu](Pr), G nS(Pr), то и
линейная группа G П GL(r, P) является тривиальной. Заметим, что в силу
нетривиальности группы G наследственное множество Gn U(Pr) не явля­
является тривиальным по следствию 1 теоремы 2.3.

Кроме того, из равенства C.5) следует тривиальность линейной груп­
группы G П GL(r, P) в случае, если пересечение любых т множеств системы
{Ge, Apu](Pr), S(Pr)}, где 2 ^ т ^ 4, содержит лишь тождественную под­
подстановку. ?

Замечание. Если В есть с-базис группы G, то по утвержде­
утверждению 1.8,в) группа G имеет тривиальный линейный признак в том и только
в том случае, если для любого g G В циклическая группа (д) имеет триви­
тривиальный линейный признак. <С>

Теорема 3.2. Пусть элемент в пространства Рг принадле­
принадлежит циклу длины I подстановки д, и д' = д1. Тогда линейная под­
подгруппа циклической группы (д) порождается элементом (д')\ где t
есть делитель числа j, кратный хотя бы одному из чисел множества{х2ъУх2ъ

Доказательство. По следствию 1 теоремы 3.1

(д) П GL (г, Р) С (д)в П ЩРГ) П Л^(РГ) П ЩРГ),	C.6)

где по теореме 2.13,а) (д)е = (д1} = (дг). Значит, линейная подгруппа цикли­
циклической группы (д) есть подгруппа стабилизатора (д)в, содержащаяся в его
наследственном подмножестве (д)вПН при Н= U(Рг)пАри](Рг)пТ1(Рг).

Следовательно, группа (g)nGL(r, P) порождается элементом (д')\ где
по теореме 1.5,а) число t делит ord((g)e), равный у, и из равенства A.6)
следует, что число t кратно хотя бы одному из (Д #')-пороговых чисел.

По следствию 2 теоремы 1.6 множество П(Н, д') определено выра­
выражением:

Следствие 1. В условиях теоремы 3.2 циклическая группа (д)
имеет тривиальный линейный признак, если выполнено любое из двух
условий:

а) / = ord g;
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б) / < ord д и НОК{тх, т2, т3) = ord д' для любых чисел тх е ЩЦ д'), т2 е

Доказательство. Из равенства C.6) следует, что для тривиаль­
тривиальности линейного признака в циклической группе (д) достаточно, чтобы либо
был тривиален стабилизатор (д)в, либо нетривиальный стабилизатор (д)в
имел бы тривиальный Я-признак, где Н =U(Pr)nApv\Pr)C\Yl(Pr).

Из замечания к определению 2.22 следует, что тривиальность стаби­
стабилизатора (д)в в группе (д) равносильна совпадению порядка группы (д) с
порядком орбиты элемента в в группе (д), т. е. равенству I =ordg. Сле­
Следовательно, при условии а) линейный признак в циклической группе (д)
является тривиальным.

В силу наследственности Я-признака его тривиальность в стаби­
стабилизаторе (д)в равносильна (см. следствие 2 теоремы 1.5) равенству
П(Я, g') = {ordg'}. Из следствия 2 теоремы 1.6 получаем, что это равенство
выполнено тогда и только тогда, когда НОК(т^ т2, т3) = ord g' для любых чи­
чисел тх G ЩЦ д'), т2 G ЩЛри\ д'), т3 GП(Е, д'). Следовательно, при условии б)
линейный признак в группе (д) тривиален. ?

Следствие 2. Если д $. GL(r,P), mo циклическая группа (д)
имеет квазиполный линейный признак тогда и только тогда, когда
группа (д) примарна (п есть степень простого числа v) ugveGL (г, P).

Доказательство вытекает непосредственно из следствия утвержде­
утверждения 1.11.

Пример 3.1. Циклическая группа (д) имеет тривиальный линейный
признак, если:

а)	д — нелинейная подстановка и ord g — простое число;
б)	д — полноцикловая подстановка;
в)	д — нелинейная подстановка с редукцией цикловой структуры

Ь(д) = {1,д-1},тц.ед(в)фв.
Тривиальность линейного признака в циклической группе (д) следует:
-	в случае а) — из следствия теоремы 1.2;
-	в случаях б) ив) — из тривиальности стабилизатора (д)в по следст­

следствию 1,а) теоремы 3.2.

В случае в) порядок циклической группы (д) равен q — 1. Такая группа
порождается нелинейной подстановкой д, подобной линейной подстанов­
подстановке д' максимального периода (равного q — 1). Для построения порождающей
подстановки д достаточно взять нелинейную подстановку 8 со свойством
8{в)ф в и положить: д= 8~1 • д'• 8. <С>

Пример 3.2. Определим линейную подгруппу циклической груп­
группы (д), где д — подстановка пространства V7 двоичных векторов, для кото­
которой д(9) = 9 и цикловая структура имеет вид: С(д) = A51, 6, 15, 21, 35).

В этом случае L(g) = A, 6, 15, 21, 35), ord# = 210 и стабилизатор
(д)в = (д). Следовательно, U(V7)r[A2u](V7)r[Y,(V7)-npH3HaK в группе (д)в со­
совпадает с U(V7)r[A2u](V7)r[Y,(V7)-npH3HaKOM в группе (д). Для определения
множества ЩЛри\ д) вычислим для данной подстановки таблицу, аналогич­
аналогичную табл. 2.3.
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Таблица 3.1
Характеристики D-диаграммы функции |/J(t)

Номер яруса

0

1

2

3

4

вершина t/\Ig\(t)

210/128

105/122

35/86

7/51

1/51

70/86

21/72

5/51

42/78

15/66

3/51

30/72

14/51

2/51

10/51 6/57

Из данной таблицы определяем, что все дуги D -диаграммы, инцидент­
инцидентные вершине 210, не являются 2-нормальными. Значит, по следствию 3 тео­
теоремы 2.10 циклическая группа (д) имеет тривиальный Л2^-признак.

Отсюда получаем по следствию 2 теоремы 3.1, что циклическая груп­
группа (д) имеет тривиальную линейную подгруппу. <С>

§ 3.2. Об определении аффинного признака в
группах подстановок векторного пространства

Определение 3.2. Групповой A GL (г, Р)-признак (в группе G)
назовём аффинным признаком (в группе G).

Если G = E), то показателем аффинности группы G в системе
образующих S назовём pok5 AGL(r, P); показателем аффинности под­
подстановки g пространства Рг назовём рок^ AGL(r, P). О

Лемма 3.1. Пусть аффинная подстановка g пространства Рг,
где ord g = n, имеет вид / \	/ \ ¦	/о 7\дух) = ipix) -\- СУ5	(о. I )
где (р есть линейная подстановка порядка т и вектор а принадлежит
циклу длины I подстановки д. Тогда т есть делитель числа п, кратный
mpn(Z), и подстановка g является псевдоаффинной индекса ^.

Доказательство. Методом математической индукции несложно
вывести из равенства C.7) формулу для степеней подстановки д:

д*(х) = (рг(х) + дг(в),	C.8)
где дг(в) = а + (р(а) +.. . + (р*~1(а), t = 1,..., п. Отсюда следует, что дг = е
тогда и только тогда, когда ip* = е и дг(в) = в, т. е. t кратно длине 1в
цикла подстановки д, которому принадлежит вектор в. Следовательно, п =
= Н0К{т,1в).

Вместе с тем, 1в = I в силу равенства д(в) = а, вытекающего из C.7)
при х = в. Значит, п = Н0К(т, I). Отсюда получаем, что т есть делитель
числа п, кратный трпA).

Из определения множества Аа(д) (см. п. 2.6.3) следует, что для аффин­
аффинной подстановки д включение х € Аа(д) выполнено тогда и только тогда,
когда х G 1{ч>). Следовательно, для аффинной подстановки д таблица функ­
функции рд (см. формулу B.26) и комментарий к ней) имеет вид:¦;К\(п)),	C.9)



ИССЛЕДОВАНИЕ ПРИЗНАКОВ В КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ И В ГРУППАХ ПОДСТАНОВОК	255

Отсюда получаем, что таблица функции рд есть периодическая последо­
последовательность с наименьшим периодом га, так как |/J(?) = \РГ\ тогда и только
тогда, когда t кратно га. Следовательно, по определению 2.26 функция рд
является регулярной индекса —.

Из равенства C.9) следует также, что ограничение функции рд на мно­
множество подстановок {#,..., дт} есть таблица функции |/J(?), которая, как
показано в теореме 3.1 для любой линейной подстановки (р, является р-ан­
тинормальной. Значит, по определению 2.27 функция рд является р-псевдо­
антинормальной индекса ^-. Следовательно, по определению 2.28 подста­
подстановка д пространства Рг является р-псевдоаффинной индекса индекса ^-. ?

Теорема 3.3. Для аффинной подгруппы AGL (г, Р) группы Ф(РГ)
справедливо:

A GL (г, Р) С SHPr) П QAp(Pr),
где S^P7*) и QAp(Pr) суть множества соответственно всех о-смещён­
о-смещённых и всех р-квазиаффинных подстановок пространства Рг.

Доказательство. Пусть g — аффинная подстановка пространст­
пространства Рг и тг(д) = (Х15..., Хк). Рассмотрим произвольный вектор х простран­
пространства Рг, без ограничения общности можно считать, что хеХх, где \ХХ\ = I.
Тогда из равенства C.6), используя линейность подстановки <р, получаем:

g(<r(Xx)) = tp(x + д(х) + ... + д1 ~1(х)) + а =
= (р(х) + <р(д(х)) + ... + (p(gl-l(x)) + a =

= (ф(х) + а) + (<р(д(х)) + <*) + ... + (ip(gl ~l(x)) + а) + A - I) • а =
= д(х) + д2(х) + ... + gl(x)) + A - I) • а.

По условию gl(x) = x, значит,

В силу произвольности рассмотренного цикла отсюда получаем по опре­
определению 2.25, что любая аффинная подстановка д пространства Рг является
а-смещённой. Следовательно,

AGL(r,P)C^(Pr).	C.10)
Из леммы 3.1 следует, что любая аффинная подстановка д G РАР(РГ).

Отсюда получаем, что все подстановки циклической группы (д) принадле­
принадлежат РАР(РГ). Следовательно, по определению 2.29 де QAp(Pr).

Отсюда в силу произвольности рассмотренной аффинной подстановки
получаем: AGL(r,P)CQAp(Pr).	C.11)

Из включений C.10), C.11) получаем теорему 3.3. ?
Следствие 1. Аффинная подгруппа G П AGL(r, P) группы

подстановок G содержится в пересечении двух наследственных под­
подмножеств группы G, обладающих соответственно S1 -признаком и
QAP -признаком:

GnAGL (r, P) С (G n Y,l(Pr)) П (G П QAp(Pr)).<>

Следствие 2. Если хотя бы один из двух признаков: S1 -признак,
QAP-признак — или их пересечение является тривиальным в группе G,
то тривиален и аффинный признак в группе G. О
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Замечание. Если В есть с-базис группы G, то по утвержде­

утверждению 1.8,в) группа G имеет тривиальный аффинный признак в том и только
в том случае, если для любого д G В циклическая группа (д) имеет триви­
тривиальный аффинный признак. <С>

Теорема 3.4. а) Аффинная подгруппа циклической группы (д)
порождается элементом дг, где t есть делитель числа п, кратный хотя
бы одному из чисел множества ргт{НОК(ъ г')}*> г^е т ^ ЩЕ1, g), rf e
eU(QAp,g).

б) Пусть pok^ GL(г, Р) = v, pok^ AGL(r, P) = w и 1в — длина цикла
подстановки д, которому принадлежит вектор в. Тогда w есть дели­
делитель числа v, кратный mpv(le).

Доказательство, а) По следствию 1 теоремы 3.3

(g)nAGL(r,P)C((g)n^(Pr))n((g)nQA"(Pr))	C.12)
Значит, аффинная подгруппа циклической группы (д) содержится в

наследственном подмножестве (д)Г\Н при Н = Tli(Pr)nQAp(Pr).
Следовательно, группа (g)r\AGL(r) P) порождается элементом д\ где

по теореме 1.5,а) число t делит п и кратно хотя бы одному из (Я, (^-порого­
(^-пороговых чисел. Осталось заметить, что по следствию 2 теоремы 1.6 множество
ЩН, д) определяется выражением:

), T'eYl(QAp,g).
б) По теореме 1.2 v/n и w/n, при этом ord((g) П GL(r, Р)) = ^ и

П AGL(r, P)) = ^. Так как выполнено теоретико-групповое вклю­
включение (д) П GL (г, Р) < (д) П A GL (r, P), то по теореме Лагранжа получаем,
что w/v.

Из равенства C.7) следует, что t-я степень аффинной подстановки д
является линейной подстановкой тогда и только тогда, когда t кратно 1в.
Следовательно, v = HOK(w, 1в). Отсюда w есть делитель числа v, кратный
тр„(/*). ?

Следствие 1. а) Если циклическая группа (д) имеет три­
тривиальный аффинный признак, то она имеет и тривиальный линейный
признак.

б)	Если д(в) = в, то циклическая группа (д) имеет тривиальный
линейный признак тогда и только тогда, когда она имеет тривиальный
аффинный признак.

в)	Если НОК(г, т') = п для любых чисел т е П(Е|, д) и т' е U(QAP, g),
то циклическая группа (д) имеет тривиальный аффинный признак.

Доказательство. а) Утверждение следует из теоретико­
групповых включений: (е) <(g)nGL(r, P)<(g)nAGL(r, P).

б)	Если д(9) = в, то из равенства C.8) следует, что линейная и аффин­
аффинная подгруппы группы (д) совпадают.

в)	Из равенства C.12) следует, что аффинный признак в цикличе­
циклической группе (д) тривиален, если тривиален Я-признак, где Я = Е^РГ) П
nQAp(Pr). В силу наследственности Я-признака его тривиальность в груп­
группе (д) равносильна (см. следствие 2 теоремы 1.5) равенству П(Я, д) = {п}.
Из следствия 2 теоремы 1.6 получаем, что это равенство выполнено то­
тогда и только тогда, когда НОК(т, т') = п для любых чисел г е ЩЕ1, д) и
rreU(QAp,g).D

Следствие 2. Циклическая группа (д), порождённая нелиней­
нелинейной подстановкой д, имеет квазиполный аффинный признак тогда и
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только тогда, когда группа (д) примарка (п есть степень простого
числа w) и gw eAGL(r, P).

Доказательство вытекает непосредственно из следствия утвержде­
утверждения 1.11.

Замечание. Если д — нелинейная подстановка пространства Рг и
ord g — простое число, то из следствия теоремы 1.2 получаем, что цикличе­
циклическая группа (д) имеет тривиальный аффинный признак. <С>

Заключение

Основные результаты работы состоят в следующем.
1.	Предложен общий подход к дифференциации конечных групп и их

элементов по подмножеству элементов конечной группы, обладающих тем
или иным заданным признаком.

С использованием данного подхода можно изучать, в частности, мно­
многие типы слабостей криптографических отображений в различных крипто­
криптосистемах. Многообразие возможных направлений развития предложенного
подхода для решения задач криптологии выходит за рамки исследований
слабостей криптографических отображений, связанных с различными свой­
свойствами их нелинейности [13].

2.	Исследована величина pok5 H, характеризующая сложность порож­
порождения в системе образующих S хотя бы одного элемента множества Н
(элемента с признаком Н). Получены оценки pok5 H через характеристики
графа Кэли группы (S) и матрицы смежности этого графа, а также через
величины рок^ Н, где д G 5, и некоторые другие.

3.	Исследованы наследственные признаки в конечных группах. Этот
класс признаков интересен не только с теоретической, но и с практической
точки зрения, так как нередко свойства элемента д группы наследуются
всеми элементами циклической группы (д).

Для группового признака в группе (S), порождённой системой обра­
образующих S, уточнено выражение величины pok5 H через характеристики
графа Кэли группы (S), получена верхняя оценка величины pok5 H через
индекс \G: (G П Н)\. Показано, что эта оценка достижима на классе цик­
циклических групп.

Для наследственного признака Н в группе E), являющейся прямым
произведением нескольких групп, установлены связи величины pok5 H
с аналогичными величинами, соответствующими перемножаемым группам.

Группа G единственным образом представляется в виде несократимого
объединения максимальных циклических подгрупп (в виде канонического
с-покрытия). С использованием этого свойства показана принципиальная
возможность сведения задачи исследования характеристик наследственного
признака Н в группе G к нескольким менее сложным задачам исследования
соответствующих характеристик этого признака в циклических подгруппах
группы, образующих её каноническое с-покрытие.

Одной из характеристик сложности реализации такого подхода к изуче­
изучению наследственного признака Н в группе G является величина hc(G), т. е.
с-ширина группы G, равная числу циклических подгрупп в каноническом
с-покрытии группы G.

Установлена (и далее использована при исследованиях признаков
в группах подстановок) связь между классом наследственных признаков
в конечной группе и классом монотонных и антимонотонных функций, за­
заданных на группе.

4.	В результате исследования наследственного признака Н в цикличе­
циклической группе (д) порядка п:

17 МВК, вып. 14
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-	описано подмножество элементов группы (д), обладающих свойст­

свойством Н, через множество (Д #)-пороговых чисел, состоящее из единствен­
единственного делителя числа п в случае группового признака и в противном случае
образующее антицепь в решётке D(n);

-	показано, что величина pok^ H совпадает с наименьшим из (Д ^-по­
^-пороговых чисел;

-	получены условия тривиальности и квазиполноты признака Н, а так­
также условия, при которых признак Н является групповым;

-	показано, что подмножество элементов циклической группы (д), по­
порождающих подгруппы с тривиальным наследственным признаком Н, об­
образует подгруппу, эта подгруппа описана через множество (Я, (^-порого­
(^-пороговых чисел.

5.	С использованием результатов исследования признаков в конечных
группах исследован ряд наследственных признаков в группах подстановок
множества X. Эти признаки определены с помощью монотонных и антимо­
антимонотонных функций, заданных на группе подстановок.

Выделены 3 класса функций, значения которых однозначно определены
соответственно:

1)	разбиением 7г(д) основного множества X на циклы подстановки д;
2)	цикловой структурой С(д) подстановки д;
3)	редукцией L(g) цикловой структуры подстановки д.
Таким образом, описание наследственных признаков в циклической

группе подстановок (д), определяемых функциями первого класса, опре­
определяется разбиением 7г(д). Признаки, соответствующие функциям второго
класса, описываются с помощью цикловой структуры С(д) подстановки д, и
для описания наследственных признаков, определяемых функциями третье­
третьего класса, достаточно использовать редукцию L (д) цикловой структуры под­
подстановки д.

Для каждого наследственного признака Н в циклической группе (д)
подстановок описано множество (Я, #)-пороговых чисел, получены, как пра­
правило, условия тривиальности и квазиполноты признака.

Исследованы наследственные признаки в группе подстановок аддитив­
аддитивной группы.

Установлены теоретико-множественные связи между всеми изученны­
изученными наследственными признаками.

6.	Важным аспектом исследования наследственного признака Н в цик­
циклической группе (д) является вычислительная сложность определения мно­
множества (Н, #)-пороговых чисел. Для наследственных признаков в цикличе­
циклической группе (д) подстановок получены формулы или предложены алгорит­
алгоритмы, с использованием которых вычисляются пороговые числа признаков.
В случае Л^-признака (Л^-признаков) предложены два алгоритма вычис­
вычисления (Ли\ #)-пороговых ((Ли\ #)-пороговых) чисел. Исходной информацией
первого алгоритма является диаграмма решётки D(n), вершина t которой
помечена числом |/(#*)| неподвижных элементов подстановки д1.

С целью сокращения трудоёмкости вычислений построен гомоморфизм
решёток Z)(n)—> \L~\V с использованием которого второй алгоритм суще­
существенную часть вычислений выполняет на более компактной диаграмме ре­
решётки \L~\lf вершина t которой также помечена числом |/(#*)|. Указан
класс подстановок, для которых построенный гомоморфизм решёток сущест­
существенно упрощает вычисление (Ли\ #)-пороговых ((Ли\ #)-пороговых) чисел.

7.	Результаты исследования наследственных признаков в группах под­
подстановок использованы для исследования характеристик линейного и аф­
аффинного признаков в группе G подстановок r-мерного векторного простран­
пространства Рг над конечным полем Р.
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Доказано, что линейная подгруппа G Г\ GL(r,P) (аффинная подгруп­
подгруппа G П A GL (г, Р)) группы G, где GL (г, Р) и A GL (г, Р) — соответственно
группы всех линейных и аффинных подстановок пространства Рг, включена
в пересечение четырёх (двух) подмножеств группы G, определяемых кон­
конкретными наследственными признаками в группе G. Вычисление характе­
характеристик этих признаков позволяет во многих случаях существенно упростить
определение линейной и аффинной подгрупп группы G, а в ряде случаев —
доказать их тривиальность.

Получены критерий квазиполноты и достаточные условия тривиально­
тривиальности линейного и аффинного признаков в циклической группе подстановок
пространства Рг.

8. Из нерешённых проблем исследования признаков в конечных груп­
группах наиболее актуальными представляются следующие:

1)	распространение предложенного подхода к исследованию признаков
с конечных групп на конечные полугруппы;

2)	оценка с-ширины для различных классов групп и полугрупп;
3)	исследование свойств с-базисов групп (полугрупп), в частности, свя­

связи с-базисов с системой образующих элементов группы (полугруппы);
4)	улучшение в различных частных случаях данной в утверждении 1.2

оценки pok^ H через какие-либо характеристики системы S образующих
элементов группы, где S состоит из двух и более элементов;

5)	исследование структур различных преобразований пространства над
конечным полем с целью выявления и описания новых наследственных при­
признаков в группах подстановок и в полугруппах преобразований;

6)	исследование вычислительной сложности определения различных
характеристик признаков в группе (полугруппе);

7)	исследование характеристик признаков в группе неавтономного ре­
регистра сдвига.
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