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О СООТНОШЕНИИ МЕЖДУ ГЛУБИНОЙ И СЛОЖНОСТЬЮ
ФОРМУЛ В ПРЕДПОЛНЫХ КЛАССАХ fc-ЗНАЧНОЙ ЛОГИКИ *)

Р. Ф. САФИН

(МОСКВА)

§ 1. Введение

В работе рассматривается задача о соотношении глубины и сложности
формул, реализующих функции из предполных классов fc-значной логики.

Конечную систему функций fc-значной логики 21 будем называть рав­
равномерной, если существуют такие константы end, зависящие только от
системы 21, что для всех функций / из [21] выполнено неравенство

A,(/Kclog2La(/) + d,	A)
где L%(f) — минимальная сложность, a Дд(/) — минимальная глубина
функции / в классе формул над системой 21. Все необходимые определения
приведены в § 2.

В.М. Храпченко показал [16], что любая полная в Р2 конечная система
функций равномерна. Аналогичный результат был получен Ф. Спирой [27],
(см. также [13, 14, 19-21, 23]). Отметим, что методы преобразования фор­
формул, приведенные в работах [16, 27] легко переносятся на случай полных
систем функций fc-значной логики при к ^ 3. Однако они существенно ис­
используют полноту системы. Для конечных полных монотонных систем бу­
булевых функций равномерность была доказана И. Вегенером [29] (см. так­
также [30]). Равномерность произвольных конечных систем булевых функций
была доказана А. Б. Угольниковым [10, 11] (см. также [9, 24]). Им так­
также приведены примеры неравномерных систем функций из Рк при к ^ 3.
Л. И. Ахметовой [1] был анонсирован результат о том, что любая конечная
система функций в Р3, порождающая предполный класс, является равномер­
равномерной. В работе автора [7] доказано, что любая конечная система функций,
порождающая предполный в Рк класс функций, монотонных относительно
некоторого отношения частичного порядка ^, является равномерной для
всех к ^ 7, а также в тех случаях, когда частично упорядоченное множест­
множество (Ек, :<) является решеткой. О сложности реализации булевых функций
формулами см. [4, 5].

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 02-01-00985), программы поддержки ведущих научных школ РФ
(проект НШ-1807.2003.1), программы «Университеты России» (проект УР.04.03.007/03),
программы фундаментальных исследований Отделения математических наук РАН «Алгебраи­
«Алгебраические и комбинаторные методы математической кибернетики» (проект «Оптимальный синтез
управляющих систем»).
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Пусть к ^ 2. Через Ек будем обозначать множество {0, 1,..., к — 1}. Че­
Через Ар будем обозначать класс функций, сохраняющих отношение р (опре­
(определения см. в § 2). Все семейства предполных классов описаны в работах
И. Розенберга [25, 26]. Будем пользоваться обозначениями из работы [17],
согласно которым в Рк имеются следующие семейства предполных классов:

1)	классы самодвойственных функций — классы типа Р;
2)	классы линейных функций — классы типа L;
3)	классы функций, сохраняющих разбиения множества Ек,— классы

типа Е;
4)	классы функций, сохраняющих сильно гомоморфные прообразы

/г-адических элементарных отношений, — классы типа В;
5)	классы монотонных функций — классы типа О;
6)	классы функций, сохраняющих центральные отношения, — классы

типа С.
Если р — отношение частичного порядка на Ек, такое, что для любых

двух элементов а и Ъ из Ек существуют sup(a, Ъ) и inf(a, Ъ) относительно
частичного порядка р, то будем говорить, что Ар — класс типа О*. Если
г — бинарное центральное отношение, то будем называть АТ классом типа
С2. Если а — унарное центральное отношение (т. е. унарное отношение,
отличное от Ек и 0), то будем называть Аа классом типа С{. Положим
Р' = Е*\{A, 2, 3), B, 1, 3), B, 3, 1), C, 2, 1), C, 1, 2), A, 3, 2)}.

В настоящей работе получены следующие основные результаты (см.
также [6, 8]).

Теорема 1. Пусть 21 — произвольная конечная система функций
из Рк, к ^ 3, такая, что [21] является предполным классом одного из
следующих типов: Е, В, О*, L, Р, С{, С2. Тогда система 21 равномерна.

Следствие 1. (см. также [I]). Пусть 21 — произвольная конеч­
конечная система функций из Р3, такая, что [21] —предполный класс в Р3.
Тогда система 21 равномерна.

Следствие 2. Пусть21 — произвольная конечная система функ­
функций из Р4, такая, что [21] —предполный класс в Р4 не являющийся двой­
двойственным классу Ар*. Тогда система 21 равномерна.

Теорема 2. Пусть А является предполным классом типа С.
Тогда существует такая равномерная система 21, что А = [21].

Теорема 3. Пусть Ар — произвольный предполный класс вРк, 2^
^ к ^ 7. Тогда существует такая равномерная система 21, что Ар = [21].

При преобразовании формул над одной системой функций в эквива­
эквивалентные формулы над другой системой функций глубина формул изменя­
изменяется линейно. Для сложности это вообще говоря не так (это следует, на­
например, из результатов работы [12]). Однако, если 21 и 03 две конечные
равномерные системы функций из Рк и [21] = [03], то они полиномиально
эквивалентны, т. е., любая формула над 21 может быть преобразована в эк­
эквивалентную формулу над 03 с не более чем полиномиальным увеличением
сложности и наоборот. Поскольку в Р2 любая конечная система равномер­
равномерна, любые конечные системы, порождающие один и тот же класс булевых
функций, полиномиально эквивалентны (см. [9, 11]). Из результатов данной
работы для ряда предполных классов вытекают соотношения между слож­
сложностью формул в различных конечных порождающих системах; в частности,
для некоторых семейств предполных классов доказана полиномиальная эк­
эквивалентность порождающих систем (подробнее см. § 10).
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§ 2. Основные определения и вспомогательные утверждения

2.1. Определения и обозначения. Пусть к ^ 1. Через Ек будем обо­
обозначать множество {0, 1,..., к — 1}. Через Ап будем обозначать п-ую де­
картову степень произвольного множества А. Через \А\ будем обозначать
количество элементов произвольного конечного множества А. Пусть к ^2.
Функции /(ж15..., хп), n ^ 1, аргументы которых определены на Ек, та­
такие, что /(а1?..., olu) e Ек, при а{,..., апе Ек, будем называть функци­
функциями k-значной логики. Множество всех функций fc-значной логики обо­
обозначим через Рк. Аналогично будем обозначать через Рх множество функ­
функций /(ж15..., хп), п ^ 1, аргументы которых определены на Е{, таких, что
/(а15..., ап) G Е{, при а15..., ап G Ех. Функции от п переменных будем на­
называть п-местными функциями. Константы мы будем считать одноместны­
одноместными функциями. Пусть 21— произвольное множество функций из Рк, п ^ 1.
Через 21(п) будем обозначать множество всех функций из множества 21,
которые зависят от п или меньшего числа переменных. Пусть 21 — про­
произвольное конечное множество функций из Рк. Через mBl) будем обозна­
обозначать максимальное количество переменных у функций из 21. Пусть Q —
непустое подмножество Ек. Множество всех функций из Рк, принимающих
значения только из множества Q, будем обозначать через Pk^Q. Функции
fc-значной логики /(а^,..., xi ) и д{х^, ..., xi ) будем называть равными
и писать /(ж.,..., xi ) = g{xt,..., xi ), если они получаются друг из друга
при помощи добавления и удаления несущественных переменных (подроб­
(подробнее см. [18]). Через х мы будем обозначать набор переменных (ж1?..., хп).

Пусть 21 — произвольное множество функций из Рк. Формулой над 21
будем называть

1)	любой символ переменой,
2)	любую последовательность символов вида /(Ф1?.. .,ФП), где / —

символ п-местной функции, принадлежащей множеству 21, аФ1,...,Фп —
формулы над 21. Тривиальными формулами будем называть формулы со­
состоящие из символов переменных. Нетривиальными формулами будем на­
называть все остальные формулы. Заметим, что в отличие от [18] мы считаем
символы переменных формулами. Формулам в определении [18] у нас со­
соответствуют нетривиальные формулы. Подформулой тривиальной формулы
является она сама. Подформулами нетривиальной формулы /(Ф15..., Фп),
где / — символ n-местной функции, принадлежащей множеству 21, а
Ф15..., Фп — формулы над 21, являются она сама, формулы Ф15..., Фп и
все подформулы этих формул.

Каждой формуле естественным образом сопоставляется функция, ко­
которую она реализует (подробнее см. [18]). Будем называть формулы Ф и Ф
эквивалентными и писать Ф~Ф, если они реализуют равные функции. Бу­
Будем называть формулы Ф и Ф равными и писать Ф = Ф, если они совпадают,
как последовательности символов.

Пусть 21 — произвольная система функций из Рк. Через [21] обозначим
замыкание системы 21 относительно операции суперпозиции, т. е. множе­
множество всех функций равных функциям, которые реализуются нетривиальны­
нетривиальными формулами над 21. Множество функций А СРк называется замкнутым
классом, если [А] = А. Замкнутый класс функций А называется предпол­
ным классом в Рк, если АфРк, и для любой функции / е Рк\А выполняется
равенство [A U{f}] = Pk. Бесповторными суперпозициями функций из си­
системы 21 будем называть функции, реализуемые такими формулами над 21,
в которые каждая переменная входит не более одного раза.

Пусть Ф — некоторая формула, в которую входят символы перемен­
переменных ж15..., хп и только они. Тогда формулу Ф будем обозначать также че­

15 МВК, вып. 13
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рез Ф(ж15..., хп), при этом каждая переменная может входить в форму­
формулу несколько раз. Пусть Ф — некоторая формула, 1 ^ г ^ п. Тогда через
Ф(ж15..., х{_ 1? Ф, xi + l,..., хп) будем обозначать формулу, получающуюся в
результатае подстановки формулы Ф вместо каждого вхождения перемен­
переменной xi в формулу Ф. В некоторых случаях для удобства обозначений мы бу­
будем считать, что в формулу Ф(х) могут не входить какие-то из переменных
ж15..., хп. Например, если А(х.,..., х-), В(у, х{,..., х{ ) — произвольные
формулы над 21, {j\,..., jr} U {г\,..., im] = {1,..., га}, а формула Ф имеет
вид Ф(ж15..., хп) = B(A(xj,..., х-), xi,..., ж. ), то будем использовать для
формул А и В обозначения A(S) и В{у,х) соответственно. Через Ф(аГ),
где аеЕк, будем обозначать значение функции, реализуемой формулой Ф,
на наборе а. Будем говорить, что формула Ф(х) не принимает некоторого
значения (ЗеЕк, если для всех а е Ек верно неравенство Ф(а)фC.

Пусть 21 — произвольная конечная система функций из Рк, Ф — неко­
некоторая формула над 21. Обозначим через L (Ф) число символов переменных,
входящих в Ф. Будем называть 1>(Ф) сложностью формулы Ф. Глуби­
Глубину ?>(Ф) формулы Ф определим рекуррентно: ?)(Ф) = 0, если Ф являет­
является тривиальной формулой, т. е. состоит из одного символа переменной;
?)(ф) = 1 + max ?>(Ф-), если Ф имеет вид у?(Ф1?..., Фг), где Ф1?..., Ф , —

формулы над 21, <р ? 21. Отметим, что глубина и сложность формул состо­
состоящих из констант равны 1, поскольку константы мы считаем одноместны­
одноместными функциями. Пусть / — функция из [21]. Положим L%{f) = гшп?(Ф),
D%(f) = min ?>(Ф), где минимум берется по всем формулам Ф над 21, ко­
которые реализуют функцию /. Величину L%(f) будем называть сложностью
функции / в системе 21, а величину D%{f) — глубиной функции / в системе
21. Таким образом, L%(f) — минимальная сложность с которой можно реа­
реализовать функцию / формулами над системой 21, a D%(f) — минимальная
глубина.

Пусть 21 — произвольная конечная система функций из Рк. Систему
21 будем называть равномерной, если существуют такие константы end
(зависящие только от системы 21), что для всех функций / из [21] выполнено
неравенство

Пусть 21 и 03 — произвольные конечные системы функций из Рк, такие,
что 03 С 21. Будем говорить, что система 03 равномерна в 21, если сущест­
существуют такие константы end (зависящие только от систем 21 и 03), что для
любой функции / из [03] глубина D%{f) функции / в системе 21 и сложность
L^{f) функции / в системе 03 связаны следующим соотношением

Положим log х = log2 х,

t— Г log х, если х > 1 ;log х = < ^ s '|^ 0, если х ^ 1.

Функцию р(х, у) из Р?2) будем называть ассоциативной, если для лю­
любых а,Ъ,с? Ек верно равенство (р(а, (р(Ь, с)) = (р((р(а, Ь), с).

Пусть ^ — произвольное отношение частичного порядка на Ек,
/(S), д(х) — произвольные функции из Рк. Будем писать / -< д, если для
любого набора а €Ек верно неравенство f(a)^g(a). Пусть Ф и Ф — неко­
некоторые формулы, реализующие функции f(x) и д(х) соответственно. Будем
писать Ф ^ Ф, если f -<9­
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Подстановкой на множестве Ек называется взаимно однознач­
однозначное отображение множества Ек на себя. Пусть s(x) — произволь­
произвольная подстановка на Ек. Введем следующее обозначение. Положим
s(x) = (s(x{), 5(^2),..., s(xn)). Функция fs(x) = s~l(f(s(x))) называется
двойственной к функции /(ж15..., хп) относительно подстановки s. Функ­
Функция f(x) из Рк называется самодвойственной относительно подстанов­
подстановки s, если fs(x) = f(x). Последнее равенство очевидно эквивалентно ра­
равенству f(s(x)) = s(f(x)). Пусть 21 — произвольное множество функций
из Рк. Через 21s будем обозначать множество всех функций двойственных к
функциям из 21 относительно подстановки s. Легко видеть, что если систе­
система 21 является равномерной, то система 21s также является равномерной.
Пусть s(x) — произвольная подстановка на Ек, п ^ 1. Определим подста­
подстановку sn(x) на Ек следующим образом. Положим sn(x) = s(s(.. .s(x)...)).

п

Пусть R — некоторое непустое подмножество Ек. Говорят, что функ­
функция f(x) = /(ж1?..., хп) из Рк сохраняет множество R, если для любых
а1?..., апе Д верно соотношение /(а1?..., an)eR. Пусть f(x) — функция
из Рк, сохраняющая множество Eq, 2 ^ q ^ к. Рассмотрим такую функцию
д(х) из Pq, что для любого набора a G Eq верно равенство f(a) = g(a).
Будем называть функцию д ограничением функции / на Eq и обозначать
через f\E . Пусть 21 — произвольная система функций из Рк, сохраняющих

Eq. Положим 2lL ={/| I/G21}.ч	ч
Пусть h ^ 1. Любое подмножество Ек будем называть h-арным от­

отношением. Говорят, что функция /(ж1?..., хп) сохраняет h-арное от­
отношение р, если для любых п наборов (а{,..., а^),..., (а",..., а%) из от­
отношения р набор (/(а},..., а"),..., /(а^,..., а\)) также принадлежит от­
отношению р. Через Ар будем обозначать класс функций, сохраняющих
отношение р. Легко видеть, что [Ар] = Ар. Пусть s(x) — подстановка
на множестве Ек. Рассмотрим отношение s(p) С Ек, такое, что набор
(а15..., ah) G Ек принадлежит отношению s(p) тогда и только тогда, ко­
когда набор (s(a{),..., s(ah)) принадлежит отношению р. Отношение s(p)
будем называть двойственным отношению р относительно подстановки s.
Нетрудно показать, что As^p) = Asp.

Через ik, h^2, к ^ 2, будем обозначать множество всех наборов из Ек,
имеющих хотя бы два одинаковых элемента. Положим и\ = 0.

Пусть к ^ 2, h^l. Элемент аеЕк называется центральным элемен­
элементом отношения р С Ек, если любой набор из Ек, содержащий а, принад­
принадлежит отношению р. Множество всех центральных элементов отношения
называют его центром. Напомним, что через ik, h^2, мы обозначаем мно­
множество всех наборов из Ек, каждый из которых имеет хотя бы два одина­
одинаковых элемента, а ь\ = 0.

Отношение р С Ек, l^h<k, называется центральным, если оно удов­
удовлетворяет следующим условиям:

2)	для любой подстановки s на Eh если набор (а0, а15..., ah_x) принад­
принадлежит отношению р, то и набор (as@), asA),..., as(/l_1)) тоже принадлежит
отношению р;

3)	центр Z отношения р не пуст и отличен от Ек. Через С^ обозначим
множество всех h-арных центральных отношений. Классы функций, сохра­
сохраняющих отношения из Ch, будем называть классами типа Ch. Положим

к- 1
С= IJ Ch. Классы функций, сохраняющих отношения из С, будем назы­

15*
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вать классами типа С. Классы типа С являются предполными в Рк (см.,
например, [17]).

Дадим обобщения понятий функций и формул. Пусть s ^ 1. Через S. бу­
будем обозначать набор переменных (ж/, жг2,..., х*). Такой набор переменных
будем называть s -переменной. Через х будем обозначать набор переменных

(хх, ..., хп) = (хх, хх, ..., хх, х2, ж2, ..., ж2, ..., хп, жп, ..., хп).

Наборы вида (f{(x),..., fs(x)), где /1?..., /в — произвольные функции из Р^
от ns переменных, п ^ 1, будем называть s -функциями, зависящими от n s­
переменных. Множество всех s-функций будем обозначать через Vk. Также
s-функцию (fi(x),..., fs(x)) будем обозначать через f(x). Будем называть
/1?..., fs компонентами s-функции / и писать / = (/1?..., /в). Заметим, что
при s = l s-функции являются обычными функциями fc-значной логики, т. е.
Vkl = Pk. Пусть/ и д — некоторые 5-функции, / = (/1?..., fs), g = (gx,..., ft).
Будем называть s-функции / и д равными, если для всех г = 1,..., s равны
ФУНКЦИИ /• И ft.

Пусть 21 — некоторое подмножество Vks. Будем рассматривать формулы
составленные из s-функций. А именно, будем называть s -формулами над
21 выражения вида:

1)	S-, где S. — произвольная s-переменная;
2)	/(Ф15.. .5ФИ), где / — символ произвольной s-функции из множе­

множества 21, зависящей от п s-переменных, а Фр ..., Фп — s-формулы над 21.
Тривиальными будем называть s-формулы состоящие только из символов
s -переменных. При s = I s -формулы являются обычными формулами над
21С Vkl =Pk. Значение s-формулы Ф на наборе а е Ekns определяется следу­
следующим образом. Если Ф является тривиальной и имеет вид S-, то ее значе­
значением будет набор Й- е Ек. Если Ф имеет вид /(Ф1?..., Фп), где / — символ
произвольной s-функции из 21, зависящей от п s-переменных, Ф{, ..., Фп —
s -формулы над 21, и значением s -формулы Ф. на наборе а е Ekns является
набор Д G Ек, г = 1,..., п, то значением формулы Ф будет являться набор
/(Д,..., /Зп) е Ек. Таким образом, каждая s-формула реализует некоторую
s-функцию. Две s-формулы Ф и Ф будем называть эквивалентными и пи­
писать Ф~Ф, если они реализуют равные s-функции.

Пусть s ^ 1, 21 — конечная система функций из Рк и каждой функции
/(ж15..., хп) из 21 поставлена в соответствие некоторая s-функция /(Sl5...
..., хп) из конечной системы s-функций 03, 03 С Vqs. Тогда каждой формуле
Ф над 21 естественным образом ставится в соответствие s-формула Ф над 03.
А именно, если формула Ф тривиальна и имеет вид xt, то ей соответствует
s-формула S-; если формула Ф имеет вид /(Ф15..., Фг), где / G 21, Ф15...
..., Фг — формулы над 21, то формула Ф будет иметь вид /(Ф1?..., Фг), где
Ф15..., Фг — s-формулы над 03, соответствующие формулам Ф15..., Фг.

2.2. Свойства систем функций. Очевидно, что при преобразовании
формул над одной системой функций в эквивалентные формулы над другой
системой функций их глубина увеличивается не более чем линейно. Сфор­
Сформулируем это в виде следующего утверждения.

Утверждение 2.1. Пусть 21, 03 — конечные системы функций
из Рк, 21С [03], с = max D^(f). Тогда для любой функции f из [21] верно

неравенство D^{f) ^ cD^(f).
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Следующее утверждение является очевидным свойством ассоциатив­
ассоциативных функций.

Утверждение 2.2. Пусть функция (р(х, у) из Рк ассоциативна,
Тогда для всякой функции /(ж15..., хп) из [{</?}] верно неравенство

%}(/)< log п + 1.

Следующая лемма является аналогом хорошо известного предствале­
ния функций fc-значной логики (см. [18]).

Лемма 2.1. Пусть Q —непустое подмножество Ек. Тогда

Лемма 2.2. Пусть 21 и 93 — конечные системы функций из Рк,
93 с 21, 93 равномерна в 21 и® С 21A). Пусть для любой функции <р(ж15...
..., хп) из 93, п ^ 1, и любой функции f(x) из [2)]A) существуют такие
функциид{(х), г = 1,..., п, аз[2)]A), и функция h(x{,..., хп) из*В, что

,..., xj) = h{gi{xx),..., gn(xj).

Тогда система 93 U 2) равномерна в 21.
Для доказательства леммы достаточно заметить, что произвольную фор­

формулу Ф над системой 93 U 2), в которую входит хотя бы одна функция из
93, можно преобразовать в эквивалентную формулу Ф' над 93 U 2) той же
сложности, которая имеет вид Ф' = Ф(А15..., Аг), где Ф — формула над 93,
а А15..., Аг — формулы над 2).

2.3. Метод преобразования формул. В данном разделе доказыва­
доказывается лемма 2.5, являющаяся обобщением метода использованного в [16,
27] для доказательства равномерности полных систем булевых функций.
Эта лемма дает возможность при выполнении некоторых условий, преоб­
преобразовывать произвольную формулу в эквивалентную таким образом, что
глубина получающейся формулы не превосходит логарифма сложности ис­
исходной формулы умноженного на некоторую константу (зависящую только
от базиса). Сначала мы докажем две вспомогательные леммы.

Лемма 2.3. Пусть 21 — произвольная конечная система функ­
функций из Рк, к ^ 2, т = mBl), Ф(х) — произвольная формула над 21,
N = L (Ф). Пусть N > т + 1. Тогда формулу Ф(х) можно представить в
виде В(А(х), х), где А(х) и В(у,х) — формулы над 21, такие, что пере­
переменная у имеет только одно вхождение в формулу В и выполняются
неравенства L (A), L (В) ^^

Доказательство. Поскольку m^l и N>m+l, верны неравенства

™<^(^ + 1)<^	B)
Легко видеть, что в формуле Ф можно найти такую подформулу Ф, которая
имеет вид /(Ф15Ф2,.. .,ФП), где / — некоторая n-местная функция из 21,
п ^ 1, Ф15 Ф2,..., Фп — формулы над 21, и при этом выполнены условия

К^(ЛГ+1), 1 = 1,2,..„п.
Поскольку число переменных у функций из 21 не превосходит т, а / G
G 21, верно неравенство п ^ ш, а значит найдется такое j, I ^ j ^ п, что
выполняются соотношения
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Представим Ф в виде #(ФД5Г), х). Покажем, что это представление форму­
формулы Ф является искомым. Используя неравенства B), получим соотношения

Лемма доказана.
Лемма 2.4. Пусть т и N — произвольные целые числа, такие,

что т ^ 1, N > т +1. Тогда верно равенство

Доказательство. Заметим, что выполнены следующие соот­
соотношения v	'	т+\ ^ т-\-\ ^
Поэтому верно равенство

Отсюда следует, что верна следующая цепочка равенств

\og(N - га).

Лемма доказана.
Пусть 21, 03 — произвольные конечные системы функций из Рк, к ^ 2,

R — некоторое множество формул над 21. Будем говорить, что мно­
множество R является B1,03) -регулярным, если существует такое конеч­
конечное множество формул $ над 03, что для любых формул A(S), B(y, х)
над 21, таких, что переменная у имеет только одно вхождение в форму­
формулу i? и формула В(А(х), х) принадлежит множеству R, найдутся формула
F(y1?..., ye, zx,..., zr) из ?, и формулы Ах(х),..., Аа(х), Вх{х),..., Вг(х)
из R, такие что ?(А.) ^ L(A), г = 1,..., s, L(Bj) ^ L(B), j = 1,..., г, и
верно соотношение

Лемма 2.5. Пусть 21, 03 — произвольные конечные системы
функций из Рк, к ^ 2, R — B1, 03)-регулярное множество формул над 21.
Тогда существуют такие константы cud, зависящие только от 21,
03 и R, что для любой формулы Ф из R существует такая формула Ф'
над 21U03, что Ф'~Фй выполняется неравенство ?)(Ф') ^ с log(L(Ф) —())
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Доказательство. Положим

cL = max D(F), c =

Пусть Ф — некоторая формула из R. Положим М = Ь(Ф). Будем до­
доказывать утверждение леммы с указанными константами end индукци­
индукцией по М.

База. Из определения констант d% и d ясно, что для М ^ т + 1
утверждение выполняется.

Шаг индукции. Пусть утверждение теоремы верно для всех М
меньших некоторого N, где iV>m+l. Докажем, что оно верно и для M = N.
По лемме 2.3 формулу Ф(х) можно представить в виде Ф(х) = В(А(х), х),
где А(х) и В(у, х) — такие формулы над 21, что переменная у имеет только
одно вхождение в формулу В и верны неравенства

Поскольку формула В(А(х), х) принадлежит множеству R, по условию
найдутся такая формула F е $ и такие формулы А{,..., Аа, Д,..., Вг из
R, что L(Ai) ^ L(A), г = 1,..., s, L(Bj) ^ L(B), j = l,...,r, и верно
соотношение

В(А(х), ?) ~ F(A,(x),..., А.{х), В,(х),..., Вг(х)).

Поскольку сложность формул А15..., As, В{,..., Вг меньше N, к ним мож­
можно применить предположение индукции, в силу которого существуют такие
формулы А[, г = 1,..., s, В'., j = 1,..., г над 21, что А^ ~ Ait г = 1,..., s,
Bj^Bj, j = 1,.. .,г, и верны неравенства

L » = 1,...,я,	C)
d, j = l,...,r.	D)

Положим Ф^ж) = F(A[(x),..., A^(S), B[{x),..., В'г{х)). Формула Ф' явля­
является формулой над 21U25. Легко видеть, что верны соотношения

Ф(?) = S(A(?), X) ~ F(A,(?),..., А.B), 5,B),..., Br(x))
~ f(a;(?), ..., а;B), ^'(х), ...,

Также верно следующее неравенство

J), max

Отсюда, учитывая неравенства C), D) и неравенство D(F)^. d%, получаем,
что верно соотношение

Из последнего соотношения, применяя лемму 2.4, получаем неравенство

Таким образом, мы показали, что утверждение леммы справедливо для
формул Ф имеющих произвольную сложность. Лемма доказана.
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2.4. Основные следствия. Приведем ряд следствий из леммы 2.5, ко­
которые будут использоваться для доказательства равномерности некоторых
систем функций.

Лемма 2.6. Пусть 21 — конечная система функций из Рк, к ^ 2,
О,..., к - 1 е [21], # — конечная система функций из Рк, #с [21]. Пусть
для любой функции f(y, х) из [21] существует такая функция (р(у, z0,...
..., zk_x) из $, что верно равенство

/(у, х) = <р(у, /(О, 2), /A, 5Г),..., /(fc - 1, 5Г)).
Тогда система 21 равномерна.

Доказательство. Для доказательства мы воспользуемся лем­
леммой 2.5. Положим 2l' = 2lU{0,..., к — 1}. Из условия вытекает, что для вся­
всяких формул А(х), В (у, х) над 21' формула В(А(х), х) эквивалентна форму­
формуле (р(А(х), В@, х), B(l, S),..., В(к- 1, S)) для некоторой функции </??#.
Формулы i?@, ж), -ВA, ж),..., В(к — 1, ж) являются формулами над 21'. При
этом выполнены неравенства

l(b(o,г»<L(B(y,г)), ..., ь(в(к -1,г))<L(B(y,г)).
Напомним, что константы мы считаем одноместными функциями. Через R
обозначим множество всех формул над системой 21'. Легко видеть, что мно­
множество R является B1', 2Г)-регулярным. Следовательно, по лемме 2.5 суще­
существуют такие константы с{ и d{, что для любой формулы Ф над 21' суще­
существует такая эквивалентная формула Ф' над 21' U J, что выполняется нера­
неравенство ?)(Ф') ^ сх \og(L (Ф) — mBl)) + dx. Тогда выполняется и неравенство
?)(Ф') ^ сх logL(<5) + dx. Отсюда, применяя утверждение 2.1 и пользуясь
тем, что 21'и#С [21], получаем, что существует такая константа с2, что для
любой формулы Ф над 21 существует такая эквивалентная формула Ф' над
21, что выполняется неравенство ?)(Ф')^с2(с1 logL^^c^).

Для произвольной функции / из [21] рассмотрим реализующую ее
формулу Ф над 21, для которой верно равенство L(*) = L2l(/). Мы по­
показали, что для нее существует такая эквивалентная формула Ф' над
21, что ?)(Ф') ^ схс2 logL(Ф) + dxc2 = схс2 \ogL^(f) + dxc2. Следовательно,
Цд(Я ^cic2 log Z.2t(/)+<i1c2, а это значит, что система 21 равномерна. Лемма
доказана.

Следующая лемма является очевидным следствием леммы 2.6 для слу­
случая, когда множество $ состоит из одной функции.

Лемма 2.7. Пусть 21 — конечная система функций из Рк, к ^ 2,
О,..., к — 1 g [21] и существует такая функция (р(у, z0,..., zk_x) из [21],
что для любой функции f(y, x) из [21] верно равенство

/(у, х) = tp(y, /@, ?), /A, ж),..., /(* - 1, 5Г)).
Тогда система 21 равномерна.

Следующее утверждение для случая к =2 было доказано в [16] (см.
также [27]). Для к ^ 3 утверждение можно доказать аналогичным образом.
Мы воспользуемся леммой 2.7.

Утверждение 2.3. Всякая полная в Рк, к ^ 2, конечная система
функций является равномерной.

Доказательство. Пусть 21 — произвольная полная конечная си­
система функций из Рк. Тогда, поскольку [21] = Рк, функция

принадлежит [21]. Легко видеть, что что для любой функции /(у, х) из [21] =
= Рк верно равенство

f(y, г) = ?>(У, /(о, г), /A, г),..., /(* -1, г)),
кроме того, 0,..., к — 1 е [21], Следовательно, по лемме 2.7 система 21 явля­
является равномерной.
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Утверждение 2.4. Пусть 21 — конечная система функций
из Pk, Q — непустое подмножество Ек, PkQ С [21]. Тогда существуют
такие константы cud, что для всякой формулы Ф над 21, реализующей
функцию из PkjQ, существует такая эквивалентная ей формула Ф над

\ U{0,..., к - 1}, что ?>(Ф) ^ с log L ($) + d.
Доказательство. При |Q\ = 1 утверждение очевидно. Пусть

\Q\ ^ 2. Без ограничения общности будем считать, что 0, 1 G Q. Определим
функции <p(zo,...,zk_l, %>•••> Ук-\), А(ж)' Ja(x)> a =0,..., fc - 1 следую­
следующим образом. Положим

• • 5 Zk _ j , 7/q , . . . , Ук _ j ) = \{О в остальных случаях.

-{

Х(х) =
111 в остальных случаях.

1, если х = а;	_ п
0 в остальных случаях,

Положим 21'= 21U {0,..., к — 1, j0,..., jk_x, А}. Через R обозначим множе­
множество всех формул над 21', которые реализуют функции из PkQ. Поскольку
функции </?, A, j0,..., jk_x принимают значения только из Q, по утверж­
утверждению 2.1 имеем {</?, A, j0,..., jk_{} С [P^l- Пусть ФB) — произвольная
формула из i? и ФB) = .В(АB), 2). Тогда верно соотношение

Каждая из формул io(A(S)),..., ^^(ж)), А(Б@, 2)),..., A(B(fc-1, 2))
принадлежит множеству i?. Кроме того, верны равенства ?(^(^B))) =
= L(A(x)), L(\(B(a, x))) = L(B(z, 2)), а=0,..., к — 1. Следовательно,
множество i? является BГ, 21')-регулярным. Таким образом, по лемме 2.5 мы
можем получить формулу Ф{(х) над 2l'U{</?}, которая эквивалентна формуле
ФB), и при этом выполняется неравенство О(Ф{) ^ сх logL(Ф) + d{, где
константы сх и dj зависят только от системы 21 и не зависят от формулы Ф.
Применяя утверждение 2.1 и пользуясь тем, что 2l'U{</?} С [21], получаем, что
существует такая константа с2, что для любой формулы Ф из R существует
такая эквивалентная ей формула Ф' над 21, что выполняется неравенство
?)(Ф') ^ с%(сх log L (Ф)+с?1). Отсюда вытекает нужное нам утверждение.

Лемма 2.8. Пусть 21 — конечная система функций из Pk, Q —
непустое подмножество Ек, PkQ С [21], 0,..., к — 1 е 21. Тогда, если си­
система 21\Рд. Q равномерна в 21, то система 21 равномерна.

Доказательство. Пусть ФB) — формула над 21. Если ФB)
реализует функцию из PkjQ, то воспользуемся утверждением 2.4. В про­
противном случае представим ее в виде ФB) = В{Ах{х),..., АшB), 2), где
В(ух,..., ут, 2) — формула над 2l\PfcQ, a A.B) — формулы над 21, реа­
реализующие функции из -FJ. д. К формулам А. применим утверждение 2.4, а
формулу В преобразуем, воспользовавшись тем, что система 21\Д Q равно­
равномерна в 21.

2.5. Преобразование s-формул. Пусть 2) — конечная система функ­
функций из Pq, q^2, s^l. Систему 2) будем называть s-регулярной, если суще­
существует такое конечное множество #, $ С 2) и такая константа с?0, зависящая
только от s и Э, что для любых формул А{(х),..., AsB), ^B/l5..., ys, 2)
над 2), найдется функция y>(y1?..., ys, zx,..., zr) из ^ и формулы
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Вх(х),..., Вг(х) над 2), такие, что D(Bi) ^ D(B) + d0, г = 1,..., г, и верно
соотношение

В(Аг(х),..., Аа(х), х) ~ ^(АEГ),..., Аа(х), Вг(х),..., Вг(х)).

Пусть 03 — произвольная система s-функций, 03 С Vq, q^2, s ^ 1. Каж­
Каждая s-функция / из 03 имеет компоненты /15..., fs, являющиеся обычными
функциями из Pq. Множество компонент всех функций из 03 обозначим че­
через К(Ъ). Таким образом, #(») = {? | / = (?,..., /,)е®, г = 1,..., s}CPe.

Следующая лемма является еще одним обобщением метода использо­
использованного в [16, 27], которое понадобится нам для доказательства равномер­
равномерности порождающих систем в классах типа С.

Лемма 2.9. Пусть 21 — произвольная конечная система функ­
функций из Рк, к ^ 2, и каждой функции /(ж1?..., хп) из 21 поставлена в со­
соответствие некоторая s-функция /B1?..., хп) из конечной системы s­
функций 03, 03 С Vqs, q ^ 2, s ^ 1. Пусть 2) — конечная s -регулярная
система функций из Pq такая, что if @3) с 2). Гог(Эа существуют
такие константы cud, что для любой формулы Ф над 21 и со­
соответствующей ей s-формулы Ф над 03, реализующей некоторую s­
функцию / = (/i,.. .,/в), существуют такие формулы Ф'-, реализую­
реализующие функции /•, г = 1,..., s, яа(Э 2), что выполняются неравенства
?(Ф'.) < с 1^(?(Ф)-т(а)) + сг, г = 1, ..., s.

Доказательство. Поскольку система 2) s-регулярна, существует
такое конечное множество #, $ С 2) и такая константа d0 ^ 0, что для любых
формул Ах(х),..., А8(х), В(ух,..., ув, 2) над 2), найдется функция у?(у1?...
..., ув, 2:15..., zr) из ^ и формулы ^(S),..., Вг(х) над 2), такие что ?)(Д)^
^ D{B) + dQ, г = 1,..., г, и верно соотношение

Я(А,(х),..., А.(х), ^) ~ ^(А,(х),..., А.(х), 5,(x),..., Вг(х)).

Положим т = mBl). Обозначим через R множество всех формул над 21,
сложность которых не превосходит га + 1. Пусть Rx — множество всех s­
формул над 03, соответствующих формулам из R, a R2 — множество всех
s-функций, реализуемых s-формулами из Rx. Положим

i -I- «О	Л 		Г) ( f\ d

Пусть Ф — некоторая формула над 21. Положим М = Ь(Ф). Будем до­
доказывать утверждение теоремы индукцией по М.

База. Из определения констант ds и d ясно, что для М ^ га + 1
утверждение выполняется.

Шаг индукции. Пусть утверждение теоремы верно для всех М <
<N, N> ra+1. Докажем, что оно верно и для М = N. По лемме 2.3 формулу
Ф(х) можно представить в виде Ф(х) = В(А(х), х), где А(х) и В (у, х) —
такие формулы над 21, что верны неравенства

Рассмотрим s-формулы А и В, соответствующие формулам А и В. Пусть
они реализуют s-функции ф = (фх,..., ф8) ид = (д1,..., gs) соответственно.
Пусть s-формула Ф реализует s-функцию / = (/15..., fs). По предположению
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индукции существуют такие формулы А[,..., A's, В[,..., B's, реализующие
функции ф{,..., ф8, д{,..., gs над 2), что верны неравенства

4 i = l,...,s,	E)
4 i = l,...,s.	F)

Положим 1&ri(x) = B!(A[(x),..., A's(x), х), г = 1,..., s. Легко видеть, что для
каждого г, г = 1,..., s, формула Ф'Дж) реализует функцию /Дж).

Выберем произвольное г, такое, что 1 ^ г ^ s. По условию найдется
функция <р.(у1?..., ув, г1?..., zr) из ^ и формулы Ви(х),..., Вн(х) над 35,
такие что D(B3i)^. D(B^)-\-d0, j = 1,..., г, и верно соотношение

Рассмотрим формулу

над 2). Она реализует функцию /•. Кроме того, для нее верны следующие
неравенства

?(Ф'.;К1+тах(?(^), max D(S,)) < 1+max(D(A;), D(B/) + d^).1 ^ j ^ r	^

Учитывая неравенства E), F), получаем

D^ ^ 1 + ^ + -Ц^ bi; (^(iV + 1) - m) + d.

Откуда по лемме 2.4

Поскольку мы выбирали произвольное г, такое, что 1 ^ г ^ s, мы построили
требуемые формулы Ф'. для всех г.

§ 3. Классы линейных функций

В данном параграфе доказывается равномерность порождающих систем
в классах линейных функций.

Пусть G = (Ek, +) — абелева группа (определение см., например, в [3]),
определенная на Ек, к ^ 2, с операцией сложения «+» и нулем в. Функ­
Функция f(xu ..., хп) из Рк называется линейной относительно группы G, если
для любых наборов (а15..., ап), (Ь15..., Ъп)^Екп верно равенство

Нетрудно показать, что класс функций, линейных относительно группы G,
является замкнутым. Обозначим его через LG.

Известно (см., например, [17]), что класс LG является предполным в
Рк тогда и только тогда, когда к =рт, где р — простое, т ^ 1, а группа G
изоморфна аддитивной группе поля Галуа из к элементов (определения см.,
например, в [3]). Предполные классы линейных функций называют классами
типа L.
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Утверждение 3.1. Пусть 21 — произвольная конечная систе­
система функций из Рк, к ^ 2, А = [21], функция р(х,у) принадлежит А и
ассоциативна, О,..., к - 1 е А. Пусть любая функция f(xx,..., хп) из
А представляется в виде go(h(gx(xx),..., gn(xn))), где h e [{у}], gt e А™,
г =0,..., п. Тогда система 21 равномерна.

Доказательство. Рассмотрим систему функций 03 = {</?} U АA).
Из утверждения 2.2 следует, что для любой функции h(xx,..., хп) из [{</?}]
верно неравенство D^{h) ^ logn + 1. Следовательно, для всякой функции
/Е А существенно зависящей от п переменных, п^ 1, верно неравенство

Дв(/К log п + 3.

Поскольку 03 С А =[21], по утверждению 2.1 получаем, что существует такая
константа с, что для всякой функции / ? А, существенно зависящей от п
переменных, п ^ 1, верны неравенства

Поскольку / существенно зависит от п переменных, верно неравенство
L2l(/) ^ гг. Отсюда получаем соотношение

Если же функция / не зависит существенно ни от одной переменной, т. е.
является константой, то ее глубина в системе 21 ограничена некоторой кон­
константой сх. Следовательно, система 21 равномерна.

Утверждение 3.2. Пусть /(ж1?..., хп) — функция из LG. Тогда
f можно представить в виде gl(xl) + .. . + gn(xn) + a, где д{еЬ$, г = 1,...
.. .п, ае Ек.

Доказательство. Будем доказывать утверждение индукцией по
п. Для п = 1 очевидно f(xl) = f(xl) + 9. Пусть утверждение верно для
всех п меньших некоторого N. Покажем, что оно верно и для п = N. Из
линейности функции / получаем

/(х,,..., xN_x, xN) = fix,,..., xN_x, в) + fiO, ...,в, xN) - fiO,..., в).

По предположению индукции

где д. е LQ, г = 1,.. .N - 1, а? Ек. Положим о! = a- f(9,..., 9), gN(x) =
= f(9, ...,в, х). Тогда

/(ж1? ...,xN_{, xN) = gx{xx) + ... + gN_x{xN_x) + gN(xN) + d.

Получили, что утверждение верно и для n = N.
Теорема 3.1. Пусть G — абелева группа, определенная на Ек,

к ^ 2, 21 — такая конечная система функций из Рк, что [21] = LG. Тогда
система 21 равномерна.

Доказательство. Функция х + у ассоциативна и принадлежит
LG. Функция х + а, где а€Ек принадлежит L%\ Поэтому, из утвержде­
утверждения 3.2 получаем, что любая функция /(ж15..., хп) из LG представляется в
вте go(h(gx(xx),..., дп(хп))), где he[{x + y}], gteL^\ г=0,..., п. Приме­
Применяя утверждение 3.1 получаем, что система 21 равномерна.

Следствие 3.1. Пусть А — предполный класс линейных функ­
функций в Рк, к ^ 2, 21 — такая конечная система функций из Рк, что [21] = А.
Тогда система 21 равномерна.
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§ 4. Классы самодвойственных функций

Для классов самодвойственных функций доказательство равномерно­
равномерности порождающих систем аналогично доказательству для класса S в Р2
(см. [11]).

Функции из Рк, самодвойственные относительно s, образуют замкну­
замкнутый класс Zk(s), который является предполным тогда и только тогда, когда s
имеет только циклы одинаковой простой длины (см., например, [17]). Пред­
полные классы самодвойственных функций называют классами типа Р.

Пусть s — произвольная подстановка на Ек. Пусть количество циклов
подстановки s равно г. Множество элементов входящих в г-й цикл подста­
подстановки s будем обозначать через At, г = 1,..., г.

Утверждение 4.1. Пусть f(x) и д(у^х) самодвойственные
относительно подстановки s функции, г е {1,..., г}, aeAt и д(а, х) =
= f(x). Тогда для всякого (ЗеА{ верно равенство g(J3,x) = f(x).

Доказательство. Из того, что а, C е А • следует, что существует
такое число га, что sm(/3) = а. По условию g(a, x) = f(x), следовательно
д(а, sm(x)) = f(sm(x)). Из самодвойственности д и / относительно s сле­
следует, что sm(g(fr Z)) = g(sm(f3), sm(Z)) = g(a, smB)) = f(smB)) = sm(fB)).
Откуда получаем, что #(Д x) = f(x).

Определим функцию (р(у, ж15..., xr)€Pk следующим образом. Положим
(р(у, ж15..., хг) равным х{, если у€А{, г = 1,..., г. Таким образом, мы пол­
полностью определили функцию (р, поскольку |J A{=Ek. Определение кор­

ректно, поскольку при г фз множества А{ и А. не пересекаются.
Утверждение 4.2. <peZk(s).
Доказательство. Покажем, что для всякого набора (а, /?15..., Д.)

из Ekr + l верно равенство

<p(s(a), в(Д),..., s(Cr)) = s(tp(a, /Зг,..., Д.)).

Пусть &еА{. Тогда верно равенство у?(ск, Д,..., Д) = Д. Заметим, что s(a)
тоже принадлежит А-, и, следовательно, y?(s(a), в(Д),..., в(Д)) = в(Д),
откуда и следует нужное равенство.

Утверждение 4.3. Пусть 21 — конечная система функций из
Рк такая, что [21] = Zk(s). Пусть для каждого г, г = 1,..., г, существу­
существует такое а- е А., что система 21U {а-} равномерна. Тогда система 21
равяожеряа.

Доказательство. Поскольку по условию для каждого г, г = 1,...
..., г, система 21и{а-} равномерна, получаем, что для любого а-, г = 1,..., г,
существуют такие константы с. и dt, что для всякой функции / е [21] верно
неравенство

(/) с. logLau
Положим с= max (с-), d= max (с?-). Очевидно, что LQiura,(f)^LQi(f).г = 1, ..., г	г = 1, ..., г	х iT
Отсюда следует, что для любой функции / е [21] верно неравенствоd.	G)

Для каждого г, г = 1,..., г, рассмотрим формулу Ф-, которая реализует
функцию f(x) над 21и{а-}, такую, что ?>(Ф.) = Даи{а.}(/)- Заменим в фор­
формуле Ф- все вхождения константы а- на переменную ?/. Получим формулу
Ф-, которая реализует самодвойственную относительно s функцию дХУ-, ^)»
такую, что д.(а„ x) = f(x).
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Рассмотрим формулу Q(y, x) = (p(y, Ф^у, 2),..., Фг(з/, х)). Она реализу­
реализует функцию р(у, д{(у, S),..., дг(у, х)). Из утверждения 4.1 и определения
функции <р следует, что (р(у, д{(у, S),..., gr(?/, ж)) = f(x). Из вида формулы
в получаем равенство D(Q) = I + max (Дди{а.}(/)), из которого, учиты­
учитывая неравенство G), получаем, что для любой функции / е [21] верно нера­
неравенство /) + d + l.	(8)
Из утверждения 4.2 следует, что ip G [21], а значит по утверждению 2.1
существует такая константа сх, что для любой функции / е [21] верно нера­
неравенство D^(f)^.clD^iuM(f). Отсюда, учитывая неравенство (8), получаем
неравенство

(/К с,(с logLa(/) + d + 1).
Следовательно, система 21 равномерна.

Теорема 4.1. Пусть s(x) — такая подстановка на Ек, что класс
Zk(s) является предполным в Рк, к ^ 2. Пусть 21 — конечная система
функций из Рк и [21] = Zk(s). Тогда система 21 является равномерной.

Доказательство. В каждом из множеств А. выберем по одному
элементу а-. Поскольку класс Zk(s) является предполным, система 21и{а-}
является полной в Рк, и следовательно, по утверждению 2.3, равномерной
для каждого г, г = 1,..., г. Таким образом, утверждение теоремы следует
из утверждения 4.3.

§ 5. Классы функций сохраняющих разбиения

Пусть D — какое-нибудь разбиение множества Ек на непересекающи­
непересекающиеся подмножества Д,..., Д, т. е. все множества Д не пусты и каждый
элемент множества Ек принадлежит одному и только одному из множеств
Д. Разбиение D будем называть тривиальным, если s = 1 или s = k. Оче­
Очевидно, что при к = 2 все разбиения Ек тривиальны. Элементы а и C из ^
называются эквивалентными относительно разбиения D (будем писать
a rsj C (mod D)), если они принадлежат одному и тому же множеству Д.
Наборы <? и /3 из ?^п называются эквивалентными относительно разби­
разбиения D (будем писать а ~ C (mod D)), если для всех г = 1,..., п верно
a- ~/3. (mod ?)).

Будем говорить, что функция f(x) из Рк сохраняет разбиение D, если
для всех наборов а, /3 G ^п, для которых а ~ [3 (mod D), верно /(a) ~
~/(/3) (mod D). Множество всех функций, сохраняющих разбиение D,
обозначим через U(D). Нетрудно показать, что U(D) является замкнутым
классом. Очевидно, что константы 0, 1,..., к — 1 принадлежат классу U{D).
Легко видеть, что если D — тривиальное разбиение Ек, то U(D) = Pk. В
случае, если D — нетривиальное разбиение Ек, класс U(D) отличен от
Рк и является предполным (см. [15]). Следуя [17], будем называть такие
классы классами типа Е.

Пусть D — нетривиальное разбиение Ек, к ^ 3, ri = \Di\, г = 1,..., s.
Пусть D удовлетворяет следующим условиям:

A)	каждое множество Д, г = 1,..., s, имеет вид Д = {5/,..., 5Г*},
B)	6;+l = 6f+j для всех г = 1,..., s, j = l,..., r--l,

D) rs ^ г. для всех г = 1,..., s.
Так как разбиение D нетривиально, верно неравенство rs ^ 2, следова­

следовательно, 0< 6* < к - 1.
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Введем следующее обозначение. Положим птах(у15..., уп) равным ми­
минимальному числу Ъ, для которого уъ = max у., 1 ^ Ъ ^ п. Определим функ­

1 ^ г ^ п

ции хп(ж, у) = х(хп '-,хп1Уп-'1Уп)>п = 1т-1к> следующим образом:

imax(J)' если все Уг^В8, и существует такое h, что все x.^Dh\
в остальных случаях.

Нетрудно показать, что функции хп принадлежат классу U(D) для всех п.
Кроме того, верны равенства хп(ж1?..., жп, 0,..., 0) = 0.

Замечание. Функции % от меньшего числа переменных выража­
выражаются через функции % от большего числа переменных. Это следует из ра­
равенства

XI Т*	Т*	Т* ^/	II	II 1 	 Л/	I Т*	Т*	|^У* |^У* II	II	II II 1
пУ-Ьц . . . ,ХИ_15ХИ, (/15 . . . 1Уп_\1Уп) — Ап+1\^15 • • • ^п-П^п^птУП • • • тУп-ПУптУп/'

Определим функции А .(ж), г = 1,..., fc, следующим образом:

{fc — 1, если х=г;
8{% если ж^г и x~i (mod D);
О	в остальных случаях.

Пример. Пусть D = ({0}, {1,2}, {3,4,5}),
fc =6. Тогда А .(ж) определяются табл. 1.

Очевидно, что функции тах(ж, у) и А.,
г = 1,..., fc, принадлежат классу U{D). Заме­
Заметим, что Ад,-E^) = 0 при г ^^- Определим функ­
функции /хДж0,..., хк_х, у), г = 1,..., s, следующим
образом. Положим

Положим

у?(у,

Таблица 1

X

A0

Ai

A2

A3

A4

0

5

0

0

0

0

0

1

0

5

3

0

0

0

2

0

3

5

0

0

0

3

0

0

0

5

3

3

4

0

0

0

3

5

3

5

0

0

0

3

3

5

_l) = max(fil(x0,..., хк_{, у),..., fis(x0,..., жл_1? у)).

Функция <р принадлежит классу U(D), как суперпозиция функций
из U(D).

Пример. Пусть fc =6, D = ({0}, {1,2}, {3, 4, 5}). Тогда

Ф\У-) 2i Х35 Ж45 Х5) ==

Утверждение 5.1.
равенство

f(x) = у?(ж1? /@, ж2,..., хп), /A, ж2,..., хп),...,

любой функции f(x) из U(D) верно

2,..., хп)),
Доказательство. Покажем, что равенство верно для произ­

произвольного набора а. Пусть ах = 8% е Dp. Положим vt = /(г, а2,..., ап),
г =0,..., fc — 1. Пользуясь свойствами функций А. и %и, нетрудно показать,
что для всех гф'р верно равенство /л{(у0, ..., vk_{, a{) = 0. Таким образом,
получаем, что

= Xr , S{% ..., S{% fc ­ % ..., 8*).
q-\
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Поскольку fe U(D), существует такое h, что vSp,...,vSP e Dh. Отсюда
получаем

xAvsp • •., vs;,..., vSp, S{% ..., S{% к - 1, S{% ..., 8*) = vs, = vai = /(a).
q-\

Таким образом, утверждение доказано.
Утверждение 5.2. Пусть 21 — конечная система функций из

Рк такая, что [21] = U(D). Тогда система 21 равномерна.
Доказательство. Функция р и константы 0,..., к — 1 принадле­

принадлежат классу U(D). Применяя лемму 2.7 и утверждение 5.1, получаем, что
система 21 равномерна.

Используя принцип двойственности, получаем что верна следующая
теорема.

Теорема 5.1. Пусть21 — произвольная конечная система функ­
функций из Рк, к ^ 3, такая, что [21] — класс типа Е. Тогда 21 — равномерная
система.

Доказательство. Очевидно, что существует такое разбиение D
множества Ек, что класс U(D) является двойственным классу [21] отно­
относительно некоторой подстановки s, и при этом D удовлетворяет условиям
A)-D). По утверждению 5.2 система 21s равномерна, и, следовательно,
равномерна и система 21.

Замечание. Из утверждения 5.1 вытекают соотношения:

U(D) = [{0,..., к - 1, Л0(ж),..., Лл_!(ж), хЛхи • • •> хк, Уи • • •> У*)»

тах(ж, у)}] = [{0,..., fc - 1, <р(у, х0,..., хк_1)}].

Таким образом, мы нашли конечные порождающие системы для класса
U(D). Пользуясь соображениями двойственности, отсюда можно получить
порождающие системы для всех классов типа Е.

§ 6. Классы типа В

В данном параграфе мы докажем равномерность произвольных конеч­
конечных порождающих систем для классов типа В при любых к ^ 3.

Пусть h ^ 2, т ^ 1, a? Ehm. Будем обозначать через a(i) г-ю цифру
числа а, записанного в системе счисления по основанию h. Тогда мы можем
представить а в виде

а= а<™-!> • hm~l + а<™-2> • hm~2 + ... + а^ • h + a<°>,

где dm~l\ dm-2\...,a,WeEh.
Отношение ?тСЕ?т, содержащее те и только те наборы (а0, а15...

..., а/г_1), для которых (а^, а(Д ..., afj^i) G ^ при всех г, 0 ^ г ^ т - 1,
будем называть h -адическим элементарным отношением.

Отношение р С ?7ЛЛ называется сильно гомоморфным прообразом от­
отношения а С ??Д если существует такое отображение q (сильный гомо­
гомоморфизм) множества Ек на множество Ех, что р содержит те и только те
наборы (а0, а1?..., аЛ_!>, для которых (^(а0), ^(а^,..., q(ah_l))Ea.

Пусть h^3, m^l, к ^ /гш. Если /г-арное отношение р С ^ является
сильно гомоморфным прообразом /г-адического элементарного отношения
?т ^ Е%т, то класс функций, сохраняющих р, Ар называется классом типа
В, а р — отношением типа В. Классы типа В являются предполными в
Рк, к^З, (см., например, [17]).
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Пусть р С Ек — h-арное отношение типа В. Тогда существует такое га,
га ^ 1, к ^ hm, что р является сильно гомоморфным прообразом отношения
?ш при некотором отображении q: Ек —> Ehm. Положим А{={хЕЕк\ q(x) =
= г}, i€Ehm, т. е. Ai является полным прообразом г при отображении
q. В каждом из множеств Ai выберем по одному элементу а-. Определим
отображение г: Ehm —> Ек, положив г(г) = а-, г Е Ehm. Пусть В ={а0, а15...
•••>а/*-1}­

Определим функции А(ж15 а%) и Н(хх,..., жш) из Р^ следующим обра­
образом. Положим

л / \ _ / ^2 5 если существует такое г Е Ehm, что xl = ai и х2е А{;
[ а?! в остальных случаях,

Утверждение 6.1. Функции А(ж15 а^) а Н(х{,..., жш) принадле­
принадлежат классу Ар.

Доказательство. Для того, чтобы доказать, что А е Ар на­
надо показать, что для любых двух наборов (Ьо,..., bh_{), (с0,..., ch_{) из
отношения р набор (A(b0, Cq), ..., А(ЬЛ_15 ch_{)) тоже принадлежит от­
отношению р. Пусть (Ьо,..., bh_{), (cq, ..., ch_{) e p. По определению, из
того, что (bo,...,bh_l)e р следует, что (q(b0),.. .,q(bh_l)) e ^т. Заме­
Заметим, что верно равенство q(X(xl1 x2)) = q(xx). Таким образом, получаем,
что (д(А(Ьк),ск))),...,д(А(Ьл_1,сл_1))) = (д(Ьк)),...,д(Ьл_1))е^та, и, следо­
следовательно, (А(Ь0, с0),..., А(Ьл_1,сл_1))Е/о.

Покажем теперь, что Д" G Ар. Пусть (Ьо% ..., blh_x) Ер, г = 1,..., т.
Тогда (g(b<j)> • • •» ^(^-i)) € fm» * = 1,..., т, и, следовательно, (д(Ь0*)@)> • • •

^, г = 1,..., т. Положим

Заметим, что (с^"-'),..., с^1)) = (<z(b<j)@), • •., ч{К_х)^)&ь1 г = 1,..., т.
Отсюда получаем, что (cq, ..., ch_l)e ?m, и, следовательно

Таким образом, утверждение доказано. Пусть f(x) — некоторая функция
из Рк. Следуя [22], положим

-{ /B), если f(x)eAt;	.=Q ftm _ {
а- в остальных случаях,	''' *'

Утверждение 6.2. Любую функцию f(x) из Рк можно пред­
представить в следующем виде.

/(*)=А(.. M4H(r(f^(Z)),.. .,г(/очг»),/сГ(?)),/Г(г)),.. .,/?-!(?)). (9)
Доказательство. Заметим, что H(r(f'm_x(x)),..., ^(/^(

— г(^(/B)))- Таким образом, для доказательства утверждения достаточно
показать, что верно равенство

А(.. .A(A(r(g(/(?))), /;(?)), /,"(?)),..., /hw-_ ,(x)) = /(?). A0)
По определению верны соотношения /"B) е А., г = 0, 1,..., hm — 1.

Если /(г)^А„ то r(g(/B))) ^ а, и A(r(g(/(x))),/?»(?)) = (((?)

16 МВК, вып. 13
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Если f(x)EAi9 то г(д(/(х))) = а{ и \(r(q(f(x))),f!'(x)) = mZ) (
Если f(x)$ А{, то f(x)^a{ и М/B)> f"(%)) = f(%)- Отсюда получаем A0).

Лемма 6.1 [22, п. 4.1]. Функция f e Рк принадлежит классу Ар
тогда и только тогда, когда в представлении (9) каждая функция //
либо принимает не более h — \ значения либо существуют перестановка
s HaEh, j<E{l,...,n} ut<EEm, такие что f!(x) = s((q(xj))W).

При помощи представления (9) покажем, что в классе Ар возможно
разложение по переменной. Сначала, используя представление (9) докажем
ряд простых свойств класса Ар.

Следствие 6.1.
1)	Любая функция, принимающая значения только из одного мно­

множества А., принадлежит классу Ар.
2)	Любая функция, которая принимает не более h - 1 значения

принадлежит классу Ар.
3)	Константы 0,..., к -1 принадлежат классу Ар.
Доказательство.
1)	Если функция f(x) принимает значения только из одного множества

А., то q(f(x)) = г, и, следовательно, все функции f-(x) являются констан­
константами. Из леммы следует, что в этом случае f(x) принадлежит классу Ар.

2)	Если функция f(x) принимает не более h — 1 значения, то каждая
из функций Д(х) = (q(f (х))У{) тоже принимает не более h — 1 значения. Из
леммы 6.1 следует что в этом случае f(x) принадлежит классу Ар.

3)	Следует из 2).
Определим функции гу0,..., г\т_ 15 /х0,..., nh™_x следующим образом.

Г*,
[а­
Г*, есшхеА<;	.
[а в остальных случаях,

Следствие 6.2. //. е Ар, г =0,..., hm — 1.
Доказательство. Функции /х-(ж) принимают значения только из
а значит по следствию 6.1 принадлежат Ар.
Утверждение 6.3. ту- G А , г =0,..., т — 1.
Доказательство. Пусть (Ьо,..., bh_x) e р. Покажем, что
),..., ry.(b/l_1)) G р, г=0,..., га— 1. По определению, из того, что

(Ьо,..., bh_x)ep следует, что (д(Ь0)> • • •> tf(b*-i)) ^ fm- Отсюда (д(Ь0)<*>,...
• • •> 9(ЬЛ-1)@)^ ^- Очевидно также, что (^(Ь0)@5 • • •> ^(^_i)@)^ fTO, и, сле­
следовательно, (г(д(Ь0)<*>),..., r(q(bh_ {)^)) = (т7ДЬ0),..., 7fc(b*_ {)) E р. Таким
образом, утверждение доказано.

Пусть / е Ар. Из определения функций /•' и /•" очевидна справедливость
следующего утверждения.

Утверждение 6.4.1)(де)) Л/B))О1
Положим

(У' 6СЛИ ВС6 Vj ПрИНадаеЖаТ А'; г=0,... ,Л»-1.в остальных случаях,
,	\ {Ух>	если все №GjB и не равны а,; .wax, у*, .... у, ,)=<	3 1 = 1, ... ,т — 1,Л »^» »^-i; ^	в остальных случаях,	^

^-/^'	если все № G Б и не равны а0;
[а	в остальных случаях,
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Утверждение 6.5. и{еАр, г=0,.. .,/гш-1, w-EAp, .7=0,.. .,га-1.
Доказательство. Функции и{ принадлежат классу Ар, так как

они принимают только значения из А.. Функции w. принимают не более
h — 1 значения, а значит тоже принадлежат классу Ар.

Положим gt(x2, ж3,..., xn) = f(t> Х2> хз> • • •> XJ> t(^Ek­
Утверждение 6.6. Для г = 0,..., hm — 1 верны равенства

Доказательство. Пусть 0^ г ^ /гш — 1. По утверждению 6.4 верно
равенство //'(?)) = /хД/B)). Для любого teEA функция ^(дг(х2,..., жп))
принимает значения только из А.. Следовательно, верны равенства

Утверждение 6.7. ?c7ia f-(x) не принимает значения j, j e Eh,
то для г =0,..., m — 1 верны равенства

Доказательство. По утверждению 6.4 верно равенство r(//(S)) =
— Viifffl)- Так как //(ж) не принимает значения j, г(Д(х)) ф а-. Тогда для
любого teEk Vi(9t(x2i • • 'xJ) = r((<l(9t(x2i • • •»n)))@)^ai, тогда

Утверждение 6.8. Если f-(x) = s((q(xj)Yt\ где s —переста­
—перестановка HaEh,teEmuj^l, mo r(f^S)) = r]i(g0(x2,..., xn)).

Доказательство. По условию, функция г(Д(х)) зависит только
от переменной х-, j ф 1. Следовательно

Утверждение 6.9. Существует такое конечное множество
функций 2) С Ар, не зависящее от /, что для каждого г, г =0,..., т — 1,
существует такая функция ф(х, у0,.. .,ук_{) из 2), что

rU'Ax)) = Ф(хп 9о(^ • • •> жпM • • •» 9к-Лх2, • • •> жп))-	A2)

Доказательство. Пусть ©! — множество всех функций ви­
вида r(s((^(x))(i)), где s — перестановка на Eh, t G Ет. Число таких
функций конечно. Пусть 2J = {w-(ж, ту.(%),..., ^(%_!» | г =0,..., /гш- 1},
?K = {т7.B/0)| г =0,..., hm-\}. Положим Э = Э1иЭ2иЭ3.

Из леммы 6.1 и того, что f E Ар, вытекает, что для любого г,
г = 1,..., га — 1, функция /.' либо принимает не более h — 1 значений
либо существуют перестановка s на ??л, j G {1,..., п} и t E Ет, такие
что fl(x) = s((q(xj)Yt)). В первом случае воспользуемся разложением из
утверждения 6.7, замечая, что /•' принимает только значения из Eh. Функ­
Функция ф в этом случае будет принадлежать множеству 2J. Во втором случае
при j ф 1 воспользуемся разложением из утверждения 6.8, при этом ф е 2K,
а при j = 1 функция г(Д(х)) принадлежит 2)^

16*



244 Р. Ф. САФИН

Теорема 6.1. Пусть21 — произвольная конечная система функ­
функций из Рк, к ^ 3, такая, что [21] — класс типа В. Тогда система 21
равномерна.

Доказательство. Подставим в разложение (9) из утвержде­
утверждения 6.2 вместо функций f-'(x) разложения A1) из утверждения 6.6, а вме­
вместо функций г(Д(х)), разложения A2) из утверждения 6.9. Получим выра­
выражение для функции /, через функции #0(^,..., хп), ..., gk_l(x2,..., хп), и
переменную хх. Все использованные функции принадлежат Ар.

Таким образом, учитывая утверждение 6.9, получаем, что существует
конечное множество функций #С Ар, такое, что для любой функции f(x) из
Ар найдется такая функция (р(у, хи ..., хк) е #, что f(x) = ip(xu /(О, х2,...
..., хп),..., f(k — 1, ж2,..., хп)). Отсюда по лемме 2.6 получаем, что система
21 равномерна.

§ 7. Классы типа Сг

Пусть R — некоторое непустое подмножество Ек. Класс функций из
Рк, сохраняющих множество R, обозначим через AR. Легко видеть, что при
h = 1 каждый класс типа С^ — это класс функций сохраняющих некоторое
подмножество Ек, отличное от Ек и пустого множества.

Пусть i?=i?r,0<r<fc.B таком случае k — l^R. Очевидны, следующие
свойства класса AR.

Утверждение 7.1.
1)	Константа к -1 не принадлежит классу AR.
2)	Любая функция, принимающая только значения из множества

R, принадлежит классу AR.
3)	Функции тах(ж, у) итт(х, у) принадлежат классу AR.
4)[ARU{k-l}] = Pk.
Определим функции дп(хх,..., хп) и qn(x^ ..., хп), п ^ 1, следующим

образом. Положим

t	ч Г 0,Q \ X	X I ^= \n	\fc — 1 если ж15..., хп g i?,
в остальных случаях,

г — 1, если ж15..., жи Е Д,
О	в остальных случаях.

Очевидно, что все такие функции принадлежат классу AR. Пусть 21 —
конечная система функций из Рк, такая, что [21] = AR.

Утверждение 7.2. Существуют константы сх и dx, за­
зависящие только от системы 21, такие, что D^(gn) ^ c{ logn + d{,
D%(qn) ^ cx \ogn + dx.

Доказательство. Функции д2 и q2 ассоциативны, дп Е [{&}]»
qn Е [{q2}]- Поэтому по утверждению 2.2 получаем, что D{g^(gn) ^ log n + 1,
D{q}(qn) ^ log n + 1. Поскольку #2, q2 E [21] остается применить утвержде­
утверждение 2.1.

Утверждение 7.3. Пусть21 — произвольная конечная система
функций из Рк, такая, что[Щ = АЕ, где R =Er, 0< r < к. Тогда система
21 является равномерной.

Доказательство. Рассмотрим систему функций 03 = 2lU{fc — 1}.
Поскольку AR является предполным классом в Рк, система 03 является
полной в Рк. Следовательно, по утверждению 2.3 существуют такие кон­
константы с2 и d2, что для всякой функции f(x) из AR верно неравенство
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Дв(/) ^ С2 l°g^»(/) + 64- Так как 21С 03, верно неравенство L^{f) ^ L%(f).
Таким образом, верно неравенство D^{f) ^ c2 log L%(f)+d2.

Пусть формула Ф реализует функцию /, существенно зависящую от п
переменных, над системой 03 и ?>(Ф) = D^{f). Очевидно, что L (Ф) ^ п. По
утверждению 7.2 существует формула Ф^, реализующая функцию дп над 21,
для которой верны неравенства Д(Ф^) ^ q logn + dx ^ q logL^) + d{, a
константы Cj и с^ зависят только от системы 21. В формуле Ф заменим все
вхождения константы к — 1 на формулу Ф^. Получаем некоторую формулу
Ф над 21, для которой верна следующая цепочка неравенств

д ^ с2

Формула Ф реализует функцию, которая совпадает с функцией / на набо­
наборах из E?\Rn. Положим Ф1 =гшп(Ф, Фд). Формула Я?^ реализует функцию,
которая совпадает с функцией / на наборах из E?\Rn, а на всех остальных
наборах равна нулю.

Пусть Фо — формула над 21, реализующая /, и Ь(Ф0) = L%(f). Пусть
Ф{ — формула над ЩК, которая получается из формулы Фо путем замены
каждой входящей в нее функций д из системы 21 на функцию g\R из систе­
системы 2lL. Система 21L является полной в Р,, так как 21 является полной в

AR. Поскольку ЩК — полная система в Рг, по утверждению 2.3 она являет­
является равномерной. Следовательно, существуют константы с3 и d3, зависящие
только от системы ЩК, такие, что для всякой функции h e Рг верно нера­
неравенство D^ (h) ^ c3 \ogL^R(h)+d3. Тогда существует такая формула Ф2 над
21|д, что Ф2~ФР и верно неравенство ?)(Ф2)^с3 logL^^+dg.

Рассмотрим формулу Ф3 над системой 21, которая получается из форму­
формулы Ф2 путем замены каждой функции f\R из системы 21 |д на функцию / из
системы 21. Для формулы Ф3 верны следующие соотношения.

?>(Ф3) = ?(Ф2) ^ сз 1оёЬ(Ф1) + db = с31оёЬ(Ф0) + db = c3 logLa(/) + db.

Формула Ф3 реализует функцию, которая совпадает с функцией / на всех
наборах из Rn. По утверждению 7.2 существует формула Фу, реализующая
функцию qn над 21, для которой верны неравенства Б{ФA) ^ сх logn + dx ^
^ сх log L ^)+dx, где константы сх и dx зависят только от системы 21.

Положим Ф4 = тт(Ф3, Ф3). Формула Ф4 реализует функцию, которая
совпадает с / на наборах из Rn, а на всех остальных наборах равна нулю.
Положим

в = тах(Ф15 Ф4) = тах(тт(Ф, Ф^), тт(Ф3, Ф3)).

Формула в является формулой над системой 21* = 2lU{max, min}. Нетрудно
заметить, что Ф~0, и верно неравенство

2 + тахф(Ф), О(Фд), 2?(Фв), 2?(Ф3)) <
^ 2 + с2 log La(/) + d, + Cl log La(/) + dx + c3 log La(/) + d3.

Из того, что в является формулой над системой 21* С [21], система 213 од­
однозначно определяется системой 21 и из неравенства п ^ L%{f) получа­
получаем, что существуют такие константы end, зависящие только от 21, что

Теорема 7.1. Пусть21 — конечная система функций из Рк, и [21]
является классом типа С{. Тогда система 21 является равномерной.
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Доказательство. Пусть [21] = AR, r = \R\. Очевидно, что сущест­
существует такая подстановка sHa^, что класс AR является двойственным клас­
классу АЕ относительно подстановки s. По утверждению 7.3 система 21s равно­
равномерна, поскольку [21s] = AE , и, следовательно, равномерна и система 21.

§ 8. Классы типа С2

В этом параграфе рассматриваются классы типа С2, т. е. классы функ­
функций, сохраняющих бинарные центральные отношения. Доказывается равно­
равномерность любых конечных порождающих систем для этих классов.

8.1. Классы типа Q и Q*. Т-максимальные функции. Через С2
обозначим множество всех отношений из С2, у которых центр состоит из
к — 2 элементов. Через С2* обозначим множество всех отношений из С2, у
которых центр состоит из к — 3 элементов таких, что если Z — центр отно­
отношения и {а, Ъ, с} = Ek\Z, то одна и только одна пара из (а, Ъ), (а, с), (Ь, с)
принадлежит отношению.

Если нужно выделить значность логики, в которой рассматриваются
отношения, будем также использовать обозначения CJ, 2 и С*к2 для С2 и С2*
соответственно, где к — значность логики.

Основной целью данного раздела является нахождение функций, поз­
позволяющих преобразовывать формулы над системами функций сохраняющих
отношение из С2 или из С2*. А именно, мы докажем утверждение 8.16.

Пусть р g C2 U C2*, Z — центр отношения р и Z = {а15.. .аг}, Ek\Z =
= {b{,..., bt}, причем если t = 3 (т. е. реС*2), то будем считать, что (Ъ2, Ъ3)е
?р, (Ь15 Ь2)^р, (Ь15 Ь3)^р (этого всегда можно добиться перенумерацией).

Пусть а., C ?Ек. Будем писать а\х C, если (а, C) е р. Пусть <?, C е Екп.
Будем писать а\х C, если а{ >< (Зг для всех г = 1,..., п. Отметим, что если
а >< C, то C х а.

Переформулируя определение функции сохраняющей отношение р, по­
получаем следующее

Утверждение 8.1. Функция f(x) принадлежит классу Ар то­
тогда и только тогда, когда для любых наборов а, C е Екп таких, что
ах C, верно f(a)x f{C).

Утверждение 8.2. Пусть f(x) — произвольная функция из Ар,k	l	2
Доказательство. Из утверждения 8.1 следует, что f(a) x Ъх и

f(a)x b2, а тогда из определения отношения р получаем, что f(&) e Z
Утверждение 8.3. Пусть f(x) — произвольная функция из Ар,

аеЕк. Пусть функция д(х) определена следующим образом:

\ х, если х = а.
Тогда g e Ар.

Доказательство. Необходимо показать, что если C х а, то
д(C)х д(&). Заметим, что д(&) = а{ G Z, и, следовательно, Ъ х д(&) для
всякого Ъ G Ek.

Утверждение 8.4. Пусть t = 3, f(x) — произвольная функция
из Ар, a€Ek, f(a) = b3. Пусть функция д(х) определена следующим
образом

g(x) = \ f<<a^ еслихфа;„	I Ь25 вели х = а.Тогда g е Ар.	к z
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Доказательство. Необходимо показать, что если C х а, то
д(/3)х д(&). Достаточно заметить, что для любого Ъ €Ек из bx Ь3, следует,
что Ъ х Ъ2.

Пусть х,у€Ек. Будем писать х^у, если xeZ\{a{} и у€{а{, Ь1?..., bt}
или если х = а{ и уЕ {Ь15..., bt} или (при ? =3) если х = Ь3 и у = Ь2. Будем
писать х ^ у, если ж -< ?/ или х = у. Та­
Таким образом, мы задали на Ек отношение
частичного порядка Т, соответствующее
диаграммам на рис. 1 (для t = 2 и t = 3,
соответственно).

Пусть /(ж), #B) — произвольные
функции из Ар. Будем писать / -<д, если
для любого набора а е Екп верно соотно­
соотношение f(S) ^ д(&). Если при этом j Ф д,
то будем писать / -< д. Пусть Ф и Ф —	" " Рис. 1
некоторые формулы над Ар, реализующие функции f(x) и д(х) соответст­
соответственно. Тогда будем писать Ф^Ф, если / -<д. Назовем функцию f(x) из Ар
Т-максимальной, если не существует такой функции д(х) из Ар, что / -<д.
Отметим, что константы Ъх и Ъ2 являются Т-максимальными функциями.

Утверждение 8.5. Пусть f(x) — Т-максимальная функция.
Тогда f(x) принимает только значения из множества {а15 Ь1? Ъ2}.

Доказательство. Пусть f(x) — Т-максимальная функция и
f(a) = ар, р Ф1. Тогда определим функцию g следующим образом:

если я^а;
а1? если ж = а.

По утверждению 8.3 она принадлежит классу Ар и / -< д, но / является Т­
максимальной. Противоречие.

Аналогично рассматривается случай f(a) = b3 (если t = 3), исполь­
используя 8.4.

Утверждение 8.6. Пусть функция f принадлежит классу Ар и
принимает значения только из множества {Ь15 Ъ2}. Тогда она является
константой Ъх или Ъ2, т. е. является Т-максимальной функцией.

Доказательство. Пусть / не является константой. Пусть
/(а15 а15..., ах) = Ъх и существует такой набор C е Ек, что /(/3) = Ъ2.
Но (а1? а1?..., а^х/?, и при этом (/(а15 а15..., а^,/(/?)) ^ р. Противо­
Противоречие. Аналогичным образом приходим к противоречию в случае, если
/(а15 а1?..., al) = b2.

Утверждение 8.7 (Критерий Т-максимальности). Пусть функ­
функция f(x) из Ар принимает только значения из множества {а15 Ь1? Ъ2}.
Тогда f является Т-максимальной тогда и только тогда, когда для лю­
любого набора а такого, что f(a) = a{, существуют наборы /3\ /З2, такие,

J() l() 2
Доказательство. Необходимость. Пусть функция / является Т­

максимальной. Предположим, что существует набор а, такой, что f(a) = av
и существует такое ре{1, 2}, что f{C)?{bp, a{} для всех наборов C, таких,
что выполняется соотношение ах /3. Положим

_ Г fix),. j у-,, если хфа;
v ' Ьр, если х = а.

Легко видеть, что функция g принадлежит Ар и / -< д, а это противоречит
тому, что / является Т-максимальной.
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Достаточность. Пусть / не является Т-максимальной. Тогда суще­
существует функция д, такая, что / -< д, значит существует такой набор а,
что /(<?) = ах, д(а) ^ Z. Пусть существуют два набора /З1, /З2, такие, что
f(Cl) = Ь1? /(/32) = Ъ2, и ах Cх, ах /З2. Так как j <д, должны быть верны
равенства д(C1) = Ъи д(C2) = Ъ2. Но тогда по утверждению 8.2 получаем,
что д(а) g Z, что не так.

Следствие 8.1. Любая Т -максимальная функция либо являет­
является константой Ъх или Ъ2, либо принимает все три значения: ах,Ъх,Ъ2.

Доказательство. Пусть / — Т-максимальная функция. По
утверждению 8.5 / принимает значения только из множества {а15 Ь15 Ь2}. Ес­
Если / принимает значение ах, то по критерию Т-максимальности она должна
принимать значения Ъх и Ъ2. В случае, если / принимает только значения
Ь15 Ь2, то по утверждению 8.6 она является константой.

Следствие 8.2. Пусть f(x,y) — Т-максимальная функция,
а е Екп, с е Z, /(а, с) ^ Z. Тогда для любого d e Ек верно равенствоf(Sd) f(S)f(,) f(,)

Доказательство. Сначала докажем, что f(a, d)? Z. Если это не
так, то в силу утверждения 8.5 /(a, d) = ax. Следовательно, по критерию Т­
максимальности существуют наборы (/З1, d1), (/З2, d2), такие, что (/З1, dl)x
xJS, d), (/32, d2)t>< (a, d), f(P\ dl) = bl9 /(/32, d2) = b2. Так как с е Z имеем
(/31, d!)x (а, с), (/32, d2)D><i (a, с), но тогда по утверждению 8.2 /(a, c)eZ,
что неверно. Следовательно, /(a, d) ^ Z.

Из того, что (a, d)D><i (а, с) и / G Ар получаем, что /(a, d)D><i /(а, с).
Из того, что /(а, с), /(a, d) ^ Z, используя утверждение 8.5 получаем, что
/(a,d) = /(a,c).

Следствие 8.3. Пусть t = 3, /(ж, у) — Т-максимальная функ­
функция. Тогда для любого SeE^ верно равенство f"(a, b2) = f(a, b3).

Доказательство. Используя следствие 8.1, получаем, что если
/(а, Ь2) т^ «1, /(сГ? &з) ^ ai» то они равны, так как (<?, Ь2)[><| (^ ^3), и следо­
следовательно, /(а, Ь2)[><| /(^5 Ьз)­

Если /(а, ^2) = ^, то по критерию Т-максимальности существуют та­
такие наборы (a^d1), (a2, d2), что (а, Ъ2) х (a1, d1), (а, Ь2) х (a2, d2),
/(aV,d1) = b1, f(S1,d2) = b2.m того^что (а,^) х (a1, d1), (a, b2) x
х (a2, d2) следует (a, bg)^^ C^1? с^1)' (^ ^з)^ С^2? ^2)- Используя то, что
(а, Ь3) >< (a1, d1), (а, Ь3) >< (a2, d2), из утверждения 8.2 получаем, что
/(a, b3) = ai­

Аналогично доказывается, что если /(а, Ь3) — ai» то и /(а5 ^2) —ai­
Следствие 8.4. Пусть /(ж, у) — Т-максимальная функция,

ceEk\Z. Тогда g(x) = f(x, с) — Т-максимальная функция.
Доказательство. Пусть g(S) = /(а, с) = a^ Тогда существуют

два набора (/З1, с1), (/З2, с2), такие, что (/З1, с1) х (<?, с), (/З2, с2) х (<?, с),) 2
то либо с1 = с, либо {с1, с} = {Ь2, Ь3}- В первом случае,

очевидно, g(Cl) = f(C\ c) = bv во втором случае это равенство вытекает из
следствия 8.3. Если же с1 G Z, то по следствию 8.2 получаем, что g(Cl) =
= /(/3*, с) = Ъх. Аналогично получаем равенство #(/32) = /(/32, с) = Ъ2. Таким
образом, по критерию Т-максимальности g — Т-максимальная функция.

Следствие 8.5. Пусть /(ж, у) — Т-максимальная функция,
SeEkn, cxeZ, c2tZ. To8daf(S,cl) = f(S,c2).

Доказательство. Используя следствие 8.1, получаем, что если
/(а, сх)ф ах, /(а, с2) ф а{, то они равны, так как (<?, с{)х (а, с2), и следо­
следовательно, /(а, с^х /(а, с2).
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Если f(a, с-\) = о,\, то по критерию Т-максимальности существуют та­
такие наборы (al,dl), (a2,d2), что (а, сх) х (a1, dl), (a, cx) \x (a2, d2),
f(al,dl) = bv f(a2,d2) = b2. Используя то, что (а, с2) х (al,dl),
(a, c2)d><i (a2, d2), из утверждения 8.2 получаем, что f(&, с2) = аР Анало­
Аналогично, если /(<?, с2) = ар то и f(a, cx) = ax.

Утверждение 8.8.^ Пусть f(x) и g(z,y) — Т-максимальные
функции. Тогда функция h(x, y) = g(f(x), у) является Т-максимальной.

Доказательство. Если g — константа, то утверждение очевидно.
Если / — константа, то по следствию 8.1 либо f(x) = b{, либо f(x) = b2.
Применяя следствие 8.4, получаем, что функция h — Т-максимальна.

Пусть / и g не являются константами. Функция h принимает толь­
только значения из множества {а15 Ь15 Ь2}, поскольку функция g по утвержде­
утверждению 8.5 принимает только значения из этого множества. Докажем, что h —
Т-максимальная функция, применяя критерий Т-максимальности. Пусть
для некоторых наборов а и j верно равенство h(a,j) = al. Найдем два
набора^1,?), (P2,J2), такие, что (/§\ б1) х (а, т), Ф, $2) >< (а, 7),
h(Cl, 8l) = b{, h(C2, 82) = b2. Рассмотрим два случая.

Случай 1. Пусть f(a) = с ? Z. Тогда по следствию 8.4 #(с, у) —
Т-максимальная функция. Заметим, что #(с, 7) = h(a, 7) = ах. Следова­
Следовательно, по критерию Т-максимальности существуют два набора 6\ S2 та­
такие, что 81 >< j, 82 х 7» d(ci д1) = Ьр ^(С5 <52) = &2- Для наборов (а, 51),
(а, 52) выполнены следующие условия: (а, ^^х (а, т), (а, 52)><1 (а, т),
Л(а, ?) = &!, Л(а, ^2) = Ь2.

Случай 2. Пусть f(a)EZ. Тогда из утверждения 8.5 следует, что
f(a) = al. Следовательно, по критерию Т-максимальности существуют два
набора а1, а2, такие, что а1 х а, а2 >< a, f(al) = bv f{S2) = b2. Заметим,
что g(ax, 7) = h(a, ^) = ax. Применяя критерий Т-максимальности получа­
получаем, что существуют два набора (с15 51), (с2, б2), такие, что (с15 ^^х (а15 т),

(с2, 82) d>< (а15j), flf(c1? 5^) = b{, gfa, 82) = b2. Если с{ е Z, то по следст­
следствию 8.5 h(a, 8l) = g(a{, 6l) = g(c{, 8l) = b{. Если cl = bl, то верны равенства

h(a\ 8l) = g(b{, 8l) = g(c{, 8^) = b{. Если же сх ^{^g, b3}, то по следствию 8.3
получаем равенства h(a2^ 8l) = g(b2, 8l) = g(c{, 8l) = Ъх. Итак, при любом
значении сх мы нашли такой набор /З1 е {<?, а\ а2}, что (/З1, ^^х (<?, т) и

\ 8l) = Ъх. Аналогичным образом можно выбрать набор (З2 так, чтобы()()() 2
Таким образом, при всяком значении f(a) мы нашли два на­

набора (Pl,6l), {P2J2l такие, что (/§\ б1) х (а, 7), (/32, ^2) >< («, 7),
^(/З1, 51) = Ьр /г(/32, 52) = Ъ2. Отсюда получаем, что по критерию Т­
максимальности функция h(x, у) является Т-максимальной.

Следствие 8.6. Бесповторная суперпозиция Т-максимальных
функций является Т-максимальной функцией.

Определим функцию ((х, у1? у2) следующим образом. Положим

если х = bx и ух
если х = Ъх и ух = Ь3;
если х G {Ь2, Ь3} и % 7^ ^3'
если ж G {Ь2, Ь3} и % — Ь3;
если х е Д и ух = у2^ Ъ3;
если ж G Д и г/j = у2 = Ь3;
в остальных случаях,
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Утверждение 8.9. Функция С принадлежит классуАр.
Доказательство. Заметим, что функция ? принимает только зна­

значения из множества {а15 Ь15 Ь2}.
Предположим, что функция ? не принадлежит Ар, тогда сущест­

существуют такие наборы (а1? а2, а3), (А, А, А)> что («п «2> <*з) х (А» А> А)>
С(«1,«2»а:з)=Ь1 И С (А, А> А) = Ь2«

Таблица 2	Из равенства ((ах, а2, а3) = Ъх получаем, что вы­
полнено одно из следующих условий:

A)	al = bln a2 = bv
B)	ахе{Ъ2, Ь3}и a3 = bv
C)	а{ G if и ск2 = «з = ^.
Из равенства С (А? А? А) — ^2 получаем, что выпол­

выполнено одно из следующих условий:
I)f3l = blnf32e{b2, Ъ3},НУ{}
)(lB C{2,3}

Значения г, такие, что (а-, Д) ^ р, для каждого из случаев выписаны
в табл. 2.

Таким образом, всегда существует такое г, что (а-, Д) ^ р, а это про­
противоречит тому, что (а15 а2, «3)[><1 (А, А? А)- Таким образом, утверждениедоказано.	_	_

Пусть a G ^п, /9 G ?^п. Будем писать & -< C, если а- ^ Д для всех
г = 1,..., п.

Утверждение 8.10. Пусть f(x) — Т-максимальнаяфункция,
а€Е?, /3€Е? иа^/3. Тогда выполнено соотношение f{a)<f{/3).

Доказательство. Очевидно, что Sx /3. Поэтому выполнено со­
соотношение f(S)tx f(C).

Пусть f(f3)^a{. Поскольку по утверждению 8.5 Т-максимальная функ­
функция / принимает только значения а15 Ь15 Ь2, получаем, что /(/3)G{bl5 b2}. То­
Тогда из f(a)>< f{C) вытекает неравенство f(a)^f(f3).

Пусть f(C) = al. Покажем, что f(a) = al. Если f(C) = av то по критерию
Т-максимальности существуют такие наборы т\,т2, что 1(т1) = Ь1, f(r2) =
= b2, 7\\x C, т2 х C. Из того что S -<C, следует, что для любого набора о
такого, что C х а верно ах а, а тогда т\х а и т2х а. Следовательно, по
утверждению 8.2 f(a) e Z. Отсюда, применяя утверждение 8.5, получаем,
что f(a) = a{. Таким образом, утверждение доказано.

Из определения Т-максимальности легко видеть, что для каждой функ­
функции / G Ар существует такая Т-максимальная функция д, что f -<9- (За­
(Заметим, что таких функций может быть несколько.) Определим отображе­
отображение Q,: Ар —> Ар следующим образом. Пусть Q, отображает каждую функ­
функцию / из Ар в некоторую Т-максимальную функцию д = Ct[f], такую, что
f-<9- Пусть 21 — произвольная конечная система функций из Рк, такая, что
[21] = Ар. Положим 0B1) = {«[/] | / е 21}. Очевидно, что ЩЩЩ) = 0B1).
Пусть Ф — формула над 21. Обозначим через 0[Ф] формулу, полученную
из формулы Ф заменой всех функций / G 21, входящих в Ф, на их обра­
образы 0[/] при отображении Q. Отметим, что формула 0[Ф] является форму­
формулой над 0B1).

Пусть Ф и Ф — произвольные формулы реализующие функции f(x) и
д(х) соответственно. Будем писать Ф^Фв том случае, когда верно нера­
неравенство f(x) ^ д(х).

Следствие 8.7. Пусть Ф — формула надАр.
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Доказательство. Положим N = D(Ф). Будем доказывать
утверждение индукцией по N. Если N = 1, то утверждение очевид­
очевидно. Пусть утверждение верно для всех N < М. Покажем, что оно
верно и для N = М. Формула Ф имеет вид (р(Ф{(х),..., ФшB)),
где ФД2), г = 1,..., га, — формулы над Ар, <р е Ар и ?>(Ф.) < М,
г = 1,..., га. Положим Ф. = Г2[Ф.], если Ф. — нетривиальная формула
и Ф. =Ф., если Ф. — символ переменной, г = 1,..., га. Очевидно, что
ЩФ] = Г2[(^](Ф1B),..., ФшB)). Для произвольного набора а верно соот­
соотношение Ф(а) = (р(Ф{(а),.. .,Фто(а)) ^ О[(^](Ф1(й'),.. .,Фш(аГ)), так как
у? ^ Щр]. Применяя предположение индукции к Ф-, г = 1,..., га, получаем,
что Ф- :< Ф-, г = 1,..., га. Используя утверждение 8.10 для функции ?[]
получаем, что Щ<р](Фг(а),..., Фш(а))^О[^](Ф1(а),.. , Фт(а))
Отсюда Ф ^ О[Ф].

Утверждение 8.11. Пусть f(y{,..., 2/m, 2) — Т-максимальная
функция, га ^ 1. Тогда выполняется соотношение.

/(У, • •., У, 2) ^ С(У, /(Ь1? • •., Ь1? 2), /(Ь2,..., Ь2, 2)).

Доказательство. Покажем, что для произвольных C €Ek, a e ??fe"
верно соотношение

/(Д ..., Д а) г< С (A /(bi, • •., bi, а), /(Ьг, • •., К S)).	A3)
Заметим, что по утверждению 8.5 функция / принимает только значения
из множества {а15 Ь15 Ь2}. Положим ^ =/(Ь15..., Ь15 а), v2 = f(b2,..., Ь2, сГ),
г;3 = /(Ь3,..., Ь35 ^)- ^3 следствия 8.3 следует, что г;2 = г;3.

Случай 1. Пусть /3 ?Z. Тогда из определения функции ? получаем,
что если /3 = bl9 то С(А ^и V2) = vi» а если /^ ^{^2? ^з}' то С(А ^и ^2) = /y2 = /y3­
Следовательно, верно соотношение A3) (при этом достигается равенство).

Случай 2. Пусть C е Z. Если г^ ф v2, то заметим, что из утверж­
утверждения 8.10 следует, что /(А • •., А «) ^ ^i и /(А • • •? А «) ^ ^2- Используя
то, что v{,v2e {а1? Ь1? Ь2}, получаем, что /(А ..., Д а) = ар и верно соот­
соотношение A3). Если vx = v2, то из определения функции ( получаем, что
/(А ..., А а) ^ г^ = С (А ^15 ^2M т- е- в этом случае также выполняется со­
соотношение A3).

При га = 1 получаем следующее следствие.
Следствие 8.8. Пусть f(у, х) — Т-максимальная функция.

Тогда верно равенство
Ну, Z) = C(y,№,S), №,%))¦	A4)

Доказательство. Из предыдущего утверждения вытекает следу­
следующее соотношение

/(у, 2) ^ ((у, /(Ь1? 2), /(&2, 2)).

Поскольку функции С, f и константы bv b2 принадлежат классу Ар, правая
часть этого неравенства тоже принадлежит Ар, но / — Т-максимальная
функция, а значит в классе Ар не существует такой функции д(у, 2), что

х)^д(у^ 2). Следовательно, верно равенство A4).
Определим функцию j(x) следующим образом

-> если х ? ^>'
1? если ж^ Z

Очевидно, что функция У(ж) принадлежит классу Ар. Для каждой функции
/B) из Ар определим функцию f'(x) из Ар следующим образом. Поло­
Положим f'(x) = j(f(x)). Пусть Ф — формула над А Ф = /(Ф1?Ф2,.. .,ФП), где
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Ф15 Ф2,..., Фп — формулы над Ар, f G Ар. Обозначим через Г[Ф] формулу
/'(*!, Ф2,..., Фп). Очевидно, что Г>(Г[Ф]) = Г>(Ф) и Г[Ф]~ ./(*)•

Определим функцию и(х, у) следующим образом

{ж, если ж^2;
у, если хф Z,y? Z;
а{ в остальных случаях.

Утверждение 8.12. Если функции f(x) и д(х) из Ар, f не
принимает значения b3 uf-<g, mou(f'(x), g(x)) = f(x).

Доказательство. Покажем, что равенство верно для любо­
любого набора atEkn. Если f(a)tZ, то f'(a) = f(a) и верны равенства
u(f'(S),g(S)) = u(f(S), g{S)) = f(S). Если f (S)$Z, to f'(S) = bl9 g(S)$Z
и верны равенства u(ff(a),g(a)) = u(bl,g(a)) = g(a). Используя соотно­
соотношения /(а), д(а) ? Z, f(a)^b3, и f(a)^g(a), получаем, что g(a) = f(a).
Таким образом, утверждение доказано.

Определим функцию ц> следующим образом: (р(х, у0,..., ykl) = j(yx).
Утверждение 8.13. Функции и(х, у) и р(х, у0,..., ук_х) при­

принадлежат классу Ар.
Доказательство. Пусть (а15 а2), (Д, /32) G р, и(а{, /3{) = jv

и(а2, /32) = 72. Покажем, что (in ъ) ^ Р- Предположим, что (iii Ъ) Ф Р­
Тогда 7и Ъ 4- % 1 следовательно, а1? Д, а2, C2ф Z и 7i = А, Ъ = ^ а зна"
чит (А, Р2)ф р, что противоречит нашему предположению. Следовательно,
G1,72) ^Р- Поэтому и?Ар. Функция у? принимает только значения из
Z Uj^} и поэтому принадлежит классу Ар. Таким образом, утверждение
доказано.

Определим функцию ф(х, у0,..., ук _ 1? ;г1? ?2) следующим образом.
Положим

Легко видеть, что функция ^(ж, у0,..., ук_ l5 zl5 2:2) принадлежит классу Ар,
так как является суперпозицией функций г/, <р и ?> которые принадлежат
Ар. Заметим, что функция ? не принимает значения Ь3.

Утверждение 8.14. Пусть 2) — такая конечная система
функций из Рк, что fi(S)CJ)Cip. Пусть А(х) и В(у,х) — форму­
формулы над 2), такие, что В(у,х) не принимает значения Ь3, и в форму­
формуле В (у, х) каждая переменная, кроме у имеет только одно вхождение.
Пусть Ф(х) = В(A(S), x). Тогда верно соотношение

ф(А(х), Я @, ^,..., В (к - 1, ^, ЩВ](Ъи ^, ЩВ](Ъ2, х)) ~Ф(х). A5)

Доказательство. Пусть переменная у имеет m вхождений в фор­
формулу В (у, х). Из определения функции <р получаем соотношение

<р(А(х), В@, х),...,В(к-1, х)) ~Г[Ф](х).	A6)
Для каждого г = 1,..., m заменим г-е вхождение переменной у в формулу
В(у^х) на у-. Получим формулу В'(у{,..., ym, S), в которой каждая пе­
переменная имеет только одно вхождение. Заметим, что верно соотношение
В'(у,..., у, х)~В(у, х). Из следствия 8.6 получаем, что Q[B'](yu ..., ym, S)
реализует Т-максимальную функцию, так как является бесповторной супер­
суперпозицией Т-максимальных функций. Тогда из утверждения 8.11 получаем
соотношение

ЩВ'](у,..., у, х) r<
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Отсюда получаем

п[В](у, *) < с (у, ОД(Ь„ Z), щв](Ь2, г»,

ЩВ](А(х), х) ± С(А(х), ЩВ](Ъи х), ЩВ](Ъ2, х)).	A7)
Применяя следствие 8.7, получаем

Ф(х) = В(А(х), 2) di ЩВ](А(х), 2).

Учитывая A7), получаем

2, г».

Отсюда, применяя утверждение 8.12 и пользуясь тем, что Ф не принимает
значения Ъ3, получаем соотношение

Подставляя A6), получаем

?), п[В](Ь2, х))) ~ ФB). A8)

Воспользовавшись определением функции ^, легко видеть, что левые части
соотношений A8) и A5) эквивалентны.

Следствие 8.9. Пусть 2) — такая конечная система функций
из Рк, что 0B)) С 2) С Ар. Пусть А(х) и В(у,х) — формулы над 2),
такие, что В (у, х) не принимает значения Ь3 и верно равенство Ф(х) =
= В(А(х), х). Тогда верно следующее соотношение

ф(АEГ), Я @, ?),..., В (к - 1, 5Г), ЩВ](ЪХ, ж), 0[^](Ь2, ж)) ~Ф(ж).

Доказательство. Пусть переменная ж. имеет т. вхождений
в формулу В(у^ х), г = 1,..., п. Для каждого г = 1,..., п и каждого
j" = 1,..., т. в формуле ^(у, 2) заменим j-e вхождение переменной xi на
ж/. Получим формулу i?'B/, S7), где через 5? обозначен набор новых пере­
переменных, каждая из которых встречается в формуле В'(у, х') по одному разу.
Ясно, что при подстановке х{ вместо х{ для каждого г = 1,..., п и каждого
j = 1,..., m. в формулу В' мы получаем формулу В.

Применяя утверждение 8.14 к формуле i?'(A(S), S7), получаем соот­
соотношение

Теперь отождествляя переменные получаем

Следствие 8.10. Пусть s^l. Тогда существуют I >0 и функ­
функция 'Ф8(х1,..., жв, у1?..., yz) аз Ар, яе принимающая значения Ъ3, та­
такая, что для любой конечной системы функций 2) из Рк такой, что
0B)) U {0,..., к - 1} С 2) С Ар, любых формул Ах(х),..., Аа(х) над 2) и
любой формулы В(у{,..., ys, S) над 2), яе принимающей значения Ь3, су­
существуют такие формулы В\(х),..., ДB) над®, что В()О()
г = 1,...,/, а верно следующее соотношение
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Доказательство. Будем доказывать утверждение индукцией по s.

Для s = l утверждение следует из следствия 8.9.
Пусть утверждение верно для s ^ N — 1. Покажем, что оно верно и

для s = N. Положим Ф(х) = В(А{(х),..., AN(x)^ х). Рассмотрим формулу
В(Ах(х), у2,..., yN, х). Применяя к этой формуле следствие 8.9, получаем
соотношение

<ф(А{(х), В@, щ,..., ую 2),..., В (к - 1, у2,..., ую ж),
у2,..., ую 2), п[В](Ь2, у2,..., ую 2)) ~ В(Ах(х), у2,..., yN, x).

Подставляя вместо переменных г/2,..., yN формулы A2(S),..., AN(x) полу­
получаем соотношение

), В (О, А2B),..., А^B), 2),...,
5 A2(?),..., AN(x), 2), ЩВ](Ъ2, А2(х),..., AN(x), S)) - ФB). A9)

Рассмотрим формулы:

y2,..., йу, 2),

у2, . . ., %у, 2),

Из соотношения A9) и определения формул Ф^. вытекает следующее соот­
соотношение

Ф(х)~ф(А1(х),Ф1(х),...,Фк + 1(х)).	B0)
Кроме того, справедливы неравенства DDfj)^D(B)-\-l, j =0,..., к + 1.
Применяя предположение индукции к каждой из формул Ф^., получаем, что
существуют I >0, функция фм_ v и формулы В?, г = 1,..., Z, j =0,..., к +
+ 1, такие, что D(B?) ^ ?>(Ф,-) + (iV - 1) ^ D(B) + N, и при этом верны
следующие соотношения

</V_ i(A2(?), • • •> AN(%), B((x),..., B>(x)) - ФДж), j = 0,.. , к + 1.

где D(B?) ^ D(B), г = 1,..., Z, j" = 0,..., fc + 1. Подставляя полученные
разложения в соотношение B0), получаем требуемое соотношение для s =
= N. Следствие доказано.

Определим функцию у?(ж, у0,..., ук_{) следующим образом. Положим

|= Г ух, если ухфЬх,
?>(х,уо,...,ук_1)- ^ ^ в остальных случаях.

Очевидно, что функция у?(ж, 2/0> • • •> 2/fe-i) принадлежит классу Ар, так
как она принимает только значения из множества Zu{b2, b3}.

Утверждение 8.15. Пусть 2) — такая конечная система
функций из Рк, что 0B)) CJ)CAp. Пусть А(х) и В(у,х) — некото­
некоторые формулы над® и формула В (у, х) не принимает значения Ъх. Пусть
Ф = В(А(х), х). Тогда верно следующее соотношение

-1, г»
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Доказательство. Формулы В (О, S),..., В (к — 1, х) не прини­
принимают значения Ъх, так как формула В(у, х) не принимает этого значения.
Отсюда легко видеть, что требуемое соотношение верно.

Следствие 8.11. Пусть s^l. Тогда существуют 1>0 и
функция <р8(ж15..., ж8, г/15..., уг) из Ар не принимающая значения Ъх, та­
такая, что для любой конечной системы функций 2) из Рк, такой, что
0B)) U {0,..., к - 1} С 2) С Ар, любых формул Ах{х),..., As(x) над 2) и
любой формулы В(у{,..., ys, х) над 2), не принимающей значения Ъх, су­
существуют такие формулы Вх(х),..., Bt(x) над 2), что D(Bi) ^ D(B),
г = 1,...,/, и верно следующее соотношение

<p№i(Z), • • -, As(Z), ВЛ%), • •., Д B)) ~ я(А(?),..., А.(г), 2).

Доказательство аналогично доказательству следствия 8.10.
Теперь, объединяя следствие 8.10 и следствие 8.11, мы можем сформу­

сформулировать основное утверждение этого раздела.
Пусть tgQ2UC*k2 и пусть Ь15..., bf — все элементы ?^, которые не

принадлежат центру отношения г B ^ ? ^ 3), причем если ? = 3 (т. е. если
т е СГ)> то (Ь2, Ь3) € г- Обозначим через ifT множество всех функций из Ат,
которые не принимают значения Ь3 или не принимают значения Ъх.

Утверждение 8.16. Пусть т е С\2 U CJ*2» s ^ 1- Тогда суще­
существуют I ^ I и такое конечное множество функций $ из КТ, каждая
из которых зависит от I + s переменных, что для любой конечной
системы функций 2) из Рк такой, что 0B)) U {0,..., к - 1} с 2) с АТ,
любых формул Ах(х),..., As(x) над 2), любой формулы В(ух,..., ys, x)
над 2), реализующей некоторую функцию из КТ, существуют функция
<р(ж15..., ж8, г/15..., t/z) из $ и формулы Вх{х),..., i?zB) над®, такие, что

, г = 1,...,/, и верно следующее соотношение

., ^.B), ^(ж),..., Д(г» - В(Аг(х),..., A.(?), Z).

Заметим, что в последнем утверждении множество $ зависит лишь от
k, r и s и не зависит от множества 2). Это множество будем обозначать
чеРез ?*,т,* •

8.2. Равномерность порождающих систем в классах типа С2.
Пусть р С El, к ^3, р G С2, 2" — центр отношения р. Положим r = k — \Z\.
По определению Z фЕк, следовательно, г ^ 1. Если г = 1, то из определения
центрального отношения получаем, что р = Е% ф С. Поэтому г ^ 2. Пусть
Z = {а{,..., %_г}, ??fe\Z = {b1,..., frr}, и выполнены следующие условия.

Z = Ek_r, Ъх = к-г, ..., Ъг = к-\.	B1)
Предположим, что существуют такие г и j, что 1 ^г < j ^ г и (b^b^E р.
Тогда существуют такие попарно различные г15 г25 %, 1 ^ г\, г2, г3 ^ г, что
F. ,Ь. )^р, (ЬцЬ{)е р. Если это не так, то легко показать, что р = Ек, но
это невозможно, поскольку р — центральное отношение. Без ограничения
общности будем считать, что гх = 1, г2 = 2, г3 = 3. Таким образом, мы считаем,
что всегда верно соотношение (Ь15 Ь2) ^ р. Определим число д' следующим
образом. Рассмотрим два случая.

1.	Если для всех г и j, таких, что 1 ^ г < j ^ г набор (b-, b3) не при­
принадлежит отношению р, то положим q = к — г + 2. Таким образом, в этом
случае {а1?..., ал_г, Ь1? Ь2} = ^» (ьп Ь2)^Р­

2.	Если существуют такие г и j, что 1 ^ г < j ^ г и (Ь-, Ь^-) G р, то поло­
положим ^ = к — г+3. Таким образом, в этом случае {а15..., а^_г, Ь15 Ь2, Ь3} = ??д,
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(Ь15 Ь2)фр, кроме того, (Ь2, Ъ3)ер. Заметим, что Z CEq, . Пусть г —

4

4

4

°\

Таблица 4

для всех t, та­
Таблица 5

такое бинарное отношение на Eq, что (а,Ь)€т тогда и только тогда, когда
(а, Ъ) G р и а, b G ?^. Заметим, что если функция f(x) принадлежит классу
Ар и на наборах их множества Eq принимает значения из Eq, то функция
f\E (являющаяся ее ограничением на Eq) принадлежит классу Ат.

'Утверждение 8.17. tgC*2UC!*2
Доказательство. Из того,' что ('Ь15 Ъ2) ^ р следует, что (Ь15 Ь2) ^ г,

а значит т ф Е2. Если для всех г и j таких, что 1 ^ г < j ^ г пара (&•, b^)
не принадлежит отношению р, то очевидно, что Z является центром г, и

т б	з по 0ПРеДелению Г^С*2. В противном случае по опреде­
определению (b2, b3) G р, и, следовательно, (b2, b3) е т. Если при
этом (Ь15 &3)е г, то Zu{b3} является центром г и tgC* 2.
Если же (Ь15 Ь3) ^ г, то Z является центром г и г е С**2.
Утверждение доказано.

Рассмотрим множество М = {(i,j)t {1,.. . ,^}2К<:/}.
Положим s = \М\. Легко видеть, что множество М не
пусто, поэтому s ^ 1. Пронумеруем пары из множества
М числами от 1 до s. Пару с номером п обозначим че­
через (гп, jn). Определим прямоугольную матрицу S, состо­

состоящую из г строк и s столбцов (см. табл. 3), элементами которой являются
а? е{ах, ЪХ,Ъ2, Ъ3}, п=1,..., s, t = 1,..., г.

Для каждого п = 1,..., s положим
ких, что 1 ^ t ^ r, t ф гп,
t ф jn; если (bin, bjn) $ р, то
ПОЛОЖИМ <7-п = Ьр <7™ = Ь2,
если (Ь. , Ъ. ) G р, то поло­
положим <т.п = Ъ2, о™ = Ъ3. Опре­

Определим функцию г](х{,..., xs)
из Рк следующим образом.
На к наборах определим rj
табл. 4.

На остальных наборах
положим т] равной ах. Опре­
Определим функции г]х(х),.. .,rjs(x)
из Рк табл. 5.

Из определений вытека­
вытекают следующие свойства функ­
функций 77,77i,. . .,%•

1.	Функции 77i,.. .,Vs при­
принимают только значения из
множества Eq, причем каждая из этих функций либо не принимает зна­
значения Ь{, либо не принимает значения Ъ3.

2.	Верно равенство rj(Vi(x)^ • • •> Vs(x)) = x­
Утверждение 8.18. rj,rjl,...,ri8EAp.
Доказательство. Предположим, что r\ ^ Ар Тогда существуют

такие наборы (а/,..., а,1), (af,..., а2) е Ек, что (а?, а2) ер, г = 1,..., s,
rj(al,..., а*) = Cх, rj(ah • • •> af) = f32 и ({3\ (З2) ^ р. Из определения от­
отношения р следует, что существуют такие i,j, 1 ^ г ^ г, 1 ^ j" ^ г,
что ({3\ (З2) = (b^bj). Тогда из определения функции ту следует, что
(а/,..., ав1) = (а?,..., а?) и (af,..., af) = (aj,..., а?). Для определенности
будем считать, что г < j. В таком случае (г, j) G М и существует такое

а1

4
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ak-r
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ak-r
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t, что (г, j) = (гп jt). Поскольку (Ь{,Ь3.)?р по определению матрицы S
в t-м ее столбце в строках с номерами it^jt стоят элементы Ь15 Ь2, т. е.
о^1 = а* = Ь{, а.2 = о1. = Ь2, а тогда (а/, а2) = (Ь15 Ь2) ^ р. Это противоречит
нашему предположению. Следовательно, r\ е А .

Докажем теперь, что для всякого t = 1,..., s, функция rjt принадле­
принадлежит Ар. Если (Ь. , Ъ.) G р, то функция ^ по определению принимает только
значения из множества Z U{b2, b3}, и, следовательно, принадлежит классу
Ар. Пусть (Ь. , bj) ф р. Предположим, что rjt ^ Ар. Тогда существуют такие
а1, а2 е Ек, что (а1, а2) е р, т/Да1) = /3\ т/Да2) = C\ (/З1, (З2) ? р. Из опре­
определения отношения р следует, что существуют такие i, j, 1 ^ г ^ г, 1 ^ j" ^ г,
что (/З1, /З2) = (Ь-, Ь^.). Для определенности будем считать, что г < у. В та­
таком случае г = 1, у = 2, поскольку функция rjt принимает значения только из
множества Z и{Ь15 Ь2, Ь3}- По определению, функция гуДж) принимает зна­
значения &! и Ь2 на элементах Ь. и ^ соответственно, при этом (fr. , Ь^.) ^ р.
Значит (а1, а2) = (Ь- , ^ ) ^ р. Это противоречит нашему предположению.
Следовательно, rjt€Ap. Таким образом, утверждение доказано.

Для каждой функции f(x) из Ар рассмотрим s функций дх(х) =
= rjl(f(x)), ..., g8(x) = rj8(f(x)). Каждая из этих функций принимает зна­
значения только из множества Eq. Используя функции ft,..., ft, мы можем
восстановить исходную функцию /, поскольку в силу свойства 2 функций
ту, 77!,..., rjs верно равенство f(x) = т](дх(х),..., д8(х)). Определим функции
h{,..., h8, зависящие от переменных ж/,..., xf,..., а^,..., ж*, следующим
образом. В каждую из полученных функций ft подставим вместо перемен­
переменной ж^. функцию 77(ж],..., ж?). Проделывая эту операцию для всех перемен­
переменных ж15..., хп, получаем функции

Ограничивая множество возможных значений переменных х1. до ^, каж­
каждую из функций hu ..., hs, мы можем рассматривать как функцию из Pq,
поскольку она принимает только значения из Eq. Легко видеть, что по функ­
функциям hx,..., h8 также можно восстановить исходную функцию /, поскольку
верны равенства

M^ifai)* • • •> Vs(x\), • • •» ViM, ..., Vs(xn)) = 9i(xi, • • •> жпM г = 1, ..., s.

Таким образом, мы можем вместо одной функции / рассматривать s функ­
функций hx,...,h8, которые зависят от большего числа переменных. Мы вос­
воспользуемся этим фактом для доказательства равномерности систем функ­
функций из Рк, рассматривая вместо исходной формулы s-формулу (определения
s-функций и s-формул были введены в § 2). При этом значность логики ста­
станет равной q, q ^ fc.

Напомним, что через х{ мы обозначаем набор переменных (ж/, ж?,...
..., ж/), а через х — набор переменных (ж1?..., хп) = (ж/, х\,...
..., х[, х\, х\,..., #2% ..., ж^, ж2,..., ж*). Для каждой функции /B) из клас­
класса Ар определим функции /Дж) из Д, г = 1,..., s, следующим образом.
Положим

/Дг) = Vi(f(v(xi), ЧШ, • • •> ^7EП))), г = 1,..., 5.

Заметим, что функции /Дж) принимают только значения из ^. Напомним,
что через fi\E, г = 1,..., s, мы обозначаем ограничения этих функций на

17 МВК, вып. 13
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Е (таким образом, /. | е Pq). Для каждой функции f(x) из класса Ар опре­

ч

делим s-функции f(x) из Vk и /I (S) из V^ соответствующие функции /
ч

следующим образом. Положим / = (/1?..., /в), /|^ = (fx\E ,..., /в|^ ). Обо­
Обозначим набор (vi(x{),..., 77, (a^),..., r}x{xn),..., r]s{xn)) через ЯB).

Утверждение 8.19. Пусть /B) — произвольная функция из А ,
f(x) = (fi(x),..., fs(x)) — s-функция из Vk соответствующая функции
f. Тогда верно равенство f(x) = r](fl(H(x))^..., fs(H(x))).

Доказательство. Используя свойство 2 функций ту, rj{,..., rjs, по­
получаем следующие равенства

хп), ..., Vs(xn))))- • •>

жп), ..., Vs(xJ)))) =
n ..., хп))..., r)s(f(xx, ..., хп))) = f(xu ..., хп).

Следствие 8.12. Пусть f(x) — произвольная функция из
Ар, f(x) = (f{(x),..., fs(x)) — соответствующая функция из Vks. Пусть
9х(х),..., ga(x) — такие функции из Рк, что g.\ (x) = f.\ (x), для всехч	ч
г = 1,..., s. Тогда верно равенство f(x) = rj(gl(H(x)),..., gs(H(x))).

Доказательство. Поскольку функции г)х,..., rjs принимают зна­
значения только из Eq, верны равенства д{(Н(х)) = /.(Щ5Г)), г = 1,..., s. По­
Поэтому требуемое равенство вытекает из равенства f(x) = rj(fl(H(x)),...
..., fs(H(x))), полученного в утверждении 8.19.

Пусть 21 — произвольная конечная система функций из Рк, такая, что
[21] = Ар. В соответствии с построениями, проведенными выше, каждой
функции f(x) из 21 соответствуют s-функции f(x) из Vk и /L (х) из Vs.ч	У
Положим 03^ = {/B) | f(x) е 21}, Q3g = {]\Е (х) \ f(x) e 21}. Таким образом,
93* ^ "^а*, %$q Q Vqs- Кроме того, множества *&к и *Bq конечны. Напомним,
что через К(*Вк) мы обозначаем множество функций из Рк, определенное
следующим образом: KD$k) = {fi \ (/1?..., fs)e*Bk, г = 1,..., s}. Аналогич­
Аналогично через K(*Bq) мы обозначаем множество функций из Pq, определенное

следующим образом: К(*ВЯ) = {&\^ \ (f{\E^ ..., /,|^)е®в, г = 1,..., s}. Та­
Таким образом, К(Q3J = {^(/М^), гК^)» • • •» ^D))) I / ^ SI, г = 1,..., s},

Утверждение 8.20.	g
Доказательство. Функции из множества К(*Вк) принадлежат

классу Ар, поскольку являются суперпозициями функций из Ар (функции
77,7715..., 77S принадлежат классу Ар по утверждению 8.18). Функции из мно­
множества K(%$q) являются ограничениями функций из К{*&к) на Eq и поэтому
принадлежат классу АТ. Таким образом, утверждение доказано.

Поскольку каждой функции из 21 мы поставили в соответствие неко­
некоторую s-функцию из ОЗд. и некоторую s-функцию из 03^, каждой формуле
Ф над 21, реализующей некоторую функцию /, соответствует некоторая s­
формула над 03^ и некоторая s-формула над *Bq (см. определения в § 2). Эти
формулы реализуют некоторые s-функции. В следующем утверждении и его
следствии показано, что эти s-функции есть / и f\E, где / — s-функция

ч

из Vk, соответствующая функции /.
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Утверждение 8.21. ПустьФ(х) — нетривиальная формула над
над 21, реализующая функцию f(x) из Ар, f(x) = (fi(x),..., fs(x)) — s­
функция из Vks, соответствующая функции f. ПустьФ(х) — s-формула
над*Вк, соответствующая формулеФ(х). Тогда s-формулаФ реализует
s-функцию /.

Доказательство. Будем доказывать утверждение индукцией по
глубине формулы Ф(х). Пусть ?)(Ф)= 1. Тогда формула Ф(х) имеет вид
Ф(х) = ip(x), где (р G 21. В этом случае по определению формула Ф(х) имеет
вид Ф(х) = ф(х) и утверждение верно.

Предположим, что утверждение верно для всех формул, глубина ко­
которых не превосходит некоторого N. Покажем, что утверждение верно и
для формул, глубина которых равна N + 1. Пусть Б(Ф) = N + 1. Тогда фор­
формула Ф(х) имеет вид Ф(х) = (р(Фх(х),..., Фт(х)), где у? е 21, Ф1?..., Фт —
формулы над 21 и О(Ф3) ^N, j = 1,..., т. Пусть формула Ф{(х) реализует
функцию gl{x) из А , г = 1,..., т. Тогда верно равенство

По определению формулы Ф, она имеет вид

По предположению индукции s-формулы ФДж) реализуют s-функции ~gl{x)
из Vks. Таким образом, верно соотношение

Следовательно, чтобы показать, что s-формула Ф реализует s-функцию /,
достаточно доказать, что верно равенство s-функций

По определению, последнее равенство равносильно следующей системе ра­
равенств функций

^(ff1B),...,flraB)) = /iB), * = l,...,e.	B2)
По определению выполняются следующие равенства

г = 1,..., s.

/Дг) = Vi(f (Vi(zi), • • -Vs№a))) г = 1, ..., s.
Следовательно, чтобы доказать равенства B2) достаточно показать, что вер­
верно равенство

^G/(^B),..., ^(i)),..., 77((/ГB),..., ft-B))) = /G7E0,.. .77B.)) B3)

Используя свойство 2 функций 77,7715..., 77S, получаем, что верны следующие
равенства

= 1,..., т.

17*
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Отсюда получаем равенства

Последнее соотношение доказывает справедливость равенства B3). Следо­
Следовательно, утверждение верно для формул глубины JV+1. А значит оно верно
для формул произвольной глубины.

Следствие 8.13. Пусть Ф(х) — нетривиальная формула над над
21, реализующая функцию f(x) из Ар, ]\E{x) = {fx\E{x),..., fs\E(x)) — s­

функция из Vq, соответствующая функции/. ПустьЪ(х) — s-формула
Had*Bq, соответствующая формулеФ(х). Тогда s-формула^ реализует
s-функцию /|v

Доказательство. Пусть Ф(х) — s-формула над 03 ^, соответст­
соответствующая формуле Ф(х). Тогда по утверждению 8.21 s-формула Ф реализует
s-функцию /. Заметим, что s-формула Ф(ж) получается из s-формулы Ф(х)
заменой каждой входящей в нее s-функции ф е %$к на s-функцию ф\Е G 93 ^
Произвольная s-функция ф из 03^ принимает только значения из множе­
множества Eq. Поэтому функции, реализуемые s-формулами Фи Ф, совпадают,
когда значения переменных принадлежат множеству Eq. Отсюда следует,
что s-формула Ф реализует s-функцию f\E . Следствие доказано.

По утверждению 8.17 г е С*2 U С**2! Положим ff = ffftT>e, где $q,T,8 ~
множество, существование которого доказано в утверждении 8.16. Опре­
Определим множество функций 1I из Pq следующим образом. Положим
©! = {0,..., q- 1}UK(*Bq)\Jto(K(fB^UffUftfff). Заметим, что система (В1
конечна и выполнены соотношения ^(Dj) U {0,..., q — 1} С lS)l. Напомним,
что через КТ мы обозначаем множество всех функций из Ат, которые не
принимают значения Ь3 или не принимают значения Ъх.

Утверждение 8.22. Система функций2^ s-регулярна.
Доказательство. По утверждению 8.20 К (*Bq) Q АТ. Множество

# содержится в Ат по построению. Следовательно, 1){ С Ат. Легко видеть,
что каждая функция из <Dl либо не принимает значения Ь3, либо не при­
принимает значения bv т. е. *&х С Кт. Поэтому каждая функция реализуемая
формулой над Эр принадлежит Кт. Кроме того, ^(©^{О, ...,g-l}CS)lt
Следовательно, по утверждению 8.16 для любых формул Ах{х),..., As(x),
В(уи ..., ув, х) над lSl существует функция у?(ж1?..., х8, у1?..., yz) из #, и
формулы Gx(x),..., Gt(x) над Эр такие, что ?>(G.)^ D(B) + s, г = 1,..., /,
и верно следующее соотношение

Поскольку ^СЭр получаем, что система 1)l s-регулярна.
Утверждение 8.23. Существуют такие константы с{ и d{,

что для любой формулы Ф над 21 и соответствующей ей формулы Ф над
03 , реализующей s-функцию /I = (/J ,..., /J ), существуют такие\bq	\bq	\bq
формулыФ\,.. .,Фв nadJ)v реализующие функции fx\E ,..., fs\E , что вы­
выполняются неравенства ^(Ф.)^^ log(L(O)-m(Sl))+d1.

Утверждение следует из леммы 2.9, поскольку в силу утверждения 8.22
система 1Ь1 s-регулярна и K(*Bq)C'S)l.
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Для каждой функции f(x) из Pq мы можем рассмотреть функцию f'(x)
из Рк определенную следующим образом:

еСЛИ SeE?>
>i в остальных случаях.

Положим Э' = {/' | /еЭ^. Нетрудно показать, что ЗУ С Ар.
Утверждение 8.24. Существуют такие константы cud,

что для любой формулы Ф над 21 существует такая формула Ф над 21,
что Ф~Ф и D(*)^clogL(O) + d.

Доказательство. Пусть Ф(х) — некоторая формула над 21, реали­
реализующая функцию /B), которой соответствует s-функция f(x) = (fi(x),...
..., fs(x)) из Vk. Пусть Ф — s-формула над 03^, соответствующая формуле
Ф. По следствию 8.13 она реализует s-функцию /| =(f\\E , • •., fs\E )•ч	ч	ч

По утверждению 8.23 существуют такие константы сх и dx, зависящие
только от системы 21 (поскольку системы Эр ОЗд. и 93д строятся по системе
21 однозначно), и такие формулы Ф1?..., Фв над Эр реализующие функции
/i|^ ,..., /в|я , что выполняются неравенства ^(Ф.)^^ logL(Ф)+d1.

Рассмотрим формулы Ф'. над Э', полученные из формул Ф- путем заме­
замены функций из Э! на соответствующие функции из Э'. Легко видеть, что
функции, реализуемые формулами Ф. и Ф'., совпадают на Е?, г = 1,..., s.
Поэтому из следствия 8.12 вытекает соотношение

Поскольку система 21 является полной в Ар, и Э' С Ар, верно соотношение
Э' С [21]. Следовательно, по утверждению 2.1 существуют такая константа
с2, зависящая только от системы 21 (поскольку система Э' однозначно стро­
строится по системе 21) и формулы Ф^, г = 1,..., s, над 21, такие, что Ф^ ~ Ф',
г = 1,..., s, и верны неравенства

<*,), г = 1,..., в.
Определим формулу Ф" следующим образом. Положим

Формула Ф/г является формулой над 2lU{ry, ту15..., rys}. Очевидно, что Ф"EГ)
Ф() и верны следующие неравенства

К2+ max Л(Ф^) < 2 + c2(

Поскольку 2tU {77,77!,..., rys} С [21], из утверждения 2.1 следует, что сущест­
существует такая константа с3, зависящая только от системы 21, и формула Ф над
21, такая, что Ф~Ф, и верно равенство

D(Ф) ^ 03B + 02@, log ?(Ф) + 4)).

Теорема 8.1. Пусть21 — произвольная конечная система функ­
функций из Рк, такая, что [21] — /сласс типа С2. Гог(Эа 21 — равномерная
система.

Доказательство. Легко видеть, что существует такая переста­
перестановка s(x) на Ек и отношение р типа С2, удовлетворяющее условиям B1),
что [21s] = Ар. По утверждению 8.24 система 21s равномерна. Следовательно,
равномерна и система 21.
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§ 9. Классы типа Ch при h ^ 3

В предыдущем параграфе доказана равномерность произвольных по­
порождающих систем для классов типа С2 из Рк при любых к ^ 3. В этом
параграфе мы построим порождающие системы в классах типа Ch из Рк для
произвольных кик, таких, что 2 ^ h < к и докажем равномерность этих
порождающих систем. Таким образом, основным результатом этого парагра­
параграфа является существование равномерных порождающих систем при h ^ 3.
Однако все построения, приведенные ниже верны для любых h ^ 2.

9.1. Порождающие системы. Пусть р С Ек — отношение типа Ch,
fc ^ 3, 2 ^. h < к, Z — центр этого отношения. Без ограничения общности
будем считать, что Ое Z, 1 ф Z. По определению центрального отношения
любой набор, содержащий 0 или имеющий хотя бы два одинаковых элемен­
элемента, принадлежит отношению р.

Утверждение 9.1. Пусть f(x) — функция из Ар, а еЕк,

еСШ Sz?S>
0, если х = а.

Тогда функция д(х) принадлежит Ар.
Доказательство. Пусть (а],..., а^)ер, У = 1,..., п, а*=(а/,...

...? агп), г = 1,..., h, д(а{) = /3\ г = 1,..., h. Покажем, что (/3\ ..., /3h) e
G р. Если для какого-нибудь г выполнено равенство а1 = а, то (З1 =0 и,
следовательно, (/З1,...,/?^)^^. Если все наборы а\ г = 1,..., /г, отличны
от набора а, то /?* =/(<?*), г = 1,..., /г, и, следовательно, (/З1,..., /З'1) G р,
поскольку f ЕАр. Утверждение доказано.

Будем говорить, что набор (а0,..., ап_{) является перестановкой на­
набора (Ьо,..., bn_l), если существует такая перестановка s(x) на Еп, что
(а0,..., an_l) = (ba{0),..., Ьв/П_1}). Для каждого набора а=(а1? ...,ah)Ep по­
положим М~= Zu{al5..., а^}.

Утверждение 9.2. Пусть^=(^х,..., jh)€p. ТогдаPkM_QAp.
Доказательство. Пусть функция /B) принадлежит /J. м_. По­

7

кажем, что feAp. Пусть (aj,..., a^)G/o, ^ = 1,..., п, /(а/,..., агп) = {3\
г = 1,..., /г. Нам нужно доказать, что (/З1,..., /3/l)Gp.

Из того, что / G -FJ. м^, следует, что /З1,..., /З'1 G М~. Если хотя бы од­
7

но из чисел /З1,..., Ch принадлежит Z, то набор (/З1,..., Ch) принадлежит
р. Если ни одно из чисел /З1,..., /З'1 не принадлежит Z, то все они при­
принадлежат множеству J7i,..., 7л}- В таком случае, поскольку h ^ 2, набор
(/З1,..., Ch) либо содержит хотя бы два одинаковых элемента, и, следо­
следовательно, (/З1,..., /З'1) g ^ С р, либо является перестановкой набора % и,
следовательно тоже принадлежит р. Таким образом, утверждение доказано.

Определим множество функций 21^ следующим образом. Положим

ае р

Отметим, что {0,..., к — 1}с21+, поскольку для любого а =0,..., к — 1 набор
af = (a,..., а) принадлежит отношению р и константа а принадлежит мно­

жеству функций Р?%„. Из леммы 2.1 следует, что (J Pfc;M^C [21J, поскольку

Я: [21*]- В частности, верны следующие свойства множества 21^.
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Утверждение 9.3. Пусть fePk и выполнено одно из условий
a)	/ принимает только значения О, 1;
b)	/ принимает только значения из Z;
c)	/ принимает менее h значений вне Z.

Тогда /<E[21J.
Определим функцию t(x, у) и ф(х, у) следующим образом. Положим

, гу Л	i х, если хе Z,y? Z;если х f Z, у = 1;	'
в остальных случаях,

^U в остальных случаях.

Пусть а=(а15..., ah), Ъ = (Ь1?..., bh), а.Ьфс^, a,b<EEkh\p. Определим
функцию s~~(x) следующим образом. Положим

Ъ •, если х = а •;
О в остальных случаях.

Положим © = {s~~ | а, Ъ G Ek\p}. Определим функции ut(x, у), г G Ek\Z.
Положим

{г, если х = г или у = г;
ж, если х = у ^ Z;
О в остальных случаях.

Положим [/ = {?/. | г €Ek\Z}. Определим функции рп(х{,..., хп), п^З, сле­
следующим образом. Пусть для всякого a€Ek\Z на наборах, у которых хотя бы
п—1 элементов равны а, функция рп принимает значение а, а на осталь­
остальных наборах принимает значение 0. Положим т(р) = k — \Z\. Заметим, что
т(р) ^ h, поскольку если т(р) < h, то любой набор из h элементов либо
содержит одинаковые элементы, либо содержит элемент из Z, а рфЕк.
Положим ffl = {/jih + l,..., рт(р)}, если т(р) > h и Wl = 0, если m(p) = h. В
данном разделе мы докажем, что Ap = [WlUUU2l^U&U{t, ф}\.

Утверждение 9.4. 9KuC/U2l,U6u{t, ф}САр.
Доказательство. Покажем, что при п > h функция рп принадле­

принадлежит классу Ар. Пусть рп(&) = C\ г = 1,..., h, (a],..., tf)tp, i = l,..., п.
Если среди /3* есть одинаковые или хотя бы одно из /3* принадлежит Z, то
((З1,..., Ch)t р. Если же все /3* не принадлежат Z, то в каждом наборе <?*,
г = 1,..., h, найдется не более одного элемента, отличного от /3\ Обозна­
Обозначим через r(i) номер элемента из набора а1 отличного от Cl (ol^ Ф (З1),
г = 1,..., h, если же все элементы набора а1 равны (З1 то положим г (г) рав­
равным 1. Тогда рассмотрим множество М = {1,..., п}\{гA),..., r(h)}. Оно
не пусто, поскольку п> h. Для всякого j из М верно /3* = а*-, г = 1,..., /г,
и, следовательно, (/З1,..., Ch) = (aj,..., a^)Gp.

Докажем, что U С. Ар. Покажем, что функция их{х, у) принадлежит Ар.
Пусть (а1,..., ah) е р, (/З1,..., Ch) е р, щ(а^ /3>') = Y, 3 = 1, • •., h. Ес­
Если среди 7J' найдутся элементы из Z, то G1,...,7/1)^Р« Пусть все 7J'
не принадлежат Z. Если среди 7^ есть хотя бы два одинаковых, то
G1,..., 7Л) ^ Lk ^ Р- Пусть все jj различны. Если среди jj нет равных 1,
то а3' = (З3 = 7-\ j = 1,..., h, а тогда G1,..., lh) = (а1,..., а^) G р. Если
среди 7^ есть единицы, то их не более одной, так как мы предположили,
что все j3 различны. Пусть r)h = 1. Тогда а3° = 1 или C3° = 1. Пусть, без
ограничения общности, а3° = 1. Поскольку все "у3, кроме "у3°, отличны от еди­
единицы и не принадлежат Z, a3 =/yj для всех j = 1,..., h. В таком случае
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G1, • •., 7h) = (a\ • • ., &h)E p. Для остальных ut, г Е Ek\Z, доказательство
аналогично.

Из утверждения 9.2 вытекает, что 21^ С Ар.
Докажем, что 6 С Ар. Пусть а, Ь Е Ekh\p, а— (а1?..., ah), Ъ = (Ь1?...

..., bh). Заметим, что в этом случае а, Ъ ^ *,?. Покажем, что функция 5~?-(ж)
принадлежит Ар

Пусть (а1,..., ah) Е р, s~~(a*) = /3*, г = 1,..., h. Если среди а1 есть
отличные от а15..., аЛ, то среди /3* есть 0 и тогда (/З1,..., Ch) E р. Если
среди а1 есть одинаковые, то и среди /3* есть одинаковые, и, следовательно,
(/З1,..., (lh)ELkhQp. Если же все а1 различны и содержатся среди а15..., аЛ,
то набор (а1,..., аЛ) не может содержаться в отношении р, поскольку
является перестановкой набора (а15..., аЛ) ^ р.

Докажем, что ? Е Ар. Пусть t(a\ /3*) = 7*, г = 1,..., /г, (а1,..., ah) E
Ер, (/З1,..., Ch) Е р. Если для какого-нибудь j верно а3 Е Z или (З3ф 1,
то 7J' = О Е ^, и, следовательно, G1,..., 7Л) ^ Р- Если /З1 = ... = Ch = 1 и
а1,..., a.h ^ Z, то G1,..., 7^) — (а\ • • -5 a^)Ep. Следовательно, функция t
сохраняет отношение р.

Покажем, что ф ЕАр. Пусть ф(а\ C1) = ^1, г = 1,..., /г, (а1,...,а/г)Е
Ер, (/31,...,/3/г)Ер. Тогда либо среди 7* есть хотя бы один элемент из Z, а
значит G1,..., lh)Ep, либо/31, ...,^^иG1,..,7/г) = (^1,.. .,/3/г)Ер.

Таким образом, утверждение доказано.
Множество всех функций из Ар, которые принимают только значение О

из Z, обозначим через А°р. Таким образом, А°р = АрПРк щиЕ ^z. Обозначим
через A°p'h множество функций из А°р, которые принимают ровно h раз­
различных значений, не принадлежащих Z, причем каждое из этих значений
принимается только на одном наборе.

Утверждение 9.5. A°p>hC[^\j@\J{t}].
Доказательство. Пусть f(x) — произвольная функция из А^h,

а1 =(«/,..., а1п), f{ai) = f3i ^Z, г = 1,..., h, и все значения /3* различны.
Предположим, что (/31,...,/3/г)^р. Тогда, поскольку f ЕАр, существует

такое j, что (aj,..., а^) ^ р. Положим

., если х Е {й^1,..., Sh};
) в остальных случаях.

Заметим, что при ^=G^ ..., jn)E{S\ ..., ah} верно равенство

Отсюда получаем равенство

Поскольку функция /^ж) принимает только значения 0, 1, по утвержде­
утверждению 9.3 /j G[21J. Следовательно, /g [2l*U6u{?}].

Предположим теперь, что (/З1,..., /З'1) G р. Тогда /B) принима­
принимает значения только из множества М~= Z U {/З1,.. ,Ch}. Следовательно

Утверждение доказано.
Пусть 0 ^ г ^ ш(р). Обозначим через .Врг множество всех функций из

А°р, которые принимают ровно г различных значений вне Z.
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Утверждение 9.6. BphC[UuA°p>h].
Доказательство. Пусть f(x) — произвольная функция из Вр,

которая принимает некоторое значение г ф Z на наборах а и C, а ф C.2)	2J) где
если х ф а;

О, если х = /3, "х ' 10, еслиж = а.

По утверждению 9.1 /l5 /2 G Ар. Очевидно, что /l5 /2 G Врл. Количество набо­
наборов, на которых функции /j и /2 принимают значение г, на единицу меньше,
чем у функции /. Таким образом, можно уменьшить количество наборов, на
которых принимается значение г, до одного. Аналогично поступим со всеми
значениями исходной функции / вне Z. Утверждение доказано.

Из утверждений 9.6 и 9.5 вытекает очевидное следствие.
Следствие 9.1. Bph C[UU%U&U{t}].
Утверждение 9.7. Если г > h, то Вр С[{^г}иВр~1].
Доказательство. Пусть f(x) — произвольная функция из мно­

множества Вр значениями которой вне Z являются Д,..., Д., причем все они
различны. Построим г функций /Д2), г = 1,..., г. Положим

1	\ 0	в остальных случаях.
Очевидно, что f(x) = fir(f{(x),..., fr(x)). Каждая из функций /. принимает
ровно г—1 значение вне Z и по утверждению 9.1 принадлежит Ар.

Следствие 9.2. Если h <г^т(р), то Вр C[muBph].
Утверждение 9.8. A°pC[muUU^U&U{t}].
Доказательство. Пусть f(x) — произвольная функция из множе­

множества А°р, принимающая г различных значений вне Z. Возможны три случая.
1)	Пусть г <h. Тогда / G [21J по утверждению 9.3.
2)	Пусть г = h. Тогда /G[C/U2l,U0U{t}] по следствию 9.1.
3)	Пусть г > h. Тогда по следствию 9.2 и следствию 9.1 получаем, что

Утверждение 9.9. Ap
Доказательство. Из утверждения 9.4 получаем [9Яи C/USl^

U{?, <ф}]САр. Покажем, что Ар С [9Яи C/U21, U6u{t, <ф}]. Пусть/B)
произвольная функция из Ар. Положим

f(x) = [ ^^' если1	\ 0, в остальных случаях;

0, в остальных случаях;

Легко видеть, что f(x) = ф(/{(х), /2B))- По утверждению 9.3, поскольку f{
принимает только значения из Z, /j G [21^]. По утверждению 9.1 функций /2
принадлежит классу Ар. Следовательно, по утверждению 9.8 /2 е [9Яи С/и
U2l,U0U{t}]. Отсюда получаем, что/G[9KU[/U2l,U0U{t,^}].

9.2. Подсистемы, равномерные в порождающих системах. В
данном пункте мы покажем, что система функций U U 9Я равномерна в
системе 9KUC/U21*U6U{?, ^} (см. утверждение 9.20).
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Пусть a g Ek, q G Ek\Z. Через Cg(a) обозначим множество всех таких
наборов C G ?^\ что для любого г G {1,..., п} если a- = q, то и Д = д.
Пусть Q — подмножество Рк, состоящее из всех функций f(x), для которых
выполнены следующие условия:

1)	для любого q^Ek\Z и произвольных наборов a, C G ?^\ таких, что
/(a) = q и C € Cq(a), верно равенство f(C) = q;

2)	функция /B) не принимает значений из Z отличных от нуля.
Утверждение 9.10. [Q] = Q.
Доказательство. Добавление и удаление несущественных пе­

переменных не влияет на то, принадлежит функция множеству Q или не
принадлежит. Пусть /Д2),..., fr(x) — произвольные функции из мно­
множества Q U [{х}], д{ух,...,уг) — функция из Q. Рассмотрим функцию
h(x) = <Д/Дж),..., fr(x)). Для доказательства утверждения нам достаточ­
достаточно показать, что h е Q. Пусть a, C е Ек, h(a) = q ^ Z, C G Cq(a). Для
любого г = 1,..., г если /Да) = q, то и /Д/3) = д, поскольку /• е Q U [{ж}].

Тогда (/Д/3),.. , /Д/3)) е СД(/Да),.. , /Да))). Кроме
того, ^(/Да),..., /Да)) = /г(а) = q. Значит, поскольку
д е Q, верны равенства h(J3) = д(МР),..., /Д/?)) = q.
Следовательно, h^Q. Таким образом, утверждение до­
доказано.

Непосредственно проверяется следующее утверж­
утверждение.

Утверждение 9.11. C/U9KCQ.
Определим отношение частичного порядка ^ не Ек

следующим образом. Пусть для любых at Z, Ъ е Ek\Z
верны неравенства a^b, CHa. Для всякого а€Ек верно а^а. Пусть осталь­
остальные пары элементов не сравнимы, (см. рис. 2).

Пусть г ^ 1, /15..., /г — функции из С/иЗЯ, и число переменных функ­
р

ции /. равно n. + l, г = 1,..., г. Положим N(p)= J2 п., ^ = 1,..., г. Опреде­
г = 1

лим формулы fiy f (ж15..., %(р), 2:), _р = 1,..., г сле­
следующим образом. Положим

о

Рис. 2. Отношение
частичного порядка ^

(p)

Для р = 2,..., г положим

1ч

Ч
1 ­

Рис.

v/2

3. «

•¦-К

Формула

= fv---,fpSXl> ' ' ' iXN(p-\)iJp\XN(p-\)+\i ' ' '

(см. рис. 3). По определению функций из множеств U
и 9Я получаем, что для произвольного a€Ek\Z верно
равенство Clj j (a,..., а, а) = а.

Через ^ обозначим множество функций которые
реализуются формулами Qg д (ух,..., уп, z), где р — произвольное, та­
такое, что 1 ^р ^ |С/и9Я|, функции #-, г = 1,..., р, — произвольные попарно
различные функции из множества U U 9Я. Отметим, что множество $ ко­
конечно. Поскольку C/U9KC Ар, верно соотношение #С Ар. Из определения
множества # и утверждений 9.11 и 9.10 вытекает следующее очевидное
утверждение.

Утверждение 9.12. $QQ.
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Утверждение 9.13. Пусть f(yx,.. .,yr, z), д(хх,.. .,хп, z) —
функции из Q и для каждого q e Ek\Z если g(q,..., q, z) = q для лю­
любого значения z, то и f(q,..., q, z) = q для любого значения z. Тогда
верно соотношение

g(z, /(й, • •., Уг> z)) =< /Ы», ух),..., g(x, yr), z).

Доказательство. Пусть а е Ек, (Д,..., Д) e Ек, 7 Е Ек. Пока­
Покажем что выполнено неравенство

дE, /(А, • • -, Я, 7)) =< /(<?(", А),..., дE, Д.), 7).	B4)

Предположим, что д(&, /(Д,..., Д, 7)) = 0. Тогда очевидно, что неравен­
неравенство B4) выполняется. Если д(а, /(Д,..., Д, 7)) 7^ 0, то #(<?,/(Д,...
..., Д, 7)) = # ^ ^, поскольку функции из Q не принимают значений из
Z отличных от нуля.

Пусть /(Д,..., Д, 7) 7^ Q- Тогда, поскольку д Е Q, для любого
значения z верны равенства g(fi, z) = g(q,..., g, z) = q, следователь­
следовательно, по условию, /(#,..., g, z) = q для любого значения z. Значит
f(g(a, Д),..., g(a, Д), ~/) = f(q,..., g, 7> = g. Следовательно, в данном слу­
случае неравенство B4) верно.

Пусть /(Д,..., Д, 7) — ^- Тогда ^((J, g) = g. Отсюда вытекает, что вер­
верно соотношение (д(а, Д),..., flf(a, Д), 7) G СДД,..., Д, 7). Так как / G Q,
верны равенства f(g(a, Д),..., flf(a, Д), 7) = /(Д, • •., Д, 7) = 9- Следова­
Следовательно, в данном случае неравенство B4) также верно.

Утверждение доказано.
Утверждение 9.14. Пусть г ^ 1, /1?..., /r G С/, j" g Ek\Z, и

существует такое р, 1 ^ р ^ г, что /р = ^.. Гог(Эа для произвольного
аеЕк верно равенство fy ..,/ (ji • •., j, a) = j­

Доказательство. Если р< г, то положим b = Qf f (j\..., j] a).
Если p = r, то положим b = а. Если p = 1, то верны равенства flf f (j\...
..., j] a) = u3-(j\ b) = j. Если p > 1, то верны равенства

Утверждение 9.15. Пусть г ^ 1, /15..., /r g C/U9K, а существует
такое р, I ^р^г, что fp Е 9Я. Тогда для произвольных аЕЕк и j EEk\Z
верно равенство Qf^f(j,..., j, a) = j.

Доказательство. Если р < г, то положим b = Qf f (j\..., % а).
Если р = г, то положим b = а. Если р = 1, то верны равенства Ctf j (j\...
.. .5 jj a) = /jLn(j\..., ji b) = j. Если р> 1, то верны равенства

Утверждение 9.16. Пусть (р(ух,..., ym, z) — произвольная
функция из множества J, /(ж15..., жи, z) — произвольная функция из
C/U9K, #(ж15.. .,хп, у1?..., уто, z) = f(xl<p(yl,..., у^, 2:)). Гогйа ^бо верно
неравенство д(х, у1?..., уто, z)^<p(f(x, yj,..., /(ж, уто), ^), ушбо функция
д(ух, • • -)Уп + т1 z) принадлежит множеству $.
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Доказательство. Из утверждений 9.12 и 9.11 следует, что функ­
функции <р и / принадлежат множеству Q. Пусть функция <^(у15 ..., ут, z) ре­
реализуется формулой Ц,р...>?,р(у1,..., уто, z), где г ^ 1, у>1?..., <pr е U U 9Я.
Предположим, что существует такое г, 1 ^ г ^ г, что </?• G 9Я. По утвержде­
утверждению 9.15 для любого q^Z и для любого значения z верно равенство <р(д,...
..., д, 2:) = д. Следовательно, по утверждению 9.13 неравенство д(х, у1?...
• •., уто, z)dnp(f(x, у{),..., /(ж, уто), я) выполнено. Предположим, что у>. <^9Я
(т. е. щ Е U) для всех г. Если / е ЯЯ, то функция д(ух,..., уп + т, z)
принадлежит множеству #. Если f E U, то возможны два случая:
1)	/ совпадает с некоторой </?., 1 ^ г ^ г. Пусть </?. — это функция г^.,
j G Ek\Z. Тогда п = 1 и равенство /(с, г) = с выполнено при любом значе­
значении z только для с = j. Из утверждения 9.14 следует, что ip(j\..., j\ z) = j.
Следовательно, по утверждению 9.13 требуемое неравенство верно.
2)	/ не совпадает ни с одной из функций </?. для всех г = 1,..., г. Тогда
функция д(ух,..., уи + ш, z) принадлежит множеству # по определению.

Утверждение 9.17. Пусть /(ж1?..., жв, ^) — функция из UUWI,
у?(у1?..., уд, 2:) — функция из J, А15..., Ав, В1?..., Bq — формулы над
С/и9Я, в которые не входит переменная z, L (Вг) ^ N, г = 1,..., q. Тогда
существуют р, 1 ^ р ^ q + s, функция ^(у^ ..., ур, z) из $ и формулы
В[,.. .,В'р над С/и9Я, в которые не входит переменная z, такие, что

..., Яв, z)) d	;
S

верны неравенства L(B!)^N+^2 -^(^)» г = 1,.. .,р.
i = i

Доказательство. По утверждению 9.16 либо

q, z)) di 4>(f(xx,..., xa, y{),..., /(ж1?..., жв, yg), 2:),

либо функция /(ж15..., ж8, у?(у15..., уд, 2:)) принадлежит множеству J.
В первом случае положим р = q, ip{ = ip, B[ = /(Al5..., As, Д),

г = 1,..., q. Легко видеть, что выполнены соотношения L(B^) = L{Bt) +

+ Е L (А3) ^N+±L (А3), i = 1,..., р.i = 1	i = 1
Во втором случае положим p = q + s, (fl=f(xl,..., х8, <р(уц ..., yq,z)),

! = А{, г = 1,... ,s, B/+s = В^, г = 1,... ,g. Легко видеть, что выполнены

соотношения L{B[)=L(А.)<Е^(^-). i = 1v • -^' и
i=i

Утверждение 9.18. Пусть Ф(х, z) — формула над U U 9Я,
причем переменная z имеет только одно вхождение в формулу Ф. Тогда
существуют такие г ^ 1, формулы Ф^ж),..., ФгB) яа(Э С/и9Я а функция

(п ..., уг, 2:) аз множества J

Доказательство. Поскольку все функции входящие в формулу Ф
симметрические, формула ФEГ, z) эквивалентна формуле Ф/(ж, 2:) над C/U9K
той же глубины и сложности, имеющей вид

Ф'(х, z) = Clfv_fr(A\,..., А?,АЪ ..., А?, ...,А1Г,.. , A?, z),
где fi(x{,..., хп , 2:),..., /г(ж15..., хп , 2:) — функции из множества С/ U 9Я,
А| — формулы над C/U9K, в которые не входит переменная z, г = 1,..., г,
У = 1,..., п..
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Покажем, что для каждого j = 1,..., г — 1 существует формула ФД5Г, z)
над С/иЗЯ такая, что Ф'EГ, г)^Ф3(х, z), имеющая вид

Ф,(х, г) = Hfl,..^(A\, ...,А?,..., А),..., А?, ^E„ • • -, Bq, z)),

где ф €$, В{E?) — такие формулы над U U9K, в которые не входит пере­
переменная z, что

адк Е Е?(АГ), » = 1,...,9.
Z = j + 1 г; = 1

Для j = г — 1 формула Ф' уже имеет требуемый вид

1,.. .,AP_1V . .,АР^,

В качестве ^ берем функцию fr. В качестве Б. берем формулы А*, г = 1,...
..., пг. Необходимые неравенства выполнены:

L(Bi) = L(Ai)^'?L(A;)= ± ?l(A°), i = l,...,nr.v = i	I =j+1 v=1

Пусть мы построили формулы ФДж, z) для всех у больших N (т. е. для
всех j = N + 1,..., г — 1). Построим теперь формулу ФЛГ(ж, г) такую, чтоФ()Ф()
Фк+1(х, z) = Clfii_fKJA\,..., Afc\, tl>(Blt..., Bq, z)) =

= ufii_fe(A\,..., AnN% fN+l(AlN+u ¦ ¦ -, Afc\, ф{Вх,..., Bq, z)))

Применяя к формуле

fN+l(AlN+l,..., a;-\,

утверждение 9.17, получаем, что существует такая функция ф'(х{,..., хр)
из ^ и формулы В{,..., В'р над U U 9Я, в которые не входит переменная z,
такие, что

fN+l(AlN+i,- ¦ ¦, Afc\, Ф(ви..., Bq, z)) < ф\в[,..., в;, z),
и верны неравенства

Е Е^(АГ)+е^(а^+1)= Е

Таким образом, мы построили формулу Фн(х, z). Тем самым мы построили
формулы Ф^. для всех у = 1,..., г — 1.

Рассмотрим формулу Ф^ж, z):

Ф1(х,г) = С1Г1(А\,.. .,А?, ^,(Д,. • .,Bq, z)) = f1(A{,.. „А?, фх{Вх,.. .,Bq, z)).

Применяя к ней утверждение 9.17, получаем формулу Ф0EГ, z), такую, что
Ф(ж, z) diФ{(х, z) diФ0(х, z), которая имеет вид Ф0(ж, z) = фо(В{,..., В'р, z),
где В[ — формулы над C/U9K, в которые не входит переменная z, ф0 —
функция из J, и выполнены неравенства

1=1v=\

Таким образом, утверждение доказано.
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Определим функцию A(z, x, %,..., ук_х) следующим образом

0, если yz = 0;A(z. х. уп, ? Ук-])
| х в остальных случаях.

Легко видеть, что А е Ар. Для каждой функции <р(ж15..., жг, z) из # рассмот­
рассмотрим функцию ч>х(уи ..., уг, уг + 1,..., yr + k, z) = А (г, <р(у1?..., уг, 2:), уг + 1,...
..., Уг + к)- Множество всех таких функций <рх обозначим через g^. Заметим,
что множество ^ конечно и^1С.Ар.

Утверждение 9.19. Пусть ФEГ, z) — формула над U U 9Яи
U {0,..., fc - 1}, причем переменная z имеет только одно вхождение в
формулу Ф. Тогда существуют такие I ^0, формулыФ{(х),..., Фг(х) над
С/и9Яи{0,..., fc — 1} и функция ч>\(у\,.. .,уп z) из множества ${, что

Ф(ж, z) = ^(Ф^ж), . . ., Ф,(?), 2:)

и?(Ф,)<?(Ф),1 = 1,...,г.
Доказательство. Заменим в формуле Ф все вхождения кон­

константы 0 на переменную у0, все вхождения константы 1 на пе­
переменную у{, и так далее для всех констант. Получим формулу
ФEГ, %,..., ул_1? я) над U U SOT. По утверждению 9.18 существует такие
формулы Ф^ж, %,..., % _i),... ,Фг(ж, %,..., ук_х) над С/U 9Я и функция

15..., уг, 2:) из множества J, что верно соотношение

и 1>(Ф^) < ^(Ф) = ?(Ф), г = 1,..., г. Поскольку формула Ф не принимает
значений из центра отличных от нуля, верны следующие соотношения

ФEГ, 2)~ФEГ,0, ...,k-l,z)~
~\(zM*i(x&lv • .,* —1),. • ,ФГ(ЭД1,. • .,Л-1),^),Ф(ж,0),.. .,Ф(ж,Л-1))~

- ^(Ф^жД 1,... ,fc-l),..., Фг(жД 1,... ,fc-l), Ф(ж,0),..., Ф(ж,Л-1), ^).

Утверждение доказано.
Положим 2l = 9KU C/U2l^U0U{t, ^}. Отметим, что 0,..., к - 1 е 21,

поскольку 0,..., fc — 1 G 21*.
Утверждение 9.20. Система функций U U 9Я{0,..., fc - 1} рав­

номерна в 21.
Доказательство. Поскольку по утверждению 9.9 система 21 пол­

полна в классе Ар, ${ С [21]. Пусть J2 — множество формул над 21, реализу­
реализующих функции из #i- Множество J2 конечно, поскольку конечно множе­
множество ffj. Пусть i? — множество всех формул над U U SOT. Из утвержде­
утверждения 9.19 и конечности множества #2 вытекает, что множество i? является
(С/и9Яи{0,..., fc - 1}, 21)-регулярным. Действительно, мы построили такое
конечное множество формул ^2 над 21, что для любых формул А(х), В (у, х)
над С/и9Яи{0, ...,fc — 1}, таких, что переменная у имеет только одно
вхождение в формулу В и формула В(А(х), х) принадлежит множеству
R, найдутся формула F(y, zl5..., ^г) из J2, и формулы Д(ж),..., Вг(х) из
i?, такие что Ь(В{)^Ь(В), г = 1,..., г, и верно соотношение

В(А(х), 5) ~ F(A(x), Д(х),..., ВГ(х)).

Поэтому, по лемме 2.5, существуют такие константы end, что для всякой
формулы Ф над C/U9JtU{0, ...,fc — 1} существует такая эквивалентная
ей формула Ф' над 21, что ?)(Ф') ^ с logL^) + d. Следовательно, система
функций С/и9Яи{0,..., fc — 1} равномерна в 21.
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9.3. Существование равномерных порождающих систем. Рас­
Рассмотрим систему 2l=C/U5)DflU2l!|eU©U{t, ф}. В данном пункте мы покажем,
что она равномерна. Напомним, что в предыдущем пункте мы вводили от­
отношение частичного порядка ^ на Ек.

Непосредственно проверяется следующее утверждение.
Утверждение 9.21. Функции из системы U UWlU{t} моно­

монотонны относительно ^.
Определим функцию фо(х, у). Положим

ф(х у) = {0	\ О в остальных случаях.
Утверждение 9.22. Система UuMu{t, ф0} равномерна в 21.
Доказательство. По утверждению 9.21 функции из системы

U и9Яи {t} монотонны относительно ^. Кроме того, верны неравенства
t(x, у) ^ х, фо(х, у) ^ у. Рассмотрим формулу ФEГ) над С/и9Яи{?, ф0}. Ес­
Если в формулу Ф входит функция ф0, то представим ее в виде

Щх) = ФША, ^i), • •., МАт, Д»), Z),
где Ф — некоторая формула над U U9KU {?}, Аи ..., Ат, Вх,..., Вт —
формулы над С/и9Яи{?, ^ol' m ^ 1- Рассмотрим формулу

Поскольку формула Ф реализует монотонную относительно -< функцию и
верны неравенства фо(А1^ ВХ)^ВХ, верно неравенство Ф^Ф', при этом число
вхождений функции ф0 в формулу Ф' меньше, чем в Ф и L(Ф/)^L(Ф).
Повторяя эту процедуру несколько раз можно получить формулу Фо над
UUMu{t}, такую, что L(*0)^L(*).

Применяя аналогичные преобразования к формуле Фо, можно постро­
построить формулу *! над C/U9K, такую, что Ф^Ф0^Ф1? L (Ф^ ^ L (Фо) ^ L (Ф).

Рассмотрим функцию г](х)

) в остальных случаях.
Очевидно, что rj G Ар. Формула Ф не принимает значений из Z, отлич­
отличных от нуля, поэтому

По утверждению 9.20 система U U 9Я равномерна в 21. Следовательно,
существуют такие с{, d{, не зависящие от Ф1 и формула Ф2 над 21 экви­
эквивалентная Фр что ?)(Ф2) ^ С\ logL(Ф1) + dx ^ cx \ogL{$) + dx. Поскольку
формула г](Щх)) реализует функцию, принимающую только значения 0
и 1, из утверждения 2.1 следует, что существуют такие константы c2,d2
не зависящие от Ф, и формула Ф3 над Рк^0 1}, эквивалентная гу(ФE)), что
JD(Фз)^c2logL(Ф) + d2. Таким образом, получаем, что

и верно неравенство
D(t(V2(x), ФзС2))) < 1 + max(ci logi(«) + di, c2 logL(«) + d2),

все константы в котором не зависят от исходной формулы Ф. Поскольку
t g 21 и Р^о 1} С 21^ С 21, формула ^(Ф2E), Ф3B)) является формулой над 21.
Следовательно, система С/и9Яи{?, ^о) равномерна в 21.

Утверждение доказано.
Рассмотрим А — разбиение Ек, определенное следующим образом:

А = {Д {aj,..., {am}}, где {a1?..., am} = Ek\Z, a- ^ a^. при i ф j. Таким
образом, если a, bGEk и a~b (mod А), то либо a,b€Z, либо a= b.
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Утверждение 9.23. Пустьа,Ъ,сеЕкиа~Ъ (mod А). Тогда

ф(а, с) ~ фо(Ъ, с) (mod A).

Доказательство. Предположим, что ф(а, с) ^ Z. Тогда по опре­
определению функции ф получаем, что c^Z, ф(а, с) = с = фо(Ь, с).

Предположим, что ф(а, с) е Z. Тогда по определению функции ф по­
получаем, что с е Z. Если аф Z, поскольку а~ Ъ (mod А), получаем, что
а=Ь, значит b^Z, и, следовательно, фо(Ь, с) = О ~ ф(а, с) (mod А). Ес­
Если aGZ, поскольку а~ Ъ (mod А), получаем, что Ъ е Z, и, следовательно,
^0(&, c) = b € Z. Тогда фо(Ь, с)~ф(а, с) (mod A).

Следствие 9.3. Пусть а^ ..., апЕ Ек, п ^ 2. Тогда верно соот­
соотношение

ф(ф .. .@(al5a2),.. .ja^^aj^o^o- • .(фо(а1,а2),.. .,an_1),an)(mod A). B5)

Доказательство. Для п = 2 соотношение B5) непосредственно
следует из утверждения 9.23. Пусть соотношение B5) верно для п = N,
N^2. Покажем, что это соотношение верно и для n = N+l. Положим

q = ф(ф(.. .ф(аи а2), ..., aN_{), aN),
Р = ММ- • -U(ai> а2M • • •> aiv-1)? aiv)­

Тогда по предположению индукции g' ~ p (mod А). Необходимо показать,
что ф(д, aN + l) ~ Ф0(р, aN + \) (mod А). Последнее соотношение следует из
утверждения 9.23. Таким образом, соотношение B5) выполняется для лю­
любого п ^ 2.

Из определений функций щ, ?, ч/>, ^0 вытекает следующее утверждение
Утверждение 9.24.
1)	Пусть а, Ъ^Ек, a€Z. Тогда верны следующие равенства:

щ(а, Ъ) = щ@, Ь), щ(Ъ, а) = щ(Ъ, 0), t(a, Ь) = t@, Ь), t(b, а) = t(b, 0),
^(Ь, а) = ^(Ь, 0), ^0(а, Ь) = фо(О, Ь), ^0(Ь, а) = ^0(Ь, 0).

2)	Пусть а,Ъх,.. .,ЪпеЕк, aeZ, п^З, l^i ^п. Тогда верно равенство

Mn(bi>---> bi-na» bi + n---» bn) = Mn(bn---5 bi-nO, bi + 1,..., bn).

Следствие 9.4. Верны следующие равенства

щ(ф(х, у), z) = щ(фо(х, у), z), ut(x, ф(у, z)) = ut(x, фо(у, z)),
fin(x{, ..., ж._15 ф(х, у), xi+l, ..., хп) = fin(x{, ..., ж._15 фо(х, у), xi+l, ..., жп),

Ь(ф(х, у), z) = Цфо(х, у), z), t(x, ф(у, z)) = t(x, фо(у, z)),
ф(х, ф(у, z)) = ф(х, фо(у, z)),

у)? z) = MMxi у)? z)i Mxi ФЫ z)) = Mxi Му, z))­

Из определений функций ф, ф0 вытекает следующее утверждение.
Утверждение 9.25. Пусть а,ЪеЕк, аф ^\{0}. Тогда ф(а, Ь) =

= фо(а, Ъ).
Следствие 9.5. Верны следующие равенства:

п(хп • • • ,жп), z) = фоA1п(хи ... ,жп), z).
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Утверждение 9.26. Система UUWlU{t, ф} равномерна в 21.
Доказательство. Пусть Ф — формула над С/и9Яи{?, ф}. Следст­

Следствия 9.4 и 9.5 позволяют заменять в формуле некоторые вхождения функции
ф на функцию ф0. Будем заменять вхождения ф на ф0, пользуясь этими ра­
равенствами, до тех пор пока это возможно. Получим эквивалентную формуле
Ф формулу Фо над U U9KU {t, ф, ф0}, в которую либо не входит ф, либо Фо
имеет вид

Ф0(х) = ф(ф(.. .ф(х„ Аг(х)),..., Аг_г(х)), Аг(х)),	B6)
где А3(х), j = 1,..., г, — формулы над UUWlU{t, ф0}, 1 ^ г ^ п, при этом
Ь(Ф) = Ь(Ф0). Если в формулу Фо не входит ф, то воспользуемся равномер­
равномерностью системы С/и9Яи{?, ф0} B 21» доказанной в утверждении 9.22.

Предположим, что Фо имеет вид B6). Положим

ФоB) = ММ' • 'МХИ Al(Z))i • • •> Ar-l(*))i Ar(z))'

Рассмотрим функции Х(х) и rj(x, у) определенные следующим образом

еслиж = 0'	„,ху) = 1ъ если т/= 1;
1 в остальных случаях,	'	\0 в остальных случаях.

Легко видеть, что А, ту е Ар. Покажем, что верно следующее соотношение

Ф0(х) ~ф{г,{х„ Л(Ф0(г»), %(х)).	B7)
Пусть аеЕ?, Ф0(а) = а, \&0(а) = Ь.

Случай 1. Пусть а = Ъ = 0. Тогда верны равенства

Случай 2. Пусть а=ЪфО. Тогда Ъ ^ Z, поскольку ф0 не принимает
значений из Z отличных от нуля. Следовательно, верны равенства

а„ А(Ф0(а))), Ъ0($)) = ф(г](а{, Л(а)), а) = ^(т7(а^ 1), а) = ф(а{, а) = а.

Случай 3. Пусть афЪ. По следствию 9.3 в этом случае а, Ъ е Z.
Следовательно, b =0, поскольку функция ^0 не принимает других значений
из Z. Тогда а? Z\{0}. Из определения функции ф получаем, что Ах(а),...
..., Ar(a)tZ, a^Z и a=a.i. Легко видеть, что верны равенства
ф(г1(а„ А(Ф0(а))), Ф0(а)) = ф(г)(а, А (а)), а) = ф(г](а, 1), а) = ф(а, а) = а.

Следовательно, соотношение B7) выполнено во всех трех случаях.
Поскольку функция, реализуемая формулой А(Ф0EГ)), принадлежит

множеству i\{0>i}» и веРны соотношения Р^{0 1} С Ар = [21], по утверж­
утверждению 2.4 существуют такие константы с{ и dv не зависящие от фор­
формулы Ф, и формула Ф^Ж) над Р?2^ U {0,..., к — 1} С 21, такая, что
D(Ф1)^c1logL(A(Ф0)) + d1 = c1logL(Ф) + d1 и А(Ф0B))~Ф1B). Поскольку
система С/ U9KU {?, ^0} по утверждению 9.22 равномерна в 21, а формула
Фо является формулой над С/и9Яи{?, ^ol' получаем, что существуют такие
константы с2 и с?2, не зависящие от формулы Ф, и формула Ф2B), такая, что
D^2)^c2logL^0) + d2 = c2logL^) + d2 и Ф2E) ~Ф0E). Таким образом,
выполнены соотношения

Ф(х) - фо(ж) ~ф{п{х„ л(Ф0(г»), Ф0(г» - ^(ч(^, * i(?)), *2(^))­

При этом D(^(r7(ж.,Ф1(S)),Ф2(S)))^(c1 + c2)logL(Ф) + cгl + d2 + 2. Отсюда,
поскольку г] G [21], используя утверждение 2.1, получаем, что система U U
U9KU{?, ^} равномерна в 21.

Утверждение доказано.

18 МВК, вып. 13
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Утверждение 9.27. Для всякой функции se& верны равенства

*(м„(ж1> • • •> XJ) = Vn(s(x\), • • •> S(XJ),

s(t(x, у)) = t(s(x), у), з(ф(х, у)) = ф(з(х), s(y)),
з(щ(х, у)) = u8{i)(s(x), s(y)), яра г <Е Ek\Z, s(i) ф 0.

Кроме того, если для s е & и некоторого г е Ek\Z верно равенство
s(i) = 0, то существует такое beEk\Z, что при любом значении х
выполнено соотношение s(x)фЪ и верно равенство

s(ui(x> У)) = ub(s(x)> s(y))­

Доказательство. Пусть s G ©. Заметим, что функция s принима­
принимает значения только из множества {0}UEk\Z.

Покажем, что для любого п^Зи любого набора (а15..., ап) е Ekn верно
равенство s(/xn(a1?..., ап)) = ^(з(ах),..., з(ап)).

Случай 1. Пусть /хи(а15..., ап) = q ф 0. Тогда без ограничения
общности можно считать, что al5..., olu_x = q. Следовательно, верны ра­
равенства

Случай 2. Пусть^п(а1,...,ап) = 0. Тогда s(^n(a1,...,an)) = s@) =
= 0. Предположим, что ^п(в(а!),..., s(an)) = qфO. Тогда без ограничения
общности, можно считать, что s(a{),..., s(an_l) = q. Следовательно а{ = ...
... = ап_х ф 0. Но это противоречит тому, что /хи(а15..., ски) = 0. Значит
Ms(ai), ...,s(«J) = 0.

Пусть a, /3 еЕк. Покажем, что s(t(a, C))=t(s(a), C).
Случай 1. Пусть a^Z, /3 = 1. Тогда верно равенство s(t(a,fl))=s(a).
Случай 1.1. Пусть s(a)?Z. Тогда верно равенство t(s(a),C)=s(a).
Случай 1.2. Пусть s(a) = 0. Тогда верны равенства t(s(a), /3) =

@,/3) = 0 = s(a).
Случай 2. Пусть atZ или Cф 1. Тогда верны следующие равенства

Покажем, что (( )) (() ())
Случай 1. Пусть а, /3 EZ. Тогда верны равенства

Случай 2. Пусть a^Z, C G Z. Тогда верны равенства
з(ф(а, Р)) = s@) = 0, ф(з(а), з(Р)) = ф(з(а), 0).

Случай 2. 1. Пусть s(a) = 0. Тогда верны равенства ф(з(а),0) =
(oo) o()
Случай 2. 2. Пусть s(a)? Z. Тогда верно равенство ^(s(a), 0) = 0.

Таким образом, в случае 2 верно равенство ф(з(а), s(f3)) = 0.
Случай 3. Пусть P?Z. Тогда верно равенство в(ф(а^ f3)) = s(/3).
Случай 3.1. Пусть s(C)?Z. Тогда ф(з(а), з(Р)) = з(Р).
Случай 3.2. Пусть з(Р) = О. Тогда ф(з(а), з(Р)) = ф(з(а), 0) =

= 0=8(Р).
Пусть ieEk\Z, з(г)фО. Покажем, что з(и{(а, f3)) = us{i)(s(a), s({3)).
Случай 1. Пусть а = г. Тогда з(и{(а, C)) = s(i), кроме того, верны

равенства u8{i)(s(a), s(P)) = ua{i)(s(i), s(f3)j = s(i).
Случай 2. Пусть C = г. Этот случай аналогичен случаю 1.
Случай 3. Пусть а фг, /3 фг.
Случай 3.1. Предположим, что а =C.
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Случай 3.1.1. Если s(a)^0, то a ^ Z и верны равенства

Случай 3.1.2. Если s(a) = О, то з(щ(а, Р)) = з@) = 0 =

Случай 3.2. Предположим теперь, что афр. Поскольку а и Р
отличны от г, верны равенства з(щ(а, p)) = s@) = 0 = us(^i)(s(a), s(P)).

Пусть г G Ek\Z и s(i) = 0. Функция s(x) отображает h различных
элементов из Ek\Z в h различных элементов из этого же множества, а
остальные элементы множества Ек функция отображает в 0. Отсюда по­
получаем, что h < к — \Z\. Следовательно, существует такое Ъ е Ek\Z, что
при любом значении х выполнено соотношение в{х)ф Ъ. Покажем, что для
этого Ъ верно равенство

Случай 1. Пусть а = г. Тогда s(?/.(a, Р)) = s(i) = 0, кроме того,
верны равенства ub(s(a), s(P)) = ub@, s(P)) = O.

Случай 2. Пусть Р = г. Этот случай аналогичен случаю 1.
Случай 3. Пусть а фг, Р фг.
Случай 3.1. Предположим, что а =р.
Случай 3.1.1. Если з(а)фО, то а ф Z и верны равенства

з(щ(а,C)) = з(а), ub(s(a),s(P)) = s(a).
Случай 3.1.2. Если s(a) = 0, то в(щ(а, Р)) = s(a) = 0 =@(P)) (()(P))b	b
Случай 3.2. Предположим теперь, что афр. Поскольку а и Р

отличны от г, верны равенства s{ut{a^ p)) = s@) = 0 = ub(s(a), s(P)).
Утверждение доказано.
Утверждение 9.28. Система UUWlU&U{t, ф} равномерна в 21
Доказательство. Используя равенства, полученные в утвержде­

утверждении 9.27, применим лемму 2.2 и учитывая, что С/и9Яи{?, ф} равномерна в
21 получаем, что Система C/U9KU©U{t, ф} равномерна в 21

Утверждение 9.29. Система21 равномерна.
Доказательство. По утверждению 9.28 система С/и9Яиби{ t, ф }

равномерна в 21. Из леммы 2.8 и определения множества 21* получаем, что
система 21 тоже равномерна.

Теорема 9.1. Пусть р — h -арное отношение типа С, h ^ 2. Тогда
существует система 21 такая что Ар = [21] и 21 равномерна.

Доказательство. В разделе 9.1 (утверждение 9.9) мы построили
порождающую систему 2l=C/U9KU2l=(cUCu{t, ф} для класса Ар. Равно­
Равномерность системы 21 доказана в утверждении 9.29.

§ 10. Доказательство основных теорем

В этом параграфе приводятся доказательства теорем, содержащих ос­
основные результаты работы.

Теорема 1 объединяет результаты полученные для семейств предпол­
ных классов при любом k ^ 3, которые верны для любой порождающей
системы. Все эти результаты были получены в предыдущих параграфах и
здесь мы лишь сводим их вместе.

Доказательство теоремы 1. Если [21] является классом типа L
то равномерность 21 следует из теоремы 3.1. Если [21] является классом типа
Р то равномерность 21 следует из теоремы 4.1. Если [21] является классом
типа Е то равномерность 21 следует из теоремы 5.1. Если [21] является
классом типа В то равномерность 21 следует из теоремы 6.1. Доказательство
равномерности 21 в случае, если [21] является классом типа О*, приведено

18*
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в [7]. Если [21] является классом типа Сх то равномерность 21 следует из
теоремы 7.1. Если [21] является классом типа С2 то равномерность 21 следует
из теоремы 8.1. Теорема доказана.

Доказательство следствия 1. Если [21] является классом одного
из типов L, Р, Е, В, то утверждение непосредственно следует из теоремы 1.
Нетрудно показать (см. [7]), что классы типа О, не являющиеся классами
типа О*, существуют только при к ^ 6. Классы типа Ch существуют в Рк
только при к > h. Поэтому в Р3 отсутствуют классы типа О, не являющиеся
классами типа О*, и классы типа Ch при h ^ 3. Следовательно, если [21]
является классом типа О или типа С, то утверждение также вытекает из
теоремы 1. Следствие доказано.

Положим р* = ДД{A,2,3), B,1,3), B,3,1), C,2,1), C,1,2), A,3,2)}. При
к = 4 существует лишь один, с точностью до двойственности, предполный
класс, который не попадает в семейства, указанные в условии теоремы 1, а
именно, в этом случае получаем следующее утверждение.

Доказательство следствия 2. Найдем классы типа С3 которые
содержатся в РА. Пусть р е Е\ — отношение типа С3. Тогда должен су­
существовать набор (ао^а^а2), не принадлежащий отношению р. Элементы
а0, ах, а2 попарно различны, поскольку р содержит все наборы, имеющие
хотя бы два одинаковых элемента. Для любой подстановки s на Е3 на­
набор (ав@), авA), авB)) также не содержится в р. Пусть Е4\{а0, а1? а2} = {Ъ}.
Центр Z отношения р не пуст и не содержит элементов а0, а15 а2. Следо­
Следовательно Z = {Ь}. Таким образом, все наборы из Ef, кроме наборов вида
(as(o), asA), asB)), где s — произвольная подстановка на Е3, содержатся в
р. Легко видеть, что отношение р является двойственным отношению р*,
а именно, существует такая подстановка о на Е4, что (а, Ь, с) е р тогда и
только тогда, когда (<т(а), <т(Ь), <т(с))ер*. Следовательно класс Ар функций,
сохраняющих отношение р и класс Ар* функций, сохраняющих отношение
р*, двойственны. Следствие доказано.

Доказательство теоремы 2. Пусть Ар является предполным
классом типа Ch, h^\. Если h = \, то утверждение теоремы 2 следует из
теоремы 7.1. Если h ^ 2, то утверждение теоремы 2 следует из теоремы 9.1.
Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3. Предположим, что класс Ар не яв­
является классом типа С. Рассмотрим произвольную конечную систему функ­
функций из Рк, такую, что [21] = Ар. В частности, можно положить 21=Ар3) (в [22]
доказано, что в этих случаях [Ар3Ц = Ар). Если Ар является предполным
классом одного из следующих типов: Е, В, L, Р, то по теореме 1 система 21
равномерна. Равномерность системы 21 в случае, если Ар — класс типа О,
доказана в [7].

Предположим теперь, что Ар является классом типа С. Тогда равномер­
равномерная порождающая система в этом классе существует по теореме 2. Теорема
доказана.

Утверждение 1. Пусть 21 и 03 — произвольные конечные систе­
системы функций из Рк, 21 с [03] и система 21 равномерна. Тогда существуют
такие константы a, b, что для всех f e [21] верно неравенство

Доказательство. Пусть т = m(Q3), c{ = max D^{f). По утверж­
утверждению 2.1 для любой функции / из [21] верно неравенство D^{f) ^ c{D^(f).
Поэтому для любой функции / из [21] верна следующая цепочка неравенств
Z,*(/Krn^(/)^rnCl^^
Утверждение доказано.
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Применяя это утверждение к результатам теорем 1-3 получаем сле­
следующие очевидные следствия.

Следствие 3. Пусть 21 и 93 — произвольные конечные системы
функций из Рк, к ^ 3, такие, что [21] = [93] и [21] — является предпол­
ным классом одного из следующих типов: Е, В, О*, L, Р, С{, С2. Тогда
существуют такие константы а и Ъ, что для всех f e [21] верно нера­
неравенство

Следствие 4. Пусть А — произвольный предполный класс в Рк,
2 ^ к ^ 7. Тогда существует такая конечная система функций 21, 2lc Рк,
что А = [21] и для всякой конечной системы функций 03, такой, что
[03] = А, существуют такие константы а и Ъ, что для всех f EA верно
неравенство

Следствие 5. Пусть А — произвольный предполный класс в Рк,
к ^ 2, одного из следующих типов: Е, В, L, Р, С, О*. Тогда существует
такая конечная система функций 21, 2lc Pk, что А = [21] и для всякой
конечной системы функций 03, такой, что [03] = А, существуют такие
константы аиЪ, что для всех f еА верно неравенство

Таким образом, мы показали, что для каждого из предполных классов
типов Е, В, О*, L, Р, Ср С2 все его конечные порождающие системы поли­
полиномиально эквивалентны. Кроме того, для любого предполного класса в Рк
при 2 ^ к ^ 7 и для любого предполного класса при произвольном к ^ 2, кро­
кроме классов типа О, не являющихся классами типа О*, существует конечная
порождающая система 21, которая является в некотором смысле «наихуд­
«наихудшей», а именно, сложность функций в любой другой конечной системе,
порождающей этот класс, ограничена полиномом от сложности функций в
системе 21.

Отметим, что методы, использованные в данной работе при доказа­
доказательстве равномерности порождающих систем для предполных классов к­
значной логики, можно также применять и к некоторым системам, которые
порождают классы, отличные от предполных. Например, если система удов­
удовлетворяет условиям одной из лемм 2.6, 2.7, 2.2, 2.8 или утверждений 3.1,
4.3, то она является равномерной; в частности, при помощи утверждения 3.1
и леммы 2.8 можно доказать равномерность порождающих систем в любом
замкнутом классе, содержащем все функции одной переменной (все такие
классы перечислены в работе Г. А. Бурле [2]).

В заключение автор выражает глубокую благодарность своему науч­
научному руководителю профессору А. Б. Угольникову за постановку задачи и
постоянное внимание к работе.
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