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ÀÍÍÎÒÀÖÈß

Èçó÷åíû âîçìîæíîñòè èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà äëÿ hp�ñõåì, ïîëó÷àåìûõ ïðè àïïðîê-
ñèìàöèè íà íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ñòàáèëèçèðî-
âàííûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìàìè óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà.

Ñòð. 32, òàáë. 4, ðèñ. 17, áèáë. 8 íàçâ.

O.B. Feodoritova, N.D. Novikova, V.T. Zhukov.
An iteration method for high order �nite element schemes. Part II

ABSTRACT

An iterative algorithm for the solution of hp�discretization on unstructured grids is studied.
It is applied for solution of Euler and Navier-Stokes equations discretized by stabilized �nite
element method (FEM). The results of numerical experiments are presented to show capability
of the algorithm.

Ñîäåðæàíèå
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1 Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ñëóæèò ïðîäîëæåíèåì ïóáëèêàöèè [?], â êîòîðîé ïðèâåäåí
èòåðàöèîííîé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì âûñîêîãî ïîðÿäêà, ïî-
ëó÷àåìûõ ïðè äèñêðåòèçàöèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ìå-
òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) èëè åãî ñòàáèëèçèðîâàííûõ âàðèàíòîâ. Â
òîé æå ðàáîòå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðåøåíèþ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé Ïóàññîíà, àíèçîòðîïíîé äèôôóçèè, êîíâåê-
öèè-äèôôóçèè; â [?] ïðèâåäåíû ïðèìåðû íåêîòîðûõ ñïîñîáîâ ïðåäîáóñëàâëè-
âàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñõåì. Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ
ê ðåøåíèþ ñèñòåì óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíûå
hp�àïïðîêñèìàöèè òàêèõ óðàâíåíèé ïðèâîäÿò ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé î÷åíü áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, òðóäíûì äëÿ ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåäóêöèè
ñèñòåì ÌÊÝ âûñîêîãî ïðÿäêà ê çàäà÷àì áîëåå ïðîñòûì è/èëè ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè. Òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ðàçðàáîòêè òàêèõ àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíû,
íàïðèìåð, â [?].
Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ïðàêòè÷åñêîì èçó÷åíèè èòåðàöèîííîãî ìå-

òîäà äëÿ hp-ñõåì íà íåñòðóêòóðíûõ òðåóãîëüíûõ ñåòêàõ. Ïðè ýòîì ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî íà çàäàííîé ñåòêå ñõåìà ñ ëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè (p = 1) ìî-
æåò áûòü ðåøåíà ýôôåêòèâíî. Ýòî åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå, òàê êàê ïðè
èñïîëüçîâàíèè ýëåìåíòîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà ñåòêà ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíî
áîëåå ãðóáîé, ÷åì â ñëó÷àå ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ ñõåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ðå-
øåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñõåìå ïîðÿäêà p = 1
íà òàêîé ãðóáîé ñåòêå, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ëèáî ïðÿìûì ìåòîäîì, ëèáî
èçâåñòíûìè èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè, íàïðèìåð, ìíîãîñåòî÷íûì.

2 Äèñêðåòèçàöèÿ

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âîçíèêà-
þùèå â ïðîöåññå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé Ýéëå-
ðà è Íàâüå-Ñòîêñà. Ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ èùåòñÿ óñòàíîâëåíèåì ïî âðåìåíè,
è ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò â ïðîöåññå ëèíåàðèçàöèè íåÿâ-
íîé íåëèíåéíîé ñõåìû íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâà-
ëèñü íåñòðóêòóðíûå òðåóãîëüíûå ñåòêè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ãåíåðàòîðà
ñåòîê [?]. Äèñêðåòèçàöèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà, àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ïðîãðàììà supgns

C++ ðàçðàáîòàíû Ä.Ñ. Êàìåíåöêèì, îêàçàâøèì òàêæå ïîìîùü â îáåñïå÷å-
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íèè èíòåðôåéñà ìåæäó åãî ïðîãðàììîé è ìîäóëåì ASA F90 ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðåàëèçóþùèì ïðåäëîæåííûé â [?] è èçó÷àåìûé çäåñü
èòåðàöèîííûé àëãîðèòì.
Ïîëíóþ ôîðìóëèðîâêó êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà è

Íàâüå-Ñòîêñà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [?], çäåñü äëÿ ïðîñòîòû ïðèâåäåì
ôîðìóëèðîâêó äèñêðåòíîé çàäà÷è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå. Ïóñòü â îãðàíè÷åííîé
îáëàñòè Ω ⊂ R2 ñ ãðàíèöåé ∂Ω èùåòñÿ ðåøåíèå u(x, y) ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ëèíåéíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

Lu = f, (x, y) ∈ Ω, (2.1)

u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω, (2.2)

çäåñü f(x, y) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Äèñêðåòèçàöèÿ çàäà÷è (2.1) � (2.2) ïðîâî-
äèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â êà÷åñòâå ïðîåêöèîííûõ ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Vh ïðîñòðàí-
ñòâà Ñîáîëåâà H1

0 = {v ∈ H1(Ω), v = 0 íà ∂Ω}; ïîäïðîñòðàíñòâî Vh ñîñòîèò
èç êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè k ≥ 1 (çäåñü è äàëåå ñòåïåíü
ïîëèíîìà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç k) íà òðèàíãóëÿöèè Th ∈ T , îáðàùàþùèõñÿ â
íóëü íà ãðàíèöå ∂Ω.
Ñòàíäàðòíàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

íàéòè ôóíêöèþ uh ∈ Vh òàêóþ, ÷òî

B(uh, vh) = (f, vh), ∀ vh ∈ Vh, (2.3)

çäåñü (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â L2(Ω), B(·, ·) � áèëèíåéíàÿ ôîðìà,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ óðàâíåíèþ (2.1). Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñòàáèëèçèðîâàííûé âàðèàíò ÌÊÝ, êîòîðûé ïðèâîäèòñÿ íèæå â ï.2.3.

2.2 Ñåòêà, ñåòî÷íûå ôóíêöèè

Â îáëàñòè Ω ñòðîèòñÿ íåñòðóêòóðíàÿ òðåóãîëüíàÿ ñåòêà, ïîëó÷åííàÿ ðåãóëÿð-
íîé òðèàíãóëÿöèåé îáëàñòè. Òàêàÿ ñåòêà ñîñòîèò èç l òðåóãîëüíèêîâ T 1, ..., T l,
êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ÿ÷åéêàìè, ïðè÷åì Int T i∩ Int T j = 0 ïðè i 6= j, ãäå
Int T j � âíóòðåííîñòü òðåóãîëüíèêà, à èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàåò ñî âñåé îá-
ëàñòüþ. Òðåóãîëüíèêè ìîãóò èìåòü îáùóþ ñòîðîíó, èëè îáùóþ âåðøèíó èëè
íå èìåòü îáùèõ òî÷åê ñîâñåì. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâ ìîãóò áûòü êðèâîëè-
íåéíûìè äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ ãðàíèö. Ââåäåì ñåòî÷íûå àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèé u, f , ñîõðàíÿÿ çà íèìè ïðåæíèå îáîçíà÷åíèÿ. Êàæäàÿ ÿ÷åéêà
ñåòêè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîíå÷íûé ýëåìåíò çàäàííîãî ïîðÿäêà k = 1, 2, 3, ...
Ïîðÿäîê ýëåìåíòà ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò ÿ÷åéêè ê ÿ÷åéêå, íî äëÿ ïðîñòîòû îãðà-
íè÷èìñÿ ïîñòîÿííûì äëÿ âñåõ ÿ÷ååê ïîðÿäêîì k, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü
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ïîðÿäêîì ñõåìû. Äëÿ ñõåìû ïîðÿäêà k çíà÷åíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé çàäà-
þòñÿ â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà, à òàêæå â íåêîòîðîì ÷èñëå äîïîëíèòåëüíûõ
óçëîâ íà ñòîðîíàõ (ðåáðàõ) òðåóãîëüíèêà è âíóòðè íåãî â çàâèñèìîñòè îò k.
Ïîëíîå ÷èñëî óçëîâ ñåòêè â òðåóãîëüíèêå T t åñòü M = (k + 1)(k + 2)/2, èç
íèõ (k − 1) óçåë ëåæèò íà êàæäîé ñòîðîíå è (k − 1)(k − 2)/2 óçëà ëåæèò
âíóòðè òðåóãîëüíèêà. Ñåòêó, ñîñòîÿùóþ èç âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ è òî÷åê,
ëåæàùèõ íà ðåáðàõ, áóäåì íàçûâàòü îñíîâíîé è îáîçíà÷àòü Nh (ðèñ. 1 à).
Ïîëíóþ ñåòêó, âêëþ÷àþùóþ óçëû ñåòêè Nh è óçëû âíóòðè òðåóãîëüíèêîâ
îáîçíà÷èì Mh. Ïðè k = 1, 2 ñåòêè Nh è Mh ñîâïàäàþò. Íà ñåòêå Nh áóäåò çà-
ïèñûâàòüñÿ äèñêðåòíàÿ ñõåìà, ñåòêà Mh èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîãî
âîñïîëíåíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé. Ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé H1

0 áóäåì àïïðîê-
ñèìèðîâàòü ïðîñòðàíñòâîì Vh íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíê-
öèé, êàê â ñòàíäàðòíîì ÌÊÝ. Ôóíêöèÿ w ∈ Vh, àïïðîêñèìèðóþùàÿ ëþáóþ
ôóíêöèþ u ∈ H1

0 , â êàæäîé ÿ÷åéêå ÿâëÿåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì ïîëèíîìîì
ñòåïåíè k ïî óçëàì ñåòêè Mh .

2.3 Ñòàáèëèçèðîâàííûå ñõåìû Ãàëåðêèíà

Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ äîìèíèðóþùèì êîíâåêòèâíûì ïåðåíîñîì, à òàê-
æå äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé Ýéëåðà è Íàâüå-Ñòîêñà, îáû÷íî èñïîëüçóþò ìåòîäû
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Ïåòðîâà-Ãàëåðêèíà, èëè, êàê èõ åùå íàçûâàþò, ñòàáèëè-
çèðîâàííûå ñõåìû Ãàëåðêèíà [?] èùåòñÿ u ∈ Vh òàêàÿ, ÷òî äëÿ ∀ v ∈ Vh

B(u, v) +
∑
t

(τ(Lu− f), Lv)T = (f, v), (2.4)

ãäå τ � ïàðàìåòð ñõåìû, ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ÿ÷åéêàì ñåòêè;
èíäåêñ T îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ÿ÷åéêå T = T t. Ñòàáèëèçè-
ðóþùèé îïåðàòîð L îïðåäåëÿåò òèï ìåòîäà. Îãðàíè÷èìñÿ äâóìÿ áëèçêèìè
ñëó÷àÿìè, êîãäà â êà÷åñòâå L âûáèðàåòñÿ èñõîäíûé îïåðàòîð L (Galerkin/least
squares, GLS) èëè åãî êîíâåêòèâíàÿ ÷àñòü (streamline upwind/Petrov-Galerkin,
SUPG). Äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïàðàìåòð τ � ìàòðèöà,
ýëåìåíòû êîòîðîé â êàæäîé ÿ÷åéêå îïðåäåëÿþòñÿ åå ðàçìåðàìè è êîýôôè-
öèåíòàìè óðàâíåíèé â íåé. Íàçíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà � ðåãóëèðîâàòü âå-
ëè÷èíó èñêóññòâåííîé âÿçêîñòè, äîáàâëÿåìîé â óðàâíåíèÿ äëÿ ïîäàâëåíèÿ
áîëüøèõ íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé.

2.4 Ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàþùóþ â ðåçóëüòàòå ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà èëè Íàâüå-Ñòîêñà:

Au = b. (2.5)
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Çäåñü A � ìàòðèöà æåñòêîñòè ðàçìåðíîñòè N × N , u � âåêòîð íåèçâåñòíûõ
uh îòíîñèòåëüíî êîíå÷íî-ýëåìåíòíîãî áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå Vh. Êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûé áàçèñ ìîæåò áûòü âûáðàí ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Â äàííîé ðàáîòå
áóäóò ðàññìîòðåíû äâà áàçèñà� ëàãðàíæåâ è èåðàðõè÷åñêèé, êàê ïðàâèëî èñ-
ïîëüçóåìûå â ÌÊÝ. Â ëàãðàíæåâîì áàçèñå ëîêàëüíûå áàçèñíûå ôóíêöèè â
ÿ÷åéêàõ ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè îäíîé è òîé æå ñòåïåíè k; â èåðàðõè÷åñêîì
áàçèñå îíè óïîðÿäî÷åíû ïî ñòåïåíÿì: ëèíåéíûå ôóíêöèè, àññîöèèðîâàííûå
ñ âåðøèíàìè ÿ÷ååê, ïîñëåäîâàòåëüíî äîïîëíÿþòñÿ ïîëèíîìàìè âñå áîëåå âû-
ñîêîé ñòåïåíè, ñâÿçàííûìè ñî ñòîðîíàìè ÿ÷ååê, à äëÿ k > 2 åùå è ñ âíóò-
ðåííèìè óçëàìè â ÿ÷åéêàõ. Ñòåïåíè ñâîáîäû âíóòðè ÿ÷ååê èñêëþ÷àþòñÿ ñ
ïîìîùüþ ïðîöåäóðû "static condensation ò.å. ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.5) ñâÿçû-
âàåò íåèçâåñòíûå, àññîöèèðîâàííûå òîëüêî ñ óçëàìè òðèàíãóëÿöèè è òî÷êàìè
íà ðåáðàõ.
Ïóñòü ìàòðèöà A è âåêòîð b ëèíåéíîé ñèñòåìû (2.5) âîçíèêàþò â ðåçóëüòà-

òå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè â êàêîì-ëèáî áàçèñå Φ1. Òîãäà ïåðåõîä
â äðóãîé áàçèñ Φ2 îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ā = CTAC è
b̄ = CT b, ãäå C � ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà Φ1 ê áàçèñó Φ2, T � îïåðà-
öèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ. Âûáîð áàçèñà âëèÿåò íà îáóñëîâëåííîñòü ëèíåéíîé
ñèñòåìû è, êàê ñëåäñòâèå, íà òðóäíîñòü åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Åñëè îäèí èç
ðàññìàòðèâàåìûõ áàçèñîâ � ëàãðàíæåâ è èåðàðõè÷åñêèé � áóäåò èìåòü çàìåò-
íîå ïðåèìóùåñòâî, òî ìîæíî ëèáî ñðàçó çàïèñûâàòü ñõåìó â òàêîì áàçèñå,
ëèáî äåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû æåñòêîñòè íà ýòàïå ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êàê ýòî äåëàëîñü â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

3 Îïèñàíèå èòåðàöèîííîãî àëãîðèòìà

3.1 Îïèñàíèå ñåòî÷íûõ ñòðóêòóð: ïîäðîáíûé è ãðóáûé óðîâíè

B ï. 2.1 äëÿ ñõåìû ïîðÿäêà k áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå îñíîâíîé ñåòêè Nh êàê
ìíîæåñòâà âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ è òî÷åê, ëåæàùèõ íà ðåáðàõ òðèàíãóëÿ-
öèè. Ñåòêó Nh áóäåì íàçûâàòü ñåòêîé ïåðâîãî óðîâíÿ, èëè ïîäðîáíîé. Ñåòêà
âòîðîãî óðîâíÿ, èëè ãðóáàÿ ñåòêà â òåðìèíîëîãèè ìíîãîñåòî÷íîãî ìåòîäà,
ñîäåðæèò òîëüêî óçëû òðèàíãóëÿöèè. Ïðèìåð ôðàãìåíòîâ ñåòîê íà êàæäîì
óðîâíå ïîêàçàí íà ðèñ. 1. Íà ñåòêå ïåðâîãî óðîâíÿ ìû èìååì äâå ãðóïïû
íåèçâåñòíûõ. Ãðóïïà uc ñâÿçàíà ñ óçëàìè òðèàíãóëÿöèè, íàçîâåì èõ c � óç-
ëàìè. Ãðóïïà uf ñâÿçàíà ñ òî÷êàìè íà ðåáðàõ ÿ÷ååê, íàçîâåì èõ f � óçëàìè.
Ïðåäñòàâëåíèåì âåêòîðà íåèçâåñòíûõ u â âèäå (uc, uf) ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå
óðàâíåíèé (2.5) íà äâå ãðóïïû. Óðàâíåíèÿ ïåðâîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâóþò c �
óçëàì , à óðàâíåíèÿ âòîðîé � f � óçëàì, íî øàáëîíû êàæäîãî óðàâíåíèÿ
âêëþ÷àþò óçëû îáîèõ òèïîâ.
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../eps/grids.pdf

Ðèñ. 1: a, b � ôðàãìåíòû cåòîê ïåðâîãî è âòîðîãî óðîâíåé

3.2 Îïåðàòîðû íà êàæäîé ñåòêå.

Äëÿ ñõåì ïîðÿäêà k ≤ 2 äèñêðåòíûé îïåðàòîð íà ïîäðîáíîé ñåòêå îïðå-
äåëÿåòñÿ èñõîäíîé ìàòðèöåé æåñòêîñòè Ah , ñâÿçàííîé ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
áèëèíåéíîé ôîðìîé, à ïðè k > 2 � ìàòðèöåé ñèñòåìû, ïîëó÷åííîé ïîñëå
òî÷íîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ, àññîöèèðîâàííûõ ñ âíóòðåííèìè òî÷êàìè
ÿ÷ååê. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5) ñ÷èòàåòñÿ
ïðåîáðàçîâàííîé ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì.
Êîíñòðóêöèÿ îïåðàòîðà íà ãðóáîé ñåòêå çàâèñèò îò âûáðàííîãî êîíå÷íî-

ýëåìåíòíîãî áàçèñà. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì óçëîâîé (ëàãðàíæåâ)
è èåðàðõè÷åñêèé áàçèñû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì u â âèäå (uc, uf)
ìàòðèöó ñèñòåìû (2.5) çàïèøåì â áëî÷íîé ôîðìå:

Ah =

(
Acc Acf

Afc Aff

)
.

Â ñëó÷àå èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà â êà÷åñòâå îïåðàòîðà íà ãðóáîé ñåòêå åñòå-
ñòâåííî âûáðàòü áëîê Acc, ñîîòâåòñòâóþùèé àïïðîêñèìàöèè êóñî÷íî-ëèíåé-
íûìè ïîëèíîìàìè â ñëó÷àå ñòàíäàðòíîãî ÌÊÝ (2.3).
Ãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèåé ïðè ïîñòðîåíèè ãðóáîãî îïåðàòîðà â ñëó÷àå

ëàãðàíæåâîãî áàçèñà ÿâëÿåòñÿ ìàêðîýëåìåíò (ÌÝ). Ìàêðîýëåìåíò � ýòî ïðî-
èçâîëüíîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ÿ÷ååê ñåòêè ñ ââåäåííîé ñïåöèôèêàöèåé óçëîâ
îñíîâíîé ñåòêè, ïîïàâøèõ â ÌÝ. Èñïîëüçóþòñÿ äâà âèäà ìàêðîýëåìåíòîâ:

• ïðîñòîé ÌÝ: îáúåäèíåíèå âñåõ ÿ÷ååê, èìåþùèõ âûäåëåííûé óçåë â êà÷å-
ñòâå îäíîé èç âåðøèí;

• ðàñøèðåííûé MÝ: ïîäîáëàñòü ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ÿâëÿþùàÿñÿ îáúåäè-
íåíèåì íåêîòîðîãî ÷èñëà ÿ÷ååê. Â ìîäåëüíûõ çàäà÷àõ òàêèå ÌÝ ìîãóò
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ñòðîèòñÿ âðó÷íóþ, íî îáû÷íî ìû èñïîëüçîâàëè ïðîãðàììó METIS [?]
äëÿ äåêîìïîçèöèè âñåé îáëàñòè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäîáëàñòè, à çà-
òåì ïðèñîåäèíÿëè ê êàæäîé ïîäîáëàñòè ÿ÷åéêè, ó êîòîðûõ îäíà èëè äâå
âåðøèíû ïîïàëè íà ãðàíèöó ïîäîáëàñòè.

Êàæäûé óçåë, ïðèíàäëåæàùèé ÌÝ, ïîëó÷àåò îäíó èç ñëåäóþùèõ ñïåöèôè-
êàöèé c/r/e, â çàâèñèìîñòè îò êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîá îáðàáîòêè óçëà.
Âñå óçëû íà ãðàíèöå ÌÝ èìåþò ñïåöèôèêàöèþ c èëè e; ê c�óçëàì îòíîñèì
óçëû òðèàíãóëÿöèè, ê e�óçëàì � òî÷êè, ëåæàùèå íà ãðàíè÷íûõ ðåáðàõ ÌÝ.
Âñå âíóòðåííèå óçëû ÌÝ (ò.å. óçëû, øàáëîí êîòîðûõ ïîëíîñòüþ ïîãðóæåí â
ÌÝ) èìåþò c è r ñïåöèôèêàöèþ; êàê ïðàâèëî, ê c�óçëàì îòíîñèì óçëû òðèàí-
ãóëÿöèè, ê r�óçëàì � òî÷êè íà âíóòðåííèõ ðåáðàõ. Õîòÿ, êîíå÷íî, ÷àñòü óçëîâ
òðèàíãóëÿöèè ìîæåò áûòü äîáàâëåíà ê ïîäìíîæåñòâó r�óçëîâ. Íà ðèñ. 2 ïî-
êàçàí ïðîñòîé ÌÝ ñ óêàçàíèåì ñïåöèôèêàöèè âñåõ óçëîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèì
îáðàçîì ñïåöèôèöèðóþòñÿ è çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè â ÌÝ.

../eps/simp3.pdf

Ðèñ. 2: Ïðîñòîé ÌÝ ñ òèïè÷íîé ñïåöèôèêàöèåé óçëîâ

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãðóáîãî îïåðàòîðà îñíîâàí íà ïðèáëèæåííîì èñêëþ-
÷åíèè f�êîìïîíåíòû ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì îòäåëüíûé MÝ. Ïóñòü uk, uk+1 �
äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ ê ðåøåíèþ èñõîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû,
δ = uk+1 − uk � èñêîìàÿ ïîïðàâêà. Äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ òèïà c è r äàííîãî
ÌÝ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîïðàâêè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
ñëåäóþùåì áëî÷íîì âèäå:

[
Acc Acr Ace

Arc Arr Are

]δcδr
δe

 =

[
gc
gr

]
, (3.1)

ãäå g = b− Auk � íåâÿçêà. Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó â êîìïàêòíîé ôîðìå
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Ame
h δme = gme, (3.2)

ãäå Ame
h � ìàòðèöà ÌÝ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ íåäîîïðå-

äåëåííîé. Âåëè÷èíû δr ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû òî÷íî, ïîñëå ÷åãî îñòàþòñÿ
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ δc è δe:

(Acc − AcrA
−1
rr Arc)δc + (Ace − AcrA

−1
rr Are)δe = gc − AcrA

−1
rr gr. (3.3)

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ δe ïðèìåíèì ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó:

δe = Wδc,

ãäå W � çàäàííàÿ èíòåðïîëèðóþùàÿ ìàòðèöà. Îíà ìîæåò áûòü îïðåäåëå-
íà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàèáîëåå ïðîñòîé è èñïîëüçóåìûé â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ñïîñîá � ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ âäîëü ðåáåð ñåòêè.
Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåííûõ δe ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíå-

íèé äëÿ c�ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âíóòðåííèì óçëàì ÌÝ.

Ame
H δc = ḡc, (3.4)

ãäå
AH

me = Acc − AcrA
−1
rr Arc + (Ace − AcrA

−1
rr Are)W (3.5)

� îïåðàòîð íà ãðóáîé ñåòêå, à íåâÿçêà íà ãðóáîé ñåòêå äàåòñÿ âûðàæåíèåì

ḡc = gc − AcrA
−1
rr gr .

3.3 Îïåðàòîðû èíòåðïîëÿöèè è ñáîðêè

Ïðåäûäóùàÿ ïðîöåäóðà îïðåäåëÿò îïåðàòîð èíòåðïîëÿöèè P â ÌÝ, êîòîðûé
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè gc, îïðåäåëåííîé â c�óçëàõ ÌÝ, ñå-
òî÷íóþ ôóíêöèþ g = [gc, gr, ge], îïðåäåëåííóþ âî âñåõ óçëàõ ÌÝ, ïî ôîðìóëå:

g = Pgc, ãäå P = [I; −A−1rr (Arc + AreW ); W ] T , (3.6)

Îïåðàòîð ñáîðêè â ÌÝ èìååò âèä:

R = [I, −Acr A
−1
rr ]. (3.7)

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ èíòåðïîëÿöèè è ñáîðêè ìîæíî çàïèñàòü îïåðàòîð
íà ãðóáîé ñåòêå â âèäå

Ame
H = R Ame

h P, (3.8)

ò.å. óðàâíåíèÿ íà ãðóáîé ñåòêå ôîðìèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, íàçûâà-

åìîé â ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå ãàëåðêèíñêîé.
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Ïðèâåäåííûå âûøå îïåðàòîðû îïðåäåëåíû íà øàáëîíàõ, àññîöèèðîâàííûõ
ñ êàæäûì ÌÝ. Óðàâíåíèÿ íà âñåé ãðóáîé ñåòêå ôîðìèðóþòñÿ ñóììèðîâàíèåì
ïî âñåì ÌÝ â îáëàñòè è èìåþò âèä:

AHδc = gc .

Ðåçóëüòèðóþùóþ ìàòðèöó AH ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòîðîå ïðè-
áëèæåíèå ê äîïîëíåíèþ Øóðà S = Acc − Acf A

−1
ff Afc. "Ðàññòîÿíèå"ìåæäó

òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì äîïîëíåíèåì Øóðà çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ÌÝ è âû-
áîðà èíòåðïîëèðóþùåé ìàòðèöûW . Òî÷íîå äîïîëíåíèå Øóðà áóäåò ïîëó÷å-
íî, åñëè ÌÝ ñîâïàäåò ñî âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòüþ. ßñíî, ÷òî ðàñ÷åò S òðó-
äîåìîê è, ïî-âèäèìîìó, íå íóæåí, êàê ýòî ïîêàçàíî ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ â [?].
Îïåðàòîð íà ãðóáîé ñåòêå â ñëó÷àå èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà. Äëÿ

èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñà îïåðàòîð íà ãðóáîé ñåòêå, êàê è îïåðàòîðû ìåæñåòî÷-
íîãî ïåðåõîäà, èìåþò áîëåå ïðîñòîé âèä:

AH = Acc, R = [I, 0 ], P = R∗ = [I, 0 ]T .

Ñãëàæèâàþùàÿ ïðîöåäóðà. Â ñòàíäàðòíîì ìíîãîñåòî÷íîì ìåòîäå
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïåðåõîäà íà áîëåå ãðóáóþ ñåòêó íóæíî íà òåêó-
ùåé ïîäðîáíîé ñåòêå îáåñïå÷èòü ãëàäêîñòü íåâÿçêè, ò.å. ïîãàñèòü ñ ïîìî-
ùüþ äîñòàòî÷íî ïðîñòîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà âûñîêî÷àñòîòíûå êîìïîíåí-
òû íåâÿçêè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäóðû íåñêî-
ëüêî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ. Îñíîâíûì áóäåò áëî÷íûé ìåòîä Ãàóññà-Çåéäåëÿ,
îñíîâàííûé íà äåêîìïîçèöèè îáëàñòè ñ ïîìîùüþ METIS[?], íî áóäåò èñïîëü-
çîâàòüñÿ è ïðîñòåéøèé âàðèàíò, êîãäà êàæäûé áëîê ñîâïàäàåò ñ ïðîñòûì
ÌÝ. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû íåñêîëüêî áëîêîâ ðåëàêñàöèè, â îäíîì èç íèõ îò-
ìå÷åíû èñêëþ÷àåìûå íåèçâåñòíûå (äëÿ ñõåìû ïîðÿäêà 2). Ðåëàêñàöèþ, áëî-
êè êîòîðîé óñòðîåíû òàêèì îáðàçîì, áóäåì íàçûâàòü "òî÷å÷íîé". Ïðè ðàñ-
÷åòå êàæäîãî áëîêà ñîîòâåòñòâóþùèå âíóòðåííèå c� è r�ïåðåìåííûå áóäóò
îáíîâëÿòüñÿ îäíîâðåìåííî. Âàðèàíò, êîãäà îáíîâëÿþòñÿ òîëüêî âíóòðåííèå
r�ïåðåìåííûå, òàêæå áûë èñïîëüçîâàí â ðàñ÷åòàõ, íî îêàçàëñÿ íåóäà÷íûì.
Ïðîöåäóðà ñãëàæèâàíèÿ, ò.å. ïåðåõîä îò òåêóùåãî èòåðàöèîííîãî ïðèáëè-

æåíèÿ uk ê áîëåå "ãëàäêîìó"ūk ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñãëà-
æèâàíèÿ S, êîòîðûé òåêóùóþ îøèáêó ε0 = uk − u çà øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ
ïðåîáðàçóåò â îøèáêó ε1 = ūk − u : ε1 = Sµε0. Êîíêðåòíûé âèä îïåðàòîðà S
íå âàæåí; ìîæíî, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿòü åãî â âèäå S = (I − B−1A) , ãäå
îïåðàòîð ðåëàêñàöèè B äîëæåí áûòü áëèçîê ê A íà íåãëàäêîé ÷àñòè ñïåêòðà.
Èòåðèðóþùèé îïåðàòîð. Äåòàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà ïðèâåäåíî íè-

æå â 3.4. Ïîëíûé èòåðèðóþùèé îïåðàòîð M ýòîãî àëãîðèòìà èìååò âèä:

M = Sµ1(I − PA−1H RAh)S
µ2, (3.9)
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Ðèñ. 3: Ñåòêà âáëèçè òåëà. Ïðèìåðû áëîêîâ "òî÷å÷íîé"ðåëàêñàöèè

ãäå (I−PA−1H RAh) � îïåðàòîð êîððåêöèè , µ1, µ2 � ÷èñëî øàãîâ ñãëàæèâàíèÿ

äî è ïîñëå êîððåêöèè ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîðû èíòåðïîëÿöèè P è ñáîðêè
è R îïðåäåëåíû ñâîèìè øàáëîííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè (3.6) è (3.7).
Ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(M) îïåðàòîðà Ì îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

èòåðàöèé; ðàçóìíóþ òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ρ(M) íà íåñòðóêòóðíûõ ñåòêàõ
äàòü ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî, ìû ïðèâåäåì íåêîòîðûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà, ïîëó÷åííûå â êîíêðåòíûõ ðàñ÷å-
òàõ.

3.4 Àëãîðèòì

Ïóñòü íà îñíîâíîé ñåòêå çàäàíî èòåðàöèîííîå ïðèáëèæåíèå uk. Ïåðåõîä ê
íîâîé èòåðàöèè um+1 ïðîèñõîäèò â òðè ýòàïà:

1. Ñãëàæèâàíèå íåâÿçêè äî êîððåêöèè:

Ïî um âû÷èñëÿåì um ñ ïîìîùüþ µ1(≥ 0) øàãîâ ñãëàæèâàþùåé ïðîöåäó-
ðû;

2. Ãðóáîñåòî÷íàÿ êîððåêöèÿ:

Âû÷èñëÿåì íåâÿçêó g = b− Aum ;

Íàõîäèì ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ñáîðêè íåâÿçêó gc íà ãðóáîé ñåòêå;

Ðåøàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîïðàâêè δc íà ãðóáîé ñåòêå;
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Íàõîäèì δ ïîïðàâêó íà îñíîâíîé ñåòêå èíòåðïîëÿöèåé δc ñ ãðóáîé ñåòêè;

Ïðîâîäèì êîððåêöèþ: ũm = um + δ;

3. Ñãëàæèâàíèå íåâÿçêè ïîñëå êîððåêöèè:

Ïî ũm âû÷èñëÿåì um+1 ñ ïîìîùüþ µ2(≥ 0) øàãîâ ñãëàæèâàþùåé ïðîöå-
äóðû.

Ïåðåõîä îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u0 ê um ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

um = Mmu0 + (I −Mm)A−1b, (3.10)

ãäå èòåðèðóþùèé îïåðàòîð M ïðèâåäåííîãî âûøå àëãîðèòìà äàí â (3.9).
Îöåíêà ñðåäíåé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèé ρ ðàññ÷èòûâàëàñü ïî ôîð-

ìóëå: ρ = (rm/r0)
1/m, ãäå m � íîìåð èòåðàöèè, rm � íîðìà íåâÿçêè íà îñ-

íîâíîé ñåòêå, r2m =
n=N∑
n=1

(b − Aum)2n. Íà÷àëüíàÿ íåâÿçêà âû÷èñëÿëàñü ïðè

u0 ≡ 0. Èòåðàöèè ïðîâîäèëèñü äî äîñòèæåíèÿ çàäàííîé îòíîñèòåëüíîé òî÷-
íîñòè ε : rm/r0 < ε. Ñèñòåìà äëÿ ïîïðàâêè ðåøàëàñü èòåðàöèîííûì ìåòîäîì
GMRES [?] ñ îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòüþ εc. Îáû÷íî, åñëè íå îãîâîðåíî ïðî-
òèâíîå, çàäàåòñÿ ε = 10−10 è εc = 10−5. Òî÷íîñòü εc � ýòî ïàðàìåòð, êîòîðûé
ìîæåò âëèÿòü íà ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà (ñì. [?]).
Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì áóäåì íàçûâàòü AS�L è AS�H â ñëó÷àå ëàãðàíæå-

âîãî è èåðàðõè÷åñêîãî áàçèñîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Îòìåòèì, ÷òî äàííûé àëãîðèòì ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê èòåðàöèîííûé

àëãîðèòì ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (òîãäà ÷èñëî èòåðàöèé m îïðåäåëÿ-
åòñÿ çàäàííîé òî÷íîñòüþ è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì). Ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü åãî êàê ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàäàâàÿ íåáîëü-
øîå ôèêñèðîâàííîé ÷èñëî èòåðàöèé, è íå êîíòðîëèðóÿ äîñòèãàåìóþ òî÷-
íîñòü. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäîáóñëàâëèâàþùèé îïåðàòîð C îïðåäåëÿåòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì C−1 = (I −Mm)A−1, à îïåðàòîð ïðåäîáóñëîâëåííîé ñèñòåìû åñòü
C−1A ≡ (I −Mm). Ìîæíî íå òðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ‖ I −Mm ‖< 1;
äëÿ ýôôåêòèâíîñòè íóæíî, ÷òîáû C−1A ' I. Ìû êðàòêî çàòðîíåì âîïðîñ î
âîçìîæíîñòÿõ àëãîðèòìà AS�L êàê ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé â ï. ??.
Ïåðåõîäÿ ê îïèñàíèþ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ çàìåòèì, ÷òî ãîâîðÿ îá

îáðàùåíèè ìàòðèö èëè îïåðàòîðîâ, ìû îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåì ÷èñëåííîå ðå-
øåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, à íå íàõîæäåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû.
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