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Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü ïðîöåññà

ðàâíîâåñíîé êðèñòàëëèçàöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ðàñòâîðà. Ïðåäëîæåí

ïðàêòè÷åñêè áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûé ìåòîä å¼ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Àë-

ãîðèòì ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ â øèðîêîì äèàïà-

çîíå ïàðàìåòðîâ. Íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ

â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèÿõ, îïðåäåëåíà îáëàñòü ïðèìåíèìî-

ñòè èñïîëüçóåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññà

æèäêîôàçîâîé ýïèòàêñèè.

Abstract

A solid-liquid diffusion model for equilibrium multi-component alloy so-

lidification is developed. Practically unconditionally stable numerical pro-

cedure is proposed for it’s solution. Algorithm provides reliable results

in wide range of parameters. To specify the condition of use for differ-

ent liquid phase epitaxy mathematical models comparison of calculations

performed in frame of disparate physical approaches is done.
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1 Ââåäåíèå

Ìåòîä æèäêîôàçîâîé ýïèòàêñèè (ÆÔÝ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèñòàëëè-

çàöèþ èç ðàñòâîðà-ðàñïëàâà íà ïîäëîæêå îïðåäåëåííîé êðèñòàëëîãðà-

ôè÷åñêîé îðèåíòàöèè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íàñûùåííûé ïðè íà÷àëü-

íîé òåìïåðàòóðå ðàñòâîð êðèñòàëëèçóþùèõñÿ êîìïîíåíòîâ ïðèâîäèòñÿ

â êîíòàêò ñ ïîäëîæêîé, è âñÿ ñèñòåìà îõëàæäàåòñÿ ïî çàäàííîìó çàêî-

íó. Ñ ïîíèæåíèåì òåìïåðàòóðû æèäêàÿ ôàçà ñòàíîâèòñ ïåðåñûùåííîé,

è ðàñòâîðåííûå â íåé âåùåñòâà îñàæäàþòñÿ íà ãðàíèöå ðàñïëàâ - ïîä-

ëîæêà â âèäå ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî ñëîÿ.[1]

Ýòîò ïðîöåññ äàâíî è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ïðîìûøëåííîñòè äë

ïîëó÷åíèÿ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñîåäèíåíèé. Îäíàêî, óäîâëåòâîðèòü âû-

ñîêèì òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâëÿåìûì ñîâðåìåííûì ïðèáîðîñòðîåíèåì ê

ñâîéñòâàì è êà÷åñòâó ìàòåðèàëîâ, ìîæíî ëèøü íà îñíîâå äåòàëüíîãî

òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà, îñîáåííî

â ñëó÷àå ïîëó÷åíèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñòðóêòóð. Íàòóðíûå ýêñïåðè-

ìåíòû â ýòîé îáëàñòè ñëîæíû, òðåáóþò áîëüøèõ çàòðàò ýíåðãèè, èõ ðå-

çóëüòàòû íóæäàþòñÿ â ñïåöèàëüíîé äîðîãîñòîÿùåé îáðàáîòêå. Ïîýòîìó

âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ýòàïîì â èçó÷åíèè

ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ ïðè æèäêîôàçîâîé ýïèòàêñèè.[2]�

[11]

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ æèäêîôàçîâàÿ ýïèòàêñèÿ òâåðäûõ ðàñòâî-

ðîâ AxByC1−x−yD, ãäå A, B, C ýëåìåíòû âòîðîé, D - øåñòîé ãðóïïû

òàáëèöû Ä.È.Ìåíäåëååâà. Ðîñò îñóùåñòâëÿåòñÿ èç ðàñòâîðà-ðàñïëàâà íà

îñíîâå ýëåìåíòà D. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â îäíîìåðíîì äèôôóçèîí-

íîì ïðèáëèæåíèè, ó÷èòûâàþùåì äèôôóçèþ â æèäêîé è òâåðäîé ôàçàõ

è äâèæåíèå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè. Ó÷¼ò äèôôóçèè â òâåðäîé ôàçå

ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñàìîñîãëàñîâàííóþ ìîäåëü ïðîöåññà, êîòîðàÿ äàåò

âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü êàê ïðîöåññ ðîñòà ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîãî ñëîÿ,

òàê è åãî ðàñòâîðåíèå, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ èçó÷åíèÿ âàæíûõ ñ ïðàêòè-
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÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàðèàíòîâ ÆÔÝ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è ïðåäëîæåí íàäåæíûé êîíå÷íî-

ðàçíîñòíûé àëãîðèòì. Îí îñíîâàí íà ñîâìåñòíîì ðåøåíèè ñèñòåìû óðàâ-

íåíèé îòíîñèòåëüíî âåêòîðà íåèçâåñòíûõ, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿ-

þòñÿ âñå èñêîìûå êîíöåíòðàöèè â æèäêîé è òâåðäîé ôàçàõ. Â ðàáîòàõ

[12, 13], äë òð¼õêîìïîíåíòíûõ ñîåäèíåíèé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïîñëå-

äîâàòåëüíîì ðåøåíèè óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ íà ãðàíèöå æèäêîå � òâåð-

äîå äèàãðàììîé ñîñòîÿíèÿ è áàëàíñíûìè ñîîòíîøåíèÿìè, âîçíèêàþò ñó-

ùåñòâåííûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèåé óñëîâèé íà

ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç, â òî âðåìÿ êàê ïðè ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óäàåòñÿ

ïîñòðîèòü ïðàêòè÷åñêè áåçóñëîâíî óñòîé÷èâóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöå-

äóðó. Â çàäà÷å, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ðàáîòå, ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ

íå òîëüêî óâåëè÷åíèåì ÷èñëà êîìïîíåíòîâ â ñèñòåìå, íî è ó÷åòîì â ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ìîäåëè íîâûõ ôàêòîðîâ: äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè

è äèôôóçèè â òâåðäîé ôàçå.

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ äèôôó-

çèè â òâåðäîé ôàçå íà óñëîâèÿ ðîñòà ÝÑ è èõ ñîñòàâ. Ðåçóëüòàòû ñðàâ-

íèâàþòñÿ ñ äàííûìè èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà â ðàìêàõ áîëåå ïðîñòûõ ìî-

äåëåé, íå ó÷èòûâàþùèõ ëèáî äèôôóçèþ â òâåðäîé ôàçå, ëèáî äâèæå-

íèå ôðîíòà. Ìîäåëè òàêîãî òèïà ïðèìåíÿþòñÿ â îäíîìåðíîì è äâóìåð-

íîì ïðèáëèæåíèè ïðè èçó÷åíèè óñëîâèé âûðàùèâàíè ýïèòàêñèàëüíûõ

ñòðóêòóð [2]�[11]. Öåëüþ ñðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå îáëàñòè ïðè-

ìåíèìîñòè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìîäåëåé, ïîñòðîåíèå èõ èåðàðõèè, ÷òî ñ

îäíîé ñòîðîíû îáåñïå÷èâàåò àäåêâàòíîå îïèñàíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ,

à ñ äðóãîé � íå ïðèâîäèò ê ÷ðåçìåðíîìó óñëîæíåíèþ çàäà÷è.

2 Ïîñòàíîâêà äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ÆÔÝ ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î êðèñòàëëèçà-
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öèè è ðàñòâîðåíèè ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû.

Æèäêàÿ ôàçà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñòâîð êîìïîíåíòîâ A, B, C â

ðàñïëàâå D, ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèé ýïèòàêñèàëüíûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ òâåð-

äûì ðàñòâîðîì AxByC1−x−yD [1]. Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïî-

ëîæåíèåì ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, ñîñòàâîì æèäêîé ôàçû, êîòîðûé çà-

äàåòñ êîíöåíòðàöèåé ýëåìåíòîâ A, B, C, è ñîñòàâîì òâåðäîé ôàçû. Äëÿ

åãî îïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íî çàäàòü êîíöåíòðàöèþ äâóõ íåçàâèñèìûå êîì-

ïîíåíòîâ. Ñîäåðæàíèå òðåòüåãî íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ1:

cs(AD)[ìîë.äîëè] + cs(BD)[ìîë.äîëè] + cs(CD)[ìîë.äîëè] = 1, (2.1)

èëè ýêâèâàëåíòíîãî åìó, çàïèñàííîãî äëÿ àòîìíûõ äîëåé. Â äàííîé ðà-

áîòå ñîñòàâ òâåðäîé ôàçû çàäàåòñÿ êîíöåíòðàöèåé ýëåìåíòîâ A è B.

Ïóñòü îáëàñòü D̃1 = {x̃1 ≤ x̃ ≤ x̃2(t)} � ñîîòâåòñòâóåò òâåðäîé ôàçå, òî
åñòü ïîäëîæêå è ýïèòàêñèàëüíîìó ñëîþ. Îáëàñòü D̃2 = {x̃2(t) ≤ x̃ ≤ x̃3}
� æèäêàÿ ôàçà, ãäå x̃2(t) - êîîðäèíàòà ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, çàâèñÿ-

ùàÿ îò âðåìåíè. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè D̃ = D̃1

⋃
D̃2 (ðèñ.1).

x̃1 x̃2(t) x̃3 x̃

Òâåðäàÿ ôàçà Æèäêàÿ ôàçà

ðèñ.1

Ðàñïðåäåëåíèå ñîñòàâà â òâåðäîé è æèäêîé ôàçå îïèñûâàåòñ óðàâíå-

íèÿìè

∂cs(j)

∂t̃
= Ds(j)

∂2cs(j)

∂x̃2
, x̃1 < x̃ < x̃2(t), j = A, B

∂cl(j)

∂t̃
= Dl(j)

∂2cl(j)

∂x̃2
, x̃2(t) < x̃ < x̃3, j = A, B, C

(2.2)

Çäåñü x̃ - äåêàðòîâà êîîðäèíàòà, t̃ - âðåìÿ, Ds(j) è Dl(j) � êîýôôèöèåíò

äèôôóçèè j-îãî êîìïîíåíòà â òâåðäîé è æèäêîé ôàçå, cs(j) è cl(j) - îáúåì-

íàÿ êîíöåíòðàöèÿ [àòì./ñì3] j-îãî êîìïîíåíòà â òâåðäîé è æèäêîé ôàçå.
1Äàëåå âñå êîîðäèíàòû, êîíöåíòðàöèè è äðóãèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû, îáîçíà÷åííûå èíäåêñîì

"s îòíîñÿòñÿ ê òâåðäîé ôàçå, à èíäåêñ "l"ñîîòâåòñòâóåò æèäêîé ôàçå. Èíîãäà èíäåêñ "l"ìîæåò îïóñ-

êàòüñÿ.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ýëåìåíòà C â òâåðäîé ôàçå óñëîâèå (2.1)

òàêæå çàïèñûâàåòñÿ â îáúåìíûõ åäèíèöàõ àòì./ñì3:

(a1 + a4)c
s(A) + (a2 + a4)c

s(B) + (a3 + a4)c
s(C) = ρs, (2.3)

ãäå aj, j = A, B,C,D - àòîìíûé âåñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà, ρs �

ïëîòíîñòü òâåðäîé ôàçû.

Â òî÷êàõ x̃1 è x̃3 ñòàâèòñÿ óñëîâèÿ íåïðîíèöàåìîñòè ñòåíîê ÿ÷åéêè:

∂cs(j)

∂x̃
= 0, ïðè x̃ = x̃1 j = A, B

∂cl(j)

∂x̃
= 0, ïðè x̃ = x̃3 j = A, B, C

(2.4)

2.1 Óñëîâèÿ íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè

Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà ÷àñòèö,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû, è óñëîâèÿ ôà-

çîâîãî ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû [8, 14].

1. Áàëàíñ ìàññû íà ãðàíèöå æèäêîå-òâåðäîå çàïèøåì â âèäå

Ds(j)
∂cs(j)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2(t)−

−Dl(j)
∂cl(j)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2(t)+

= −υph(cs(j) − cl(j)),

j = A, B, C ïðè x̃ = x̃2(t),

(2.5)

ãäå υph = ˙̃x2(t) � ýòî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôàçîâîé ãðàíèöû.

2. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î êâàçèðàâíîâåñíîì õàðàêòåðå ïðîöåññà êðèñòàë-

ëèçàöèè âûòåêàåò, ÷òî ñîñòàâ æèäêîé ôàçû íà ãðàíèöå ðàñïëàâ-

êðèñòàëë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ëèêâèäóñà.
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Ïóñòü ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû çàäàíà óðàâíåíèÿìè [1].

Ys(AD) = f(Y (A)) = Y (A) · exp
{

∆Hïë
AD

R

( 1

T
− 1

T ïë
AD

)}

Ys(BD) = f(Y (B)) = Y (B) · exp
{

∆Hïë
BD

R

( 1

T
− 1

T ïë
BD

)}

Ys(CD) = f(Y (C)) = Y (C) · exp
{

∆Hïë
CD

R

( 1

T
− 1

T ïë
CD

)}
(2.6)

Ãäå Y� ìîëÿðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ â æèäêîé ôàçå, Y� ìî-

ëÿðíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ â òâåðäîé ôàçå, T � òåìïåðàòóðà

ñèñòåìû, R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ, ∆Hïë - óäåëüíàÿ

òåïëîòà ïëàâëåíèÿ, T ïë � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

êîìïîíåíòîâ.

Ïîäñòàâëÿÿ (2.6) â (2.1) ïîëó÷èì óðàâíåíèå ëèêâèäóñà ñèñòåìû, êî-

òîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðàâíîâåñíûé ñîñòàâ æèäêîé ôàçû ïðè òåìïå-

ðàòóðå T :

F(Y (A), Y (B), Y (C), T ) =
C∑
j=A

Y (j) · exp
{

∆Hïë
j

R

( 1

T
− 1

T ïë
j

)}
− 1 = 0

(2.7)

Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà çàïèñàòü óðàâíåíèÿ (2.6), (2.7) â àòì./ñì3.

Íàïðèìåð ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.7) ïðåâðàòèòñÿ â

2 · a4 · cs(A)

ρs + (a4 − a1)cs(A) + (a4 − a2)cs(B) + (a4 − a3)cs(C)
=

=
a4 · c(A)

ρl − a1 · c(A) − a2 · c(B) − a3 · c(C)
exp

{
∆Hïë

AD

R

( 1

T
− 1

T ïë
AD

)} (2.8)

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ êîíêðåòíûé âèä ïîëó÷åííûõ óðàâíå-

íèé íåñóùåñòâåíåí, îòìåòèì ëèøü, ÷òî ïåðåõîä îò ìîëüíûõ äîëåé

ê àòì./ñì3 ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Óñëîâèÿ ôàçîâîãî ðàâíîâåñèÿ çà-
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ïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F(c(A), c(B), c(C)) = 0,

cs(j) = f(c(l)) j = A, B, C ïðè x̃ = x̃2(t)
(2.9)

2.2 Íà÷àëüíûå äàííûå

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñëó÷àÿ çàäàíèÿ íà÷àëüíûõ äàííûõ[1, 15]:

1. Ðîñò â óñëîâèÿõ ïðèíóäèòåëüíîãî îõëàæäåíèÿ. Ïóñòü ïîäëîæêà

ïðèâîäèòñÿ â êîíòàêò ñ ðàâíîâåñíûì åé ðàñòâîðîì-ðàñïëàâîì. Òîãäà

ñîñòàâ æèäêîé ôàçû îïðåäåëÿåòñÿ èç ôàçîâîé äèàãðàììû ñèñòåìû

(2.9) ïî çàäàííîé íà÷àëüíîé òåìïåðàòóðå è ñîñòàâó òâåðäîé ôàçû.

Ïåðåñûùåíèå â ðàñïëàâå ñîçäàåòñÿ çà ñ÷åò îõëàæäåíèÿ ñèñòåìû ïî

çàêîíó: T = T0 − α(t)t, ãäå T0 - íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà, α(t) - ñêî-

ðîñòü îõëàæäåíèÿ, t - âðåìÿ.

2. Èçîòåðìè÷åñêèé ðîñò. Ïðîöåññ ýïèòàêñèàëüíîãî âûðàùèâàíèÿ ïðî-

èñõîäèò ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå T0 èç ïåðåñûùåííîãî â íà÷àëü-

íûé ìîìåíò âðåìåíè ðàñòâîðà-ðàñïëàâà. Ñîñòàâ æèäêîé ôàçû ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì íåêîòîðîé òâåðäîé ôàçå c
s(A)
0 , c

s(B)
0 , c

s(C)
0 ïðè

òåìïåðàòóðå T1 > T0.

3. Ðîñò â óñëîâèÿõ ïðèíóäèòåëüíîãî îõëàæäåíèÿ ñ ïðåäâàðèòåëüíûì

ïîäðàñòâîðåíèåì ïîäëîæêè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäëîæêà ñîñòàâà c
s(A)
0 ,

c
s(B)
0 , c

s(C)
0 ïðè òåìïåðàòóðå T0 ïðèâîäèòñÿ â êîíòàêò ñ íåäîñûùå-

íûì ðàñòâîðîì. Åãî ñîñòàâ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûì íåêîòîðîé òâåð-

äîé ôàçå ïðè òåìïåðàòóðå T1 < T0. Íàñûùåíèå ðàñòâîðà ïðîèñõîäèò

çà ñ÷åò ðàñòâîðåíèÿ ïîäëîæêè è ïîíèæåíèÿ òåìïåðàòóðû ñèñòåìû.

Ïðîäîëæàþùååñÿ îõëàæäåíèå âûçûâàåò ïðîöåññ êðèñòàëëèçàöèè íà

ïîäëîæêó.
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2.3 Ïîëíàÿ ïîñòàíîâêà äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è

Äëÿ óäîáñòâà ïåðåéäåì ê âåêòîðíîé ôîðìå çàïèñè. Ââåäåì ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ: c = (c(A), c(B), c(C))T , cs = (cs(A), cs(B), cs(C))T

D =


D(A) 0 0

0 D(B) 0

0 0 D(C)

 Ds =


Ds(A) 0 0

0 Ds(B) 0

0 0 Ds(C)


Òàêèì îáðàçîì, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

∂cs(j)

∂t
= Ds(j)

∂2cs(j)

∂x̃2
, ïðè x̃1 ≤ x̃ < x̃2(t), j = A, B

(a1 + a4)c
s(A) + (a2 + a4)c

s(B) + (a3 + a4)c
s(C) = ρs, ïðè x̃1 ≤ x̃ ≤ x̃2(t),

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x̃2
, ïðè x̃2(t) < x̃ ≤ x̃3,

∂cs

∂x̃
= 0, ïðè x̃ = x̃1,

∂c

∂x̃
= 0, ïðè x̃ = x̃3,

Ds
∂cs

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2(t)−

−D
∂c

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2(t)+

= −υph(cs − c), ïðè x̃ = x̃2(t),

F(c, T ) = 0, cs = f(c) ïðè x̃ = x̃2(t)

(2.10)

Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû âèäíî, ÷òî âíóòðè êàæäîé ïîäîáëàñòè D̃1 è

D̃2 óðàâíåíèÿ ñîäåðæàò òðè èñêîìûå ôóíêöèè cs(A), cs(B), cs(C) è cl(A),

cl(B), cl(C) ñîîòâåòñòâåííî. Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç ñèñòåìà ñâÿçûâàåò 7

íåèçâåñòíûõ cs(A), cs(B), cs(C), cl(A), cl(B), cl(C) è υph. ×èñëî íåèçâåñòíûõ

ìîæíî ñîêðàòèòü, èñêëþ÷èâ èç óðàâíåíèé υph. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðè-

ðàâíÿòü âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ôàçîâîé ãðàíèöû, ïîëó÷åí-
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íûå èç óñëîâèÿ áàëàíñà ìàññû äëÿ ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ, íàïðèìåð:(
Ds(A)

∂cs(A)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2(t)−

−Dl(A)
∂cl(A)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2(t)+

)
(cs(B) − cl(B)) =

=

(
Ds(B)

∂cs(B)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2(t)−

−Dl(B)
∂cl(B)

∂x̃

∣∣∣∣∣
x̃2(t)+

)
(cs(A) − cl(A))

(2.11)

Çíàÿ ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé â æèäêîé è òâåðäîé ôàçàõ, ñêîðîñòü

äâèæåíèÿ ôðîíòà ìîæåò áûòü íàéäåíà èç (2.5).

2.4 Ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåì êîîðäèíàò

Çàäà÷à (2.10) îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ñ "ïîäâèæíîé ãðàíèöåé". Ðàñïðå-

äåëåíèå êîíöåíòðàöèé íåîáõîäèìî íàõîäèòü â îáëàñòè, ãðàíèöà êîòîðîé,

ñîâïàäàþùàÿ ñ ãðàíèöåé ôàçîâîãî ïåðåõîäà, ïåðåìåùàåòñÿ. Ïîëîæåíèå

ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ âñåé ñèñòåìû

óðàâíåíèé ñ ó÷åòîì ôàçîâîé äèàãðàììû (2.9) è áàëàíñíûõ ñîîòíîøåíèé

(2.5).

Â äàííîé ðàáîòå ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.10) ñòðîèòñÿ

íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ ñïåöèàëüíîãî âèäà. Îíà

âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâûõ êîîðäèíàòàõ â òå÷åíèå âñåãî

ïðîöåññà ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç, à âìåñòå ñ íåé äëèíà æèäêîé è òâåðäîé

çîíû, îñòàâàëèñü ôèêñèðîâàííûìè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (2.10) çàïèñûâà-

åòñÿ â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ïîñëå ýòîãî ïðîâîäèòñÿ äèñêðåòèçàöèÿ

çàäà÷è íà íåïîäâèæíîé ñåòêå.

Îòîáðàæåíèå èñõîäíîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (t̃, x̃) â ïðîñòðàí-

ñòâî ðàñ÷åòíûõ ïåðåìåííûõ (t, x) çàäàäèì ôîðìóëàìè

t = t̃

x =


x̃− x̃1
ls

, x̃1 ≤ x̃ ≤ x̃2(t)

1 +
x̃− x̃2
ll

, x̃2(t) ≤ x̃ ≤ x̃3

(2.12)
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Çäåñü ls � äëèíà ïîäîáëàñòè D̃1, l
s = x̃2−x̃1, ll = x̃3−x̃2 äëèíà ïîäîáëàñòè

D̃2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû êî-

îðäèíàò ê ðàñ÷åòíîé ïðîèñõîäèò îòîáðàæåíèå îáëàñòè òâåðäîé ôàçû

D̃1 = [x̃1, x̃2(t)] â îòðåçîê D1 = [0, 1] â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, à ïîäîáëàñòü

D̃2 = [x̃2(t), x̃3] ïåðåõîäèò â îòðåçîê D2 = [1, 2] (ñì. ðèñ.2). B íîâîé ñè-

ñòåìå êîîðäèíàò ôðîíò êðèñòàëëèçàöèè íåïîäâèæåí è íàõîäèòñÿ â òî÷êå

x = 1.

d d d d d d
x̃1 x̃2(t) x̃3 0 1 2

ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòüôèçè÷åñêàÿ îáëàñòü

ðèñ. 2

Ïåðåïèøåì òåïåðü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.10) â íîâîé ñèñòåìå êîîðäè-

íàò. Ïðåîáðàçîâàíèå íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû ßêîáè.

J =

∂t/∂t̃ ∂t/∂x̃

∂x/∂t̃ ∂x/∂x̃


Îïðåäåëèòåëü |J | =

1

l
, ãäå l = ls â ïîäîáëàñòè D̃1 è l = ll â D̃2.

Ýòî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôîðìóëû çàìåíû ïå-

ðåìåííûõ, îäíàêî äëÿ äàëüíåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé óäîáíî èñïîëüçîâàòü

ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû J−1 =
∂(t̃, x̃)

∂(t, x)
[16].

Çàïèøåì âûðàæåíèå ñòàðûõ êîîðäèíàò ÷åðåç íîâûå:

òâåðäàÿ ôàçà D̃1

x̃s = ϕ(x, t) = x̃2(t)(x− 0) + x̃1(1− x) = x̃1 + x(x̃2(t)− x̃1)
æèäêàÿ ôàçà D̃2

x̃l = ϕ(x, t) = x̃3(x− 1) + x̃2(t)(2− x) = x̃2(t) + (x̃3 − x̃2(t))(x− 1)
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Òîãäà:

ϕst = x · ˙̃x2(t) = ˙̃x2(t)
x̃− x̃1

x̃2(t)− x̃1
= ˙̃x2(t)

x̃− x̃1
ls

ϕlt = ˙̃x2(t) · (2− x) = ˙̃x2(t) ·
(

2− 1−
x̃− x̃2(t)
x̃3 − x̃2(t)

)
= ˙̃x2(t)

x̃3 − x̃
ll

ϕsx = ls

ϕlx = ll

(2.13)

Èñïîëüçóÿ (2.13) ýëåìåíòû ìàòðèöû J ìîæíî âûïèñàòü â ôîðìå:

D1

∂x

∂t̃
= −

x̃− x̃1
(x̃2(t)− x̃1)2

· ˙̃x2(t) =
ϕt

ls

D2

∂x

∂t̃
= −

x̃3 − x̃
(x̃3 − x̃2(t))2

· ˙̃x2(t) =
ϕt

ll

∂x

∂x̃
=

1

l

(2.14)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.10) â íîâûõ ïåðåìåííûõ. Ïðåîáðà-

çîâàíèå íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂c

∂t̃
,
∂c

∂x̃
è
∂2c

∂x̃2
:

∂c

∂t̃
=
∂c

∂t
+
∂c

∂x

∂x

∂t̃
=
∂c

∂t
−
ϕt

l

∂c

∂x
,

∂c

∂x̃
=
∂c

∂x

∂x

∂x̃
=

1

l

∂c

∂x
,

∂2c

∂x̃2
=

1

l

∂

∂x

(
1

l
·
∂c

∂x

) (2.15)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2.15) â (2.2) è óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà

íà |J |−1 ïîëó÷èì äèâåðãåíòíóþ ôîðìó çàïèñè óðàâíåíèÿ äèôôóçèè â

íîâûõ ïåðåìåííûõ:

∂

∂t

(
lc

)
−

∂

∂x

(
ϕtc

)
=

∂

∂x

(
D

l
·
∂c

∂x

)
(2.16)

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå lt·c = cϕtx.
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Óñëîâèÿ íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè (2.5) â êîîðäèíàòàõ (t, x) çàïè-

øóòñÿ â âèäå:

Ds

ls

∂cs

∂x

∣∣∣∣∣
x=1−0

−
Dl

ll

∂cl

∂x

∣∣∣∣∣
x=1+0

= −υph(cs − cl), ïðè x = 1 (2.17)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (2.10) âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂

∂t

(
lcs(j)

)
−

∂

∂x

(
ϕtc

s(j)

)
=

∂

∂x

(
Ds(j)

l
·
∂cs(j)

∂x

)
, 0 ≤ x < 1, j = A, B

(a1 + a4)c
s(A) + (a2 + a4)c

s(B) + (a3 + a4)c
s(C) = ρs, ïðè 0 ≤ x ≤ 1,

∂

∂t

(
lc

)
−

∂

∂x

(
ϕtc

)
=

∂

∂x

(
D

l
·
∂c

∂x

)
, ïðè 1 < x ≤ 2,

∂cs

∂x
= 0, ïðè x = 0,

∂c

∂x
= 0, ïðè x = 2,

Ds

ls

∂cs

∂x

∣∣∣∣∣
x=1−0

−
Dl

ll

∂cl

∂x

∣∣∣∣∣
x=1+0

= −υph(cs − cl), ïðè x = 1,

F(c, T ) = 0, cs = f(c), ïðè x = 1

(2.18)

3 Ðàçíîñòíàÿ çàäà÷à

3.1 Àïïðîêñèìàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è

Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòèD = D1

⋃
D2 ââåäåì ñåòêó ω̄h =

{
xi, −N1 ≤ i ≤ N2

}
.

Óçëû xi âûáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ãðàíèöà ðàçäåëà ôàç, íàõîäÿ-

ùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ â òî÷êå x = 1, ñîâïàäàëà ñ òî÷êîé

x0. Ñåòêà ïî âðåìåíè � ω̄τ = {tk = k · τ, k = 0, 1, . . . }, ω̄ = ω̄h × ω̄τ .
Øàãè ðàçíîñòíîé ñåòêè ïî ïðîñòðàíñòâó îáîçíà÷èì: hi+1/2 = xi+1 −

xi, ~i =
hi+1/2 + hi−1/2

2
, ~−N1

=
h0

2
è ~N2

=
hN2−1

2
.
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d d d× ×
i− 1/2 i+ 1/2

ii− 1 i+ 1

hi+1/2

~i

ðèñ.3

Òàêæå ââåäåì ñåòî÷íûå ôóíêöèè äëèíû òâåðäîé è æèäêîé ôàç è êî-

ýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè â òâåðäîé è æèäêîé ôàçàõ:

li+1/2 =

l
s, −N1 < i+ 1/2 < 0

ll, 0 < i+ 1/2 < N2

Di+1/2 =

Ds, −N1 < i+ 1/2 < 0

Dl, 0 < i+ 1/2 < N2

(3.1)

Ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ çàäà÷è (2.18) íà ñåòêå ω̄ ïîñòðîèì ñ ïî-

ìîùüþ èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííîãî ìåòîäà [17].

Âûïèøåì áàëàíñ ìàññû íà îòðåçêå [xi−1/2, xi+1/2] çà âðåìÿ τ . Äëÿ ýòî-

ãî ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå äèôôóçèè ïî x è ïî t:

∫ t+τ

t

∫ xi+1/2

xi−1/2

(
∂

∂t

(
lc

)
−

∂

∂x

(
ϕtc

))
dxdt =

=

∫ t+τ

t

∫ xi+1/2

xi−1/2

(
l
∂c

∂t
− ϕt

∂c

∂x

)
dxdt =

∫ t+τ

t

∫ xi+1/2

xi−1/2

∂

∂x

(
D

l
·
∂c

∂x

)
dxdt

(3.2)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ ñîäåðæèò

ãðàíèöó ðàçäåëà ôàç (i = 0), è ïðåîáðàçóåì êàæäîå ñëàãàåìîå, ñòîÿùåå

â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îòäåëüíî:

∫ t+τ

t

∫ x1/2

x−1/2

l
∂c

∂t
dxdt =

∫ x1/2

x−1/2

l(ĉ− c)dx =

∫ x0

x−1/2

l(ĉ− c)dx+

+

∫ x1/2

x0

l(ĉ− c)dx = l−1/2
h−1/2

2
(ĉs0 − cs0) + l1/2

h1/2

2
(ĉl0 − cl0)

(3.3)
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−
∫ t+τ

t

∫ x1/2

x−1/2

ϕt
∂c

∂x
dxdt = −τ

∫ x1/2

x−1/2

ϕt
∂ĉ

∂x
dx =

= −τ
∫ x0

x−1/2

ϕt
∂ĉ

∂x
dx− τ

∫ x1/2

x0

ϕt
∂ĉ

∂x
dx =

= −τ
[

(ϕt − |ϕt|)
2

(ĉs0 − ĉs−1) +
(ϕt + |ϕt|)

2
(ĉl1 − ĉl0)

]
(3.4)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè l è ϕt, ñâÿçàííûå ñ çàìåíîé ïåðåìåí-

íûõ, áåðóòñÿ ñ íèæíåãî âðåìåííîãî ñëîÿ, à çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé

â ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ âûíîñÿòñÿ íà âåðõíèé ñëîé.

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3.2):

∫ t+τ

t

∫ x1/2

x−1/2

∂

∂x

(
D

l
·
∂c

∂x

)
dxdt = τ

∫ x1/2

x−1/2

∂

∂x

(
D

l
·
∂ĉ

∂x

)
dx =

= τ

[
D

l
·
∂ĉ

∂x

∣∣∣∣∣
−0

−1/2

+
D

l
·
∂ĉ

∂x

∣∣∣∣∣
+1/2

+0

]
=

=

[
D

l
·
∂ĉ

∂x

∣∣∣∣∣
−0

−
D

l
·
∂ĉ

∂x

∣∣∣∣∣
x−1/2

+
D

l
·
∂ĉ

∂x

∣∣∣∣∣
x1/2

−
D

l
·
∂ĉ

∂x

∣∣∣∣∣
+0

]

Â ñèëó óñëîâèÿ áàëàíñà ìàññû (2.17) íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè (i = 0):

∫ t+τ

t

∫ x1/2

x−1/2

∂

∂x

(
D

l
·
∂c

∂x

)
dxdt =

= τ

[
−(cs0 − cl0)υph +

D1/2

l1/2

ĉl1 − ĉl0

h1/2
−

D−1/2

l−1/2

ĉs0 − ĉs−1

h−1/2

] (3.5)

Åñëè æå i 6= 0, òî óðàâíåíèå àíàëîãè÷íîå (3.5) èìååò âèä:

∫ t+τ

t

∫ xi+1/2

xi−1/2

∂

∂x

(
D

l
·
∂c

∂x

)
dxdt = τ

[
Di+1/2

li+1/2

ĉli+1 − ĉli

hi+1/2
−

Di−1/2

li−1/2

ĉsi − ĉsi−1

hi−1/2

]

Â ðåçóëüòàòå ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ (2.18) ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
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äóþùèì îáðàçîì:

li−1/2
hi−1/2

2
(ĉsi − csi) + li+1/2

hi+1/2

2
(ĉsi − csi)−

−τ
[

(ϕt − |ϕt|)
2

(ĉsi − ĉsi−1) +
(ϕt + |ϕt|)

2
(ĉsi+1 − ĉsi)

]
= (3.6)

= τ

[
Di+1/2

li+1/2

ĉsi+1 − ĉsi

hi+1/2
−

Di−1/2

li−1/2

ĉsi − ĉsi−1

hi−1/2

]
ïðè −N1 ≤ i < 0

(a1 + a4)c
s(A)
i + (a2 + a4)c

s(B)
i + (a3 + a4)c

s(C)
i = ρs ïðè −N1 ≤ i < 0

(3.7)

l−1/2
h−1/2

2
(ĉs0 − cs0) + l1/2

h1/2

2
(ĉl0 − cl0)−

−τ
[

(ϕt − |ϕt|)
2

(ĉs0 − ĉs−1) +
(ϕt + |ϕt|)

2
(ĉl1 − ĉl0)

]
= (3.8)

= τ

[
−(cs0 − cl0)υph +

D1/2

l1/2

ĉl1 − ĉl0

h1/2
−

D−1/2

l−1/2

ĉs0 − ĉs−1

h−1/2

]

li−1/2
hi−1/2

2
(ĉli − cli) + li+1/2

hi+1/2

2
(ĉli − cli)−

−τ
[

(ϕt − |ϕt|)
2

(ĉli − ĉli−1) +
(ϕt + |ϕt|)

2
(ĉli+1 − ĉli)

]
= (3.9)

= τ

[
Di+1/2

li+1/2

ĉli+1 − ĉli

hi+1/2
−

Di−1/2

li−1/2

ĉli − ĉli−1

hi−1/2

]
ïðè 0 < i ≤ N2

F(c0, T ) = 0, cs0 = f(c0) (3.10)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äèôôåðåíöèàëüíîì ñëó-

÷àå (2.11), èñêëþ÷èì υph èç óðàâíåíèé (3.8). Íå âûïèñûâàÿ ãðîìîçäêèå

ôîðìóëû, ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ , áàëàíñíûå

ñîîòíîøåíèÿ íà ãðàíèöå ïðåäñòàâèì â âèäå:

G1(ĉ
s(A)
−1 , ĉ

s(B)
−1 , ĉ

s(A)
0 , ĉ

s(B)
0 , ĉ

l(A)
0 , ĉ

l(B)
0 , ĉ

l(A)
1 , ĉ

l(B)
1 ) = 0

G2(ĉ
s(B)
−1 , ĉ

s(C)
−1 , ĉ

s(B)
0 , ĉ

s(C)
0 , ĉ

l(B)
0 , ĉ

l(C)
0 , ĉ

l(B)
1 , ĉ

l(C)
1 ) = 0

(3.11)
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3.2 Ìåòîä ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.6), (3.7), (3.9), (3.10), (3.11) ðåøàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü èñêîìûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøå-

íèÿì

ĉsi = αi+1ĉ
s
i+1 + βi+1 −N1 ≤ i ≤ −1

ĉli = γi−1ĉ
l
i−1 + σi−1 1 ≤ i ≤ N2,

(3.12)

ãäå αi, βi, è γi, σi � êîýôôèöèåíòû ïðàâîé è ëåâîé ïðîãîíêè ñîîòâåòñ-

âåííî.

Ñ ïîìîùüþ êîýôôèöèåíòîâ (3.12) èñêëþ÷èì èç (3.11) íåèçâåñòíûå

ĉs−1, ĉ
l
1.Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèè G1 è G2 ñòàíóò ôóíêöèÿìè 6 íåèçâåñòíûõ:

ĉ
s(j)
0 , ĉ

(j)
0 , j = A, B, C.

G̃1(ĉ
s
0, ĉ0) = 0 G̃2(ĉ

s
0, ĉ0) = 0 (3.13)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîñòàâà æèäêîé è òâåðäîé ôàç íà

ãðàíèöå ðàñïëàâ - êðèñòàëë íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó èç øåñòè íåëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé (3.10), (3.13). Âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ ýòîãî ìåòîäîì Íüþòîíà

[17, 18]. Îäíàêî ïðåäâàðèòåëüíî ïðîâåäåì íåñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,

ïîçâîëÿþùèå óìåíüøèòü çàïîëíÿåìîñòü ìàòðèöû ßêîáè â èòåðàöèÿõ ïî

Íüþòîíó. Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäîå èç óðàâíåíèé cs0 = f(c0), îïèñûâàþ-

ùèõ â îáúåìíûõ åäèíèöàõ ôàçîâóþ äèàãðàììó ñèñòåìû, çàâèñèò îò âñåõ

øåñòè íåèçâåñòíûõ (2.8), òî îòíîøåíèÿ
c
s(A)
0

c
s(B)
0

,
c
s(B)
0

c
s(C)
0

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè

÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ:

c
s(A)
0

c
s(B)
0

= c
(A)
0 exp

(∆Hïë
AD

R

( 1

T
−

1

T ïë
AD

))/
c
(B)
0 exp

(∆Hïë
BD

R

( 1

T
−

1

T ïë
BD

))
c
s(B)
0

c
s(C)
0

= c
(B)
0 exp

(∆Hïë
B

R

( 1

T
−

1

T ïë
BD

))/
c
(C)
0 exp

(∆Hïë
CD

R

( 1

T
−

1

T ïë
CD

))
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Èëè

F1(c
s(A)
0 , c

s(B)
0 , c

(A)
0 , c

(B)
0 ) = c

s(A)
0 · c(B)

0 exp
(∆Hïë

BD

R

( 1

T
−

1

T ïë
BD

))
−

−cs(B)
0 · c(A)

0 exp
(∆Hïë

AD

R

( 1

T
−

1

T ïë
AD

))
= 0

F2(c
s(B)
0 , c

s(C)
0 , c

(B)
0 , c

(C)
0 ) = c

s(B)
0 · c(C)

0 exp
(∆Hïë

CD

R

( 1

T
−

1

T ïë
CD

))
−

−cs(C)
0 · c(B)

0 exp
(∆Hïë

BD

R

( 1

T
−

1

T ïë
BD

))
= 0

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå.

Â ðåçóëüòàòå íà ôðîíòå êðèñòàëëèçàöèè ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåé-

íûõ óðàâíåíèé: 

G̃1(ĉ
s
0, ĉ0) = 0

G̃2(ĉ
s
0, ĉ0) = 0

F(ĉ0, T ) = 0

F1(ĉ
s(A)
0 , ĉ

s(B)
0 , ĉ

(A)
0 , ĉ

(B)
0 ) = 0

F2(ĉ
s(B)
0 , ĉ

s(C)
0 , ĉ

(B)
0 , ĉ

(C)
0 ) = 0

F3(ĉ
s(A)
0 , ĉ

s(B)
0 , ĉ

s(C)
0 ) = 0

(3.14)

Çäåñü ÷åðåç F3 îáîçíà÷åíî óðàâíåíèå (2.3) ïðè i = 0.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.14) â îïåðàòîðíîì âèäå

F(c) = 0, (3.15)

ãäå c = (ĉ
(A)
0 , ĉ

(B)
0 , ĉ

(C)
0 , ĉ

s(A)
0 , ĉ

s(B)
0 , ĉ

s(C)
0 )T . Òîãäà, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

äëÿ (3.15) îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé

F′(
(k)
c ) · δc + F(

(k)
c ) = 0,

ãäå F′ � ìàòðèöà ßêîáè, δc =
(k+1)
c −

(k)
c , k � íîìåð èòåðàöèè ïî Íüþòî-

íà; â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ

ôóíêöèé ñ ïðåäûäóùåãî ñëîÿ ïî âðåìåíè.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ δc íàäî ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

∂G̃1

∂ĉ
(A)
0

∂G̃1

∂ĉ
(B)
0

∂G̃1

∂ĉ
(C)
0

∂G̃1

∂ĉ
s(A)
0

∂G̃1

∂ĉ
s(B)
0

∂G̃1

∂ĉ
s(C)
0

∂G̃2

∂ĉ
(A)
0

∂G̃2

∂ĉ
(B)
0

∂G̃2

∂ĉ
(C)
0

∂G̃2

∂ĉ
s(A)
0

∂G̃2

∂ĉ
s(B)
0

∂G̃2

∂ĉ
s(C)
0

∂F

∂ĉ
(A)
0

∂F

∂ĉ
(B)
0

∂F

∂ĉ
(C)
0

0 0 0

∂F1

∂ĉ
(A)
0

∂F1

∂ĉ
(B)
0

0
∂F1

∂ĉ
s(A)
0

∂F1

∂ĉ
s(B)
0

0

0
∂F2

∂ĉ
(B)
0

∂F2

∂ĉ
(C)
0

0
∂F2

∂ĉ
s(B)
0

∂F2

∂ĉ
s(C)
0

0 0 0
∂F3

∂ĉ
s(A)
0

∂F3

∂ĉ
s(B)
0

∂F3

∂ĉ
s(C)
0



×



δc(1)

δc(2)

δc(3)

δc(4)

δc(5)

δc(6)


= −



G̃1

G̃2

F

F1

F2

F3


Óñëîâèåì ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

||δc|| ≤ ε1 · ||c||+ε2,ãäå ε1, ε2-îïðåäåëÿþò òî÷íîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèé.

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.14) îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòàâ æèäêîé è òâåðäîé

ôàçû íà ãðàíèöå ðàçäåëà ĉs0. Çíàÿ åãî, ñ ïîìîùüþ ïðîãîíî÷íûõ ñîîòíî-

øåíèé (3.12), âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ĉsi , −N1 ≤ i < 0, ĉli, 0 < i ≤ N2.

Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè íàõîäèòñÿ ñêîðîñòü äâèæå-

íèÿ ôðîíòà υph, åãî íîâîå ïîëîæåíèå, äëèíà æèäêîé è òâåðäîé çîíû,

òî åñòü ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå çàìåíó ïåðåìåííûõ (2.12). ×òî äàåò

âîçìîæíîñòü ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó âðåìåííîìó ñëîþ.

Ïðîâåäåííûå ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåííîãî àëãîðèòìà òåñòîâûå ðàñ÷åòû

äëÿ ìîäåëüíûõ ÷åòâåðíûõ ñîåäèíåíèé ïðîäåìîíñòðèðîâàëè åãî âûñîêóþ

òî÷íîñòü è óñòîé÷èâîñòü,êîòîðàÿ, êàê è â ðàáîòàõ [12, 13], îáóñëîâëåíà

ñîâìåñòíûì ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç. Â

øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðè-

àëà ïðè ðàçëè÷íûõ ôàçîâûõ äèàãðàììàõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ìåòîä

ãàðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ.
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4 Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà ýïèòàêñè-

àëüíîãî âûðàùèâàíèÿ òðîéíûõ ñîåäèíåíèé. Îñíîâíîå âíèìàíèå çäåñü

óäåëÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ïðîöåññà. Â äàëüíåéøåì îïèñàííóþ âûøå ìîäåëü, ó÷èòûâàþùóþ äèô-

ôóçèþ â òâåðäîé ôàçå è äâèæåíèå ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, îïèñàííóþ

âûøå, íàçîâåì Îñíîâíîé ìîäåëüþ. Â Ìîäåëè A, â îòëè÷èå îò Îñíîâíîé,

íå ó÷èòûâàåòñÿ äèôôóçèÿ â òâåðäîé ôàçå, à â Ìîäåëè Â, íàïðîòèâ, ó÷è-

òûâàåòñÿ äèôôóçèÿ â òâåðäîé ôàçå è íå ó÷èòûâàåòñÿ äâèæåíèå ôðîíòà

êðèñòàëëèçàöèè.

Â ðàìêàõ ýòèõ òðåõ ìîäåëåé áûë ðàññìîòðèì ïðîöåññ ýïèòàêñèàëüíîãî

âûðàùèâàíèÿ ñîåäèíåíèÿ CdxHg1−xTe èç ðàñòâîðà-ðàñïëàâà íà îñíîâå

Te. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà ñèñòåìû çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè [8]:

1− csCdTe = 4γHg nHg nTe exp
∆Hïë

Hg

R

( 1

T
−

1

T ïë
Hg

)
,

csCdTe = 4γCd nCd nTe exp
∆Hïë

Cd

R

( 1

T
−

1

T ïë
Cd

)
,

ãäå csCdTe - ìîëÿðíàÿ äîëÿ CdTe â òâåðäîé ôàçå, ni, (i = Cd, Hg, Te)

àòîìíàÿ äîëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîìïîíåíòà â æèäêîé ôàçå, γi (i = Cd, Hg)

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òåìïåðàòóðû è ñîñòàâà [8].

Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè Cd èHg â òâåðäîé ôàçåDs = 5·10−13cm2/c,

â æèäêîé � Dl = 5 · 10−5cm2/c, ïëîòíîñòü òâåðäîé ôàçû ρs = 7.9 g/cm3,

ïëîòíîñòü æèäêîé ôàçû ρl = 6.567 g/cm3.

Îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷, îïðåäåëÿþùåé òðåáî-

âàíèÿ ê âû÷èñëèòåëüíîìó àëãîðèòìó, ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íàëè÷èå ñïå-

öèàëüíîãî âèäà óñëîâèé íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå, íî è ðàçíîìàñøòàáíîñòü

ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ òâåðäóþ è æèäêóþ ôàçó. Òàê, íàïðèìåð,

òîëùèíà òâåðäîé ôàçû ls << ll, ls = 3 · 10−3cm , ll = 0.2cm è êî-
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ýôôèöèåíòû äèôôóçèè â òâåðäîé ôàçå Ds ∼ 10−13cm2/c, à â æèäêîé

Dl ∼ 10−5cm2/c.

Â ðåçóëüòàòå çàìåíû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ äèôôóçèè, îïèñûâàþ-

ùèõ ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèé â æèäêîé è òâåðäîé çîíàõ, ïîÿâëÿþòñÿ

äîïîëíèòåëüíûå ÷ëåíû ïåðåíîñà, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì ãðàíèöû ðàç-

äåëà ôàç (2.16). Äëÿ åãî àïïðîêñèìàöèè â (3.6)-(3.10) èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà

ñ íàïðàâëåííûìè ðàçíîñòÿìè.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñõåìû òàêîãî òèïà îáëàäàþò ñèëüíûìè äèññèïà-

òèâíûìè ñâîéñòâàìè, îáóñëîâëåííûìè íàëè÷èåì ó íèõ äîïîëíèòåëüíîé

äèôôóçèè ÷èñòî ðàçíîñòíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ. Âåëè÷èíó ýòîé äèôôóçèè

â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì Dsch ∼ υphh/2, ãäå h

øàã ïî ïðîñòðàíñòâó [19, 20]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå Dsch << Ds/(l), êîòîðîå è èñïîëüçóåòñÿ ïðè âûáîðå

ðàçíîñòíîé ñåòêè â æèäêîé è òâåðäîé ôàçàõ. Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå

â äàííîì ñëó÷àå õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèõ ñåáÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷

ñ ïðåîáëàäàþùèì âëèÿíèå êîíâåêöèè ñõåì ñ èñêóñcòâåííîé äèñïåðñèåé

[20, 21] èëè äðóãèõ êëàññîâ ñõåì íà ðàñøèðåííûõ øàáëîíàõ [22] ïðèâåëî

áû ê çíà÷èòåëüíîìó óñëîæíåíèþ ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ ñåòî÷íûõ óðàâíå-

íèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå â òâåðäîé ôàçå ÷èñëî òî÷åê N1 = 1000

ïðè ls = 3 ·10−3cm , à â æèäêîé � N2 = 50, ll = 0.2cm. Âåëè÷èíà øàãà ïî

âðåìåíè τ = 0.1 ñåê. Âî âñåõ íèæå ïðèâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëñÿ

ñîñòàâ æèäêîé ôàçû ðàâíîâåñíûé ñîñòàâó òâåðäîé ôàçû ïðè x = 0, 0207

ìîëüíûå äîëè è T0 = 783oK.

Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2.10) è ïðåäëîæåííûé

âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ ýïèòàêñè-

àëüíîãî ðîñòà èç ðàñòâîðà-ðàñïëàâà ïðîèçâîëüíîãî ñîñòàâà íà ëþáóþ

ïîäëîæêó, íå çàáîòÿñü î ïðåäâàðèòåëüíîì ñîãëàñîâàíèè ñîñòàâîâ ó ãå-

òåðîãðàíèöû. Ïðè ýòîì âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ ïî Íüþòîíó õîðîøî ñõîäèòñÿ, íå òðåáóÿ ñêîëü ëèáî çíà÷èòåëü-
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íîãî èçìåëü÷åíèÿ øàãà ïî âðåìåíè. Íàïðèìåð, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè ñîñòàâû ðàñòâîðà è ïîäëîæêè íåðàâíîâåñíû, òî èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ íà ïåðâûõ øàãàõ ïî âðåìåíè ñõîäèëñÿ çà 5 − 9 èòåðàöèé, à íà

âñåõ ïîñëåäóþùèõ çà 2− 4 èòåðàöèè.

4.1 Ðîñò â óñëîâèÿõ ïðèíóäèòåëüíîãî îõëàæäåíèÿ

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïîäëîæêà2 CdxHg1−xTe ïðèâîäèòñÿ

â êîíòàêò ñ ðàâíîâåñíûì åé ðàñòâîðîì Cd−Hg−Te. Òåìïåðàòóðà ñèñòå-
ìû èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó: T = T0 − α(t)t, ãäå T0 - íà÷àëüíàÿ

òåìïåðàòóðà, α(t) - ñêîðîñòü îõëàæäåíèÿ, t - âðåìÿ.

Íà ðèñóíêå 4 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ ïðèâå-

äåíî ðàñïðåäåëåíèå ñîñòàâà âûðîñøåãî ñëîÿ ïî òîëùèíå. Ñ óâåëè÷åíèåì

ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ êîíöåíòðàöèÿ CdTe â âûðîñøåì ñëîå óìåíüøàåò-

ñÿ. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ðàìêàõ Îñíîâíîé ìîäåëè. Òàêàÿ æå çàâèñè-

ìîñòü áûëà ïîëó÷åíà â ðàìêàõ Ìîäåëè A è Ìîäåëè Â. Âñå òðè ìîäåëè

äàþò ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèå çíà÷åíèÿ òîëùèíû âûðîñøåãî ýïèòàê-

ñèàëüíîãî ñëîÿ, íàïðèìåð, ïðè îõëàæäåíèè ðàñòâîðà íà 33o ñî ñêîðî-

ñòüþ α = 0, 25 ÷ 1, 5 K/ìèí òîëùèíà âûðîñøåãî ýïèòàêñèàëüíîãî ñëîÿ,

ïîëó÷åííàÿ áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ ôðîíòà êðèñòàëëèçàöèè, îòëè÷àåòñÿ îò

ðåçóëüòàòîâ Îñíîâíîé ìîäåëè ìåíåå ÷åì íà 1%.

4.2 Èçîòåðìè÷åñêèé ðîñò

Ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ðîñòå íàñûùåííûé ïðè òåìïåðàòóðå T1 ðàñòâîð

Cd−Hg− Te ïðèâîäèòñÿ â êîíòàêò ñ CdxHg1−xTe ïîäëîæêîé ïðè òåì-
ïåðàòóðå T0 = T1−∆T . Ïðîöåññ ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòó-

ðå T0. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ÿâ-

ëÿåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ýïèòàêñèàëüíîãî ñëîÿ, èìåþùåãî, çà èñêëþ÷åíèå

íåáîëüøîãî ó÷àñòêà âáëèçè ãåòåðîãðàíèöû, ïîñòîÿííûé ñîñòàâ [4]. Îí

2Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ñîñòàâ CdxHg1−xTe ïîäëîæêè x = 0.207 ìîëüíûå äîëè.
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îòëè÷àåòñÿ îò ñîñòàâà ïîäëîæêè (ñì. ðèñ.5, 6).

Çàâèñèìîñòü ñîñòàâà ñëîÿ îò ñòåïåíè ïåðâîíà÷àëüíîãî ïåðåîõëàæäå-

íèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 7. Ñîäåðæàíèå CdTe â ñëîå ëèíåéíî óáûâàåò

ñ ðîñòîì âåëè÷èíû ∆T , ïðè ýòîì ïàäåíèå ìîëüíîé äîëè CdTe íà îäèí

ãðàäóñ ïåðåîõëàæäåíèÿ ñîñòàâëÿåò 0, 0018.

Òîëùèíà âûðîñøåãî ýïèòàêñèàëüíîãî ñëîÿ è çàâèñèìîñòü ñîñòàâà ñëîÿ

îò âåëè÷èíû ∆T äëÿ âñåõ òðåõ ìîäåëåé ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò. Îäíà-

êî, Ìîäåëè À è B íå ïîçâîëÿþò èçó÷èòü ïðîöåññû ïðîòåêàþùèå âáëèçè

ãðàíèöû ïîäëîæêà - ýïèòàêñèàëüíûé ñëîé. Âìåñòå ñ òåì, øèðèíà ïåðå-

õîäíîé çîíû, åå ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè è çàâèñèìîñòü îò ïåðâîíà÷àëüíîãî

îõëàæäåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Íà ðèñóíêå 8

ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü øèðèíû ïåðåõîäíîé çîíû âáëèçè ãðàíèöû ïîä-

ëîæêà - âûðîñøèé ýïèòàêñèàëüíûé ñëîé îò âåëè÷èíû ïåðåîõëàæäåíèÿ

∆T .

4.3 Ðîñò â óñëîâèÿõ ïðèíóäèòåëüíîãî îõëàæäåíèÿ ñ ïðåäâà-

ðèòåëüíûì ïîäðàñòâîðåíèåì ïîäëîæêè

Ðàñòâîð Cd − Hg − Te , ñîñòàâ êîòîðîãî ðàâíîâåñåí ñîñòàâó ïîäëîæêè

ïðè òåìïåðàòóðå T1 = T0 −∆T , ïðèâîäèòñÿ â êîíòàêò ñ ïîäëîæêîé ïðè

T0 = 783oK. çàòåì òåìïåðàòóðà ñèñòåìû ïîíèæàåòñÿ íà 10o ïî çàêîíó

T = T0 − α · t è âûäåðæèâàåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå äî ïîëíîé

îñòàíîâêè ðîñòà.

Ïðè òàêèõ óñëîâèÿõ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ïðîöåññà ïðîèñõîäèò ïîäðàñ-

òâîðåíèå ïîäëîæêè. Íàñûùåíèå ðàñòâîðà ïðîèñõîäèò ïîä âëèÿíèåì äâóõ

ôàêòîðîâ: ðàñòâîðåíèå ïîäëîæêè è ïîíèæåíèå òåìïåðàòóðû. Íà ðèñóíêå

9 èçîáðàæåíî èçìåíåíèå òîëùèíû òâåðäîé ôàçû â õîäå ïðîöåññà. Îáëà-

ñòè óáûâàíèÿ òîëùèíû òâåðäîé ôàçû ñîîòâåòñòâóåò ýòàïó ðàñòâîðåíèÿ,

à âîçðàñòàþùèé ó÷àñòîê � ðîñòó ýïèòàêñèàëüíîãî ñëîÿ. Ãëóáèíà ðàñòâî-

ðåíèÿ è òîëùèíà âûðîñøåãî ñëîÿ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.
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Òàáëèöà 1: Îñíîâíàÿ ìîäåëü

Ñêîðîñòü

îõëàæäåíèÿ

Ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ

[ìê]

Òîëùèíà âûðîñøåãî

ñëîÿ [ìê]

0, 5 Ê/ìèí 15, 148 14, 92642

1, 0 Ê/ìèí 12, 28025 12, 17101

1, 5 Ê/ìèí 10, 48954 10, 42872

Íà ðèñóíêå 10 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâà òâåðäîé ôàçû äëÿ

ðàçíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçûâà-

þò, ÷òî íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðîñòà â ñîñòàâ ýïèòàêñèàëüíîãî ñëîÿ èç ðàñòâî-

ðà ïîïàäàåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî CdTe, òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå

CdTe ïî òîëùèíå òâåðäîé ôàçû ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî íåîäíîðîäíûì.

Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ýòîãî ïèêà â ðàñïðåäåëåíèè CdTe óâåëè÷èâàåòñÿ ñ

óìåíüøåíèåì ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ.

Ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðàñòâîðåíèè ïîäëîæêè â ìíî-

ãîêîìïîíåíòíîì ðàñòâîðå íåâîçìîæíà áåç ó÷åòà äèôôóçèè â òâåðäîé ôà-

çå [23], ïîýòîìó ïðèìåíåíèå â äàííîì ñëó÷àå Ìîäåëè À íåêîððåêòíî.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ Ìîäåëè B, ïðèâåäåíû íà ðèñóí-

êàõ 11 è â òàáëèöå 2. Ñðàâíåíèå äàííûõ ïðèâåäåííûõ â òàáëèöàõ 1 è

2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ è òîëùèíà âûðîñøåãî ñëîÿ, ïî-

ëó÷åííûå â ðàìêàõ Îñíîâíîé ìîäåëè è Ìîäåëè Â, ñîâïàäàþò ñ õîðîøåé

òî÷íîñòüþ, îäíàêî êàðòèíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâà òâåðäîé ôàçû, ïîëó-

÷åííàÿ áåç ó÷åòà äâèæåíèÿ ôðîíòà, ñóùåñòâåííî èñêàæåíà (ðèñ. 12).

Òàáëèöà 2: Ìîäåëü B

Ñêîðîñòü

îõëàæäåíèÿ

Ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ

[ìê]

Òîëùèíà âûðîñøåãî

ñëîÿ [ìê]

0, 5 Ê/ìèí 14, 32892 14, 8459

1, 0 Ê/ìèí 11, 65342 12, 11918
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1, 5 Ê/ìèí 9, 96877 10, 39035

Íà ðèñóíêå 13 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ òîëùèíû

ðàñïëàâà íà ðàñïðåäåëåíèå CdTe â òâåðäîé ôàçå. Ðàñ÷åò ïðîâîäèëèñü â

ðàìêàõ Îñíîâíàÿ ìîäåëè. Ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû æèäêîé ôàçû óâå-

ëè÷èâàåòñÿ âðåìÿ è ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ ïîäëîæêè (ñì. òàá.1 è òàá.3). Â

ðåçóëüòàòå óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè íàñûùåíèÿ ðàñòâîðà äèôôóçèÿ â æèä-

êîé ôàçå óñïåâàåò ïîíèçèòü êîíöåíòðàöèþ Cd âáëèçè ïîäëîæêè, òåì

ñàìûì, óìåíüøàÿ âûñîòó ïèêà â ðàñïðåäåëåíèè CdTe â òâåðäîé ôàçå.

Òàáëèöà 3: Îñíîâíàÿ ìîäåëü.Òîëùèíà ðàñïëàâà 0.2ñì

Ñêîðîñòü

îõëàæäåíèÿ

Ãëóáèíà ðàñòâîðåíèÿ

[ìê]

Òîëùèíà âûðîñøåãî

ñëîÿ [ìê]

0, 5 Ê/ìèí 17, 0646 16, 65848

1, 0 Ê/ìèí 13, 00462 12, 63749

1, 5 Ê/ìèí 10, 7732 10, 45799

5 Âûâîäû

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ñàìîñîãëàñîâàííàÿ äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü ïðîöåññà

ðàâíîâåñíîé êðèñòàëëèçàöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîãî ðàñòâîðà. Ïðåäëîæåí

ïðàêòè÷åñêè áåçóñëîâíî óñòîé÷èâûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ

óñëîâèÿìè ñïåöèàëüíîãî âèäà íà äâèæóùåéñÿ ãðàíèöå ôàçîâîãî ïåðåõî-

äà. Àëãîðèòì îñíîâàí íà ñîâìåñòíîì ðåøåíèè óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ

ôàçîâûé ïåðåõîä â ìíîãîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìå, è ãàðàíòèðóåò ïîëó÷å-

íèå íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ â øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ.

Íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàçëè÷íûõ

ôèçè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèÿõ, îïðåäåëåíà îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè èñïîëü-

çóåìûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññà æèäêîôà-

çîâîé ýïèòàêñèè.
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Ðèñ. 4: Ðîñò â óñëîâèÿõ ïðèíóäèòåëüíîãî îõëàæäåíèÿ. Çàâèñèìîñòü ñî-

ñòàâà òâåðäîé ôàçû îò ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ.
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Ðèñ. 5: Èçîòåðìè÷åñêèé ðîñò. Ãðàíèöà ïîäëîæêà - ýïèòàêñèàëüíûé ñëîé.

Âðåìÿ ðîñòà 100 ñåê.
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Ðèñ. 6: Èçîòåðìè÷åñêèé ðîñò. Ãðàíèöà ïîäëîæêà - ýïèòàêñèàëüíûé ñëîé.

Âðåìÿ ðîñòà 1000 ñåê.
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Ðèñ. 7: Èçîòåðìè÷åñêèé ðîñò.
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Ðèñ. 8: Èçîòåðìè÷åñêèé ðîñò. Çàâèñèìîñòü øèðèíû çîíû ðàçìûòèÿ îò

ïåðåãðåâà ∆T .
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Ðèñ. 9: Ðîñò èç íåäîñûùåííîãî ðàñòâîðà. Èçìåíåíèå òîùèíû òâåðäîé

ôàçû.
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Ðèñ. 10: Ðîñò èç íåäîñûùåííîãî ðàñòâîðà. Çàâèñèìîñòü ñîñòàâà îò ñêî-

ðîñòè îõëàæäåíèÿ.
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Ðèñ. 11: Ðîñò èç íåäîñûùåííîãî ðàñòâîðà. Ìîäåëü B. Èçìåíåíèå òîùèíû

òâåðäîé ôàçû.
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Ðèñ. 12: Ðîñò èç íåäîñûùåííîãî ðàñòâîðà.Ìîäåëü B. Çàâèñèìîñòü ñîñòàâà

îò ñêîðîñòè îõëàæäåíèÿ.
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Ðèñ. 13: Ðîñò èç íåäîñûùåííîãî ðàñòâîðà. Çàâèñèìîñòü ñîñòàâà îò òîë-

ùèíû ðàñòâîðà.


