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о сложности ветвящихся программ*)

Е. А. ОКОЛЬНИШНИКОВА

(НОВОСИБИРСК)

1. Введение

Изучение сложности реализации булевых функций ветвящимися
программами является одним из интенсивно развивающихся в последнее время
направлений в математической теории сложности. В данной работе будут
приведены результаты лишь по некоторым направлениям этих
исследований. Это связано с большим количеством публикаций по данной
тематике. При подготовке обзора использовались доклады, прочитанные автором
на школе-семинаре по синтезу и сложности управляющих систем,
проходившей в 1998 г. в ННГУ и НИИ ПМК, г. Нижний Новгород, и доклады,
прочитанные на школах молодых ученых, проходящих в рамках программы
¦Интеграция» в МГУ (г. Москва, 1997 г.) и в ННГУ (г. Нижний Новгород,
1998 г.)

Ветвящаяся (бинарная) программа — математическая модель
вычислений, связанная с переработкой информации, в которой на каждом шаге
проверяется значение одного бита информации. Этот тип управляющих
систем можно рассматривать как модель вычислений, хорошо моделирующих
работу компьютерных программ, состоящих из условных операторов.

В начале обзора, в разделе 2, будут даны определения
контактно-вентильной схемы, ориентированной и ациклической контактно-вентильной
схем, как моделей управляющих систем наиболее близких к ветвящимся
программам, затем будут определены недетерминированная и
детерминированная ветвящиеся программы; определены меры сложности для этих
классов схем. Приведен ряд соотношений для этих мер сложностей, и описано
поведение функции Шеннона для этих классов схем.

В разделах 3 и 4 приведены известные нижние оценки сложности для
недетерминированных и детерминированных ветвящихся программ
соответственно.

Раздел 5 посвящен ветвящимся программам с ограничениями
на ширину.

В разделе 6 рассматриваются ветвящиеся А;-программы и приведены
методы получения нижних оценок для этого класса схем. В конце
раздела приведен метод использования нижних оценок сложности ветвящихся
fc-программ для получения нижних оценок сложности ветвящихся программ
без ограничений.

*) Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (проект 00-01-00874) и Федеральной целевой программы «Интеграция» (проект
АО-110).
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2. Определения, предварительные сведения

2.1. Контактно-вентильные схемы. Под контактно-вентильной
схемой понимается граф с двумя выделенными вершинами, входной и
выходной, содержащий как ориентированные, так и неориентированные ребра.
При этом все ориентированные ребра (вентили) непомечены, в то время как
каждому неориентированному ребру (контакту) приписан один из
символов ж,,..., жп, ж,,..., жп. Функция /(ж,,..., жп), реализуемая
контактно-вентильной схемой, описывает проводимость между входной и выходной
вершинами, в зависимости от значений переменных х{)..., хп (определяющих
состояние контактов). Под сложностью LKB контактно-вентильной схемы
понимается общее число ребер в схеме (т. е., общее число контактов и вен­

вход тилей). Под сложностью L^ контактно-вентильной схемы
понимается общее число неориентированных ребер в схеме (т. е.,
только число контактов). Как обычно, под сложностью
реализации функции в данном классе схем понимается сложность
минимальной схемы, реализующей данную функцию.

Пример 1. На рис. 1 приведен пример
контактно-вентильной схемы, реализующей булеву функцию /, =xzvVxzut V
V yzv V yzu(t V ж) V yzuv V yz(t V ж). Сложность L^ этой схемы
равна 9. Сложность LKB равна 8.

Для контактно-вентильных схем известна асимптотика
функции Шеннона (~ 2п/п) для меры сложности L^,
полученная О. Б. Лупановым в [6]. Кроме того, в той же работе

был получен порядок функции Шеннона (ж 2п/2) для меры сложности Lra
для контактно-вентильных схем. Этот результат позволяет с помощью
метода Нечипорука [8] получить наилучшую из известных в настоящее
время нижних оценок сложности реализации конкретных последовательностей
булевых функций в классе контактно-вентильных схем, а именно, оценкуC/2 \ *-*

Шп) [^*) для меРы сложности LKB, а также и для меры сложности LKB.
Кроме того, можно отметить нижние оценки**) вида Q(n log log log* n) для
сложности реализации ряда симметрических булевых функций, включая
функцию голосования MAJn, полученные А. А. Разборовым [13] для
этого класса схем. (Ранее аналогичная оценка, а именно оценка Щп log** п),
была получена М. И. Гринчуком [2, 3] для сложности реализации ряда
симметрических функций, включая функцию голосования, в классе
контактных схем.)

2.2. Ориентированные контактно-вентильные схемы. В
современной зарубежной литературе под контактно-вентильными схемами от
переменных ж,,..., хп (switching-and-rectifier networks) часто понимается
ориентированный граф (возможно с циклами) с двумя выделенными
вершинами (входной и выходной). Части дуг приписан один из символов
жп ..., жп, жи ..., жп, остальные дуги непомечены. Функция /(ж,,..., жп),
реализуемая ориентированной контактно-вентильной схемой, описывает
проводимость между входной и выходной вершинами, в зависимости от
значений переменных жм ..., жп. Под сложностью RS так определенной
контактно-вентильной схемы, понимается число помеченных дуг. Ясно, что для
произвольной булевой функции / имеет место следующее соотношение между

*) Оценка такого вида была получена П. Пудлаком [33] с помощью метода Нечипорука для
недетерминированных ветвящихся программ, но легко проверить, что аналогичный результат
имеет место и для контактно-вентильных схем.

**) Здесь, как обычно, под log* n понимается функция сверхлогарифма.
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мерой сложности RS(/) для ориентированных контактно-вентильных схем
и мерой сложности LKB(/) для контактно-вентильных схем

LKB(f)^RS(f)^2Lm(f).
2.3. Ациклическая контактно-вентильная схема. Под

ациклической контактно-вентильной схемой (switching-and-rectifier
network [20, 27], или directed contact network [13, 33]), или contact gating
schema [33]) от переменных ж,,..., xn понимается ориентированный
ациклический граф с двумя выделенными вершинами (входной и выходной),
у которого часть дуг помечена переменными жп ..., хп или их отрицаниями
ж,,..., жп, а оставшаяся часть дуг— свободные дуги — не помечена.
Функция /(ж,,..., жп), реализуемая ациклической контактно-вентильной схемой,
описывает проводимость между входной и выходной
вершинами в зависимости от значений переменных ж,,..., жп. Под
сложностью ациклической контактно-вентильной схемы понимается
число дуг, помеченных переменными или их отрицаниями.

Пример 2. На рис. 2 приведен пример
ациклической контактно-вентильной схемы, реализующей булеву
функцию /2 = xzv V xzut V yzv V yzu( t V ж) V yz(t V ж). Сложность RS
этой схемы равна 8.

Порядок функции Шеннона для этого класса схем тот же, A t/Jx
что и меры сложности LKB для контактно-вентильных схем, \к
а именно, (ж 2п/2). Все известные нижние оценки для контакт- вых°д
но-вентильных схем справедливы и для ациклических контакт- Рис 2
но-вентильных схем. Кроме того, на этот класс схем можно
перенести некоторые нижние оценки, полученные для других классов схем,
в частности нижнюю оценку, полученную для характеристических функций
некоторых двоичных кодов в классе недетерминированных и
детерминированных ветвящихся программ [10, 12].

Известно, что по каждой ориентированной контактно-вентильной
схеме G, реализующей булеву функцию /, можно построить ациклическую
контактно-вентильную схему без свободных дуг G', которая реализует ту же
функцию / и сложность которой есть полином (степени не выше четырех)
от сложности схемы G [36, теор. 2.2].

2.4. Недетерминированные ветвящиеся программы. Частным
случаем ациклических контактно-вентильных схем являются
недетерминированные ветвящиеся программы (nondeterministic branching programs).
Недетерминированной ветвящейся программой от переменных хи ..., жп
называется ориентированный граф без циклов с одной входной вершиной и
двумя выходными вершинами, одна из которых помечена нулем, другая —
единицей. Из каждой вершины, за исключением выходных, выходит ровно
две дуги. Все невыходные вершины при этом делятся на два типа:

— вершины, помеченные переменными из множества {ж^..., жп};
из вершин этого типа выходит одна дуга, помеченная единицей, и одна
дуга, помеченная нулем;

— недетерминированные вершины (guessing nodes, V-nodes, existential
nodes), из которых выходит ровно две непомеченных дуги.

Функция /(жп ..., жп), реализуемая недетерминированной ветвящейся
программой, описывает проводимость между входной и выходной
вершинами в зависимости от значений переменных х{,..., жп. Сложность булевых
функций в этом классе схем — число помеченных вершин*) — будем обо­

*) Иногда под сложностью недетерминированной ветвящейся программы понимается
число помеченных дуг. Эту меру сложности обычно используют в том случае, когда доказательства
утверждений проводятся для ациклических контактно-вентильных схем и распространяются
на недетерминированные ветвящиеся программы. В этом случае удобнее под сложностью
понимать именно число дуг. Ясно, что эти две меры сложности отличаются ровно в два раза.
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значать через NBP(/). Порядок функции Шеннона для этого класса схем
тот же, что и для контактно-вентильных схем (х2п/2).Пример 3. На рис. 3 приведен пример
недетерминированной ветвящейся программы (недетерминированная вершина обозначена

незаштрихованным кружком), реализующей функцию

Сложность NBP этой схемы равна 8.
С точностью до мультипликативной

константы, сложность реализации булевой функции
недетерминированными ветвящимися программами
совпадает со сложностью реализации той же
функции ациклическими контактно-вентильными
схемами. Но при рассмотрении схем с ограничениями
на структуру это соотношение сложностей может
измениться.

2.5. Детерминированные ветвящиеся
программы. Недетерминированная ветвящаяся
программа называется детерминированной ветвящейся
программой, если в ней нет недетерминированных
вершин. В русской литературе используется также термин
бинарная программа для обозначения

детерминированных ветвящихся программ. Видимо, первой работой, где рассматривался
этот класс схем, была работа К. Ли [29]. Сложность
реализации булевой функции / в этом классе схем —
число невыходных вершин — будем обозначать ВР(/).
В. А. Кузьминым [5] была получена асимптотика
функции Шеннона для этого класса схем (~2п/п) (см.
также [1, 4]).

Пример 4. На рис. 4 приведен пример
детерминированной ветвящейся программы, реализующей
ФУНКЦИЮ /4 = ХЬ(Х^Х4(Х2Х1 V ХъХх) V ХА(ХЬХ2ХХ V XjZj)) V
V х3(х4х2х1 V х5х1х2). Сложность ВР этой схемы
равна 9.

2.6. Сравнение сложностей реализации
булевых функций различными типами
управляющих систем. Пусть С(/) обозначает сложность
реализации булевой функции / схемами из
функциональных элементов, К(/) — сложность реализации булевой
функции / контактными схемами, а Ц>(/) — сложность
реализации булевой функции / формулами в базисе (&, V, -i). Тогда имеют
место следующие соотношения сложностей [35, 42] (обозначение F<Q мы
будем использовать для обозначения того, что F = O(Q))

C^(f) r< RS(/) r< K(/) :< BP(/) r< Lo(/).

Кроме того, А. А. Разборовым [35] было неконструктивно показано,
что имеет место следующее соотношение сложностей контактных схем и
детерминированных ветвящихся программ

К(/КВР(/)°<».
М. Зауерхофф, И. Вегенер и Р. Верхнер в 1999 г. [37] показали, что имеет
место следующее соотношение сложностей:

Рис. 4

вр(/) = о(Ц/п
где C = log4 C + VE) < 1,194.
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Известно, что последовательности функций, которые могут быть
вычислены ветвящимися программами полиномиальной сложности, могут также
быть вычислены неуниформной машиной Тьюринга за логарифмическое
время и наоборот (см. [24, 34, 42]) Кроме того, о связи ветвящихся программ
и машин Тьюринга см. [32, 35, 36].

Существует связь между сложностью ветвящихся программ и
пространственной сложностью неуниформных машин Тьюринга.

А. Кобхэм [24] и П. Пудлак [34] доказали следующие утверждения.
Теорема 1. Если f — булева функция, то

S(/„)=0(log(max{BP(/J)n})))
ВР(f ) = 2o(max^s^),l0gn^

где S(/) — пространственная сложность не униформных машин
Тьюринга.

3. Нижние оценки сложности для
недетерминированных ветвящихся программ

3.1. Оценка Э. И. Нечипорука. Наилучшей известной нижней
оценкой сложности реализации функций недетерминированными ветвящимися

программами является оценка ^ (T^FTT)' П0ЛУченная П. Пудлаком [33] с
помощью метода Нечипорука [8].

3.2. Оценки для симметрических булевых функций. Ясно, что
на этот класс схем переносятся все известные оценки для сложности
реализации булевых функций контактно-вентильными схемами, в частности
оценка ?2(nlogloglog* n) для сложности реализации ряда симметрических
булевых функций, включая функцию голосования MAJn [13].

3.3. Оценки для характеристических функций двоичных
кодов. Е. А. Окольнишниковой [12] были получены нелинейные нижние
оценки Щп log n/ log log n) для сложности реализации характеристических
функций кодов Рида-Маллера в классе недетерминированных ветвящихся
программ. Подробнее о способе получения этой оценки будет сказано ниже,
в п. 6.4 после введения понятия ветвящейся А;-программы.

4. Нижние оценки сложности для
детерминированных ветвящихся программ

4.1. Оценка Э. И. Нечипорука. Наилучшей известной нижней
оценкой для сложности реализации функций детерминированными ветвящими­

программами является оценка Ш \ J, полученная П. Пудлаком [33]
с помощью метода Нечипорука [8].

4.2. Оценки для симметрических булевых функций. Для ряда
симметрических булевых функций, в частности для функции голосования,
П. Пудлак [32] получил оценку

BP(MAJn) ^ Q(n log log n/ log log log n).

Впоследствии Л. Бабаи, П. Пудлак, В. Рёдл и М. Семереди [17] улучшили
этот результат. Они показали, что

ся

BP(MAJn) ^ Щп log n/ log log n).
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Пусть X,Y,Z—множества переменных. И пусть f(X) обозначает
тот факт, что функция / зависит только от переменных из
множества X; если X —объединение непересекающихся множеств Y и Z, то
будем использовать обозначение f(Y,Z); подстановка — это отображение 6:
X —> {0, 1, *}, через f6 будем обозначать результат применения
подстановки 8 к функции /.

Пусть заданы непересекающиеся множества Ци функция f(Y,Z),
Будем говорить, что функция f(Y,Z) является А-простой, если существует
разбиение А,,..., А^ множества 2У и разбиение В{,..., В, множества 2Z,
/,, ig ^ А, такие, что функция / постоянна на каждом из множеств А{ х Вр

Теорема 2 [17, теорема 2.4]. Для любого 7, 7^0» любого
натурального п и любой функции f(X)t \X\=2n, существуют
положительные целые числа а и Ь такие, что если функция f(X) может быть
вычислена ветвящейся программой сложности не превосходящей уп, то
существуют непересекающиеся множества Y} ZCX для которых

(l)\Y\ = \Z\>n/b\
B) для подстановки 6, обращающей X\(Y\JZ) в нуль, функция

f8(Y,Z) является 7а7-простой.
Эта теорема позволяет получать нетривиальные нижние оценки в

случае, когда функция достаточно симметрична. Это позволило получить
оценку Q(n log n)(loglogn)_1 для ряда симметрических булевых функций, в том
числе для функции голосования MAJn и для элементарной симметрической
функции ELn/2J (т. е. для функции зависящей от п переменных и
принимающих значение 1 на наборах, содержащих [п/2\ единиц). Наилучшая
известная верхняя оценка для детерминированных ветвящихся программ,
реализующих симметрические булевы функции, — это оценка 0(n2/log п), а для
элементарных симметрических функций — оценка 0(n(lognJ/loglogn).
Эти оценки были получены О. Б. Лупановым для контактных схем [7], но,
как замечено в [16], они являются одновременно и оценками для
детерминированных ветвящихся программ.

4.3. Оценки для характеристических функций двоичных
кодов. Е. А. Окольнишниковой [10] были получены нелинейные нижние
оценки сложности реализации характеристических функций двоичных кодов
с большим числом кодовых вершин и с растущим (с ростом п) кодовым
расстоянием. В частности, получена нижняя оценка Щп log n/log log п)
для характеристических функций кодов Боуза-Чоудхури-Хоквингема с
кодовым расстоянием 0(logn/loglogn) в классе детерминированных
ветвящихся программ. Впоследствии в [12] аналогичным методом была получена
нижняя оценка ft(nlogn/loglogn) для сложности реализации
характеристических функций кодов Рида-Маллера в классе недетерминированных
ветвящихся программ. Из этой оценки следует такая же оценка в классе
детерминированных ветвящихся программ. Подробнее о способах
получения этих оценкок будет сказано ниже, в п. 6.4, после введения понятия
ветвящейся fc-программы.

5. Ветвящиеся программы ограниченной ширины

Широкое распространение получили работы по изучению ветвящихся
программ с ограничениями на структуру схем. Одним из таких широко
исследуемых в конце 80-х, начале 90-х годов ограничений является
ограничение на ширину программ (обзор результатов см. в [15, 42], см. также [18]).
Говорят, что детерминированная ветвящаяся программа имеет ширину dt
если она разбита на уровни и каждый уровень содержит не более d вершин.
При этом дуги идут только из вершин меньшего уровня в вершины боль­
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шего уровня. Для сложности реализации булевых функций схемами с этим
ограничением был получен ряд интересных результатов. В частности для
схем ширины d Л. Бабаи, П. Пудлак, Р. Редл и М. Семереди [17] получили
нижние оценки Q(nlogn) для сложности реализации полностью
определенных симметрических булевых функций (в том числе функции
голосования MAJn). При получении результата для схем ограниченной ширины
в [17] использовался тот же принцип доказательства, что и при получении
нижних оценок сложности для схем без ограничений.

Используя те же обозначения, что и в п. 4.4, описывающем сложность
ветвящихся программ для симметрических булевых функций, имеем для
схем ширины, не превосходящей d, следующее утверждение.

Теорема 3 [17, теорема 2.3]. Для любых натуральных dun,
вещественного j, 7^0» и произвольной функции f(X), \Х\=2п,
существуют положительные целые числа а и Ь такие, что если
функция f(X) может быть вычислена ветвящейся программой ширины d
со сложностью, не превосходящей ^п, то существуют
непересекающиеся множества Y, Z СХ для которых

(l)\Y\ = \Z\*n/b\
B) для подстановки 6, которая фиксирует X \(Y U Z),

функция f6(Yy Z) является 77-простой.
Эта теорема позволяет, в частности, получить оценку Ct(nlogn) для

функции голосования MAJn в классе ветвящихся программ ограниченной
ширины.

6. Ветвящиеся fc-программы
Другим широко распространенным ограничением на структуру

ветвящихся программ является ограничение на число проверок переменных
в каждой цепи, когда для любой переменной х{ в любой цепи, идущей
от входной вершины к выходной, вершины, помеченные переменной х{,
встречаются не более к раз. Такие программы называются
ветвящимися /:-программами (read-fc-times или read-/:-times only branching programs).
Сложность реализации булевой функции / недетерминированной
(детерминированной) ветвящейся fc-программой обозначим через NBPk(f) и BPk(f)
соответственно. Недетерминированная ветвящаяся программа называется
недетерминированной синтаксической ветвящейся fc-программой, если
в ней вдоль любого пути от входной вершины к выходной каждая
переменная встречается не более к раз. Возможное альтернативное определение
к -программы состоит в том, что ограничение на число проверок
накладывается не на все пути программы, идущие от входной вершины к выходной, а
только на пути, в которых не встречаются одновременно дуги, помеченные
некоторой переменной х{ и ее отрицанием (ненулевые пути). Такие
ветвящиеся программы называются несинтаксическими ветвящимися
к-программами. Аналогично можно ввести понятия синтаксических и
несинтаксических контактно-вентильных /:-схем. С. П. Юкна [27] показал, что
для случая к = 1 синтаксическая модель для ациклических
контактно-вентильных схем в экспоненциальное число раз слабее, чем несинтаксическая
модель. Неизвестно ни одной нетривиальной нижней оценки для
несинтаксических ветвящихся программ при к ^ 2. Более того, не известно ни одной
нетривиальной нижней оценки для случая к = 1 для несинтаксических
ветвящихся ациклических контактно-вентильных схем.

6.1. Нижние оценки сложности для ветвящихся 1-программ.
Имеется большое число работ, которые продолжают появляться до
настоящего времени, в которых получены экспоненциальные нижние оценки
сложности 1-программ (read-once branching programs или FBDD, т. е. free
binary decision diagrams). Среди этих работ одной из первых была работа
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С. Жака [46] (см. также [9, 16, 25, 43]). Наилучшими из известных в
настоящее время нижних оценок, полученными для 1-программ, являются оценки
2n/2ooo J40], 2П~°<П> [38] и 2п-°<1о*п>2 [14].

6.2. Нижние оценки сложности для ветвящихся fc-программ.
Первой работой, в которой была получена оценка экспоненциального
типа для детерминированных ветвящихся А;-программ при растущих
значениях к, была работа Е. А. Окольнишниковой [10]. Оценка была
получена для к = 0(log n/ log log n). Позднее метод получения экспоненциальных
нижних оценок из [9] был распространен на случай недетерминированных
ветвящихся программ [11, 31]. Отметим, что эта работа была, возможно,
первой работой, в которой в явном виде использовались схемы с
ограничениями (а именно ветвящиеся к -программы) для получения нижних оценок
для схем без ограничений. (Более подробно см. п. 6.4.)

Примерно в это же время и независимо А. Бородиным, А. А. Разбо­
ровым и Р. Смоленским [20] были получены экспоненциальные нижние
оценки для недетерминированных ветвящихся fc-программ для к ^ с log п.
Позднее, в 1998 г., метод, предложенный в работе [20], был модифицирован
Дж. Тхатхачаром [41].

Можно отметить, что методы, предложенные для получения высоких
нижних оценок в [10, 20, 31, 41] схожи. Пусть & — ветвящаяся программа,
реализующая булеву функцию f от N переменных. Каждой единице
булевой функции / (т. е. набору, на котором функция равна единице) ставится
в соответствие путь в &. Этот путь делится на «равные» части, и каждому
такому пути ставится в соответствие или некоторое подмножество вершин
ветвящейся программы [10, 12, 31] или некоторое подмножество дуг
ветвящейся программы [20, 41], позволяющее отделить одну часть от другой.
Мощности этих множеств зависят только от заранее выбранных
параметров и существенно меньше чем длина пути, которому они соответствуют.
С каждым таким множеством вершин (или дуг) ассоциируется функция f{,
зависящая только от этого подмножества вершин или дуг программы & и
не зависящая от пути, по которому она строилась. При этом/ = v/„ A)
т. е. функции fc задают покрытие множества единиц функции /. Если число
единиц каждой функции fi не очень большое, а число единиц функции /
велико, то, значит, и число различных подмножеств (вершин или дуг),
которые ставятся в соответствие единицам булевой функции, велико. Это
позволяет оценить снизу мощность множества вершин (или дуг)
ветвящейся программы.

В [10, 12, 31] для получения нижних оценок сложности ветвящихся
программ используется сопоставление каждой единице ветвящейся
программы последовательности вершин ветвящейся программы. Это требует
преобразования ветвящейся программы к «однородному» виду, что
приводит к некоторому усложнению программы, но позволяет рассматривать
обобщенные отрезки пути. Это дает возможность ставить в соответствие
каждому пути не все вершины, которые первоначально служили
разделителями частей, на которые делился путь ветвящейся программы, а только
часть из них. На этом пути в некоторых случаях удается получить лучшие
оценки, чем при применении метода из [20], особенно в тех случаях,
когда ветвящиеся А;-программы используются при получения нижних оценок
сложности для ветвящихся программ без ограничений.

При применении метода А. Бородина, А. А. Разборова, Р.
Смоленского [20] каждой единице булевой функции ставится в соответствие
последовательность дуг ветвящейся программы. Это, с одной стороны, не
требует приведения программы к «однородному» виду, но, с другой
стороны, не позволяет объединять отрезки пути, т. е. каждому пути необходи­
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мо ставить в соответствие все дуги, которые служили разделителями пути
программы на части. При получении нижней оценки сложности
ветвящейся программы этим методом требуется извлекать корень большой степени
из мощности полученного покрытия множества единиц функции из A).

Остановимся более подробно на особенностях каждого из методов
доказательства.

I. Метод Окольнишниковой. Показано, что каждую ветвящуюся
программу, как детерминированную [10], так и недетерминированную [11, 31],
можно без существенного увеличения сложности привести к
однородному виду, где для любой пары вершин и любой переменной х{ кратность
появления вершин, помеченных этой переменной, на пути, ведущем из
одной вершины этой пары в другую вершину этой пары, не зависит от пути
(для различных переменных эти числа могут быть различными). При этом
сложность возрастает незначительно. Зафиксируем некоторые числа р и t,
k^p^t. Каждый путь однородной fc-программы, реализующей булеву
функцию /, разобьем на t отрезков. Показано, что любой единице 7
булевой функции можно поставить в соответствие подмножество ФG)»
состоящее из 2р вершин ветвящейся программы, с которым ассоциируется
функция*)

Л(Т) = 91Ь)(Хо U X.) ¦ з|G)(Х0 U Х2),
при этом <fy7)G)= 1, множества Х0, Хх, Х2 попарно не пересекаются, \ХХ\ ^
^ n,(p, t), \Х2\ ^ n^ip, t) и |Х0| ^ По = п — пх — rij, где величины пх(р, t) и
тг^р, t), найденные комбинаторными методами, имеют следующий вид:

пх(п; к,P,t)=\n(lZ$)/A)\, B)
ti2(n;^Rt) = n-prw*l + (*-i)f»(J:I)/(J)l; C)n^n; к, р} t) = п - п{ - щ. D)

Это позволяет оценить число 2р-вершинных подмножеств в программе SPQ
и, следовательно, число вершин программы.

Рассмотрим всевозможные представления функции / в виде
Я(/;*,д*)f(X)= V 9{(Х}иХ>)Лд>(Х<иХ^ E)

где |Х|=п; ХХ\Х2\Х^—непересекающиеся множества; X=Xlil)X2i\JXj;
и при этом IX^7^G1; к,р, t), |Х2'| ^ л^п; к,р, t), |X0*|=n-|X/|-|X2*|.

Минимальное число дизъюнктивных членов в представлении E)
обозначим через R(f; n, fc, p, t).

Теорема 4. Пусть f — булева функция, существенно зависящая
от п переменных, n ^ 16; k, p и t, k ^p^t, —произвольные
натуральные числа такие, что величины п{(п;р, fc, t), 713G1;р, fc, t) и п^(п;р, k, t),
вычисленные по формулам B)-D), положительны.

(a) Сложность NBPfc(/) реализации булевой функции f
недетерминированными к -программами удовлетворяет неравенству

NBPfc(/) > max{n; \у/Щ• (Л(/; п, к, А «))¦/<«}.
(b) Сложность BPk(f) реализации булевой функции f

детерминированными к -программами удовлетворяет неравенству

ВРЛЯ > max{n; % • (Я(/; n, fc, й «))¦/<*>}.

*) Эта функция состоит из всех конъюнкций, которым соответствуют пути, проходящие
через это подмножество вершин.
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Обозначим через H{(f) максимальное число единиц булевой функции /,
принадлежащих грани куба размерности г. Легко видеть [12, лемма 5], что
величина R (/; n, fc, p, t) удовлетворяет неравенству

R(f;n,k,p,t)>2^f^f). F)
Другие оценки для величины R(f; n, k,p,t) можно найти в [10]. Это
позволяет оценить как общее число вершин однородной ветвящейся программы,
так и общее число вершин ветвящейся программы. Этим методом или
некоторой модификацией этого метода было было получено несколько оценок
экспоненциального вида для сложности ветвящихся fc-программ, в том
числе для характеристических функций графов [10, 31].

II. Метод Бородина, Разборова, Смоленского. В [20] доказательство
проводится для ациклических контактно-вентильных схем. При этом
каждой единице булевой функции ставится в соответствие подмножество из qk
дуг программы, где q — заранее выбранное фиксированное число. С каждым

подмножеством ассоциируется функция Д = Д fhj(Xhj), где ограничения

на функции Д i и множества переменных (Х^^) даны в следующей теореме.
Теорема 5. Пусть /: Rп —> {0,1} — функция от п переменных,

к, q —положительные целые числа, и пусть Т = BNBPk(f)Jkq. Тогда f
может быть представлена в виде

/=V Л/«<*,,),

где Ду —функция, зависящая только от переменных из Xiyj С {хп ,..
..., хп}, \Х^;\ ^ [n/q\, и для любого г каждая переменная принадлежит
самое большее к из множеств {Х^{}..., Х^^}.

Этот метод получил название метода (к, д)-прямоугольников. Он
позволил получить нижние оценки экспоненциального вида для сложности
реализации ряда функций недетерминированными ветвящимися к -программами
при к ^ logJV.

С. П. Юкна [27] применил этот метод для характеристических функций
кодов, рассмотренных в [10], и получил экспоненциальные оценки для этих
функций в классе недетерминированных ветвящихся fc-программ.

III. Дж. Тхатхачар [41] модифицировал метод работы [20]. При
q = О (к • 2к) он для каждого i, 1 ^ г ^ Т, разбил множества переменных
Х^. из теоремы 5 на два подмножества, что позволило ему
сформулировать теорему 3 [20] в виде близком к E). При этом мощности множеств
Х{ и Х2 оцениваются снизу величиной B/3)iV/2*. Оценки снизу на
мощности множеств Хх и Х2 получены с помощью теоретико-вероятностных
рассмотрений. Число дуг, которые ставятся в соответствие каждой
единице булевой функции равно 0(к2-2к). Функции, для которых в [41] были
получены экспоненциальные нижние оценки сложности к -программ, будут
приведены ниже в п. 6.3, посвященном иерархии ветвящихся ^-программ.

Методы [10, 11, 31, 41] позволяют получать высокие нижние
оценки сложности реализации булевых функций ветвящимися А;-программами
функций, обладающих следующим свойством. Пусть g(YluY2) —
произвольная подфункция функции /, множества Yl и Y2 попарно не пересекаются,
и мощности множеств У[иУ2 достаточно велики и при этом представление
функции g в виде V(ft(^i)Aft(F2)) G)

t

требует большого числа дизъюнктивных членов.
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6.3. Иерархия ветвящихся к -программ. В связи с тем, что
одну и ту же функцию можно реализовать ветвящимися А;-программами с
различными значениями fc, возникает вопрос о соотношений сложностей
реализации одной и той же булевой функции ветвящимися к{-и
/^-программами. В работах [9, 20, 25, 46] показано, что сложность реализации
некоторых последовательностей булевых функций ветвящимися 1-программами
в экспоненциальное число раз (по числу переменных булевой функции)
превышает сложность реализации тех же булевых функций ветвящимися
2-программами.

В [31] было показано, что для любого натурального к, к ^ 2,
существует последовательность булевых функций такая, что сложность
реализации функций из этой последовательности в классе
недетерминированных синтаксических ветвящихся к -программ в экспоненциальное число раз
(по числу переменных булевой функции) превосходит сложность
реализации той же функции в классе недетерминированных синтаксических
ветвящихся (к In к/ In 2+Сопрограмм, где С — константа, не зависящая от к.

В [41] приведены примеры булевых функций, сложности реализации
которых недетерминированными ветвящимися к-и (к + 1)-программами
отличаются в экспоненциальное число раз. Функция, на которой достигается
экспоненциальный разрыв в сложности между к-и (к + 1)-программами,
определена на fc-мерном гиперкубе [1,71]*. Рассматривается п
гиперплоскостей перпендикулярных к d-й оси, d G [1, к], называемых
d-плоскостями. Другими словами, г-я d-плоскость, г € [1, п], — множество {v е [1, п]к :
vd = г}. Пусть X* обозначает множество переменных соответствующих г-й
d-плоскости. Пусть через Hd(X) для d е [1, к] обозначается ? J] x
над GF(q). Ясно, что \Xf\ = nk~l. Рассматриваются функции *€[i,ni*€*/

HSPqk(X) = true ^?#d(X) = 0(modg),

CHSPqk(X)=trae^\/d Д Hd(X) = 0(modq).
de[l,k)

Показано, что сложность реализации функций HSPk +1 и CHSPk +1 в классе
детерминированных (& + 1)-программ линейна, а сложность реализации этих
функций в классе недетерминированных fc-программ — 0(Nl/{k + l)).

6.4. Нижние оценки для схем без ограничений. Перейдем к
методу получения нелинейных нижних оценок для ветвящихся программ без
ограничений [10, 12, 30]. Пусть & — произвольная ветвящаяся
(детерминированная или недетерминированная) программа, реализующая булеву
функцию /(ж,, Zg,..., хп). Если для какой-то переменной х{ число проверок
по этой переменной в некоторой цепи (пути) от входной вершины к
выходной превышает fc(n), то число вершин ветвящейся программы, помеченных
переменной zt, больше чем к(п), где к(п) —> оо при п —* оо. Если число
таких переменных не очень мало, то сложность ветвящейся программы &
не может быть малой. Если число таких переменных мало, то можно
«забить» эти переменные константами, что позволит от первоначальной схемы
перейти к схеме с ограничениями на число проверок каждой переменной
в цепи, т. е. рассмотреть реализацию некоторой подфункции функции /
ветвящейся fc-программой. Этот метод позволяет получать нетривиальные
нижние оценки сложности реализации булевых функций ветвящимися
программами для функций, обладающих свойством, описанным в конце п. 6.2,
т. е. для функций, представление любой из подфункций которых в виде G)
содержит большое число дизъюнктивных членов. Теорема 7 позволяет
получать нетривиальные оценки также для функций с множеством единиц,
достаточно равномерно распределенных по граням куба.
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Пусть /(xn Zg,..., хп) — булева функция, X' = {а^,..., х{ } —
подмножество множества переменных функции /,аа = {а-,..., а. } —
множество констант. Через f\x, = a обозначим функцию, которая получается из /
подстановкой констант из а вместо переменных из X', а именно, заменой
переменной xt. на константу а{, 1 ^ j ^ m.

Показано ([12, Теорема 1]), что можно получать нижние оценки
сложности реализации булевых функций ветвящимися программами без
ограничений, используя ветвящиеся fc-программы.

Теорема 6. Пусть д(Х) — булева функция, и С —
константа, О < С < 1. Пусть для любого подмножества переменных Х0, Х0СХ
и \Х0\ = [Сп\, существует такая подстановка констант из а в Х0,
что сложность реализации функции g\x = а(Х \ Х0)
недетерминированными (детерминированными) ветвящимися к(п) -программами не менее
чем пф(п), где ф(п) — растущая функция. Тогда сложность реализации
функции g недетерминированными (детерминированными)
ветвящимися программами без ограничений не меньше min{Cnk(n), тм/>(п)}.

Используя теоремы 4 и 6, а также F), получаем следующее
утверждение.

Теорема 7. Пусть заданы последовательность булевых
функций дп(Х), \Х\ = п, растущая функция к(п) и константа С, 0 < С < 1.
Если для любого подмножества переменных Х0, Х0СХ, \Х0\ = [Сп\,
существует подстановка констант из а в множество Х0, и
целочисленные р(п), t(n), k(n) ^ р(п) ^ t(n), такие что щ(\Х \ Х0\, k, р, t),
n{(\X\XQ\, k} p, t) и П2(\Х\Х0\, к, р, t), вычисленные по формулам B)-D),
положительны, тогда

NBP(gn) > тт{Спк(п), 1/4 • у/Щ&Г)• (R(gn |^ = а; к, Р, *))"Dр)}

Напомним, что через H{(f) было обозначено максимальное число
единиц булевой функции /, принадлежащих грани куба размерности г.

Теорема 8. Пусть заданы последовательность булевых
функций gn(X)f \Х\ = п, растущая функция к(п) и константа С, 0 < С < 1.
Тогда для сложности реализации функции дп недетерминированными
ветвящимися программами без ограничений справедливо соотношение

NHPfe)>.*.{№(..). iyf- (^-^я^))"""}.
где пх = пх({(\-С)п\, k,p, t), n2 = n2([(\-C)n\, к,р, t).

Эти результаты позволили получить нелинейные нижние
оценки для сложности реализации характеристических функций кодов
Боуза-Чоудхури-Хоквингема с кодовым расстоянием log n/ log log n
в классе детерминированных ветвящихся программ и для
характеристических функций кодов Рида-Маллера в классе недетерминированных
ветвящихся программ.

6.5. Упорядоченные бинарные деревья решений. Широкое
распространение получили исследования по сложности упорядоченных
бинарных деревьев решений (OBDD — ordered binary decision diagrams), которые
были введены Р. Е. Брайантом A986) [21]. OBDD — это ветвящаяся 1-про­
грамма с предписанным порядком переменных. На каждом пути от
входной вершины к выходной, переменные должны проверяться в соответствии
с этим порядком. OBDD очень важны для приложений. Этот тип схем
часто используется для задания функций. В частности, в теории кодирования
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иногда для задания кодов используются именно этот тип программ (trellises)
(см. [28]). Этот класс схем исследовался в ряде работ [19, 22, 26]. Обзоры
по упорядоченным бинарным деревьям решений см. в [23, 44, 45].

При подготовке данного обзора использовались также обзоры по
сложности ветвящихся программ из работ П. Пудлака [33], И. Вегенера [42, 45],
И. Вегенера и Д. Зилинга [39], А. А. Разборова [35], диссертации М. Зауер­
хоффа [36], а также из ряда работ других авторов.
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