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ÀÍÍÎÒÀÖÈß 
 Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ëèíåéíîé äâóìåðíîé 
èíòåðïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî âèäà. 
Íåîáõîäèìîñòü â òàêîé ïðîöåäóðå îáû÷íî âîçíèêàåò ïðè îáðàáîòêå 
ñèãíàëîâ ôèçè÷åñêèõ ïðèáîðîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ íàáëþäåíèÿ 
âíåøíåé ñðåäû, íåèçâåñòíûå ñâîéñòâà êîòîðîé èñêàæàþò 
ïîëó÷àåìûå ñèãíàëû. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ òàðèðîâî÷íûå 
òàáëèöû, ïîëó÷àåìûå çàðàíåå ïóòåì íàáëþäåíèé ñðåäû ñ èçâåñòíûì 
äèàïàçîíîì ñâîéñòâ.  
 Îñîáåííîñòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â íåðåãóëÿðíîì õàðàêòåðå 
àðãóìåíòîâ ïîëó÷àåìûõ òàáëèö. Эòî â äâóìåðíîì ñëó÷àå ïðèâîäèò, 
êàê ýòî ïîêàçàíî â ðàáîòå, ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ 
íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîöåäóðå ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè 
òàðèðîâî÷íîé òàáëèöû.  
 Ïîñòðîåí ìåòîä òàêîé èíòåðïîëÿöèè è èçó÷åíû åãî 
ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè. 

THE INTERPOLATION METHOD  
FOR FUNCTION THAT GIVEN ON TETRAGON 

 The subjects of consideration are the peculiarities of a special kind 
2D linear interpolation method. It usually needs for sensors data 
processing when unknown environment characteristics corrupt signal. 
For this case the calibration tables are used that are got preliminary by 
the known range environment characteristics observing. 
 The point here is the irregular relative positions of the table 
arguments that are obtained by a sensor data measuring. This work 
shows that in the 2D calibration table case it leads to necessity of using 
the nonlinear transformation inside of the linear interpolation procedure. 
 The method of the such kind interpolation are constructed and it’s 
geometrical configuration are studied. 
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Ââåäåíèå 

 Â çàäà÷àõ îáðàáîòêè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà òèïè÷íà 
ïðîáëåìà èíòåðïðåòàöèè ñíÿòûõ â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà ïîêàçà-
íèé èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ, - åñëè ýòè ïîêàçàíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ 
ïðÿìûìè èçìåðåíèÿìè è òîëüêî êîñâåííî ñâÿçàíû ñ èñêîìûìè ïà-
ðàìåòðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ýòî èçâåñòíî ñî âðåìåíè Ðîäæåðà 
Áýêîíà, ñóùåñòâóþò ëèøü äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû 
èíòåðïðåòàöèè: íà áàçå íîóìåíà íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ (ò.å. åãî 
âíóòðåííåé óìîïîñòèãàåìîé ñóùíîñòè) èëè íà áàçå åãî ôåíîìåíà 
(ò.å. êàðòèíû åãî âíåøíåãî ïðîÿâëåíèÿ â îïûòå). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ 
ïåðâûé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå õîðîøî ðàçðàáîòàííîé 
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè, 
îïðå-äåëÿåìûìè ïî ïîëó÷åííûì èçìåðåíèÿì. Ýòîò ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ 

îñíîâ-íûì â çàäà÷àõ íåáåñíîé ìåõàíèêè èëè ìàòåìàòè÷åñêîé 
ôèçèêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ôåíîìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä øèðîêî 
ðàçâèò â çàäà-÷àõ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè, ðîáîòîòåõíèêè, - 
òàì, ãäå ìîäåëü íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ îòñóòñòâóåò, íî ñóùåñòâóåò 
ïîâòîðÿåìîñòü ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïðè ñîâïàäåíèè óñëîâèé èõ 
ïðîâåäåíèÿ.  
 Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå îáñòîÿòåëüñòâà, ñâÿçàííûå 
ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ñîäåðæàíèåì èíòåðïðåòàöèè èçìåðÿåìîãî ôåíî-
ìåíà ÿâëåíèÿ, êîãäà îñíîâíûì ìåòîäîì îáðàáîòêè èçìåðåíèé ÿâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííîé òàðèðîâî÷íîé 
õàðàêòåðèñòèêè èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà, âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ 
ìîäåëè åãî ðàáîòû. Òàðèðîâî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñíèìàåòñÿ íà 
ñòåíäå â óñëîâèÿõ õîðîøî îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé ècêîìûõ âå-
ëè÷èí è ñâÿçûâàåò ïðÿìî (çäåñü îòñóòñòâóåò ìîäåëü ÿâëåíèÿ) ýòè 
âåëè÷èíû ñ ïîêàçàíèÿìè èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà. Â ïîñëåäóþùèõ 
ýêñïåðèìåí-òàõ â ïðåäïîëîæåíèè î ïîâòîðÿåìîñòè íàáëþäàåìîãî 
ôåíîìåíà ïîëó÷àåìûå èçìåðåíèÿ èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ 
îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ òàðèðîâî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ïðèáîðà 
äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ. Åñëè 
â èçìåðåíèÿõ ïðèñóòñòâóþò ñëó÷àéíûå øóìû èçìåðèòåëüíîãî 
ïðèáîðà, òî ïîâòîðÿåìîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ìåòîäàìè ôèëüòðàöèè 
(îñðåäíåíèÿ) èçìåðåíèé. Ñèñòåìàòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé 
â äàííîì ñëó÷àå àâòîìàòè÷åñêè ó÷èòûâàþòñÿ â ñîäåðæàíèè 
òàðèðîâî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè. Îäíàêî, ñèñòåìàòè÷åñêèå îøèáêè 
èçìåðåíèé, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì ñàìîãî íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ, 
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ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ïàðàìåòðèçàöèè òàðèðîâî÷íîé 
õàðàêòåðèñòèêè è ïðåâðàùåíèÿ åå â ôóíêöèþ ìíîãèõ âåëè÷èí. 
 Íàèáîëåå ïðîñò ñëó÷àé èçìåðåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ åäèíñòâåí-
íîãî ïàðàìåòðà, ò.å. ñëó÷àé îäíîé ôóíêöèè ("èçìåðåíèå") îäíîãî 
ïåðåìåííîãî ("èñêîìîå çíà÷åíèå"). Åñëè ýòî ôóíêöèÿ ìîíîòîííà, òî 
ïðîáëåìà èíòåðïðåòàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ñïîñîáà îïèñàíèÿ 
òàðèðîâî÷íîé çàâèñèìîñòè è àëãîðèòìà ïðîöåäóðû äîñòóïà ê åå 
çíà÷åíèÿì. Åñëè æå òàðèðîâî÷íàÿ çàâèñèìîñòü íå ìîíîòîííà, òî 
âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ âîçìîæíîé íåîä-
íîçíà÷íîñòè èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ èçìåðåíèé. 
 Â îáùåì ñëó÷àå òàðèðîâî÷íàÿ çàâèñèìîñòü èìååò áîëåå ñëîæ-
íóþ ïðèðîäó, ò.ê. èçìåðÿåìûå çíà÷åíèÿ è îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðû 
ìîãóò áûòü âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå îïðåäåëå-
íèÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ ÿâëåíèÿ ïî äâóì èçìåðåíèÿì ðàçíîãî ñîñòàâà 
(ôèçè÷åñêè ðàçíûõ âåëè÷èí) èсêоìàÿ òàðèðîâî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà 
îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì îäíà èç 
ôóíêöèé ìîæåò ñëóæèòü ëèøü äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè òàðèðîâî÷íîé 
çàâèñèìîñòè (ïîñêîëüêó, çíà÷åíèÿ èçìåðåíèé çàâèñÿò îò ýòîãî ïàðà-
ìåòðà íàáëþäàåìîãî ÿâëåíèÿ) è íå ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñà äëÿ èññëå-
äîâàíèÿ ÿâëåíèÿ. Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðèñóòñòâóåò â îïèñûâàå-
ìîì íèæå ïðèìåðå èíòåðïðåòàöèè èçìåðåíèé ëàçåðíîãî 
äàëüíîìåðà. 
 Ñëåäóåò èìåòü ââèäó, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé è 
îáëàñòü èõ çíà÷åíèé ìîãóò áûòü âåñüìà îãðàíè÷åííûìè (â ðåàëü-
íîñòè ñóùåñòâóþò ëèøü îïðåäåëåííûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé èçìå-
ðåíèé è ïàðàìåòðîâ ÿâëåíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå îøèáêè èçìåðåíèé 
ìîãóò âûâîäèòü ïîëó÷àåìûå çíà÷åíèÿ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
òàðèðîâî÷íûõ ôóíêöèé, ÷òî èñêëþ÷àåò ñàìó âîçìîæíîñòü èõ 
èíòåðïðåòàöèè. Íàëè÷èå òàêîé ñèòóàöèè çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò 
ïðîöåññ ïîäãîòîâêè òàðèðîâî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû èçìåðå-
íèé, çàñòàâëÿÿ (ââèäó ñíèæåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè 
ñèñòåìû èçìåðåíèé) â óùåðá òî÷íîñòè èíòåðïðåòàöèè ðàñøèðÿòü 
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ òàðèðîâî÷íîé òàáëèöû íà âåëè÷èíó 
âîçìîæíûõ ïîãðåøíîñòåé èçìåðåíèé. 
 Îïèñàííûå îáñòîÿòåëüñòâà èññëåäóþòñÿ íèæå. Èññëåäîâàíèå 
ïðîâîäèòñÿ íà óäîáíîì ïðèìåðå óïîìÿíóòîãî ñëó÷àÿ äâóõôóíêöèî-
íàëüíîé çàâèñèìîñòè îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå 
óäåëÿåòñÿ îïèñàíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ èçìåðåíèé â ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ íà 
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îñíîâå èíòåðïîëÿöèè òàðèðîâî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè èçìåðèòåëüíîé 
ñèñòåìû. Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð òàêîé õàðàêòåðèñòèêè 
ïðè èíòåðïðåòàöèè ñèãíàëîâ ëàçåðíîãî èçìåðèòåëÿ äàëüíîñòè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 

 Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äâóõôóíêöèîíàëüíîé èíòåðïîëÿöèîííîé 
çàâèñèìîñòè, çàäàííîé íà ÷åòûðåõâåðøèííèêå. À èìåííî: 
 Ïóñòü íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äâå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû S è 
D ñ ïîìîùüþ èçìåðåíèÿ äâóõ âåëè÷èí X è Y, çàâèñÿùèõ îò S è D. Ñ 
ýòîé öåëüþ ïðåäâàðèòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ÷åòûðå òàðèðîâî÷íûõ 
èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ X è Y äëÿ äâóõ ïàð èçâåñòíûõ çíà÷åíèé 
îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ S è D - ôóíêöèé X(S,D) è Y(S,D). 
 Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ÷åòûðå çíà÷åíèÿ äâóìåðíîé âåêòîð-
ôóíêöèè               

{S,D}=F(X(S,D),Y(S,D)), 

äëÿ äâóõ ïàð òî÷åê (X,Y)i (I=1,2,3,4), ñâÿçàííûõ îáùèìè çíà÷åíèÿìè 

ïàðàìåòðîâ Sj è Dj (j=1,2) ôóíêöèè f(S,D),- îáðàòíîé ôóíêöèè F:                                 

{X,Y}
1
=f(S

1
,D

1
); 

{X,Y}
2
=f(S

2
,D

1
); 

{X,Y}
3
=f(S

1
,D

2
); 

{X,Y}
4
=f(S

2
,D

2
). 

 Èñïîëüçóÿ ýòè òàðèðîâî÷íûå äàííûå â ïðåäïîëîæåíèè 
ïîñòîÿííîé è ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèé F(X,Y) è f(S,D) îò 
ñâîèõ àðãóìåíòîâ, òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ S è D ïî íîâûì 
èçìåðåíèÿì X è Y â îêðåñòíîñòè òàðèðîâî÷íûõ äàííûõ.  
 Ïóñòü íà ïëîñêîñòè X,Y çàäàíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò 
XOY ñ íà÷àëîì â òî÷êå (X=0,Y=0). Òîãäà ÷åòûðåì çíà÷åíèÿì 
ôóíêöèè f ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû 

f
1
, f

2
, f

3
, f

4
, 

ãîäîãðàôû êîòîðûõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè f
1
-f

2
-f

3
 è f

1
-f

3
-f

4
 äëÿ 

óêàçàííîé ñâÿçè ñîñòàâëÿþò â îáùåì ñëó÷àå ÷åòûðåõâåðøèííèê, 
ïîêàçàííûé íà рèñ. 1 è 2 (çàìåòèì,- èìåííî ÷åòûðåõâåðøèíнèê, à 
íå ÷åòûðåõóãîëüíèê ââèäó òîãî, ÷òî óñëîâèÿ ñîåäèíåíèÿ çàäàííûõ 
÷åòûðåõ òî÷åê ìîãóò ïðèâåñòè ê ïåðåñå÷åíèþ ñòîðîí). 
Òî÷êè Mi{X,Y} îïðåäåëåíû ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè: 

M
1
(X,Y)=f(S

1
,D

1
),  

M
2
(X,Y)=f(S

2
,D

1
),  

M
3
(X,Y)=f(S

1
,D

2
),  

M
4
(X,Y)=f(S

2
,D

2
). 
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Ýòè óñëîâèÿ ôîðìèðóþò âåêòîðû a,b,u,v ñòîðîí, ñîåäèíÿþùèõ 
âåðøèíû - äâóìåðíûå âåêòîð-ôóíêöèè f(Sj,Dj), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ 

íàéäåíû â ðåçóëüòàòå òàðèðîâêè èçìåðèòåëÿ. 

 

Ïðîáëåìà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè äâóìåðíîé ôóíêöèè 

 Èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ S è D (ò.å. - ôóíêöèé F(X,Y)) 
â âåðøèíàõ ÷åòûðåõâåðøèííèêà ïîçâîëÿþò íà åãî ñòîðîíàõ 
èñïîëüçîâàòü îáû÷íûé àëãîðèòì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè. Îäíàêî, 
îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ âíóòðè ÷åòûð¸õâåð-
øèííèêà ñâÿçàíî ñ íåêîòîðûìè òðóäíîñòÿìè. Ïðèíöèïèàëüíûì 
îáñòîÿòåëüñòâîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ñîãëàñîâàíèÿ âíóò-
ðåííåé îáëàñòè ÷åòûðåõâåðøèííèêà ñ ëèíåéíûìè øêàëàìè êàæäîé 
èç åãî ñòîðîí. Ýòî ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû ïðÿìûõ ëèíèé 
"âíóòðè" ÷åòûðåõâåðøèííèêà îáùåãî âèäà, ñîåäèíÿþùèõ ñîîò-
âåòñòâóùèå òî÷êè ëèíåéíûõ øêàë "ïðîòèâîïîëîæíûõ" ñòîðîí 
÷åòûðåõâåðøèííèêà (êàâû÷êè ïîñòàâëåíû çäåñü íå ñëó÷àéíî: â ðÿäå 
ñëó÷àåâ íå òàê ïðîñòî âèçóàëüíî îïðåäåëèòü îáëàñòü âíóòðåííîñòè 
è ïðîòèâîïîëîæíîñòü ñòîðîí ÷åòûðåõâåðøèííèêà - ñì. íèæå 
рèñ. 3). Ñèñòåìó ïðÿìûõ, îïèðàþùóþñÿ íà ðàâíîìåðíûå øêàëû 

ïðîòèâî-ïîëîæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõâåðøèííèêà áóäåì íàçûâàòü åãî 
“ðàâíîìåðíîé” ëèíåéíîé ñåòêîé è äîêàæåì íèæå ñîõðàíåíèå åå 
âíóòðåííåé ðàâíîìåðíîñòè. 
 Ïîñòðîåíèå âíóòðè ÷åòûðåõâåðøèííèêà ðàâíîìåðíîé è ïàðà-
ìåòðèçîâàííîé â èíòåðâàëå [0..1] ëèíåéíîé ñåòêè ðàâíîçíà÷íî îòî-
áðàæåíèþ íà åãî âíóòðåííîñòü êîîðäèíàòíîé ñåòêè, çàäàííîé íà 
åäèíè÷íîì êâàäðàòå. Èñêîìîå îòîáðàæåíèå îêàçûâàåòñÿ íåëèíåé-
íûì (åäèíñòâåííîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå êâàäðàòà íà ïðîèçâî-
ëüíûé ÷åòûðåõâåðøèííèê - ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå 
ñîõðàíÿåò ðàâíîìåðíîñòè øêàë ñòîðîí). Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå 
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âíóòðåííîñòè ÷åòûðåõâåðøèííèêà íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî 
êâàäðàòà (ñì. рèñ.2) îáåñïå÷èâàåò îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ 

ëèíåéíîé èí-òåðïîëÿöèè ôóíêöèé S è D, çàäàííûõ â âåðøèíàõ 

÷åòûðåõâåð-øèííèêà, â ëþáîé òî÷êå X,Y âíóòðè 
÷åòûðåõâåðøèííèêà. 

 
Ðèñ. 2. Èíòåðïîëÿöèîííîå ïðåîáðàçîâàíèå 
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Èòàê, èíòåðïðåòàöèÿ òàðèðîâî÷íîé äâóõôóíêöèîíàëüíîé çàâèñè-
ìîñòè, çàäàííîé íà ÷åòûðåõâåðøèííèêå, âûïîëíÿåòñÿ 
îòîáðàæåíèåì åãî “âíóòðåííîñòè” íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî 
êâàäðàòà ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè 
çàäàííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé, ïåðåíåñåííûõ â âåðøèíû åäèíè÷íîãî 
êâàäðàòà. 

Ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ÷åòûðåõâåðøèííèêà 

 Ðàññìîòðèì ñâÿçü äâóõ ïðîñòðàíñòâ: ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé 
îïðåäåëÿìûõ ïàðàìåòðîâ S è D (ïëîñêîñòü ñ îïðåäåë¸ííîé íà íåé 
ñèñòåìîé êîîðäèíàò SOD) è ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé èçìåðÿåìûõ 
ïàðàìåòðîâ X è Y (ïëîñêîñòü ñ îïðåäåë¸ííîé íà íåé ñèñòåìîé 
êîîðäèíàò XOY). 
 Îïðåäåëèì íà ïëîñêîñòè XOY äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò 
oxy ñ íà÷àëîì â ïåðâîé èçìåðåííîé òî÷êå M

1
(X,Y)=f(S

1
,D

1
). Òîãäà â 

ýòîé ñèñòåìå îïðåäåëåíû âåêòîðû 

a = f(S
2
,D

1
) − f(S

1
,D

1
); 

b = f(S
1
,D

2
) − f(S

1
,D

1
); 

u = f(S
2
,D

2
) − f(S

2
,D

1
); 

v = f(S
2
,D2) − f(S

1
,D

2
). 

 Ðàññìîòðèì äàëåå ÷åòûðåõâåðøèííèê, ïîñòðîåííûé íà âåêòî-
ðàõ a, b, u è v ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé íà í¸ì. Çàìåòèì, ÷òî ÷åòû-
ðåõâåðøèííèê èìååò îðèåíòàöèþ, îïðåäåëÿåìóþ íàïðàâëåíèÿìè 
âåêòîðîâ-ñòîðîí. Ýòî ñâÿçàíî ñ îïðåäåëíèåì â åãî âåðøèíàõ 
çíà÷åíèé ôóíêöèé S è D. Íà÷àëüíàÿ òî÷êà f(S

1
,D

1
) íàõîäèòñÿ â 

íà÷àëå âûáðàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âàæíîå çíà÷åíèå â 
äàëüíåéøåì áóäóò èìåòü êîíå÷íàÿ òî÷êà ÷åòûðåõâåðøèííèêà 
f(S

2
,D

2
) è âåêòîð 

I = v−a.  
 Ïîñòðîèì âíóòðè ÷åòûðåõâåðøèííèêà ñåòêó - ïðÿìûõ ïóòåì 
äåëåíèÿ åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí íà ðàâíîå ÷èñëî îòðåçêîâ è 
ñîåäèíåíèÿ ïðÿìûìè ëèíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíöîâ òàêèõ 
îòðåçêîâ. Äîêàæåì, ÷òî âíóòðè ÷åòûðåõâåðøèííèêà îáùåãî âèäà 
îòðåçêè ïðÿìûõ ïîäîáíîé ñåòêè ïåðåñåêàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå è 
ñîõðàíÿþò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü îòðåçêîâ ñòîðîí. Äëÿ ýòîãî (ñì. 
рèñ.4 à) è á)) âîñïîëíèì ëþáîé ÷åòûðåõâåðøèííèê íåäîñòàþùèìè 
ïðÿìûìè äî ïîëíîãî ãðàôà (â âèäå ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ åãî 
äèàãîíàëÿìè) è ðàññìîòðèì ñâîéñòâà òàêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà. 
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 Õîðîøî èçâåñòíî ñâîéñòâî ñðåäíèõ ëèíèé ÷åòûðåõóãîëüíèêà 
îáùåãî âèäà (ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû åãî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñòîðîí) - òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ äåëèò èõ ïîïîëàì. Ìåíåå 
èçâåñòåí ôàêò, ÷òî â ýòîé æå òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ ñðåäíèå ëèíèè 
äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå ñåðåäèíû 
ýòèõ äèàãîíà-ëåé), è ÷òî ýòà òî÷êà òàêæå äåëèò ïîïîëàì ýòè ñðåäíèå 

ëèíèè äèàãîíàëåé (рèñ. 4 - â)). 
 Ïåðâîå ñâîéñòâî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì ñîåäèíåíèÿ ñðåä-
íèõ òî÷åê ñìåæíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ñîîòâåòñòâóþùèå 
ëèíèè îêàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè äèàãîíàëÿì) è ðàññìîòðåíèåì 
ïîëó÷åííîãî òàêèì îáðàçîì ïàðàëëåëîãðàììà ñ åãî äèàãîíàëÿìè. 
Âòîðîé ôàêò âûòåêàåò èç ðàññìîòðåíèÿ äâóõ ñðåäíèõ ëèíèé be è df 
äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ABC è ABD ñ îáùèì îñíîâàíèåì AB (Ðèñ.4â)). 
Ýòè ñðåäíèå ëèíèè ïàðàëëåëüíû è ðàâíû ïîëîâèíå ñòîðîíû AB. 
Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèêè sbe è sdf ðàâíû, è òî÷êà s äåëèò 
ïîïîëàì îòðåçêè bd è ef. Èíûìè ñëîâàìè, òî÷êà s, ÿâëÿþùàÿñÿ 
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ñðåäíèõ ëèíèé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, äåëèò 
ïîïîëàì è ñðåäíþþ ëèíèþ åãî äèàãîíàëåé.  

 
 Îïèðàÿñü íà ýòè ôàêòû, ëåãêî îáúÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêè íåîá-
õîäèìîñòü ñîõðàíåíèÿ äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõâåðøèííèêà ïðîïîðöèî-
íàëüíîñòè îòðåçêîâ âíóòðè åãî ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Äåéñòâèòåëüíî, 
÷åòûðåõâåðøèííèê îáùåãî âèäà ìîæåò èìåòü ôîðìó "ïðàâèëüíîãî" 
÷åòûðåõóãîëüíèêà ABDC (4 åãî ñòîðîíû), èëè "Õ-îáðàçíîãî" 

÷åòûðåõ-óãîëüíèêà ABCD (2 ñòîðîíû è 2 äèàãîíàëè), èëè (â ñëó÷àå 

âûðîæ-äåíèÿ îäíîé èç åãî ñòîðîí) - òðåóãîëüíèêà, íàïðèìåð, - 
ABC. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ îáúåäèíåíèåì ïàð ñîñåäíèõ êëåòîê ïî 
êàæäîìó íàïðàâëåíèþ ñåòêè ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé 
÷åòûðåõâåðøèííèêà ñî ñðåäíèìè ëèíèÿìè, ðàçäåëåííûìè ïîïîëàì. 
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Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî îòðåçêîâ êàæäîé ïðÿìîé ðàâíîìåðíîé 
ñåòêè è èõ ïðîïîðöèîíàëüíîñòü â ëþáîì âûáðàííîì ìàñøòàáå. 
 Óïîìÿíóòûå ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ è â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî ÷åòûðåõâåðøèííèêà, îáðàçîâàííîãî ñêðåùèâàþùèìèñÿ îòðåç-
êàìè ïðÿìûõ. Ðàññìîòðèì (рèñ. 4) ïàðàëëåëüíóþ ïðîåêöèþ íà 
ëþáóþ ïëîñêîñòü òàêîãî ÷åòûðåõâåðøèííèêà ñ åãî 
ïðîñòðàíñòâåííîé ðàâíîìåðíîé ñåòêîé, ïîëó÷àåìîé òðàíñëÿöèåé 
äâóõ ëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ, ñêîëüçÿùèõ ïî åãî ïðîòèâîïîëîæíûì 
ñòîðîíàì.  

Ïðè òàêîì ïðîåêòèðîâàíèè ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå è 
ðàâåíñòâî èõ îòðåçêîâ ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòîì ïðîåê-
òèðîâàíèè ðàâíîìåðíûå óçëû ñòîðîí ïðîñòðàíñòâåííîãî ÷åòûðåõ-
âåðøèííèêà ïåðåõîäÿò â ðàâíîìåðíûå óçëû èõ ïðîåêöèé, êîòîðûå 
â ïðîåêöèè ïîðîæäàþò ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïðÿìûõ ëèíèé. Â 
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåêèé ÷åòûðåõâåðøèííèê ñ óïîìÿíóòûì 
ñâîéñòâîì: óçëû ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïðîåêöèè äåëÿò ëèíèè ñåòêè íà 
ðàâíûå äîëè.  

Íî, ò.ê. õàðàêòåð òàêîé êàðòèíû óçëîâ íå ìåíÿåòñÿ ñ 
èçìåíåíèåì ðàêóðñà èñõîäíîãî ÷åòûðåõâåðøèííèêà (ò.å. - 
íàïðàâëåíèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìûå ëèíèè 
ñåòêè ïåðåñåêàþòñÿ íå òîëüêî â ïðîåêöèÿõ, íî è ñàìîì 
ïðîñòðàíñòâå (ò.å. äâå ëèíåé÷àòûå ïîâåðõíîñòè íå ñêðåùèâàþòñÿ, à 
îáðàçóþò òàêóþ æå ñèñòåìó óçëîâ).  
 Òàêèì îáðàçîì, äâå ïàðû ñêðåùèâàþùèõñÿ (â îáùåì ñëó÷àå) 
ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ - ñòîðîí ïðîñòðàíñòâåííîãî ÷åòûðåõ-
âåðøèííèêà - ïîðîæäàþò åäèíóþ ïîâåðõíîñòü ñ ñèñòåìîé 
ïåðåñåêàþùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ, êîòîðîé 
ïðèíàäëåæèò è ðàâíîìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñåòêà ÷åòûðåõâåð-
øèííèêà. Ýòîò ôàêò èìååò âàæíîå çíà÷åíèå: îí îáúÿñíÿåò ïðè÷èíó 

íåçàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòà ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè L(F
1
,F

2
,ξ) äâóìåð-

íîé ôóíêöèè F, çàäàíîé íà ÷åòûðåõâåðøèííèêå, îò ïîðÿäêà ñóïåð-
ïîçèöèè äâóõ îäíîìåðíûõ èíòåðïîëÿöèé ïî åãî ïðîòèâîïîëîæíûì 

ñòîðîíàì ñ ïðîïîðöèîíàëüíûìè ñäâèãàìè, - ñîîòâåòñòâåííî ξ è η:  

F(ξ,η) =L(L(F(A),F(B),ξ), L(F(C),F(D),ξ),η)= 

         =L(L(F(A),F(C),η), L(F(B),F(D),η),ξ). 
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Äâóìåðíîå èíòåðïîëÿöèîííîå îòîáðàæåíèå ÷åòûðeõâåðøèííèêà 
îáùåãî âèäà íà åäèíè÷íûé êâàäðàò 

 Áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ξ è η â âèäå îòíîñèòåëüíûõ êîîðäèíàò 
òî÷åê ñåòêè äëÿ äâóõ ïàð ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí (a,v è b,u) - 

рèñ.2. Ïàðàìåòðû ξ è η ìåíÿþòñÿ îò 0 äî 1 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 
ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê âåêòîðîâ ñòîðîí îò èõ íà÷àëà ê êîíöó. 
Èñïîëüçóÿ â ëþáîì ïîðÿäêå ëèíåéíî-âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ äâóõ 
òî÷åê îäíîé ïàðû ñòîðîí ïî îòíîñèòåëüíûì êîîðäèíàòàì äðóãîé 
ïàðû ïîëó÷èì ñâÿçü äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷åê ñåòêè M(x,y) ñ èõ 

îòíîñèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè ξ è η: 
M(X,Y)=M(A)+M(x,y); 

ãäå                                 M(x,y)=a⋅ξ⋅(1−η)+(b+v⋅ξ)⋅η 

èëè                               M(x,y)=b⋅η⋅(1−ξ)+(a+u⋅η)⋅ξ. 
Èç ðàâåíñòâà äâóõ ïîñëåäíèõ âûðàæåíèé ñëåäóåò íåîáõîäèìîñòü 

ðàâåíñòâà (v−a)=(u−b) (êîòîðîå î÷åâèäíî èç ñðàâíåíèÿ ÷åòûðåõ-
âåðøèííèêà abvu è ïàðàëëåëîãðàììà o,a,b,[(b+a)=(a+b)]), ÷òî 
îáúÿñíÿåò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè èíòåðïîëÿöèé (ñì. рèñ.5). 

 
 Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òî÷êà M âíóòðè ÷åòûðåõâåðøèííèêà â 
ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè âûðàæàåòñÿ â ñèñòåìå oxy â âåêòîðíîé 

ôîðìå, êàê                    M=a⋅ξ+b⋅η+(v−a)⋅ξ⋅η 

èëè, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç I âåêòîð (v−a)=(u−b), - â âèäå: 

 M=A⋅ρ+I⋅σρ.                                    (*) 
Çäåñü ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöà A, âåêòîð ρ è ñêàëÿð σ: 

   ax bx                   ξ 
   A =              ,     ρ=         è  σρ=ξ⋅η. 

   ay by             η 
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 Ôîðìóëà (*) îïèñûâàåò èñêîìîå îòîáðàæåíèå âíóòðåííîñòè 
÷åòûðåõâåðøèííèêà íà âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êâàäðàòà. Äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâ òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ 
ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë åå ïàðàìåòðîâ. Ìàòðèöà A îïèñûâàåò 

àôôèííóþ ÷àñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ: ξ,η−ïðåîáðàçîâàíèå ñæàòèÿ 
ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìè o,a,b,(a+b), ïîñòðîåííîãî íà 
âåêòîðàõ a è b. Âåêòîð I ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ñìåùåíèÿ 
êîíå÷íîé âåðøèíû C ÷åòûðåõâåðøèííèêà îò âåðøèíû a+b ýòîãî 
ïàðàëëåëîãðàììà. Ýòîò íåíóëåâîé âåêòîð õàðàêòåðèçóåò îòëè÷èå 
÷åòûðåõâåðøèííèêà îò ïàðàëëåëîãðàììà è îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå 
ñäâèãà óçëîâ ñåòêè ïàðàëëåëîãðàììà ê ñåòêå ÷åòûðåõâåðøèííèêà. 

Íåëèíåéíûé ñêàëÿðíûé ïàðàìåòð σρ=ξ⋅η ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè, 

ñâÿçàííîé ñ âåêòîðîì ρ â åäèíè÷íîì êâàäðàòå îòîáðàæåíèÿ (*).  

 Äëÿ çàäàííîé òî÷êè s â ÷åòûðåõâåðøèííèêå îáùåãî âèäà 

çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò ξ è η çàðàíåå íåèçâåñòíû. Èõ îïðåäåëåíèå 
íåîáõîäèìî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèè F, 

çàäàííîé â òî÷êàõ ξ = 0, ξ = 1, η = 0 è η =1. Äëÿ ýòîãî 
íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðåîáðàçîâàíèå, îáðàòíîå îïèñàííîìó.  
 Åñëè ââåñòè â ðàññìîòðåíèå ñêàëÿðíûå êîìïëåêñû - 
îïðåäåëèòåëè: 

                       ax  Ix                bx  Ix           Mx  Ix 
                                 = e,               = f,             = g, 
                       ay  Iy                by  Iy           My  Iy 

è èñêëþ÷èòü  èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (*) êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí σρ, òî, 

ìîæíî óâèäåòü íåîáõîäèìîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ëèíåéíîé ñâÿçè ξ è η 
äëÿ ëþáîé äàííîé òî÷êè M:  

 
e⋅ξ+f⋅η=g.                                         (**)

 

Ýòî ñîîòíîøåíèå çàìåíÿåò îäíî èç óðàâíåíèé (*). Âòîðîå óðàâíåíèå 
â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî çàìåíèòü îäíèì èç êâàäðàòíûõ óðàâ-
íåíèé îòíîñèòåëüíî ξ èëè η: 

                                   e ⋅  ξ2 + (d −g)⋅ ξ + l = 0, 

èëè                              f ⋅ η2  −  (d+g)⋅ η +h = 0, 

                                            ax   Ix                   bx   Ix  
ãäå                  d=    A ,  h =              è     l =              .   
                                            ay   Iy                   by   Iy 
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Ñëó÷àè âûðîæäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî îòîáðàæåíèÿ  

 Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå îäíîãî èç ïîëó÷åííûõ êâàäðàòíûõ 
óðàâíåíèé ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ (**) ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü èñêîìûå êîîðäèíàòû ξ,η çàäàííîé òî÷êè M.  

Îäíàêî, ñëåäóåò èìåòü ââèäó ñëó÷àè âûðîæäåíèÿ êâàäðàòè÷íîé 
çàâèñèìîñòè â ëèíåéíóþ. Çàìåòèì, ÷òî òàêîå âûðîæäåíèå ñâÿçàíî 
íå òîëüêî ñ îòñóòñòâèåì ñìåùåíèÿ (âåêòîð I=0) 
÷åòûðåõâåðøèííèêà îòíîñèòåëüíî “àôôèííîãî ïàðàëëåëîãðàììà”. 
Îíî âîçíèêàåò è â ñëó÷àÿõ ïàðàëëåëüíîñòè êàêîé-ëèáî ïàðû ñòîðîí 

÷åòûðåõâåðøèí-íèêà. Íî òîãäà ïðîöåäóðà îïðåäåëåíèÿ 

èíòåðïîëÿöèîííûõ êîîðäèíàò ξ, η òî÷êè M íå ñâîäèìà ê ïðîöåäóðå 
îáðàùåíèÿ ìàòðèöû A, ÷òî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè â ðàçíûõ 
ñèòóàöèÿõ êîíôèãóðàöèè ÷åòûðåõâåðøèííèêà, èñïîëüçîâàòü ðàçíûå 
ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ. 
 Îïèøåì ýòè ïðîöåäóðû äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àåâ âûðîæäåíèÿ. 

Ïóñòü V è U - ìàòðèöû àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, 
ïîñòðîåííîãî íà áàçèñå èç âåêòîðîâ v è b èëè a è u, ò.å.: 
                                     vx bx                     ax  ux 

                           V=               ,         U=             . 
                                     vy by                     ay  uy 

è ïóñòü detA=d=A, detV=V è detU=U. Òîãäà ñëåäóåò 
ïðîâåðÿòü óñëîâèÿ âûðîæäåíèÿ: 
1) Âåêòîð I=0. 

- Åñëè detA=0, òî ýòî - ïàðàëëåëîãðàìì áåç âíóòðåííîñòåé, â 
êîòîðîì ðåøåíèå îïðåäåëåíî, åñëè òî÷êà M ëåæèò íà ïðÿìîé 
ñîâïàäàþùèõ âåêòîðîâ a è b. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîìïîíåíòà 

âåêòîðà ρ ðàâíà îòíîñèòåëüíîìó ðàññòîÿíèþ òî÷êè M îò 
òî÷êè o (íà÷àëà âåêòîðîâ a è b) íà ñîîòâåòñòâóþùåì âåêòîðå. 
Ðåøåíèÿ íåò, åñëè òî÷êà M ëåæèò âíå óêàçàííîé ïðÿìîé. 

- Åñëè detA≠0, òî ýòî - ÷åòûðåõâåðøèííèê, ïðåäñòàâëÿþùèé 
ñîáîé ïàðàëëåëîãðàìì. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà:  

A⋅ρ=M. 

2) Âåêòîð I≠0. 

à. -   Åñëè e=0, è f=0, è g=0 (âñå âåêòîðû - êîëëèíåàðíû). 
- Åñëè detA=0 è detV=0, òî ýòî - ÷åòûðåõóãîëüíèê áåç 

âíóòðåííîñòåé, â êîòîðîì ðåøåíèå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå 
îïðåäåëåíî. 
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Ðåøåíèå ìîæåò áûòü óñëîâíî îïðåäåëåíî èç (*) ïî ξ ïðè 

âûáðàííîì η (íàïðèìåð, η=0), ëèáî ïî η - ïðè âûáðàííîì 

ξ (íàïðèìåð, ξ=0). 

á.   -   Åñëè e=f=0, à g≠0, òî ðåøåíèÿ íåò. 

â.   -   Åñëè e=0, à f≠0,  òî çíà÷åíèå η îïðåäåëÿåòñÿ èç (**), êàê 

η=g/f, 
à çíà÷åíèå ξ - èç òîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (*), äëÿ êîòîðîãî 
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå            

     ax+Ix⋅η≠0 

èëè, ñîîòâåòñòâåííî,-  ay+Iy⋅η≠0. 

Òîãäà                       ξ=(Mi−bi⋅η)/(ai+Ii⋅η),    ãäå i=xy. 

Â  ïðîòèâíîì ñëó÷àå  ξ=0. 

ã.   -    Åñëè e≠0, à f=0,  òî çíà÷åíèå ξ îïðåäåëÿåòñÿ èç (**), êàê 

ξ=g/e, 
à çíà÷åíèå η - èç òîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (*), äëÿ êîòîðîãî 

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå      bx+Ix⋅ξ≠0  

èëè, ñîîòâåòñòâåííî,-    by+Iy⋅ξ≠0. 

Òîãäà                          η=(Mi−ai⋅ξ)/(bi+Ii⋅ξ),  ãäå i=xy. 

Â  ïðîòèâíîì ñëó÷àå      η=0. 

д. -   Åñëè e≠0, è f≠0,- âñå ñòîðîíû íåïàðàëëåëüíû. Ïðèìåíÿåòñÿ 

îïèñàííàÿ âûøå ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà (ðåøåíèå êâàäðàò-
íîãî è ëèíåéíîãî óðàâíåíèé). Åñëè ñóùåñòâóþò äåéñòâèòåëü-
íûå êîðíè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, òî âûáèðàåòñÿ òîò åãî 
êîðåíü, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ëèáî îáà, ëèáî îäíî èç 

íåðåâåíñòâ:                             0≤ξ≤1,    0≤η≤1, 
÷òî ñîîòâåòñòâóåò èíòåðïîëÿöèîííîìó õàðàêòåðó ðåøåíèÿ. 

  Çàìåòèì: ÷òî ðåøåíèå èìååò ýêñòðàïîëÿöèîííûé õàðàêòåð âî 

âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàéäåíî 0>ξ>1 èëè 0>η>1. 
 Èíòåðåñåí ñëó÷àé, êîãäà detA=0, ëèáî detV=0, ëèáî detU=0. 
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ÷åòûðåõâåðøèííèêå èìåþòñÿ äâå ñìåæíûå 
êîëëèíåàðíûå ñòîðîíû. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íå ïðèâîäèò ê îñëîæíåíèÿì 
(ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðîé) ââèäó ñîõðàíåíèÿ 
(ñì. íèæå ðèñ.12) ïðîñòðàíñòâåííîé ðàâíîìåðíîé ñåòêè ó ñìåæíûõ 
êîëëèíåàðíûõ ñòîðîí, õîòÿ ñàìà ýòà ñåòêà ëåæèò âíå êîíòóðà 
÷åòûðåõâåðøèííèêà. Ýòî ïðèìåð óïîìÿíóòûõ âûøå ñëó÷àåâ íåòðè-
âèàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ “âíóòðåííîñòè” ÷åòûðåõâåðøèííèêà, êîòî-
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ðàÿ îêàçûâàåòñÿ âíå åãî êîíòóðà (îñòàâàÿñü âíóòðåííîñòüþ åäèíè÷-
íîãî êâàäðàòà). Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ 
íèæå. 
 Ââèäó ñèììåòðèè âûðàæåíèé (*), (**) îòíîñèòåëüíî áàçîâûõ 
âåê-òîðîâ a è b, âèä ôèãóðû èíòåðïîëÿöèèè çàâèñèò îò èõ 
âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ è ïîëîæåíèÿ âåðøèíû C. Âñåãî èìååòñÿ 11 
ðàçëè÷íûõ òèïîâ òàêèõ ôèãóð, ïîêàçàííûõ íà рèñ.6. Íà ðèñóíêå 
ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íàíåñåí áàçîâûé ïàðàëëåëîãðàìì èëè åãî 
âûðîæäåíèå â îòðåçîê îïðåäåëåííîé äëèíû. Äëÿ óïðîùåíèÿ íà 
ðèñóíêå íå íàíåñå-íû âåêòîðû ñìåùåíèÿ I, - îíè âñåãäà 

ñîåäèíÿþò âåðøèíó ïàðàëëå-ëîãðàììà ñ òî÷êîé C. Òîíêèìè 
ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû äâà öåíòðàëüíûõ ýëåìåíòà 
ðàâíîìåðíîé ñåòêè êàæäîãî èç ÷åòûðåõâåð-øèííèêîâ (îíè èíîãäà 

ñëèâàþòñÿ â îäíó ëèíèþ), ñîåäèíÿþùèå ñåðå-äèíû èõ 
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. Òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ (åñëè îíà 
ñóùåñòâóåò) ñîîòâåòñòâóåò öåíòðàëüíîé òî÷êå “âíóòðåííîñòè” ÷åòû-
ðåõâåðøèííèêà ñ êîîðäèíàòàìè ξ=0,5 è η=0,5 (ñì., íàïðèìåð, 

êîíôèãóðàöèè ¹ 5 è ¹ 7). 
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Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ  

 Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíèòü ïðè÷èíû âîçìîæíîãî îòñóò-
ñòâèÿ ðåøåíèÿ â òàêîé, êàçàëîñü áû, âñåãäà îïðåäåëåííîé çàäà÷å. 

Ðàññìîòðèì äëÿ ýòîãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðîâ ξ è η íà 
ïëîñêîñòè oxy ÷åòûðåõâåðøèííèêà ñ çàäàííîé òî÷êîé M (ñì. 
рèñ.5.). Ñ îäíîé ñòîðîíû çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿþò 
óçëû ðàâíîìåðíîé ñåòêè ÷åòûðåõâåðøèííèêà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì 
ïðîïîðöèîíàëüíûì ñäâèãàì òî÷åê íà åãî ñòîðîíàõ. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû ýòè ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè íåêîòîðîãî âåêòîðà 
(“àôôèííîãî âåêòîðà”) â êîñîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äâóõ 
íà÷àëüíûõ ñòîðîí îðèåíòèðîâàííîãî ÷åòûðåõâåðøèííèêà, ò.å., 
îïðåäåëÿþò óçëû äðóãîé - “àôôèííîé ñåòêè” â ñèñòåìå ýòèõ äâóõ 
ñòîðîí. Íàïîìíèì, ÷òî îðèåíòàöèÿ ÷åòûðåõâåðøèííèêà ñâÿçàíà ñ 
îïðåäåëåíèåì èíòåðïîëèðóåìûõ ôóíêöèé â åãî âåðøèíàõ. Êîíöû 
òàêèõ àôôèííûõ âåêòîðîâ âñþäó îäèíàêîâî ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî 
óçëîâ ðàâíîìåðíîé ñåòêè - âäîëü îáðàòíîãî íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà I. 
Ïðè ýòîì âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ (äîëÿ âåêòîðà I), êàæäîãî àôôèííîãî 

âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèì êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ ξ è η 
ïî áàçîâûì ñòîðîíàì ÷åòûðåõâåðøèííèêà. 
 Èç ïðèâåäåííîãî îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû 
èíòåðïîëÿöèîííîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò ðÿä ñîîáðàæåíèé: 
- Çàäàííàÿ òî÷êà M (îíà âñåãäà íàõîäèòñÿ â èñêîìîì óçëå 
îäíîðîäíîé ñåòêè) äîëæíà èìåòü âîçìîæíîñòü äîñòèãíóòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèé óçåë àôôèííîé ñåòêè â íàïðàâëåíèè âåêòîðà I ñ ó÷åòîì 

çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ ξ⋅η. Ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî, åñëè ò. M íàõî-
äèòñÿ âíå óãëà, îáðàçîâàííîãî áàçîâûìè ñòîðîíàìè ÷åòûðåõâåð-
øèííèêà, è ýòî âîçìîæíî âñåãäà, êîãäà ò. M ïðèíàäëåæèò åãî 

âíóòðåííîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàññìîòðèì рèñ.7, íà 

êîòîðîì ïîêàçàíû òðè ÷åòûðåõâåðøèííèêà ñ îäèíàêîâûìè áàçîâû-
ìè ñòîðîíàìè è ðàçíûìè ïîëîæåíèÿìè ò. C: òèïà “÷åòûðåõóãîëü-
íèê”-C1, òèïà “ñòðåëà”-C2 è “Õ-âåðøèííèê”-C3. Íà ðèñóíêå 

ïîêàçàíû òàêæå òðè âåêòîðà ñìåùåíèÿ I ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè 

âåêòîðàìè σρ⋅I äîëåâûõ ñäâèãîâ (æèðíûå ïóíêòèðû), áàçîâûé 
ïàðàëëåëîãðàìì è äâå ïàðû ëèíèé àôôèííîé è îäíîðîäíîé ñåòîê 

äëÿ ξ = η = 0,5 (òîíêèå ïóíêòèðû). 
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Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîãî ÷åòûðåõâåðøèí-
íèêà ïîñòðîåíèå îäíîðîäíîé ñåòêè ïóòåì ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ 

ïðÿìûõ ξ è η ïî äâóì îòðåçêàì åãî íåñìåæíûõ ñòîðîí ìåæäó äâóìÿ 
äðóãèìè íåñìåæíûìè åãî ñòîðîíàìè ãàðàíòèðóåò âñþäó ïëîòíîå 
çàìåòàíèå ýòèìè ïðÿìûìè âíóòðåííîñòè ÷åòûðåõâåðøèííèêà.  

Çàìåòèì, ÷òî ýòî – î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå äëÿ êîíôèãóðàöèé 

òèïà “÷åòûðåõóãîëüíèê”, “òðåóãîëüíèê” è “òðåóãîëüíûé ÷åòûðåõâåð-
øèííèê” â âèäó âûïóêëîñòè èõ êîíòóðîâ. Íî â êîíôèãóðàöèè òèïà 
“Õ-âåðøèííèê” êîíöû îäíîé èç ïðÿìûõ âñåãäà äâèæóòñÿ â 
ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ ñàìîïåðåñå÷å-
íèþ è ìîæåò ïîðîäèòü “ìåðòâûå” (íåçàìåòàåìûå) çîíû. Îäíàêî, 
ëåãêî óâèäåòü: ÷òî òàêàÿ çîíà íå ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè 
êîíòóðà Õ-âåðøèííèêà ââèäó òîãî, ÷òî äâèæåíèå òðàíñëèðóåìîé 
ïðÿìîé íà÷èíàåòñÿ è êîí÷àåòñÿ íà åãî “Õ-ñòîðîíàõ”. Àíàëîãè÷íûå 
ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå êîíôèãóðàöèè òèïà 
“òðåóãîëüíèê ñ îòðåçêîì”.  
 ×òî êàñàåòñÿ íåâûïóêëîé êîíôèãóðàöèè ÷åòûðåõâåðøèííèêà 
òèïà “ñòðåëà”, òî ïîñêîëüêó åå âíóòðåííèå ñòîðîíû ïîïàðíî ïðî-
òèâîïîëîæíû âíåøíèì, êàæäàÿ òðàíñëèðóåìàÿ ïðÿìàÿ â ñåðåäèíå 
ñâîåãî äâèæåíèÿ âñåãäà òåðïèò ñîâïàäåíèå ñ îäíîé èç ñâîèõ íàïðà-
âëÿþùèõ. Ïðè òàêîì ñîâïàäåíèè íåâûïóêëàÿ ôèãóðà ÷åòûðåõâåð-
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øèííèêà ðàçáèâàåòñÿ íà äâà òðåóãîëüíèêà, âñþäó ïëîòíî çàìåòà-
åìûå îòðåçêàìè ýòîé ïðÿìîé äî è ïîñëå òàêîãî ñîâïàäåíèÿ. 
 Òàêèì îáðàçîì, “ïî ïîñòðîåíèþ” äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âíóòðè 
êîíòóðà ÷åòûðåõâåðøèííèêà ïðè ëþáîé åãî êîíôèãóðàöèè íå 
ìîæåò áûòü îáëàñòåé, íå ïðèíàäëåæàùèõ ñåòêå ïðÿìûõ, 
îïèðàþùèõñÿ íà ðàâíîìåðíûå øêàëû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí. 
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ çàäàííàÿ òî÷êà M (îíà âñåãäà íàõîäèòñÿ 
â èñêîìîì óçëå îäíîðîäíîé ñåòêè) äîëæíà ïî íåîáõîäèìîñòè áûòü 
ñâÿçàíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óçëîì àôôèííîé ñåòêè â ïîñòîÿííîì 
íàïðàâëåíèè âåêòîðà I –  ñ ó÷åòîì çíàêà ïðîèçâåäåíèÿ ξ⋅η. 
 Áîëåå òîãî, èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïðè 
íåâûïóêëîì ÷åòûðåõâåðøèííèêå îáëàñòüþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ 
ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåêîòîðàÿ ÷àñòü âíåøíîñòè åãî êîíòóðà, î ÷åì 
óïîìèíàëîñü ðàíüøå. Ýòî ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ñàìîïåðåñå÷åíèÿ 
òðàíñëèðóåìûõ ïðÿìûõ â èõ äâèæåíèè ïî ñòîðîíàì íåâûïóêëîãî 
êîíòóðà. 

 Åñëè òàêîå ñàìîïåðåñå÷åíèå íå ïðîèñõîäèò â åäèíñòâåííîé 
òî÷êå (÷òî âîçìîæíî â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî Õ-âåðøèííèêà), òî 
ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ îãèáàþùàÿ ïîäîáíîãî ïó÷êà ïðÿìûõ. Ýòà 
îãèáàþùàÿ íå ìîæåò ïðèíàäëåæàòü âíóòðåííîñòè êîíòóðà ÷åòû-
ðåõâåðøèííèêà, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå âíóòðè êîíòóðà ïîÿâèëàñü áû 
“ìåðòâàÿ çîíà”, îãðàíè÷åííàÿ ëèíåéíîé ãðàíèöåé êîíòóðà è 
ãëàäêîé îãèáàþùåé êðèâîé. Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðÿìûå 
îäíîðîäíîé ñåòêè äîëæíû ïåðåñåêàòü êîíòóð, îáðàçóÿ, “âíåøíþþ 
âíóòðåííîñòü (!) ÷åòûðåõâåðøèííèêà” (êàê óæå ãîâîðèëîñü, îíà, 
ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà îòîáðàæåíèÿ). 

 

Òàêèì îáðàçîì, ïîä “âíóðåííîñòüþ ÷åòûðåõâåðøèííèêà”  
ñëåäóåò ïîíèìàòü ôèãóðó, îãðàíè÷åííóþ åãî êîíòóðîì è  

îãèáàþùåé ñàìîïåðåñåêàþùèõñÿ ëèíèé åãî ðàâíîìåðíîé ñåòêè. 

 Çàìåòèì, ÷òî â ñèòóàöèè ñåòî÷íûõ ïðÿìûõ ñ 
ñàìîïåðåñå÷åíèåì âîçíèêàåò äâóçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ, ÷òî îáúÿñíÿåò 
âîçíèêíîâåíèå êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè (*) ðàññìàòðèâàåìîãî 
èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.  
 “Íàðóæíîñòü” îáùåãî ÷åòûðåõâåðøèííèêà (îíà ñîîòâåòñòâóåò 
ðåøåíèÿì çàäà÷è ýêñòðàïîëÿöèè) çà èñêëþ÷åíèåì òðèâèàëüíîãî 
ñëó÷àÿ àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óñòðîåíà áîëåå ñëîæíî. Óæå â 
ïðîñòîì ëèíåéíîì ñëó÷àå ÷åòûðåõóãîëüíèêà ñ äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè 
ñòîðîíàìè ïðîäîëæåíèå ðàâíîìåðíîé ñåòêè â åãî îêðåñòíîñòè 
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëÿ îäíîãî ïàðàìåòðà ïó÷åê ïðÿìûõ ñ îáùåé 
òî÷êîé, ïåðåñåêàåìûõ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè äðóãîãî ïàðàìåòðà. 
Òàêèì îáðàçîì, â îáùåé òî÷êå ïåðâîãî ïàðàìåòðà (ÿâëÿþùåéñÿ 
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ íåïàðàëëåëüíûõ ñòîðîí ÷åòûðåõâåðøèííèêà) 
ñóùåñòâóåò îñîáåííîñòü, à íà ñîäåðæàùåé åå ïðÿìîé âòîðîãî 
ïàðàìåòðà ðåøåíèå îòñóòñòâóåò. 
 Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå íåïðàâèëüíîãî âûïóêëîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà äâå ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí èìåþò (êàæäàÿ ñâîþ) 
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ, íî òðåáîâàíèå ðàâíîìåðíîñòè ñåòêè ïðèâîäèò ê 
îòñóòñòâèþ îáùåé òî÷êè â êàæäîì èç äâóõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïó÷êîâ 
ïðÿìûõ. Â ðåçóëüòàòå, îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå ýêñòðàïîëÿöèîííîé 
çàäà÷è ñóùåñòâóåò ëèøü â îáëàñòè ðàñõîäèìîñòè ïðÿìûõ ñåòêè. 
 Ó ñòðåëîîáðàçíîãî ÷åòûðåõâåðøèííèêà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ 
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ïðèíàäëåæàò åãî êîíòóðó. Ýòî ïðèâîäèò ê 

ñèòóàöèè, êîãäà ýêñòðàïîëÿöèîííûå ïðÿìûå (ξ<0, èëè ξ>1, η<0 èëè 

η>1) ìîãóò ïåðåñåêàòü êîíòóð ÷åòûðåõâåðøèííèêà (÷àñòü åãî âíåø-
íîñòè îêàçûâàåòñÿ ó íåãî âíóòðè!). Â òî æå âðåìÿ, âñå ðåøåíèÿ 
ýêñòðàïîëÿöèîííîé çàäà÷è îêàçûâàþòñÿ âîçìîæíûìè ëèøü âíå 
ïðÿìûõ ôèãóðû “ñòðåëû”. Âíóòðè ýòîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé 
îãèáà-þùåé èíòåðïîëÿöèîííîãî ðåøåíèÿ è ïðÿìûìè “îñòðèÿ 

ñòðåëû”, ðåøåíèÿ íåò. 

 Íàèáîëåå ñëîæíî óñòðîåíà âíåøíîñòü Õ-âåðøèííèêà, êîòî-
ðûé ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê “ñêðó÷åííûé” ÷åòûðåõóãëüíèê. Ïðè 
òàêîì “ñêðó÷èâàíèè” ïðîèñõîäèò ÷àñòè÷íîå ñàìîíàëîæåíèå ïó÷êîâ, 
÷òî ïîðîæäàåò îáëàñòè íåîäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèé. Â íåâûïóêëîé 
÷àñòè êîíòóðà ñî ñòîðîíû íà÷àëà áàçîâûõ âåêòîðîâ (àíàëîãè÷íî 
ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ) ñóùåñòâóåò îáëàñòü îòñóòñòâèÿ ðåøåíèÿ, 
îãðàíè÷åííàÿ îãèáàþùåé èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è è íåêîòîðûìè 
ïðÿìûìè ðàâíîìåðíîé ñåòêè. Ýòà ñèòóàöèÿ õîðîøî âèäíà íà 
ïðèìåðå Õ-âåðøèííèêà, ïîêàçàííîãî íà риñ. 3 è 8. 
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Ïðèìåð: Òàðèðîâî÷íàÿ õàðàêòåðèñòèêà 
ëàçåðíîãî äàëüíîìåðà 

 Ðàññìîòðèì îäíó èç ïðîáëåì èñïîëüçîâàíèÿ ëàçåðíîãî äàëü-
íîìåðà â êà÷åñòâå ñåíñîðà èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìû ìîáèëüíîãî 
ðîáîòà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïåðåìåùåíèÿ ïî 
çàðàíåå íåèçâåñòíîé ìåñòíîñòè.  
 Äëÿ èçìåðåíèÿ ñ ïîìîùüþ ëàçåðíîãî äàëüíîìåðà ðàññòîÿíèé 
ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìåòðîâ óäîáåí ôàçîâûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ 
âåñüìà ìàëîé çàäåðæêè ëîêàöèîííîãî ñèãíàëà. Îäíàêî, â ýòîì 
ñëó÷àå çíà÷åíèå ïîëó÷àåìîãî èçìåðåíèÿ â ñèëüíîé ñòåïåíè çàâèñèò 
îò õàðàêòåðèñòèê îòðàæàþùåé ïîâåðõíîñòè, âëèÿþùèõ íà ôîðìó 
âîçâðàùàåìîãî ñèãíàëà. Èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé òàêîãî ñïîñîáà 
ïîëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ðåëüåôå ñðåäû ïåðåäâèæåíèÿ ïîêàçàëè 
íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ôîòîìåòðè÷åñêèõ äàííûõ ïðè 
èíòåðïðåòàöèè äàëüíîìåðíûõ ñèãíàëîâ [1]. Òàêèì îáðàçîì, â 
îáðàáîòêó âêëþ÷àþòñÿ äâà èçìåðåíèÿ - çíà÷åíèÿ ôàçîâîãî ñäâèãà 
è óðîâíÿ ÿðêîñòè ïðèíèìàåìîãî ñèãíàëà, ñâÿçàííûå ñ èñêîìûì çíà-
÷åíèåì íàêëîííîé äàëüíîñòè è õàðàêòåðèñòèêàìè îòðàæåíèÿ îò 
îáëó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè.  
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Èíòåðïðåòàöèÿ òàêîãî äâóìåðíîãî âåêòîðà èçìåðåíèé ðåàëèçó-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ òàðèðîâî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ïðèáîðà, 
ïîëó÷àåìîé çàðàíåå ïóòåì îáëó÷åíèÿ ìèøåíèé ñ èçâåñòíûìè 
õàðàêòåðèñòèêàìè îòðàæåíèÿ, ðàñïîëîæåííûõ íà èçâåñòíîì 
ðàññòîÿíèè. Ïðèìåð òàêîé òàðèðîâî÷íîé õàðàêòåðèñòèêè ïîêàçàí 
íà рèñ.9. 

 

Íà ðèñóíêå ïîêàçàíû 13 îáëàñòåé èíòåðïîëÿöèè äëÿ äèàïàçîíà 
äàëüíîñòåé â ïðåäåëàõ 6 ì, ïîëó÷åííûå ïî ÷åðíîé è áåëîé ìèøåíÿì 
(2 äèàïàçîíà - ¹¹ 12 è 13 ïîëó÷åíû ïî îòðàæåíèþ îò ãîðèçîí-
òàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñ áîëüøîé êîìïîåíòîé çåðêàëüíîãî îòðàæå-
íèÿ). Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îáëàñòè ¹5 (“òðåóãîëüíèê ñ 
îòðåçêîì), 8,10 (“îòðåçêè”) è 3,11 (“Õ-âåðøèííèêè”) Îáëàñòü, 
îòìå÷åííàÿ íà ðèñóíêå çíàêîì “!“ íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó 
÷åòûðåõâåðøèííèêó, - îíà îêðóæåíà èìè.  
 Íèæå íà рèñ. 10-15 ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïðåäñòàâèòåëüíûå 
îáëàñòè èíòåðïîëÿöèè (îíè ïîëó÷åíû íà ýêðàíå äèñïëåÿ â âèäå, 
ïîâåðíóòîì îòíîñèòåëüíî ãîðèçîíòàëüíîé îñè íà рèñ.9.). Íà êàæäîì 

èç ðèñóíêîâ ïîêàçàíà ò.M(x,y) è åå êîîðäèíàòû ξ è η. 
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Ðèñ.13  Îáëàñòü èíòåðïîëÿöèè ¹6 (òèï “×åòûðåõóãîëüíèê”) 
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Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ 

 Îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåòî÷å÷íûõ 
ãåîìåòðè÷åñêèõ áèðàöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (â ñìûñëå 
îïðåäåëåíèé [2]) â ìíîæåñòâå ðàâíîìåðíî-ñåòî÷íûõ ïðÿìûõ 
гиперболлоида на ÷åòûðåõâåðøèííèêе. Îíî â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ 
íåëèíåéíûì òî÷å÷íûì îòîáðàæåíèåì (*) òî÷åê ñåòêè åäèíè÷íîãî 
êâàäðàòà ïëîñêîñòè, íî ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ïðèíöèï 
ñóïåðïîçèöèè. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì (â ñìûñëå 
[3]), ïîñêîëüêó â ÷èñëîâîé ïëîñêîñòè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà 
íàïðàâëåíèå îáõîäà îáðàçà ëþáîé òî÷êè ÷åòûðåõâåðøèííèêà 
çàìêíóòîé æîðäàíîâîé êðèâîé îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Ýòîò ôàêò 
îïðåäåëÿåò ãðóïïîâûå ñâîéñòâà äàííîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ. 
 Íà äâóìåðíîì ìíîæåñòâå êîîðäèíàò íåðåãóëÿðíûõ òî÷åê òàêîå 
ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåò íåãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ïàðàìåòðîâ äëÿ 
êóñî÷íî-ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ôóíêöèé, çàäàííûõ â ýòèõ 
òî÷êàõ. Ïîäîáíûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïîëåçåí ïðè îáðàáîòêå 
ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ äàííûõ. 
 Îñíîâíîå âíèìàíèå â äàííîé ðàáîòå óäåëÿëîñü èçó÷åíèþ 
ñâîéñòâ è îñîáåííîñòåé ïîëó÷åííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äâóìåðíûõ 
äàííûõ. Íàèáîëåå áëèçêèì èññëåäîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ðàííÿÿ ðàáîòà 
[4], â êîòîðîé áûë âïåðâûå îïèñàí ëîêàëüíûé ñïîñîá ãëàäêîãî 
âîñïîëíåíèÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà íåðàâíîìåðíîé (íî ïðÿìîóãîëü-
íîé) ñåòêå. 
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