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§ 1, Введение

Аристотель пришел к логическим функциям, анализируя приемы
рассуждений и доказательств. Эти исследования были продолжены
Лейбницем, а в середине 19-го века изучение законов мышления привело
Буля к созданию алгебры высказываний, ставшей аппаратом
математической логики.

В 1943 г. американскими учеными Маккаллоком и Питтсом [81]
была предпринята смелая попытка описать с помощью алгебры логики
процесс распространения возбуждения по нервным волокнам,
промоделировав тем самым функционирование нервной системы живых
организмов. При этом элемент, моделирующий отдельную нервную клетку - 
нейрон, мыслился как логическое устройство, работающее по принципу
«все или ничего», т. е. он возбуждался и передавал возбуждение далее
по сети в том и только том случае, если суммарный возбуждающий
сигнал, поступающий на его вход от других нейронов, превышал некотороепороговое значение. Хотя частный вид пороговой
функции—мажоритарная, реализующая процедуру принятия решения большинством
голосов,— издревле был известен человечеству и использовался в
государствах с республиканской системой правления, именно эта работа положила
начало развитию пороговой логики.

Можно сказать, что в общем случае пороговая функция реализует
процедуру взвешенного голосования. Более строго, булева функция
/: {0, 1}п->{0, 1} называется пороговой, если существует линейное
неравенство с действительными коэффициентами

а\Х\ + .., + апхн ^ Ь. а)
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выполненное па тех и только тех булевых наборах х = (ап, ..., хп), для
которых /(х) = 0. Коэффициенты щ называются весами, Ъ — порогом.

Как обычно, булев набор длины п можно интерпретировать либо как
подмножество тг-элементного множества (и такая интерпретация
совершенно естественна в большинстве прикладных задач), либо считать его
вершиной тг-мерного единичного куба. Пороговая функция задается при
этом гиперплоскостью, рассекающей гиперкуб так, что в вершинах по
одну сторону гиперплоскости функция равна нулю, по другую —
единице (рис. 1). Такой взгляд оказывается весьма полезным в теоретических
исследованиях, так как позволяет использовать геометрическую
интуицию при решении различных вопросов, связанных с пороговыми
функциями. В частности, становится сразу видно, что все булевы функции
от одной переменной являются пороговыми, а из 16 функций от двух
переменных не являются пороговыми лишь две — сложение по модулю 2
и его отрицание (рис. 2). Однако с ростом п доля пороговых функций
начинает быстро падать.

Небольшим изменением порога или весов для пороговой функции
всегда можно добиться строгого отделения гиперплоскостью ее нулей от
единиц так, чтобы ни одна из вершин куба не лежала в гиперплоскости.
Отметим также, что значения весов и порога всегда могут быть взяты
рациональными, а стало быть, при желании и целыми. Подробнее эти
вопросы будут рассмотрены в дальнейшем.

В середине пятидесятых годов пороговые функции привлекли
внимание исследователей простотой своей технической реализации,
сулившей возможность их эффективного использования в логических схемах
появившихся в те годы первых серийных ЭВМ. Это привело к бурному
росту исследований по пороговой логике. После интенсивного периода
скрытого развития во второй половине пятидесятых годов,
характеризовавшегося отчетами и частными сообщениями, пороговая логика заявила
о себе в начале шестидесятых на симпозиумах и конференциях, а затем
и в научной периодике как уже сложившаяся дисциплина. Этот первый
этап исследований был подытожен в 1961 г. в специальной публикации
Американского института инженеров-электриков S-134, содержавшей
основополагающие работы Чоу, Элгота, Уиндера. Годом позже появилась
целиком посвященная пороговой логике докторская диссертация
Уиндера [116], которая до сих пор является уникальным собранием сведений
по пороговым функциям и нередко цитируется в научных работах.

Рис. 1 Рис. 2
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К сожалению, эти самые первые работы но пороговой логике в
библиотеки СССР не поступили. Тем не менее, в 1964 г. Печиноруком была
опубликована фундаментальная работа [35] по синтезу схем из
пороговых элементов, в которой получен порядок асимптотики сложности
таких схем. Эти исследования были завершены в 1973 г. Лупановым [34],
показавшим, что минимальное число пороговых элементов, достаточное
для синтеза любой булевой функции, асимптотически равно 2У2п/п,
п такую сложность имеют почти все булевы функции.

В 1965 г. в США вышли сразу две монографии по пороговой
логике. В книге американского математика Ху [68], автора известных
монографий по топологии, свойства пороговых функций изложены с
изяществом, не утратившим своего блеска и поныне. Оригинальный взгляд на
пороговую логику развит в переведенной на русский язык книге Дертоу
зоса [55], в большей степени посвященной техническим вопросам
синтеза пороговых функций и схем. И, наконец, в 1971 г. в США вышла
книга Муроги [86] с библиографией, содержащей около 400 работ по
пороговой логике, которая стала настоящей энциклопедией результатов,
полученных за все предыдущие годы. Достаточно полное изложение
пороговой логики на русском языке можно найти в книге Бутакова [2].

С дальнейшей миниатюризацией электронных схем и появлением
больших интегральных схем интерес к пороговой логике надает. Копь
юнкторы, дизъюнкторы и инверторы, плотно упакованные в малом
объеме, обеспечили необходимую компактность, надежность и скорость сра
батывания логических схем ЭВМ, а также обладали необходимой техно
логичностью. Потребность в более мощной, но и более сложной пороги
вой логике отпала, и в начале семидесятых годов работы но пороговой
логике становятся редкостью. Однако к середине семидесятых интерес
к проблематике вновь оживляется. На этот раз к пороговым функциям
пришли из совершенно другой области - - от задач цел о ч пел ей кого
программирования (см., например, [106]).

В самом деле, одной из наиболее известных АР-пол пых задач
линейного булева программирования является задача о ранце:

максимизировать 2 сгхг (2)
При УСЛОВИИ

где переменные булевы, а коэффициенты <ч, аг, Ъ — неотрицательные
действительные числа. Таким образом, областью допустимых значений
здесь является множество нулей монотонной пороговой функции, и
изучение его строения может пролить свет на проблему алгоритмической
трудности решения подобных задач.

В задачах линейного булева программирования допустимая область
может быть задана не одним, а системой неравенств. При этом
возникает задача агрегирования неравенств, т. е. замена их меньшим числом
без изменения допустимой области. Изучение подобных вопросов
привело к возникновению теории пороговых представлений булевых
функций — таких представлений с помощью систем линейных неравенств,
когда допустимые для системы булевы наборы и только они являются
пулями булевой функции. Геометрически пороговое представление
булевой функции сводится к отсечепиго гиперплоскостями всех ее
единичных вершин. Минимальное число необходимых для этого линейных
неравенств называется пороговым числом булевой функции и наряду
с длиной ее кратчайшей дизъюнктивной нормальной формы может счи
таться мерой ее сложности.

Пороговое представление можно рассматривать и как дизъюнкцию
пороговых функций, т. е. подобно дизъюнктивной нормальной форме
(д. н. ф.) считать его схемой глубины 2 (рис. 3). При этом аналогия
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между длиной кратчайшей д. н. ф. и пороговым числом делается
особенно отчетливой.

Целесообразность использования в ряде случаев порогового
представления вместо д. н. ф. видна уже из того, что мажоритарная
функция, задаваемая одним неравенством

xi ~г . • • 4~ хп —9—, (3)

требует для своего представления с помощью д. н. ф.
п

1п/2]
элемен

тарных конъюнкций — огромного числа при больших п.
Для пороговых функций имеются, однако, и совершенно иные

сферы приложения, где на протяжении уже более 30 лет используются их
адаптивные возможности, т. е. способность в результате многократной

коррекции весов удовлетворять
заданным требованиям. Эти возможности,
по-видимому, впервые были осознаны в
в 1957 г. Розенблаттом, разработавшим
распознающую систему «персеитрон»
(см. [82, 103]), и в 1959 г. Уидроу,
с успехом применившим адаптивный
пороговый элемент «адалина» (см.[112]) в ряде технических
приложений. Не касаясь детально огромного
числа предложенных с тех пор
алгоритмов адаптации (см. [113]), поясним
лишь сам принцип. Для этого полезно
рассмотреть несколько иное
представление для пороговой функции.

Булевой функцией будем считать
отображение /: {—1, 1Рг-М — 1, 1).
Тогда пороговую функцию можно
представить в виде

/(у)= sgn(a0 + яiyi + ... + апуп), (4)

полагая sgn(0) =—1. Геометрически это соответствует переходу от куба
(0, 1}п к кубу { — 1, 1}п. Связь между переменными у* в (4) и в (1)
задается соотношением г/г = 2хг — 1. Поэтому коэффициенты а\, ..ап
в (4) те же, что и в (1), а обобщенный порог или смещение ао равен

п

CL\ 2bt
i—1

Однако на (4) можно взглянуть и иначе, рассматривая в качестве
значения пороговой функции знак скалярного произведения
расширенного вектора весов (а0, а\, ..., ап) и расширенного вектора-вершины
(1, Уи • • •, Уп). Тогда естественным образом возникает следующий
алгоритм коррекции: при обходе вершин куба в случае правильного
значения функции в вершине не менять значений весов, а в случае ошибки
прибавлять к расширенному вектору весов или вычитать из него
расширенный вектор-вершину в зависимости от того, какое действие приводит
к изменению скалярного произведения в нужном направлении. И
действительно, этот алгоритм, называемый персептронным, за конечное число
обходов куба приводит к цели, т. е. дает функцию, принимающую в
вершинах {— 1, 1}п заданные значения, если только такая пороговая
функция вообще существует (см. [56, 82, 87]).

Персептронный алгоритм может рассматриваться как метод
градиентного спуска для минимизации функционала 2|(а>У)|> где суммиро
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ванне производится по тем наборам у, на которых функция принимает
неправильные значения, с той, однако, разницей, что вместо градиента
суммы поочередно используется градиент каждого из слагаемых.
Рассматривая другие функционалы ошибки, например 2(а> У)2> а также
регулируя шаг градиентного спуска, можно получить новые алгоритмы
адаптации (см. [56, ИЗ]). Если же вершины куба предъявляются не в
фиксированном порядке, а выбираются случайным образом в
соответствии с некоторым вероятностным распределением, что согласуется с
постановками многих прикладных задач, то рассмотренные алгоритмы
минимизируют математическое ожидание функционала ошибки и становятся
методами стохастической аппроксимации типа процедуры Роббинса —
Монро. Открытие подобных алгоритмов подстройки весов явилось одной
из причин широкого использования пороговых и вообще линейных
функций в задачах искусственного интеллекта и распознавания образов.

Заметим, что в (4) ао входит равноправно с а\, ..., ап. Это
позволяет (подобно однородным координатам, в проективной геометрии) ввести
дополнительную поременпую у о и рассмотреть функцию.

JH(yo, У и •••, yn) = sgn(a0yo + aiyi +... + апуп), (5)

совпадающую с исходной функцией / в подкубе у о = 1 и называемую по
отношению к ней гиперфункцией. Гиперфункция может быть также
записана в виде fH =■ у of V г/оД где
f=*f{yu •••, Уп) - функция,
двойственная к /. Сама же
гиперфункция является, как сразу видно из
(5), самодвойственной функцией
(/H)d='/H. Схематически
гиперфункция представлена на рис. 4, из
которого можно заметить, что для дуа
лизации пороговой функции в форме
(4) достаточно изменить значение ао
па противоположное. Отметим
также, что с помощью (5)
устанавливается взаимно однозначное
соответствие между пороговыми функциямиот п переменных и
самодвойственными пороговыми функциями от
п + 1 переменных.

Сама же первоначальная идея
Маккаллока и Питтса—описать
функционирование нервной системы
логическими сетями — также не
была забыта и, значительно
обогащенная, получила дальнейшее развитие
в современной теории нейронных сетей (см. [91, 97, 111]). Эта бурно
развивающаяся в последние годы область, продвигаемая с одной
стороны нейробиологами, стремящимися раскрыть тайну функционирования
нервной системы и выработки условных рефлексов живыми
организмами, а с другой — математиками, физиками и инженерами,
конструирующими искусственные нейронные сети, способные решать задачи
распознавания и оптимизации, стала в настоящее время одним из основных
направлений в исследованиях по искусственному интеллекту.

Прогресс был достигнут, когда от простейших адаптивных сетей
типа «персептропа» перешли к многослойным нейронным сетям, каждый
слой которых состоит из множества адаптивных элементов, и были
разработаны алгоритмы их настройки. И совокупности это привело к
качественному росту функциональных возможностей искусственных нейрон
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иых сетей. В нейронных вычислениях внимание конструкторов
привлекает также распараллелешюсть процесса обработки информации,
обещающая при подходящей аппаратной реализации существенный рост
быстродействия по сравнению с компьютерами фон-неймановского типа.
Сегодня именно с нейронным компьютером, заимствующим
структурнофункциональные принципы мозга, большинство исследователей
связывают дальнейший прогресс в обучении машин распознаванию слуховых и
зрительных образов, их потенциальную возможность решать другие пло
хо формализованные задачи, не вызывающие затруднений у
«естественного интеллекта» человека и животных, но трудных для современных
ЭВМ, требующих алгоритмически точного описания процесса решения.

Заканчивая этот краткий экскурс в историю развития пороговой
логики, вернемся к ее истокам. Можно предполагать, что в
демократических республиках древней Эллады принятием ответственных решений
с помощью голосования стремились избежать ошибки, хотя возможно,
что решение по большинству воспринималось просто как справедливое
и необходимое для поддержания государственной структуры. Более
определенно сформулировал свою точку зрения Лаплас [31], настаивая на
количественном увеличении состава суда для уменьшения вероятности
судебной ошибки. Однако обоснование использования мажоритарного
принципа в обществе с помощью теории вероятности даже в простейшем
деухальтернативном случае сталкивается с двумя серьезными
трудностями: 1) не всегда возможно корректно определить само понятие
правильного решения, чтобы затем приписывать вероятности ошибок отдельным
членам коллектива, 2) затруднен обоснованный выбор вероятностной
модели коллектива.

Этих трудностей не возникает при использовании мажоритарного
принципа в технических системах переработки и передачи информации,
в которых для повышения надежности применяются избыточность и
дублирование. Простейшая модель статистически независимых ошибок
в различных устройствах часто оказывается вполне приемлемой.
Приоритет в использовании здесь мажоритарного принципа принадлежит фон
Нейману [109], чьи идеи вызвали целый поток исследований по
повышению надежности логических схем и автоматов в конце пятидесятых —
начале шестидесятых годов (см. [77, 83, 100, 123]).

Примерно в это же время рядом исследователей было замечено, что
при статистической независимости ошибок отдельных членов коллектива
оптимальное решающее правило является пороговой функцией (см.
ссылки в [48, 56, 87]). Дальнейшее исследование качества решений,
принимаемых простым большинством и путем взвешенного голосования,
проводилось Пирсом [94], сформулировавшим также общие принципы
обучения и самообучения порогового элемента, используемого для
повышения надежности. Статистические свойства мажоритарной функции
рассматривались также автором [17, 18, 19]. В [4] сходные идеи были
использованы для повышения точности решения задач распознавания
образов. Следующая модель абстрактной информационной системы
взята из [20].

Пусть имеется п дублирующих друг друга параллельных
информационных каналов, по которым передаются бинарные символы. Такие
каналы могут быть моделью технической системы связи, коллектива
экспертов или совокупностью различных программно реализованных
алгоритмов распознавания. Пусть /ц — вероятность правильной передачи
символа I-м каналом, дг= 1—р%— вероятность ошибки. Тогда в случае
статистической независимости ошибок в каналах оптимальпое правило
восстановления переданного символа по набору символов, принятых по
каналам, задается взвешенным голосованием между каналами с весами,
равными log (pi/qi), т. е. пороговой функцией,
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На практике редко бывает выполнено условие независимости и
известны вероятности ошибок. Однако в ряде случаев оказывается
возможным пропустить по многоканальной системе тестовую последовательность
битов, а затем найти пороговую функцию, минимизирующую число
ошибок на обучающем материале, использовав для этого, например, персен
тронный алгоритм. Наконец, если пропускание теста неосуществимо, то
остается воспользоваться мажоритарным алгоритмом, т. е.
восстанавливать переданный бит по большинству принятых по каналам битов.
Другая интересная возможность состоит в том, чтобы, начав с мажоритарной
пороговой функции, считать бит на ее выходе безошибочным и поощрять
или наказывать каналы соответствующим изменением их весов, улучшая
таким образом в процессе работы саму решающую процедуру [20а].

В большинстве технических систем связи, однако, повышение
достоверности информации достигается не путем распараллеливания, а с
помощью помехоустойчивого кодирования. Здесь идея использования
мажоритарного принципа в декодерах принадлежит Риду [101], затем она
была развита Месси [79]. Общий же результат о возможности
порогового декодирования блоковых кодов выражается теоремой Рудольфа
(см. [78]).

Интерес к изучению свойств пороговых функций стимулируется,
с одной стороны, важностью решаемых с их помощью задач, с другой --
богатством и разнообразием используемых методов, связанных с
различными разделами математики. Оглядываясь назад, можно сказать, что
1960—1965 гг. были «золотым веком» пороговой логики, когда здесь в
течение короткого промежутка времени было выдвинуто много ярких
идей и получено большинство результатов. Ряд задач все же не получил
тогда удовлетворительного решения. В первую очередь это относится
к задаче подсчета числа Nn пороговых функций от п переменных.
К 1965 г. удалось получить лишь порядок асимптотики логарифма этого
числа

n2(i/2—о(1)) <Nn<2 1 = 2* г2( l-o(l))
(6)

Верхняя оценка здесь выражает максимальное число областей, на
которые (п +1)-мерное евклидово пространство может разбиваться 2"
гиперплоскостями, проходящими через начало координат. Впервые верх
няя оценка в (6) появилась согласно авторитетным свидетельствам
Уиндера [121] и Муроги [86] в 1959 г. в отчете [93] и примерно в это
же время была независимо получена Камероном [46] и Уиндером [115].
Впоследствии, однако, выяснилось, что пальму первенства здесь следует
отдать выдающемуся швейцарскому математику девятнадцатого века,
одному из создателей многомерной геометрии Людвигу Шлефлн, впервые
получившему формулу для числа областей около 1850 г. (см. [105,
с. 209—212]). Сама же постановка задачи о подсчете числа областей
разбиения и ее решение для трехмерного пространства принадлежат
знаменитому геометру Якобу Штейнеру [108].

Нижняя оценка в (6) была получена изящным индуктивным
методом, основанным на вариации порога, также независимо открытым
несколькими авторами, но первая публикация в 1965 г. принадлежит Яд
жиме и Ибараки [124]. На русский язык переведена также работа
Блоха и Моравека [44].

Оценки (6) продержались до 1989 г. я вопрос об асимптотике
оставался открытым, пока автором [15] нс было показано, что\ogzNn~ п2, п оо. (7)

Этот результат оказался возможным вследствие общего прогресса,
достигнутого в дискретной математике после 1965 г., в частности,
появления мощных комбинаторио-вероятностных. методов,
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В настоящем обзоре предпринята попытка не только изложить
основные кохмоинаторные свойства пороговых функций, но и в целом
охватить используемые в исследованиях методы, значение которых подчас
выходит за рамки пороговой логики. Рассматриваются только
классические двузначные пороговые функции. Алгоритмы адаптации и
статистические свойства пороговых функций в задачах повышения достоверности
информации в оозоре не рассматриваются. Эти вопросы, не
соприкасающиеся непосредственно с комбинаторными свойствами и тесно связанные
с прикладными задачами, заслуживают отдельного рассмотрения. Из
схем на пороговых элементах рассматриваются лишь
порогово-дизъюнктивные схемы, т. е. пороговые представления. Доказательства порою
лишь намечены, но в важнейших случаях автор стремился дать ссылки
на первоисточники с указанием авторства.

Основным в обзоре является § 2, на него в значительной степени
опирается последующее изложение. От читателя предполагается
знакомство со стандартным курсом булевых функций и теории д. н. ф., в
качестве которого можно рекомендовать книгу Нигматуллина [36]. На
протяжении оозора без специального разъяснения используются: 1)
известный частичный порядок на множестве {О, 1}п: х = (xv .. ., хп) ^ у =
Т^1' • • -1 Уп) i== 1, 2, ..., щ 2) понятие монотонной булевой
функции ср. у=^ф (х)^ф(у); 3) понятие нижней единицы и верхнего
нуля монотонной функции ф: а €= (0, 1}* называется нижней единицей
функции ф, если^ф(а)— 1 и ф(Р) = 0 для любого аналогично опре¬
деляется верхний нуль; конъюнкции, соответствующие нижним единицам,
являются простыми импликантами монотонной функции; 4) расстояние
Хемминга г(а, р) между вершинами а, р е {0, \}п — число
несовпадающих у них координат; 5) г-й слой куба — множество вершин с i единичными
координатами; 6) loga = log2&. Будем также говорить, что некоторое
свойство выполнено для почти всех булевых функций от ть переменных
или для типичной булевой функции, если доля функций, для которых
оно выполнено, стремится к 1 с ростом п. Остальные необходимые
понятия и определения вводятся по ходу изложения.

Оозор завершается списком интересных с точки зрения автора
открытых проблем, которыми он надеется привлечь внимание
специалистов по комбинаторному анализу к задачам пороговой логики. Автор
сознает, что при изложении в одном обзоре результатов, по времени
разделенных десятилетиями, ему вряд ли удалось избежать неточностей
или даже ошибок, и будет признателен всем сообщившим или
приславшим ему свои замечания.

§ 2. Общие подходы и методы
в исследовании пороговых функций

1. Разбиение пространства гиперплоскостями. Пусть некоторая
пороговая функция /: {О, 1}п {0, 1} задана в форме (1) набором значе¬
ний параметров я?, . яЬ, строго отделяющим множество /-1 (0) от
/ !(1). В этом случае и все точки (а\, ..., яп, 6), лежащие внутри шара
достаточно малого радиуса с центром в (я?, я*, b) в (и+])-мерном
пространстве, будут задавать ту же самую функцию. Возникает вопрос:
что представляет собой множество значений параметров, задающих
данную пороговую функцию? Для ответа на него удобнее использовать
представление (4). Значение функции в каждой вершине уе{-1, \}п
накладывает на значешгя параметров ограничение вида ао + а\у\ + ...
• • • + япг/п ^ 0, т. е. точка (яо, а\, ..., ап) должна принадлежать одному
из двух полупространств в зависимости от значения /(у). Выпуклый
многогранный коттус, образованный пересечением 2п таких
полупространств, ж является множеством значений параметров, реализующих
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функцию /. Если конус не пуст, т. е. пороговая функция с заданными
значениями в вершинах {—1, 1}п существует, то он в данном случае
обладает и внутренностью, т. е. является телесным. Таким образом,
существует взаимно однозначное соответствие между открытыми конусами,
на которые (п+ 1)-мерное пространство (ао, а\, ..., ап) разбивается
проходящими через начало координат 2П гиперплоскостями вида

ао ± а\ =Ь ... =Ь ап = 0 (8)
и пороговыми функциями.

Задача подсчета числа конусов, на которые п-мерное евклидово
пространство Еп разбивается К гиперплоскостями, проходящими через
начало координат, впервые была рассмотрена для двух- и трехмерного
случаев в 1826 г. Штейнером [108], и около 1850 г. обобщена Шлефли
[105, с. 209—212] на д-мерный случай. В дальнейшем, на протяжении
ста с лишним лет проблематика, связанная с разбиением пространства
гиперплоскостями, развивалась многими авторами, хотя и не все из них
были, по-видимому, осведомлены о работах своих предшественников. Так
продолжалось вплоть до 1971 г., когда появился обстоятельный обзор
Грюнбаума [63], содержащий обширную библиографию.

Из всего многообразия полученных здесь результатов коснемся
лишь двух, имеющих отношение к проблеме перечисления пороговых
функций. Напомним, что расположение гиперплоскостей в тг-мерном
евклидовом, пространстве Еп называется общим (нецентрированным),
если пересечение любых i гиперплоскостей имеет размерность п — i, при
i > п оно пусто. Расположение гиперплоскостей называется
центрированным общим, если все они проходят через одну точку (начало координат)
и любые i, i < 72, нормалей линейно независимы.

Теорема 1 [Шлефли]. Максимальное число п-мерных открытых
многогранных конусов, возникающих при разбиении п-мерного
евклидова пространства К гиперплоскостями, проходящими через начало коор¬

динат, равно 2им. и этот максимум достигается в том и только

том случае, если гиперплоскости находятся в центрированном общем
положении.

Теорема 2 [45]. Максимальное число п-мерных открытых
многогранных областей, возникающих при разбиении п-мерного евклидова

пространства произвольными К гиперплоскостями, равно 2 • ь и этот
i=0 \ 1 '

максимум достигается в том и только толь случае, если гиперплоскости
находятся в общем положении.

Докажем вторую из этих теорем, первая доказывается аналогично.
Доказательство отличается от данного в [45], где использовались
эйлерова характеристика, и является примером использования индуктивного
метода в геометрии, гносеологическое значение которого подчеркивалось
Пойа [96], его использовал и. сам Шлефли.

Доказательство. При К= 1 утверждение теоремы 2
выполнено при любом п. Пусть оно выполнено для всех п при К = ш. Докажем
его для K = m + i. Пусть в Еп заданы пг +1 гиперплоскостей Lи ...
..., Lm, Lm+ь Число областей, на которые гиперплоскости L\, ..., Lm+\

разбивают Еп, по предположению индукции не превышает 2 (? • При
i—0 ' 1 '

проведении Lm+1 число областей увеличивается за счет того, что
некоторые из областей рассекаются на две области. В результате каждого
такого рассечения в гиперплоскости Lm+i вырезается (п—1)~мерныи
кусок, и прирост числа областей в Еп равен числу таких кусков в Lm+ь
Эти куски являются {п— 1)-мерными областями гиперплоскости Lm+1,
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получающимися в результате рассечения Lm+\ лежащими в ней (п—2)
мерными гиперплоскостями, образованными пересечениями Lm+\ с Ь\, ...
..., Lm. Таких (п — 2)-мерных гиперплоскостей не более т1 и по
предположению индукции число кусков гиперплоскости Lm+\ тте превышает

( . ). Поэтому полное число областей в Еп не превосходит

п I \ п—1
2 7 + 2v 1 ; i=o

т + \

Расположение гиперплоскостей Ь\, ..Ьт+\ является общим в том
и только том случае, когда гиперплоскости L\, ..., Lm находятся в общем
положении и (п— 2)-мерные гиперплоскости-пересечения находятся в
общем положении в Lm+\. Этим устанавливается условие равенства.
Теорема доказана.

С задачей разбиения пространства гиперплоскостями тесно связана
задача о числе линейных разделений конечного множества точек.
Напомним, что точки находятся в общем положении в Еп, если никакие
i + 2 из них не лежат в ^-мерном аффинном подпространстве для
l^i^n—1. Следующий результат прекрасно изложен Нильсоном [87]
со ссылкой на Ковера [51], его доказательство также
представлено в [66].

Теорема 3. Максимальное число линейно отделимых подмножеств

у конечного множества из К точек в Еп равно 2 2 и этот мак¬
симум достигается в том и только том случае, если точки находятся
в общем положении.

Воспользовавшись теоремой 1 или теоремой 3 и положив К = 2”,
получим верхнюю оценку (6) для числа пороговых функций. Отметим
также, что помимо пороговой логики теорема 1 нашла интересное
приложение в геометрических вероятностях [52, 110].

Нетривиальную нижнюю оценку для числа областей разбиения
пространства гиперплоскостями, зависящую лишь от п и К, дать
невозможно, так как это число зависит от степени вьтрожденности системы
гиперплоскостей. Семейство гиперплоскостей (8) вырождено, и этим было
обусловлено длительное отсутствие прогресса в задаче оценивания числа
пороговых функций. Однако полезную нижнюю оценку для числа
областей можно получить, если воспользоваться также зависящей от степени
вырожденности величиной — полным числом различных аффинных
подпространств, порожденных пересечениями гиперплоскостей.

Расположение гиперплоскостей в Еп назовем квазиобщим, если
пересечение любых i гиперплоскостей имеет размерность п — i или пусто
(т. е. допускается параллельность, но через каждое подпространство
пересечения размерности п — i проходит ровно i гиперплоскостей).

Теорема 4 [16]. Число п-мерных открытых многогранных
областей, на которые пространство Еп разбивается произвольной конечной
системой гиперплоскостей, всегда не меньше полного числа всевозможных
аффинных подпространств пересечения, считая подпространства всех
размерностей от 0 (точки) до п — 1 (сами гиперплоскости) и п (все
пространство Еп). Причем равенство имеет место в том и только том
случае, когда расположение гиперплоскостей квазиобщее.

На иллюстрирующем теорему рис. 5 представлены все
неизоморфные расположения трех прямых на плоскости. В случаях а), б), в)
расположение квазиобщее, и в теореме имеет место равенство. Так, в
случае а) имеется 7 областей, и полное число аффинных подпространств
также равно 7 (3 точки, 3 прямые и плоскость). В случае же г) распо¬



ПОРОГОВЫЕ ФУНКЦИИ И ПОРОГОВЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

ложение не квазиобщее, здесь 6 областей и только 5 подпространств
(точка, 3 прямые и плоскость).

Теорема 4 может быть доказана подобно теореме 2 индукцией по
числу гиперплоскостей. При проведении Ьт+\ увеличение числа областей
в Еп равно числу (п — 1)-мерных кусков в Lm+ ь которое по
предположению индукции не превосходит числа лежащих в Lm+1 аффинных
подпространств пересечения. Поэтому прирост числа областей разбиения в
Еп при проведении Lm+1 всегда не меньше прироста числа
подпространств пересечения. При квазиобщем расположении гиперплоскостей
прирост числа подпространств пересечения равен числу подпространств,
лежащих в Lm+ь откуда и следует условие равенства.

Рис. 5

В § 3, п. 1 с помощью теоремы 4 и свойств случайных (±1)-матриц
будет доказана асимптотика (7).

Помимо верхних и нижних оценок для числа областей разбиения
существуют формулы, позволяющие, в принципе, точно, вычислить это
число. Первым таким результатом была теорема Уиндера [118].

Пусть задано произвольное центрированное расположение К
гиперплоскостей. Подмножество из i гиперплоскостей, где 0 ^ i < К, назовем
четным, если размерность их пересечения имеет одинаковую четность с
п — £, и нечетным — в противном случае.

Теорема 5 [118]. Число п-мерных открытых многогранных
конусов, на которые конечное множество гиперплоскостей, проходящих через
начало координат, разбивает Еп, равно разности между числом четных и
нечетных подмножеств множества гиперплоскостей.

Теорему 5 легко доказать уже рассмотренным индуктивным
методом, но ее применение оказалось слишком сложным, чтобы продвинуть
вопрос о числе пороговых функций. Более удобной оказалась формула
Заславского [125]. Пусть имеется произвольное расположение
гиперплоскостей в Еп. Множество аффинных подпространств пересечения
упорядочим обратно включению, т. е. все пространство будет нулем
частично упорядоченного множества, а гиперплоскости — его атомами. Любой
интервал полученного таким образом частично упорядоченного
множества является геометрической решеткой (см. [43]). Тогда, обращая
соотношение Эйлера для числа геометрических элементов различных
размерностей, возникающих в результате пересечений гиперплоскостей, можно
получить следующий результат.

Теорема 6 [125]. Число п-мерных открытых многогранных
областей, на которые произвольная конечная система гиперплоскостей
разбивает Еп, равно 21^(0, $)|, где р(0, s) — функция Мебиуса частично

S

упорядоченного множества подпространств пересечения, а суммирование
производится по всем его элементам s.

Для вычисления значений функции Мебиуса необходимо точное
знание всей решетки подпространств пересечения, что в интересующем
нас случае практически невозможно. Однако, геометрическая решетка и
ее функция Мебиуса как аксиоматически задаваемые алгебраические
объекты рассматривались в основополагающей работе Рота [104], в
которой было, в частности, показано, что р(0, 5)^0. Это сразу позволяет
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заключить, что число областей разбиения не меньше полного числа
подпространств пересечения, т. е. получить ослабленный вариант
теоремы 5. Это и было впервые использовано в [15] при получении
асимптотики (7).

2. Условия линейной разделимости точек. Булева функция является
пороговой, если мнояшство ее нулей отделимо от множества единиц
гиперплоскостью. Одним из старейших результатов по линейной
разделимости точек в Еп является теорема Кирхбергера [72]. Доказанная в
1903 г, на 24 страницах журнального текста, она долгое время считалась
одной из труднейших, пока в 1950 г. Радемахером и Шенбергом [99] не
была подмечена ее выводимость из теоремы Хелли (см. [54]). Хотя
теорема Кирхбергера и не нашла прямых приложений в пороговой логике,
этот красивый результат заслуживает быть приведенным.

Теорема 7 [72]. Два конечных множества точек Т\ и Т2 в Еп
строго разделимы гиперплоскостью тогда и только тогда, когда для всех

75 О Г2, \Т\ = и + 2, множества Т П Тi и Т Л Т2 строго разделимы.
Доказательство [99]. В (д + 1)-мерном пространстве (а\, ...

..., ап, Ъ) для каждой точки t = (t 1, .. ., tn) из Т\ U 7^ рассмотрим
открытое полупространство a{t\ + ... + antn — Ъ < 0 для t^T 1 и a\t\ + ...
... + antn — Ъ > 0 для t^T2. По условию теоремы пересечение каждых
п + 2 из этих полупространств не пусто. Следовательно, по теореме
Хелли, в Еп+1=(а\, ..., ап, Ь) существует точка, принадлежащая всем
полупространствам, которая и задает гиперплоскость, строго отделяющую
Т\ от Т2. Этим завершается доказательство.

Значительно большее значение в пороговой логике приобрели
результаты, вытекающие из фундаментальной теоремы выпуклого анализа,
согласно которой для линейной разделимости двух конечных множеств
в Еп необходимо и достаточно, чтобы их выпуклые оболочки hq
пересекались. Этот широко известный факт имеет в пороговой логике ряд
важных следствий. Следующий результат хорошо известен.

Утверждение 1. Элементарная конъюнкция является пороговой
функцией.

Доказательство следует из того, что подкуб, соответствующий
элементарной конъюнкции, задается фиксацией значений части
переменных, и у любой выпуклой линейной комбинации вершин подкуба и
только у них эти переменные принимают тот же набор значений.
Неравенство, отсекающее произвольный подкуб, легко выписать и в явном
виде (см. [10, 42]).

Из того, что вершины куба {0, 1}п имеют целые координаты,
следует, что для произвольной булевой функции / выпуклые оболочки
множеств / ДО) и /“1 (1) пересекаются в том и только том случае, если
существуют их совпадающие выпуклые комбинации с рациональными
коэффициентами. А это позволяет выразить условие пересечения выпуклых
оболочек на языке конечных сумм. Следующее определение
общепринято в пороговой логике.

Функция / называется k-суммируемой, если для некоторого /,
2 < / < &, существует / не обязательно различных наборов xj, . . ., х® из
/" ДО) и / также не обязательно различных наборов х\, . . ., х) из /~Д1)
таких, что х°г + ... + х® = х} Jr . .. +xj, где под суммированием
понимается обычное покоординатное сложение векторов. В противном случае /
называется к-несуммируемой. Если / /с-несуммируема для всех
натуральных &, то она называется не суммируемой.

Из предыдущего замечания вытекает следующий хорошо известный
в пороговой логике результат, впервые сформулированный Элготом [57].

Теорема 8 [57]. Для того чтобы функция была пороговой,
необходимо и достаточно, чтобы она была и е с у мм up у ем о й.
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В общем случае условие несуммируемости является труднопроверяе
мым, что соответствует сложности задачи распознавания порогов ости
(см. и. 8). Однако в некоторых частных случаях теорема 8 может быть
уточнена. Так, если функция является монотонной, то в качестве
единичных наборов в условии суммируемости можно брать ее нижние
единицы или же в качестве нулевых использовать верхние нули. Если,
кроме того, все нижние единицы или все верхние нули лежат в слое 2, то
возможны дальнейшие уточнения теоремы 8. Следующее утверждение
обобщает результат, впервые полученный при исследовании пороговых
графов (см. п. 5).

Утверждение 2. Если у монотонной функции все нижние
единицы лежат в слое 2 (функция графическая) или в слое 2 лежат все ее
верхние нули, то для нее несуммируемость и, следовательно, пороговостъ
эквивалентны несуммируемости в слое 2.

Доказательство. Достаточно показать, что из суммируемости
следует суммируемость в слое 2. Пусть сначала все верхние нули
функции лежат в слое 2 и функция суммируема. Если среди нулевых
наборов х?, ..., х® в условии суммируемости имеются наборы, не являющиеся
верхними нулями, то заменим их большими их наборами, являющимися
верхними нулями, увеличив одновременно некоторые из единичных
наборов х\, . ..,х*так, чтобы равенство сохранилось. После этого все
единичные наборы в условии суммируемости также будут лежать в слое 2,
и функция оказывается суммируемой в слое 2. В самом деле, если
допустить, что не все единичные наборы лежат в слое 2, то среди них
найдется набор, лежащий в слое 1 и меньший некоторого пулевого, что
невозможно вследствие монотонности.

Пусть теперь по условию нижние единицы лежат в слое 2 и
функция суммируема. Тогда можно считать, что в условии суммируемости все
единичные наборы являются нижними единицами. Если при этом
некоторый нулевой набор в условии суммируемости лежит в слое 1, то
существует больший его единичный набор в слое 2. Удалим оба набора из
условия суммируемости, сохранив равенство уменьшением одного из
оставшихся нулевых наборов. После такого удаления всех нулевых
наборов слоя 1 оставшиеся нулевые наборы обязаны лежать в слое 2, т. е.
функция суммируема в слое 2. Утверждение доказано.

Таким образом, в классе рассматриваемых в утверждении 2
функций для отделимости гиперплоскостью нулевых вершин от единичных
достаточно их отделимости в слое 2. В п. 5 будет показано, что
суммируемость в слое 2 эквивалентна 2-суммируемости. Таким образом, при
исследовании пороговости таких функций с помощью теоремы 8 в условии
суммируемости достаточно рассматривать лишь пары единичных и пары
нулевых наборов, лежащих в слое 2. В общем же случае для любого
фиксированного к существуют, как было показано Уиндером [116], к-не
суммируемые функции, не являющиеся пороговыми. Заметим также, что
утверждение 2 перестает быть справедливым, если слой 2 в нем
заменить на слой 3 [102].

Другим важнейшим понятием пороговой логики, связанным с
теоремой о линейной разделимости, являются параметры Чоу. Пусть Т —
конечное множество точек в Еп. Для каждого подмножества Т\ ^ Т
определим его вектор (параметров) Чоу как (д + 1)-мерный вектор S(Ti) =
= (so, s\, ..., sn), У которого so= I Til, a st при i> 1 есть сумма i-x
координат точек множества Т\, т. е. вектор ($i, ..., sn) является суммой
/^-мерных векторов-точек множества Т\. Следующий результат имеет для
пороговой логики большое значение.

Теорема 9. Пусть Т\ — подмножество множества Т, строго
отделимое от Т\Т\ гиперплоскостью, S(T\) = (sq, si, ..., sn)-~ его вектор Чоу,
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Тогда для любого подмножества Т2 £ Т, не совпадающего с Т\,
*S(T,).

Доказательство проведем от противного. Пусть существует
Т2ФТХ такое, что 5 (7*2) = 5(7*1). Тогда2 t = 2 t, 2 t -i- 2 t= 2 t+ 2 t,

tert te r„ teTjfiTjj teT^T^ teT,nT2 ter2\Tj
2 t = 2 t.

ШТг\Т2 tsr2\Tj
Так как 17*,I = 17*21, to |7*i\7*2| = IWiI и

1

yi\^l 2 *
teTjVrg

v^ll ter2\Ti

что невозможно, так как множества Г Л Гг и ГгХГ} лежат по разные
стороны гиперплоскости и их выпуклые оболочки не могут пересекаться.
Теорема доказана.

Возьмем теперь в качестве конечного множества Г в Еп множество
вершин /г-мерпого единичного куба {О, 1}п, а каждой булевой функции
/: {0,1}п-> {0,1} сопоставим подмножество ее единичных вершин /-1(1).
Тогда для булевой функции / можно определить ее вектор Чоу как
S(f) = 8(f~l (1)). Теперь согласно теореме 9, если f\ —- пороговая
функция и S(f 1)—ее вектор Чоу, то для любой отличной от нее функции /2,
пороговой или непороговой, S(f2)^S(f1). Именно в такой форме
теорема 9 была впервые установлена Чоу [47]. Приведенная здесь более
общая формулировка будет использована при изучении пороговых
представлений в § 4, п. 4, где в качестве множества Т теоремы 9 будет
использован средний слой куба.

Векторы Чоу являются удобным средством идентификации
пороговых функций и используются для их табулирования. По вектору Чоу
произвольной булевой функции можно, в принципе, однозначно
установить, является ли она пороговой, а если является, то и выписать
задающее ее неравенство (1). Однако эффективных алгоритмов для решения
этой задачи неизвестно.

Интересный подход к параметрам Чоу предложен Дертоузосом [55].
Им разрабатывались также приближенные алгоритмы для получения
линейного неравенства по вектору Чоу. Уиндером [120] проведено
экспериментальное исследование различных подходов к получению таких
приближений. Наиболее полное освещение теоретических вопросов,
связанных с параметрами Чоу, можно найти в работе Уиндера [122].

В заключение заметим, что для произвольной булевой функции
j(x 1, ..., хп) каждая координата ее (п + 1)-мерного вектора Чоу S(f)
может принимать лишь целые значения от 0 до 2П. Поэтому всего
существует не более (2n + l)n+1 векторов Чоу и, стало быть, не более
(2n + l)n+1 пороговых функций [68], что также дает верхнюю оценку п2
для асимптотики логарифма числа пороговых функций.

3. Метод вариации порога. Пороговая функция (1) зависит от п
весов и порога и является достаточно сложным объектом. Легче
проследить ее изменение, варьируя только ее порог Ъ, т. е. параллельно
перемещая гиперплоскость в пространстве Еп. Следующий результат хорошо
известен и интуитивно ясен.

Теорема 10. Пусть Т — произвольное конечное мно'жество точек
в Е‘\ L: а\Х\ + ... + апхп = 6 — гиперплоскость, не проходящая через
точки множества Т. Тогда либо любой параллельный сдвиг гиперплоскости
содержит не более одной точки множества Т, либо этого можно добиться
варьированием значений а\, ..., ап, не меняя разделения
гиперплоскостью точек множества Г.
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Доказательство. В пространстве параметров (а\, ..., ап)
возьмем д-мерный шар с центром, задаваемым положением гиперплоскости,
столь малого радиуса, чтобы при любом положении гиперплоскости,
задаваемой точкой (ai, ..., ап) внутри шара и прежним значением Ь, в ней
не лежали точки множества Т. Для двух произвольных точек ti, t2*=T
множество тех наборов значений параметров (щ, ..., an), для которых
изменением Ъ обе точки могут быть помещены на гиперплоскость,
задается условием

(да, •••> cin)^-(t2 — ti),

т. е. является гиперплоскостью. Утверждение теоремы следует из того,
что конечным числом таких гиперплоскостей (размерности п— 1) нельзя
покрыть ?г-мерный шар.

Из теоремы 10 непосредственно вытекает, что из каждой пороговой
функции от п переменных изменением только порога можно получить
2п + 1 различных функций, отсекая от 0 до 2П вершин куба {0, 1}п.

Пусть теперь варьируется не порог Ъ, а один из весовых
коэффициентов, например ап. Разобьем куб {0, 1}?г на два подкуба: хп = 0 и
хп = 1. В обоих подкубах функция (1) является пороговой. В подкубе
хп — 0 она задается неравенством

а\Х[ + ... + апхп ^ Ъ (9)
и при варьировании ап остается неизменной. В подкубе хп = 1 она
задается неравенством

а\Х\ + ... + ап-\хп-\ ^ Ъ — ап,

и при варьировании ап здесь возникает 2rj“1 + 1 различных функций.
Таким образом, из каждой пороговой функции (9) от п — 1 переменных,
придавая различные значения коэффициенту ап, можно получить
2«~i _f_ 1 функций от п переменных, т. е.

Nn>(2n-' + l)Nn-1 [44, 124]. (10)
G помощью (10) получаем

ЛГ„>Д 2‘ = 2П(П“1)/2,

что и дает нижнюю оценку в (6).
На самом деле, в (10) всегда имеет место строгое неравенство, так

как небольшим изменением весов в (9), не меняющим функции в
подкубе хп = 0, можно добиться, чтобы при вариации Ъ в подкубе хп = 1
возникли некоторые новые функции. Однако улучшить асимптотику
логарифма нижней оценки в (6) на этом пути не удалось [124].

В § 3 метод вариации порога будет использован для получения
оценок числа пороговых множеств заданной мощности, а также для
доказательства существования обширного класса пороговых функций с
экспоненциальной сложностью д. и. ф.

4. 	Связь с другими классами булевых функций. Пороговая функция
(1) с неотрицательными весами является, очевидно, монотонной. Если
же среди весов а\, ..., ап имеются отрицательные, то заменами х\ ->•

1 — Xi из нее можно получить монотонную. Функция, которая заменой
некоторых из переменных на их отрицания может быть преобразована
в монотонную, называется однородной. Пороговые функции являются,
таким образом, однородными, а число Nn монотонных пороговых
функций связано с полным числом пороговых функций соотношением
Nn < Nn < 2nNn
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Подобно монотонной, сокращенная д. н. ф. однородной функций
является ее единственной тупиковой, кратчайшей и минимальной д. н. ф..
Каждая буква может входить в эту д. н. ф. либо только без отрицания,
либо только с отрицанием. Множества f~l(0) и /-1(1) однородной
функции / являются связными, т. е. каждое из них можно обойти, переходя
каждый раз в соседнюю вершину и не покидая пределов множества. Это
справедливо и для пороговых функций.

Утверждение 3 [68]. Множества /_1( 0) и (1) пороговой
функции f являются связными.

Перейдем теперь к более общему понятию ^-сравнимой функции.
Пусть f(x 1, ..., хп) — булева функция, Ьь ..., хп) — произвольное
подмножество множества ее переменных. Пусть а — некоторый набор
значений переменных из G, обозначим через (G = а)/— функцию от
п — \G\ переменных {х\, ..., xn)\G, получаемую из / приписыванием
переменных множества G фиксированного набора значений а.
Следующее понятие сыграло важную роль в изучении пороговых функций.

Функция / называется k-сравнимой, если для любого G, \G\=k,
2к функций (С = а«)/, i = 1, 2, ..., 2\ получаемых приписыванием
переменным множества G всевозможных значений, линейно упорядочены,
т. е. для любых i, j выполнено хотя бы одно из соотношений (G = ос) / ^
^ (& = «*)/ или (G = Oi)/^(G = ai)/. Ясно, что (к + 1 Сравнимая
функция является /с-сравнимой.

Однородную функцию теперь можно определить как 1-сравнимую,
а /г-сравнимую функцию будем называть полностью сравнимой.
Нетрудно показать, что из [ft/2]-сравнимости следует полная сравнимость [116].
Уиндером же был доказан технически намного более трудный результат
о том, что при 1 ^ к ^ [ft/2] класс /с-сравнимых функций всегда
является собственным подклассом класса (к — 1)-сравнимых функций.

Пороговые функции являются, очевидно, полностью сравнимыми,
так как приписывание некоторому подмножеству переменных различных
наборов значений приводит к пороговым функциям, отличающимся лишь
значениями порога. В середине пятидесятых годов существовала
гипотеза, что условие полной сравнимости является достаточным для порогово
ети. Она была опровергнута в 1957 г. Э. Ф. Муром, который привел
пример функции от 12 переменных, полностью сравнимой, но не
пороговой (см. [2, 86]). Позднее с помощью ЭВМ было установлено, что все
полностью сравнимые функции до 8 переменных включительно являются
пороговыми, а Габелманом [60] был приведен пример полностью
сравнимой функции от 9 переменных, не являющейся пороговой. Так как
класс пороговых функций совпадает с классом несуммируемых, то
следующая теорема, принадлежащая Элготу, совместно с результатами Уин
дера о недостаточности для пороговости условия /с-несуммируемости
показывают собственное вложение пороговых функции в класс полностью
сравнимых.

Теорема 11 [57]. Класс полностью сравнимых функций совпадает
с классом 2-несуммируемых функций.

Доказательство. Пусть / не является полностью сравнимой.
Тогда существует набор значений и некоторого подмножества U
переменных и два различных набора значений у и е дополняющего его под
мдожества такие, что

/(u, v)= 1;
/(и, v)=0;
/(и, е)= 0;
/(и, е)= 1.

Из (11) и (12) следует (U = и)/(U = и)/, а из

(И)
(12)
(13)

(14)

(13) и (14)
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(t/ = u)/«(-[/ = u)/, что и выражает несравнимость функций (U~u)f я
(^/Складывая попарно как векторы наборы is (11), (14) и в
(12), (13), получаем одинаковые суммы

(u, v) + (и, е) = (и, v) + (и, е),
т. е. функция / 2-суммируема. Таким образом, класс 2- н е с ум мир уем ы х
функций принадлежит классу полностью сравнимых.

Пусть, напротив, функция / является 2-суммируемой. Тогда
существуют наборы х, у, z, h такие, что

/(х)= 1,
/(У) = 0,
Я z)=o,
/(h)-1

и х + h = у + z. 5)
Вследствие условия (15) в наборах х, у, z, h возможны лишь те
комбинации значений i-x координат, которые выписаны в столбцах табл. 1.Выделим координаты,
имеющие комбинации значений
как в первом или во втором
столбцах таблицы. Поднабор
значений этих координат в
наборе х обозначим через и.
Тогда в наборе z этот
поднабор будет также равен и,
а_в наборах х и у он равен
и. 	Обозначив дополняющий
его поднабор в наборах х
и у через v, а в наборах z и h через е, получаем равенства (И) - - (14),
т. е. условия несравнимости. Таким образом, имеет место также
обратное включение, и класс полностью сравнимых функций принадлежит
классу- 2-несуммируемых, а значит, эти классы совпадают. Теорема
доказана.

Система вложенных классов булевых функций схематичесЕОт
представлена на рис. 6.

Рассмотрим теперь подробнее важный класс 2-сравнимых функций.
Пусть сначала f(x i, ..., хп)~ произвольная булева функция. На мно

/
жестве переменных {х\, ..., хп) введем отношение «^» следующим
образом: /

Х\ Xj (xi - - 1, Xj гг_~ 0) / fa ~ 0, Xj = 1) /.
Теорема 12 [84, 116]. Для произвольной булевой функции

f(xi, ..., хп) отношение «Щ» транзитивно па множестве переменных
{хи Хп}. 1 1

Доказательство. Нужно показать, что пз Xj xh следу
ет Xi =^xk. Не теряя общности, будем считать, что i = 1, j = 2, к = 3,
через х обозначим {п -— 3)-мерный булев набор. Из определения отноше

/
ния «=^» имеем /

х\ =< Х2 / (Юух) < / (01 ух),
/

х2 х3 <=> / (а! Ох) ^ / (а01х).

Т а о л и ц а 1

X 1 0 1 0 1 0

У 0 1 1 0 1 0

Z 1 0 0 1 1 0

h 0 1 0 1 1 0

(in)

(17)
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Нужно показать, что /(1[}0х)</(Ojilx), т. е. /(100х) < /(001х) и
/(110х)^/(011х). Применяя (16) и (17), получаем

/(100х)</(010х)</(001х),
/(110х)</(101х)</(011х).

Теорема доказана.
/

Отношение «=ф> не является антисимметричным, поэтому, строго
говоря, его нельзя назвать частичным порядком. Но если ввести
отношение эквивалентности / 1 /

Xi ~ Xj <=> Xi Xj & Xj Xi,
то на множестве классов эквивалентности возникает частичный порядок.
Функция / симметрична по переменным в каждом классе
эквивалентности.

Рис. 6

Если f(x 1, .., хп)—2-сравнимая функция, то для каждой пары ее/ 1
переменных выполнено хотя бы одно из отношений 24=^ Xj или £j=^£i.
Поэтому перестановкой переменных можно добиться выполнения отно1 111
шений хп хп-г х2=^ хъ так чтобы «значимость» единицы была
тем выше, чем, раньше она встречается.

Монотонная 2-сравнимая функция f(xi, ..., хп), переменные кото/ 111
рой находятся в отношении хп хп_1 х1г называется
регулярной.

Регулярную функцию содержательно можно охарактеризовать тем
свойством, что при перемещении единиц в более правые позиции или их
удалении значение функции не возрастает. Поэтому ее можно
определить и иначе, введя на множестве вершин куба (О, 1}п так называемый
канонический частичный порядок.

Будем говорить, что вершины х, у^{0, 1}п находятся в отношении
к

канонического порядка х^у в том и только том случае, если
выполнены п неравенств о 7

2 ^ Jfii / “ 1? 2, 71,i=l i=X



ПОРОГОВЫЕ ФУНКЦИИ И ПОРОГОВЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 23к k
Заметим, что из х^у следует х у, т. е. отношение «=з(» содержит

отношение «=<». Теперь регулярную булеву функцию / можно
определить как сохраняющую канонический порядок:

х=<У^/(х)</(у).
Регулярные функции рассматривались в шестидесятые годы Уииде

ром [116, 117], Ху [68], а позднее и другими авторами (см. ссылки в
[53]). Канонический же порядок на {0, 1}п многократно рассматривался
математиками по разным поводам. Частично упорядоченное
каноническим порядком множество (О, 1}и является ранжируемым, функция
ранга имеет вид

г(х)= ПХ1 + (п — 1)Х2 + ... + 2хп-\ + хп.

Если вершина у покрывает вершину х, то г(у) = г(х)+1, т. е. х
получается из у сдвигом некоторой единицы на одну позицию вправо или
удалением последней единицы. Далее, как следует из [98, 107], это
частично упорядоченное множество является шперперовым, т. е.
максимальная мощность его антицепи совпадает с максимальной из мощностей
множеств одинакового ранга. Последовательность же ранговых
мощностей А (г), г = 0, 1, ..., п(п+ 1)/2, совпадающая с коэффициентами
многочлена (1 + q) (1 + g2).. .(1 + <7П), симметрична и унимодальна. Ее
максимум достигается при г = [п{п + 1) /4] и асимптотически равен
(2/Зя) 1/2ft“3/22n [88]. Отсюда для числа Rn регулярных функций
получаем [92] logi?n^ (2/Зл)1/2 п~^22п.

Отметим также здесь, что для числа Rn(l) регулярных функций с I
нижпими единицами справедлива следующая доказанная в [13] оценка

Яп(/К(/г+1)*. (18)
5. 	Пороговые графы. В этом разделе рассматриваются только

простые неориентированные без кратных ребер и петель графы G = (V, Е),
где V — множество вершин, Е — множество ребер. Для любого V' ^ V
граф G/ = (V/, Е') называется индуцированным подграфом графа G,
если две вершины в G' смежны тогда и только тогда, когда они смежны
в G. Подмножество вершин графа называется независимым, если
вершины в нем попарно несмежны, т. е. индуцированный подграф пуст. Через
I(и) будем обозначать множество вершин, смежных с к, степень
вершины deg и = \I{v) i. Вершина v называется доминирующей, если она
смежна со всеми остальными, т. е. deg v= \V\ — 1. Если при этом в
графе нет ребер, не инцидентных доминирующей вершине, то он
называется звездой.

Рассмотрим монотонную булеву функцию ср: {0, 1}п -*■ {0, 1}, все
простые импликапты которой состоят из двух букв, т. е. нижние
единицы функции ф лежат в слое 2. Сопоставим ей граф G(ф) = (7, Е),
множество вершин которого V находится во взаимно однозначном
соответствии с множеством переменных {хи ..., xj, а множество ребер —- с
множеством простых пмпликантов, т. е. импликанту х-хх$ соответствует ребро
(i, у) е Е. Этим устанавливается взаимно однозначное соответствие
между графами и монотонными булевыми функциями, все нижние единицы
которых лежат в слое 2. Поэтому такие функции называют
графическими. Если ф — пороговая графическая функция, то для соответствующего
ей графа это означает, что существует линейное неравенство (1),
отделяющее независимые подмножества вершин от зависимых. Такие графы
называются пороговыми. Введенные Хваталом и Хаммером [49], они
оказались весьма плодотворным для изучения объектом: с одной
стороны, их класс достаточно представителен, с другой — для них находят
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исчерпывающее решение практически все возникающие в теории графов
вопросы. Основательно изучены они были уже в [49]. В последовавшем
затем потоке публикаций отметим работы [64, 65], а также монографию
[62], трактующую эти вопросы весьма обстоятельно. Изложение их
основных свойств можно найти также в [5], а более полную
библиографию в [38].

Для пороговых графов известно много характеризаций, восходящих
в основном к [49]. Сформулируем в виде теоремы наиболее интересные
в контексте настоящего обзора.

Теорема 13. Следующие условия для графа G = (V, Е)
эквивалентны:

1) 	существует линейное неравенство, отделяющее характеристические
векторы независимых множеств от зависимых;

2) 	среди индуцированных подграфов графа G не содержится Са, Ра
и 2К<2 (рис. 7);

-гг 'хл
> <

, rn Т' i
хг

Рис. 7

3) граф G может быть получен из одновершинного графа
последовательным добавлением изолированных или доминирующих вершин;

4) для любых вершин и, v ^V выполнено хотя бы одно из
отношений: I(u)\v^I(v) либо I(v)\u^I(u);

5) существуют действительные числа а\, ..., ап и Ъ такие, что
(г, /)^Е -<=>- a,i+ aj> Ъ.

Наметим доказательство, следуя [49], где в основу положены
следующие два легко проверяемых утверждения: а) любой индуцированный
подграф порогового графа является пороговым и б) граф, получаемый
из порогового добавлением изолированной или доминирующей вершины,
является пороговым. Из а) следует, что пороговый граф не может
содержать в качестве индуцированных подграфов С±, Ра пли 2К2, так как
соответствующие им графические функции 2-суммируемые и,
следовательно, не пороговые. Условие 2) поэтому является необходимым для
пороговости, а условие 3), в силу б)—достаточным. Нетрудно показать,
далее, что произвольный граф либо имеет изолированную или
доминирующую вершину, либо у него есть индуцированный подграф,
изоморфный С4, Ра или 2Къ В самом деле, пусть изолированных и
доминирующих вершин нет. Тогда если х\ — вершина с максимальной степенью,
хъ&1(х\), ха^1(хз), то из условия deg^i^deg^ следует
существование вершины X2 такой, что Х2'^1(х\) и Х2&1(ха), & это означает, что
подграф, индуцированный вершинами хи Х2, хз, ха, изоморфен одному
из представленных на рис. 7 графов. Поэтому, используя рекурсию,
в случае выполнения условия 2) получаем требуемое условием 3)
упорядочивание вершин и, следовательно, пороговость. Этим доказана
эквивалентность условий 1)—3).

Условие 4) следует из 3), а из 4) вытекает 2). И, наконец,
эквивалентность пороговости условия 5) следует из доказанной в
утверждении 2 эквивалентности для графической функции условия
несуммируемости и несуммируемости в слое 2. Этим завершается доказательство.
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Любое из условий 2)—5) теоремы 13 может быть проверено за
полиномиальное время, поэтому и задача распознавания пороговости графа
является полиномиально разрешимой. Далее, все подграфы, выделяемые
условием 2), соответствуют 2-суммируемым функциям, поэтому
2-несуммируемости достаточно для пороговости графическй функции, из условия
же 4) следует, что достаточно даже 2-сравнимости. Наконец, из 3)
вытекает, что существует ровно 2n_1 неизоморфных пороговых графов,
помеченных же пороговых графов менее п\2n_1, что составляет ничтожную
часть от общего числа 2п(п-1)/2 графов с п помеченными вершинами.

Хотя пороговых графов и немного, однако любой граф G может
быть разложен на пороговые так, чтобы каждое из его ребер входило
хотя бы в один из графов разложения. Минимальное число пороговых
графов в таком разложении называется пороговым числом t(G) графа G.
Таким образом, пороговые графы — это графы с пороговым числом 1.
Задача порогового разложения графа эквивалентна пороговому
представлению соответствующей графической функции, их пороговые числа
совпадают.

Теорема 14 [49]. Для порогового числа произвольного п-вершин
ного графа G справедлива оценка t(G)^ п — a(G), где a(G) —
максимальная мощность независимого множества, причем если в графе G нет
треугольников, то в оценке имеет место знак равенства.

Доказательство. Пусть G = (Vn, Е), k = n — a(G). Пусть,
далее, 5 — независимое множество мощности a(G), Vn\S = {vi, ..., vh}.
Для каждого уг-, £ = 1, 2, ..., к, обозначим через Е{ ребра, инцидентные
Vu Тогда каждый граф Gt=(Fn, Et) является звездой и, следовательно,
по теореме 13, пороговым графом. Взяв графы G* в качестве порогового
разложения графа G, получим требуемую оценку.

Пусть теперь в графе G нет треугольников. Возьмем пороговое
разложение G на t = t(G) пороговых графов Gi = (Vn, Е{). Как легко
следует из теоремы 13, каждый пороговый граф без треугольников обязан
быть звездой, поэтому G{ — звезды. Пусть вершины {щ, ..., vt} —
центры этих звезд. Тогда множество инцидентных им ребер совпадает с
множеством Е всех ребер графа G, а множество вершин F„\(z;i, ..., vt)
является независимым. Отсюда следует, что a{G)^n — t{G), чем и
устанавливается равенство.

Теорема 14 имеет два важных следствия.
Следствие 1. шах t (G) ~ п, п~> оо,

G=(Vn,E)
Следствие 2. Задача определения порогового числа графа

является NP-трудной.
Следствие 1 вытекает из результата Эрдеша [58] о существовании

графов G = (Vn, Е) без треугольников, для которых a(G) = o(n), п °о.
Следствие 2 следует из результата Поляка [95] о УР-трудности задачи
нахождения a(G) в классе графов без треугольников.

Пороговые графы и гиперграфы нашли применение в
программировании при управлении параллельным выполнением программ (см. [62,
67, 90]). Пусть требуется организовать эффективное параллельное
выполнение п программ, причем имеется ряд ограничений, состоящих
в том, что некоторые пары программ не могут выполняться
одновременно (вследствие, например, ограничений по памяти). Тогда если граф
запретов является пороговым, то управление вычислительным процессом
удобно организовать с помощью переменной, называемой «семафором».
Ее текущее значение равно порогу минус сумма весов выполняемых в
данный момент заданий. При окончании некоторого задания его вес
прибавляется к «семафору», при включении нового — вычитается.
Управляющая программа следит, чтобы значение «семафора» всегда было
неотрицательным.
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Если же граф запретов не является пороговым, то можно, взяв его
пороговое разложение, использовать несколько «семафоров». Наконец,
если запреты заданы не на парах, а на больших по мощности
подмножествах, то к этой задаче, описанной в терминах гиперграфа,
применима та же процедура [62]. Фактически, здесь имеет место общая задача
порогового представления монотонной булевой функции, нижние
единицы которой заданы минимальными запрещенными подмножествами
программ. Отметим, что для r-регулярных гиперграфов при г > 3
условия типа 4) или 5) уже не являются достаточными для порогово
сти [102].

Помимо графических, существует другой подкласс монотонных
булевых функций, которые можно поставить во взаимно однозначное
соответствие с графами так, чтобы пороговым функциям соответствовали
пороговые графы. Это рассмотренные в утверждении 2 монотонные функции,
все верхние нули которых лежат в слое 2. Если ф(о?ь ..., хп)— такая
функция, то ее граф определим следующим образом. По-прежнему
вершины графа соответствуют переменным, а ребро (i, /) принадлежит Е в
том и только том случае, если булев набор с единицами в I-й и /-й
позициях является верхним нулем функции ср. Для такой функции, как и
для графической, несуммируемость согласно утверждению 2
эквивалентна несуммируемости в слое 2. Поэтому функция ср является пороговой
в том и только том случае, если пороговым является соответствующий
ей граф £?(ф), и теорема 13 дает, таким образом, характеризации
линейно отделимых множеств, лежащих в пределах второго слоя. Такая
характеризация будет сформулирована в следующем пункте, а
использована в § 3, п. 2.

6. 	Некоторые простейшие пороговые множества. Подмножество
вершин куба (0, 1}п будем называть пороговым, если оно отделимо от
своего дополнения гиперплоскостью. Таким образом, с каждой пороговой
функцией связаны два пороговых множества: пороговое множество
нулей и пороговое множество единиц. Наиболее прямой способ изучения
пороговых функций состоит в конструктивном комбинаторном описании
строения их пороговых множеств. В своей массе, однако, пороговые
множества устроены слишком сложно, чтобы для них можно было указать
подобные описания. Поэтому приходится ограничиваться описанием их
весьма узких подклассов.

Простейшими пороговыми множествами являются подкубы,
соответствующие элементарным конъюнкциям, которых Зп, что составляет
ничтожную часть от числа всех пороговых множеств. Более
представительный класс пороговых множеств можно получить, объединяя такие
подкубы в небольшом числе некоторым специальным образом. Другим удобно
описываемым классом пороговых множеств являются пороговые
множества небольшого радиуса. Эти простейшие классы пороговых
множеств рассматривались в [10, 12, 43] в связи с пороговыми
представлениями булевых функций, а также задачей перечисления всех пороговых
множеств заданной мощности.

Пороговое множество А назовем монотонным пороговым множеством
нулей, если из а^А и (5=^ а следует ^^^4, т. е. оно является
множеством нулей некоторой монотонной пороговой функции; аналогично
определим монотонное пороговое множество единиц. Монотонное пороговое
множество всегда может быть задано неравенством (1) с произ¬
вольное же пороговое множество может быть преобразовано в
монотонное заменами 1 — х{ для ш < 0. Обратно, из монотонного порогового
множества, существенно зависящего от всех координат с помощью таких
отражений координат может быть получено 2П различных пороговых
множеств такой же мощности. Заметим, что пороговое множество
нечетной мощности всегда существенно зависит от всех координат.
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Для произвольного порогового множества А вершину а е А
назовем его центром, если для любой вершины £ е А все 2r(ct’p) вершин у
таких, что г (а, у) + г(у, р) = г(а, (5), принадлежат А. Эквивалентным
образом центр порогового множества может быть определен как
вершина, которая при преобразовании порогового множества в монотонное
пороговое множество нулей может быть переведена в нулевую вершину.
Пороговое множество может иметь несколько центров. Вершина, в
которой достигается экстремум линейной формы в левой части (1), всегда
является центром порогового множества.

Радиусом порогового множества назовем максимальное из
расстояний Хемминга от его вершин до центра. Как легко видеть, радиус не
зависит от выбора центра и определен корректно. Это радиус минимального
шара Хемминга, в который может быть заключено пороговое
множество. Нулевая вершина является центром монотонного порогового
множества нулей, а его радиус определяется максимальным из номеров
слоев, содержащих его вершины.

Диаметр порогового множества определим как максимальное из
расстояний Хемминга, взятых по всем парам вершин множества. Ясно,
что диаметр не превышает удвоенного радиуса. Поэтому справедлива
следующая оценка, связывающая диаметр порогового множества с его
мощностью.

Утверждение 4. Диаметр порогового множества мощности М не
превосходит 2 log М.

Два последующих утверждения для монотонных множеств нулей
радиуса 1 и 2 легко могут быть переформулированы для произвольных
множеств с использованием вместо нулевой вершины их центров. Одно
из них сразу следует из критерия несуммируемости, а другое — из
замечания в конце п. 5.

Утверждение 5. Любое монотонное множество нулей, лежащее в
пределах 1-го слоя, является пороговым.

Утверждение 6. Для того чтобы монотонное множество нулей,
лежащее в пределах 2-го слоя, было пороговым, необходимо и
достаточно, чтобы оно было 2-сравнимым.

Рассмотрим теперь объединение в одном пороговом множестве
близких подкубов.

Утверждение 7 [10, 13]. Если все нижние единицы монотонной
функции лежат внутри некоторого шара Хемминга единичного радиуса,
то она является пороговой.

Доказательство. Пусть В = (Pi, . . ., $k} — нижние единицы,
а — центр шара. Тогда имеет место один из следующих трех взаимно
исключающих случаев: 1) |5j^a, i = 1, 2, ..., к; 2) В = {ос); 3) pj=<a,
i= 1, 2, ..к. Случай 2)—тривиален. В случае 1) рассмотрим подкуб
куба {О, 1}п, состоящий из вершин х^=ое. В этом нодкубе нижние
единицы лежат в слое 1 и несуммируемость функции становится очевидной.
Аналогично рассматривается случай 3).

7. 	Структурные свойства множества пороговых функций. Наряду с
рассмотрением отдельных подклассов пороговых функций представляет
интерес изучение множества пороговых функций в целом. Если
рассматривать множество пороговых функций как отдельно взятых элементоз,
то единственной возникающей для него задачей является оценка его
мощности. Однако между пороговыми функциями существуют некоторые
естественные отношения, учет которых значительно обогащает
проблематику. В [16] были рассмотрены два таких отношения. Одно из них
использует классический алгебраический подход и наделяет множество
пороговых функций частичным порядком, другое описывает множество
пороговых функций как простой неориентированный граф.
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1а множестве всех булевых функций естественным образом
вводится отношение частичного порядка: /=< g о / (х)< g (х), Vx <= {0,1}".
Возникающее при этом частично упорядоченное множество изоморфно
множеству всех подмножеств 2"-элементного множества, упорядоченных
включением, и является булевой алгеброй (определения см. в [43]).
Операциями взятия верхней и нижней граней являются соответственно
дизъюнкция и конъюнкция. Упорядоченное этим же отношением,
множество пороговых функций не обладает столь богатой структурой. Оно
градуируется числом единиц пороговых функций, имеет универсальные
нижнюю и верхнюю грани, но, как несложно проверить, не является
решеткой. 1ем не менее, его изучение представляет интерес. В частности,
заслуживает внимания задача оценивания числа элементов заданной
высоты, т. е. числа пороговых функций с заданным числом единиц Эта
задача будет рассмотрена в § 3, п. 2.

Иное структурное описание можно получить, перейдя от задающего
частичный порядок ориентированного графа к неориентированному, т. е.
заменив каждую ориентированную дугу неориентированным ребром. При
изучении оулевых функций, в частности, исследовании полуэффекта
Шеннона с помощью вариационного принципа [36], оказывается
полезной метрика, в которой расстоянием между двумя функциями служит
число тех булевых наборов, на которых они принимают различные
значения. тогда «соседними» естественно считать функции, различающиеся
лишь на одном наборе. Если рассмотреть граф, вершины которого
соответствуют булевым функциям, а ребра соединяют «соседние» функции
то он изоморфен^ 2"-мерному кубу. Аналогичный граф на множестве
пороговых функций назовем графом пороговых функций. Он обладает
более сложной структурой, но допускает прозрачную геометрическую
интерпретацию.

Конусы (8) в (п + 1)-мерном пространстве весов (<г0, яц ..., я„),
соответствующие «соседним» пороговым функциям, смежны. При
переходе чцрез разделяющую их гиперплоскость происходит изменение
значения функции в одной вершине гиперкуба. Вершины гиперкуба,
соответствующие граням конуса пороговой функции, называются ее
граничными точками [68, 80]. Множество граничных точек обладает, как легко
видеть, следующими свойствами: а) является наибольшим множеством
вершин таким, что пороговая функция может быть изменена в любой
одной вершине множества без изменения значений на всем остальном
гиперкубе; о)^ является наименьшим множеством вершин, знание
значений пороговой функции на котором позволяет восстановить ее на всем
гиперкубе.

Число «соседей» у пороговой функции равно числу ее граничных
точек, а в графической интерпретации — это степень вершины графа.
Эта степень всегда не меньше п + 1, так как телесный конус с
вершиной имеет в £">+I не менее п + 1 граней. Столько «соседей» у пороговых
функцийхг Д ^2 А ••• А хпи х\ V Х2 V ... V х„, а также у любой другой
пороговой функции, имеющей один нуль или единицу. Максимальным же
числом «соседей», равным 2П, обладает любая пороговая функция,
существенно зависящая от не более чем одной переменной.

При непрерывном изменении весов пороговой функции (4)
соответствующая точка описывает некоторую траекторию. Если эта траектория
не выбрана определенным «специальным» образом, а именно не поохо

(2П\
днт через ^ подпространств размерности n — 1, при пересечении кото¬
рых функция меняет значения сразу в двух вершинах гиперкуба, то
переход от одной пороговой функции к другой осуществляется по ребрам
графа пороговых функций. Дискретным аналогом такой непрерывной
траектории могут служить изменения весов в процессе адаптации, осу
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ществляемой с достаточно малым шагом. Отметим, что расстояние между
пороговыми функциями равно расстоянию между соответствующими
вершинами графа, т. е. числу ребер в кратчайшем пути между ними. В
самом деле, если fo(y) = sgr\(a0 +a{yi + . ,. + апуп) и /х (у) — sgn(a0 -j- а1у1 -f
+ •.. + апуп) — пороговые функции, различающиеся па наборах, то
переход от /о к /1 по графу также осуществим за г шагов с помощью
формулы ft (у) = sgn(a + t (а —а)), изменяя t от 0 до 1. Отсюда
непосредственно вытекает следующее утверждение.

Утверждение 8 [16]. Диаметр графа пороговых функций
равен 2п.

8. 	Алгоритмическая сложность синтеза пороговой функции.
Проблема синтеза пороговой функции, т. е. распознавание пороговости и
нахождение линейного неравенства (1) для булевой функции, заданной
таблицей своих значений или некоторой своей д. н. ф., всегда являлась
одной из основных задач пороговой логики (см. [2, 55, 68, 86]). После
работ Кука [50] и Карпа [71] появилась возможность строго
математического подхода к исследованию этой задачи и ее классификации в
соответствии с трудоемкостью решения, т. е. отнесения к одному из
стандартных классов, важнейшими из которых являются класс Р — класс задач,
разрешимых за полиномиальное время, и класс NP — класс
универсальных переборных задач, для которых алгоритма полиномиальной
трудоемкости предположительно не существует (см. [61]). Такое исследование
было выполнено в работе Пильда и Симеоне [92], на которую и
опирается настоящее изложение.

Заметим, прежде всего, что если функция / задана с помощью своей
совершенной д. н. ф., т. е. таблицей своих значений на всем множестве
2п бинарных наборов, то задача синтеза сводится к решению системы из
2п линейных неравенств. А для этой задачи, как стало ясно после
работы Хачияна [40], существует алгоритм, решающий ее за
полиномиальное от длины ее записи, т. е. от величины 2П, время. Остается ли задача
полиномиально разрешимой, если допускать д. н. ф. более общего вида?
Ответ на этот вопрос, как было показано в [92], существенно зависит от
вида д. н. ф.. Если однородная булева функция задана своей
сокращенной д. н. ф., то задача распознавания пороговости и выписывания
неравенства (1) является полиномиально разрешимой. В качестве такой
булевой функции, не ограничивая общности, всегда можно рассматривать
монотонную булеву функцию, заданную своими нижними единицами.
Если же на д. н. ф. не накладывать никаких ограничений, то задача
распознавания пороговости является ЖР-полной. Отсюда вытекает,
в частности, ЖР-трудность задачи получения сокращенной д. н. ф. для
однородной функции по ее произвольной д. н. ф. без знания того, какие
из переменных должны браться с отрицанием, а какие — без отрицания.

Теорема 15 [92]. Задача распознавания пороговости по
произвольной д. н. ф. является NP-полной.

Доказательство. Покажем, что известная ЖР-нолная задача
распознавания тождественного равенства единице произвольной д. н. ф.
сводима к задаче распознавания пороговости. Пусть имеется
произвольная д. н. ф. D(x). Введя две новых переменные, сконструируем д. н. ф.
D' (х, У!, l/2) (х) Z/2 V У\У2 V У\У2- Если В(х)э1, то функция

X, у и z/2)=ViVz/2 является пороговой. Если же Р>(х°) = 0 для
некоторого х°, то Л'(х°, 0, 0) = D' (х°, 1, 1)=1, D'(х°, 0, l) = D,(x°, 1, 0) —• 0
и (х°, 0, 0) + (х°, 1, 1) —*(х°, 0, 1) + (х°, 1, 0), т. е. функция, задаваемая
д. н. ф. D'(x, у и 1/2), является 2-суммируемой и, следовательно, не
пороговой. Теорема доказана.

Покажем теперь, как для произвольной монотонной булевой
функции, заданной своими нижними единицами, эффективно решается во¬



30 Ю. А. ЗУЕВ

прос о ее пороговое™. Пусть {aj — множество нижних единиц функции
ф. Если, наряду с ним, известно множество ее верхних нулей {рД, то
вопрос о ее пороговости сводится к исследованию совместности системы

(а, «0> Ъ,
(а, Р^) <6,

а, Ъ 0,
т. е. решается эффективно.

Каждый верхний нуль монотонной функции — это покомпонентное
отрицание нижней единицы функции, двойственной к исходной, поэтому
задачу получения множества верхних нулей по множеству нижних
единиц называют задачей дуализации для монотонной булевой функции.
Тот факт, что в случае произвольной монотонной функции задача
дуализации не является эффективно решаемой, следует уже из того, что с
ростом числа переменных число верхних нулей может быть
экспоненциально растущей функцией от числа нижних единиц. Чтобы обойти эту
трудность, проверим предварительно ф на 2-сравнимость. Этот тест
эффективно выполним, так как для выполнения условия (xi = 1, ^ = 0)ф^
^ (xi = 0, xj= 1)ф необходимо и достаточно, чтобы для каждой нижней
единицы функции (£*=• 1, ^ = 0)ф существовала меньшая или равная
ей нижняя единица функции (Xi = 0, xj=l)cp. В случае выполнения
условия 2-сравнимости перестановкой переменных сделаем ф регулярной.
Для регулярной функции задача дуализации, как было впервые
показано в [92], эффективно разрешима. Более простое решение этой задачи с
лучшей оценкой для числа верхних нулей, основанной на явном
описании их строения, дано Крамой [53]. Независимо те же улучшения
предложены Липкиным [32]. Следующая лемма основана на их
исследованиях.

Лемма 1. Каждый верхний нуль регулярной функции может быть
получен из некоторой ее нижней единицы изменением значения одной
из ее единичных координат на нулевое с одновременным
приравниванием единице всех координат, правее обнуленной.

Доказательство. Пусть p=(fii, .. ., jin) — верхний нуль
регулярной функции ф. Если Рп = 0, то набор ..., 1) является
единичным для ф, а в силу регулярности ф никакая из единичных
координат а не может быть обнулена с сохранением единичного значения
функции. Таким образом, ос является нижней единицей, из которой
получается верхний нуль р.

Пусть теперь самый правый нуль в наборе р стоит на г-м месте,
где i<n, т. е. р = (рь ..Р<-ь 0, 1, ..., 1). Тогда набор а =*(Рь • ••> fc-и
1, ..., 1) является единичным для ф. Будем последовательно, двигаясь
справа налево, обнулять его единичные координаты, начиная с
последней, каждый раз проверяя, чтобы значение функции ф оставалось
равным единице. Обнулив таким образом 7-10 координату, где / > придем
к набору ai= (fii, ..., fit-i, 1, ..1, 0, ..., 0), в котором обнуление
(/ — 1) -й координаты изменяет значение функции на нулевое. В силу
регулярности ф ни одна из единичных координат набора oci не может
быть обнулена без изменения значения ф, т. е. а\ является нижней
единицей, из которой получается р. Лемма доказана.

Как следует из леммы 1, все верхние нули регулярной функции
содержатся в эффективно получаемом множестве, мощность которого не
превышает тп, где пг — число нижних единиц функции. Задача выбора
из него верхних нулей не представляет трудности. В целом же
предыдущими рассуждениями установлен следующий результат.

Теорема 16 [92]. Для монотонной булевой функции, заданной
своими нижними единицами, задача распознавания пороговости и
получения неравенства (1) разрешима за полиномиальное время.
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§ 3. Количественные оценки, связанные
с пороговыми функциями

1. Число пороговых функций. При реализации функций алгебры
логики схемами из пороговых элементов число Nn пороговых функций
от п переменных служит естественной мерой разнообразия порогового
базиса и позволяет оценивать сложность таких реализаций. Это явилось
причиной пристального внимания к проблеме подсчета Nn с конца
пятидесятых годов. Так как получение точной формулы для Nn не
представлялось возможным, то исследования были направлены на
получение асимптотических оценок для Nn при п -+■ °°, а такя^е прямой подсчет
значений Nn с помощью ЭВМ для небольших значений п.

Методами, освещенными в § 2, пп. 1—3, для logNn к 1965 г. были
получены асимптотические оценки (6), и встал вопрос об асимптотике
логарифма числа пороговых функций, но сколько-нибудь улучшить эти
оценки не удавалось вплоть до 1989 г. Параллельно с этим сразу
несколькими исследователями в начале шестидесятых годов были
подсчитаны точные значения Nn до п = 6. Дальнейшее продвижение
потребовало уже изощренных методов перебора и мощных ЭВМ. В 1965 г.
Уиндер [117] сообщил результаты подсчета N7, а в 1970 Мурогой с
коллегами [86] были опубликованы результаты аналогичных вычислений
для Nq, выполненных на ILLIAC-2. Помимо подсчета Nn в этих работах
изучались значения весов в оптимальных реализациях, а также было
установлено, что все полностью сравнимые функции вплоть до п = 8
являются пороговыми. Основные же результаты этих вычислений
тщательным образом анализировались на предмет поведения отношения
(logNn)/n2 в попытке угадать его асимптотику (см. табл. 2).

Таблица 2

п 1 2 3 4 5 6 7 8

(log Nn)ln* 2 0,95183 0,74449 0,67987 0,66116 0,66225 0,67273 0,68740

Уиндер, чей вклад в развитие пороговой логики следует признать
выдающимся, неоднократно выражал, опираясь на эти результаты и
свою интуицию, уверенность в том, что (log Nn)/n2 ->■ 1 [116, 117, 119],
но были и более осторожные мнения [86]. Строгое же доказательство
асимптотики (7) наряду с новыми геометрическими результатами по
разбиению пространства гиперплоскостями потребовало использования
мощных вероятностных методов комбинаторного анализа, которые
только зарождались в шестидесятые годы. Результат был анонсирован
автором в [15], а его более полное изложение с доказательством теоремы 4
появилось в [16]. Помимо теоремы 4 доказательство асимптотики
существенно опирается на работу Одлыжко [89] о случайных (±1)
матрицах.

В 1967 г. Комлошом [74] было показано, что детерминант
случайной (0, 1)-матрицы почти всегда отличен от нуля. В дальнейшем это
доказательство, в основе которого лежит лемма Литтлвуда — Оффорда,
было им технически усовершенствовано (см. [75]). Его результат
остается справедливым и для случайных (±1)-матриц. Это означает, что п
случайных ^-мерных векторов, компоненты которых независимо и
равновероятно принимают значения 1 или —1, почти всегда образуют
базис в w-мерном пространстве. Поэтому любой га-мерный вектор и, в
частности, любой (±1)-вектор может быть выражен в виде их линейной
комбинации.

Решая задачу, возникшую в теории нейронных сетей [70],
Одлыжко [89] получил результат, в определенном смысле дополняющий ре
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зультат Комлоша. Им было установлено, что если брать не п, а р <
^п(1— 9,9/1п п) случайных (±1)-векторов, то натянутое на них
линейное подпространство почти всегда не содержит (±1) -векторов, отличных
от взятых и им противоположных. Более того, он показал, хотя здесь
это и не будет использовано, что в вероятность Р(п, р) того, что в
линейном подпространстве найдется еще хотя бы один (±1)-вектор,
главный вклад дают ненулевые линейные комбинации троек векторов. Это
позволило найти для рассматриваемой вероятности точную асимптотику

р (п, р) ~ 4 (з) j , p<n(l — 9,9/lnra), ге-> оо.

Качественную связь между результатами Комлоша и Одлыжко
можно продемонстрировать, перейдя от дискретной модели к
непрерывной. Пусть компоненты ^-мерного вектора независимы и непрерывно
распределены в интервале (—1, 1). Тогда, взяв из такого распределения
произвольное конечное число К векторов, с вероятностью 1 имеем, что
любые п из них линейно независимы, а в линейной оболочке каждых
п— 1 не содержится ни одного из оставшихся К—п + 1. Таким
образом, результаты Комлоша и Одлыжко свидетельствуют фактически о
том, что с ростом п свойства случайных (±1)-векторов приближаются
к свойствам векторов, выбранных из непрерывного распределения.

И. П. Чухрову удалось сделать результат Одлыжко более
прозрачным, упростив доказательство, а также устранив имевшиеся в [89]
неточности. Его усовершенствования будут использованы в наброске
доказательства следующей леммы, представляющей ослабленный вариант
теоремы Одлыжко.

Лемма 2. Вероятность Р{п, р) того, что в линейной оболочке р
случайных п-мерных (±1)-векторов содержится еще хотя бы один
(±1)-вектор, отличный от образующих и им противоположных, с ростом
п при р С п{\ — 9,9/1п п) стремится к нулю.

Доказательство. Заметим прежде всего, что в гиперплоскости

2 агУг = Ъ9: где все Ф 0, не может лежать более [[^/2]) вершин куба
у^{—1? 1}п. Это утверждение, известное под названием леммы Литтлву
да — Оффорда, легко следует из леммы Шпернера о максимальном
числе попарно несравнимых вершин в {— 1, 1}п. Поэтому для произвольных
фиксированных значений а^ФО и Ъ и случайных г/г- -е {— 1, 1}

вероятность выполнения равенства2 агУг = & не превосходит [^пЦ])
Обозначим через Р(п, р, тп) вероятность того, что среди р векторов

существуют тп векторов, линейная комбинация которых с ненулевыми
коэффициентами дает (±1)-вектор, и не существует меньшего числа
векторов с таким свойством. Эти тп векторов необходимо являются
линейно независимыми, поэтому существует построенный на них базисный
минор порядка тп. При фиксированном положении базисного минора
коэффициенты линейной комбинации, задающей (±1)-вектор, однозначно
определяются его координатами в столбцах базисного минора,
вероятность же совпадения значения линейной комбинации с координатой
(±1) -вектора в столбце, не входящем в базисный минор, не превышает

(lm/2]) 12W. Минор порядка m в (р X т) -матрице может быть выбран

(га) (га) способами, а различных (±1)-векторов имеется 2П, поэтому
для вероятности Р(п, р, т) справедлива оценка
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Теперь вероятность Р(п, р) м,ожет быть оценена так:

Р (п, р) 2 Р (п, р, т) < 2т=з т=з

п—т

а эта величина, как можно показать, с ростом п при р ^ n(l — 9,9/ln п)
стремится к нулю. Этим завершим набросок доказательства.

Сформулируем теперь основной результат.
Теорема 17 [15, 16]. Для логарифма числа Nn пороговых

функций от п переменных при достаточно больших п справедливо неравенство
log Nn > п2 (1 — 10/1п п).

Доказательство. Как указывалось в § 2, п. 1, подсчет числа
пороговых функций можно свести к подсчету числа конусов, на которые
En+l разбивается гиперплоскостями (8). Будем рассматривать лишь
пороговые функции (4) с ао = 0, т. е. самодвойственные. Отметим, что,
как несложно заключить непосредственно из (5), их гасло Nn = Nn—1.
Самодвойственные функции находятся во взаимно однозначном
соответствии с конусами, на которые пространство i?n= (ai, ..., ап)
разбивается 2n_1 гиперплоскостями вида

=Ь а\ ± а% ± ... ± ап = 0. (19)
Метод получения нижней оценки для числа этих конусов заключается
в том, чтобы с помощью леммы 2 показать, что при пересечении
гиперплоскостей (19) возникает более 2n (1~10/1пГ1) линейных подпространств,
а затем воспользоваться теоремой 4.

Положим р =*гс(1 — 9,9/ln п) и рассмотрим множество %п случайных
(±1)-матриц А(рХп), элементы которых независимо и равновероятно
принимают значения 1 или —1. Множество 91п состоит, таким образом,
из 2рп равновероятных матриц. Считая строки матриц нормальными
векторами гиперплоскостей (19), свяжем с каждой матрицей А^Ч1П
линейное подпространство, натянутое на ее строки,— линейную оболочку
строк. Тогда пересечение р гиперплоскостей, задаваемых строками
матрицы А как нормалями, будет ортогональным дополнением к линейной
оболочке ее строк. Это сводит задачу к подсчету числа различных
линейных подпространств, порождаемых матрицами из §1П.

Обозначим через подмножество матриц, не содержащих пар
одинаковых или противоположных строк. Ясно, что в Ч1п входят почти все
матрицы, т. е. |®п|~|®п|, гс-^00. Множество Ч1п разобьем на классы
эквивалентности следующим образом. В один класс включим матрицы,
получаемые друг из друга операциями перестановки строк и замены
строк на противоположные. Тогда в каждом классе будет ровпо р\ 2°
матриц. Ясно, что все матрицы из одного класса эквивалентности
порождают одно и тоже подпространство. А из того, что у почти всех матриц
линейная оболочка не содержит (±1)-векторов, отличных от строк
матрицы и им противоположных, следует, что число различных
подпространств асимптотически совпадает с числом классов эквивалентности,
т. е. равно 2рп/(р\2р). Отсюда вытекает утверждение теоремы (см.
добавление при корректуре).

Принимая во внимание верхнюю оценку в (6), получаем

Nn = 2п2(1-0(1)), тг->оо.
2. 	Число пороговых множеств заданной мощности. Наряду с

оцениванием общего числа Nn пороговых функций интерес представляет
получение оценок для числа Nn (М) — пороговых функций с заданным
числом единиц (нулей) М или, другими словами, для числа пороговых
множеств мощности М. Отметим, что в случае разделений гиперплос¬
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костью точек общего положения в Еп от подобной задачи приходится
отказаться, так как мощность произвольного множества точек общего
положения не определяет, как нетрудно проверить, числа линейных
отсечений заданной мощности [66]. В пороговой же логике эти оценки
являются более детальной характеристикой множества пороговых
функций. В терминах рассмотренного в § 2, п. 7 частичного порядка
Nn(M) — это число элементов высоты М. Особое значение подобные
оценки приобретают при изучении пороговых представлений. Здесь роль
пороговых множеств заданной мощности аналогична элементарным
конъюнкциям заданного ранга в теории д. н. ф.

Впервые задача оценивания Nn(M) была рассмотрена автором и
Липкиным [11]. Полученные оценки были затем усилены в [12] и
приняли окончательный вид в [16]. Всюду в условиях теоремы буква с
обозначает некоторую константу.

Теорема 18. С ростом п при заданном характере изменения
М(п) для log Nn(M) имеют место следующие асимптотики:

1) если М = о(п)9 то log Nn(M) ~ п;
2) если М = с/г (1 + о(1)), то \ogNn(M) ~ гг (с log (1 + 1/с) +

+ log(1 + с)+ 1);
3) если М = а(п)щ аlog а(н) = o(log /г), то log Nn(M) ~

~ nloga{n);
4) если Ж==/гс+0(1), с > 1, то logNn(M) ~ (с — l)nlog п;
5) если М = 2Нп\ Р(?г) = о(?г), то log Nn(M) ~ ${п)щ
6) если М —*2сгг(1ч"0(1)), 0< с < 1, то logNn(M) ~ сп2.
Доказательство. Каждая из асимптотик 1)—6) теоремы

доказывается получением асимптотически совпадающих верхних и нижних
оценок для log Nn {М). Все верхние оценки получаются подсчетом
числа различных векторов Чоу. Для получения же нижних оценок в
каждом случае используется специальный метод: в 1)—3) — это
конструктивное построение самих пороговых множеств; в 4)—5) — построоение
множества линейных неравенств, задающих пороговые множества
заданной мощности; в 6) — неконструктивный метод, использующий
полученную вероятностными рассуждениями асимптотику (7).

Начнем с верхних оценок. В 6) она получается совсем просто.
Каждая координата (п + 1)-мерного вектора Чоу S(A) является целым
неотрицательным числом, не превышающим \А I. Поэтому в случае 6)
существует не более 2сп(1+0(1))(гг+1) различных векторов Чоу, откуда и
вытекает, что log Nn (М) ^ сп2. Не рассматривая в деталях всех случаев
1) —5), остановимся на случае 2) как технически наиболее трудном.
Использованных здесь методов достаточно для получения верхних
оценок во всех оставшихся случаях.

Пусть монотонное пороговое множество пулей А мощности сп
задано неравенством (1) с а{>0. Упорядочим коэффициенты а{ по
величине ai± ^ ^ агП' Выберем номер к так, чтобы имело место

aik-i “Ь aik ^ Ь, a\k + aik+1 > Ъ. Из ^ ^ cni следует к < 21 сп. Пусть
/ ==»{1, 2, ..., п), 1\ = Ui, ..., ik}, Iq = {ik+1, ..In). Тогда у
принадлежащих А вершин не может быть более одной единичной координаты в /-о.
Отсюда для вектора Чоу (^4) == (^0, si, ..., sn) множества А имеем
2 ^ сп. Не более чем сп одинаковых тттаров может быть размещено
iei0

ft-\- сп\по t различным ящикам ( % I способами (см. [39]). Поэтому

различных /о-фрагментов вектора Чоу может быть не более п ^

^ ^ ~L Cn'j* Число же различных /i-фрагментов не превосходит
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{cnfVcn. А число способов разбиения / на /о и 1\ не превышает

*2Г(/) < 2 /ейniV™.
3=0

Поэтому для числа iV®(cn) монотонных пороговых множеств мощности
сп имеем

гУ™(п + сп\
1оg №п {сп) < log (2 Vсп niYcn ( \t )] ~ log ( +п ) '

п (с log (1 + 1/с) -{- log (1 + с)).

У читывая, что Nn (сп) < 2nNn (сп), получаем
log Nn(cn)^ rc(clog(l + 1/с) + log(1 + с)+ 1).

Перейдем теперь к нижним оценкам. Случай 1) очевиден. Покажем,
как с помощью утверждения 6 § 2, п. 6 для случаев 2) и 3) строится
необходимое число монотонных пороговых множеств, лежащих в
пределах второго слоя и существенно зависящих от всех координат. Для
определенности будем рассматривать случай 2). Включим сначала в
пороговое множество А нулевую вершину. Затем на первом шаге выберем
из п координат тп\ координат и включим в А Ш\ вершин первого слоя,
имеющих единичными выбранные координаты. Остальные вершины
первого слоя оставим вне А. На втором шаге выберем из тп\ координат,
взятых на первом шаге, m2 +1 координат и отметим одну из них.
Включим, далее, в A m<i вершин второго слоя, которые имеют единичными
отмеченную и одну из выбранных неотмеченных координат. Продолжая
таким образом, на у~м шаге из тгц-\ выбранных и неотмеченных на
предыдущем шаге координат выбираем тп, + 1 координат, отмечаем одну из
них и rrij вершин второго слоя, имеющих единичными отмеченную и
одну из выбранных неотмеченных координат, включаем в А. Сделав к

h

шагов, получим монотонное пороговое множество А мощности 1+2 mj>j=i
которое при тп\> Ш2 + I существенно зависит от всех координат. Таким
путем может быть получено

(wj (m2 + l) (ГО2 + 1) • • • (mk + 1) =— -. (20)
(n - mx)\К ~ m2 - 1)! ... (тк_г - - 1)! mh\

пороговых множеств.
Теперь, чтобы полностью задать процесс построения, положим

rrij =^[щ}], где д = с/(с+1), а значение к положим таким, при котором
процесс естественным образом обрывается. Тогда

\А \ = 1 + [щ\ + [щ2] + ... + [nqk] ~сп,

а как следует из (20) (подробнее см. в [12]), логарифм числа
построенных монотонных пороговых множеств асимптотически равен
n(c\og(i + 1/с) + log(l + с)), что и доказывает асимптотику в 2).

Нижние оценки в 4) и 5) доказываются конструктивным
построением множества линейных неравенств методом вариации порога,
которым получена нижняя оценка в (6) (см. § 2, п. 3). Если Af<2”, то
для каждого порогового множества мощности т, где 0 ^ т ^ М, лежащего
в подкубе хп = 0, можно с помощью подходящего выбора величины ап
получить в подкубе хп — 1 пороговое множество мощности М — т, так
чтобы мощность порогового множества во всем кубе была равна М. По¬
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ю. А. ЗУЕВ

(21)

м
Nn(M)> S Nn^(m).

7П=0

С помощью (21) для М ^ 2n“ft можно получить
к- МNn т > Т|УП- 2 ^ н- (22)' ' 7П=0

Полагая к = п—]logM[ и учитывая, что при этом Nn-h(M)> 1,
получаем из (22) требуемые нижние асимптотические оценки в
случаях 4) и 5).

Обратимся теперь к нижней оценке в случае 6). Пусть log М сп.
Положив I = [сп] и используя (21), имеем

м
Nn (м) > 2 Nn.(те) > (2*).

7П=0

Взяв теперь — I — 1 и воспользовавшись (22), получаем

2Z(n—г—2)

771—0
2)!

Но число Ni(2l~l) совпадает с числом самодвойственных пороговых
функций, и по теореме 15 log Nt {2l~l) ~ I2. Поэтому log Nn(M)^ l(n — Z) +
+12 ~ сп2. Теорема 18 доказана.

3. Величина весовых коэффициентов. Геометрически пороговая
функция (1) задается гиперплоскостью, отделяющей подмножество
/~Ч0) вершин гиперкуба от подмножества Как уже отмечалось,
небольшим изменением положения гиперплоскости это разделение всегда
можно сделать строгим, когда ни одна из вершин куба не лежит в
гиперплоскости. При этом, естественно, возникает вопрос, сколь большого
расстояния от гиперплоскости до ближайшей к ней вершины можно
добиться. Другими словами, задача состоит в оценке величиныp(/) = max min J (23)
Максимум здесь берется по всем положениям гиперплоскости,
реализующим заданное разделение вершин гиперкуба. Далее, можно,
абстрагируясь от конкретной функции, рассмотреть величину

Р (п) = min р (/),

где минимум берется по всем пороговым функциям от п переменным.
В случае технической реализации пороговой функции /, основанной

на каком-либо физическом принципе (см. [2, 86]), вследствие
неизбежных флуктуаций физических величин, соответствующих весам и порогу,
гиперплоскость будет слегка колебаться, и изменения ее положения не
повлияют на реализуемую ею функцию лишь при условии достаточно
большого значения р(/). Величину же р(тг) можно рассматривать как
характеристику устойчивости пороговой логики в целом.

Традиционно, однако, рассматриваемая задача в пороговой логике
ставится несколько иначе. Система а = аь ..., ап и Т называется
нормированной реализацией пороговой функции /: {0, 1)п ->- {0, 1), если

(а, хХГ-1, х^ГЧ0),(а ,х)>Т, хе/-'(1). (J±)
При нормированной реализации выдерживается, таким образом, единич
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иый «зазор» по линейному функционалу между пулевыми и единичны
ными значениями функции.

Если пороговая функция / задана в форме (4) /: {—1, 1}п {—1, 1},
то ,ее нормированная реализация принимает вид:

(а, у)<-1, У^/_1(-1)> ,„г.(a, y)S*l, уе/->(1), °
где у = (1, уи уп), а = (о0, аь ..ап), причем значения аи ап

П

здесь те же, что и в (24), а а0 = 2 а\ -}- 1 — 2Т.i=i
Для нормированной реализации в пороговой логике

рассматривается задача минимизации весовых коэффициентов. В качестве минимизи
п

руемого функционала при реализации (25) берется величина 2 \ ai\,
i== о

и задача решается методами линейного программирования.
Любая целочисленная реализация пороговой функции является ее

нормированной реализацией. В начале шестидесятых годов
существовала гипотеза, что для любой пороговой функции существует ее
целочисленная минимальная реализация. Это, однако, оказалось не так. Первый
пример функции от 9 переменных, единственная минимальная
реализация которой содержит дробные веса, был построен Уиллисом [114].
Позже выяснилось, что такие примеры встречаются уже для функций
от 8 переменных [85].

Целочисленная реализация, подобно параметрам Чоу, позволяет
кодировать пороговые функции. Однако здесь, в отличие от параметров
Чоу, трудно однозначно выбрать отображение множества пороговых
функций в множество весов, так как различные целочисленные наборы
могут быть реализациями, и при том минимальными, одной и той же
пороговой функции. Зато кодирование целочисленными весами
позволяет легко вычислять значения функции, что не удается достичь с
помощью параметров Чоу. С,ложность такого кодирования определяется
максимальной абсолютной величиной целых чисел, используемых в
реализациях.

Пусть
М (/) == min max | а%\,

a

где минимум берется по всем реализациям (24) функции /. Пусть,
далее,

М (п) = max М (/),
1

где максимум берется по всем пороговым функциям от п переменных.
Аналогичные величины для целочисленной реализации обозначим
соответственно через Л/ц(/) и Мц(п). Ясно, что и М(п)’<

п

<Мц(га). Зная Мц(п) и учитывая, что | Т | 2 | а* |<! пМп, все по
г—1

роговые функции от п переменных можно перебрать, рассмотрев
(2Мц(п) + 1) (2пМц(п) + 1) различных комбинаций весов и порога.
Отсюда можно оценить М1Х(п) снизу. Из соотношения

(2МЦ (га) + 1)” (2пМц (га) + 1) > Nn = 2п'(1-°(1))
следует

nlogМц(п)^> п2,
log Л/ц(га)^ га.

Причем для почти всех пороговых функций / выполнено
ЛГ,(/)> 2п<1-0(1)).

(26)
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Проблеме выяснения скорости роста величин М(п) и Мц(п) в
пороговой логике придавалось большое значение. В начале шестидесятых
годов рядом авторов были конструктивно построены примеры функций

от п переменных, для
которых M(f) = Мц(1)Х2п. Этипотребовавшие
значительной изобретательности
конструкции и соответствующие
библиографические ссылки
можно найти в [2, 86].
Полученная элементарным
мощностным методом оценка
(26) несколько слабее, но
она относится к почти всем
функциям, характеризуя,
таким образом, поведение
Mn(f) в типичном случае.
Покажем теперь, какгеометрическими
рассуждениями, модифицирующими мощностной метод для
непрерывного случая, можно
доказать справедливость оценки
(26) и для M(f).

Теорема 19. ДляМ(п)
справедлива оценка

]оgM{ri)^n, п-* оо?
причем столь велики значения M(f) для почти всех пороговых функций /.

Доказательство. В (п + 1) -мерном пространстве весов
(<zo, аи .ап) пороговым функциям /(у) = sgn(ao + а\у\ + ... + апуп)
соответствуют конусы, образованные гиперплоскостями (8). (См. рис. 8,
где представлен случай п = 1.) Нормируем весовые векторы на
единичную длину, т. е. для каждой пороговой функции будем рассматривать
лишь ее реализации, лежащие на сфере единичного радиуса

+ я? + • • • + ап• Для каждой функции / найдем на ее куске
сферы точку A(f) = (а^, а{, . ..,#£) с наибольшим расстоянием до
ближайшей гиперплоскости. Опустим из А перпендикуляр АВ на эту
гиперплоскость, \АВ\ = г(/). Нормали к гиперплоскостям (8) имеют вид
(1, ±1, ±1, ..., zb 1)/У72 + 1, и для расстояния г от А до ближайшей
гиперплоскости справедливо г ^ max \а\ \ / Yп Vn 0.

п^°°
Поэтому, если С — точка пересечения луча ОВ с единичной сферой, то
дуга АС асимптотически сливается с АВ при п-+

Для типичной пороговой функции / объем соответствующего ей
куска единичной сферы асимптотически не превосходит

Рис. 8

S^(R) 2^n+!>/2 Rn 2я(п+1>/2 1

Этот объем асимптотически не меньше объема ?г-мерного шара радиуса
г. Поэтому

VUr)=
г

гг^/2

(т + 1

П Г ^ 2л(п+1)/2 1
±J\
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Отсюда, учитывая, что log Nn ~ п2, получаем
logr< ~~п.

Проведем из А прямую, параллельную оси ао, т. с. в направлении
(±1, 0, 0), до пересечения с ближайшей гиперплоскостью в точке
D. Абсолютная величина косинуса угла между А В и AD равна \)Уп + 1,
\AD\ = г/Уп + 1. Нормированная реализация (25) функции / с
минимальным модулем весового вектора задается точкой А', получаемой из
Л гомотетией с коэффициентом 1/\АР\, т. е. умножением вектора
(<2о, &1, ..ап) единичной длины на Уп+i/r, при этом \A'D'\ = I.
Таким образом, минимум модуля весового вектора при нормированных
реализациях / равен Уп+ijr. Отсюда М(/)> 2п(1-0(1)). Теорема доказана.

Перейдем теперь к верхним оценкам для Мц(п). Они являются
верхними оценками и для М(п). Единственный известный здесь подход,
предложенный 30 лет назад Мурогой с соавторами [84], состоит в
использовании принципа граничных решений, правила Крамера для
решений систем линейных уравнений и оценки Адамара для величины
детерминантов.

Теорема 20 [84]. Для величины Мц(п) справедлива оценка
( п-М Уп+1)/2

МцИ<2(^Мр-)
Доказательство. Система из 2П линейных неравенств (24),

которым должна удовлетворять нормированная реализация (fli, ..., ап, Т)
пороговой функции /: {0, 1)п (0, 1), имеет допустимое базисное реше¬
ние, когда п +1 неравенств обращаются в равенства и ранг
соответствующей линейной системы равен п + 1:

а^х^ апх— Т = 0, х(1) / 1 (1),
aix[n+i) + • •. + й„4”+1) - Т = - 1, х<"+1) е= Г1 (0).

Решая ее по правилу Крамера, получаем
а, = А;/А, i — 1, 2, п,т-д„,/д. <27>

Оценим по абсолютной величине определитель Дг, i — 1, 2, ..., п.
Для этого умножим его последний столбец на 1/2 и прибавим его ко
всем остальным столбцам, за исключением i-го, а от йго вычтем. В
результате получим определитель, целиком состоящий из ±1/2. Оценив
его по Адамару, получаем

|А,[ ij(n-l-iU2
Умножив в (27) все а{ и Т па IAI, получим целочисленную

реализацию для /, в которой все веса не превосходят по абсолютной величине(п ! 1 \(П+1)/2 ^
2 f Т--~л ? что и треоовалось доказать.

Отметим огромный разрыв между нижними оценками (26) и
теоремы 19, с одной стороны, и верхней оценкой теоремы 20, с другой. До
настоящего времени не известно подхода к понижению оценки в
теореме 20, даже если отбросить требование целочисленности.

Верпемся теперь к величине р(/) в (23). Если min | (а, х) — Ь\ =
хе(о,1)п

= р, то, положив ai=ai/2pw выбрав подходящим образом 7\ можно полу¬
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чить нормированную реализацию (24) для /. Поэтому max ^ М (/), и_ 1<г<п W
2pM(f)^UW^1n2pM{f).

Из того, что p(/) = p/W, следует, что1 1
Отсюда, используя теоремы 19 и 20, получаем

л

- п log п ^ log р (п) ~ —- log М (п) ^ п.

4. 	Сложность дизъюнктивной нормальной формы. Пороговая
функция является однородной, поэтому ее сокращенная д. н. ф. является ее
единственной тупиковой, кратчайшей и минимальной. Здесь будет
рассматриваться только эта д. н. ф. Заменами ->■ 1 — Xi любая пороговая
функция может быть преобразована в монотонную с сохранением
сложности д. н. ф., поэтому ограничимся рассмотрением монотонных
функций, простые импликанты которых соответствуют нижним единицам.

Оценка сложности представления пороговых функций с помощью
д. н. ф. представляет интерес в силу двух причин. Во-первых,
значительная длина д. н. ф. пороговых функций является аргументом в
пользу использования в ряде случаев для задания булевых функций вместо
д. н. ф. пороговых представлений. И, во-вторых, эти исследования
соприкасаются с проблемой алгоритмической сложности решения NP-'полных
задач, которая в течение уже двух десятилетий привлекает к себе
пристальное внимание математиков. В самом деле, задача о ранце (2)
может быть решена путем просмотра всех максимальных допустимых
решений — верхних пулей соответствующей монотонной функции, и
такой просмотр осуществим за время 0{п2К), где К — число верхних
нулей [76]. Таким образом, если бы для всех пороговых функций длина
д. н. ф. была ограничена полиномом, то отсюда немедленно следовало
бы, что Р = NP.

То, что пороговые функции могут иметь экспоненциальную
сложность д. н. ф., показывает уже пример мажоритарной функции, д. н. ф.

которой состоит из {[п/2]) конъюнкций, и этот факт, разумеется,
никак не влияет на состояние проблемы Р = NP. Могут ли пороговые
функции обладать большей длиной д. н. ф.? Нет, так как нижние
единицы монотонной функции несравнимы, а максимальная мощность
множества попарно несравнимых наборов в силу леммы Шпернера равна

([д/2^* Справедлив, таким образом, следующий результат.
Теорема 21. Число простых импликантов у пороговой функции

( п )
не превышает I [гг/2] /•

Тот факт, что на мажоритарной функции достигается максимум
длины |Д. н. ф. в классе пороговых функций, отмечен уже у Муроги
[86]. Возникает, однако, вопрос, насколько часто среди пороговых
функций встречается экспоненциальная длина д. и. ф.? Опыт решения
подобных задач, накопленный за несколько десятилетий развития
дискретной математики, подсказывает, что типичный случай не должен
существенно отличаться от экстремального и экспоненциальной сложностью
д. н. ф. должны обладать почти все пороговые функции. Для
доказательства этого напрашивается использование мощпостного метода ПТенпоиа.
Однако его применение «в лоб» не дает желаемого результата.
Существуют 2п элементарных конъюнкций без отрицания переменных,
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и с помощью не более чем к конъюнкций можно получить не более

2 ( .) <С 2пк функций. А так как всего пороговых функций 2П (1 0(1)\
г=о ' 1 '
то почти все они имеют длину д. н. ф., асимптотически не меньшую п.
Чтобы улучшить эту оценку, нужно учесть, что берутся не
произвольные подмножества конъюнкций, а лишь те, дизъюнкция которых
является пороговой функцией, а это сделать нелегко.

Несколько более сильный результат можно получить, если
воспользоваться оценкой (18) для числа Rn(l) регулярных функций с I
нижними единицами. Любая монотонная пороговая функция может быть
сделана регулярной перестановкой переменных, поэтому число
монотонных пороговых функций с не более чем к нижними единицами не
превышает

n! 2 R„(l)<n\ 2 (»+ 1)!
1=0 1=0

Отсюда получаем, что у почти всех пороговых функций длина д. н. ф.
асимптотически пе меньше n2/log п [14].

Автору неизвестен метод получения более сильных нижних оценок
для сложности д. н. ф. типичной пороговой функции, однако в [13] им
совместно с Липкиным доказано существование обширного класса
пороговых функций с экспоненциальной сложностью д. н. ф.

Пусть Dn(l) — число монотонных пороговых функций от п
переменных с I нижними единицами. Тогда, как следует из леммы Шпернера,

Dn ([гс/2]) ” 1 при п четном, Dn([п/2]) ^ 2 при п нечетном и Z)n(Zj=Q

при I >([п/2])
Теорема 22 [13]. Пусть 1(п) = 2сп(1+0(1)), 0 < с< 1, п °о. Тогда

для числа Dn (I) монотонных пороговых функций с I нижними
единицами справедлива следующая асимптотическая оценка

logDn(l)> с(1-с)п2/2.
Доказательство использует метод вариации порога и в

идейном отношении близко к доказательству нижних оценок для числа
пороговых множеств заданной мощности. В основе его лежит следующее
соображение. Пусть в неравенстве (1), задающем монотонную
пороговую функцию с I нижними единицами, порог Ъ постепенно
увеличивается, так что гиперплоскость параллельно перемещается. Ввиду
теоремы 10 можно считать, что гиперплоскость последовательно пересекает по
одной все вершины куба. Каждая пересекаемая вершина, являясь
нижней единицей в момент, непосредственно предшествующий ее
пересечению гиперплоскостью, становится нулевой вершиной в момент
пересечения. При пересечении очередной вершины число нижних единиц
может увеличиться за счет того, что вершины с единичными
значениями функции, большие пересеченной, стали нижними единицами.
Уменьшиться же оно может только на единицу. При достаточно
большом значении порога функция станет тождественно равной единице и
не будет иметь нижних единиц, поэтому для любого целого Zi, CKZi^Z,
существует такое значение порога fti, что неравенство а\Х\ + ... + апхп <

Ъ\ задает функцию с 1\ нижними единицами.
Данное замечание позволяет заключить, что для любых п, Z^3

справедливо соотношение
1

Dn{T)> 2 #«-2( к).
^-Н/2]

(28)
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В самом деле, для каждого l\, [1/2] ^ fa ^ fa по определению
существует Dn—2 {fa) монотонных пороговых функций от п — 2 переменных

П— 2

с fa нижними единицами. Если неравенство 2 а%х\ ^ Ь± задает такую
г=1

п—2

функцию, то, выбрав 62 так, чтобы функция 2 а%х% ^ ^2 имела fa —
г=1

= Z — Zi — 1 нижних единиц, построим функцию от п переменных с
помощью неравенства

гг—2

X «й + (Ь — &!) ;rn-i + (6 — Ь2) хп < Ъ, (29)i=l

где Ь = 00 (достаточно велико). Функция (29) имеет Zi нижних единиц
в подкубе xn_i = 1, «£п — О и fa нижних единиц в подкубе хп-\ = О,
хп = 1, а также нижнюю единицу (0, ..., О, 1, 1), всего l\ + fa + 1 = 1
нижних единиц. С помощью (28) нетрудно получить, что при
к^(п-3)/2

Dn(l)> 2 Dn-гк-г (h)- (30)
l^UI 2]

Подставляя в (30) к = [{п ~ log Z)/2 — log п] и учитывая, что при этом
/ п — 2к — 2 \
\[л/2] к —l)> ^ и, следовательно, Dn-2k-2{l)^ 1, получаем утвержде¬
ние теоремы.

§ 4. Пороговые представления

1. Постановка задачи. Пороговые функции, т. е. те, которые
представимы одним линейным неравенством (1), составляют исчезающе
малую часть от всех булевых функций. Однако любая булева функция
может быть задана системой линейных неравенств

а\\Х\ + ... + а\пхп ^ Ъи

&т\Х\ “Ь ... 4“ &тпХп ^ б гг

(31)

так, чтобы нулевые для функции наборы и только они удовлетворяли
системе. Такое задание булевой функции системой линейных неравенств
называется ее пороговым представлением, а наименьшее число ш
необходимых для этого неравенств — пороговым числом t(f) булевой
функции /. Геометрически пороговое представление функции / сводится к
отсечению гиперплоскостями всех ее единичных вершин. Поэтому в
дальнейшем пороговое множество, состоящее из единичных для функции /
вершин, будем называть допустимым для /. Пороговое число £(/) есть,
таким образом, минимальное число допустимых для / пороговых
множеств, покрывающих /_1(1).

Пороговое представление (31) булевой функции / можно
рассматривать и как дизъюнкцию пороговых функций, т. е. подобно д. н. ф.
считать его схемой глубины 2 (рис. 3). Любая элементарная
конъюнкция является пороговой функцией, поэтому пороговые представления
по своим возможностям не уступают д. н. ф. Прямым следствием этого
замечания является следующий результат.

Утверждение 9. Пороговое число t(f) булевой функции /
всегда не превышает длины ее кратчайшей д. н. ф..

Пороговое число может совпадать с длиной кратчайшей д. и. ф., но
может быть и значительно меньшим, как показывает пример мажори¬
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тарной функции. Таким образом, пороговые представления в ряде
важных случаев являются более экономными.

Задача определения по д. н. ф. пороговой функции ее порогового
числа является согласно следствию 2 теоремы 14 NP-трудной уже в
классе графических функций. Поэтому важное значение при изучении
пороговых представлений приобретают вопросы, связанные с
распределением значений пороговых чисел. По постановкам задач и
используемым методам эти исследования близки соответствующей проблематике в
теории д. н. ф., где оценкам длин кратчайших д. н. ф. посвящено
значительное число работ (см. [3]). В обоих случаях решается задача о
покрытии множества /_ 1 (1), но в д. н. ф. это покрытие осуществляется
подкубами, соответствующими допустимым элементарным конъюнкциям
[6], а в пороговых представлениях /~*(1) покрывается допустимыми
пороговыми множествами. Как и в теории д. н. ф., в пороговых
представлениях изучаются экстремальные и типичные значения пороговых
чисел, а наряду с классом всех булевых функций важнейшим
рассматриваемым подклассом являются монотонные функции.

Отметим, что с точки зрения теории нейронных сетей пороговое
представление может считаться адаптивной двухслойной нейронной
сетью простейшей конфигурации, в которой настраиваемыми являются
элементы первого слоя, а во втором используется фиксированный
логический блок — дизъюнкция. Подобные сети под названием «мадалины»
и алгоритмы их настройки рассматривались в литературе (см. [113]).

В качестве порогово-дизъюнктивных схем пороговые представления
изучались в шестидесятые годы (см. [55]), однако не вызвали
значительного интереса, так как при их физической реализации трудно
добиться устойчивой работы схемы из-за большого числа входов,
подаваемых на каждый пороговый элемент. С теоретической точки зрения
такие схемы также примитивны и неэкономичны. Гораздо
привлекательней во всех отношениях выглядели каскадные схемы (см.
[2, 34, 55]).

Положение изменилось, когда стали изучаться задачи линейного
булева программирования, в частности, многомерная задача о ранце:

максимизировать спхп

при условии
4” ♦ • • + (1щхп ^ Ьъ

Wmixi 4- • • • + атпхп ^ Ът.
(32)

Все коэффициенты в (32) неотрицательны, поэтому областью
допустимых решений здесь является множество нулей монотонной булевой
функции, заданной с помощью порогового представления. С этой точки
зрения пороговые представления, по-видимому, впервые
рассматривались Коробковым [23].

Особую роль в развитии теории пороговых представлений сыграла
проблема агрегирования линейных неравенств в задачах типа (32), т. е.
замена их меиыним числом неравенств без изменения допустимой
области. При этом пороговое число как раз и выражает максимально
возможную степень такого агрегирования. Именно задача агрегирования
была исходным пунктом в исследованиях [10, 49, 64, 69]. Забегая
вперед, отметим, что, как показали первые же результаты этих
исследований, возможности точного агрегирования в общем случае весьма
ограничены. Выяснилось существование булевых функций с пороговым числом,
равным 2n_1, и монотонных булевых функций с пороговым числом,

равным ^[гс/2]^ | 71 • Это не исключает, однако, эффективного агрегирования
в более узких подклассах булепьтх функций, например, в классе
графических функций, где пороговое число согласно теореме 14 всегда
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меньше /г. Фактически, значительная часть результатов в этой области
получена именно для графических функций и сформулированы на
языке пороговых разложений графов.

Сегодня, оглядываясь назад, можно сказать, что изучение пороговых
представлений под новым по сравнению со схемами углом зрения,
когда работы шестидесятых годов по пороговой логике были уже
основательно забыты, хотя и привело к неизбежному на первых порах пере
открытию известных результатов, однако обеспечило устойчивый интерес
к проблематике на протяжении уже длительного времени. Причина
состоит, по-видимому, в том, что возникающие здесь задачи лежат в русле
развития современной дискретной математики и связаны со многими ее
разделами.

2. 	Теоремы о пороговых числах. Согласно утверждению 9 пороговое
число булевой функции не превосходит длины ее кратчайшей д. н. ф.,
а она, в свою очередь, как хорошо известно (см. [3]), не превышает
2/'“1 и достигает этого значения на счетчике четности f(x) = xi + ...
... + хп (mod 2). Единичные вершины счетчика четности перемежаются
нулевыми, поэтому, как следует из утверждения 3 § 2, п. 4, вое его
допустимые пороговые множества одноэлементны, и его пороговое число
равно числу его единичных вершин, т. е. также 2п~1. Более тщательный,
хотя и несложный анализ показывает, что существуют всего две
функции, на которых пороговое число принимает это максимальное
значение: счетчик четности и его отрицание. Таким образом, справедлив
следующий результат.

Теорема 23. Пороговые числа булевых функций от п
переменных не превосходят 2П~1, причем для каждого натурального k, 1 < к ^
< 271”1, множество функций с пороговым числом t(f) = к не пусто.
Максимальное значение порогового числа, равное 2П“1, достигается на двух
функциях: счетчике четности и его отрицании.

То, что максимальное значение порогового числа равно 2П~1 и
достигается на счетчике четности, было, по-видимому, хорошо известно
специалистам по пороговой логике в шестидесятые годы (см. [2, с. 165]),
но доказательство этого, возможно, впервые опубликовано Джерослоу,
хотя им и не было отмечено, что максимум достигается на двух
функциях.

Ясно, что пороговое число булевой функции не превышает числа
ее единичных вершин. Липкиным [33] был открыт намного менее
очевидный факт, что оно не превосходит и числа ее нулевых вершин.

Теорема 24 [33]. Для порогового числа произвольной булевой
функции f справедливо неравенство

t(f) < min {l/_1 (1) I, I/”1 (0)1).

Доказательство. Соотношение t(f)^ 1 /~1 (1) | очевидно.
Докажем соотношение 0)1 индукцией по числу нулевых вершин.
При !/—1 (0)1 =1 оно верно. Пусть оно верно для всех булевых функций
с числом нулей, не превышающем к—1, и пусть функция f(xь ..., хп)
имеет к нулей. Тогда существует переменная Xj такая, что в каждом из
подкубов Xj = 0 и Xj = 1 имеются нулевые вершины функции. Не теряя
общности, будем считать, что / = п. Пусть в подкубе хп = 1 лежит тп
нулей функции, а в подкубе хп = 0 к — m нулей, где пг < к — 1 и
k — m^k—l. Тогда по предположению индукции существует система
из m неравенств

аих\ + ... + ain^.\Xn-i < Ъи

&т\Х\ ”f*... Hh атп— \хп—\ ^ Ьт,
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задающая функцию {хп= 1)/, и система из к — т неравенств
Нт+\\Х\ “Ь . . . In— l^n— 1 ^

&к \.Х\ "Р • • • "Р n— 1*^п—1 &к 1

задающая функцию (#я = 0)/. Тогда система

й\\Х\ + . . . + CL\n-\Xn-\ + Мхп ^ Ъ\ + М,

0'т\Х\ "Р . . . *Р &тп— 1 Хп— 1 ”Р ^*Г?г "Р ^)

f 1 \Х\ Т“ . . . 4 (lm+1 п~~\Хп— i ~ МХп ^ ^m-f 1*

ak\Х\ + ... + ак п-\Хп-\ — ^ Ьк,

где М достаточно велико, задает функцию /. Теорема доказана.
Из теоремы 24 сразу вытекает, что пороговое число не может

превышать 2п~1. Заметим, что теорема 24 не имеет аналога в теории д. н. ф.
(см. [7]). Отметим также, что по ходу доказательства было
установлено, что для произвольной пороговой функции, заданной на некотором
нодкубе единичного куба, существует пороговая функция, заданная на
всем кубе, совпадающая с исходной в выделенном нодкубе и равная
нулю вне его.

Оценим теперь число булевых функций с заданным значением
порогового числа. Обозначим через Фя множество пороговых функций
<p(zi, хп) таких, что ср(1, 1, ..., 1)=1, ф(0, 0, ..., 0) = 0, а через
Фп — множество их отрицаний. Каждая монотонная пороговая функция,
не равная тождественно нулю или единице, принадлежит Фп, поэтому
|Ф«| = |Фя| = Л$-2.

Теорема 25 [13]. При i ^ t < 2п~х для числа Bn(t) булевых
функций от п переменных с пороговым числом t справедливы оценки

(Л^]1ое,г - 2)4 Я» (*) < f'/j

Доказательство. Верхняя оценка теоремы сразу получается
из мощностных соображений. Для доказательства нижней оценки
выделим в тг-мерном кубе t подкубов фиксацией различных значений первых
]log£[ координат. Множество выделенных (п — ] log t [)-мерных
подкубов разобьем на два подмножества: четных и нечетных подкубов, в за

]log*[
висимости от четности суммы 2 х\. Рассмотрим множество Fn буле

г=1
вых функций f(x 1, ..., хп), получаемых следующим образом. В
вершинах, не принадлежащих выделенным нодкубам (при ] log t[> log£),
/ полагается равной нулю. В каждом из четных подкубов / совпадает
с произвольно выбранной функцией из Фп-nog ц, в каждом из
нечетных—с функцией из Фп-]1ов*[- Тогда \Fn\>(Nn-]logt{ — 2y.

Покажем, что пороговое число функции f^Fn равно t. Оно не
может превышать t, так как в каждом из t подкубов функция / является
пороговой. Покажем, что оно не может быть и меньше t. Для этого
выберем в каждом из t подкубов по одной единичной для / вершине и
докажем,, что никакие две из этих t вершин нельзя отсечь одним
неравенством. В четных подкубах в качестве таких вершин возьмем
вершины с av~=l, i =]log£[+ 1, ..., п, в нечетных — с хх = 0, i =]log £ [+
+1, •••, я.
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Пусть сначала две выбранные вершины а и £ принадлежат
подкубом одинаковой четности, например четным, a = (ai, ..., ajiogf[, 1, ..., 1),
P=(Pi, fWa> 1» 1)* Тогда существуют вершины у=(Ть •••

Tnog ц, 1, 1) и 6 = (6i, ..., 6]i0g«[, 1, 1), принадлежащие не¬
четным подкубам и, следовательно, нулевые для / такие, что a + р ==
= Y + 6, и любая гиперплоскость, отсекающая аир, должна отсекать
хотя бы одну из вершин или 6. Если же две выбранные вершины a
и р принадлежат подкубам различной четности a = (ai, ..
1, 	..., 1), p = (Pi, P]i0gi[» •••» 0» • ••, 0)» то хотя бы одна из нулевых
для функции / вершин Y = (ai, ..., а^п, 0, ..., 0), 6=(Pi, ..., Р]юв
1, ..1) должна отсекаться тем же неравенством. Теорема доказана.

В качестве следствия получаем, что при п -> °°, logt^=o(n)
logBn(t) ~ tn2.

3. 	Статистические методы в пороговых представлениях. Наряду с
изучением экстремальных значений числовых характеристик
комбинаторных объектов интерес представляет исследование их типичных
значений, т. е. тех, которые принимаются на основной массе объектов.
Важную роль здесь приобретают вероятностные методы исследования,
применение которых основано на том, что на множестве комбинаторных
объектов задается равномерное распределение вероятностей и
изучается вероятностное распределение исследуемых числовых характеристик,
которые при таком подходе становятся случайными величинами, и к ним
применимы теоремы теории вероятностей.

Существенно, что во многих случаях имеется простая вероятностная
модель порождения множества комбинаторных объектов, в которой
каждый объект возникает с одинаковой вероятностью. Так, для графов с
помеченными вершинами равномерное на множестве всех графов
распределение возникает при независимом появлении каждого ребра с
вероятностью 1/2. В случае же булевых функций равномерное па множестве
всех функций распределение можно получить, задавая независимо в
каждой вершине куба с вероятностью 1/2 значение нуль или единица.
Подобные модели порождения объектов оказываются весьма удобными
в вероятностных методах.

В ряде случаев экстремальное значение некоторой числовой
характеристики булевых функций асимптотически совпадает с ее значением
в типичном случае. Это имеет место, например, для сложности
реализации булевых функций схемами. В этом случае говорят, что имеет
место эффект Шеннона. В других случаях, например для длины
кратчайшей д. н. ф., экстремальное значение оказывается существенно
большим, но почти все булевы функции имеют асимптотически совпадающие
значения числовой характеристики, т. е. асимптотика типичного
значения существует, но не совпадает с экстремальным значением. Тогда
говорят о полуэффекте Шеннона. В определенной мере его можно
сопоставить с законом больших чисел в теории вероятностей, утверждающим
сходимость частоты к вероятности для почти всех реализаций
случайной последовательности.

В 1967 г. Нигматуллиным был предложен метод, названный им
вариационным принципом (см. [36]), позволяющий во многих случаях
доказывать существование полуэффекта Шеннона. В основе метода
лежит хорошо_ известный факт, что в слоях гс-мерного куба с номерами
от [п/2 —l/nlogn] до [n/2 + ynlogn] находятся почти все его вершины,
а также доказанное Нигматуллиным утверждение, что если Р ^ {0, 1}п
и (?^{0, 1}п —два подмножества вершин гс-мерного куба и \Р\ >

^ 2 (г L |£Ч ^ 2 [i ь то расстояние Хемминга между Р и Q не пре
выпгает I — к.
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Суть метода заключается в следующем. Каждая булева функция
(О, 1}п -> (0, 1} рассматривается как упорядоченный набор 2п своих
значений, т. е. считается вершиной 2п-мерного куба. В качестве расстояний
r(/i, /2) между функциями /1 и /2 берется число вершин ^-мерного куба,
на которых их значения различаются, т. е. расстояние Хемминга между
соответствующими им вершинами 2п-мерного куба.

Пусть для исследуемой числовой характеристики булевых функций
h(f) Удается показать, что из r(/i, /2) = 1 следует \h(fi)—- А(/2) I ^R(n).
Тогда если г(/ь /2) = г, то |A(/i)-h(f2) I < rR(n). Если, кроме того,
удается показать, что для почти всех булевых функций h(f)^ Н (п), то
рецепт Нигматуллина для доказательства асимптотики состоит в
следующем. Выпишем булевы функции, для которых h(f)>H(n), в ряд
в порядке неубывания значений h(f). Выделим начальный отрезок ряда

средней части ряда в промежутке между выделенными отрезками
находятся почти все булевы функции, а расстояние на 2п~мерном кубе
между множествами, соответствующими выделенным начальному и
конечному отрезкам, не превышает 2п2и/2. Поэтому разброс значений h(f)
в средней части ряда не превышает 2n2n/2R (п). Если теперь имеет
место 2n2ll/2R(n) = о(Н(п)), то это означает, что почти все булевы
функции / имеют асимптотически одинаковые значения h (/).

Сам Нигматуллин использовал этот метод для доказательства
существования асимптотики длины кратчайшей д. н. ф., но он без труда
переносится и на пороговые числа. При случайном независимом и
равновероятном задании значений булевой функции в вершинах единичного
и-мерного куба вероятность того, что некоторое фиксированное
пороговое множество мощности сп будет целиком заполнено единицами, равна
2“сп. Поэтому математическое ожидание числа допустимых пороговых
множеств мощности сп равно

Функция с log(1 + 1/с) + log(l + с)+ 1 — с монотонно убывает при
с > 1 ((clog(l + 1/с) + log(l + с)— с)' = log(l + 1/с) — 1). Отсюда,
используя неравенство Чебышева, получаем, что почти все булевы функции не
имеют допустимых пороговых множеств мощности сп при с> с0, где с о ~
~ 4,87 — корень уравнения

Опираясь на это замечание, оценим разность U(/i)— £(/2)! при
условии г(/1, /2) = 1. Пусть /i(a) = 0, /2(а)=1. Тогда пороговое
представление для /2 может быть получено из порогового представления для /1
добавлением одного неравенства, отсекающего а, следовательно, £(/2)^
^t(/i)+ 1. Обратно, представление для f\ можно получить из
представления для /2, удалив все неравенства, отсекающие а, и выписав для
каждой вершины, за исключением а, отсекавшейся хотя бы одним из
удаленных неравенств, отдельное неравенство. Линейное неравенство,
отсекающее не более сп вершин, включая а, согласно утверждению 4
§ 2, п. 6 не может отсекать вершины на расстоянии, большем 2 log (си)
от а. Поэтому число выписанных неравенств не превышает

и эта величина является верхней оценкой для разности U(/i) — if (/2) I
при r(f 1, /2)= 1.

2“cnjy (cn \ = 2n{c

c log(1 + 1/c) + log(l + c) — c + 1 ■= 0.
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Почти все булевы функции имеют асимптотически 2П~! единичных
вершин, поэтому для них £(/)> 2п~1/соп. Разность же значений
пороговых чисел в средней части ряда этих функций, выписанных в порядке
неубывания пороговых чисел, не превышает

2п2п/22 log (сп) п21ов(сп) = о (2п~1/с0п),

что и доказывает существование асимптотики.
В теории д. н. ф. Коршуновым [25], а несколько позже Андреевым

[1] установлен порядок асимптотики длины кратчайшей д. н. ф. 1(f)
для почти всех булевых функций /:

г>П1(f) X , f-n .
u Л log п log log п

В пороговых представлениях пока удалось достигнуть менынего.
Теорема 26 [13]. Существует функция t(n) такая, что при п-^^о

для почти всех булевых функций f от п переменных t(f) ~ t(n). Для
асимптотики t(n) справедливы оценки

2п!(с1 + 1)тг^ t(n) ^ log п 2п“7/г,

где с\ ~ 3,41 — корень уравнения
с log (1 + l/c) + log(l + с) — с = 0.

Доказательство. Существование асимптотики t(n) уже
установлено предыдущим рассуждением, в котором также показано, что
t(n)^ 2п~1/соп> 2п/9,74д. Мощностной метод Шеннона позволяет сразу
вдвое увеличить эту нижнюю оценку. Так как почти все функции не
имеют допустимых пороговых множеств мощности (с0 + е)гс, где е —
сколь угодно малое положительное число, а число всех пороговых
множеств мощности (со + о(1))?г равно

2n(c0lo-(l4-l/c0)+log(l-|-c0)-h1+o(l)) _ 2П(С0+О(1))

тп(с 0~1-о(1)) т-г
то т неравенствами можно задать не более 2 функций. Поэтому
для задания почти всех 2 булевых функций требуется асимптотически
не менее 2п/соп > 2п/4,87?г линейных неравенств.

Для дальнейшего усиления нижней оценки воспользуемся
модификацией мощностного метода, впервые предложенной Кузнецовым [30]
для д. н. ф. Идея состоит в том, чтобы учесть, что для некоторого
с 1 < Со число допустимых пороговых множеств мощности СП, С\ < с < Со,
для почти всех функций мало. Поэтому при оценке числа функций,
которые можно задать т неравенствами, следует принять во внимание,
что пороговых множеств такой мощности можно брать лишь небольшое,
не зависящее от ш число. Пороговых же множеств мощности, не
превышающей С[П1 можно брать ттг, но этот выбор делается из числа Nn(c\n) <
<Nn(c0n) пороговых множеств.

Пусть с 1 ~ 3,41 — корень уравнения
clog(l + 1/с) + log (1 + с) — с = 0.

Левая часть уравнения монотонно убывает при с > 1, поэтому для
любого сколь угодно малого е > 0 математическое ожидание числа
допустимых пороговых множеств мощности, большей (ci + e)rc, для случайной
булевой функции равно

2^(c1log(l-j-l/c1)+]og(l+c1)~c1+i-61(s)+o(i)) __ 2г?(1-б1(8)+о(1))

где б 1 (е) > 0, 6i(e)-^0 при е0. Отсюда с помощью неравенства
Чебышева получаем, что для почти всех булевых функций число допустимых
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пороговых множеств мощности, большей (ci+e)/2, не превосходит
2^* для любого 62<6i и столько пороговых множеств берется из

п2числа, заведомо не превышающего 2 . Пороговых же множеств
мощности не бол]ее (щ + е) /г имеется

n(c1 log(i+i/c1)+log(i+c1)+l+63(e)+o(i)) __ n(i-p-c1-f-63(e)-f 0(1))

2 2 ,
где 6з(е)>0, S3 (&)-»-О при 8-^0. Поэтому т неравенствами можно
задать ле более

2п22П(1”62) ^(c^l+Oa+od))

булевых функций. Отсюда, учитывая, что /г22 ^ 2^™о(2П), получаем,
устремляя е к нулю, что для задания почти всех 22 булевых функций
требуется асимптотически не менее 2r?/(ci + l)rc неравенств.

Перейдем к доказательству верхней оценки теоремы, которое
использует утверждение 5 § 2, п. 6 и результаты теории кодирования о
покрытии вершин /г-мерного куба единичными шарами Хемминга. Согласно
утверждению 5, если у функции / можно выделить к ее единичных
вершин так, чтобы все ее единичные вершины находились внутри шаров
радиуса 1 с центрами в выделенных вершинах, то t(f)^k. Для
простоты рассмотрим сначала случай, когда п = 2Г — 1 и существует
совершенный код Хемминга (см. [78]), т. е. множество из 2п/(п+ 1) вершин
таких, что шары единичного радиуса с центрами в них не пересекаются и
покрывают весь куб. Множество, получаемое из кода изменением
значений £-х координат всех его вершин на противоположные, называется
i-м смежным классом кода, 1 < i ^ /г, а сам код считается нулевым
классом. Любая вершина куба попадает, таким образом, в один из
/г+1 смежных классов, и если рассмотреть произвольную вершину i-rо
класса, то среди п ее соседей будут представители всех классов,
исключая i-й.

Выберем теперь из п +1 смежных классов произвольные [log п]
классов, зафиксируем их, и для случайной булевой функции в качестве
центров шаров будем брать ее единичные вершины, попавшие в
выбранные классы. Математическое ожидание их числа равно [log п] 2n~ll (п + 1),
и по закону больших чисел асимптотически столько их почти всегда и
будет. Каждая единичная вершина функции, не принадлежащая
выбранным смежным классам, окружена [log п] вершинами из выбранных
смежных классов, поэтому математическое ожидание числа единичных
вершин, не покрытых шарами, равно

Г (2П - 2"[log п]/(п f l))2-[,ogn]~ о (|log п] 2"“70 + 1)),

и для каждой непокрытой вершины можно выписать отдельное
неравенство, асимптотически не увеличив числа неравенств.

В общем случае, когда п Ф 2Г — 1 и совершенного кода не
существует, можно воспользоваться результатом Кабатянского и Панченко [21,
22], которыми было показано, что для любого п -> °° существует
покрытие /г-мерного куба, состоящее асимптотически из 2П!п шаров. Теперь
смежные классы не обладают столь правильной структурой и могут
перекрываться, поэтому доказательство необходимых соотношений для
математических ожиданий легче всего провести с помощью случайного
выбора [log п] классов. Этим завершается доказательство теоремы.

4. Представление монотонных функций. Во многих задачах
линейного булева программирования, как и в (32), коэффициенты ац
линейных неравенств неотрицательны. Поэтому задаваемая ими булева функ¬
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ция является монотонной. Этим объясняется повышенный интерес к
пороговым представлениям монотонных функций. Переходя к их изучению,
заметим, прежде всего, что произвольное максимально допустимое для
монотонной функции пороговое множество всегда может быть задано
неравенством с неотрицательными коэффициентами. В самом деле, если
допустимое пороговое множество задано неравенством, в котором
имеются отрицательные весовые коэффициенты, то заменив их нулями,
получим также допустимое пороговое множество, содержащее исходное.

Изучение возможностей агрегирования неравенств в задачах,
подобных (32), стимулировало получение оценок для значений пороговых
чисел в классе монотонных функций. Из того, что число нижних единиц

у монотонных функций не превышает ([n”2j)’ и из утверждения 1 сра
зу следует, что в классе монотонных функций значения пороговых чисел

не превосходят [[п/2])9 ^олее того» Функции, имеющие ([J/2]) нижних
единиц, являются пороговыми, поэтому значения пороговых чисел не
достигают этой величины. Далее, Хаммером, Ибараки и Пильдом [64]
был построен пример монотонной функции ф(#1, ..., хп) с пороговым

числом t (cp)^ ([w/2])/w* Позднее этот же пример был построен автором
и Тришиным [8], не знакомыми в то время с работой [64]. Его
конструкция состоит в следующем.

На среднем слое гс-мерного куба берется множество вершин с
минимальным расстоянием между вершинами, равным 4 (равновесный
код), и принимается за множество нижних единиц функции ф.
Нетрудно показать, что никакие две нижние единицы функции ф не могут
быть отсечены одним неравенством без отсечения нулевых вершин
функции (аналог утверждения 3 § 2, п. 4 для слоя). Поэтому £(ф)
совпадает с мощностью кода. Существование же равновесного кода

мощности ([J/2])|W с минимальным расстоянием 4 легко показать с
помощью следующего известного из теории кодирования рассуждения. Для
любого /, 0 ^ ^ п — 1, множество вершин среднего слоя, координаты
которых удовлетворяют уравнению

п

2 ixi == j (mod п),i=i

является таким кодом. В объединении эти п кодов дают средний слой.

Поэтому среди них существует код мощности ([n/2])/”•
Приведенные соображения позволили дать следующие оценки для

максимального значения порогового числа в классе монотонных функций

([ "/2])/" < тфаХ 1 М < ([»/2]) 1Г,4]- (33)
Позднее в [10, 13] автором было показано, чтоmax t (ф) ^ %п/п, п

тде %п — максимальная мощность множества вершин номерного куба,
которое может быть покрыто единичными шарами Хемминга с попарно
несравнимыми центрами. Использование даже тривиальной нижней оценки
X„sS2n позволяло существенно снизить верхнюю оценку в (33). Автор
рассчитывал на дальнейшее ее снижение с помощью более аккуратного

оценивания %п, не исключая при этом возможности %«= ^(([ге/2]))’
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позволявшей сразу установить порядок асимптотики для тах£(ф).
Задача оценки %п в качестве самостоятельной комбинаторной проблемы
неоднократно ставилась им в 1983—1985 г. на семинарах и конференциях
в СССР и в качестве открытой проблемы сформулирована в [10]. Она
также была темой его выступления на семинаре профессора Г. Буроша
в университете г. Ростока в апреле 1985 г.

Гипотеза “ ^ (([ J/2])) ВСК0Ре была опровергнута Коспановым
[26], сконструировавшим красивый пример, из которого следовало, что
%п f*- n~ll(l2П. Казалось, что эта оценка правильно отражает порядок
роста величины %п, однако в начале 1988 г. в СССР в форме
предварительного препринта была получена работа Фюреди, Кана и Клейтмена
[59], в которой было показано, что Хп > 0,1 • 2П. Этот удивительный
результат, полученный с использованием техники, развитой ранее
Косточкой [27], явился еще одной убедительной демонстрацией мощи
вероятностных методов в комбинаторном анализе и стимулировал новые
усилия. Вскоре Чухровым [41] нижняя оценка была доведена до 0,2 • 2П,
а Косточке [28, 29] удалось получить первую асимптотически отличную
от 2п верхнюю оценку %п < 0,9987 • 2П и доказать тем самым гипотезу
Фюреди, Кана и Клейтмена о том, что %п асимптотически не
совпадает с 2п.

Наряду с экстремальными значениями пороговых чисел изучались
их типичные значения. Автором и Тришиным [9] было показано, что для
пороговых чисел почти всех монотонных функций <р справедлива оценка
t(cp)> 2п/п2, а в совместной работе автора с Линкиным [11] она была
существенно усилена. Используя открытое Коршуновым [24] строение
почти всех монотонных функций и более тонкие методы исследования,
в [И] было установлено, что для почти всех монотонных функций

Таким образом, оказалось, что построенный в [8, 64] пример
является скорее правилом, чем исключением. Вопрос же о порядке
максимального значения порогового числа в классе монотонных функций
остается открытым. По-прежнему не доказана и не опровергнута гипотеза
автора [10]:

Перейдем к доказательству оценок (34) и (35). Они будут
опираться на утверждение 7, уже использованный в § 4, п. 3 результат Кабатян
ского и Панченко о возможности покрытия куба (1 + о(1) )27!/^
единичными шарами, а также на следующую лемму, возникшую в результате
обсуждения проблемы автором с Г. А. Кабатянским, которому и
принадлежит ее точная формулировка. Впервые с соответствующей ссылкой она
была опубликована в [13].

Лемма 3. Пусть Q ^ {0, 1}п — произвольное подмножество вершин
п-мерного куба, Н — множество покрывающих куб единичных шаров.
Тогда существует покрытие куба единичными шарами такое, что в
множестве Q лежит не более \Н\ • \Q\/2n центров шаров.

Доказательство. Рассмотрим 2П покрытий {Н + а}, получаемых
из Н сдвигами (mod 2) на всевозможные векторы а ^ {'О, 1}п. Считая эти
сдвиги случайными и равновероятными и вычисляя математическое
ожидание числа центров, попадающих в Q, получаем, что оно равно
1(Д • \Н\/2п. Лемма доказана.

Докажем теперь оценку (34).
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Теорема 27 [10, 13]. Максимальное значение порогового числа в
классе монотонных функций асимптотически не превосходит %Jn, где
Хп — максимальная мощность объединения единичных шаров Хемминга
с попарно несравнимыми центрами.

Доказательство. Пусть ср — произвольная монотонная
функция, Н — множество покрывающих куб единичных шаров, \Н\ =
= (1 + о(1))2п/2. Возьмем в качестве множества Q объединение
единичных шаров с центрами в нижних единицах функции ф. По лемме 3
существует покрытие куба единичными шарами, имеющее в множестве Q
не более |#| • \Q\/2n < %Jn центров. Шары с этими центрами покрывают
все нижние единицы ф, а согласно утверждению 7 для нижних единиц
в каждом шаре достаточно одного линейного неравенства. Теорема
доказана.

Перейдем теперь к доказательству оценки (36) для типичных
значений пороговых чисел монотонных функций. Согласно Коршунову [24]
почти все монотонные функции от п переменных имеют нижние единицы
лишь в трех средних слоях лг, m — 1 и m + 1, где лг = л/2 при п четном
и лг=[л/2] или лг=]л/2[ при п нечетном. При этом в слое лг лежит

единиц в слоях лг —1 и лг + 1 не превышает 2п/2, т. е. составляет
ничтожную часть от числа нияших в слое лг.

При изучении типичного (значения порогового числа в классе
монотонных функций будет использована следующая вероятностная модель
порождения множества почти всех монотонных функций, почерпнутая
автором из обсуждений с А. А. Сапоженко. Она может быть обоснована
с помощью теоремы 1 из работы [37].

Первоначально все вершины куба считаются нулевыми. Затем части
вершин в трех средних слоях присваиваются единичные значения по
следующему правилу. Сначала вершинам слоя лг независимо с
вероятностью 1/2 присваивается значение 1. Затем в слое лг + 1 выбираются
вершины, не покрывающие единичных вершин в слое лг, и с
вероятностью 1/2 им присваивается значение 1. И, наконец, в слое лг — 1
выбираются вершины, у которых все покрывающие их вершины в слое m
единичные, и с вероятностью 1/2 им присваивается значение 1. На этом
процесс случайного порождения завершается и далее функция
определяется по монотонности, т. е. во всех вершинах, больших вершин,
которым были присвоены единичные значения, она полагается равной
единице.

Вершипы слоев лг + 1 и лг — 1, которым в процессе случайного
порождения было присвоено значение 1, необходимо являются нижними
единицами функции. Математическое ожидание числа нижних единиц в

меньше 2п/2. Это справедливо и для слоя лг — 1.
Данная вероятностная модель порождения почти всех монотонных

функций позволяет методами, аналогичными использованным в § 4, п. 3,
оценить асимптотику типичных значений пороговых чисел в классе
монотонных функций. Роль, которая в доказательстве теоремы 26
принадлежала всему кубу, теперь переходит к его среднему слою. Поэтому
наряду с пороговыми множествами здесь будут рассматриваться пороговые
множества слоя, подразумевая под этим такие его подмножества,
которые могут быть отсеченны от своих дополнений в слое гиперплоскостью.

Понятия центра, радиуса и диаметра, введенные в § 2, п.6 для
пороговых множеств, переносятся на пороговые множества слоя с учетом
того, что расстояние между вершинами множества теперь принимает
лишь четные значения. Если А — пороговое множество слоя, а — его

асимптотически нижних единиц, а суммарное число нижних

слое поэтому их почти всегда
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центр, :-А и г (а, р)-= 2к, то все .2 (7-) ^ (“,*) вершин слоя ц таких,

что r(a, ^)=2fc, принадлежат Л. Отсюда можно получить оцен¬
ку на диаметр, аналогичную содержащейся в утверждении 3.

Оценим теперь сверху число пороговых множеств слоя [п/2],
мощность которых не превышает сп.

Лемма 4 [13] . Число пороговых множеств среднего слоя п-мерно
го куба, имеющих мощность не более сп, при п-> °о we превосходит

22«( 1 + (с+1/2)log(c+l/2)— с log с+о(1))

Доказательство. Возьмем в качестве множества Т в теореме 9
слой тп, где m = [тг/2], и оценим сверху число различных параметров Чоу
у пороговых множеств слоя, мощность которых не превышает сн. Пусть
А — пороговое множество слоя, заданное как множество единиц неравен

п

ством 2 aixt Ь. Упорядочим коэффициенты яаг2 а\п. По¬
ложим к — [2Усп] и разобьем множество коордипат на 3 группы: /11ач =

l/l, • • ., lm—h}i /ср ft+1, • • •, -^Kort ' ^'mf/i-l-Ь • • •» /Д• ЧИСЛО ТаКИХ

разбиений равно — 2п(1+0(1)). Заметим, что вершина
слоя, имеющая единичными координаты...,/п, является центром Л,
и никакая вершина из А ие может иметь в /па11 более одной единицы, так
как в противном случае было бы IА | > сп. В самом деле, в /ср U /кон у
вершин слоя имеется более к нулей, и замена любых двух из них на
единицы с одновременной заменой двух фиксированных единиц в /11ач па

нули даст вершину из Л, а таких замен ^ )>сп- Для вектора Чоу
S(A) = (so, si, ..., sn) имеем, следовательно, 2 si ^сп, п число раз

**=*нач

личных /нач-фрагментов векторов Чоу не превосходит ^ ^ Ана¬
логично, в 7Кгш не может быть более одного нуля, и число /шчгфрагмептов

не превосходит ^ ^ [с1] К°Н-Число же /(р-фрагментов пе превосходит
(сп+ 1)2\ И, наконец, s0 может принимать не более сп+ 1 значений.
Таким образом, число различных векторов Чоу но превосходит

■>n(i-o(D) (сп + 1) [сп] + | /п
[сп]

2пШ о(1)) t\cn] -|- [n/2]V __ 22n(l'b(c'hl/2)log(c 1-1/2) -сlo"с 1 0(D)V [си] /
Лемма доказана. Ее роль для монотонных функций аналогична роли
случая 2 теоремы 1-8 при изучении всех булевых фупкций.

Сформулируем теперь основной результат относительно типичных
значений пороговых чисел монотонных функций.

Теорема 28 [13]. Существует функция х(н) такая, что при п ->• °о
для почти всех монотонных булевых функций ср от п переменных / (ср) ~
~ х(п). Для асимптотики т (н) справедливы оценки

VfT ([п/2])1П < т (”) ^ Т ([п/2])1П’

где с,2 « 4,76 — корень уравнения

1/2 + (с + 1/2) log (с + 1/2) — с log с - с/2 = 0.
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Доказательство. Нижняя оценка теоремы получается методом,
аналогичным использованному в доказательстве теоремы 26. При
случайном порождении монотонных функций математическое ожидание
числа допустимых пороговых множеств слоя мощности сп, как следует
из леммы 4, не превышает

22n(l + (c+l/2)log(c+l/2)-c log с—с/2+о(1))

Поэтому почти все функции не имеют в слое т допустимых пороговых
множеств мощности сп при с > сз, где сз ~ 6,11 —* корень уравнения

1 + (с + 1/2) log (с + 1/2) - с log с - с/2 - 0.

Для таких функций t (ср) ^ {^[п12]^с^п' и Две ФуН|КДии? имеющие
одинаковые множества единиц в слое т и отличающиеся лишь нижними
единицами в слоях т— 1 и т+ 1, число которых не превосходит 2П/2,
имеют асимптотически одинаковые пороговые числа. Поэтому
доказательство существования асимптотики легко можно получить с помощью
вариационного принципа, закодировав монотонные функции вершинами

(н2])~Ме1)Н0Г0 куба'
Далее, число допустимых пороговых множеств мощности сп при с >

> С2 почти всегда не превосходит
22n( l + (c+l/2)log(c+l/2) — с log с—с/2+о(1)) ^ 2пП~в)

где б > 0, и столько пороговых множеств слоя выбирается из числа,
заведомо не превышающего 2П . Учитывая, что число пороговых множеств
слоя мощности не более с^п не превосходит

22n(l+(c2+l/2)log(c24-l/2)—c2logc2-fo(l)) __

получаем, что с помощью т неравенств можно задать н@ более

9П2 2П(3~6> 2^С2+1+0(1))

lrn/ai (1+0(1))монотонных функций. Поэтому для задания почти всех 2 1

монотонных функций требуется асимптотически не менее ([n/2j)|^2 ^ п
линейных неравенств.

Для доказательства верхней оценки теоремы возьмем покрытие
куба (1 + о(1) )2п/п единичными шарами и воспользуемся леммой 3, взяв
в качестве множества Q объединение слоев ттг — 1 и m + 1 с нижними
единицами в слое т. Тоща все нижние единицы слоя т окажутся

внутри -|(1 + o(l))^2])/^ шаров, и верхняя оценка следует из
утверждения 7.

§ 5. Открытые проблемы

Одной из целей настоящего обзора являлось освещение
исторического пути развития пороговой логики и описание ее приложений, другая
состояла в демонстрации связи пороговой логики с различными
разделами математики. Вследствие общего прогресса дискретной математики в
пороговой логике удалось продвинуться в решении ряда задач, в
частности, получить новые результаты в старой проблеме оценки числа
пороговых функций. При этом пороговая логика, по-прежнему, способна
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предоставить широкий спектр проблем специалистам по различным
разделам комбинаторного анализа. Сформулируем некоторые из них, в той
или иной мере уже затрагивавшихся в контексте настоящего обзора,
отбирая при этом достаточно разнообразные задачи, способные
заинтересовать возможно более широкий круг исследователей.

1. После того как найдена асимптотика логарифма числа пороговых
функций, встает вопрос об асимптотике самого этого числа. Можно ли
здесь рассчитывать на успех на нынешнем этапе развития дискретной
математики? Повторится ли история монотонных функций, рде после
установления Клейтмсном [73] асимптотики логарифма через
сравнительно короткий промежуток времени Коршуновым [24] была найдена
асимптотика самого числа монотонных функций. Не пытаясь угадать
будущее, отметим все же, что задача нахождения асимптотики числа
пороговых функций представляется достаточно трудной. Это не исключает,
однако, различных усилений и уточнепий теоремы 17.

2. Другая задача связана с числом пороговых множеств различной
мощности. Рассматривая множество значений Nn(M), М — 0, 1, .... 2П,
как дискретное распределение, симметричное относительно 2П~1, можно
заметить, что все оценки теоремы 18 относятся к «хвостам» этого
распределения. Естественно тогда поставить вопрос об исследовании
центральной его части, где сосредоточена основная масса пороговых
множеств. Подобная постановка подсказывается известными предельными
теоремами теории вероятностей. Что можно сказать об асимптотическом
поведении этого распределения в центральной его части? Будет ли оно
подобно числу выпадений герба при бросании правильной монеты
описываться нормальным законом? Это интересный качественный вопрос,
заслуживающий изучения.

3. В § 3, п. 3 отмечен огромный разрыв между нижними и верхними
оценками для абсолютных величин весов М(п) и М^{п). Естественно
попытаться сократить этот разрыв, оценив величины М(п) и Мп(п) хотя
бы с точностью до порядка асимптотики логарифма. Можно предполагать,
что мощностные оценки являются более точными и log М(п)Х
X log Мц (п) X п, но какого-либо подхода к доказательству этого пока
не видно.

4. В теореме 22 § 3, п. 4 доказано существование обширного класса
пороговых функций с экспоненциальной сложностью д. н. ф.
Представляется правдоподобным, что почти все пороговые функции имеют
экспоненциальную сложность д. н. ф., однако это предстоит еще доказать.

5. В теореме 26 § 4, п.З верхняя и нижняя оценки для асимптотики
типичного значения порогового числа различаются в Xlog п раз. Автор
предполагает, что нижняя, мощностная оценка правильно отражает
порядок асимптотики и t(f)X 2п/п, однако его попытки доказать этот факт,
покрыв единичные вершины случайной булевой функции Х2п/п шарами
Хемминга радиуса 1 с центрами в единичных вершинах, успехом не
увенчались. А. Д. Коршунов в 1986 г. сообщил, что для такого
покрытия почти всегда требуется Xlog^2nM шаров, что и было анонсировано
автором в [13]. Позднее, однако, А. Д. Коршунов отказался от
сделанного заявления. Таким образом, вопрос о порядке числа единичных
шаров в оптимальном покрытии для типичной булевой функции остается
открытым. Данная задача, безусловно, представляет самостоятельный
интерес и должна заинтересовать специалистов по вероятностным
методам комбинаторного анализа. Затратив значительные усилия на поиски
такого покрытия мощности Х2п/п и потерпев неудачу, автор склонен
считать, что это сделать невозможно. Если это будет доказано, то
возможным путем к понижению верхней оценки в теореме 26 могло бы
стать рассмотрение шаров радиуса 2 с центрами в единичных вершинах
и использование утверждения 6 § 2, п. 6.
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6. В § 4, п.4 уже была, фактически, сформулирована задача оценки
максимального значения порогового числа в классе монотонных булевых
функций, для которого в настоящее время существуют оценки

([я"2 ])1п ^ тфах 1 fa) ^ 2”/«

В пороговых представлениях эта задача, безусловно, является одной из
ключевых.

7. В § 2, п.7 определен граф пороговых функций, впервые
введенный автором в [16]. Он является примером некоторого естественно
возникающего графа, и исследование его свойств может представить
интерес для всех интересующихся теорией графов и многомерной геометрией.
Граф пороговых функций устроен достаточно сложно, и для него трудно
заранее прогнозировать возможность успешного продвижения в
исследовании тех или иных свойств. Поэтому получение любых результатов
представляет интерес. К настоящему времени здесь определен лишь
диапазон изменения степеней вершин и найден диаметр графа.
Возможными направлениями дальнейших исследований являются изучение
связности, гамильтоновости и т. д.

8. В § 2, п. 2 рассматривались параметры Чоу булевых функций,
которые являются удобным средством кодирования пороговых функций.
Круг связанных с ними задач достаточно широк. Коснемся лишь одной
из них, алгоритмической. Как следует из теоремы 9, по параметрам Чоу
булевой функции можно, в принципе, определить, является ли она
пороговой, а если является, то и однозначно ее идентифицировать.
Возникает, однако, вопрос, касающийся вычислительной трудности этих
процедур. Является ли задача распознавания пороговости по параметрам
Чоу разрешимой за полиномиальное время или нет? Параметры Чоу
интенсивно изучались в шестидесятые годы и эффективных процедур
для решения этой задачи найдено не было. Установление ее
NP-cложности положило бы конец дальнейшим попыткам найти подобную
процедуру.
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ДОБАВЛЕНИЕ ПРИ КОРРЕКТУРЕ

Недавно А. А. Ирматовым (И р м а т о в А. А. О числе пороговых функций Ц
Дискретная математика.— 1993.—Т. 5, вын. 3.—С. 40—43) был предложен
другой подход к получению асимптотики (7), также основанный на результате Одлыж
ко [89], но использующий анализ в пространстве (у\, ..., уп), а не в пространстве
весов, что сближает его с методом Печипорука [35]. Если р-мериое подпространство,
порожденное матрицей А <= $п, содержит 2р (±1)-векторов — образующих и им
противоположных— и не содержит других (±1) -векторов, то его можно расширить до
(п—1)-мериого подпространства, также не содержащего новых (=ь1)-векторов.
Пусть аху\ + ... + апуп = 0 — такое подпространство в пространстве (у\, уп)
Тогда при достаточно малом е в полосе —8 < а\У\ + ... + апуп < 8 лежат только
данные 2р вершин гиперкуба {—1, 1}п. Это замечание сразу позволяет получить
асимптотически 2Рп/р\2п различных самодвойственных функций от п + 1
переменных вида

/(2/1, • • Уп, Уя-ы) ■= Sgn (а\У\ + . . . + Ппуп + 8 Уп\-\).


