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О СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ
В КОНЕЧНЫХ АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ

В. В. КОЧЕРГИН
(МОСКВА)

Введение

Пусть G — абелева группа. Будем считать, что групповая
операция — умножение.

Множество Б0 = {g\, g2, ..., gq) элементов конечнопорожденной абе
левой группы G будем называть базисом в G, если G есть прямое
произведение циклических групп, порожденных элементами g\, £2, ..., gq»

G - <gl> X <g2> X ... X <gq>.

Объект изучения — схемы из функциональных элементов
умножения; на входы схем подаются базисные элементы группы G, а сами
схемы состоят из двухвходовых элементов, которые по двум
представителям группы G, поступающим на входы, реализуют их произведение.

Пусть S — такая схема. Обозначим через L(S) сложность схемы S,
т. е. суммарное число функциональных элементов.

Через L(g, Бв) обозначим сложность реализации элемента g
конечной абелевой группы G в базисе BGl определяемую равенством L(g, 2>с) =
= minZ/(5'), где минимум берется по всем схемам S в базисе Бс,
реализующим g. Будем считать (это не принципиально), что L(e, BG) = 0,
где е — единица группы G.

Сложность L(G, Бс) конечной абелевой группы G в базисе Б0
определим так: L (G, EG) = max L (g, iJG).

ge=G
Обозначим множество всех базисов конечной абелевой группы G

через 3&G.
Для каждой конечной абелевой группы G введем понятие сложности

этой группы L(G), уже не зависящее от выбора базиса:
£(£)= max L(G,EG).

Далее, определим функцию Шеннона сложности реализации
конечных абелевых групп следующим образом:

L(ra) = maxL(G),
где максимум берется по всем абелевым группам порядка п.

В § 1 работы исследуется вопрос о поведении функции L(G, Ба)
при \G\ -^00. Доказано, что*)

*) Здесь и далее log х означает log2 x.
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где р —• логарифм значения максимального порядка среди элементов
базиса EG, ag — число элементов базиса EG. В частности, если
выполнено условие

max (р, g) log (max (p, g)) v n

TO

HG,Be)~*№loglog|G|#
В ходе доказательства этих утверждений получены некоторые

оценки сложности реализации двоичных ступенчатых матриц (таблиц)
вентильными схемами специального вида.

В § 2 изучается асимптотическое поведение функции Шеннона.
С использованием результатов § 1 доказано, что

§ 1. Исследование функции L(G, Bq)

Нижняя оценка. Пусть EG = {g{, g2, ..., gj — базис конечной абеле
вой группы G, причем порядки базисных элементов равны
соответственно к\, к2, ..., kq (далее будем считать, что элементы базиса
упорядочены по возрастанию своих порядков, т. е. к\ < к2 < ... <i kq). Тогда G =

- <gl\X<82>k2X ... X <gq>kq.
Введем обозначения:Pi = [log(fc|-l)] + l, (1)

р = [log (max ki - 1)] + 1 = [log (kq -1)] + 1. (2)

Теорема 1. L(G, EG)> p + q- 2.
2p—l

Доказательство. Обозначим g0=g1g2 • • • gq-ig* - Заметим, что
L(g0,EG)^L(gf-\BG) + q-l, (3)^ « » 2P-1

так как из любой схемы, реализующей элемент gigi+i ... gq , можно
полнить схему сложности, по крайней мере, на единицу меньше, реа
лизующую элемент gi+1gi+2 • • • gq > последовательно удалив все
элементы умножения, на оба входа которых подаются некоторые степени
gi, а также все элементы умножения, на один вход которых подается
степень элемента gi, а на другой — элемент группы G, порожденный
только базисными элементами gi+\, g<+2, ...,

Микроме того, L{gf~\BG)^p-l, (4)
так как 5-й элемент умножения в занумерованной в естественном по
рядке схеме, реализующей элемент gq , вычисляет элемент f(gl,g2,...
....£e-i)£«> где г<2\

Используя (3) и (4), получаем L(g0, EG)> p + q — 2.
Теорема доказана.
Теорема 2. Для произвольного е > О найдется m(е)> 0 такое,

что для любой конечной абелевой группы G, удовлетворяющей условию
\G\ > 77г(е), в произвольном базисе EG справедлива оценка

т in Я \-> lo%\G\ (л , {а Гч log log log 1 G | \L{G,EG)^ j , |C| [1 + (l-e) logloglG{ J
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Доказательство. Утверждение теоремы будем доказывать мощ
ностным методом.

Схему, реализующую элемент g ^ G в базисе 5G, будем называть
минимальной, если не существует схемы в базисе 1>G, реализующей g
с меньшей сложностью.

Введем обозначения:
N(G, i>G, L) — число элементов группы G, которые можно

реализовать схемами из элементов умножения в базисе Б0 со сложностью не
более L;

п (EGl L) — число различных минимальных схем из элементов
умножения в базисе Ба сложности не более L;

nr (25G, I) — число различных минимальных схем из элементов
умножения в базисе Бс сложности L

Оценим п' (25G, Z), Z^l. Каждой схеме в базисе Б0 сложности /
сопоставим Z! таблиц размера 1X2 следующим образом. Занумеруем все

элементы схемы (И вариантов).
Клетка в 2-й строке (1 ^ i ^
< I) на /-М месте (/ = 1, 2)
заполняется в зависимости от

* того, что подается на /*-й вход
элемента с номером i —
базисный элемент gs или выход
элемента умножения с
номером t. В первом случае в
клетке будет g8, а во втором —рис# 1 t. Строка, соответствующая
элементу умножения, выход

которого совпадает с выходом схемы, помечается звездочкой. На рис. 1
показан пример построения таблицы по занумерованной схеме.

Очевидно, что все Z! таблиц, соответствующих одной минимальной
схеме, различны, и разным схемам соответствуют различные таблицы.

Всего таблиц такого вида не более (q + l)2l-l. Поэтому п'(Ба, 1)^
^(q + lynill Тогда при L ^ 2

рГ
/

/

9z\

J

jh\

j\r(G,£G,L)<ra(£G,L)<

<q + 1 + 2 n'(BG, *Xg + 1 + 2 (Я + lf'l ^ L\q+l)*L1=1 J=l
Отсюда, используя неравенство га! > (га/3)" и теорему 1, получаем:

N(G,BG,L(G,BG))^

< V (С, Во) (2L (G, Во) + 1)2L(G'BG>. (y^-^ <

<(27L(G,5g))L(G>Bg)+2

Далее, с одной стороны, из определения N(G, ]SG, L) следует, что

tf(G, ]SG, L(G, £G))=|G|. (5)
Предположим, что

M^gX loglog{G{ (l + (l-e) loglog{G{ ) (b)
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Тогда, с другой стороны,
7_ N(G,BG,L(G,BG)) ^10& |G | ^
^( log I ^ I (a . (i .logloglog\G\\ 2\, 27-21oglgl ,„,C|<:Mloglog|G| I1 + (1 8) loglog|G| ) + 2) l0g log log |G | l°S\^\<

<rmmr4 i i\( log|g| i a r\ bg|g|iogiog"ioglg| 0\
<(31og3 + *> I log log|(? | +(1-8) (log log|G |)2 + 2j +

+ 21ogloglGl-e1°g|g'1flofif'g''6 &l ' loglog|G|
Последнее выражение стремится к —<*> при |G| ->- <*>. Поэтому найдется
яг(е)>0 такое, что для любой конечной абелевой группы G,
удовлетворяющей условию |G|>7n(e), выполняется неравенство log(Af(G, 25G,
L(G, EG))/\G\)<0, что противоречит равенству (5).

Следовательно, для любой конечной абелевой группы G,
удовлетворяющей условию |G|>tfi(e), в любом базисе Б& предположение (6)
неверно, т. е.

HG ЕЛ^ log|g| (\ 1 М Л log lQgДо» Ig ПL{b,bG)> loglog|G| ^l + (l-e) loglog|G| j
Теорема доказана.
Верхняя оценка. Доказательство верхней оценки сводится к

доказательству аналогичной оценки сложности реализации двоичных
ступенчатых матриц (таблиц) вентильными схемами специального вида.
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Ч2

«18 •
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•• **
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Рис. 2

Будем называть двоичную таблицу указанного на* рис. 2 вида
ступенчатой матрицей или просто таблицей размера рХ q, если 1 ^ Р\ ^
< р2 < ... < pq - р.

Обозначим длину г-й строки таблицы через д*. Тогдаq = qi>q2^...>qp>l. (7)
Кроме того, площадь таблицы Г (т. е. величину |{£у|^е Г}|) обозначим
Я (Г), число строк таблицы Т-р(Т), число столбцов таблицы T — q(T).
Далее, если не может возникнуть неопределенность, иногда будем
писать просто Н, р, q.

Заметим, что #-£<?, ~S ft. (8)
Каждая таблица Т размера р X q порождает двоичную матрицу

А(Т) = (ау)рх<1 по правилу:
_[t\h если 1 <*</>,,aij ~ \0, если Pj<i^p. '
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Введем понятие 0-1-вентильной схемы.
Ориентированный граф S будем называть 0-1-в ентилъной схемой,

реализующей двоичную матрицу А размера pXq, если:
1) в S выделено q вершин — входных полюсов и р вершин —

выходных полюсов;
2) в S нет ориентированных путей от одного входа к другому, от

одного выхода к другому, от выхода к входу;3) для любой пары (/, i), Kj^q, 1<Кр, число
ориентированных путей от /-го входа к i-му выходу равно а&

Обозначим через LBC(S) сложность 0-1-в ентилъной схемы £, т. е.
число ребер (вентилей) схемы S. Определим сложность LBC(A) реализации
двоичной матрицы А 0-1-вентилъными схемами так: LBC(A) = mmLBC(S),
где минимум берется по всем 0-1-вентильным схемам S, реализующим
матрицу А.

Покажем теперь, как можно свести задачу о верхней оценке
сложности реализации абелевой группы схемами из функциональных
элементов умножения к задаче о верхней оценке сложности реализации
0-1-вентильными схемами матриц, специальным образом построенных
по элементам абелевой группы.

Рассмотрим абелеву группу G = .(g1}k1 X <£2>*8 X ... X (gq}kq- Пусть
g — произвольный элемент G. Его можно представить в таком виде:

g=g?g*--.gf* *1<*1 — 1 *g<*g— 1. (Ю)
Так как t5 ^ kj — 1, 1 < / < q, то, вследствие (1), каждое fy можно
представить в следующем виде:

Ь = *и-2° + V21 + ... + tp.r2Pj~\ U, е= {0,1}. (И)

Теперь элементу g сопоставим таблицу Tg из определенных выше
элементов Ц (/-й столбец таблицы имеет высоту pj), аналогичную таблице,
показанной на рис. 2.

Заметим, что в силу (1),

Н(ТБ8С)= £р,= S [1ов(^-1)]+ 1<S logkj + q=log\G\ + q, (12)i=i ;=l j=i
H(T*G) = 2 [log (A, - 1)] + 1 > 2 log A,- = log|G|. (13)

Лемма 1. Для любого элемента g произвольной конечной
абелевой группы G, заданной своим базисом Бс, справедливо неравенство

L(g,EG)^LBC(A(T*G)) + 2p--2.

Доказательство. Преобразуем произвольную минимальную
0-1-вентильную схему SBC, реализующую матрицу A(Tg ), в схему из
функциональных элементов £СфЭ над базисом Бв по следующим
правилам:

1) /-му входу вентильной схемы припишем базисный элемент gj,Kj<q.
2) Каждый фрагмент вентильной схемы, состоящий из вершины,

не являющейся входом, и всех инцидентных ей ребер, преобразуем как
показано на рис. 3.

3) i-ж выходом, Ki< р, схемы из функциональных элементов
будет выход последнего элемента умножения среди тех, которые получены
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путем преобразования по правилу 2) пучка вентилей, входящего в 1-й
выход исходной вентильной схемы.

Из минимальности исходной 0-1-вентильной схемы и того, что в ней
для любой пары из входа и выхода существует не более одного пути,
ведущего от первого ко второму, следует, что также, как и в исходной
вентильной схеме, в схеме, полученной после всех преобразований по

к Ьенгтшлей к ребер

I бентилеи I pefiep

Рис. 3

правилам 1)—3), не будет ориентированных циклов, т. е. получится
действительно схема из функциональных элементов.

Заметим, что сложность полученной схемы из функциональных
элементов не превосходит числа вентилей в исходной вентильной схеме

Рис. 4

(точнее равна разности числа вентилей и числа невходовых вершин
вентильной схемы).

Очевидно, что на i-u выходе £сфэ будет реализовываться элемент
7 u2l u
h = gi г8%ч1 "i2 °гд

(14)

Построим схему S%B, как показано на рис. 4. Обозначим элемент
группы G, реализуемый схемой £2фэ, через go. Из построения схемы 5?фэ
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и (14), (9), (И), (10) следует, что

л = (. •. ((^Vi)2-v2)2... к)2-к = п h\2^—1

i=l

= П П iff3) = ПII *Г = П П /ij-2 P Pi . ,
q S оу2*~1 g 2 ty-2*-l gj=i j=i i=i

Поэтому

L(^5G)<L(^9)<bBC(4(rJG)) + 2p-2.
Лемма доказана.
Замечание. Для любого элемента g произвольной конечнопорож

денной абелевой группы G, представимого в базисе Бс в виде
произведения неотрицательных степеней элементов базиса, можно также опре
делить таблицу Tg , выписав по столбцам двоичные записи степеней
базисных элементов из такого представления в порядке возрастания этих
степеней. Дословно повторяя доказательство леммы 1, легко убедиться
в справедливости неравенства

L(g,BG)^LBC(A(TgG)) + p(f*G)-2.

Теперь будем * оценивать сверху сложность реализации 0-1-вентиль
ными схемами двоичных матриц вида А(Т), где Т — некоторая таблица.

Обозначим через А* = (а*,-)тхп матрицу, полученную из матрицы
А =((1ц)пхт транспонированием.

Л е м м а. 2. Для любой двоичной матрицы А

LBC(A*) = LBC(A).

Доказательство. Утверждение леммы следует из того, что при
изменении направлений всех ребер 0-1-вентильной схемы, реализующей
матрицу А, на противоположные получается 0-1-вентильная схема,
реализующая матрицу Л*, и наоборот. Лемма доказана.

Введем функцию
\logx, при х !>2,г— flog х
log*=( ^ при х<2.

Заметим, что эта функция монотонна.
Лемма 3. Существуют положительные с\ и с^ такие, что для

любой таблицы Т, удовлетворяющей условиямq(T)>p(T), (15У
H(T)>p(T).q»*{T), (16);

справедливо неравенство

LBC (А{Т)) < сг — {Т) + c2q (Г),вс v v /; \ 1 log н (Г) 2ч \ }

Доказательство основано на использовании конструкции О. Б. Лу
панова асимптотически наилучшего метода синтеза вентильных схем
глубины 2 ([2]).
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Разобьем матрицу А (Т) по строкам на ]р/г[ полос, каждая из
которых имеет q столбцов и не более, чем г строк (рис. 5). Обозначим
высоту 5-й полосы, 1^ s<]p/r[, через р($). Очевидно, что( \г ПРИ 1<*<]РМ, (,

PW (г' — р — г( ]р/г[ — 1) при 5==]р/г[. ( '
Множество столбцов каждой полосы разобьем на группы одинаковых
(см. рис. 5); для каждой полосы получится не более 2Р групп.

Сопоставим каждому ненулевому столбцу полосы вентиль,
выходящей из входного полюса, имеющего номер, равный номеру этого столбца.

(
{

'{

Ч

-**н^~Ч I
1 /

0\ 1Л 111 I0 и 0 I1110 0 0

""Ч
■л I

t

г

I

Рис. 5

Выходы всех вентилей, сопоставленных столбцам одной группы,
объединим в один узел. Каждый узел соединим пучком из не более чем г
вентилей с выходными полюсами, имеющими номера, равные номерам
строк, в которых расположены единицы соответствующих столбцов.
Полученная 0-1-вентильная схема глубины 2 реализует матрицу А (Т)
и вследствие (7), (17), (8) содержит вентилей не более чем]РМ ]р/г]
2 (9<*-i)r+i + r-2r) = — 2 r-?<i-Dr+*+ Ш Г2Г<«=1 S=l J L]p/r{ /p(s) \ 

< 7 ^ ( 2d ?<«-i)»-H + r (?<*-i>r+i — ?<«-i)r+pjw) I + ]y [г-2r <

< f 2 9i + ff + (p + r)2r= ^r + q + (p + r)2\i=i

Используя (15), получаем соотношение H^pq^q2 и,
следовательно,

[jlogq]
1+ I>77rl0g#.12

Положим

= [4iQgg] + i.

(18)

(19)

Заметим, что найдется сх > О такое, что для любого х ^ 1
справедливо неравенство
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Учитывая (19), (18), (15), (16) и (20), имеем:

LBC(A(T))^T—^- + q + (p + [ibigl + l).2k10g?]+1 <

Л ^ „ _L /™l/« _,_ .1773;„„!/«--4 9 _# , 9„ J_ /„„1/6
log Я< 1 _ + 9 + W + -^log?-g1/e < 12 =^- + 2? + 4pgwl =

^2" log Я

log Я * g1/e ^ log# * (РЯ)1П*
<12=Ж- + 2д + 4c[yJL— <(12 + 4^)=^- + 2g.log Я log(pg) log Я

Лемма доказана.
Лемма 3х. Существуют положительные С\ и с% такие, что для

любой таблицы Т, удовлетворяющей условиямp(T)>q(T), (21)
H(T)>q(T)p"3(T), (22)

справедливо неравенство

Доказательство следует из лемм 2 и 3.
Лемма 4. Существуют положительные сз и с\ такие, что для лю*

бой таблицы Т справедливо неравенство

■ LBC(^(r))<C3!^f^ + ^max(p(r),g(r)).

Доказательство. Рассмотрим произвольную таблицу Т. В силу
леммы 2 можно считать, что q(T)>p(T). (23)
Рассмотрим два случая: Н>р • д1/3 ж Н<р • quz.

Случай 1°.
H{T)>p{T)qm(T).

Так как q^p, выполняются условия (15) и (16) леммы 3. Применяя ее,
получаем:

^ И (П)<*1у=дг+ад
Случай 2°. H(T)<p(T)ql'*(T). (24)

Обозначим q' = ]qml P' = W31 (25)
Рассмотрим матрицу А(Т). Элемент aih где i = p\ / —? —?'+1, не

принадлежит таблице Г, так как тогда в силу (25) и (24) была бы
справедлива цепочка неравенств H^q'p'^Q •—[/£- = p-q ># — про
тиворечие. Таким образом, все элементы таблицы Т расположены в
первых р' строках и последних <£ столбцах матрицы А (Т).
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В матрице А (Т) выделим две подматрицы — А\ размера р' X(q — q')
и А2 размера р X q\ как показано на рис. 6. Обозначим ту часть
таблицы Г, которая принадлежит матрице А\, через Т\, а часть,
принадлежащую -42,-— через 7V Тогда Т\ и Тч являются в свою очередь таблицами.

Реализуем 0-1-вентильными схемами отдельно матрицы А\ и 4г,
а затем отождествим первые р'

т1к

L.

Г

I

выходов схемы, реализующей
матрицу Ач с выходами схемы,
реализующей матрицу А\.

а) Оценим сложность
реализации матрицы А\ размера
/>'X(g —g'). Вместо матрицы
А\ рассмотрим матрицу А'г =
=^А(т[), где Т'х — таблица,
подученная из таблицы, как
показано на рис. 7. Очевидно, что

Н(Т'г)^Н(Т). (26)
По таблице Тг построим

таблицу Тг ^ А1ч содержащую
все элементы таблицы Тг и обладающую свойством:Н(Т1) = Н(Т). (27)

Из (26) и того, что rrH(A'1) = p'q^p/ql/3.q^pq1/3>H{T),
следует, что такую таблицу Тг всегда можно построить.

Заметим, что в силу предположения (23) выполняется соотношение

P + «r-iO р Г (28)

Рис. 6

„1/3
>

]«£»[•

которое очевидно при q>3 (так как тогда q—l>qm), а в случае
1 ^ р <: q < 2 оно проверяется непосредственно.

г* *
\0 0 . . . 0

т1

i

ч
b I

Рис. 7

Таблица Т^ удовлетворяет условиям (15) и (16) леммы 3, так как
в силу (27), (28) и (25) q(T[) - ?(Л>р(Г)>рОТ и

Я(г;) = Я(Г)>р + ,-1=±±^1>]^» =

Поэтому, используя лемму 3 и (27), получаем:
А.с(А) = М4) - М^(*х))<

<:в1р|^Г + ^г;;>-^^т + зд(Г)- (29)
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б) Оценим сложность реализации матрицы А* размера pXq'. Так

как pqm > Н> д, то р > д2/3 и, следовательно,P>]qml = q'. (30):
По таблице Гг построим таблицу Тг s А2, содержащую все

элементы таблицы Гг и обладающие свойством:Я(г;) = Я(Г). (31)
Это сделать можно, так как из (30) с учетом (23) следует, что

H(A2) = p]qm[^(]qm[)2>qm>p-qU3>H(T).
Заметим, что в условиях случая 2° выполняется соотношениеL±^>\M- (32)

Оно очевидно при р > 3 (так как тогда р — 1> puz) ир-1, а при р = 2
в силу (24) и (30) д = 2, ив этом случае соотношение (32)
проверяется непосредственно.

Теперь, используя (31), (32), (23) и (25), получаем:
#(г;) = Я(Г)>р + <7-1 =

- 1±^±р1/3 > ЩрШ> к2/3[р1/3 - q,'pl/3'
Поэтому

н№)>Ч(т'г)р«*(Т',У (33)
Из (30) и (33) следует, что таблица Т2 удовлетворяет условиям

(21) и (22) леммы 3'.
Используя эту лемму, (31) и (23), получаем:

LaB(Aa)^LK(A(T'1))^e1^^+e^(T'9)<c1^^ + ea(T). (34)
Для сложности реализации всей матрицы А (Г), используя оценки

(29) и (34), в случае 2° получаем:

LBC (А (Г)) < LBC (А,) + LBC (А2) < 2с, -j=^JL_ + 2ад (Г).

Лемма доказана.
Лемма 5. Существуют положительные съ и с$ такие, что для

любой таблицы Т, удовлетворяющей для некоторых Но и а, На е N, 0 < а <
< 1, условию

справедливо неравенство

^вс (4 (Г)) < 'б (^д'у+а + С« maX (P (Г)' q (Г))"

Доказательство. Заметим, что функция х/ log а: монотонно
возрастает при # > е. Поэтому найдется с2 > 0 такое, что для любой пары
(#i, X2), #i e N, #2 e N, если #i =S #2, то

xj log Жх < cjsa/ log #2. (36)
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Также заметим, что найдется 0 < с3 < 1 такое, что для любого х е N/3>bgz. (37)
Применяя к таблице Т, удовлетворяющей условию (35), лемму 4 и
используя (36), (37) и неравенство а<1, получаем*):

^вс (А (Т)) < е3 -j=fj_ + ^4 max (р (Г), ? (Г))<
1 Яо

log (J 0* *<Л)
+ с4тах(р(Г),д-(2'))<

(1о2Яо) Я1_СзЯсзЩ °_ °
logH04 IT

< с A -fir? {Шну+« + (с*+ с**)тах (р <г)' *<г»
Лемма доказана.
Лемма 6. Пусть f(x) непрерывна и выпукла вверх на [хо, °°).

Тогда для любого набора чисел (х\, х%, ..., xk), где х{> xq, К i < fcf
выполняется неравенство к (Д1ч

Утверждение леммы следует из неравенства Йенсена (подробнее см.,
например, [3, с. 90—93]).

Лемма 7. Найдется с4>4 такое, что функции
х/ log х и #(loglog#)I/2/(loga;)3/2

выпуклы вверх на [с4, оо).
Утверждение леммы легко проверяется вычислением вторых

производных этих функций.
Лемма 8. Существуют положительные C7 и С8 такие, что для

любой двоичной матрицы А размера рХ q справедливо неравенство

Утверждение леммы непосредственно следует из основного
результата статьи Н. Пиппенджера [6] (при Z= 1).

Лемма 9. Существуют положительные Cq, сю и сц такие, что для
любой таблицы Т справедливо неравенство

*-<4<'»<(1 + тагдртЬ -%m
°g 2p (T)q(T) {log ЩТ))1'2

НЮаЫъИЮ)** m , рг(Т)д(Т){ЩН(Т)У'*т с9 —, ТЩТ) \з7Г + 1о4* > ~*~ u Я(Г)

*) Для доказательства последнего неравенства в цепочке следует рассмотреть
два случая: Но = 1 и Яо ^ 2.
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Доказательство. Рассмотрим таблицу Т и матрицу А(Т). По
таблице Т однозначно находятся индексы 1 = ц < h < h < ... < ik < ik+\ в
= q + 1, которые определяются из условий:

а) если i e= [ijt i}+i — 1], to^i — рц < •
Н

да^ну'2'
б)^-+1-^>з(Т^я)1/2.

Тогда
h

P-=Pg = Pg — Pih+'§ {Pij — Рц_г) + Pix>i=2

>
и поэтому

]5(Щя)^[

:|2(Pij-Pv_1)>]7(!^FF[(A-l),

• (38);

Теперь рассмотрим таблицу Г^Л (Г) такую, что

Г - U 4, (39)

где Л^ —матрица размера p(Aj)X(ii+i — ij), полученная из первых
р(Л,-) = тт(р,р^+ [H/q(log#)1/2]) элементов столбцов матрицы Л (Г)
с номерами s, ii<s<ii+i (см. рис. 8).

<7 'г
/2J4 . . . ■7

\\ т
л,

Jg Г __*
y(tog/V>i

7^

[yUog//)'/2J

A,

A(T)

1±.

PfP

Рис. 8

Таблица Т' обладает следующийи свойствами:
Р(Т')~Р(Т), д(П-«(П;

Л(Г) = 4(Г);
Я(7,)<Я(Г)<Я(Г) +
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Пусть

^i==U</<&i#Hi)>c;}, ^2 = {1</</!:|Я(Л,)<с;). (43)
Обозначим

к1^\Ж1\, Я1== 2 Н(А,); (44)
h = \X2\, Я2= 2 Н(А}). (45)

Тогда
^ я (го _ *t ^х + я2 _ ял + яЛ-яА-^1*! * *i *1 + *2 *1 (*!+*•)

' ЯА - НА ^ с> А - с>А о
*i(*i + *,) ^ *iA + fc2) '

Перейдем к оценке сложности реализации матрицы -4(7*). В силу
(41), (39) и (43) имеем:

ft

£8с(Л(Г)) = £вс(4(Г))<2 £вс(Л-)= S ЬК(А})+ 2 ^вс(^). (47)

Если ui^O, то для оценки сложности реализации матриц Л,, ]^Жи
применяем лемму 8:

L*{Ai) < KpW ' (^i^jp 8 (i+1 ~ j) 8
Поэтому

Д^е(Л)< Д 1одЯ(^ + * Д (frBiAffF + «*+***•
(48)

Из (43), (44), лемм 6 и 7, (39) и (46) следует, что
я1

4l wff^A ^ /С111яГ<ГГяГ<1^я(Г)' <49>"1 '"1А1о**и>" 11^^irg^^i3iГ" log X" *"в к

я (^) (log Kg я (^))"» fe1 j og og кх

^ Я(Г)(1^1^Я(Г))1/а ^ Я (Г) (Kg log Я (Г))17* ,.m

(io^) (log-H
Для сложности реализации первой группы матриц (А^ ]^Ж\)

Окончательно, используя (48), (49) и (50), имеем следующую оценку:

Ьвс (Л§) <; _ н (Г) + с7 ff(T'\\*f* + й + *Р ^ >
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Заметим, что эта оценка остается справедливой и при к\ = 0.
Матрицы А» ] ^ Ж г, будем реализовывать тривиальным способом —

вентильными схемами глубины 1.
Из (43) и (45) следует:

2 £вс(Л)< 2 #(4) <<?&<*;*. (52)

Теперь, подставляя (51) и (52) в (47) и используя (42) и (38),
получаем:

WWX^ + <7^™gp^ + ^ + 4pk + *<
<Г /1 4. 1 \ В(Т) , /. Я(Г)(ЬЛ^Я(Г))^2^ 1 + (Щя(г)Н я*(г) 7/w Д2(Л У/а

\ / g 2рд(1о8Я(Г))^ \, *2И(1одЯ(Г))1'»/
+ C8g + 2(c8 + c;)^^y)1/a.

Лемма доказана.
Лемма 9'. Существуют положительные с$, сю и Сц такие, что для

любой таблицы Т справедливо неравенство

^2р(Г)д(Г)(1о8Я(Г))1/2

+ с„ Я (Г) (log log Я (Г)) *'2 „mo./. Q*(T)p(T)(logH(T))V2/_ Я2 (у) \з/2 т "к* v^ "г 41 я (Г)

Доказательство следует из лемм 2 и 9.
Лемма 10. Существуют положительные с\% и с\з такие, что для

любой таблицы Т, удовлетворяющей условию9(Т)>Р(Т) (53);
и хотя бы одному из двух следующих условийЛА{Т) ^q(T); (54)log4 # (Г) ^ *v " v '

р(Г)<_*(Г) , (55)^v } ^ log2 H(T) v
справедливо неравенство
т (А(тл<: ^ 4-г я(Г)(1^Кёя(г))^ m
ЬВС {Л (Т/) < Д*»(Г)_ + *U (ЕЙЯ(Г))У1 + ^ ^*

^2(р(Г)д(Г))*/а(1о8Я(Г))*

Доказательство. Рассмотрим два случая соотношения
параметров Н, р ж q произвольной таблицы Т:

H\ogH>pq и HlogH<pq.
Случай 1°,

Н(Т)ЩН(Т)>р(Т)д(Т). (56)
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Применяя лемму 9 и используя (56), получаем:

l L\m\<(\ i 1 ) н \ с HjTS-gTS-gH)^LBC(A(T))^1 + (Wgff)lhj— j5 + c» / я2 хз/2 +
l0g 2Pq (log Я)1/2 [l0g 2и (Kg tr)i/«

+ cloq + cn H < 1 + j ^^ +
+ <« Z(EiIfg)l/L + <«* + «uP (tog Я)з/^. (57)

Г*2(1^яН
Заметим, что найдется сб>0 такое, что для любого #€=N

выполняется неравенство log4 х^.сьх* Поэтому, учитывая (56) и (53), имеем:

<tk«h&»>fc,t*- (59>
Кроме того, найдется cq>0 такое, что для любого a;eN

Из (57), учитывая (58) и (59), получаем:

£вс(А(Т)) <_ \ + « + (4)372с. + 2-&и) Я(ЩУГ +^<

< и + <*+«>* с>+2^Н(ШХ+**•(бо)
l0g2(pg)1/2(bg^/2Случай 2°.

H(T)ioSH(T)<P(T)q(T). (61);
Обозначим

Из (61) и (62) имеем: р'<р, ?'<?• (63);
Заметим, что все элементы таблицы Т расположены в первых р'

строках и последних q' столбцах матрицы А(Т), так как иначе бы
элемент ац матрицы А (Т), где i = р' + 1, ; = q — q\ принадлежал таблице Т9
и тогда, вследствие (62), выполнялась бы цепочка неравенств

Н > (<?' + 1) (р' + 1) > (щ$* [ЩЩ112 = Я - противоречие.

Выделим в матрице А (Т) две подматрицы — А\ размера р'Х(д — д')
и Л2 размера /> X д', как показано на рис. 6. Обозначим через Г<, г— 1, 2,
часть таблицы Г, принадлежащую матрице Аи Эти части таблицы Т9
в свою очередь, являются таблицами. Очевидно, что

LBC(A(T))<LBC(A{) + LBC(A2). (64):
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Отдельно оценим сложность реализации матриц А\ и А% Заметим,

что
LBC(Ai) = LBC(A(Ti)), * = 1, 2, (65)

хотя равенство Ai=A(Ti) может не выполняться.
а) Если Н{Тг)<Н(Т)/(к£Н(Т))1/2, * = 1 или 2, то в силу (65),

леммы 5, (53) и (63), имеем:

LBC(^<C5(-/yg))3/2+c6g(r). (66)
б) Пусть выполняется соотношение

H^>-dswr-- <67)
Тогда из (62), (67), (53), (54) и (55) следует:
Р\Т1)Ч{Т1)№Н{Тг))1,г ^(р')2д(ЩН(Т)У* ^Н(Т)РЩН(Т)дЩН(Т) ^Я(Г1) ^ Я(Г1) ^ qH(T) ^

fgiog2ff(n<_4(r) , если (54),<р1оё2Я(7,)< ;^^2Я(Г)' " (68)\q, если (55).
Применяем к таблице Т\ лемму 9, учитывая (65), (62), (68) и (67):

LBC(41) = L8c(4(r]))<

-1, +(КЙЯ(Г1)И _H*(Tl) +
°S 2 (Я (Г) jy log Я (Г))1/2 (log Я (Г^2, ,. нрмЪЪиы)* Н(т)

2 (Я (Г) рд log Я (Г))1/2 (log Я (Т^))1'21:ч<(ц V* ) H{Tl) I ■
082(р?)1/2(1о^Я(7'))2

Я(Г)(ьЛ^Я(Г))*/2 я (Г) , » №9.
V ^2(р3)1/2(1о8Я(Л)2у'

Заметим, что найдется с7>0 такое, что для любого xeN
выполняется неравенство

Л/2с, log ^==5-> log ж. (70)а:

2 log* a:

С учетом (70) и того, что H2(T)>pq, из (69) следует:

1082(р<?)1/2(ЩЯ(Г))2

+(кь;+„«)- + о^щр^+„„+Cll)q. m
в) Пусть выполняется соотношение
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Тогда из (72) и (62) имеем:

g2 (Г2) Р (Г2) (log Н (T2))l/2 ^ W? P (bj Н (Т))К* Н(Т)др1^Н (Т) _ mvН^г) ^ Н{Г2) ^ PWgH(T)H{T) q- ('0)
Применяем к таблице Тг лемму 9', учитывая (65), (62), (73), (72),
(70) и (53):

j- я2(г2) V— я2(г2) \з/2

+ *»р + ад< (l + (irg^(2r))1/2) ^у> ~ +^(/^(^Я^))2

/— я3/а У* loP+llg<]— я3/^г) +
V °g 2 (рд)1'2 (bi Я (Г))2 J °g 2 (Р3)1/2 (log Я (Г))2

+ (^с; + сДс;п^Щ^2 + (С10+Си)9. (74)
Окончательно, в случае 2°, складывая оценки из б), в) и две из а),

получаем, используя (64), (66), (71), (74) и равенство Н(ТХ) + Н{Т2)*=*
« Н{Т), такую оценку для LBC (A (T)):

L~WT))<— §й^ + (&. + 2 1/2*; + 2с9(С;)3/2 + сп) х
l0g 2(рд)^(ЩН(Т))2

Положим

с12 = max (с* + (св)3/ас9 + 2%^, 2е6 + 2 /2с', + 2с9(с'.г)з/2 + си),

Тогда из (60) и (75) следует утверждение леммы в обоих случаях.
Лемма доказана.

Лемма 10'. Существуют положительные С\2 и С\$ такие, что для
любой таблицы Т, удовлетворяющей условиюя(Т)<Р(Т) (76);
и хотя бы одному из двух следующих условий— }Т) >Р(Т)\ (77)

?(Г)<*(Г) , (78)
справедливо неравенствоВ

°g 2 (p(T)q(T))1'* (log Я (Г))2

Ьвс(Л(/))< Я3/2(Г) -+С12 (1^Я(Г))^ +
+ с13р(Т).
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Доказательство следует из лемм 2 и 10.
Лемма 11. Существуют положительные с\\ и с\$ такие, что для

любой таблицы Т справедливо неравенство 

^ВсИиЛ^ LT3/2 /ип ^^4 /— гг,*тЗ/2 +я3/2 (Г) 14 (bi^(r))3
1иё2(р(Г)д(Л)1/2(1^Я(Г))3

+ с1йтах(р(Г)|д(Г)).
Доказательство. Пусть Г — некоторая таблица. Без

ограничения общности (в силу леммы 2) можно считать, чтоq(T)>p(T). (79)
Рассмотрим различные случаи соотношения параметров Я, р и q
таблицы Г.

1°. =4-<<7 и р>=? •
1.1°. logftf^p1'2;
1.2°. log6#>/>'/2.по Н +^ ^, Q^—>q или р<:log4 Я * х log^tf
Переходим к изучению каждого случая.
Случай 1°.

рт>т%ш- <81>
Подслучай 1.1°.(log Н(Т))*<р«*{Т). (82)

Обозначим

Из (83) и неравенства Н <:pq следует, чтор'<р, ?'<д. (84)
Заметим, что все элементы таблицы Т расположены в первых р' строках
и последних q' столбцах матрицы А (Г), так как иначе бы элемент а»,
матрицы Л (Г), где i*=p' + l, j — q — q принадлежал таблице Г, и тогда
вследствие (83), выполнялась бы цепочка неравенств

Н > (q' + 1) (р' + 1) > (Hq/p) i/2 (Hp/q)m = H - противоречие.

Выделим в матрице А(Т) две подматрицы — А\ размера р* Х(д — q')
и А2 размера р X q', как показано на рис. 6. Обозначим через 7\, 1 = 1, 2,
часть таблицы Т, принадлежащую матрице Аи Эти части таблицы в свою
очередь тоже являются таблицами.

Вместо таблицы Т\ будем рассматривать таблицу Тъ полученную
из таблицы Т\, как показано на рис. 7.

Будем считать, что Т2 = Т2.
Тогда имеем следующую оценку:

LBC(A (Г))<^ВС(Л) + LBC(A2) = LBC{A{T[)) + Lbc(A(t'2)), (85)!

Заметим, что в силу (84)
Н(Т[) + Н{Т'2) <Я(Г) + р' + ?' <Я(Г) + р + д. (86)
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Отдельно ОЦбНИМ -^вс
а) Если Н(Ti)<H(T)/(logН(Т))1'2, i = l или 2, то в силу леммы 5,

(84) и (79), получаем:

£вс (А (г;))< с5 (I-^(g))3/2 + ЗД (Г). (87)
б) Пусть выполняется соотношение

Я(г;)>_Я(Г) 1/а. (88)
Тогда в силу (83), (80), (79) и (82) получаем:

р (т[) - р' < (я (Г) -^J172 < (p (I5i я (г))*)^ 

- ' ,(^я(г))^<_, д< «(?) (89)
(log Я (Г))2 р*** ^ (log Я (Г))2 ^ (log Я (Г;))2*

Из (79) и (89-) следует, что для таблицы Тг выполняются условия (53J
и (55) леммы 10. Применяя ее, получаем (используя (83) и (88)):

L (Л(Т'))< Д^) А-с H(T'№^X(r'l))m ,

+ C13g(7'1)<—- д3/2(^ —+ с12(У2) (_ я(г))3/а +
°g2(tf(r)W)^4(log#(r))3

°g2(p?)^(logtf(r))3
в) Пусть выполняется соотношение

H(T't)^ —Н(Т) ,,,. (91)
Тогда в силу (83), (81), (80), (79) и (82)

Я (*i) = ?' < (я (Г) ^-)1/2 < (Я (Г) (ibi Я (Г))2)1/2 < (g (bi Я (Г))»)* =

_ (loi Я (Г))2 ^ <^ ^172 <Р~Ру*У (92)
Если Н(Т*)/{То1>Н(т'2)У>р(Тъ), то для таблицы Гг выполняется

условие (77) леммы 10".
Если же H(T'2)/{logH(T'2)y^p(T'2\ то в силу (91), (81) и (82),

имеем:

?(г>2) = ?'<(я(Г)^)1/2<(я(г;)(1о^я(г))^-^^1/2<
< (q (loi Я (Г))1Л (loi Я ( Г;))4)1'2 < (Р (bi Я (Г))« (Ki Я (Г))5)1/а <

< _р (bjg(r))6 ^ />(y2)
^ (log Я (Г))2 pi/« ^ (1^ Я (Г;))3'

т. е. для таблицы Т% выполняется условие (78) леммы 10'.
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Таким образом, для таблицы Г2, учитывая (92), выполняются оба

условия (76) и ((77) или (78)) леммы 10'. Применяя ее и используя
(83), (91) и (79), получаем:

н(т'2)(Щъдн(т'2)У* ,f)<+ Cli (iiff(r;)f +cispku)^

IT Н*1*(Т)_ +С1ЛУ2) (Eitf(r))3/* +ci*P^

< _ иЧ*(Т) + 3C^ (bitf(D)3/* + ^ (9d)
1°82(р^ЦЩН(Т))\

Окончательную оценку для LBC(A(T)) в случае 1.1° получаем из (85)',
(87), (90), (93) и (86), складывая оценки из б), в) и две из а):

£вс(Л(Г))<-—- HHZ\(T) +
10в2(и)^(15вЯ(Г))»_

+ (2сш + 6с12) Я(Г;|ЩУ))1/2 + <*> + 2с13 + 2) ? (Г). (94)
Подслучай 1.2°.

(Й£Я(Г))«>р"2(Г). (95|
Обозначим через с8 наибольший корень уравнения 27log7# — Ух. Тогда
при q>cs, используя (79) и (81), имеем:

log6 Н < log6 (q2) = 26 log6 q < qm/(2 log q) < (p log2 H) 1/2/log H = pm,

что противоречит (95). Таким образом, при выполнении условия (95)
справедливо неравенство q^c9 и, следовательно, в случае 1.2°,
используя (79), получаем такую оценку:

LBC (А (Т)) < Я (Г) < ф < (^)2. (96)
Случай 2°.

(logЯ (Г))4 *v } *\ >^ (\ogH(T))\4
Это условие вместе с (79) влечет выполнение условий (53) и ((54) или
(55)) леммы 10 для таблицы Т. Применяя эту лемму, имеем:

LBC(A(T))^
^ В(Т) H(T){Wg\^H(T))^^ В»Ь(Т) + П (Kg Я (Г))»* + 1з9^

8 2 (и)1'» (Kg Я (Г))*

<; Н(Т) , . Я (Г) (Eg Eg Я (Г))'* . ,q
_ я3/2 (Г) + *12 (Eg я (Г))»/» + Cl3?* ( '

82(рд)^(ЩЯ(Г))8
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Теперь положим
си = 2сь + 6с12, с{ъ = max (2с6 + 2с13 + 2, (с'8)2).

Тогда из (94), (96) и (97) следует утверждение леммы во всех случаях.
Лемма доказана.

Теорема 3. Существуют положительные ciq и сц такие, что для
любой таблицы Т справедливо неравенство

Доказательство. Рассмотрим такую последовательность таблиц
{Т)п: сначала выпишем все таблицы площади 1 (их 2), затем — все
таблицы площади 2 (их 8), 3 (их 24) и т. д. Заметим, что #(Г)->«\

Для доказательства теоремы достаточно установить, что для членов
этой последовательности верна следующая оценка:

В силу леммы 2 можно ограничиться таблицами, удовлетворяющими
неравенству q(T)>p(T). (99)

Рассмотрим два случая соотношения параметров Н, р и q:

Случай 1°.
H(T)-2(loeH(T)logloeH(T))1/2>p(T)q(T). (100)

Применяя лемму И, в силу (99) и (100) получаем:
L (Л(Т))< Н I с Н(^ЩН)^

l0g2(pg)l/2lbitf)3 _^ Н \ogJt^& = * S "Гlog я Б£ я ,
2 (2(lOgH10glOgH)l/2)l/2 (j^ я)3я (i^ bjff)"2 _ff l

+ Cu (Kgя)*/2 + °15q^ 1одя _ /(RjEggKj^yM +
V (1^Я)"> /

+o(£@^)+o»-i6+0(£SS^)+ow- <101>
Случай 2°. _

Я (Г) • 2№<™^^<г>>1/2 < p (T) q (T). (102)
Для оценки Ьм(А(Т)) в этом случае рассмотрим специальные множества
таблиц Т„ («промежуточные» таблицы), Тм («малые» таблицы),
Тб («большие» таблицы) и Ти (таблицы «из объединения»), которые
будем определять поэтапно. Всего будет к шагов, где к — параметр,
зависящий от площади таблицы Т (его значение определим ниже).

Первый этап. Обозначим

Тогда в силу неравенства H<pq имеем р'^р и q1 ^ g, причем все
элементы таблицы Т расположены в первых р' строках и последних q'
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столбцах матрицы А (Т), так как иначе бы элемент ai5 матрицы A(T)t
где i*=p'+l, j^q — q, принадлежал таблице Т и тогда, вследствие
(103) выполнялась бы цепочка неравенств

Я>(р' + i)(q' + 1)>(я|)1/2(я|-)1/2 = Я- противоречие.
Матрицу А(Т) разобьем на две части— Ai размера p'X(q — q'\

и А% размера рХ q% как показано на рис. 9. Обозначим через Гг, i = 1, 2,

t t
у
1

Г

1

* 1
—4—

,: г ;

^2

Рис. 9

часть таблицы, принадлежащую матрице А{. Эти части таблицы Т в свою
очередь являются таблицами. По таблице Тг построим таблицу Т\ как
показано на рис. 10. Будем считать, что 7*2 = TV

Таблицы Т\ и Гг обладают следующими свойствами:

рТО [Н58. 1/2
q(T1) = q{T); (104)

(105)

(106)
(107)

Включаем таблицы Т\ и Г2 в Т„. Если таблица Г^ (и = 1, 2)'
удовлетворяет неравенству

р(Т2) = р(Т), д(Г2) = [(я(Г)Ш)1/2];
LBC(Л (Г)) < Д,с(Л (Г,)) + £вс(Л (Г2));
H(Tl) + H(T2)^H(T) + p(Tl) + q(T2).

с *' *
I 0 /7 . . . 0

?

Г/
1

1

0

А

1

'

1

/7

f

( Ti ) ^ ■ - ; то вклюv *' log Я (Г)'
чаем таблицу Ti, еще и в Тм.

5-й этап (5 = 2,,..,к).
По каждой таблице Т% \^^полученной на
предыдущем этапе и не включеннойрис# ю во множество Тм (т. е.
удовлетворяющей неравенству

л аналогично первому этапу строим таблицыН(Т)

Tiy'.ig—iiи Tiv..is_12' которые обладают следующими свойствами:

9(V-w0-e(V-O:
(108)
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p(zV«»-i»)-p(r«i-*-i)'

«Cv..w)-[(*(V.O^^),"J

201

(109)

bBc(^(?'V..is_1)<^B0(^(?,V..Js_1l))+bBc(^(7,il...W2)); (НО)

<я(г,1..л,_1) + p(*V-0 + «(V-v-A (Hi)
Включаем таблицы 2"» ...i^ji и 7*i js_l2 в Та. Если 21*1...is_1i,

(i, = 1,2) удовлетворяет неравенству Я(7,{1..ла)<Я(7,)/1^Я(Г), то
включаем таблицу Г, „л„ еще и в Тм.

Кроме того, если s — к, то все таблицы Г{ ...ift, полученные на
А-м этапе и не вошедшие во множество Тм, включаем в Т6. Обозначим

Ти = ТмиТб.

Построение множеств Т„, Т„, Тб и Ти закончено.
Укажем некоторые свойства этих множеств:

Ти = Т„.
1Ти|<2\
lT„l<2k+I.

Для любой таблицы Тп е Тп

Н(ТП) < Н(Т) + 2kq(T) ^ (2к + 1)Н(Т)'.

(112);

(ИЗ)
(114 J

(115);

(ив):

(Следует из построения множества Тп, (107), (101)" и неравенств
д(Т„)^q(T) и p(Tn)<p(T)<q(Т) для произвольной таблицы Т„еТ„.);

Для любой таблицы Т6 ^ Тв

p(T6)q(T6)<((2k+l)H(T)y+i'2k. (Н7)

<

Докажем это свойство. Заметим, что если таблица Тб принадлежит
множеству Тб, то она имеет и обозначение такого вида: Т-г fk. Поэтому,
в силу (108), (109), (116), (104) и (105), получаем:

P(T6)q(T6) = p(Tiv..ik)q(Tiv..ik) =

■ k4...ih,o{(ff(^v^-Op[r;;:t:1i))1/]' ^=2|
<((2Л + l)^(r)p(rv..ift_1)g(rir..ift_1))^<...

... <((2/с + l)H(T))i/*+V*+~-+i/2k(p(T)q(T))i/*h^
<((2/с + P^-^fffl^-^P + 1)Я(Г))>+1/*\

Свойство (117) доказано. Вернемся к оценке (£ВС4(Г)). Из построения
множеств Т„ и Тб, (106) и (110) следует:

ЬВС(А(Т))^ 2 £»с(А(Гм)) + 2 ^(^(Гв)).TMSTM ТбеТб (118)

Для произвольной таблицы Гм е Тм из построения множества Тм следует,
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что H(TM)^H(T)/logH(T), и поэтому в силу леммы 5

LM (А (Тж)) < съ /T-fJ*L, + с6р (Тк) + c6q (Г„). (119)(log н {1))

Для произвольной таблицы Тб ^ Тб выполняется неравенство

Применяя лемму 11 и используя (120), (117), (112), (ИЗ), (116) и
(37), получаем:

LK (А (Гб)) < ^ + с14 (К5я(Гв))Л +
°82(р(Гб)?(Гб))^(1о?Я(7'б))3

+ с1ъд(Тб) + с1ъР(Тб)^ ^— Д3/2(Г)/(ЩЯ(Г))3/2
2 ((2fc + 1) Я (r))i/2+i/2ft+1 (Щ ((2fc +1) Я (Г)))8

я (r6)(EgI5g((2fc + i)g (T)))V*
(— Я (Г) \з+ си V ,_ Я(Г) ,з/2 + спЯ(*«) + с1ър(Тб)<

^jj- BJT) ,__ +
2 (2fc + 1) (Я (Г)) !/2ft+1 (I5g ((2fc + 1) Я (Г)))5

с14 Я(Гб)(1БЛ^((2А;+1)Я(Г)))^
+ (!_с;)з/2 (1^жг))з/2 + с^б> + с^ <г«>- (121)
Положим

Заметим, что тогда найдется с9 > 0 такое, что для любого значения
Н(Т) выполняется неравенство

log ((2ft + 1)Я(Г))<с;1^Я(Г). (123)
Из (118), (119) и (121), используя (123), (112), (114) и (122),
получаем:

гЕт #(гб)
LBC (А (Т)) < _ Гб5ТЯ(Л +

108 (с;)6 (2* + 1) (Я (Г))1'2^1 (13£ Я (Г))5

+ Зс"(1_с;)з/г (Гб#Тб ( б)) (1^я(г))^ +|Тм|С5<йг8я(г))* +
+ *в 2 9(^м) + св 2 р(г».) + сц 2 g(ye)+ctt 2 pW<гметм Тметм гбетб ГбеТб

< _ Я (Г) ^ 3ci4 Я(Г)(Г^1^Я(Г))1/а А
"' (C'J (2* + 1) (Я (Г))1'2"*1 (1од Я (Г))5

,* я (Г) , Л . &
j— __ Д(Л ^ _ ^ (1 - с;)'/2 (151 я (Г))3/2

(, + (тЭД(г2ия™-Я(Г))+ %2' (Щ"/(Г))» + И + / ■ ".» I f 2. Я(Г0)-Н(Г)| +
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+ (Се + с1Ъ) 2 Ч(Т0) + (с, + си) 2 p(Tv) =гиети гиеТи
н(Т) 15g я (Л +

lOgi

+

1о8Я(Г> уГ^П_п[ log Я (D
/jogffCQ V/a

\\loglogtf(2V

0 /я(Г)А<у1адЯ(Г))1М 0/ _ Я(Г) \
\ (log Я (Г))372 / 1(1о8Я(Г))3/2(1о8^Я(Г))1/а j"*"

+ о/2 н(ти)-н(Т)) + о( 2 9(?'u)) + o/ 2 Р(Ги)) =
rJT) l , 0 /я<г)(1у1^д(Г))^\
g(r)1-nf(I°gggg(r)^'\ V (1овЯ(Г))»л j"1"

Ц log Я (Г) / /
О/ 2 Я(Ги)-Я(У))+0( 2 q(Tu))+0( 2 р(Ги)Ь

-Л£)-+п(иЮ1ЩЩн(Т))*) + п( \ Н(Ти)-Н{Т)\ +log Я (Г) ^ (ТадЯ(Г))»/» J [т£ти ^ * 'J
+ 0( 2 q(Tu))+0( 2 P(7u)V (124)

Осталось оценить величины 2 ?(^и)» 2 Р(^и) и 2 Я (Ги)—_ TUSTU rUeTU TUeTU
Заметим, что из построения множества Ти следует, что для любой

таблицы Tiv„ir из Тц, у которой не все индексы U, ..., ir равны 1,
выполняется неравенство <7(7'ii...ir)^5f/7,1...12\, где ц — номер первой по

счету двойки среди индексов it, ..., 1г(Т1ш.л2 е Тп\.

Аналогично для любой таблицы Т{ .„^еТу, у которой не все
индексы U, ..., i, равны 2, выполняется неравенство р(!Г{ ...1г)^Р(Т%...пХ>

где v — номер первой по счету единицы среди индексов tx, ...,iT
/^V~ai s Тп\.

Поэтому в силу (104), (105), (108), (109) и (114) имеем:

2 ?<*,и)<?(Г1...1) + (П,и|-1) max {д(Г1...и)}<ТуеТу г1...12етп
^q(T) + 2k max {q(Tv.,u)y, (125)

*l...iaeTn

2 P(?'u)<p(7,2...2) + (|TU|-1) max {p(2Y..,i)}<TUeTU Г2...21еТп
<р(Г) + 2* max {p (ГМ1)}. (126)

a...2ite*n

Кроме того, из (107), (111) и (115) следует, что

TuSTy riie..ipeTn, * Ггг..ггеТшгГ=2 ir=l
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<-Щ-_.тах_ {?(Г1...И)} + 1М_ max_ {p{Tt..M)}
Ч...12еТП l2...21GTU

<2ft max {q(T1_12)} + 2k max {р(Г2...21)}. (127)
Т1...12<ЕТП г2...21еТП

Оценим величины q(T\„,\2), Ti,..\2^Tn. Заметим, что если Т1ш,л2
S

Тп, то для таблиц Tv Tn, ..., 7\..л выполняется неравенство
5—1

Н(Т1 Х)^Л(Т) .
Х ^'"^ log Я (Г)

В силу (104), (108), (128), (109) и (116) получаем:

(128)

Ч{Тгг)-Ч{Т), р(Тп) (-*>Ж >

>_Ш1^ИМ1/2 > (Я(Г))1/2+1/4(р(у))1/4
4^2 (1од И (T,)V* (q (T))l/2 ^ &V+1/1 (Т^Н(Т))1/2 (q (Г))1/2+1/*

fW)-(n- Т'й);
> (g (Д'))1/»+»/«+-+1/1<-*(р (Г))!^8-1

41/2+1/4+...+ 1/2« 1 (щ я (r)jl/2+... + l/2s-2 ((? (Г))1/2+1/4+...+1/23-1

(ffffl)1-1'2'"1^^))1728"1
41_1/2S * (I3g Я (Г))1-1/2*-2 (9 (Г))1-1728-1'

(г<=?)

1/2-1

<

< (2fe + i)1/2(g(n)1/iie(g(r))1~1/2S4iy2(Eiff(r))^2-^2S~1

<
д{Т){Р(Т){я(Т)Тг$41/2{2к + l)1/2(bg^(f))i/2. (129)

Из (129), (102) и (122) следует, что
2* max {в(Г1...и)}<

Ч...12еТП

^ 2h+1q (Т) (-^= =L= -т-У/2" (2ft + 1)1/2 (log Я (Л)1/аM2(IogH(T)loglogH(r))i/2 I v ' v 6 v "
ft+i-4-(ioiнет) IogiogH(T))1/2+-l-iog(2'i+i)+-i-ioiioiH(r)-?(Г)2 2" 2 . a

?(Л •o(22-f log 1 og ЩТ)—i- log log log Н(Г)+ у log log Я(Г) X
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= q(T)0{2 2 )=q(T)o(l) = o(q(T)). (130)
Аналогично доказывается, что

2" max {p{Tt..M)) = o(p{T)). (131)
Т2...21еТП

Таким образом, из (125), (126), (127), (130), (131) и (99) следует:

2 q(Tv) + 2 Р(Ти)+ 2 H(Tv)-H(T)^q(T) + p(T) +TusTu гиеТи гиети
+ 2-2" max {q{T 1...li)} + 2-2h max {р{Т2..Л1)) = o(q(T)). (132)Т1...12еТп Г2...21еТП

Окончательную оценку для Lnc(A(T)) в случае 2° получаем из (124)
и (132):

LBC (А (Т)) < _Я <Г) + О IН <Г) ^^ *£»*) + О (д (Г)). (133)BCV V "^ log Я (Г) \ (logH(T)f/2 /^ WV " V '
Из (107), (133) и (99) следует утверждение (98). Теорема доказана.
Теорема 4. Существуют положительные с\8 и с\д такие, что для

любой конечной абелевой группы G с базисом Б0 справедливо
неравенство

V G/^- loglog|GI T M (loglog| G|)3/2 T 19 VF'^
Доказательство. Пусть g^G. Тогда в силу (12) и (13)

i^|G|<ff(r7)<iog|G| + ?. Поэтому из леммы 1 и теоремы 3
следует, что

L(g,BG)^Llsc(A(TBgG)) + 2p^ _Г(^ч +

(log#(rgG))

^IbiloilGI +* + *^ (Ibibi|Gl)^ ___
+ 2с1вЯ + c17max(p,ff) + 2p<-^L + ^ Si^MS^ +log log I G\ (loglog| G\)3/*

+ (2c1Q + c17 + 3) max (p, q).

Положим Ci8 = 2ci6, C19 — 2C16 + C17 + 3. Тогда для любого элемента g^G
справедлива оценка

Lie Б.Х 75i|g| I с ^ilgl(lbiToibg|g|)1/2 . max/Dav
b(*,/>G)^ Eil5il(?I +^i8 (1^1^,^1)3/2 + <io max (/>,?).

Теорема доказана.
Замечание. Из теорем 2 и 3 следует, что для произвольной

последовательности конечных абелевых групп (G}n, заданных последова
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r> tn л max (Р> я) l°g (max (p, q))

тельностью оазисов \bG)n, при выполнении условия —; Г Х> - >■л ( шах (Р» Я) l°g log | GI л\
->0 Iоно равносильно условию logi gi —L->0] справедливо
асимптотическое равенство

т <г п \ log 1 £ I
L{G,EG)~ loglog|G|

§ 2. Асимптотика функции L(n) и остаточного члена

В этом параграфе изучается поведение функции Шеннона L(n) при
7i->°°. Порядок Ь{п) устанавливается просто. С одной стороны, для
циклической группы <g>n порядка п справедлива оценка

L(<g>n)>L(<g>n, {g))>L(g-\ {g})>[log(n-i)]~logn.
Отсюда L{n)>logn. (134)
С другой стороны, для произвольной абелевой группы G порядка п в
любом базисе Бс справедливо

L(G,5G)<g-l+ S21ogfei<? + 2 1og(nfti]<31og|ff|=:31og7i.г=1 \г=1 /
Следовательно, L(n)<3logn. (135)
Из (134) и (135) получаем, что L(n)Xlogn.

Верхняя оценка, асимптотически равная нижней оценке (134),
устанавливается уже заметно сложнее. Здесь же доказывается

Теорема 5. L{n)-logn~ 1о^д
Верхняя оценка. Рассмотрим задачу о вычислении одночленов

от многих переменных. Обозначим через I \х^х22 ... xqq) сложность вы
числения х *г *... Хп , т. е. наименьшее число операции умножения, доh k h
статочное для вычисления х^х22 ... xqq.

Лемма 12. Пусть даны целыекг>2, i<i<q. (136)
Тогда

где п == kfa... kq.
Доказательство. Без ограничения общности можно считать,

что kx>k2>...>kq. (137У
Кроме того, будем считать, что п достаточно большое (т. е. все
используемые неравенства, выполняющиеся при всех достаточно больших я,
верны).

Положим

*(») = 44i4t^)' (138)
где А — некоторая положительная константа, значение которой
определим ниже.

Разобьем множество всех переменных Х~{х\, х% ..., xq) на четыре
группы (среди которых могут быть и пустые) —Xi, X2, Хг и Х\
следующим образом.
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Положим

Обозначим
Xi = {Xi е= XI h > 2Iog nWn»°e loe »}.

a = |Xi|, wi = П fci

Будем считать, что щ «= 1, если Xi *= 0.
i: XjSXj

AV

Л* i2?2*

(Г

год ^

h->e<2p(tyio<jio<j/r

log

l°g£
^5

log л
-<р(лДод1од/?

ч
Рис. 11

Вторую группу определим так:

Обозначим

Х2 =\xi^X\a<ii<ia-\ . ?fn, [.2 { г i ^- ^ ' ф (w) log log л J

Р = |Х2|, п2= П **•
i: *ie*2

В третью группу отнесем такие ^переменные:

Х3 =

Обозначим

log

log

Y = |X3|, га3= П &i

log

log log —

(1391

(140)

(141)

(142)

(143)

Оставшиеся переменные попадают в четвертую группу:
X4 = Z\(XiUX2UX3)«teeXla + p + Y<j<3>.

Обозначим
б = |х4|, «4= П h.

i: xi<=x(

Это разбиение переменных на группы схематичпо показано на
рис. 11.

(144)

(145)

(146)
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Очевидно, что

I (ф ...£)<l (4[... /«*) + l O&t1... xha%f) + l (afe&V • • • £) +2.
(147)

Оценим (на языке схем из функциональных элементов умножения)
сверху каждое слагаемое в предположении, что каждое пи i=l, 2, 3, 4,
соответствующее непустому множеству Х-, достаточно велико (т. е. все
используемые неравенства, справедливые для всех достаточно больших
Пи верны). В случае малых щ, i.= l,, 2Т 3, 4, достаточно тривиальной

8

оценки 1{уГх ... Ув) < 2 П — 1
г=1h к

1. Вычисление ^i1 .. . х™. Вычисление основано на использовании
метода Брауэра [4] (см. также [1, с. 494—495]) асимптотически
оптимального вычисления степеней. Запишем каждый показатель ки 1 ^ i <
< а, в 2 г-арной системе счисления (значения U, 1<£<а, выберем
позже):

h = doi (2hf + dlt (2h)4~l + ... + u._i.i (21*)1 + d4.i- (148)
Блоки Вг, 1<г<а, будут вычислять х-г (рис. 12). Используя эти
блоки, построим схему 5i, реализующую ^i1^2 • • • х<х (рис. 13).

Подсчитав число элементов умножения в схеме S\, получаем:

I (41 ... *aa) < 2 (2h- 2 + Нх + t4) + a_ 1 < 2 [2h + Z& + *,). (149)
Положим

U = J log log ki — 2 log log log hi (150)
Из (148) следует, что &*^2 и, следовательно, учитывая (150),log ki log ki

t{^ ~7~ = ]loglog^-21ogloglog^[- (151)
Подставляя (150), (151) в (149) и учитывая (139), (140) и (141),
получаем:

I l#i ... Х(х, I ^^
aici / 2 log А:. log A:.
ft V(l°gl°g^i)2 + + ^log*.-2 log log log*. I ^

< 2log*.Vl + fer—Г2 +

•-lognJ

1log Л \2 ~ log П log Л/ log» Y iogn logn
[iog ф (и) log log n ) log(p(n)loglogAT-210g 10^MloglogW/1 + * +

loglog/г—log9(n)—logloglog/г—21ogloglogrc+21oglogcp(n)+2Joglogloglogrc^2 \ log nx
(log log л — log ф (л) - log log log nf) = 0g7ll + log log л +

, ( logni \ i , logni , ( bg л ^ iAM.

2. Вычисление #a+i • ■ • #a+p (P ^ !)• Выпишем по столбцам в
таблицу Гр двоичные записи чисел fca+i, &a+2, ..., &<х+э (младшие разряды
сверху). Полученная таблица имеет длину (J и высоту [log /ca+i] +1. По
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_$

2^-1

1( элементов

$\ii элементоб
УТ( раз

/.■ элементов

Рис. 12

Х1 Xz ... Xj ... Ха

Рис. 13

I *7 "2 в
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теореме 3 имеем:
LBC(4(7»)<

<Л?*1. (1 + с,Л-^-"Р"Гр;Г 1 + c,7max(p, [logfra+1] + 1)<
■1ов//(Гэ)

/1ог1огЯ(7,й'\\1/2\

ч1/2

^log//(rp) 1в (logtf^))3'2 17' 1? S '
В силу построения таблицы Гц, используя (142), получаем:

Я(7'Э)= 2 ([log*i] + l)< 2 log Л-€ + р_= log /г2 + р; (154)i=a+l i=a+l
a+flЛ(Тр)> 2 logfci-lognj. (155)

г=а+1

Из (153) с учетом (154) и (155) следует, что
, /,,/-, vv^»°8»j + P , „ , ач (logbg(log« +Р))1/2 ,

+ С„Р + c17logka+1<J^p- + 2 log^(logloglojy/aт- пг "Г 17 б «+l--ioglog«2 16 (log log га2)з/2
+ (1+ 2с1в + е„) р + с„ log *e+l. (156)

Рассматривая произведение #a+i ... #a+p как элемент конечнопо
рожденной абелевой группы <^a+i>0O X <^а+2>оо X ... X <^а+р>оо7 применяя
замечание к лемме 1 и используя (156), (141), (142), неравенство ка+\ ^
^2lognMn)loglogn и (138), получаем:

I (4+i1 - • - *ЭД < ^вс И (7^)) + 2 (flog Аь+11 + 1) - 2 <
logn^ log», (log log logn2y>*

< log log H8 + ^" (log log ,2)3/2 + (1 + *« + *») P +

+ (c17 + 2) log ka+1 < i—p-^— + 2c16 ^ -Т-У-— +W7 ' + bg log П2 ^ 16 (log log Al2)3/2
JL(9 _L , Q4 log» ^ lQgB2 , / l°£n? \ ,
+ 1^16 + ^17 + 3J ф (Д) log l0g n ^ log log „2 + ° ^log log „J +

/log, x log»2 / log^N
^ log log/г у log log/г2 ^ log log /г у х '

3. Вычисление ^a+tj+i1 • • • хч* Пусть В — некоторая положительная
константа, значение которой определим ниже. Рассмотрим два случая.

Случай 1°.
п

log —
<?-(* +|3) = 7 + 8<log^-£ 1—л (158)

1 log log —

Отдельно реализуем Sa+p+i1 .. . Za+Jj+V и ^ct+p+v+i1 • • • хч- Очевидно,
что

/ (rfea+|3+i M ^

^ I (^a+f5+l • • • ^a+p+v J + ^ ^a+p+v+l • • • #g J + 1. (159)
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а) Вычисление ^a+^+i1 ■ • • ^a+p+V- Аналогично таблице Гр определим
7\ как таблицу из столбцов двоичных записей чисел &a+p+i, • ••? fea+p+T.
Таблица Гт имеет длину *у и высоту [log Aa+p+i]+ l.

Применяя замечание к лемме 1 и теорему 3, получаем:

+ с„ max (v, [log ka+&+1] + 1) + 2 (llog &a+p+i] + 1) - 2. (160)

В силу построения таблицы Гт, используя (144), имеем:a+p+v a+p+v
H(TV)= 2 ([logA-i] + 1)< S logfcf + T-lognj + r. (161)i=a+p+l i=a+p+l

a+p+vЯ(7\>)> 2 1о8А:{==1о8/г3. (162)
i=a+p+i

Кроме того,
logn

Ла+Э+1 <*«+!< 2'<П>10в10вП. (163)
Из (160) с учетом (161), (162), (163) и (138) следует, что

l ^a+p+i ... xa+(i+v ) ^ log log ^ +
(log log (log я, + V))1/2

(log log n3f
+ cle (log и3 + y) -> „__,_,. ,3/2 + c17v + (c17 + 2) log /ca+p+ x <

< , l0f*3 + 2cw }*№W*^+ (1 + 2Cie + c17) V +"- log log ns ^ 16 (log log „^3/2 . V -r 16 T- 17; Г -r

+ 0

+ (C" + 2> ф (n/S'log » - ВДГ^ + (1 + 2Cl8 + C»> V +

Z + °(log log n ) - log log'V + (! + 2ci6 + cn) V + о [log iog„ jlog logu

(164)

б) Вычисление х%$#&% • • • 4"- БуД6М считать' что 8 = <?-(« +p +
+ if)> 1. Тогда в силу определения множеств Хз и Z4

п
log —7= \ • (165)

/ logf \
log 

V'
Поэтому

log | ^7Г

Iog;rч!' п
log log— ,V{*а+0+у +l) = (&a+(3+v+l)V :

V

< II (*a+0+i) = П *i = П3 < f.г-=1 г:эс|еАг3
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I n
Следовательно, log (A-a+p+v+1) ^ log J 1—\. Отсюда

L log log -i

l°S7TAa+P+V+1< *-. (166)
П

log log 

На основе схемы, последовательно реализующей все степени до
Aa+p+T+i включительно, можно построить схему из б—l + /ca+p+T+i — 1
элементов умножения, реализующую x£\-§+4+\ ... ^/.Учитывая (166),
получаем:

п
log —I (^5+Й1 ... iq) < б + \. (167)

log log —

Таким образом, в случае 1°, т. е. при выполнении условия (158),
из (153), (164) к (167), учитывая (159) и (165), следует такая оценка:

I (4ЭДЙ1 • • • 4?) < да^гз + (V + S) + (2с16 + с„) Y +

log^; / iog« \ IogS « log^+ —+ ofi i )< 3- + log--5 *- +
log log— Ч ' log log— l log log —nl nl nl

+ (2ci6 + c„) bg^ + _^!K_ + о/*^-) =
/ log^ \ log logi V1*1*"/J°g it
yioglog-^7г w

log — log —
log I + (2 - 5) \ + (2cM + *„) \ * +1 log log — log log — log log log •—ni ni A ^i_1 —

log log ^

log —

+«№) -l0« ^+<2+2c'«+°- - B)r^+"№> (168>\ / i log log — x '
nl

Случай 2.

log —

q-(a + £) = y + 8>log^-B L.. (169)
1 log log —

Тогда в силу определения множеств Хг, Х3 и Х4 р = . i°oglogrc- Отсюда,



О СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ В АБЕЛЕВЫХ ГРУППАХ 213

учитывая (137), (144), (146), (136) и (169), получаем:log?* р
(*а+р+1)*(п) **«*» = (ka+fi+1f < П ka+i = П h =г=1 г:х^еХ2

В 1о^

<^<2 ""Ч
Следовательно,

*1W3W4 """ 2^+б

72logБ ^
log log —

log (Ла+э+1) < lQgn * < 5Ф (и). (170)
Ф (п) log log п

Ha основе схемы, последовательно реализующей все степени до
fta+3+i включительно, можно построить схему из «у + б — 1 + /ca+p+i — 1
элементов умножения, вычисляющую #a+p+i • • • xq • Отсюда, учитывая
(170), имеем:

Z (4a++pP+V • • • 4<9) < V + б + 2Вч>(п). (171)

Таким образом, в случае 2°, т. е. при выполнении условия (169),
из (171), учитывая (136), (144) и (146), получаем следующую оценку:

I (/Ж1 • • • 4') < log (*,»«) + 2B<p(n> < log i + 2*(n). (172)

Из неравенств (168) и (172) вытекает, что и в случае 1°, и в случае
2° справедлива такая оценка:

log —

I (4++AV ... 4q) < log £ + max (2 + 2c16 + c17 - 5, 0) \ +1 log log 
+ 2**""+ <>№)■ (.73)

Положим
5 = 2 + 2с1в + c„, (174)
"-трпЫсГ (,75>

Подставляя (138), (174) и (175) в (173), получаем:

i (ййг • • • 4«) < iogi + 2"!'°<^>+<,(„££-„) 

Теперь, имея оценки (152), (157) и (176) сложности вычисления
*а+Р тг ~*a+fl+l Лсоответственно #i ... ха , ха+1 .. . #а+рк и #a+p+i ... жд, можем оце
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нить, используя (147), и сложность вычисления ххг ... xq9:

l \#i . . . Xq J ^^
_ log и, log гс п / log гс \

< 1о§ w> + bglSgll + bibg^ + l0g^ + ° (bg-bgH) =
logn logrc ^ iogw ^

= logre+I5gT^ + bgT^ + °(E?fcj- (177>

Осталось оценить сверху log°f0V Если logn* < (logbgV' T°
logn,

: л2 \^iog log луlog log

Если log n2 >—^2±H:— T0* (log log nyl0gn9 logtt^ l0g?22 l
log log tt2 "^ logn log log л __ 2 log log log иg(loglogrc)2 log log л

lQg^2
log log n

+
0 [log logn)

Таким образом, в любом случае
logrc2 logn, / iogre ч

log log дг2 ""*- log log n [log logn)' ч '
Подставляя (178) в (177), получаем:

7 [ ki M ^ 1 , l0g "l , l0g *2 , f log П \ .

^- & log log/г ^loglog/гу
Лемма доказана.
Вернемся к доказательству верхней оценки теоремы 5. Пусть G —

произвольная абелева группа порядка п, а Б0 = {g\, g2, ..., gj — ее
базис. Тогда G = (g^^ X <^2>fca X ... X <gg>ftg, где fa — порядок базисно

q

го элемента gu Ki^ <?, причем Ц /q =■ гс.
г=1

Произвольный элемент g^G можно представить в виде g =it tq
= g\gi • • • gq ,U ^ k{ — 1 (1 < i <: q). Выделим среди показателей
степени U, 1 ^ i ^ q, нулевые и единичные. Без ограшичения общности можно
считать, что это первые г показателей. Обозначим

m = 2r U t{. (179)
Очевидно, что т^п. (180)

Для сложное™ элемента g в базисе Ба справедлива оценка:

L (g, Бо) = L (g^gi* ... gq\ BG) < I (х[к .. х*;х\^ ... xq9) <

<г(4...^';+хх ...xq9). (181)
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у.2 ~2 *r+i JqДа & I ТА. ч
ля оценки сложности вычисления х± ... хгхг+1 . .. Xq применяем

лемму 12, учитывая (179):

1(4... *& .. • *У) <Юёт+ ^ + о (,J^). (182)
Из (181) и (182), используя (180), получаем:

L „. ад < 1„ » + ,*£. + „ (,_^_) < log „ + ^ + . (jig.).
Отсюда в силу произвольности группы G, базиса i?G и элемента g,
непосредственно следует асимптотическое неравенство

L(n)-Iog»< t^n
Верхняя оценка теоремы 5 доказана.
Нижняя оценка. Нижняя оценка нужного вида будет доказана

для циклической группы <g>n порядка п в базисе, состоящем из одного
элемента {g}, являющегося порождающим элементом группы.

В основе доказательства — мощностные рассуждения.
Напомним некоторые определения (подробнее см., например, [1,

с. 482-498]).
Возрастающей аддитивной цепочкой для натурального числа п

называется последовательность натуральных чисел

1|=(2о< а\ <а2 < ... <ат = п, (183)
обладающих тем свойством, что аг- = а, + а{ при некоторых / < I < i для
всех 1 ^ i ^ г.

Наименьшее значение г длины возрастающих аддитивных цепочек
для п называется аддитивной сложностью числа п и обозначается 1(п).

Индукцией по i легко показать, что сц < 2\ и поэтому для любой
возрастающей аддитивной цепочки (183) справедливо неравенствоlogn<r. (184)

Заметим, что 1(п) = 1(хп), (185)
так как по возрастающей аддитивной цепочке (183) естественным
образом строится схема для вычисления хп, использующая ровно г операций
умножения, причем 2-й элемент схемы вычисляет хч, и наоборот, по
схеме просто строится аддитивная цепочка той же сложности, которую
можно легко сделать возрастающей.

Пусть т>2, 0<е<1.
Обозначим через N(m, г) число возрастающих аддитивных цепочек

(183), удовлетворяющих соотношениям2m<w<2m+1; (186)
r< m + (l — e)m/logm. (187)

Через N(m, е) обозначим число возрастающих аддитивных цепочек
(183), удовлетворяющих соотношениямп>2т; (188)

г < т + (1 — e)77i/logm. (189)
П. Эрдеш [5] (см. также [1, с. 495—498]) доказал следующее

свойство N(m, г):
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Лемма 13. Для всякого 0< е < 1 найдется Ъ = Ь(е)> 1 такое, что

при всех достаточно больших m
N(m, e)<2w/6w.

Другими словами, для больших ж величина N{771, &) существенно
меньше количества чисел п, удовлетворяющих условию (186).

С использованием леммы 13 докажем аналогичное свойство N(m, e).
Лемма 14. Для всякого 0<е^1 найдется с = с(е)> 1 такое, что

при всех достаточно больших m

М{т,г)<.2-.

Доказательство. Любая аддитивная цепочка (183),
удовлетворяющая условию (189), в силу (184) удовлетворяет и соотношению

гс<2 1ое™. (190)
Кроме того, для целых т > 2 и i>0 справедливо неравенство

<™+0 + ^^>» + ^. (19П
В силу определения N(m, e) и N(m, е), (190) и (191), имеем:

(1—e)m/logm
N(m, б))< 2 N(m+i, е).

г=0

Тогда, применяя лемму 13, получаем, что найдется 1<Ь = Ь(е)<2
такое, что при всех достаточно больших т выполняется соотношение

(1-е)™ .

(x-e)^logm 2m+i /j
г=0

+ (l=e)m+1

= 2 — 6

/ 9 \ logm ^
(-§-) • <l92>

Обозначим с = с (е) = — ' . Тогда, учитывая, что 1 < Ъ < 2, имеем:1<с<&<2. (193)
Поэтому при всех достаточно больших т выполняется неравенство

(l-8)m» wi-j- — hi/ о \ log"» 9m-f <?• (194>
2—6

так как оно равносильно неравенствам

log:
(1+^+^)(1-1^&)+-Ч=^<1--10^

6
log;(i I 1-8 1 1 V-log& . i0g2-& ,

V1 "*" Ll0g/?l ^ TO /II — log С ■*" /71 (1 — logc)^1'

а последнее из них при достаточно больших т в силу (193)
выполняется.
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Окончательно из (192) и (194) следует, что при всех достаточно~ 2т
больших т выполнено N(m, е)< —, где вследствие (193) с = с(г)> 1.
Лемма доказана.

Теперь вернемся к получению нижней оценки.
Лемма 15. Для всякого е > О при всех достаточно больших п

выполняется неравенство

*.«!>., м» п.»» -1М-И- "|- ;;к'-т,Г-1т, "•
Доказательство. Каждой минимальной схеме из элементов

умножения, реализующей gs ^ <gn>, s<n— 1, естественным образом можно
поставить в соответствие возрастающую аддитивную цепочку для t, где
t имеет вид £ = s +1 • /г, Z ^ О, причем сложность схемы, реализующей g%
будет равна аддитивной сложности числа t. Схемам, реализующим
разные элементы g*1 и gs* группы <g>n (т. е. 0<si<S2^w—1) будут
соответствовать разные аддитивные цепочки, так как их последние члены
будут сравнимы по модулю п соответственно с s\ и $2.

Положим 77i = [log(w-l)]-l. (195)
Предположим, что

£(<*>».{*>)<»+ <Ц^р. (196)
Рассмотрим аддитивные цепочки, соответствующие минимальным

схемам для элементов g2"\ g%m+1, ..., gn~1 группы <g>n. Их не менее чем
/г — 1 — 2т штук, причем в силу (196) все они удовлетворяют условиям
(188) и (189). Поэтому N(m, &)>n— l — 2m. Отсюда, учитывая (195),
получаем, что N(m, e)>2m.

Но, с другой стороны, при всех достаточно больших m (а
следовательно, в силу (195) и при всех достаточно больших п) по лемме 14
N(m, e)<2m.

Таким образом, при всех достаточно больших п предположение
(196) неверно. Лемма доказана.

Следствие. L(n)—logn^ log°i0gn
Доказана нижняя оценка (а с ней и вся теорема).
В заключение автор выражает искреннюю благодарность

научному руководителю О. Б. Лупанову за внимание к работе и ценные
советы.
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