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Аннотация. В работе с помощью дискретного логистического уравне-
ния Фейгенбаума проводится математическое моделирование распростра-
нения волн эпидемии коронавируса в разных странах. Показано, что вы-
бранная модель является оптимальной для описания сложной динамики 
распространения инфекций в открытых, неоднородных системах при не-
точно заданных статистических данных. Разработана методика выявления 
локальных волн эпидемии и определения параметров модели. Показано, 
что модель позволяет хорошо описывать статистические данные и делать 
реалистичные прогнозы. Модель применяется для моделирования общего 
числа случаев заболевания, общего количества смертей, выздоровлений и 
расчета активных случаев. 

Ключевые слова: математическое моделирование, эпидемия COVID-
19, открытые системы, дискретное логистическое уравнение, суперпози-
ция эпидемиологических волн, прогнозирование 

Mathematical modeling and forecasting  
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Abstract. In this paper, using the Feigenbaum logistic map, mathematical 
modeling of the spread of waves of the coronavirus epidemic in different coun-
tries is carried out. It is shown that the chosen model is optimal for describing 
the complex dynamics of the spread of infections in open, heterogeneous sys-
tems with inaccurately specified statistical data. A method for detecting local 
epidemic waves and determining the model parameters has been developed. It 
is shown that the model makes it possible to describe statistical data well and 
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make realistic forecasts. The model is used to model the total number of cases, 
the total number of deaths, recoveries, and the calculation of active cases. 

Keywords: mathematical modeling, COVID-19 epidemic, open systems, 
logistic map, superposition of epidemiological waves, forecasting 

Введение 
Эпидемия, вызванная коронавирусом COVID-19, – самая серьёзная 

пандемия в мире за последнее столетие. На начало марта 2021 г. общее 
число инфицированных превысило 119 млн, от COVID-19 погибли более 
2,65 млн чел. Косвенные потери – гораздо больше, их еще предстоит оце-
нить. Так, в России по данным Росстата в 2020 г. смертность выросла на 
18%, или на 323,8 тыс. чел., из них на умерших с COVID-19 приходится 
около половины.  

Для того чтобы успешно противостоять распространению инфекции, 
необходимо анализировать динамику развития заболеваемости, рассчиты-
вать нагрузку на здравоохранение и делать реалистичные прогнозы. Все 
это можно делать с помощью адекватной математической модели  

Математическое моделирование распространения эпидемии COVID-
19 в разных странах и регионах мира, началось с момента первой вспышки 
болезни в Китае и интенсивно проводится в настоящее время. Для этой це-
ли используются различные модели: модели логистического роста [1-4], 
компланарные модели типа SIR, SEIR, SIRS, SAIR [5-12] и др. более слож-
ные [13-16], которые учитывают различные уточняющие факторы. Чем 
сложнее модель, тем больше неизвестных параметров она содержит, кото-
рые зачастую трудно оценить. Теоретически компланарные модели приме-
нимы в однородных изолированных системах, когда имеет место хорошее 
перемешивание в популяции и выполняется закон действующих масс. 

Реальные системы (страны, города, регионы) являются открытыми и 
неоднородными. В результате время от времени случайно в том или ином 
месте возникают новые источники заражения, запускающие новые цепоч-
ки передачи инфекции от зараженных людей к восприимчивым. Это озна-
чает, что статистические данные, собранные в виде кумулятивных и эпи-
демических кривых, представляют собой суперпозицию многих локальных 
волн эпидемии. 

Кроме того, при моделировании надо иметь в виду, что статистиче-
ские данные имеют большую погрешность; по разным оценкам ошибка со-
ставляет от 20 до 80%. Нахождение параметров модели по неточно задан-
ным статистическим данным является обратной, некорректно поставлен-
ной задачей, которая имеет неединственное решение.  

Было предпринято много усилий по адаптации моделей типа SIR к 
описанию сложной динамики распространения коронавируса [10,13], од-
нако всех трудностей по решению обратной задачи определения парамет-
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ров моделей преодолеть не удалось. Почти нет работ, которые описывают 
распространение инфекции как суперпозицию волн. 

Для моделирования столь сложной динамики распространения мы 
использовали относительно простое дискретное логистическое уравнение 
Фейгенбаума, которое в определенном диапазоне изменения параметров 
описывает логистический рост популяции в среде с ограниченными ресур-
сами. Мы его применили для описания и прогнозирования не только обще-
го числа заболевших, но и кумулятивного числа смертей и выздоровевших. 

Мы разработали методику выявления локальных волн и подбора па-
раметров для их описания в модели. Локальные волны добавляются в мо-
дель последовательно со временем, когда расчетные данные начинают от-
ставать от фактических.  

Используя дискретное логистическое уравнение, мы исследовали 
распространение эпидемии COVID-19 в ряде стран в разных регионах мира 
с начала распространения эпидемии, добавляя все новые и новые волны 
[23]. В настоящей работе представлены результаты моделирования разви-
тия эпидемии в Израиле, Японии и республике Беларусь. 

1. Математическая модель распространения инфекций 

1.1. Модель распространения одной волны эпидемии. Для описа-
ния и прогнозирования сложной динамики распространения эпидемий ти-
па коронавируса COVID-19 мы использовали дискретное логистическое 
уравнение, предложенное Мэйем в 1976 г. [17] и ставшее популярным по-
сле работ Фейгенбаума, Шарковского и других ученых. Оно имеет вид: 

, задано, (1) 

где  – общее число рассматриваемых случаев (или кумулятивная чис-
ленность популяции) в n-й день;  начальное число случаев в первый 
день , с которого начался отсчет;  – параметр, характеризующий 
скорость роста популяции; N – емкость, или нормировочный множитель. 
Решением уравнения (1) является последовательность чисел { }. 

В зависимости от значения коэффициента  поведение системы мо-
жет сильно изменяться. В диапазоне изменения параметра  оно 
демонстрирует логистический рост − это рост численности популяции в 
среде с ограниченными ресурсами. Именно этот диапазон изменения па-
раметра мы используем для описания распространения эпидемий. Здесь 
дискретное логистическое уравнение описывает все фазы развития эпиде-
мии: стадию экспоненциального роста на ранней стадии распространения 
при , затем стадию замедления скорости роста заболеваемости, пик 
заболеваемости, характеризуемый наибольшим приростом, и заключи-
тельную стадию спада эпидемии. При этом к концу эпидемии общая чис-
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ленность популяции асимптотически стремится к стационарному значе-
нию, равному: 

; → , при . (2) 

Соотношение (2) верно, если  остается постоянным на всем протя-
жении эпидемии. Если коэффициент  изменяется, то в формулу (2), надо 
подставить последнее значение параметра.  

Из выражения (2) видно, что окончательная численность популяции 
зависит не только от емкости системы , но и от коэффициента . Чем 
больше значение  тем больше окончательное число заразившихся. При 

 оно максимальное и равно половине емкости .  
Дискретное логистическое уравнение (1) непосредственно описывает 

изменение со временем суммарного числа заболевших , то есть 
задает кумулятивную кривую. Уравнение для ежедневных новых случаев 
заболевания, или ежедневных приростов имеет вид:  

  (3) 

где ,  стационарное значение (2). Это урав-
нение описывает эпидемическую кривую. Поскольку → , при  из 
уравнения (3) получаем, что → 0 при . 

Из выражения (3) следует, что при относительно небольшой числен-
ности популяции приросты изо дня в день увеличиваются, пока не достиг-
нут максимума, затем они начинают уменьшаться. Максимальное значение 

 найдем, продифференцировав (2). Оно достигается при: 

, . (4) 

Если приросты уменьшились до нуля, то эпидемия закончилась. Од-
нако, бывает, что ежедневные приросты не падают до нуля, а держатся до-
вольно долго на каком-то уровне. Это означает, что эпидемия перешла в 
эндемическую стадию. Тогда возможна новая вспышка эпидемии спустя 
некоторое время. 

1.2. Определение параметров дискретного логистического урав-
нения по статистическим данным. Рассмотрим сначала калибровку мо-
дели для описания одной волны. Приведем модель (1) к безразмерному ви-
ду: 

, (5) 

Как правило, начальное значение  задавалось равным 1 ( ). 
Дискретный интервал времени  мы взяли в 12 часов. 
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Параметр  определяется в начале волны на стадии экспоненциального ро-
ста по статистическим данным. 

,  (6) 

где  – статистические данные, число случаев в n-ый день;  – среднее 
значение отношения (6) за несколько дней. Поскольку в модели число слу-
чаев мы пересчитываем через 12 часов, то коэффициент  равен:  

, , (7) 

Со временем показатель  может уменьшаться, и мы это отслежива-
ем из анализа статистических данных и связываем с информацией о введе-
нии ограничительных мер. Последнее значение  используется для прогно-
зирования. 

Параметр N определяется в пике эпидемии из формул (4): 

, или , (8) 

где  и  − средние значения числа случаев и ежедневных приростов в 
окрестности пика, соответственно. 

Иногда пик эпидемии представляет собой достаточно длинное плато, 
тогда значение N приходится изменять, уточнять. До пика, начиная со ста-
дии экспоненциального роста, мы задаем разные предполагаемые значения 
емкости N, и для разных значений N мы прогнозируем разные сценарии 
развития эпидемии. Для каждого сценария мы рассчитываем, когда будет 
пик, каков будет прирост в пике, сколько будет случаев каждый день, ко-
гда волна закончится и сколько заболевших она даст.  

1.3. Модель распространения нескольких волн эпидемии. Для 
расчета распространения эпидемии в виде нескольких волн используется 
несколько дискретных уравнений вида (5), описывающих каждая свою 
волну, со своей емкостью , набором показателей , началом отсчета 
времени  и начальным значением заболевших : 

. (9) 

 = , , (10) 

где  − число волн.  
Общее число случаев в момент времени  определяется суммой: 

  (11) 
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Кратко опишем алгоритм определения параметров очередной ло-
кальной волны. Пусть в модели мы уже использовали j волн для описания 
распространения инфекции. Суперпозиция этих волн до какого-то момента 
времени  хорошо описывала статистические данные : 

. 

А затем суммарная j-я волна пошла на спад, и статистические данные 
стали опережать расчетные данные. Тогда разница между статистическими 
данными и расчетными дает последовательность значений  для опреде-
ления следующей волны: 

, … (12) 

Параметры уравнения (5) для описания j+1-й волны (12) подбираем 
так же, как для первой волны: сначала коэффициент  и несколько предпо-
лагаемых значений N, описывающих разные сценарии развития j+1-й вол-
ны. Затем в окрестности пика уточняем значение емкости N и делаем 
окончательный прогноз по дальнейшему развитию этой волны. 

Результаты моделирования 
Вот уже целый год мы проводим исследования и делаем прогнозы по 

динамике распространения эпидемии в разных странах и регионах, начи-
ная с марта 2020 г. [19-22]. Мы моделировали развитие эпидемии в Брази-
лии, Индии, США, Испании, Италии, Швеции, России, Москве и др. [23]. В 
настоящей работе впервые представлены результаты моделирования не 
только общего числа случаев заболевания, но и общего количества смер-
тей, выздоровлений и активных случаев в Японии, Израиле и республике 
Беларусь. Статистические данные по развитию эпидемии заражения коро-
навирусом COVID-19 мы брали с сайта Worldometer [18]. 

Япония. За год распространения заболевания коронавирусом в Япо-
нии наблюдается три большие вспышки. В модели они описаны в виде су-
перпозиции пяти локальных волн. Расчетные и фактические данные для 
случаев заражения коронавирусом, для смертельных случаев и случаев вы-
здоровления представлены на рис. 1a–f. Мы видим, что модель хорошо 
описывает статистические данные на отрезке наблюдения с 15.02.20 по 
22.01.21. Для первой весенней вспышки заболевания, которая почти пол-
ностью затухла в конце мая, прекрасно совпали фактические данные по 
общим случаям заражения (16536 чел.) с теоретическими по модели 
(16478) и расчетными данными (16500).  

Вторая и третья волны вспыхнули, по-видимому, из-за ослабления 
ограничительных мер. Как следует из расчетов по модели, вторая волна 
начала формироваться в конце мая, а давать существенные приросты (бо-



Проектирование будущего 

184 

лее 100 чел.) с первых чисел июля. Она оказалась мощнее первой волны 
почти в четыре раза и дала около 60.5 тыс. инфицированных. Ее пик при-
шелся на 10 августа.  

Осенне-зимняя вспышка началась с возникновения третьей волны в 
начале сентября, когда еще не спала вторая волна. Третья локальная волна 
была относительно небольшой. Она прошла пик в середине октября и 
начала спадать. Но слабые ограничения и открытые границы привели к но-
вому мощному росту числа инфицированных, как во многих других стра-
нах. В модели этот рост описывается с помощью двух локальных волн, 
четвертой и самой большой пятой (см. рис. 6б). Пик пятой волны наблю-
дался в середине января, и потом она резко пошла на спад вместе с факти-
ческими данными.  

Динамика прироста числа смертных случаев и случаев выздоровле-
ния также хорошо описываются выбранной моделью (см. рис. 1 с–f). Мы 
видим, что даты пиков прироста смертельных случаев сдвинуты по отно-
шению к датам пиков приростов выздоровевших (они отмечены на графи-
ках), что не согласуется с SIR-моделью.  

Зная, как изменяется общее число заболевших, умерших и выздоро-
вевших в модели, можно рассчитать динамику изменения активных случа-
ев по дням: 

, (13) 

где  число активных случаев в n-й день, , ,  число общих 
случаев, число смертей и выздоровлений соответственно.  

  
(a)      (b) 
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(c)      (d) 

 
(e)      (f) 

Рис. 1 Динамика распространения эпидемии коронавируса в Японии 
между 15/02/2020 и 22/01/2021. Фактические данные и результаты 

моделирования, прогноз. Цифрами обозначены расчетные волны в модели 

Соответствие расчетного числа активных случаев со статистически-
ми данными на отрезке наблюдения и стремление прогнозного значения 
активных случаев к нулю по окончанию последней волны является крите-
рием правильности проведенного моделирования. На рис. 2а мы видим 
прекрасное совпадение расчетных значений активных случаев с фактиче-
скими данными.  



Проектирование будущего 

186 

   
(a)      (b) 

Рис. 2 Динамика изменения активных случаев в Японии а) и в Израиле б) 

Израиль. В Израиле за год с начала эпидемии наблюдалось четыре 
вспышки заболевания коронавирусом, которые в модели описываются в 
виде четырех волн с емкостями N1 = 340 тыс., N2 = 2 млн, N3 = 4.4 млн и 
N4 = 17 млн соответственно. Расчетные и фактические данные о развитии 
заболевания представлены на рис. 3a–f. Мы видим, что модель также хо-
рошо описывает статистические данные, как и для Японии.  

Первая волна в Израиле прошла свой пик 1 апреля. Именно тогда в 
самом начале апреля была уточнена емкость первой волны в 340 тыс. чел. 
Последний показатель роста был α = 1,052. Первая волна по расчетам 
должна была закончится в конце мая и выйти на теоретическое стационар-
ное значение общей численности инфицированных, вычисленное по фор-
муле (2): 

. 

Это полностью совпало с расчетными данными по модели (16804 
инфицированных в конце мая) и прекрасно подтвердилось статистически-
ми данными, которые 27 мая дали общее число инфицированных 16872 
человек. Таким образом, прогноз, сделанный по модели, здесь работал це-
лых два месяца, пока не началась новая летняя вспышка заболевания коро-
навирусом.  

Волны коронавируса в Израиле развивались по возрастающей. Вто-
рая волна закончилась в начале октября и дала – 84,2 тыс. заболевших. 
Третья волна возникла, когда вторая только начала затухать.  

Пик третей волны наблюдался в конце сентября. Правительство Из-
раиля в сентябре ввело сильные ограничительные меры, что позволило за-
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тормозить распространение инфекции. В модели это отразилось в умень-
шении показателя скорости роста 18 и 29 сентября. Третья волна закончи-
лась в начале декабря и добавила 216.6 тыс. заболевших.  

Четвертая волна – самая мощная, имеет самую большую емкость, 
превосходящую численность страны. Это указывает на открытость систе-
мы, в которою входят представители других стран. По расчетам она закон-
чится в конце июня и добавит 504.7 тыс. заболевших, а суммарное количе-
ство заболевших в результате всех волн, проявившихся на сегодняшний 
день, будет 822.5 тыс.  

  
(a)      (b) 

 
(c)      (d) 
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(e)      (f) 

Рис. 3 Динамика распространения эпидемии коронавируса в Израиле 
между 22/02/2020 и 22/01/2021. Фактические данные и результаты 
моделирования. Цифрами обозначены расчетные волны в модели 

Динамика прироста числа смертных случаев, случаев выздоровления 
и активных случаев также хорошо описывается, как и для Японии (см. 
рис. 3с–f и рис. 2b). 

Беларусь. Рассмотрим, как протекает эпидемия коронавируса в рес-
публике Беларусь, единственной европейской стране, не считая Швеции, в 
которой не вводились жесткие ограничительные меры. На рис. 4a, b пред-
ставлены фактические данные и результаты расчетов по математической 
модели для общего числа инфицированных. Мы видим, что распростране-
ние коронавируса в Беларуси происходит в виде двух волн: весенней 
вспышки и более мощной осенне-зимней, которая сейчас в феврале - марте 
2021 г. медленно идет на спад. По расчетам эта волна закончится в августе, 
общее число инфицированных тогда будет 340 тыс. Если для описания 
эпидемии в модели для США и Москвы мы использовали 11 локальных 
волн, в Испании – 6 волн, в Швеции – 9 волн [23], то в Беларуси только 
две. Это говорит о том, что Беларусь – более однородная страна c хорошим 
перемешиванием. Емкости волн указаны на рис. 4а. Вторая емкость более 
чем в 2 раза превосходит население страны, что можно объяснить тем, что 
Беларусь интегрирована с Россией и связана с европейскими странами. 

Беларусь лучше многих стран проходит испытание эпидемией. Так 
ее население чуть больше, чем население Израиля, а число инфицирован-
ных на сегодняшний день почти в три раза меньше, чем в Израиле. Кроме 
того, в Беларуси очень низкая смертность от коронавируса, гораздо ниже, 
чем в России и других странах, меньше 1%.  
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(a)      (b) 

Рис. 4. Динамика распространения эпидемии коронавируса в Беларуси 
между 28/02/2020 и 13/03/2021. Фактические данные и результаты 

моделирования 

 
(a)      (b) 

Рис. 5. Динамика изменения числа смертей от коронавируса в Беларуси 
между 28/02/2020 и 2/02/2021. Фактические данные и результаты  

На рис. 5a, b представлены фактические данные и результаты расче-
тов по математической модели для изменения числа смертей. Заметим, что 
в Беларуси рост смертей идет в виде трех волн, в то время как общее число 
заразившихся – в виде двух волн. Вторая, относительно небольшая волна, 
по-видимому, является отголоском первой волны, когда люди, тяжело и 
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долго болевшие, с хроническими заболеваниями, все-таки не справились с 
болезнью. По расчетам суммарное количество умерших от коронавируса 
людей в конце третьей волны будет порядка 2300 чел.  

Заключение 
Для моделирования сложной динамики распространения волн эпи-

демии коронавируса в разных странах мы использовали относительно про-
стое дискретное логистическое уравнение. Показано, что выбранная мо-
дель адекватно описывает динамику развития эпидемии в открытых неод-
нородных системах при большой погрешности статистических данных. 
Мы разработали методику выявления локальных волн и подбора парамет-
ров для их описания в модели. Модель хорошо описывает не только общее 
число случаев заражения, но и рост общего числа смертей и выздоровле-
ний.  

С помощью нее можно делать реалистичные прогнозы. В среднем 
прогнозы по модели работали 10-14 дней, в худшем случае – неделю. Про-
блема состоит не в точности модели, а в открытости и непредсказуемости 
системы. 

Эпидемия заражения коронавирусом не заканчивается. Если в одних 
странах она пошла на спад, в других – наблюдается новый всплеск заболе-
ваемости. Чтобы держать ситуацию под контролем, необходимо делать 
прогнозы на основе модели, сравнивать расчетные данные со статистиче-
скими, корректировать параметры модели или вводить новые локальные 
волны и делать прогнозы снова. На основании прогнозов принимать реше-
ние об усилении или ослаблении ограничительных мер. 
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