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Предисловие

Понятие полианалитической функции — одно из самых естественных

и важных для приложений обобщений понятия голоморфной функции. По-

лианалитические функции — это многочлены от комплексно сопряженного

переменного z с голоморфными коэффициентами, т.е. функции вида

f(z) = zmfm(z) + · · ·+ zf1(z) + f0(z),

гдеm— фиксированное натуральное число, а f0, f1, . . . , fm — функции,

голоморфные в некоторой области. Полианалитические функции также

представляют собой частный случай пространства решений эллиптического

уравнения (а именно, уравнения ∂
n
f = 0, где

∂ =
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
—оператор Коши–Римана). Теория полианалитических функций— активно

развивающаяся область современного анализа, привлекающая внимание

специалистов в России и за рубежом (особенно интенсивные исследования

в этой области ведутся в Испании, Канаде, США).

Цель настоящей монографии состоит в том, чтобы изложить результаты

в области теории полианалитических функций, полученные за последние

15 лет в работах автора и его коллег и соавторов (А. Буаве, П.М. Готье,

Д. Кармоны, М.Я. Мазалова, П. В. Парамонова). Основная тема данной

книги — аппроксимация полианалитическими многочленами в различных

функциональных нормах. В то время как классические задачи равномерной

и гладкой аппроксимации многочленами и рациональными функциями ком-

плексного переменного, а также соответствующие задачи аппроксимации

в пространствах Lp, были решены в знаменитых работах А. Г. Витушкина,

М.В. Келдыша, С.Н. Мергеляна, В. П. Хавина, задачи аппроксимации по-

лианалитическими функциями либо были решены совсем недавно, либо

остаются открытыми и в настоящее время. Значительная трудность этих

задач связана с тем, что они не допускают решения ни в чисто топологиче-

ских (как в теореме Мергеляна), ни в емкостных (как в теореме Витушкина)
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терминах. Одно из важных достижений автора заключается в том, что ему

удалось найти аналитические характеристики, отвечающие за возможность

аппроксимации полианалитическими многочленами.

Монография написана очень ясно и подробно, с большим количеством

примеров. Монография К.Ю. Федоровского дает замкнутое и хорошо про-

думанное изложение важного раздела современного анализа. Я убежден,

что эта книга будет интересна и полезна специалистам по комплексному

анализу и теории аппроксимации. Изложенный в ней материал может быть

использован как основа для специальных курсов для студентов старших

курсов и аспирантов, специализирующихся по анализу.

Д.ф.-м.н., профессор РАН А.Д. Баранов

профессор кафедры Математического анализа

Санкт-Петербургского государственного университета



Введение

Полианалитические функции возникли в первой половине XX столетия

в связи с развитием плоской теории упругости.

В работах Г. В. Колосова и Н.И. Мусхелишвили показано, что бианали-

тические функции, т.е. функции вида

zf(z) + g(z),

где f и g— голоморфные функции комплексного переменного z, являются

очень удобным и эффективным средством решения возникающих в этой тео-

рии задач. В качестве естественного обобщения бианалитических функций

возникли полианалитические функции, т.е. функции вида

zmfm(z) + · · ·+ zf1(z) + f0(z),

гдеm— фиксированное натуральное число, а f0, f1, . . . , fm — голоморф-

ные функции. Систематическое изучение полианалитических функций на-

чалось в середине XX столетия и активно продолжается по сей день. По-

лианалитические функции возникают не только в связи с задачами теории

упругости. Их изучение представляет собой один из возможных подходов

к изучению функций многих комплексных переменных на неаналитиче-

ских поверхностях. Многие результаты, методы и подходы, возникшие

в теории полианалитических функций, оказываются полезными для теории

эллиптических дифференциальных уравнений и систем. Кроме того, теория

полианалитических функций оказалась весьма богатой и содержательной,

она содержит много интересных «внутренних» задач.

Среди этих задач выделим задачи аппроксимации функций полианали-

тическими функциями и многочленами, т.е. функциями вида

zmgm(z) + · · ·+ zg1(z) + g0(z),

где g0, . . . , gm — рациональные функции или многочлены комплексного

переменного, на компактных подмножествах комплексной плоскости в нор-

мах пространств непрерывных, гладких и суммируемых функций. Кроме
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того, надо выделить задачи о граничном поведении полианалитических

функций и разнообразные краевые задачи для полианалитических функций.

Данная книга посвящена задачам равномерной и гладкой аппроксима-

ции функций полианалитическими многочленами. В нее вошли результаты

автора и его коллег, полученные за последние 10–15 лет. Многие из этих

результатов не являются окончательными, но они показывают, какие новые

феномены возникают в обсуждаемой проблематике. В этом смысле данная

книга может рассматриваться как «этап большого пути». Автор надеется,

что она будет интересной и полезной широкому кругу специалистов по

комплексному анализу и качественной теории приближений и привлечет

дополнительный интерес к теории полианалитических функций.

Книга имеет следующую структуру. В первой главе дается определе-

ние полианалитической функции и приводятся основные понятия, связан-

ные с полианалитическими функциями. Материал этой главы не является

сколько-нибудь подробным обзором теории полианалитических функций,

но он дает возможность сделать дальнейшее изложение замкнутым, а также

позволяет понять, какие основные отличия возникают в теории полианали-

тических функций по сравнению с обычными голоморфными функциями.

Во второй главе формулируются и обсуждаются основные рассматривае-

мые в книге аппроксимационные задачи. Третья глава посвящена условиям

приближаемости функций полианалитическими многочленами в нормах

пространств гладких функций на компактных подмножествах комплексной

плоскости.

Главы с четвертой по восьмую посвящены задаче о равномерной при-

ближаемости функций полианалитическими многочленами на компактных

подмножествах комплексной плоскости.

В четвертой главе вводится и обсуждается понятие неванлинновской

области. Эта специальная аналитическая характеристика плоских односвяз-

ных областей является ключевой для рассматриваемой задачи, и именно

она существенно отличает эту задачу от других задач равномерной, гладкой

или Lp-приближаемости функций решениями эллиптических дифферен-

циальных уравнений с постоянными комплексными коэффициентами на

компактных подмножествах комплексной плоскости.Пятая глава содержит

два критерия равномерной приближаемости функций полианалитически-

ми многочленами. Первый из них решает упомянутую задачу для компак-
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тов Каратеодори в терминах неванлинновских областей. Второй критерий,

справедливый для любых компактов, не является окончательным. Он име-

ет редуктивный характер и позволяет сводить рассматриваемую задачу

к соответствующей задаче для компактов более простого вида. В шестой

главе рассматриваемая задача изучается для компактов специального вида,

к которым, во многих случаях, она сводится при помощи редуктивного

критерия приближаемости, полученного в пятой главе. В седьмой главе рас-

сматривается зависимость условий равномерной приближаемости функций

полианалитическими многочленами от порядка полианалитичности (оказы-

вается, что для компактов, не являющихся компактами Каратеодори, такая

зависимость имеет место). Восьмая глава посвящена равномерной прибли-

жаемости функций полианалитическими многочленами с ограничениями

на допустимые степени сопряженного переменного типа лакунарности, т.е.

полианалитическими многочленами вида

zkmpm(z) + · · ·+ zk1p1(z) + p0(z),

где k1, . . . , km — такие натуральные числа, что k1 < · · · < km.

В книге активно используется понятие множества (области и компакта)

Каратеодори. Свойства областей и компактов Каратеодори, важные для

теории приближений, обсуждаются в девятой главе.

Некоторые стандартные понятия и обозначения

Приведем некоторые стандартные обозначения, которые будут исполь-

зоваться на протяжении всей книги. Множества натуральных, целых, веще-

ственных и комплексных чисел будут обозначаться стандартно: N, Z, R и C.
При этом z ∈ C будет обозначать не только комплексное число z = x+ iy,

но и соответствующую точку (x, y) плоскостиR2 (здесь x = Re z, а y = Im z

— вещественная и мнимая части z). Кроме того, будет использоваться обо-

значение Z+ = {m ∈ Z : m > 0}.
Через C[z] и C(z) мы будем обозначать пространства, состоящие из

всех многочленов и рациональных функций комплексного переменного z

(элементами этих пространств будут именно функции комплексного пере-

менного, а не соответствующие алгебраические объекты).
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Кроме того, всюду в дальнейшем через z и z будут обозначаться не

только соответствующие комплексные переменные z = x+ iy и z = x− iy,

но и функции — тождественная и z 7→ z соответственно.

Далее, для произвольной функции g(·) положим g∗(w) = g(w) для всех

таких w, где функция g∗ определена.

Символом D мы будем обозначать (открытый) единичный круг в C,
а символом T— единичную окружность. Т.е.

D = {z ∈ C : |z| < 1}, T = {z ∈ C : |z| = 1}.

Кроме того, через D(a, r) мы будем обозначать открытый круг с центром

в точке a ∈ C и радиусом r > 0, т.е. D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r}.
Под мерой мы будем понимать конечную комплекснозначную борелев-

скую меру.

Символом A(E) будет обозначаться площадь (двумерная мера Лебега)

данного подмножества E комплексной плоскости C.
Если µ1 и µ2 — две меры, то запись µ1 � µ2 будет обозначать, что мера

µ1 абсолютно непрерывна относительно меры µ2. Запись µ1 ⊥ µ2 будет

означать, что меры µ1 и µ2 взаимно сингулярны.

Если µ— некоторая мера, а X — некоторое множество µ-интегрируе-

мых функций, то через µ ⊥ X мы будет обозначать тот факт, что мера µ

ортогональна множеству X , т.е.

∫
f dµ = 0 для любой функции f ∈ X .

Для меры µ и µ-измеримого множества E через µ|E будет обозначаться

сужение меры µ на E, т.е. µ|E(E1) = µ(E1 ∩ E) для любого измеримого

множества E1.

Символом SuppT мы будем обозначать носитель функции (меры или

распределения) T ; символом 〈T |φ〉— действие распределения T на (проб-

ную) функцию φ, а через T1 ∗ T2 — свертку распределений T1 и T2.

Преобразованием Коши меры µ называется (обобщенная) функция

µ̂(z) =
1

2πi

∫
dµ(ζ)

ζ − z
.

Хорошо известно, что µ̂ голоморфна вне Supp(µ) и ∂µ̂ =
i

2
µ в смысле

обобщенных функций.
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Рис. 1. «Рог изобилия» — пример области Каратеодори

Для произвольного множества E ⊂ C мы обозначим через E◦ его внут-

ренность, через E — его замыкание, а через ∂E — его границу.

Всюду в дальнейшем под контуром мы будем понимать простую замкну-

тую кривую, не обязательно спрямляемую. Классическая теорема Жордана

утверждает, что для любого контура Γ ⊂ C справедливо равенство

C = Int(Γ ) t Γ t Ext(Γ ),

где Int(Γ ) и Ext(Γ )— две области, причем Int(Γ )— ограниченная область,

а Ext(Γ )— нет, и ∂ Int(Γ ) = ∂ Ext(Γ ) = Γ . Область Int(Γ ) мы будем назы-

вать областью, ограниченной контуром Γ .

Множества Каратеодори

Напомним определения областей и компактов Каратеодори.

Ограниченная область G в C называется областью Каратеодори, если

∂G = ∂G∞, где через G∞ обозначена неограниченная связная компонента

множества C \G.
Легко видеть, что любая жорданова область является областью Кара-

теодори, а жорданова область с разрезами — нет. На рис. 1 приведен более

интересный пример множества Каратеодори. Изображенное на этом рисун-

ке множество — «рог изобилия» — представляет собой область, граница

которой состоит из спиралей z = (1 + e−t)eit и z = (1 + 2e−t)eit, при

t ∈ [0,+∞), и отрезка [2,3] вещественной оси.
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Рис. 2. Область Каратеодори с достижимой границей, не являющаяся жор-

дановой областью

Еще один интересный пример области Каратеодори приведен на рис. 2.

Эта область не является жордановой, но ее граница обладает тем свойством,

что всякая точка границы рассматриваемой области достижима изнутри

области посредством некоторой кривой.

Компакт X ⊂ C называется компактом Каратеодори, если для него

выполнено условие ∂X = ∂X̂ , где X̂— это объединение компактаX и всех

ограниченных связных компонент множества C \ X . Так как X̂ = {z ∈
C : |p(z)| 6 ‖p‖X для любого p ∈ C[z]}, то множество X̂ часто называют

полиномиально выпуклой оболочкой компакта X .

Компакт X , для которого выполняется свойство X = X̂ , называется

полиномиально выпуклым. По определению X̂ это свойство эквивалентно

тому, что множество C \X связно.

Аналитические кривые и их функцииШварца

Напомним понятие аналитической кривой и ее функции Шварца, так

как это понятие будет активно использоваться в дальнейшем.

По определению, контур Γ называется аналитическим, если Γ — это

образ окружностиT при отображении, конформном в некоторой ее окрестно-

сти. Напомним также, что для любого аналитического контура Γ существует
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такая голоморфная в некоторой области U ⊃ Γ функция S, что

Γ = {z ∈ U : z = S(z)}.

Эта функция S называется функцией Шварца контура Γ .

Напомним также, что жорданова дуга γ называется аналитической, если

γ является образом отрезка [0,1] при отображении, конформном в некоторой

окрестности этого отрезка.

Аналогично случаю аналитического контура для аналитической дуги

γ также существует такая функция S, голоморфная в некоторой области

U ⊃ γ, что z = S(z) для всех z ∈ γ. Эта функция, как и в случае аналитиче-

ского контура, называется функцией Шварца дуги γ. Заметим, что в случае

аналитической дуги нельзя утверждать, что γ совпадает с множеством тех

точек z ∈ U , для которых z = S(z).

Напомним еще одно понятие, связанное с аналитическими дугами, кото-

рое будет использоваться в дальнейшем. Пусть γ1 и γ2 —две аналитические

дуги, а S1 и S2 — их функции Шварца. Предположим, что функции S1 и S2

голоморфны в областях U1 ⊃ γ1 и U2 ⊃ γ2 соответственно. Дуги γ1 и γ2
называются аналитически независимыми, если аналитические элементы

(S1, U1) и (S2, U2) не могут быть аналитически продолжены друг в друга.

Понятия функции Шварца аналитического контура и аналитической

дуги детально изучается, например, в работах [40] и [54].

Некоторые пространства функций

Пусть p — вещественное число с условием 1 6 p 6 ∞. Через

Lp = Lp(T) мы обозначим пространство Лебега на единичной окружности,

рассматриваемое относительно нормированной меры Лебега на T, т.е. от-
носительно меры m := |dζ|T|/2π. Введем также пространства Харди Hp =

Hp(T), состоящие из всех функций f ∈ Lp, таких, что

∫
T
f(ζ)ζndm(ζ) = 0

при всех целых n < 0.

Нам потребуются также пространства Харди Hp(D) в единичном круге.

Напомним, что при p <∞ пространство Hp(D) состоит из всех голоморф-
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ных в D функций f , таких, что

lim
r→1

∫
T
|f(rζ)|pdm(ζ) = ‖f‖pHp(D) <∞.

ПространствоH∞(D) состоит из всех голоморфных в кругеD ограниченных

функций.

Напомним утверждение классической теоремы Фату для функций клас-

саHp(D). Пусть ζ ∈ T—некоторая точка, лежащая на единичной окружно-

сти. Углом Штольца Aζ называется угол (лежащий в круге D) с раствором,
меньшим π, с вершиной в точке ζ, биссектриса которого проходит через

центр круга D. Предел
lim
z→ζ
z∈Aζ

f(z),

если он существует для любого углаШтольцаAζ , называется угловым преде-

лом, (угловым) предельным значением или (угловым) граничным значением

функции f в точке ζ. Часто угловые предельные значения называют нека-

сательными предельными значениями. Множество F (f), состоящее из

всех тех точек ζ ∈ T, для которых некасательные предельные значения f(ζ)
существуют, называется множеством Фату функции f .

Теорема Фату утверждает, что для любой функции f ∈ Hp(D) и для
m-почти всех точек ζ ∈ T существуют некасательные предельные значения

f(ζ) функции f в точке ζ. Из предложения 6.5 в [71] вытекает, что для

любой функции f ∈ Hp(D) множество F (f) является борелевским.

Граничные значения f(ζ) данной функции f ∈ Hp(D) определяют функ-
цию класса Hp, которая называется граничной функцией для f . При этом

отображение, ставящее в соответствие функции f ∈ Hp(D) ее гранич-
ную функцию, является изометрическим изоморфизмом пространствHp(D)
и Hp. В случае p = ∞ это отображение также является ∗-слабым гомеомор-

физмом.

Всюду в дальнейшем функции класса Hp(D) и их граничные функции
будут обозначаться одним и тем же символом. Так, при необходимости мы

будет говорить о значениях функции f ∈ Hp внутри круга D (имея в виду

значения той функции класса Hp(D), для которой f является граничной

функцией).
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При всех p > q > 1 справедливы включения

H∞(D) ⊂ Hp(D) ⊂ Hq(D) ⊂ H1(D) ⊂ N(D),

гдеN(D)—класс Неванлинны вD. Напомним, что всякая функция f класса
N(D) имеет вид f = f1/f2, где f1, f2 ∈ H∞(D).

Пусть теперьG—жорданова область со спрямляемой границей Γ , аϕ—

некоторое конформное отображение круга D на G. Через Ep(G) обозначим

класс функций f ∈ O(G), таких, что∫
Υr

|f(z)|p |dz| 6 C,

где Υr = ϕ({|ζ| = r}), r ∈ (0,1), а константа C не зависит от r. Это

определение и основные свойства функций класса Ep(G) можно найти в [6,

глава X, §5] (см. также [7, глава III, §6]). КлассыEp(G) называются классами

Смирнова. Можно доказать, что приведенное определение классов Ep(G)

эквивалентно следующему: класс Ep(G) состоит из тех функций f ∈ O(G),

для которых существует последовательность спрямляемых кривых {Γn}∞n=1,

лежащих в области G, сходящаяся к Γ , такая, что∫
Γn

|f(z)|p |dz| 6 C,

где константа C не зависит от n. Напомним также, что функции класса

Ep(G) имеют |dz|-почти всюду на Γ угловые предельные значения.

Напомним теперь классическую теорему Риссов о мерах, ортогональных

многочленам комплексного переменного, и ее связь с пространствами H1

и E1. Эти утверждения будут часто использоваться в дальнейшем.

Теорема Риссов [10, глава II, теорема 7.10] утверждает, что любая мера µ

на T со свойством µ ⊥ {zn : n ∈ Z+} является абсолютно непрерывной
относительно линейной меры на T.

Пусть G— жорданова область в C со спрямляемой границей Γ и пусть

µ— мера на Γ , такая, что ∫
Γ

zn dµ = 0

для всех n ∈ Z+. Из цитированной теоремы Риссов (предварительно осу-

ществляется конформное отображение области G на единичный круг и ис-

пользуются теорема 1 из [6, глава X, §1] и теорема Мергеляна) вытекает, что
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мера µ абсолютно непрерывна относительно меры |dz| на Γ . Другими сло-
вами, существует такая |dz|Γ |-суммируемая функция f , что dµ(z) = f(z) dz.

Согласно теореме 2 из [6, глава X, §4] и теореме 2 из [6, глава X, §5] функция

f совпадает (|dz|-почти всюду на Γ ) с граничными (угловыми) значениями
некоторой функции класса E1(G). Эту функцию естественно обозначить

тем же самым символом f . Итак,

µ = f dz|Γ ,

где f ∈ E1(G), а под f(z) при z ∈ Γ понимаются угловые предельные

значения функции f в точке z, которые существуют для функций класса

Ep(G) почти всюду на Γ .

В частности, при G = D мы получаем, что любая мера µ на T, ортого-
нальная всем многочленам комплексного переменного, имеет вид

µ = f dζ|T,

где f — некоторая функция класса H1 (или, если нужно, класса H1(D)).
Для открытого множества U ⊂ C нам потребуется класс H∞(U), состо-

ящий из всех ограниченных голоморфных функций в U .

В дальнейшем мы будем часто использовать граничную теорему един-

ственности Лузина–Привалова для мероморфных функций. Напомним это

утверждение (см. [7, глава IV, §2.5]).

Если мероморфная в круге D функция имеет угловые (некасательные)

предельные значения ноль на множестве положительной m-меры, то эта

функция тождественно равна нулю.



Глава 1

Полианалитические функции

Сразу отметим, что сколько-нибудь полный обзор теории полианали-

тических функций не является целью данной главы (как и всей книги).

Такой обзор (по состоянию на начало 1990-х годов) можно найти в работах

М. Б. Балка [3] и [40], который многие годы был лидером большой группы

советских (российских) математиков, изучавших теорию полианалитиче-

ских функций.

Ряд более поздних результатов по краевым задачам для полианалитиче-

ских функций можно найти в монографии К.М. Расулова [30]. Некоторые

недавние результаты о задаче Дирихле для полианалитических функций

(в ее классической постановке) приведены в статье [20] и в обзоре [22].

Среди недавних работ, посвященных теории полианалитических функций,

отметим также статью Л.Д. Абреу и Х. Г. Фейхтингера [37], в которой изу-

чаются пространства Баргмана и Фока в полианалитическом случае.

В этой главе мы приведем обзор той части теории полианалитических

функций, которая необходима для того, чтобы сделать дальнейшее изложе-

ние по возможности замкнутым.

Определение полианалитических функций

Всюду в дальнейшем мы будем считать, что n— это фиксированное

натуральное число. Пусть U — открытое подмножество комплексной плос-

кости C. Функция f называется полианалитической порядка n или, короче,
n-аналитической на U , если она имеет вид

f(z) = zn−1fn−1(z) + · · ·+ zf1(z) + f0(z), (1.1)

где f0, f1, . . . , fn−1 — голоморфные в U функции. Другими словами, поли-

аналитическая функция порядка n в U — это многочлен от сопряженного

переменного z степени не выше n− 1 с голоморфными коэффициентами.
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Традиционно 2-аналитические функций называют бианалитическими. При

использовании термина «полианалитическая функция» надо хорошо пред-

ставлять, что с ростом порядка полианалитичности аналитические свойства

соответствующих функций не усиливаются, а наоборот, ослабевают. Всюду

в дальнейшем, используя термин «полианалитическая функция» (без явного

указания значения порядка полианалитичности), мы будем иметь в виду

n-аналитическую функцию при некотором натуральном n, которое в этом

случае не уточняется.

Легко проверяется, что представление n-аналитической функции f в ви-

де (1.1) является единственным. Функции f0, . . . , fn−1, входящие в это пред-

ставление, называются голоморфными компонентами функции f .

Обозначим черезOn(U) класс всех n-аналитических функций вU . Тогда

O(U) := O1(U) — класс всех голоморфных в U функций. Для данного

компактаX ⊂ C обозначим черезOn(X) класс функций, каждая из которых

является n-аналитической в окрестности X (своей для каждой функции).

Полианалитические функции, голоморфные компоненты которых явля-

ются многочленами комплексного переменного z, называются полианали-

тическими многочленами. Полианалитические функции с рациональными

компонентами называются полианалитическими рациональными функция-

ми.

Заметим, что n-аналитическая рациональная функция не является от-

ношением двух n-аналитических многочленов, так как такое отношение,

в общем случае, не может быть представлено в виде (1.1).

Класс всех n-аналитических многочленов мы будем обозначать через

Pn, а пространство всех n-аналитических рациональных функций — через

Rn. При этом P1 = C[z] и R1 = C(z) — это пространства многочленов

и рациональных функций комплексного переменного соответственно.

Пусть E ⊂ C— некоторое подмножество комплексной плоскости. Нам

потребуется пространствоRn(E), состоящее из всех функций класса Rn,

голоморфные компоненты которых являются рациональными функциями

с полюсами, лежащими вне E. Такие функции мы будем называть n-ана-

литическими рациональными функциями с полюсами вне E. Заметим, что

n-аналитическая рациональная функция f может быть непрерывной в своей
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особой точке. Так, 3-аналитическая рациональная функция

f(z) =


z2

z
, z 6= 0

0, z = 0

непрерывна в точке z = 0.

Как было отмечено выше, аналитические свойства полианалитических

функций с ростом порядка полианалитичности убывают. Поэтому, хотя по-

лианалитические функции можно рассматривать как обобщение голоморф-

ных функций, многие хорошо известные свойства голоморфных функций

(такие, например, как принцип максимума модуля или теорема единствен-

ности) не выполняются для полианалитических функций.

В то же самое время в теории полианалитических функций возникает

целый ряд новых феноменов и специфических задач. Одна из возможных

причин этого состоит в том, что класс O(U) является алгеброй, а класс

On(U) при n > 2 — нет (при умножении полианалитических функций

порядок полианалитичности возрастает). Но, как легко проверить, класс

On(U) при n > 2 обладает структурой O(U)-модуля (n-аналитические

функции можно умножать на голоморфные).

Операторы ∂ и ∂
n
. Обозначим через ∂ стандартный оператор Коши–Ри-

мана в C:
∂f =

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
и заметим, что оператор ∂

n
является эллиптическим. Из представления

(1.1) вытекает, что любая n-аналитическая в U функция f является веще-

ственно аналитической в U и удовлетворяет всюду в U эллиптическому

дифференциальному уравнению

∂
n
f = 0. (1.2)

Верно и обратное: всякая функция f ∈ Cn(U), удовлетворяющая в U урав-

нению (1.2), имеет вид (1.1).

Из эллиптичности оператора ∂
n
вытекает следующее утверждение, кото-

рое представляет собой непосредственный аналог хорошо известной леммы

Вейля (см. [33, теорема 20.1]):
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Теорема I. Предположим, что функция f ∈ C(U) удовлетворяет уравне-

нию (1.2) в смысле теории обобщенных функций (распределений). Тогда

f ∈ C∞(U) и f удовлетворяет (1.2) в обычном смысле.

Таким образом, класс n-аналитических функций в U можно определить

эквивалентным образом как класс всех функций f ∈ C(U), удовлетворяю-

щих в U уравнению (1.2) в смысле теории обобщенных функций.

Еще одно (эквивалентное) определение n-аналитической функции мож-

но получить, если понимать выражение ∂f как производную в смысле

Помпейю–Теодореску [82] (см. также [3, §1]): функция f называется n-ана-

литической в U , если она имеет в U непрерывные производные в смысле

Помпейю–Теодореску порядка n включительно и удовлетворяет уравнению

(1.2), которое также понимается в смысле Помпейю–Теодореску. Напомним

понятие производной в смысле Помпейю–Теодореску. Пусть функция f

определена и непрерывна в некоторой окрестности V точки a ∈ C, пусть
{γk}∞k=1 — последовательность простых замкнутых кривых, содержащих

внутри себя точку a, таких, что области Vk, ограниченные контурами γk, схо-

дятся к точке a при k → ∞. Производной в смысле Помпейю–Теодореску

функции f в точке a называется предел

lim
k→∞

1

2iA(Vk)

∫
γk

f(z) dz,

если этот предел существует и не зависит от выбора последовательности

{γk}. Производную в смысле Помпейю–Теодореску называют также арео-

ларной производной, или производной по площади.

Некоторые свойства полианалитических функций

Далее в этой главе мы обсудим, как выглядят теорема единственно-

сти, интегральное представление типа Коши и принцип максимума для

полианалитических функций, а также какими алгебраическими свойствами

обладают полианалитические многочлены. Несмотря на то что большин-

ство из этих утверждений не потребуется нам явно в дальнейшем, они

позволяют лучше понять специфику класса полианалитических функций.
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Внутренняя теорема единственности

Легко заметить, что обычная теорема единственности, справедливая

для голоморфных функций, не выполняется для n-аналитических функций

при n > 2. В самом деле, функции z и z совпадают на вещественной оси,

но не совпадают, например, в круге D.
Естественным образом возникает следующий вопрос: какие условия

надо наложить на подмножество E области G ⊂ C, при которых E будет

множеством единственности для n-аналитических функций. Напомним, что

множество E называется множеством единственности для класса On(G),

если выполнено следующее условие: пусть функции f, g ∈ On(G) таковы,

что для любого z ∈ E выполнено равенство f(z) = g(z), т.е. f|E = g|E;

тогда f ≡ g.

Из приведенного примера вытекает, что условие E ′ ∩G 6= ∅, которое
характеризует множества единственности для голоморфных (т.е. 1-аналити-

ческих) функций, уже не является достаточным. Здесь через E ′ обозначено

множество предельных точек множества E.

Напомним понятие точки накопления порядкаm,m ∈ N. Скажем, что
множество E сгущается к точке a вдоль прямой L, если любая пара вер-

тикальных углов с вершиной в точке a, содержащих прямую L, содержит

некоторое подмножество множества E, для которого a является предельной

точкой. Точка a является точкой накопления порядкаm для множества E,

если E сгущается к точке a вдоль не менее чемm различных прямых.

Например, начало координат является точкой накопления порядка 1

для прямой {(x, y) ∈ R2 : y = x} и точкой накопления порядка 2 для лем-
нискаты Бернулли {(x, y) ∈ R2 : (x2 + y2)2 = 2(x2 − y2)}. Для множества
{(x, y) ∈ R2 : y = x sin(1/x)} начало координат является точкой накопления
бесконечного порядка.

Имеет место следующая внутренняя теорема единственности для поли-

аналитических функций [1] (см. также теорему 1.1 в [3, §1]):

Теорема II. Пусть G — некоторая область в C, а множество E ⊂ G

имеет в G точку накопления порядка n. Тогда E является множеством

единственности для класса On(G).

В частности, любая область Ω, такая, что Ω ⊂ G, является множеством
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единственности для класса On(G).

Кроме того, в [1] показано, что при определенных условиях техниче-

ского характера (которые здесь не приводятся) в теореме II вместо одного

множества E, имеющего в G точку накопления порядка n, можно взять

конечное объединение множеств, имеющих в G точки накопления меньше-

го порядка. При этом сумма порядков соответствующих точек накопления

должна быть не меньше, чем n.

Интегральное представление

для полианалитических функций

Для полианалитических функций (при определенных достаточно огра-

ничительных условиях) можно получить интегральное представление, ана-

логичное интегральной формуле Коши для голоморфных функций. Впервые

это сделал Н. Теодореску [82] (соответствующий результат сформулирован

так, как это сделано в теореме 1.3 из [3, §1]):

Теорема III. Пусть G — область в C, пусть f ∈ On(G), и пусть Γ —

простая замкнутая спрямляемая кривая, такая, что D(Γ ) ⊂ G. Тогда для

любой точки z ∈ D(Γ ) имеет место равенство

f(z) =
1

2πi

n−1∑
k=0

(−1)k

k!

∫
Γ

(ζ − z)k

ζ − z

∂kf(ζ)

∂ζk
dζ.

Условие полианалитичности функции f в теореме III в окрестности

области, в которой рассматривается интегральная формула, можно осла-

бить, но определенные условия существования и регулярности производ-

ных функции f вплоть до Γ необходимы для того, чтобы соответствующее

интегральное представление для функции f имело место. Эти условия, к со-

жалению, существенно ограничивают область применимости интегральной

формулы Теодореску для изучения свойств полианалитических функций

общего вида.

Приведем еще одну полезную интегральную формулу для полианалити-

ческих функций специального вида (см. [2] и теорему 1.4 из [3, §1]). Пусть
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n-аналитическая в круге D(0, r) функция f может быть записана в виде

f(z) =
n−1∑
k=0

gk(z)|z|2k,

где gk — голоморфные в D(0, r) функции. Такие функции называются при-

веденным n-аналитическими функциями. Пусть r0, r1, . . . , rn−1 такие числа,

что 0 < r0 < r1 < · · · < rn−1 < r. Тогда f можно представить в виде

f(z) =
n−1∑
k=0

Πk(|z|2)hk(z), (1.3)

где функция hk ∈ O(D(0, r)) при k = 0,1, . . . , n − 1 совпадает с f на

окружности {z : |z| = rk}, а

Πk(t) =
(r20 − t) · · · (r2k−1 − t)(r2k+1 − t) · · · (r2n−1 − t)

(r20 − r2k) · · · (r2k−1 − r2k)(r
2
k+1 − r2k) · · · (r2n−1 − r2k)

.

При |z| < r0 формулу (1.3) можно записать в виде

f(z) =
n−1∑
k=0

Πk(|z|2)
∫
|ζ|=rk

f(ζ) dz

ζ − z
. (1.4)

Принцип максимума модуля

для полианалитических функций

Сразу отметим, что принцип максимума модуля в его обычном виде не

верен, в общем случае, для n-аналитических функций при n > 2. В самом

деле, функция f(z) = 1− |z|2 = 1− zz является бианалитической в круге

D, она тождественно равна нулю на его границе и принимает значение 1

в начале координат (центре круга D).
Однако для n-аналитических функций имеет место утверждение, кото-

рое можно рассматривать как специальный «ослабленный» вариант прин-

ципа максимума модуля (см. [40, теорема 1.6], а также [2] и теорему 1.5

в [3, §1]). Это утверждение вытекает из интегрального представления (1.4)

и позволяет получить ряд важных и нужных нам в дальнейшем свойств

полианалитических функций.
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Теорема IV. Пусть r > 0, а r0 ∈ R такое, что 0 6 r0 < r. Пусть f ∈
On(D(a, r))— функция вида

f(z) =
n−1∑
k=0

hk(z)(z − a)k,

где hk ∈ O(D(a, r)) при k = 0,1, . . . , n − 1. Предположим, что при z ∈
D(a, r)\D(a, r0) имеет место оценка |f(z)| < M , гдеM > 0— некоторая

константа. Тогда существует константа C > 0, зависящая только от n

и от величины r0/r (но не зависящая от f и отM ), такая, что для любого

z ∈ D(a, r0) выполнены оценки

|f(z)| 6 CM и |hk(z)(z − a)k| 6 CM.

Далее, существуют константы C ′
k, не зависящие от f иM , такие, что

при z ∈ D(a, r0) выполнены оценки

|fk(z)| 6 C ′
kM, k = 0,1, . . . , n− 1,

для fk — это голоморфные компоненты f .

Наконец, для любых натуральных s иm найдутся константы C ′′
s,m, не

зависящие от f иM , такие, что∣∣∣∂s+mf(z)

∂zs∂zm

∣∣∣ 6 C ′′
s,mM

Rs+m
.

Из теоремы IV вытекает следующее полезное утверждение:

Предложение V. Пусть G— ограниченная область в C, а X — компакт,

содержащийся в G. Существует константа C, зависящая только от G,

X и n, такая, что для любой n-аналитической в G функции f с услови-

ем |f(z)| 6 M при всех z ∈ G и для любой точки a ∈ X справедливо

неравенство |fk(a)| 6 CM при k = 0,1, . . . , n− 1, где fk — голоморфные

компоненты функции f .

В самом деле, возьмем d = dist(X, ∂G)/2 и рассмотрим семейство

кругов {D(a,2d) : a ∈ X}. Так как семейство кругов {D(a, d) : a ∈ X}
образует покрытиеX , то нам достаточно выбрать из него конечное покрытие
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{D(as, d)}ms=1 и применить замечание к теореме IV для кругов D(as, r) при

r = 2d и r0 = d.

Заметим, что из предложения V вытекает принцип компактности для

полианалитических функций, который состоит в том, что каждое семейство

функций, n-аналитических в области G и локально равномерно ограни-

ченных в области G, содержит последовательность, сходящуюся локально

равномерно в G.

Более того, для полианалитических функций справедлив аналог теоремы

Вейерштрасса, который вытекает из теоремы IV и предложения V и который

будет часто (и неявно) использоваться в дальнейшем:

Теорема VI. Пусть G — ограниченная область в C и пусть последо-

вательность {fk}∞k=1 функций класса On(G) сходится локально равно-

мерно в G к некоторой функции f . Тогда функция f является n-анали-

тической в G, и для любых натуральных чисел m и s последователь-

ность {∂s+mfk/∂z
s∂zm} локально равномерно в G сходится к функции

∂s+mf/∂zs∂zm.

В качестве следствия теоремы IV можно получить также аналог теоремы

Стильтьеса–Витали для полианалитических функций.

Теорема VII. Пусть последовательность функций {fk}∞k=1 функций клас-

са On(G) локально равномерно ограничена в G и сходится поточечно на

некотором подмножестве E области G, имеющем в G точку накопления

порядка n. Тогда последовательность {fk} сходится локально равномерно
в G (и, следовательно, к n-аналитической в G функции).

Заметим, что утверждение об n-аналитичности предела локально равно-

мерно сходящейся последовательности n-аналитических функций можно

было получить и из теоремы I. Однако доказательство теоремы 20.1 в [33] ис-

пользует многие факты из общей теории эллиптических дифференциальных

уравнений и является довольно сложным. Представляет интерес получение

альтернативного доказательства теоремы I, основанного на использовании

теоремы Вейерштрасса для полианалитических функций.

Вывод теоремы I из теоремы VI. Пусть функция f ∈ C(U) удовлетворя-

ет в U уравнению (1.2) в обобщенном смысле. Выберем и зафиксируем
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радиальную функцию ρ ∈ C∞
0 (C) с единичной массой (т.е. функция ρ за-

висит только от |z| и
∫
ρ(ζ) dA(ζ) = 1), равную нулю при |z| > 1. Для

произвольного ε > 0 положим

ρε(z) := ε−2ρ(zε−1)

и определим регуляризованную функцию fε по формуле

fε(z) :=

∫
f(z + εζ)ρ(ζ) dA(ζ) =

=

∫
f(z + ζ)ρε(ζ) dA(ζ) =

∫
f(ζ)ρε(ζ − z) dA(ζ).

При этом fε ∈ C∞(Gε), где Gε = {z ∈ G : dist(z, ∂G) > ε}. Далее, при
z ∈ Gε,

∂
n
fε(z) =

∫
f(ζ)∂

n

zρε(ζ − z) dA(ζ).

Так как ∂
n

zρε(ζ−z) = ∂
n

ζρε(ζ−z), то ∂
n
fε = 0 вGε. Таким образом, функция

fε является n-аналитической функцией вGε. Так как fε(z+εζ) = f(z)+oε(1)

с oε(1) → 0 при ε→ 0 локально равномерно вG, то fε ⇒ f на компактах вG

при ε→ 0. С использованием теоремы VI из этого вытекает, что функция f

является n-аналитической в G.

Алгебраические свойства

полианалитических многочленов

Полианалитические многочлены, или многочлены вида

zn−1pn−1 + · · ·+ zp1(z) + p0(z),

где p0, p1, . . . , pn−1 ∈ C[z], обладают интересными алгебраическими свой-
ствами, существенно отличающимися от алгебраических свойств обычных

многочленов комплексного переменного.

Так, существуют полианалитические многочлены, которые не имеют

нулей. Например 4-аналитический многочлен z3−z3+1 не имеет нулей, так

как выражение z3 − z3 принимает при всех z ∈ C чисто мнимые значения.

Оказывается, что для полианалитических многочленов, не имеющих

нулей, справедливо следующее свойство (см., например, [40, теорема 4.1]):
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ТеоремаVIII. Предположим, чтоP (z, z)—полианалитический многочлен,

не имеющий нулей всюду в C. Тогда

degz,z P 6 2 degz P.

Доказательство. Пусть n := degz P (т.е.P является (n+1)-аналитическим

многочленом), а d := degz,z P . Запишем многочлен P в виде

P (z, z) =
n∑

k=0

zkPk(z), где Pk(z) =
d−k∑
j=0

ak,jz
j,

причем Pn 6≡ 0 и хотя бы один из коэффициентов ak,d−k при k = 0, . . . , n

отличен от нуля. Определим функцию F (z) = znP (z, z), так, что

F (z) = znP (z, z) =
n∑

k=0

|z|2kQk(z), где Qk(z) = zn−k
d−k∑
j=0

ak,jz
j.

Возьмем произвольное r > 0. Так как исходный многочлен P не имеет

нулей, то функцияF не обращается в нуль на окружностиΓr := {z : |z| = r}.
Так как функция F имеет в начале координат ноль порядка n, то, в силу

принципа аргумента,

∆Γ+
r
ArgF = 2πn,

где через Γ+
r обозначается однократно проходимая в положительном на-

правлении окружность Γr. Отсюда вытекает, что для многочлена

Qr(z) =
n∑

k=0

r2kQk(z) ∈ C[z]

также имеет место равенство

∆Γr
ArgQr = 2πn.

Пусть Gr(z) = r−(n+d)Qr(rz). Тогда

∆Γ+
1
ArgGr = 2πn.

Перепишем выражение Gr(z) в виде G(z) = T (z) +Rr(z), где

T (z) = a0,dz
d+n + a1,d−1z

d+n−2 + · · ·+ an,d−nz
d−n, а

Rr(z) = r−(d+n)

n∑
k=0

rn+kzn−k
d−k−1∑
j=0

ak,jr
jzj.
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Многочлен T (z) имеет не менее, чем d−n корней в кругеD и, следовательно,

найдется такое r′ ∈ (0,1), что в круге D(0, r′) этот многочлен обращается

в ноль только в начале координат. Так как Rr → 0 при |z| = r и r →
∞, то при достаточно больших значениях r функция Gr имеет в круге

D(0, r′) столько же нулей, сколько и многочлен T (z). Следовательно, Gr

(при достаточно больших значениях r) имеет в круге D не менее, чем d− n

нулей. Но, как было показано выше, эта функция имеет n нулей в круге D.
Таким образом,n > (d−n), и, следовательно, d 6 2n. Теорема доказана.

Из теоремы VIII вытекает следующее утверждение, которое можно

считать своего рода аналогом основной теоремы алгебры для полианалити-

ческих многочленов:

Теорема IX. Если P — такой полианалитический многочлен, что

degz,z P > 2min{degz P, degz P},

то P имеет хотя бы один корень.

Доказательство. Пусть полианалитический многочлен P не имеет нулей

всюду в C. Тогда, по теореме VIII, degz,z P 6 2 degz P . Но многочлен

P1(z, z) := P (z, z) также не имеет нулей всюду в C. Применяя к нему
теорему VIII, получаем, что degz,z P 6 2 degz P .

В связи с теоремами VIII и IX приведем еще один пример. Пусть n и d—

такие натуральные числа, что n < d < 2n. Рассмотрим полианалитический

многочлен

P (z, z) := (z + z + i)2n−d(zz + 1)d−n,

который не имеет нулей всюду в C и который обладаем теми свойствами,

что degz,z P = d, а degz P = degz P = n.

Теорема IX позволяет в ряде случаев просто отвечать на вопрос о том,

имеет ли решение система алгебраических уравнений{
A(x, y) = 0,

B(x, y) = 0,

где A,B ∈ R[x, y]. Для ответа на этот вопрос надо рассмотреть многочлен
P (z, z) = A(x, y) + iB(x, y) (который, естественно, будет полианалитиче-

ским) и применить к нему теорему IX.
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Заметим, что существуют также полианалитические многочлены, име-

ющие неизолированные нули. В качестве примера приведем многочлен

zz − 1, нули которого заполняют всю окружность T. Следующая теорема
объединяет два важных свойства нулей полианалитических многочленов

(см., например, замечания 4.3 и 4.4 в [40]):

Теорема X. Если полианалитический многочлен P имеет неизолированные

нули, то существуют такие полианалитические многочлены P1 и P2, что

P (z, z) = P1(z, z)P2(z, z),

а P1 принимает только вещественные значения и P2 имеет лишь изолиро-

ванные нули.

Кроме того, если полианалитический многочлен имеет только изолиро-

ванные нули, то их число конечно.

Доказательство. Пусть P (z, z) = A(x, y)+iB(x, y) и пусть P1(x, y)—это

наибольший общий делитель многочленов A и B. Ясно, что многочлен P1

является полианалитическим и принимает только вещественные значения.

Пусть A1(x, y) := A(x, y)/P1(x, y) и B1(x, y) := B(x, y)/P1(x, y). Тогда

многочлены A1 и B1 взаимно просты и, следовательно, они имеют не более,

чем конечное число общих нулей. Но тогда многочлен P2(z, z) = A1(x, y) +

iB1(x, y) имеет лишь конечное число нулей и, следовательно, не имеет

неизолированных нулей.

Для доказательства второго утверждения теоремы предположим, что

полианалитический многочлен P (z, z) имеет бесконечное число изолиро-

ванных нулей. Тогда множество Z нулей P имеет хотя бы одну предельную

точку a. Предположим, что a 6= ∞. Как показано в [2, §5], множество

Z ∩ D(a, ρ), при достаточно малом ρ > 0, состоит из конечного числа

аналитических дуг и, следовательно, содержит неизолированные точки.

Если a = ∞, то вместо многочлена P (z, z) надо рассмотреть многочлен

zkzmQ(1/z,1/z), где k = degz P , а m = degz P , для которого начало коор-

динат является предельной точкой нулей.





Глава 2

Пространства функций

и задачи аппроксимации

В этой главе мы сформулируем и обсудим задачи аппроксимации функ-

ций полианалитическими многочленами на компактных подмножествах

комплексной плоскости в нормах пространств непрерывных и гладких функ-

ций. В самом общем виде эти задачи формулируются следующим образом:

при каких условиях на компактX ⊂ C и на функцию f , заданную наX , эта

функция может быть с любой точностью приближена на X последователь-

ностью n-аналитических многочленов в равномерной норме или в норме

подходящего пространства гладких функций наX? Эта задача является есте-

ственным обобщением классических задач о равномерной аппроксимации

функций многочленами комплексного переменного и гармоническими мно-

гочленами, восходящих к классическим работам К. Вейерштрасса, К. Рунге

и Д. Уолша.

Пусть (здесь и всюду в дальнейшем) X — это некоторый компакт в C,
а n— некоторое фиксированное натуральное число.

Задача равномерной аппроксимации функций

полианалитическими многочленами

Через C(X) мы будем обозначать пространство непрерывных на X

комплекснозначных функций с равномерной нормой

‖f‖X = max
z∈X

|f(z)|

при f ∈ C(X). Для подпространства F ⊂ C(X) через F обозначим

замыкание F в C(X). Наконец, равномерную сходимость на X обозначим

символом⇒X .

Пусть

Pn(X) :=
{
p|X : p ∈ Pn

}
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—пространство функций, которые могут быть равномерно наX с любой точ-

ностью приближены последовательностью n-аналитических многочленов.

Ясно, что Pn(X) ⊂ C(X). Из теоремы VI вытекает, что Pn(X) ⊂ On(X
◦),

где через X◦ обозначена внутренность компакта X . Определим класс функ-

ций

An(X) := C(X) ∩ On(X
◦),

так что Pn(X) ⊂ An(X). Из этого следует, что условие f ∈ An(X) является

естественным необходимым условием приближаемости данной функции f

полианалитическими многочленами порядка n. Возникает задача описания

компактов X ⊂ C, для которых это естественное необходимое условие
приближаемости является достаточным, т.е. задача описания тех компак-

тов X , для которых любая функция f ∈ An(X) может быть приближена

последовательность n-аналитических многочленов:

Задача 1. Найти необходимые и достаточные условия на компактX ⊂ C,
при которых выполняется равенство

An(X) = Pn(X). (2.1)

При n = 1 задача 1 — это классическая задача равномерной аппрокси-

мации функций многочленами комплексного переменного. Она возникла

в конце XIX века в работах К. Вейерштрасса и К. Рунге. В дальнейшем

для пространств A1(X) и P1(X) мы будем использовать традиционные

обозначения A(X) и P (X) соответственно.

Напомним теорему Рунге [74], полученную в 1885 году и вошедшую

в настоящее время во многие стандартные курсы комплексного анализа:

Теорема XI (теорема Рунге). Пусть X — компакт в C. Тогда

O(X) = R(X) := {g|X : g ∈ R1(X)}.

Если множество C \X связно, то R(X) = P (X).

Другими словами, теорема Рунге говорит о том, что всякая функция,

голоморфная в окрестности произвольного компакта X ⊂ C, может быть
равномерно на X приближена рациональными функциями комплексного

переменного с полюсами, лежащими внеX . Кроме того, если множествоC\
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X связно, то всякая такая функция может быть приближена многочленами

комплексного переменного.

Задача 1 при n = 1 была полностью решена С.Н. Мергеляном [24]:

Теорема XII (теорема Мергеляна). Равенство A(X) = P (X) выполнено

в том и только том случае, когда множество C \X связно.

Этот результат был доказан ранее М.А. Лаврентьевым [16] для нигде

не плотных компактовX и М.В. Келдышем [15] для компактовX с услови-

ем X = X◦. В дальнейшем мы будет называть соответствующие утвержде-

ния теоремами Лаврентьева и Келдыша.

Известно несколько доказательств теоремыМергеляна. Их можно найти,

например, в книгах [9] и [23]. Ниже мы приведем доказательство этой

теоремы, основанное на локализационном методе А. Г. Витушкина (см.

доказательство теоремы 6 ниже).

Заметим, что необходимость условия связности множестваC\X (допол-

нения к X) в теореме Мергеляна является простым следствием принципа

максимума модуля для голоморфных функций. Таким образом, с учетом

теоремы Рунге, основным содержанием теоремы Мергеляна является тот

факт, что A(X) = R(X) в случае связности множества C \X .

Перед тем как переходить к задаче 1 для n-аналитических функций в слу-

чае n > 2 (основном для нас), обсудим подробнее задачу о совпадении про-

странств A(X) и R(X) и соответствующую задачу для полианалитических

функций. Для компактов X и Y с условием X ⊂ Y введем пространство

функций

Rn(X,Y ) := {g|X : g ∈ Rn(Y )},

или, другими словами, пространство всех функций, которые могут быть рав-

номерно на X приближены n-аналитическими рациональными функциями

с полюсами, лежащими вне Y . При X = Y положим Rn(X) := Rn(X,X).

Интересующая нас задача формулируется так:

Задача 2. Найти необходимые и достаточные условия на компакт X , при

которых выполняется равенство An(X) = Rn(X).

В случае n = 1 задача 2 была полностью решена А. Г. Витушкиным [8]

в терминах непрерывной аналитической емкости α(·):



34 Глава 2

Теорема XIII (теорема Витушкина). Равенство A(X) = R(X) имеет ме-

сто в том и только том случае, когда выполняется любое из следующих

двух эквивалентных условий:

а) равенство α(Ω \X◦) = α(Ω \X) выполнено для каждого открытого

ограниченного множества Ω ⊂ C;
б) существуют постоянныеA > 0 и λ > 1, такие, что для любого круга

D(a, r) справедлива оценка

α(D(a, r) \X◦) 6 Aα(D(a, λr) \X).

Напомним определение непрерывной аналитической емкости α(·), ко-
торое понадобится нам в дальнейшем. Если E ⊂ C— ограниченное мно-

жество, а A (E) = {g ∈ C(C) : g ∈ O(C \ E), ‖g‖ 6 1, g(∞) = 0},
где c1(g) = limz→∞ zg(z) — коэффициент при z−1 в разложении Лорана

функции g в окрестности∞, то

α(E) = sup{|c1(g)| : g ∈ A (E)}.

Основные свойств емкости α(·) приведены в [8, глава 1]. В недавней работе

X. Толсы [83] найдено описание емкости α(·) в метрических терминах

и доказана ее счетная субаддитивность.

В связи со сделанным выше замечанием о связи теорем Рунге и Мерге-

ляна с задачей 2 для голоморфных функций заметим, что для компактов X ,

имеющих связное дополнение, выполнены условия теоремы Витушкина.

Таким образом, для таких компактов выполняется равенство A(X) = R(X)

и, следовательно, равенство A(X) = P (X).

Задача 2 для n-аналитических функций при n > 2 интересует исследова-

телей начиная с 1970-х годов. Тогда она формулировалась в несколько более

общем виде — как задача о равномерной аппроксимации рациональными

модулями, т.е. функциями вида

f0(z) + g1(z)f1(z) + · · ·+ gm(z)fm(z),

где f0, f1, . . . , fm — произвольные функции класса R1(X), а g1, . . . , gm —

заданные непрерывные функции, обладающие определенными специальны-

ми свойствами (к этой аппроксимационной задаче мы вернемся несколько

позднее). Случай аппроксимации полианалитическими рациональными

функциями возникает при gk = zk, k = 1, . . . ,m.
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Одной из первых работ, в которых рассматривались задачи равно-

мерной аппроксимации функций рациональными модулями, была статья

А. Г. О'Фаррелла [67]. Затем (в 1980-х годах) последовали, в частности, рабо-

ты Т. Трента и Дж.Л.-М. Вонга [84, 85], Дж. Л.-М. Вонга [91, 92], Дж. Кар-

моны [47, 48] и других авторов. В этих работах получены, в частности,

следующие достаточные условия на компакт X , при которых имеет место

равенство An(X) = Rn(X).

– X◦ = ∅, см. [84, теорема 1].
– Множество C \X имеет конечное число связных компонент, см. [48,

теорема 2]; или нижняя грань диаметров всех связных компонент мно-

жества C \X положительна; или каждая граничная точка компактаX

является граничной точкой для некоторой связной компоненты мно-

жества C \X; или X является компактом Каратеодори (в последних

трех случаях доказательство соответствующего результата можно по-

лучить несложной модификацией аргументов, использованных в [48]

при доказательстве теорем 2 и 3).

– Внутренняя граница ∂IX компакта X является не более чем счетной,

см. [91, замечание 1].

Напомним, что внешней границей ∂EX компакта X называют объеди-

нение границ всех компонент связности множества C \X , а внутренней

границей— множество ∂IX = ∂X \ ∂EX .

Полное решение задачи 2 было получено М.Я. Мазаловым [18, 19]:

Теорема XIV. An(X) = Rn(X) для любого компакта X ⊂ C.

Обсуждение доказательства этого критерия выходит за рамки нашего из-

ложения. Но важно отметить, что теорему XIV естественно рассматривать

как непосредственный аналог теоремы Витушкина о равномерной прибли-

жаемости функций рациональным дробями (см. выше). В самом деле, из

того, что фундаментальное решение zn−1/(πz) для оператора ∂n локально

ограничено в начале координат при n > 2, вытекает, что естественным

образом определенная непрерывная n-аналитическая емкость тривиальна

в следующем смысле: емкость любого непустого ограниченного множества

ограничена сверху и снизу двумя абсолютными константами. Отметим так-

же, что при n = 2 результат теоремы XIV был сформулирован в качестве

гипотезы в работе Д. Вердеры [88]. В этой работе было доказано, что на
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любом компакте X ⊂ C любая функция класса A2(X), удовлетворяющая

дополнительно условию Дини, может быть равномерно на X приближена

функцией класса R2(X).

Перейдем к обсуждению задачи 1 в случае n > 2. Сразу заметим, что

из теоремы 7, приведенной ниже, вытекает, что условие теоремы Мергеля-

на (связность множества C \X) остается достаточным условием прибли-

жаемости и в рассматриваемой задаче: если множество C \X связно, то

Pn(X) = An(X) при любом n > 2.

Первое нетривиальное наблюдение, связанное с задачей 1 при n > 2,

состоит в том, что условие связности множества C \ X уже не является

необходимым условием приближаемости. Приведем примеры такого пове-

дения. Для удобства дальнейших ссылок мы оформим эти примеры в виде

отдельного предложения (см. предложение 3 ниже).

Определим несколько областей, которые будут часто использоваться

в дальнейшем. Пусть a и b— вещественные числа, a > b > 0. Рассмотрим

эллипс

Γa,b :=

{
z = x+ iy :

x2

a2
+
y2

b2
= 1

}
с центром в начале координат и с полуосями a и b. Пусть c :=

√
a2 − b2,

причем c > 0. Заметим, что фокусы эллипса Γa,b — это точки ±c.
Обозначим через Da,b область, ограниченную эллипсом Γa,b.

Как несложно проверить, любая точка z ∈ Γa,b удовлетворяет соотноше-

нию

z = Sa,b(z) :=
a2 + b2

c2
z − 2ab

c2

√
z2 − c2, (2.2)

где взята голоморфная ветвь многозначной функции
√
z2 − c2, определен-

ная вне некоторой дуги, лежащей в области Da,b и соединяющей точки ±c,
удовлетворяющая условию

√
a2 − b2 = c. В дальнейшем нам будет удоб-

но упростить обозначения и записывать функцию Sa,b (а она будет часто

возникать по ходу изложения) в виде

Sa,b(z) = αz − β
√
z2 − c2, (2.3)

где α = (a2 + b2)/c2, а β = 2ab/c2. Таким образом, функция Sa,b — это

функция Шварца эллипса Γa,b. При этом α > 1, α > β > 0, а при c = 1
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Рис. 3. Овалы Γ ′
5/4,1 (красный), Γ

′
2,1 (зеленый) и Γ

′
10,1 (синий)

параметры a и b выражаются через α и β следующим образом:

a =
1

2

(√
α + β +

√
α− β

)
, b =

1

2

(√
α + β −

√
α− β

)
.

Пусть, далее, Γ ′
a,b — это образ эллипса Γa,b при отображении z 7→ 1/z,

а G′
a,b — это область, ограниченная контуром Γ ′

a,b. Заметим, что функция

Шварца контура Γ ′
a,b имеет вид

SΓ ′
a,b
(z) =

z

α− β
√
1− z2c2

. (2.4)

Область G′
a,b называется овалом Неймана. Эта область хорошо известна

в теории квадратурных областей. На рис. 3 приведены овалы Γ ′
5/4,1, Γ

′
2,1

и Γ ′
10,1.

Предложение 3. Пусть a и b — такие вещественные параметры, что

a > b > 0. Тогда

1) P2(Γa,b) = C(Γa,b);

2) Pn(Γ
′
a,b) 6= C(Γ ′

a,b) при всех n > 2;

3) P2(Γa,b ∪ {0}) = C(Γa,b ∪ {0}).
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Рис. 4.ЭллипсыΓ3,1 иΓ2,1 (черный и синий контуры), единичная окружность

T (красный контур) и овал Неймана Γ ′
2,1 (зеленый контур)

Кроме того,

4) Pn(T) 6= C(T) при всех n > 2.

Таким образом, существуют компакты X , имеющие несвязное дополне-

ние, на которых пространство P2 плотно и не плотно в пространстве

C(X). Кроме того, существуют компактыX , не являющиеся компактами

Каратеодори, на которых P2 плотно в C(X).

Доказательство. На рис. 4 проиллюстрированы все четыре рассмотренных

в этом предложении случая.

Доказательство удобно начать с четвертого утверждения. Предположим,

что функция
zn−1

z
∈ C(T)

может быть равномерно на T приближена n-аналитическим многочленом,

т.е. для любого ε > 0 найдется многочлен вида zn−1pn−1(z) + · · ·+ zp1(z) +

p0(z), где p0, p1, . . . , pn−1 ∈ C[z], такой, что∥∥∥zn−1pn−1(z) + · · ·+ zp1(z) + p0(z)−
zn−1

z

∥∥∥
T
< ε.

Так как на T выполняется равенство zz = 1, то из этого вытекает, что∥∥∥pn−1(z) + zpn−2(z) + · · ·+ zn−2p1(z) + zn−1p0(z)−
1

z

∥∥∥
T
< ε.
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Но, как хорошо известно, функция 1/z не может быть равномерно на T
приближена многочленом комплексного переменного. Таким образом,

Pn(T) 6= C(T).

Докажем теперь первое утверждение. Заметим, что для всех z ∈ Γa,b

имеет место равенство

z2 = 2αzz − z2 − β2c2. (2.5)

Из него вытекает, что для любого целого k > 2 выражение zk может быть

представлено в виде qk,1(z)z+ qk,2(z), где qk,1, qk,2 —многочлены комплекс-

ного переменного. Таким образом, пространство {p|Γa,b
: p ∈ P2} является

алгеброй. Следовательно, алгеброй будет и пространство P2(Γa,b)— замы-

кание в C(Γa,b) подпространства {p|Γa,b
: p ∈ P2}.

Ясно, что алгебра P2(Γa,b) не равна алгебре P (Γa,b) ⊂ P2(Γa,b). В самом

деле, z ∈ P2(Γa,b), но z /∈ P (Γa,b) так как∫
Γa,b

f(z)dz = 0

для любой функции f ∈ P (Γa,b), но, по формуле Коши–Грина,∫
Γa,b

zdz = 2iA(Da,b) 6= 0.

Таким образом, P2(Γa,b) — это подалгебра алгебры C(Γa,b), которая со-

держит алгебру P (Γa,b), но не совпадает с ней. В силу теоремы Вермера

о максимальности [42, теорема 6] из этого вытекает, что

P2(Γa,b) = C(Γa,b).

Второе утверждение мы докажем, используя двойственные методы. Мы

построим меру µ на Γ ′
a,b, такую, что µ ⊥ Pn. Рассмотрим функцию

w(z) = α− β
√

1− z2c2,

где рассматривается ветвь корня, определенная вне множества

(−∞,−c−1] ∪ [c−1,+∞)
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и равная 1 в начале координат. Эта функция будет голоморфна в некоторой

окрестности замыкания области G′
a,b. Определим меру

µ := wn−1 dz|Γ ′
a,b
.

Тогда из (2.4) вытекает, что∫
zszm dµ(z) =

∫
Γ ′
a,b

SΓ ′
a,b
(z)szmw(z)n−1 dz =

∫
Γ ′
a,b

w(z)n−1−szm+s dz = 0

при всех s = 0,1, . . . , n − 1 и при всех целых m > 0 в силу стандартной

интегральной теоремы Коши. Следовательно, µ ⊥ Pn и, окончательно,

Pn(Γ
′
a,b) 6= C(Γ ′

a,b).

Для доказательства оставшегося (третьего) утверждения мы снова при-

меним двойственные методы. Но на этот раз мы будет рассуждать от про-

тивного. Пусть P2(Γa,b ∪ {0}) 6= C(Γa,b ∪ {0}). Тогда существует ненулевая
мера µ на Γa,b ∪ {0}, такая, что µ ⊥ P2. Мера µ1 := zµ— это мера на Γa,b

и µ1 ⊥ P2. Так как носитель меры µ не может быть точкой {0}, то µ1 6≡ 0.

Но тогда P2(Γa,b) 6= C(Γa,b), что противоречит второму утверждению. Сле-

довательно µ ≡ 0 и

P2(Γa,b ∪ {0}) = C(Γa,b ∪ {0}).

Таким образом, предложение 3 полностью доказано.

Приведенные примеры—T (единичная окружность), Γa,b (эллипс) и Γ
′
a,b

(овал Неймана) — показывают, что решение задачи 1 при n > 2 не может

быть сформулировано только в терминах топологических характеристик

компакта X , на котором рассматривается аппроксимация (как это имеет

место в случае n = 1). Для решения задачи 1 при n > 2 необходимо привле-

кать новые аналитические свойства компактов, которые, как будет показано

в дальнейшем, не могут быть выражены в терминах подходящих емкостей.

Это существенно отличает случаи n = 1 и n > 2 в рассматриваемой задаче.

Первое и третье утверждение предложения 3 показывают, что задача 1

при n > 2 существенно отличается и от задачи о равномерной приближаемо-

сти функций гармоническимимногочленами на плоских компактах. В самом

деле, эллипс Γa,b является компактом Каратеодори, компакт Γa,b∪{0}—нет,
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а в последней задаче имеет место критерий приближаемости, полученный

в работах Д. Уолша [90, c. 503] и А. Лебега [65] (см. также [10, глава II]),

который мы приведем в том виде, как он сформулирован в [28, §1]:

Теорема XV. Пусть X — компакт в C. Для того чтобы всякую функцию

f ∈ C(X), гармоническую вX◦, можно было равномерно на X приблизить

гармоническими многочленами, необходимо и достаточно, чтобы X был

компактом Каратеодори, т.е. ∂X = ∂X̂ .

Напомним, что гармонический многочлен — это многочлен p от пере-

менных z и z (с комплексными коэффициентами), удовлетворяющий всюду

в C уравнению ∆p = 0, где ∆— это оператор Лапласа.

Мы подробно обсудим задачу 1 в главах c 4 по 8 ниже, а сейчас мы

перейдем к постановке задач аппроксимации функций полианалитическими

многочленами в пространствах гладких функций.

Пространства гладких функций

Всюду в этом параграфе через j и k мы будет обозначать неотрицатель-

ные целые числа. При вещественных ` > 0 определим пространства C`(X)

гладких функций порядка ` на компактах X ⊂ C. При x = Re z и y = Im z

определим дифференциальные операторы ∂x := ∂/∂x и ∂y := ∂/∂y. Опре-

делим также оператор ∂′j,k := ∂jx∂
k
y (обозначение ∂

′ использовано здесь для

того, чтобы отличить этот оператор от оператора ∂j,k, который будет введен

позднее и который будет активно использоваться в дальнейшем).

Для данного подмножества E ⊂ C и для данной функции f : E → C,
обозначим через ‖f‖E величину

‖f‖E := sup
z∈E

|f(z)|.

При δ > 0 обозначим через ωE(f, δ) модуль непрерывности f на E, т.е.

ωE(f, δ) := sup
{
|f(z1)− f(z2)| : z1, z2 ∈ E, |z1 − z2| < δ

}
.

При E = C индекс E в обозначениях ‖f‖E и ωE(f, δ) опускается.

Пусть U — непустое открытое множество в C. При 0 < ` < 1 через

Lip`(U) обозначается пространство (комплекснозначных) функций f на U
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с конечной нормой

‖f‖`,U = ‖f‖U + sup
z 6=w∈U

|f(z)− f(w)|
|z − w|`

.

Через Lip0(U) обозначим пространство всех ограниченных на U функций

с нормой ‖f‖U и положим ‖f‖0,U = ‖f‖U .
Пусть BC`(U) ≡ lip`(U) (при 0 6 ` < 1) означает замыкание в норме

‖·‖`,U пространстваC∞(U)∩Lip`(U). Так, пространствоBC0(U) = BC(U)

— это пространство всех непрерывных и ограниченных на U функций.

При целыхm > 1 через BCm(U) обозначается пространство функций

на U , имеющих непрерывные ограниченные в U частные производные до

порядкаm включительно с нормой

‖f‖m,U =
∑

j+k6m

‖∂′j,kf‖U .

Дляm ∈ Z+ и открытых U нам также потребуется полунорма

‖f‖′m,U =
∑

j+k=m

‖∂′j,kf‖U .

Пусть теперь ` > 0, ` /∈ Z+ и ` = m + τ , где m = [`] — целая часть

числа [`], а τ ∈ (0,1). В этом случае определим пространство

Lip`(U) :=
{
f ∈ BCm(U) : ∂′j,kf ∈ Lipτ(U), j + k = m

}
с нормой ‖f‖`,U = ‖f‖m,U + ‖f‖′`,U , где

‖f‖′`,U =
∑

j+k=m

sup
δ>0

ωU(∂
′
j,kf, δ)

δτ
.

Пространство BC`(U) мы определим как замыкание в Lip`(U) простран-

ства функций Lip`(U) ∩ C∞(U). Можно показать, что BC`(U) состоит

из всех функций f ∈ Lip`(U), таких, что для любого компакта K ⊂ U

и для любых j, k ∈ Z+ с условием j + k = m выполняется соотношение

ωK(∂j,kf, δ)δ
−τ → 0 при δ → 0. При U = C индекс U в записи всех норм

и модулей непрерывности опускается.
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Через C`
loc(U) обозначается пространство функций

C`
loc(U) =

{
f : fϕ ∈ BC`(U) для всех ϕ ∈ C∞

0 (U)
}
,

где, как обычно, C∞
0 (U) = {ϕ ∈ C∞(U) : Supp(ϕ)— компакт в U}.

Пусть далее X — компакт в C. При ` > 0 положим

J `
0(X) = {f : f ∈ BC`(C), f = 0 в некоторой окрестности X},

а через J `(X) обозначим замыкание J `
0(X) в BC`(C). При этом нетрудно

показать, что

J `(X) =
{
f : f ∈ BC`(C), ∂′j,kf |X = 0 при j + k 6 [`]

}
.

Пространство C`(X) определим как фактор-пространство

BC`(C)/J `(X)

с соответствующей фактор-нормой. Точнее говоря, каждая функция f клас-

са BC`(C) единственным образом определяет элемент fX = f + J `(X) ∈
C`(X) с нормой в C`(X), равной ‖fX‖`,X = inf{‖f + g‖` : g ∈ J `(X)}. Эк-
вивалентное определение пространства C`(X) можно получить, используя

вместоC любую фиксированную окрестность компактаX . В частности, для

любой такой окрестности U и любой функции g ∈ C`
loc(U) единственным

образом определяется элемент gX ∈ C`(X) по формуле

gX = {f ∈ BC`(C) : ∂′j,k(f − g)|X ≡ 0 при j + k 6 [`]}.

Указанные выше пространства можно определить «внутренним» способом,

не выходя за пределы компакта X . Подробно эти факты, включая теорему

Уитни о продолжении, изложены в [32, гл. VI] (см. также [93], а случай

` = 1 будет кратко рассмотрен ниже).

Для подпространства F ⊂ C`(X) обозначим через F ` замыкание F

в пространстве C`(X).

В завершение главымы определим при целых значенияхm пространства

Cm
w (X) функций класса Cm «слабого» типа и соответствующие нормы.

Пустьm ∈ N. Дляm раз непрерывно дифференцируемой функции f , для
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целого числа k, 0 6 k 6 m, и для подмножества E ⊂ C определим

∇′kf :=
(
∂′k,0f, ∂

′
k−1,1f, . . . , ∂

′
1,k−1f, ∂

′
0,kf
)
,

‖∇′kf‖E := max
06j6k

‖∂′k−j,jf‖E,

ωE(∇′kf, δ) := max
06j6k

ωE(∂
′
k−j,jf, δ).

Если E = C, то индекс E, как и ранее, опускается. Кроме того, определим

∇′m
∗ f :=

(
f, df, . . . , dmf

)
.

Обозначим m∗ := (m + 1)(m + 2)/2. Напомним, что норма ‖h‖X,m∗

элемента h =
(
h0, . . . , hm∗

)
∈ C(X)m

∗
определяется следующим образом:

‖h‖X,m∗ := max
06s6m∗

‖hs‖X .

Обозначим через Cm
w (X) замыкание в C(X)m

∗
подпространства

{(∇′m
∗ f)|X : f ∈ Cm(C)} .

Пространство Cm
w (X) и есть пространство «функций» класса Cm «слабого»

типа на компакте X с индуцированной нормой из пространства C(X)m
∗
.

Сделаем несколько замечаний относительно пространства Cm
w (X) и его

нормы. Во-первых, заметим, что элемент h = {h0, . . . , hm∗−1} ∈ C(X)m
∗

принадлежит пространству Cm
w (X) в том и только том случае, если для

любого ε > 0 найдется функция f ∈ Cm(C), такая, что

‖(h(k−1)∗, . . . , hk∗−1)− dkf‖X < ε

при k = 0, . . . ,m.

Пусть s ∈ {0, . . . ,m∗ − 1}, а числа k ∈ {0, . . . ,m} и j ∈ {0, . . . , k}
таковы, что s = (k − 1)∗ + j. При этом hs = ∂′k−j,jf в классическом смысле

на X◦. Следовательно, если множество X◦ плотно в X , то функции hs при

s ∈ {1, . . . ,m∗ − 1} однозначно определяются функцией h0.

Различие между пространствами Cm
w (X) и Cm(X)

Покажем различие между пространствами Cm
w (X) и Cm(X). Для упро-

щения технических деталей мы сделаем это в случае, когдаm = 1. Для этого
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нам потребуется «внутреннее» определение пространства C1(X). Опреде-

лим пространство C1
j (X) (символ «j» происходит от слова «jet» — «струя»)

как пространство элементов (струй) f = {f0, f1, f2}, где функции f0, f1
и f2 класса C(X) удовлетворяют следующим условиям: существуют кон-

станта A > 0 и функция ω : R+ → R с условиями ω(t) → 0 при t → 0+

и 0 6 ω(t) 6 1, такие, что

|fs(z)| 6 A, s = 0,1,2,

и

|f0(z′)− f0(z)− f1(z)(x
′ − x)− f2(z)(y

′ − y)| 6 Aρω(ρ) (2.6)

для всех z = x+ iy ∈ X и z′ = x′ + iy′ ∈ X , при ρ = |z − z′|. Нормой эле-
мента f в C1

j (X) является нижняя грань среди всех таких A (возможно для

различных ω). В силу уже упоминавшейся теоремы Уитни [93], простран-

ства C1(X) и C1
j (X) изоморфны (элементу f ∈ C1(X) с представителем

F ∈ C1(C) соответствует струя {F, ∂xF, ∂yF}).
Пусть теперь элемент h = (h1, h2, h3) ∈ C(X)3 принадлежит простран-

ству C1
w(X). В этот случае C1

w-норма элемента h совпадает с его нормой

в пространстве C(X)3. В этом случае условие (2.6) из определения про-

странства C1
jet(X) и его нормы как бы не учитывается.

Рассмотрим компакт X вида

X := (0,0) ∪
∞⋃
k=1

(1
k
,0
)
⊂ C

и приведем пример функции, принадлежащей пространству C1
w(X) и не

принадлежащей пространству C1
jet(X). Для этого фиксируем натуральное

число d > 2 и определим элемент h := (h0, h1, h2)|X , такой, что h0(z) = d
√
x

(где, как обычно, x = Re z), а h1 ≡ h2 ≡ 0. Определим последовательность

функций (fs)
∞
s=1 следующим образом. Положим fs(z) = 0 при

z ∈
[
−∞,

1

s+ 1
+

1

10(s+ 1)2

]
x1

× Rx2
,

а при k 6 s и

z ∈
[
1

k
− 1

10k2
,
1

k
+

1

10k2

]
x1

× Rx2
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положим fs(z) =
d
√
1/k. Продолжим fs до функции класса C

1(C). Легко
видеть, что (

fs|X , ∂xfs|X , ∂yfs|X
)
⇒X

(
h0,0,0)

при s→ ∞. Ясно также, что h /∈ C1
jet(X), так как h0 /∈ Lipτ(X) при τ > d−1.

Дополнительные обозначения

Введем дополнительные обозначения, связанные с рассмотренными

в этом параграфе пространствами функций, которые будут часто исполь-

зоваться в дальнейшем. Наряду с уже определенным оператором ∂ нам

потребуется дифференциальный оператор

∂ =
∂

∂z
=

1

2

( ∂
∂x

− i
∂

∂y

)
.

Кроме того, для целых положительных чисел s и t определим дифференци-

альные операторы ∂s,t := ∂s∂t. Эти операторы во многих случаях оказыва-

ются более удобными, чем введенные выше операторы ∂′s,t. Для достаточно

гладкой функции f и для k ∈ Z+ определим выражение ∇kf следующим

образом:

∇kf := (∂0,kf, ∂1,k−1f, . . . , ∂k−1,1f, ∂k,0f).

Как и ранее, для данного множества E ⊂ C положим

‖∇kf‖E := max
06s6k

‖∂s,k−sf‖E

и, при δ > 0,

ωE(∇kf, δ) := max
06s6k

ωE(∂s,k−sf, δ).

В случае E = C индекс E в двух последних обозначениях опускается.

Задачи аппроксимации функций

полианалитическими многочленами

в пространствах гладких функций

Пусть ` > 0 — заданное вещественной число. Задачи аппроксима-

ции полианалитическими многочленами для классов функций для C`-норм
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ставятся аналогично тому, как это было сделано в равномерном случае.

Определим пространства

A`
n(X) := C`(X) ∩ On(X

◦) и P `
n(X) := {pX : p ∈ Pn}`,

где, как и ранее, pX = p + J `(X) — элемент пространства C`(X), опре-

деленный многочленом p. Заметим, что определение пространства A`
n(X)

корректно, так как значения всех представителей класса fX = f+J `(X) сов-

падают на X◦. При этом P `
n(X) ⊂ A`

n(X) и возникает задача, аналогичная

задаче 1:

Задача 4. Найти необходимые и достаточные условия на компактX ⊂ C,
при которых выполняется равенство

A`
n(X) = P `

n(X). (2.7)

Для пространств A`
1(X) и P `

1(X) в дальнейшем будут использованы

более традиционные обозначения — A`(X) и P `(X) соответственно.

Несмотря на то что задача 4 содержит в себе задачу 1 (в случае ` = 0),

нам будет удобно разделить эти задачи и считать, что задача 4 поставлена

только при ` > 0. Таким образом, мы выделяем задачу о равномерной

аппроксимации, которая является центральной для данной книги.

Определим теперь «слабые» версии пространств Am
n (X) и Pm

n (X) для

целых положительных чиселm. По аналогии с равномерным случаем, для

подпространстваF ⊂ C(X)k, k ∈ N, символомF будет обозначаться замы-

каниеF вC(X)k. Определим пространстваAm
w,n(X) и Pm

w,n(X) следующим

образом:

Am
w,n(X) = {(∇′m

∗ f)|X : f ∈ Cm(C) ∩ On(X◦)},

Pm
w,n(X) = {(∇′m

∗ p)|X : p ∈ Pn},

гдеm∗, как и раньше, равно (m+1)(m+2)/2, а замыкание рассматривается

в пространстве C(X)m
∗
.

Заметим, что если для компакта X ⊂ C выполнено равенство

Am
w,n(X) = Pm

w,n(X),
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то это в точности означает, что всякая функция f класса Cm в окрестности

компакта X , удовлетворяющая условию f ∈ On(X
◦), может быть прибли-

жена последовательностью n-аналитических многочленов (pk)
∞
k=1 так, что

∂s,tpk ⇒X ∂s,tf при k → ∞ для всех s, t ∈ Z+ с условием s+ t 6 m.

Так же, как и задача 1, задача 4 в голоморфном случае полностью решена.

Мы завершим эту главу формулировками соответствующих результатов.

Нам потребуется понятие d-мерного, при 0 < d 6 2, обхвата по Хаусдор-

фуMd(E) ограниченного множества E ⊂ C. По определению, величина
Md(E) равна

Md(E) = inf
∑
j

rdj ,

где нижняя грань берется по всем (не более чем счетным) покрытиям {Dj}
множества E кругами с радиусами rj . Кроме того, нам потребуется нижний

обхватMd
∗ (E) по Хаусдорфу, который определяется следующим образом:

Md
∗ (E) = sup

h
inf
{Dj}

∑
j

h(rj),

где нижняя грань снова берется по всем (не более чем счетным) покрытиям

множестваE кругамиDj с радиусами rj , а верхняя грань— по всем неотри-

цательным непрерывным функциями h на R+, удовлетворяющих условиям

h(t) 6 td и h(t)t−d → 0 при t→ 0. Заметим, что при 0 < d < 2 для любого

ограниченного открытого множества E ⊂ C верны неравенства

A−1Md(E) 6Md
∗ (E) 6 AMd(E),

где A > 1— абсолютная константа.

Теорема XVI. Пусть X — компакт в C, а ` ∈ (0,1). Для выполнения ра-

венства A`(x) = P `(X) необходимо и достаточно, чтобы одновременно

выполнялись два следующих условия:

1. существуют постоянные A0 > 0 и λ > 1, такие, что для любого

круга D(a, r) справедлива оценка

M 1+`
∗ (D(a, r) \X◦) 6 A0M

1+`(D(a, λr) \X);

2. множество C \X связно.
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Этот критерий вытекает из критерия А. Г. О'Фаррелла [68] C`-прибли-

жаемости функций рациональными функциями в случае ` ∈ (0,1). Согласно

критерию О'Фаррелла, условие (1) теоремы XVI необходимо и достаточно

для того, чтобы выполнялось равенство

A`(X) = R`(X) := {gX : g ∈ R1(X)}`,

где gX — это элемент пространства C`(X), определенный (рациональной)

функцией g. Этот результат составляет основное содержание теоремы XVI,

после его применения остается воспользоваться методом Рунге «движения»

полюсов.

Разумеется, определение пространства R`(X), данное выше, сохраняет-

ся и в случае ` > 1. В этом случае критерий C`-приближаемости функций

многочленами комплексного переменного имеет вид:

Теорема XVII. Пусть X — компакт в C, а m > 1. Для выполнения ра-

венства A`(x) = P `(X) необходимо и достаточно, чтобы одновременно

выполнялись два следующих условия:

1. компакт X такой, что X = X◦;

2. множество C \X связно.

Как и в случае ` ∈ (0,1), первое условие в этой теореме является необхо-

димым и достаточным условием того, что A`(X) = R`(X). Этот результат

при целых значениях ` доказан Д. Вердерой [86], а при нецелых значениях

`—А.Г. О'Фарреллом [69].

Отметим, что упомянутые результаты об аппроксимации функций мно-

гочленами комплексного переменного приводятся лишь для полноты из-

ложения. Обсуждения их доказательств выходит за рамки книги. Заинте-

ресованный читатель может найти его в цитированной выше литературе,

а также в литературе, приведенной в обзорной статье [22].





Глава 3

Аппроксимация

в пространствах гладких функций

В этой главе мы кратко обсудим основные результаты, полученные в за-

даче о C`-приближаемости функций полианалитическими многочленами

порядка n > 2 при вещественных ` > 0. Сразу отметим, что задача 4

полностью решена лишь в случае ` > n − 1, а при 0 < ` < n − 1 она

требует дальнейшего изучения. Кроме того, мы приведем ряд достаточных

условий равномерной и Cm-приближаемости функций полианалитически-

ми рациональными функциями при целых m < n, которые потребуются

в дальнейшем.

Начнем со случая ` = n − 1, когда имеет место критерий приближае-

мости, аналогичный теореме XII (теореме Мергеляна) и содержащий эту

теорему в случае n = 1:

Теорема 5. Пусть X — компакт в C, а n— натуральное число. Равенство

An−1
n (X) = P n−1

n (X) имеетместотогда итолькотогда, когда множество

C \X связно.

Эта теорема и схема ее доказательства приведены в работе [22]. Сейчас

мы сделаем несколько замечаний относительно теоремы 5, а ниже приведем

доказательство варианта этой теоремы для «слабой» Cn−1-нормы.

Пусть, как и раньше, X — некоторый компакт в C. Нам потребуется

пространство

R`
n(X) := {gX : g ∈ Rn(X)}`,

где, как и раньше, gX — это элемент пространства C`(X), определенный

функцией g. Как обычно, мы будем полагать, что

R0
n(X) := Rn(X),

где Rn(X)— это пространство всех функций, которые могут быть равно-

мерно на X приближены n-аналитическими рациональными функциями
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с полюсами, лежащими вне X . Напомним, что через Rn(E) обозначено

пространство, состоящее из всех n-аналитических функций, голоморфные

компоненты которых являются рациональными функциями комплексного

переменного с полюсами, лежащими вне данного множества E ⊂ C.
ПустьΦn—это фундаментальное решение для оператора ∂n. Напомним,

что

Φn(z) =
zn−1

(n− 1)!πz
. (3.1)

Определим n-аналитическую Cn−1-емкость αn,n−1(·). Для ограниченно-
го множества E ⊂ C положим

αn,n−1(E) = sup〈∂nf | 1〉,

где верхняя грань берется по всем функциям f класса Cn−1
loc (C) с условиями

‖f‖′n−1 6 1, Supp(∂nf) ⊂ E (т.е. функция f является n-аналитической вне

множества E) и f = Φn ∗ ∂nf .
Заметим, что емкость αn,n−1(·) и непрерывная аналитическая емкость

α(·) сравнимы, т.е. существует такая константа A > 0, что для любого

компакта X ⊂ C выполнены неравенства

A−1α(X) 6 αn,n−1(X) 6 Aα(X).

В самом деле, легко видеть, что α(X)n,n−1 6 α(X). Для доказательства

обратного неравенства рассмотрим емкость α+
n,n−1(·) определение которой

получается из определения емкости αn,n−1(·), в котором верхняя грань бе-

рется только по тем из рассматриваемых функций f , для которых распреде-

ление ∂nf является положительной мерой. Можно показать, что эта емкость

сравнима с емкостью α+(·), которая определяется следующим образом:

α+(E) = supµ(E),

где верхняя грань берется по всем положительным мерам Радона с носите-

лем на E, таким, что преобразование Коши µ̂ меры µ непрерывно в C (т.е.

совпадает почти всюду с непрерывной функцией) и ‖µ̂‖∞ 6 1. Остается

воспользоваться результатом X. Толсы [83] о том, что емкости α(·) и α+(·)
сравнимы.

Заметим также, что емкость αn,n−1(·) сравнима также с C1-гармониче-

ской емкостью κ(·), введенной П. В. Парамоновым в [27].



Аппроксимация в пространствах гладких функций 53

В терминах емкости αn,n−1(·) может быть сформулирован критерий

Cn−1-приближаемости функций n-аналитическими функциями на плоских

компактах: Равенство An−1
n (X) = Rn−1

n (X) имеет место в том и только

том случае, когда для всякой ограниченной области Ω в C справедливо

равенство

αn,n−1(Ω \X◦) = αn,n−1(Ω \X).

Мы не приводим здесь доказательство этого утверждения, так как оно

существенно выходит за рамки обсуждаемой тематики как технически,

так и идейно. Заметим, однако, что это утверждение может быть доказа-

но аналогично тому, как в работе [27] доказывается теорема 2 (критерий

C1-гармонической аппроксимации в терминах κ-емкости).

Как уже отмечалось выше, необходимость условия связности дополне-

ния к компакту X в теореме 5 очевидна. Основным моментом в доказатель-

стве достаточности этого утверждения является тот факт, что из цитирован-

ного выше результата Толсы о сравнимости емкостей α(·) и α+(·) вытекает,
что для любой ограниченной области Ω в C величина αn,n−1(Ω) сравнима

с diam(Ω).

Перейдем к задаче 4 в случае n > 2 и ` ∈ (n − 1, n). В этом случае

имеет место следующее утверждение, являющееся аналогом теоремы XVI

в голоморфном случае:

Теорема XVIII. Пусть X — компакт в C, а n > 2 и ` ∈ (n − 1, n). Для

выполнения равенства A`
n(x) = P `

n(X) необходимо и достаточно, чтобы

одновременно выполнялись два следующих условия:

1. существуют постоянные A0 > 0 и λ > 1, такие, что для любого

круга D(a, r) справедлива оценка

M `+2−n
∗ (D(a, r) \X◦) 6 A0M

`+2−n(D(a, λr) \X);

2. множество C \X связно.

Как и случае соответствующего критерия приближаемости для голо-

морфных функций основное содержание приведенной теоремы — это ре-

зультат Д. Вердеры [87], согласно которому условие (1) теоремы XVIII

необходимо и достаточно для выполнения равенства A`
n(X) = R`

n(X) в рас-

сматриваемом случае.
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И, наконец, при ` > n имеет место следующий критерий C`-приближа-

емости функций n-аналитическими многочленами:

Теорема XIX. Пусть X — компакт в C, а ` > n. Тогда равенство

A`
n(X) = P `

n(X) имеет место в том и только том случае, когда X = X◦,

а множество C \X связно.

Этот критерий вытекает из результатов работы [87], где, в частности,

доказан следующий критерий приближаемости: при ` > n равенство

A`
n(X) = R`

n(X) справедливо в том и только том случае, когда X = X◦.

Замечание. Как видно из приведенных в этой и в предыдущей главе ре-

зультатов, решения задач 1 и 4 в голоморфном случае и задачи 4 в n-ана-

литическом случае при n > 2 и ` > n − 1 возникали на основе решений

подходящих задач об аппроксимации n-аналитическими рациональными

функциями. Все приведенные выше критерии приближаемости функций

полианалитическими многочленами в указанных задачах устроены следую-

щем образом: к условиям, необходимым и достаточным для возможности

аппроксимации n-аналитическими рациональными функциями, добавля-

ется условие связности дополнения. При этом соответствующие условия

рациональной приближаемости выражаются в терминах подходящих то-

пологических (теорема Мергеляна, теоремы XVII и XIX), метрических

(теоремы XVI и XVIII) и/или емкостных характеристик компакта X , на

котором рассматривается аппроксимация. Случай теоремы Мергеляна (и ее

аналога для n-аналитических функций — теоремы 5) выделяется тем, что

условие связности дополнения «поглощает» соответствующее условие ра-

циональной аппроксимации.

Эти наблюдения, теорема XIV (согласно которой равномерные прибли-

жения n-аналитическими рациональными функциями при n > 2 возможны

на любом компакте X ⊂ C) и результаты предложения 3 (см. также сделан-

ные после доказательства этого предложения замечания) показывают, что

задача 1 о равномерной приближаемости функций n-аналитическими мно-

гочленами существенно отличается от всех остальных аппроксимационных

задач, обсуждавшихся выше. В этой задаче возникают условия прибли-

жаемости совершенно новой природы, не появлявшиеся ранее в задачах

аппроксимации функций многочленами комплексного переменного и гар-

моническими многочленами, а также полиномиальными решениями общих
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однородных эллиптических дифференциальных уравнений с постоянными

комплексными коэффициентами в пространствах непрерывных, гладких

и суммируемых функций на плоских компактах.

Теорема 5 для «слабой» Cn−1-нормы

В завершении этой главы мы приведем доказательство варианта тео-

ремы 5 для «слабого» варианта Cn−1-нормы — для нормы пространства

Cn−1
w (X). Точнее говоря, мы докажем следующее утверждение (см. [62]):

Теорема 6. Следующие условия на компакт X ⊂ C эквивалентны:

(a) для каждой функции f ∈ Cn−1(C) ∩ On(X
◦) существует последова-

тельность n-аналитических многочленов (pk)
∞
k=1, такая, что

∂s,tpk ⇒X ∂s,tf

при k → ∞ для всех s, t ∈ Z+ с условием s+ t 6 n− 1;

(b) множество C \X связно.

Для доказательства теоремы 6 нам потребуется определенная подго-

товительная работа. Мы получим ряд достаточных условий равномерной

и Cm-приближаемости (при целыхm < n) функций полианалитическими

рациональными функциями, которые будут использоваться в последующих

рассуждениях.

Введем две метрические характеристики компакта X ⊂ C, которые
понадобятся нам в дальнейшем.

Во-первых, обозначим через dc(X) нижнюю грань диаметров всех связ-

ных компонент множества C \X .

Во-вторых, для z ∈ C и r > 0 определим величину d(z, r,X), равную

наименьшей верхней грани диаметров всех связных компонент множества

D(z, r) \X , и положим

θ(X) := inf

{
d(z, r,X)

r
: z ∈ ∂X, r > 0

}
.

Установим следующее утверждение:

Теорема 7. Пусть X — компакт в C, для которого выполнено одно из

следующих условий:
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a) θ(X) > 0;

b) dc(X) > 0;

c) каждая граничная точка компакта X является граничной точкой

для некоторой связной компоненты множества C \X;

d) X является компактом Каратеодори;

e) множество C \X связно.

Пустьm ∈ Z+ — целое число с условиемm < n. Тогда для любой функции

f класса Cm(C) ∩ On(X
◦) найдется последовательность функций (fk)

∞
k=1,

fk ∈ On(X), такая, что

∂s,tfk ⇒X ∂s,tf, при k → ∞, при всех s, t ∈ Z+, s+ t 6 m. (3.2)

Доказательство. Доказательство этой теоремы мы проведем в предполо-

жении, что выполнено условие a). Приведенное ниже доказательство (после

незначительных несложных изменений) проходит и для компактов, удовле-

творяющих условиям b)–e), которые приведены для полноты изложения

и для удобства последующих ссылок.

Нам потребуются некоторые свойства полианалитических функций,

дополнительные к тем, которые были изложены в первой главе, и которые

могут быть найдены, например, в [40, гл. 1] и [81, гл. 2].

Рассмотрим открытый кругD = D(a, r) вC. Пусть функция g ∈ On(D),

тогда

g(w) =
n−1∑
s=0

∞∑
t=0

∂s,tg(a)

s!t!
(w − a)s(w − a)t, (3.3)

при w ∈ D, где соответствующий ряд сходится в C∞(D). Более того, если

T — это распределение с компактным носителем в D, то для функции

f := Φn ∗ T и для z, таких, что |z − a| > r, имеет место разложение

f(z) =
n−1∑
s=0

∞∑
t=0

cst(f, a)∂s,tΦn(z − a), (3.4)

где ряд сходится в пространстве C∞(C \D), а

cst(f, a) =
(−1)n−s−t

s!t!
〈T (w) | (w − a)s(w − a)t〉.
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Для функции ϕ ∈ C∞
0 (D) определим локализационный оператор Ви-

тушкина (см., например, [8], [87, p. 168] или [29, p. 127])

Vϕ : (C
∞
0 (C))′ → (C∞

0 (C))′

по формуле

Vϕf := Φn ∗ (ϕ∂nf).

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы для компактов,

удовлетворяющих условию a). Пусть θ := θ(X), θ > 0, а q := 2θ−1 + 2.

В дальнейшем мы будем обозначать символами A,A0, A1, . . . положитель-

ные константы, зависящие только от n и θ, которые могут принимать раз-

личные значения в различных соотношениях. Без ограничения общности

мы можем считать, что функция f имеет компактный носитель.

Пустьm—данное целое число,m < n. Возьмем функцию f ∈ Cm
0 (C)∩

On(X
◦) и положим

ω(δ) := ω(∇mf, δ), δ > 0.

Выберем число R > 2, такое, что Supp(f) ∪X ⊂ D(0, R/2).

Возьмем δ ∈ (0,1) и рассмотрим стандартное δ-разбиение единицы:

для каждого 2-индекса j = (j1, j2) ∈ Z2 мы определим точку aj = jδ ∈
C (круги D(aj, δ) в этом случае покрывают все C, причем каждая точка

z ∈ C накрывается не более чем A0 кругами) и выберем функции ϕj ∈
C∞

0 (D(aj, δ)) так, чтобы выполнялись условия

i) 0 6 ϕj 6 1;

ii) ‖∇kϕj‖ 6 Aδ−k при k = 0,1, . . . , n и

iii)
∑
j∈Z2

ϕj ≡ 1.

Для всех 2-индексов j ∈ Z2 определим функции

fj := Φn ∗ (ϕj∂
nf).

Докажем следующую техническую лемму, из которой будут следовать нуж-

ные нам свойства функций fj, j ∈ Z2 (напомним, что m < n — целое

число):

Лемма 8. Пусть f ∈ Cm
0 (C). Для любых a ∈ C, δ > 0, и для любой функции

ϕ ∈ C∞
0 (D(a, δ)) функция F := Vϕf (локализация функции f при помощи

ϕ) обладает следующими свойствами.
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1. F ∈ Cm
loc(C) и ∂nF = 0 на множестве C \

(
Supp(∂nf) ∩ Supp(ϕ)

)
.

2. ‖∂s,tF‖D(a,qδ) 6 Aδm+1ω(∇mf, δ)‖∇s+t+1ϕ‖ при s, t ∈ Z+, s+ t 6 m.

3. |cst(F, a)| 6
Aδs+t+2ω(∇mf, δ)‖∇n−mϕ‖

s!t!
при всех s, t ∈ Z+, s 6 n− 1.

Доказательство. Мы докажем эту лемму в предположении, что f ∈
C∞

0 (C). Общий случай получается (стандартной) регуляризацией (все

оценки содержат множитель ω(∇mf, δ), оцениваемый сверху величиной

A‖∇mf‖).
По определению функции F получаем (все производные в угловых

скобках 〈·|·〉 берутся по переменному w):

F (z) = 〈Φn(w − z) |ϕ(w)∂nf(w)〉 = 〈Φn(w − z) |ϕ(w)∂nfa(w)〉,

где

fa(w) := f(w)−
m∑
k=0

k∑
s=0

∂s,k−sf(a)

s!(k − s)!
(w − a)s(w − a)k−s.

Возьмем s, t ∈ Z+ так, что s+ t 6 m. Тогда

|∂s,tF (z)| = |〈∂s,tΦn(w − z) |ϕ(w)∂nfa(w)〉|
= |〈∂n−m

(ϕ(w)∂s,tΦn(w − z)) | ∂mfa(w)〉|.

Всюду в дальнейшем при доказательстве этой леммы мы будем считать,

чтоm = n− 1. Общий случай рассматривается аналогично. Минимальные

необходимые изменения связаны с заменой однократного дифференциро-

вания произведений вида ϕ(w)∂s,tΦn(w − z) и ϕ(w)(w − a)s при помощи

оператора ∂ на соответствующее многократное дифференцирование при

помощи оператора ∂
n−m

.

Итак, пустьm = n− 1 и s+ t 6 n− 1. Тогда

|∂s,tF (z)| = |〈∂s,tΦn(w − z) |ϕ(w)∂nfa(w)〉|
= |〈∂(ϕ(w)∂s,tΦn(w − z)) | ∂n−1fa(w)〉|
= |〈∂ϕ(w)∂s,tΦn(w − z) + ϕ(w)∂s+1,tΦn(w − z) | ∂n−1fa(w)〉|
6 |〈∂ϕ(w)∂s,tΦn(w − z) | ∂n−1fa(w)〉|+

+ |〈ϕ(w)∂s+1,tΦn(w − z) | ∂n−1fa(w)〉|.
(3.5)

Так как f ∈ C∞
0 (C), то F ∈ C∞

loc(C). Из того, что Φn —это фундаментальное

решение для оператора ∂n, и из свойств свертки находим, что ∂nF = ϕ∂nf ,
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откуда вытекает утверждение 1. Если s+t 6 n−2, то все члены в последнем

выражении для ∂s,tF регулярны и их можно непосредственно оценить,

интегрируя в полярных координатах с центром в точке z. Таким образом,

при s, t с условием s+ t 6 n− 2 мы получаем оценку

‖∂s,tF‖D(a,qδ) 6 A1ω(∇n−1f, δ)‖∇ϕ‖δn−s−t + A2ω(∇n−1f, δ)‖ϕ‖δn−s−t−1,

откуда вытекает, что в случае s+t 6 n−2 утверждение 2 справедливо так как

при l = 0,1, . . . , r, r ∈ Z+, справедливы оценки ‖∇lϕ‖ 6 Aδr+1−l‖∇r+1ϕ‖.
Пусть теперь s, t таковы, что s+ t = n− 1. Так как

ϕ(z)∂s,tΦn(w − z) = ∂t(ϕ(w)∂sΦn(w − z))−
t−1∑
l=0

C l
t ∂s,lΦn(w − z)∂t−lϕ(w),

где C l
t — это, как обычно, биномиальный коэффициент, то

|∂s,tF (z)| 6 |〈∂t(ϕ(w)∂sΦn(w − z)) | ∂nfa(w)〉|+

+
t−1∑
l=0

C l
t |〈∂s,lΦn(w − z)∂t−lϕ(w) | ∂nfa(w)〉|. (3.6)

Первое слагаемое в (3.6) равно

|〈∂t(ϕ(w)∂sΦn(w − z)) | ∂nfa(w)〉|= |〈∂n−s(ϕ(w)∂sΦn(w − z)) | ∂s,tfa(w)〉|,

а величина, стоящая в правой части этого равенства, оценивается следую-

щим образом:

|〈∂n−s(ϕ(w)∂sΦn(w − z)) | ∂s,tfa(w)〉| 6
6 ϕ(z)

(
∂s,tf(z)− ∂s,tf(a)

)
+

+
n−s∑
l=1

C l
n−s |〈∂lϕ(w)∂n−lΦn(w − z) | ∂s,tfa(w)〉|.

Отcюда следует, что

sup
z∈D(a,qδ)

|〈∂t(ϕ(w)∂sΦn(w − z)) | ∂nfa(w)〉| 6 A0ω(∇n−1f, δ)‖ϕ‖+

+
n−s∑
l=1

C l
n−sAlω(∇n−1f, δ)‖∇lϕ‖δl 6 Aδs+t+1‖∇s+t+1ϕ‖ω(∇n−1f, δ).
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Для того чтобы оценить оставшиеся слагаемые в (3.6), заметим, что

|〈∂s,lΦn(w − z)∂t−lϕ(w) | ∂nfa(w)〉| 6
6 |〈∂s+1,lΦn(w − z)∂0,t−lϕ(w) | ∂n−1fa(w)〉|+

+ |〈∂s,lΦn(w − z)∂1,t−lϕ(w) | ∂n−1fa(w)〉|.

Так как s + l 6 n − 2 для любого целого l = 1, . . . , t − 1, то оба слагае-

мых в последнем выражении оцениваются аналогично тому, как оценива-

ются выражения |〈∂ϕ(w)∂s,tΦn(w − z) | ∂n−1fa(w)〉| и |〈ϕ(w)∂s+1,tΦn(w −
z) | ∂n−1fa(w)〉| в (3.5). Таким образом, второе утверждение полностью до-

казано.

Нам остается проверить справедливость утверждения 3.

Пусть s, t ∈ Z+, s 6 n− 1. Несложно увидеть, что

|cst(F, a)|s!t! = |〈ϕ(w)∂nf(w)|(w − a)s(w − a)t〉| =
|〈∂n−1fa(w)|∂(ϕ(w − a)s(w − a)t)〉| 6 Aδs+t+2ω(∇n−1f, δ)‖∇ϕ‖.

Лемма полностью доказана.

Из только что доказанной леммы и из свойств функций ϕj, образую-

щих разбиение единицы, вытекает, что функции fj обладают следующими

свойствами:

i) fj ∈ Cm
loc(C);

ii) fj является n-аналитической на X
◦ и вне круга D(aj, δ);

iii) справедливы оценки:

‖∂s,tfj‖D(aj ,qδ) 6 Aδm−s−tω(δ) (3.7)

при s, t ∈ Z+, с условием s+ t 6 m, и

|cst(fj, aj)| 6
Aδs+t+m+2−nω(δ)

s!t!
(3.8)

при s = 0,1, . . . , n− 1 и t ∈ Z+.

Кроме того,

f(z) =
∑
j∈Z2

fj(z),
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причем последняя сумма конечна, так как fj ≡ 0 при условии

Supp(ϕj) ∩ Supp(∂nf) = ∅.

Итак, функция f представлена в виде суммы функций fj, особенности

которых локализованы в кругах D(aj, δ), и, для того чтобы приблизить

функцию f требуемым образом, нам достаточно приблизить каждую из

функций fj с надлежащей точностью. Заметим, что если D(aj, δ) ⊆ X◦, то

fj ≡ 0, а если D(aj, δ) ∩X = ∅, то функция fj является n-аналитической
в окрестности компакта X . Таким образом, нам надо приближать только

функции fj с индексами, принадлежащими множеству

J = {j ∈ Z2 : D(aj, δ) ∩ ∂X 6= ∅}.

Перейдем к построению соответствующих приближающих функций.

Будем считать, что δ выбрано настолько малым, что для всех индексов j ∈ J

справедливо включениеD(aj,2δθ
−1) ⊂ D(0, R). По определению величины

θ = θ(X), для каждого индекса j ∈ J существует точка a∗j ∈ D(aj,2δθ
−1)\X

и жорданова кривая γj ⊂ D(a∗j , δ) \X с началом в точке a∗j и с концом на

окружности ∂D(a∗j , δ).

Замечание. Если компактX удовлетворяет условиям b)–e), то вместо круга

D(aj,2δθ
−1) надо взять круг D(aj,2δ) и положить q = 4.

При j /∈ J положим a∗j = aj. Для функции fj справедливо разложение

fj(z) =
n−1∑
s=0

∞∑
t=0

cst(fj, a
∗
j)∂s,tΦn(z − a∗j),

сходящееся в метрике пространства C∞(|z − a∗j | > q′δ) при q′ = q − 1. Из

(3.8) вытекает, что справедливы следующие оценки коэффициентов этого

разложения:

|cst(fj, a∗j)| 6
Aδs+t+m+2−nω(δ)

s!t!
. (3.9)

Следующий шаг доказательства состоит в построении специальной

вспомогательной функции. Пусть γ — произвольная жорданова кривая,

лежащая в замкнутом кругеD(0, δ), с началом в начале координат и с концом

в точке b, |b| = δ. Положим b1 = b/δ и определим функцию

h(z) = c0
(
zn(z − b1)

n
√
z(z − b1)− p0(z)

)
,



62 Глава 3

где голоморфная ветвь корня (рассматриваемая вне кривой δ−1γ), константа

c0 и многочлен p0 подобраны так, что

lim
z→∞

zh(z) = 1.

Например, при n = 1 имеем c0 = 128/(3b41) и

p0(z) = z3 − 3b1
2
z2 +

3b21
8
z +

b31
16
.

Далее, определим нужную нам специальную функцию gγ следующим обра-

зом:

gγ(z) :=
zn−1h(z/δ)

πδ(n− 1)!
.

Для функции gγ справедливы оценки

‖∂s,tgγ‖D(0,qδ)\γ 6 Aδn−2−s−t

при s = 0,1, . . . , n− 1 и t = 0,1, . . . , n. Кроме того, при |z| > δ имеет место

разложение

gγ(z) =
∞∑
t=0

dt∂
tΦ(z),

в котором d0 = 1, а

|dt| 6
Aδt

t!
, t ∈ Z+.

Теперь для каждого j ∈ J мы положим γ∗j = γj − a∗j и определим

функции g∗j следующим образом

g∗j (z) := gγ∗
j
(z − a∗j).

Из приведенных выше свойств функции gγ вытекает, что функции g
∗
j обла-

дают следующими свойствами:

‖∂s,tg∗j‖D(aj ,qδ)\γ∗
j
6 Aδn−2−s−t (3.10)

при s = 0,1, . . . , n− 1 и t = 0,1, . . . , n, а также

g∗j (z) =
∞∑
t=0

d∗j,t∂
tΦn(z − a∗j)
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при |z − a∗j | > δ. В последнем разложении d∗j,0 = 1 и

|d∗j,t| 6 Aδt/t! (3.11)

при t ∈ Z+. Рассмотрим теперь функцию gj, заданную выражением

gj(z) =
n−1∑
s=0

n−s∑
l=0

βj,s,l∂s,lg
∗
j (z),

в котором n(n + 3)/2 коэффициентов βj,s,l определяются при помощи

следующей индуктивной процедуры: для каждого s = 0,1, . . . , n − 1

и l = 0,1, . . . , n− s полагаем

βj,s,0 = cs0(fj, a
∗
j), βj,s,l = csl (fj, a

∗
j)−

l−1∑
k=0

βj,s,kd
∗
j,l−k.

При таком определении коэффициентов βj,s,l в разложении

gj(z) =
n−1∑
s=0

∞∑
t=0

cst(gj, a
∗
j)∂s,tΦn(z − a∗j),

сходящемся в пространстве C∞(|z − a∗j | > q′δ), коэффициенты cst(gj, a
∗
j)

выражаются следующим образом

cst(gj, a
∗
j) =

min{t,n−s}∑
l=0

βj,s,ld
∗
j,t−l

при s = 0,1, . . . , n− 1 и t ∈ Z+. Так как

|βj,s,l| 6
Aδs+l+m+2−nω(δ)

s!l!
,

то из (3.10) вытекает, что

‖∂s,tgj‖D(aj ,qδ)\γ∗
j
6 Aδm−s−tω(δ) (3.12)

при s, t ∈ Z+, таких, что s+ t 6 m. Далее, из оценок (3.9) и (3.11) вытекает

оценка для коэффициентов

|cst(gj, a∗j)| 6
Aδs+t+m+2−nω(δ)tn

s!t!
, (3.13)
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где s = 0,1, . . . , n− 1, а t ∈ Z+.

Докажем теперь, что построенные функции gj обладают тем свойством,

что ∥∥∥∥∑
j∈J

(∂s,tfj − ∂s,tgj)

∥∥∥∥
X

6 Aδm−s−tω(δ), (3.14)

при s, t ∈ Z+ с условием s + t 6 m. Из конструкции, определяющей

коэффициенты βj,s,l, следует, что

cst(fj, a
∗
j) = cst(gj, a

∗
j) (3.15)

при s = 0, . . . , n− 1, а t = 0, . . . , n− s.

Пусть теперь s, t ∈ Z+, s+ t 6 m. Из равенств (3.15), а также из нера-

венств (3.9) и (3.13) вытекает, что при всех z, удовлетворяющих условию

|z − a∗j | > qδ, справедливо неравенство

|∂s,tfj(z)− ∂s,tgj(z)| 6
Aδm+3ω(δ)

|z − a∗j |3+s+t
. (3.16)

С другой стороны, из (3.7) и (3.12) вытекает, что для z, удовлетворяющих

условиям |z − a∗j | < qδ и z /∈ γ∗j , имеет место другая оценка:

|∂s,tfj(z)− ∂s,tgj(z)| 6 Aδm−s−tω(δ). (3.17)

Рассмотрим теперь произвольную точку z ∈ X . Для доказательства

оценок (3.14) мы воспользуемся хорошо известным методом «послойного»

суммирования (см. лемму 1 в [8, §4], а также доказательство теоремы 3.2

в [29]). Используя оценки (3.16) и (3.17), получаем:∣∣∣∣∑
j∈J

∂s,tfj(z)− ∂s,tgj(z)

∣∣∣∣ 6∑
j∈J

|∂s,tfj(z)− ∂s,tgj(z)| 6

6
∑

j:|z−a∗j |<qδ

|∂s,tfj(z)− ∂s,tgj(z)|+
∞∑

k=[q]

∑
kδ6|z−a∗j |6(k+1)δ

|∂s,tfj(z)− ∂s,tgj(z)| 6

6 δm−s−tω(δ)

(
A1 + A2

∞∑
k=[q]

1

k2+s+t

)
6 Aδm−s−tω(δ),

где также учтено, что число Mk индексов j, таких, что kδ ≤ |z − a∗j | <
(k + 1)δ, k > 1, допускает оценкуMk 6 Ak.
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Так как каждая из функций gj является n-аналитической вне кривой

γj и, следовательно, в окрестности компакта X и так как правые части

неравенств (3.14) стремятся к нулю при δ → 0, то в качестве искомой

приближающей функции для исходной функции f мы можем взять любую

функцию класса Cm(C), совпадающую с функцией∑
j∈J

gj(z) +
∑
j /∈J

fj(z)

в окрестности компакта X . Теорема доказана.

Доказательство теоремы 6. Докажем вначале утверждение (a) ⇒ (b).

Предположим, что множество C \ X не связно. Пусть G — это одна из

ограниченных связных компонент множества C \X . Без потери общности

можно считать, что 0 ∈ G. Тогда d := dist(0, ∂G) > 0 и X ⊂ B(0, R) при

R := diam(X). Рассмотрим функцию f(z), равную Φn(z) при
d
2 < |z| <

R и продолженную произвольным образом до функции класса Cn−1(C).
Предположим, что An−1

n,w (X) = P n−1
n,w (X) и возьмем последовательность

n-аналитических многочленов (pk)
∞
k=1, такую, что ∂s,tpk ⇒X ∂s,tf при

k → ∞ для всех целых s > 0 и t > 0 с условием s + t 6 (n − 1). Тогда

многочлены qk := ∂n−1pk являются обычными многочленами комплексного

переменного z, а последовательность (qk)
∞
k=1 равномерно на X сходится

к функции ∂n−1Φn = 1/(πz). Таким образом, функция 1/z может быть рав-

номерно на ∂G приближена многочленами комплексного переменного, что,

как хорошо известно, невозможно. Полученное противоречие означает, что

если An−1
n,w (X) = P n−1

n,w (X), то множество C \X является связным.

Докажем теперь утверждение (b) ⇒ (a). ПустьX—компакт со связным

дополнением, а f ∈ Cn−1(C) ∩ On(X
◦). Тогда выполнено условие е) тео-

ремы 7 и, следовательно, найдется последовательность (fk)
∞
k=1 ⊂ On(X),

такая, что имеет место сходимость (3.2). Для доказательства теоремы нам

остается приблизить n-аналитическими многочленами каждую из функ-

ций fk. Для этого предположим, что функция fk является n-аналитической

в окрестности Uk компакта X , и возьмем окрестность U ′
k ⊂ Uk этого ком-

пакта, такую, что любая точка множества C \ Uk может быть соединена

с точкой∞ при помощи кривой, лежащей вне U
′
k. Используя метод Рунге

«движения» особенностей (в контексте аппроксимации решениями общих

эллиптических уравнений этот метод может быть найден, например, в [25,
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§3.10]), мы получаем, что каждая функция fn вместе со своими частными

производными порядка до n−1 включительно может быть равномерно при-

ближена последовательностью n-аналитических многочленов на компакте

U
′
k и, следовательно, на X .

В случаеm = 0 из теоремы 7 вытекает следующее утверждение, которое

будет использовано в дальнейшем:

Следствие 9. Пусть компактX ⊂ C удовлетворяет условиям a)–e) теоре-

мы 7. ТогдаAn(X) = Rn(X), т.е. всякая функция классаC(X), являющаяся

n-аналитической наX◦, может быть равномерно наX приближена n-ана-

литическими рациональными функциями с полюсами вне X .

В частности, это следствие содержит цитированный выше результат

Д. Кармоны [48] для компактов, дополнение к которым имеет конечное

число связных компонент.

Замечание. В случае n = 1 доказательство теоремы 6 превращается в до-

казательство теоремы Мергеляна. Это доказательство является одним из

наиболее простых (технически и концептуально) известных сегодня доказа-

тельств этой классической теоремы.
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Пусть n > 2—натуральное число. Напомним, что, если компактX име-

ет связное дополнение, то Pn(X) = An(X) при любом n > 2 (это вытекает

из теоремы 7). Кроме того, в предложении 3 приведены примеры компактов,

имеющих несвязное дополнение, на которых равенство P2(X) = A2(X)

как выполняется, так и не выполняется. Эти примеры представляют собой

простые замкнутые аналитические кривые в C. Так как простые замкнутые
кривые (контуры) — это наиболее простые компакты, имеющие несвязное

дополнение, то задачу 1 целесообразно вначале исследовать для этого клас-

са компактов. В этом параграфе мы приведем одно рассуждение из работы

[34], которое обобщает сделанные в предложении 3 наблюдения и которое

приводит нас к важному понятию неванлинновской области. Именно в тер-

минах этого понятия (и его специальных модификаций) в последующих

главах будут получены условия приближаемости в задаче 1. В этой главе мы

сформулируем и обсудим основные свойства неванлинновских областей.

Несмотря на то что эти вопросы и соответствующие результаты достаточно

далеко выходят за рамки аппроксимационных задач для полианалитических

многочленов, они приводятся (в ряде случаев без доказательств), так как это

позволяет лучше понять природу возникающих условий приближаемости.

Аппроксимация на контурах

Пусть Γ — спрямляемый контур в C, а G — область, ограниченная

контуром Γ . Предположим, что P2(Γ ) 6= C(Γ ). Из этого вытекает, что

существует ненулевая мера µ на Γ , такая, что µ ⊥ P2. Это означает, что для

всех k ∈ Z+ выполняются равенства∫
Γ

zk dµ(z) =

∫
Γ

zzk dµ(z) = 0,

т.е. меры µ и η := zµ ортогональны ко всем многочленам комплексного

переменного. Из этого следует, что существуют две функции g0 и g1 класса
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E1(G), такие, что

g0(z) dz|Γ = dη(z) = z dµ(z) = zg1(z) dz|Γ .

Напомним, что под g0(z) и g1(z) при z ∈ Γ понимаются угловые предельные

значения функций g0 и g1, существующие для почти всех (относительно

меры Лебега на Γ ) точек z ∈ Γ . Так как мера µ ненулевая, то g1 6≡ 0

и, следовательно, g1(z) 6= 0 для почти всех z ∈ Γ . Таким образом, для почти

всех z ∈ Γ имеет место равенство

z =
g0(z)

g1(z)
,

понимаемое в смысле угловых предельных значений почти всюду на Γ .

Заметим, что отношение g0/g1 можно представить в виде отношения f0/f1,

где f0, f1 ∈ H∞(G). В самом деле, пусть ϕ— конформное отображение

единичного круга D на область G. Как хорошо известно (см., например, [7,

глава III, §6] или [6, глава X, §5]), функции (g0 ◦ ϕ)ϕ′ и (g1 ◦ ϕ)ϕ′, опреде-

ленные в круге D, принадлежат классу H1 и, следовательно, представимы

в виде отношения голоморфных и ограниченных в D функций.

Итак, если P2(Γ ) 6= C(Γ ), то существуют функции f0, f1 ∈ H∞(G),

такие, что для почти всех (относительно меры Лебега на Γ ) точек z ∈ Γ

выполняется следующее равенство

z =
f0(z)

f1(z)
, (4.1)

понимаемое как равенство угловых предельных значений соответствующих

функций.

Пусть теперь Γ — это такой контур, что равенство (4.1) выполняется

для некоторых функций f0, f1 ∈ H∞(G). В этом случае непосредственно

проверяется, что мера, равная f1 dz|Γ , ортогональна к пространству P2.

В самом деле, ∫
Γ

zszkf1(z) dz =

∫
Γ

f s0 (z)f
1−s
1 (z)zk dz = 0

при всех k ∈ Z+, s = 0,1, по теореме Коши.

Сформулируем сделанное наблюдение в виде следующего утверждения:
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Предложение 10. Пусть Γ — простая замкнутая спрямляемая кривая в C,
а n— натуральное число, n > 2. Следующие условия эквиваленты:

1) существуют функции f0 и f1 класса H
∞(G), такие, что равенство

(4.1) выполнено для |dz|-почти всех точек z ∈ Γ ;

2) Pn(Γ ) 6= C(Γ ).

Замечание. Это утверждение доказано выше при n = 2. В общем случае

заметим, что если Pn(Γ ) 6= C(Γ ), то и P2(Γ ) 6= C(Γ ). Для доказатель-

ства обратного утверждения при n > 2 достаточно вместо меры f1 dz|Γ
рассмотреть меру fn−1

1 dz|Γ .

Заметим, что утверждения 1), 2) и 4) из предложения 3 могут быть

получены как следствия предложения 10. В самом деле, для единичной

окружности T достаточно взять f0 ≡ 1 и f1 = z, а для овала Неймана Γ ′
a,b

в качестве f0 и f1 надо взять функции, стоящие в числителе и знамена-

теле дроби в (2.4) соответственно. Для эллипса Γa,b представление (4.1)

невозможно в силу граничной теоремы единственности Лузина–Привало-

ва. В самом деле, всюду на Γa,b имеет место равенство (2.3), а функция

Sa,b (функция Шварца эллипса Γa,b) имеет точки ветвления в области Da,b

и, следовательно, не может совпадать вDa,b с мероморфной функцией f0/f1.

Замечание. В предложении 10 можно без ограничения общности считать,

что функции f0 и f1 не имеют общих нулей в области G.

Продолжим список примеров, начатый в предложении 3. Для этого нам

потребуется следующее утверждение.

Предложение 11. Пусть Γ — такой контур, что для всех z ∈ Γ имеет

место равенство

q(z)zk = zk−1pk−1(z) + · · ·+ zp1(z) + p0(z), (4.2)

где k — целое число, k > 2, а q, p0, . . . , pk−1 ∈ C[z], причем многочлен q не

имеет нулей в области G, ограниченной контуром Γ . Тогда для контура

Γ не выполнено условие 1) предложения 10 и, следовательно, выполнено

равенство P2(Γ ) = C(Γ ).

Доказательство. Так как контур Γ является подмножеством алгебраиче-

ской кривой в C, то Γ является спрямляемым контуром. Предположим,
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что для Γ выполнено условие 1) предложения 10. Пусть f0 и f1 — такие

функции классаH∞(G), что f0 и f1 не имеют общих нулей вG и выполнено

соотношение (4.1). Из (4.1) и (4.2) вытекает, что для почти всех точек z ∈ Γ

имеет место равенство

q(z)f0(z)
k =

k−1∑
s=0

ps(z)f0(z)
sf1(z)

k−s.

Следовательно, по принципу максимума модуля для функций класса

H∞(G), равенство

qfk0 =
k−1∑
s=0

psf
s
0f

k−s
1

выполнено всюду в G. Так как f0/f1 не является голоморфной функцией

в G (иначе равенство (4.1) невозможно), то найдется точка w ∈ G, такая,

что f1(w) = 0. Но тогда q(w)f0(w)
k = 0. Так как q не имеет нулей в G,

то f0(w) = 0. Таким образом, функции f0 и f1 имеют общий ноль в G.

Полученное противоречие завершает доказательство.

Отметим, что равенство (2.5), использованное при доказательстве пред-

ложения 3, является частным случаем равенства (4.2).

В предложении 11 исключен случай k = 1. Это связано с тем, что

уравнение (4.2) при k = 1 приобретает вид

z = R(z),

гдеR = p0/q—рациональная функция комплексного переменного, но среди

простых замкнутых кривых в C только окружности могут удовлетворять

такому уравнению (см., например, [54, гл. X]).

Замечание. Аналогично тому, как в предложении 3 было доказано равен-

ство P2(Γa,b) = C(Γa,b), из соотношения (4.2) можно вывести равенство

Pk(Γ ) = C(Γ ). Проведем соответствующее рассуждение.

Предположим вначале, что условие (4.2) выполняется при q ≡ 1. Тогда

при всех z ∈ Γ выполняется равенство zk = Q(z), где Q — некоторый

k-аналитический многочлен. Из этого непосредственно вытекает, что вы-

ражение zm приm > k может быть представлено в виде zm = Qm(z), где

Qm ∈ Pk. Но тогда, как и доказательстве предложения 3, получаем, что
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пространства {p|Γ : p ∈ Pk} и Pk(Γ ) являются алгебрами и, окончательно,

что Pk(Γ ) = C(Γ ).

В случае когда q 6≡ 1, надо рассуждать по другому. Для любого целого

m > k найдется многочлен Qm ∈ Pk, такой, что z
m = Qm/q

m−k+1 на Γ .

Так как множество C \ G связно, то Ak(G) = Pk(G), а так как функция

ψm := Qm/q
m−k+1 ∈ Ak(G), то для любого ε > 0 найдется многочлен

Q∗
m ∈ Pk, такой, что

‖ψm −Q∗
m‖G 6 ε.

Возьмем теперь произвольную функцию h ∈ C(Γ ). По теореме Уолша–

Лебега (см. теорему XV выше) функция h может быть равномерно на Γ

приближена гармоническими многочленами. Такие многочлены имеют вид

q1(z) + q2(z), где q1, q2 ∈ C[z]. Приближая каждое слагаемое вида ckzm

при m > k подходящим k-аналитическим многочленом, получаем, что

h ∈ Pk(Γ ).

Предложение 11 говорит о том, что из условия (4.2) вытекает не только

равенство Pk(Γ ) = C(Γ ), но и равенство P2(Γ ) = C(Γ ). Для того чтобы

получить из первого равенства второе, нужно использовать, по-существу,

те же самые аргументы, что и при доказательстве предложения 10. Таким

образом, приведенные рассуждения не дают полного доказательства пред-

ложения 11. Однако они позволяют взглянуть на рассматриваемую задачу с

еще одной точки зрения.

Для вещественных параметров a и b с условием a > b > 0 и для по-

ложительного рационального числа r рассмотрим кривую Γa,b,r, заданную

уравнением (
x

a

)r

+

(
y

b

)r

= 1.

Кривая Γa,b,r называется кривой Ламе; в случае когда r— четное (целое)

число, она является простой замкнутой кривой и ограничивает жорданову

область Da,b,2k, где r = 2k, а k > 0— целое число (см. рис. 5).

Предложение 12. Пусть a и b — вещественные числа, a > b > 0, а k —

целое число, k > 2. Тогда для кривой Ламе Γa,b,2k не выполняется условие 1)

предложения 10 и, следовательно, P2(Γa,b,2k) = C(Γa,b,2k).



72 Глава 4

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

Рис. 5. Кривые Ламе Γ3,2,4 (зеленая), Γ3,2,20 (черная), Γ3,3,4 (красная) и Γ3,3,20

(синяя)

Доказательство. В случае когда a > b или когда число k четно, непо-

средственно проверяется, что для любой точки z ∈ Γa,b,2k выполняется

соотношение z2k = Q(z), где Q — некоторый 2k-аналитический много-

член. В этих случаях мы находимся в условиях предложения 11, из которого

и следует требуемое утверждение.

Рассмотрим оставшийся случай, т.е. кривые Ламе Γa,a,2k при нечет-

ных значениях k. Покажем, что и в этом случае не выполняется условие

1) предложения 10. Предположим противное и рассмотрим две функции

f0, f1 ∈ H∞(Da,a,2k), где Da,a,2k — это область, ограниченная контуром

Γa,a,2k, такие, что f0 и f1 не имеют общих нулей в области Da,a,2k и вы-

полняется условие (4.1). Так как для любой точки z ∈ Γa,a,2k имеет место

равенство
k∑

j=1

Cjz
2j−1z2k−2j+1 = 1,

где Cj := 21−2ka−2k
(

2k
2j−1

)
при j = 1, . . . , k, то

k∑
j=1

Cjz
2j−1

(
f0(z)

f1(z)

)2k−2j+1

= 1, (4.3)

для почти всех z ∈ Γa,a,2k. Умножая обе части равенства (4.3) на f1(z)
2k−1

и применяя принцип максимума модуля так же, как и в доказательстве
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предложения 11, получаем, что:

k∑
j=1

Cjz
2j−1f0(z)

2k−2j+1f1(z)
2j−2 = f1(z)

2k−1, (4.4)

при всех z ∈ Da,a,2k. Из уравнения (4.4) вытекает, что f1(0) = 0, откуда

f1(z) = zg1(z), где g1 — функция класса H∞(Da,a,2k). Далее, имеет место

равенство

C1f0(z)
2k−1 = z2k−2g1(z)

2k−1 −
k∑

j=2

Cjz
4j−4f0(z)

2k−2j+1g1(z)
2j−2.

Так как k > 3, а C1 6= 0, то из последнего уравнения вытекает, что f0(0) = 0.

Однако этот факт противоречит тому, что функции f0 и f1 не имеют общих

нулей в Da,a,2k.

Замечание. Предположим теперь, что многочлен q ∈ C[z] в условии (4.2)
предложения 11 имеет нули в области G, ограниченной соответствующим

контуром Γ . Оказывается, что в этом случае реализуются обе возможности

в задаче 1 приX = Γ : может выполняться равенствоP2(Γ ) = C(Γ ), а может

быть так, что Pn(Γ ) 6= C(Γ ) при всех n > 2.

Для овала Неймана Γ ′
a,b (см. рис. 4, на котором изображены эллипс Γ1,2

и соответствующий ему овал Γ ′
1,2) имеет место Pn(Γ

′
a,b) 6= C(Γ ′

a,b) при всех

n > 2 (см. утверждение 2) предложения 3). При этом для всех z ∈ Γ ′
a,b

выполняется равенство

(β2c2z2 + 1)z2 − 2αzz = 0.

Это равенство имеет вид (4.2), но соответствующий многочлен q в этом

случае имеет вид q(z) = β2c2z2 + 1 и, как нетрудно проверить непосред-

ственным вычислением, имеет два нуля в области D′
a,b.

Пусть теперь Γ ′
1,1,4 — это образ кривой Ламе Γ1,1,4 при отображении

z 7→ 1/z (см. рис. 6). Тогда для контура Γ ′
1,1,4 выполняется условие (4.2),

причем соответствующее уравнение имеет вид

(8z4 − 1)z4 = 6z2z2 + z4.



74 Глава 4

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Рис. 6. Кривая Ламе Γ1,1,4 (черная) и кривая Γ
′
1,1,4 (бирюзовая)

Возникающий в этом уравнении многочлен q(z) = 8z4 − 1 имеет нули

в области D′
1,1,4, однако функция Шварца контура Γ ′

1,1,4 имеет внутри об-

ласти D′
1,1,4 точки ветвления. Следовательно, эта функция не может быть

представлена в области D′
1,1,4 в виде отношения двух голоморфных огра-

ниченных функций, и, на основании предложения 10, мы заключаем, что

P2(Γ
′
1,1,4) = C(Γ ′

1,1,4).

Приведенные при доказательстве предложений 3, 10, 11 и 12 рассужде-

ния лежат в основе понятия неванлинновской области, которое вводится

в следующем параграфе. Развитие этих идей в последующих параграфах

позволит получить необходимые и достаточные условия равномерно при-

ближаемости функций полианалитическими многочленами для компактов

весьма общего вида.

Понятие неванлинновской области

Введем специальную характеристику плоских односвязных областей,

которая основана на обнаруженном при предварительном анализе задачи

свойстве жордановых областей G, на границах которых бианалитические

многочлены не плотны в пространстве C(∂G) (см. предложение 10):

Определение 13. Ограниченная односвязная область G в C называется

неванлинновской, если существуют две функции u, v ∈ H∞(G), такие, что
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v 6≡ 0, а равенство

z =
u(z)

v(z)
(4.5)

выполняется на ∂G почти всюду в смысле конформного отображения. Это

означает, что для почти всех точек ζ ∈ T имеет место равенство угловых

граничных значений

ϕ(ζ) =
(u ◦ ϕ)(ζ)
(v ◦ ϕ)(ζ)

,

где ϕ— некоторое конформное отображение D на G.

Обозначим через ND совокупность всех неванлинновских областей.

Часто в дальнейшем простые замкнутые кривые (контуры), являющиеся

границами жордановых неванлинновских областей, мы будем называть

неванлинновскими контурами.

Определение неванлинновской области корректно в том смысле, что

оно не зависит от выбора ϕ. По теореме единственности Лузина–Прива-

лова, отношение u/v определено в G (для неванлинновской области G)

единственным образом. Не ограничивая общности, мы можем и будем счи-

тать, что функции u и v из определения неванлинновской области не имеют

общих нулей в области G.

Определение 14. Если область G ∈ ND, а u(·) и v(·) — функции из опре-

деления 13 (удовлетворяющие указанным выше условиям), то отношение

u/v называется ND-функцией, соответствующей G.

Если область G ∈ ND— это жорданова область со спрямляемой грани-

цей, то равенство (4.5) может пониматься непосредственно как равенство

угловых граничных значений почти всюду на ∂G. Равенство (4.5) можно

аналогично понимать и на любой спрямляемой жордановой дуге γ ⊂ ∂G,

обладающей тем свойством, что всякая точка a ∈ γ не является предельной

точкой для множества ∂G \ γ. Таким образом, понятие неванлинновской об-

ласти естественно обобщает на класс ограниченных односвязных областей

свойство (4.1), установленное выше в контексте задачи о равномерной при-

ближаемости функций бианалитическими многочленами на спрямляемых

контурах.

В случае жордановых областей понятие неванлинновской области было

введено в [34, определение 3] (в случае области со спрямляемой границей)
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и (в несколько иных терминах) в [61, опредедение 2.1], а в общем случае —

в [13, определение 2.1].

Жордановы неванлинновские области

с аналитическими границами

Рассмотрим понятие неванлинновской области в случае жордановых

областей с аналитическими границами. Этого, в принципе, будет доста-

точно для понимания последующих результатов о равномерной аппрок-

симации функций полианалитическими многочленами. Более подробно

свойства неванлинновских областей обсуждаются в этой главе ниже, где,

в частности, объясняется, что неванлинновские области могут иметь весьма

нерегулярные границы.

Пусть G—жорданова область с аналитической границей, а S — функ-

ция Шварца границы Γ области G. Ясно, что область G является неванлин-

новской в том и только том случае, когда S — это мероморфная функция

в G (в этом случае функция S, очевидно, будет ND-функцией области G).

В [54, гл. 14] доказано, что функция Шварца S аналитического кон-

тура Γ , ограничивающего жорданову область G, является мероморфной

в области G в том и только том случае, когда конформное отображение ϕ

единичного круга D на G является (однолистной) рациональной функци-

ей с полюсами вне D. Таким образом, имеет место следующее описание

жордановых неванлинновских областей с аналитическими границами:

Предложение 15. В классе всех жордановых областей с аналитическими

границами неванлинновскими областями будут образы единичного круга

при конформных отображениях рациональными однолистными в D функ-

циями, и только они.

Заметим также, что конформное отображение ϕ единичного круга D на

жорданову область G с аналитической границей Γ и функция Шварца S

контура Γ связаны между собой следующим образом

S(z) = ϕ∗

(
1

ϕ−1(z)

)
= ϕ

(
1

ϕ−1(z)

)
. (4.6)

Непосредственно из определения неванлинновской области (с учетом

замечания о том, что равенство (4.5) для жордановых областей B со спрям-
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ляемыми границами можно понимать как равенство угловых граничных

значений почти всюду на ∂B) вытекает, что предложение 10 допускает

следующую переформулировку, которая понадобится нам в дальнейшем:

Предложение 16. Пусть G — жорданова область в C со спрямляемой

границей Γ , а n — натуральное число, n > 2. Тогда равенство Pn(Γ ) =

C(Γ ) имеет место в том и только том случае, когда G /∈ ND.

Понятие неванлинновской области обладает определенными свойствами

«жесткости». Первым проявлением этого является следующее утверждение,

которое весьма полезно при анализе ряда конкретных примеров:

Предложение 17. Пусть G— ограниченная односвязная область в C, та-
кая, что ∂G содержит две аналитически независимые аналитические дуги

γ1 и γ2, обладающие тем свойством, что всякая точка a ∈ γs, s = 1,2, не

является предельной точкой для множества ∂G \ (γ1 ∪ γ2). Тогда область
G не является неванлинновской.

Доказательство. В самом деле, пусть область G, граница которой содер-

жит требуемые аналитические дуги γ1 и γ2, является неванлинновской,

а функции u, v ∈ H∞(G) взяты из определения 13. В этом случае равенство

(4.5) при z ∈ γl, l = 1,2, можно понимать непосредственно как равенство

угловых граничных значений почти всюду (относительно меры Лебега) на

γl. Следовательно, для почти всех точек z ∈ γ1 ∪ γ2 имеет место равенство
угловых граничных значений z = u(z)

/
v(z).

Пусть теперь S1 и S2 —функции Шварца дуг γ1 и γ2, а U1 и U2 — такие

окрестности этих дуг, в которых функции S1 и S2 определены и аналитичны.

Не ограничивая общности, можно считать, что U1 ∩G и U2 ∩G односвязны,

а также, что U1 ∩ U2 = ∅ (см. рис. 7).

В силу граничной теоремы единственности Лузина–Привалова в об-

ласти Ul ∩ G, l = 1,2, имеет место равенство Sl(z) = u(z)
/
v(z). Отсю-

да следует, что аналитические элементы (S1, U1) и (S2, U2) аналитически

продолжаются друг в друга вдоль любого пути в G, начинающегося в U1,

оканчивающегося в U2 и не проходящего через нули функции v, что проти-

воречит аналитической независимости дуг γ1 и γ2.
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S2=u/v

γ2

γ1

S1=u/v

Рис. 7. Область, граница которой содержит аналитически независимые

аналитические дуги γ1 и γ2

Более сильные утверждения о «жесткости» понятия неванлинновской

области будут рассмотрены ниже, а сейчас мы соберем в одном утвержде-

нии полученные выше конкретные примеры неванлинновских областей

и примеры областей, не являющихся неванлинновскими:

Следствие 18.

1) Единичный кругD является неванлинновской областью (в этом случае

в определении 13 надо взять u(z) = 1 и v(z) = z).

2) Область Da,b, ограниченная эллипсом Γa,b, при a > b > 0 не является

неванлинновской (так как функция Шварца Sa,b эллипса Γa,b, см. (2.3),

имеет точки ветвления в области Da,b).

3) Овал НейманаD′
a,b при a > b > 0 является неванлинновской областью

(это следует из того, что функция Шварца SΓ ′
a,b
контура S ′

a,b, см. 2.4,

является мероморфной в области D′
a,b).

4) Области, ограниченные кривыми Γa,b,2k, при всех вещественных a и b,

a > b > 0, и всех целых k не являются неванлинновскими.

5) Область, ограниченная контуром Γ ′
1,1,4, не является неванлинновской

(ее функцияШварца имеет внутри соответствующей областиточки

ветвления, см. замечание после предложения 12).

6) Образ единичного круга D при отображении z 7→ exp z не является

неванлинновской областью. В самом деле, формула (4.6) показывает,
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что функцияШварца границы области exp(D) имеет в этой области

существенно особую точку.

7) Из предложения 17 вытекает, что любая жорданова область, огра-

ниченная замкнутой ломаной не является неванлинновской областью.

Завершая обсуждение простых свойств и первых примеров неванлин-

новских областей, установим одно полезное свойство функций u(·) и v(·) из
определения 13 в случае жордановых неванлинновских областей со спрям-

ляемыми границами:

Предложение 19. Пусть G ∈ ND —жорданова область со спрямляемой

границейΓ . Тогда для всех допустимыхфункций u(·) и v(·) из определения 13
функция u − zv непрерывно продолжается из области G на G, причем

u− zv = 0 на контуре Γ .

Доказательство. Заметим, что в рассматриваемом случае для почти всех

(относительно меры Лебега на Γ ) точек z ∈ Γ имеет место равенство

u(z) = zv(z). Тогда по формуле Коши, которая остается справедливой для

функций класса H∞(G), имеем (при z ∈ G):

u(z)− zv(z) =
1

2πi

∫
Γ

ζ − z

ζ − z
v(ζ) dζ.

Из ограниченности ядра
z − w

z − w

вытекает, что последний интеграл определяет функцию из C(C).

В связи с этим утверждением представляется интересным отметить, что

существуют такие жордановы неванлинновские области G со спрямляемы-

ми границами, что соответствующие функции u(·) и v(·) из определения 13
не могут быть выбраны (ни одна из них) принадлежащими пространству

A(G) (см. [13, пример 5.8]).

Свойства неванлинновских областей

В начале этого параграфа мы установим еще одно важное свойство,

выражающее «жесткость» понятия неванлинновской области. Напомним,



80 Глава 4

что под алгебраической кривой традиционно понимается множество в про-

странстве C2 вида {(w1, w2) ∈ C2 : F (w1, w2) = 0}, где F ∈ C[w1, w2] —

некоторый многочлен от двух комплексных переменных w1 и w2. Мы будем

использовать понятие плоской алгебраической кривой, под которой мы бу-

дем понимать множество {z ∈ C : (z, z) ∈ A}, где A— это алгебраическая

кривая в C2.

Теорема 20. Пусть G — ограниченная односвязная область в C, а A —

плоская алгебраическая кривая. Если выполнены следующие условия:

i) G ∈ ND и

ii) найдется дуга γ ⊂ A ∩ ∂G, такая, что ω(γ) > 0 (где символом ω(γ)

обозначена гармоническая мера дуги γ, вычисленная относительно

G и некоторой точки, лежащей в G),

то ∂G ⊂ A и, более того, ∂G является аналитической кривой (за исключе-

нием не более чем конечного множества особых точек).

Доказательство. Пусть F ∈ C[w1, w2]— это многочлен, который опреде-

ляет плоскую алгебраическую кривую A, т.е. A = {z ∈ C : F (z, z) = 0}.
Согласно [76, следствие 6.4], A имеет не более чем конечное число особых

точек. Следовательно, мы можем найти дугу γ1 ⊂ γ так, чтобы ω(γ1) > 0

и чтобы все точки дуги γ1 были бы регулярными для A. Пусть z0 ∈ γ1.

Без ограничения общности можно считать, что ∂F/∂w2(z0, z0) 6= 0. В си-

лу теоремы о неявной функции найдутся открытое множество U , z0 ∈ U ,

и функция S ∈ O(U), такие, что

U ∩ γ1 = {z ∈ U : z = S(z), и S ′(z) 6= 0}.

Из этого вытекает, что существует дуга γ2 ⊂ U ∩ γ1, такая, что γ2 — это

аналитическая дуга с функцией Шварца S и ω(γ2) > 0. В частности, A

является аналитической за исключением не более чем конечного числа

точек.

Пусть g = u/v— ND-функция области G. Тогда для почти всех точек

z ∈ γ2 имеет место равенство g(z) = z = S(z), откуда

F (z, g(z)) = F (z, z) = F (z, S(z)) = 0.
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Так как ω(γ2) > 0, то, в силу граничной теоремы единственности Лузина–

Привалова, мероморфная функция F (z, g(z)) такова, что

F (z, g(z)) = 0

при всех z ∈ G.

Пусть теперь ϕ— это некоторое конформное отображение единичного

круга D на область G и пусть

E = F (ϕ) ∩ F (u ◦ ϕ) ∩ F (v ◦ ϕ),

где, напомним, F (h) ⊂ T — это множество Фату функции h ∈ H∞(D).
Тогда для всех точек z ∈ ϕ(E) получаем, что

F (z, z) = F (z, g(z)) = 0.

Из того, что множество E имеет полную меру на T вытекает, что

ϕ(E) = ∂G. Следовательно, F (z, z) = 0 при всех z ∈ ∂G. Это означа-

ет, что ∂G ⊂ A, так что ∂Ω является аналитической за исключением не

более чем конечного множества особых точек. Согласно [40, следствие 2.1]

для любой такой (особой) точки a существует открытое множествоU , a ∈ U ,

такое, что A ∩ U является конечным объединением как минимум двух ана-

литических дуг, проходящих через точку a. Возьмем две любые из таких

дуг и рассмотрим их функцииШварца S1 и S2. Так какG ∈ ND, то функции

S1 и S2 (точнее, соответствующие аналитические элементы) аналитически

продолжаются друг в друга (см. рассуждения, использованные при доказа-

тельстве предложения 17). Но это невозможно, так как соответствующие

дуги пересекаются. Таким образом, ∂G является локально аналитической

и, так как G ∈ ND, то и аналитической кривой (за исключением не более

чем конечного множества особых точек).

Замечание. Если в условиях теоремы 20 множество A является контуром,

то G— это область, ограниченная контуром A.

Неванлинновские области и конформные отображения

Оказывается, что свойство области G быть неванлинновской допускает

описание в терминах конформных отображений единичного круга D на G.
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Для формулировки соответствующего результата нам потребуется ввести

одно специальное понятие.

Определение 21. Пусть U — односвязная область в C, такая, что D ⊂ U .

Скажем, что функция f ∈ H∞ допускает псевдопродолжение неванлиннов-

ского типа в U , если существуют две функции f1, f2 ∈ H∞(U \ D), f2 6≡ 0,

такие, что для почти всех точек ζ ∈ T (относительно меры Лебега на T)
выполняется равенство угловых предельных значений

f(ζ) =
f1(ζ)

f2(ζ)
, (4.7)

где f1(ζ) и f2(ζ)— предельные значения функций f1 и f2 из U \ D.
Скажем также, что функция f ∈ H∞ допускает псевдопродолжение

неванлинновского типа, если она допускает такое псевдопродолжение в C.

Заметим, что понятие псевдопродолжения неванлинновского типа яв-

ляется частным случаем общего понятия псевдопродолжения, введенного

в работе [77] (см. также [55, определение 2.1.2]).

Кроме того, для описания неванлинновских областей в терминах кон-

формных отображений нам понадобится понятиемодельного пространства.

Напомним это понятие. ПустьΘ – внутренняя функция (т.е. функция класса

H∞, такая, что |Θ(ζ)| = 1 для почти всех ζ ∈ T), и пусть пространство
KΘ ⊂ H2 (где, напомним, H2 — это стандартное пространство Харди

в единичном круге D) определено следующим образом:

KΘ = H2 	ΘH2.

В силу классической теоремы Берлинга пространства KΘ ⊂ H2 и только

они являются инвариантными подпространствами для оператора обратного

сдвига

B : f 7→ f(z)− f(0)

z

в пространстве H2 (см., например, [26, лекция I, п. 4]). Пространства KΘ

называют модельными подпространствами. Соответствующий термин был

предложен Н.К. Никольским и объясняется выдающейся ролью, которую

эти пространства играют в функциональной модели Надя–Фойаша. Про-

странстваKΘ часто называют также ∗-инвариантными подпространства-
ми. Систематическое изложение свойств модельных пространств можно



Неванлинновские области 83

найти, например, в книгах [26] и [66]. Мы приведем некоторые основные

свойства пространств KΘ (см., например, [26, лекция II]), которые будут

использованы при изучении свойств неванлинновских областей в дальней-

шем.

1) Функция f принадлежит пространствуKΘ в том и только том случае,

когда существует функция g ∈ H2, такая, что f = zΘg на T (это равенство

должно пониматься как равенство функций класса L∞).

2) Всякая функция f ∈ KΘ допускает псевдопродолжение неванлиннов-

ского типа, и соответствующее отношение f1/f2 из определения 21 имеет

вид

f1(z)

f2(z)
=
z−1g∗(z

−1)

Θ∗(z−1)
=
z−1g(1/z)

Θ(1/z)
, z ∈ U. (4.8)

3) Для данной внутренней функции Θ определим оператор, действую-

щий в пространстве L2 следующим образом:

f 7→ f̃Θ := zΘf.

Этот оператор является антилинейной изометрической инволюцией, и он

коммутирует с оператором ортогонального проектирования из L2 вKΘ. Для

любой функции f ∈ KΘ выполнено zΘf ∈ KΘ.

Имеет место следующее утверждение, объединяющее результаты пред-

ложения 3.1 из [13] и теоремы 1 из [35]:

Теорема 22.

1. Пусть G— ограниченная односвязная область в C и пусть ϕ— неко-

торое конформное отображение круга D на G. Тогда область G является

неванлинновской в том и только том случае, когда ϕ допускает псевдопро-

должение неванлинновского типа.

2. Пусть Θ — некоторая внутренняя функция. Тогда любая ограничен-

ная однолистная функция, принадлежащая пространствуKΘ, конформно

отображает единичный круг D на некоторую неванлинновскую область.

Обратно, если однолистная функция ϕ ∈ H∞ отображает D конформ-

но на некоторую неванлинновскую область, то существует внутренняя

функция Θ, такая, что ϕ ∈ KΘ.



84 Глава 4

Доказательство. Напомним, что U = C \ D— это внешность единичного

круга. Пусть ϕ допускает псевдопродолжение неванлинновского типа, а f1
и f2 — это соответствующие функции класса H∞(U), взятые из (4.7) для ϕ.

При |w| < 1 положим h1(w) := (f1)∗(1/w) и h2(w) := (f2)∗(1/w), так

что h1, h2 ∈ H∞(D). В силу (4.7) для почти всех ζ ∈ T имеем, что если

точка w ∈ D некасательно стремится к ζ , то

h1(w)

h2(w)
=

(f1)∗(1/w)

(f2)∗(1/w)
=

(
f1(w′)

f2(w′)

)
→ ϕ(ζ),

так как w′ = 1/w ∈ D некасательно стремится к ζ .

Ясно, что область G = ϕ(D) является неванлинновской, так как в ка-
честве функций u, v ∈ H∞(G), требуемых в определении 13, можно взять

u = h1 ◦ ϕ−1 и v = h2 ◦ ϕ−1 соответственно.

Обратно, пустьG—неванлинновская область, а функции u, v ∈ H∞(G)

взяты из определения 13. При |w| > 1 определим функции f1(w) := (u ◦
ϕ)∗(1/w) и f2 := (v ◦ϕ)∗(1/w), так что f1, f2 ∈ H∞(U). Как и выше, в силу
(4.5) для почти всех ζ ∈ T получаем, что если точка w ∈ U некасательно

стремится к ζ , то

f1(w)

f2(w)
=

(u ◦ ϕ)∗(1/w)
(v ◦ ϕ)∗(1/w)

=

(
(u ◦ ϕ)(w′)

(v ◦ ϕ)(w′)

)
→ ϕ(ζ),

так как w′ = 1/w ∈ D также стремится к ζ некасательно. Таким образом, ϕ

допускает псевдопродолжение неванлинновского типа. Первое утверждение

теоремы доказано.

Перейдем ко второму утверждению. Так как пространство KΘ явля-

ется инвариантным относительно оператора B, то функция ϕ ∈ KΘ не

является циклическим элементом для B (т.е. линейная оболочка элементов

{Bkϕ : k ∈ Z+} не плотна в H2). В силу теоремы 2.2.1 из [55] функция ϕ

допускает в этом случае псевдопродолжение неванлинновского типа.

Обратно, пусть функция ϕ ∈ H∞ однолистна и отображает D на неко-

торую неванлинновскую область. Тогда ϕ допускает псевдопродолжение

неванлинновского типа. Снова применяя теорему 2.2.1 из [55], заключаем,

что ϕ не является циклическим элементом для оператора B в H2. Тогда

подпространство H ⊂ H2, определенное как замыкание в H2 линейной
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оболочки элементов {Bkϕ : k ∈ Z+}, будет B-инвариантным подпростран-

ством. В силу теоремы Берлинга найдется такая внутренняя функция Θ,

чтоH = KΘ.

Замечание. Из второго утверждения теоремы 22 вытекает следующий ме-

тод построения неванлинновских областей: для построения неванлиннов-

ской области с требуемыми свойствами надо найти в пространствеKΘ (для

некоторой специально выбранной внутренней функции Θ) однолистную

функцию, имеющую нужные аналитические свойства (например, заданное

граничное поведение).

Естественно возникает следующий вопрос: для каких внутренних функ-

ций Θ в соответствующих пространствахKΘ существуют ограниченные

однолистные функции?

Рассмотрим этот вопрос для модельных пространств, порожденных

произведениями Бляшке и сингулярными внутренними функциями по от-

дельности. Напомним (см. [11, гл. II]), что произведение Бляшке — это

функция вида

B(z) =
∞∏
n=1

an
|an|

z − an
anz − 1

,

где последовательность (an)
∞
n=1 ⊂ D удовлетворяет условию Бляшке, т.е.

∞∑
n=1

(1− |an|) <∞,

а сингулярная внутренняя функция — это функция вида

S(z) = exp

(
−
∫
T

ζ + z

ζ − z
dµS(ζ)

)
,

где µS — некоторая конечная положительная сингулярная (относительно

меры Лебега) мера на T.
Очевидно, что для любого произведения Бляшке B в пространствеKB

существуют ограниченные однолистные функции (это, например, функция

1/(1− anz), где an — любой из нулей B).

В случае же сингулярной внутренней функции S вопрос о существова-

нии однолистных функций вKS является открытым (и весьма нетривиаль-

ным). В [4, §3] доказано, что если мера µ, определяющая сингулярную функ-

цию S имеет хотя бы один атом, то в таком пространствеKS существуют
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ограниченные однолистные функции. Для общей сингулярной внутренней

функции S соответствующий вопрос сводится, по-видимому, к вопросу

о существовании множества Y , обладающего следующими свойствами:∫
T
log dist(ζ, Y ) |dζ| > −∞ (такие множества называются множествами

Карлесона) и µ(Y ) > 0. В [4, теорема 4] доказано, что выполнение этого

условия эквивалентно тому, что существует натуральное число N , такое,

что ограниченные однолистные функции содержатся в пространстве KSN
,

где сингулярная внутренняя функция SN определена равенством

SN(z) = S(z)S(ωNz)S(ω
2
Nz) · · ·S(ωN−1

N z), где ωN = e2πi/N .

Отметим, что ранее в литературе уже возникали вопросы о существо-

вании в модельных пространствах функций, обладающих определенной

регулярностью. Так, в [58] изучен вопрос о существовании в таких про-

странствах гладких функций. Однако вопрос о существовании в модельных

пространствах однолистных функций впервые возник в связи с задачей

равномерной аппроксимации функций полианалитическими многочленами

(см. [35] и [4]).

Заметим, что предложение 15, приведенное выше, является простым

следствием теоремы 22.

Кроме того, из Теоремы 22 непосредственно вытекает, что однолист-

ные отображения, осуществляемые рациональными функциями, сохраняют

свойство области быть неванлинновской:

Следствие 23. Пусть G ∈ ND, а f(z) — рациональная функция с полю-

сами вне G, однолистная в G. Тогда f(G) ∈ ND. В частности, если p —

однолистный в единичном круге многочлен, то p(D) — неванлинновская

область.

В частности, из этого утверждения вытекает, что образ круга D под

действием отображения
(
z + 1/ sin(π/n)

)n
, n > 3, дает пример неванлин-

новской области, которая не является не только жордановой областью, но

и областью Каратеодори (см. рис. 8).

Важное свойство неванлинновских областей, также вытекающее из след-

ствия 23, состоит в том, что имеет место следующее свойство «плотности»

неванлинновских областей:
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Рис. 8. Образ единичного круга при отображении
(
z +

√
2
)4

— пример

неванлинновской области, не являющейся областью Каратеодори

Предложение 24. В любой окрестности произвольной простой замкнутой

кривой (контура) существует аналитический неванлинновский контур.

Доказательство. Пусть G—жорданова область, а ϕ— конформное отоб-

ражение единичного круга D на G. В силу теоремы Каратеодори о продол-

жении, ϕ ∈ A(D).
Возьмем r > 1 и определим функцию fr(z) := ϕ(z/r). При этом fr → ϕ

равномерно в D при r → 1. Кроме того, функция fr однолистна в круге

D(0, r). Выберем ε > 0 и подберем такое r = r(ε) > 1, что ‖ϕ−fr‖D 6 ε/2.

Так как fr ∈ A(D(0, r)), то найдется последовательность многочленов

(pk)
∞
k=1 ⊂ C[z], такая, что pk → fr равномерно в D(0, r) при k → ∞.

Рассмотрим последовательность (pk)
∞
k=1 и докажем, что для любого ρ >

0 найдется целое число kρ > 0, такое, что многочлены pk будут однолистны

в круге D(0, ρ) при всех целых k > kρ.

Рассуждая от противного, предположим, что существует число ρ > 0,

такое, что для любого k ∈ Z+ найдется s ∈ Z+, s > k, такое, что мно-

гочлен ps не однолистен в D(0, ρ). Из этого вытекает, что найдутся такие
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последовательность (sm)
∞
m=1 неотрицательных целых чисел и последова-

тельности (asm)
∞
m=1 и (bsm)

∞
m=1 точек из круга D(0, ρ), что asm 6= bsm, но

psm(asm) = psm(bsm). Переходя, если нужно, к подпоследовательностям,

можно считать, что asm → a ∈ D(0, ρ) и bsm → b ∈ D(0, ρ)). Далее,

psm(asm) → fr(a) и psm(bsm) → fr(b) при m → ∞. Отсюда с учетом од-

нолистности fr в D(0, r) получаем, что a = b.

Рассмотрим теперь круг D(a, δ), где δ > 0 выбрано так, чтобы fr(z)−
fr(a) 6= 0 при z ∈ ∂D(a, δ). Последовательность функций psm(z)− psm(asm)

равномерно в D(0, r) сходится к функции fr(z)− fr(a). Согласно теореме

Гурвица, при достаточно больших целых m функции psm(z) − psm(asm)

и fr(z) − fr(a) должны иметь одинаковое число нулей. Однако у первой

функции их 2, а у второй — только 1. Полученное противоречие завершает

доказательство требуемого утверждения.

Таким образом, мы может найти такие числа ρ ∈ (1, r) и t ∈ Z+ такие,

что многочлен pt однолистен в круге D(0, ρ) и ‖pt − fr‖D 6 ε/2. Таким

образом, ‖ϕ − pt‖D 6 ε, а многочлен pt однолистен в круге D(0, ρ) при

ρ > 1. Таким образом (жорданова) область pt(D) имеет аналитическую
границу и является (в силу утверждения следствия 23) неванлинновской

областью. А из неравенства |ϕ(ζ) − pt(ζ)| < ε при ζ ∈ T вытекает, что

граница области pt(D) лежит в 2ε-окрестности границы области G.

Регулярность границ неванлинновских областей

Рассмотрим вопрос о регулярности границ неванлинновских областей.

Сразу отметим, что построение неванлинновских областей с неаналитиче-

скими границами, так же как с другими предписанными аналитическими

или геометрическими свойствами, является достаточно трудной задачей,

требующей использования весьма тонких аналитических конструкций и оце-

нок. Первый пример неванлинновской области с нигде не аналитической

границей был построен в работе [17].

Исследованию возможной регулярности и иррегулярности границ неван-

линновских областей посвящены работы [35], [4] и [21].

Обсудим полученные в этих работах результаты. Все они получены с

использованием метода, основанного на построении в модельных простран-

ствах, определяемых подходящими бесконечными произведениями Бляшке,
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однолистных функций, имеющих требуемое граничное поведение. Опишем

этот метод чуть более подробно.

Пусть B — бесконечное произведение Бляшке с нулями {a1, a2, . . .},
и пусть B0 ≡ 1, а Bn при целых n > 1 — это произведение первых n

множителей произведения B. Хорошо известно (см., например, [39]), что

система функций {gn}∞n=1, где

gn(z) :=

√
1− |an|2Bn−1(z)

1− anz
,

образует ортонормированный базис в модельном пространствеKB, опре-

деленном произведением Бляшке B. Если же B— это интерполяционное

произведение Бляшке, т.е. если для последовательности (an)
∞
n=1 выполняет-

ся условие Карлесона:

inf
n∈N

∞∏
k=1
k 6=n

∣∣∣∣ an − ak
1− anak

∣∣∣∣ > 0,

то система функций {ψn}∞n=1, где

ψn(z) =

√
1− |an|2
1− anz

,

образует базис Рисса в KB (см., например, [26, лекция 4]).

В [35, теорема 3] было доказано, что для любого τ ∈ (0,1) существу-

ет неванлинновская область с границей, принадлежащей классу C1, но не

классу C1,τ . Эта область была получена как конформный образ круга D

при отображении функцией ϕ вида

∞∑
n=1

cngn(z), причем последовательность

Бляшке (an)
∞
n=1, определяющая функцию ϕ, имеет единственную точку на-

копления на T. В [4, теорема 2] этот результат был существенно усилен,

а использованная конструкция оказалась заметно проще. Так, было доказа-

но, что для любого числа τ ∈ (0,1) и для любого замкнутого подмножества

E ⊆ T существует интерполяционная последовательность Бляшке (an)
∞
n=1,

такая, что множество ее предельных точек равно E, а в пространствеKB,

где B — соответствующее произведение Бляшке, существует однолистная

функция ϕ вида

∞∑
n=1

cnψn(z), конформно отображающая D на неванлиннов-



90 Глава 4

скую область ϕ(D) с границей, принадлежащей классу C1, но не классу

C1,τ .

Для формулировки следующих результатов нам понадобится понятие

модуля спрямляемости спрямляемой жордановой кривой, которое недавно

ввел Е.П. Долженко [12]. Пусть Γ — спрямляемая жорданова кривая (за-

мкнутая или разомкнутая, с концами или без них). Модулем спрямляемости

mr(Γ, δ), δ > 0, называется величина mr(Γ, δ) := sup{d(Γ ; z, w) : z, w ∈
Γ, |z − w| 6 δ}, где d(Γ ; z, w) обозначает либо длину дуги Γ (z, w) кривой
Γ с концами z и w— в случае разомкнутой кривой Γ , либо меньшую из

длин двух дуг Γ (z, w) кривой Γ с этими концами — в случае замкнутой

кривой Γ . Определим, при τ ∈ (0,1], класс G τ
0 , состоящий из всех спрямля-

емых жордановых кривых Γ , таких, что mr(Γ, δ) 6 cδτ при всех δ ∈ (0, δ0)

для некоторых c > 1 и δ0 > 0. Таким образом, в классе G τ
0 лежат кривые,

в определенном смысле «близкие» к неспрямляемым.

Имеет место следующий результат, см. [4, теорема 3]: для любого τ ∈
(0,1] существует неванлинновская область G, такая, что ∂G /∈ G τ

0 . При этом

G = ϕ(D), где ϕ— однолистная функция вида

∞∑
n=1

cnψn.

Также можно показать, что в пространстве KB, где B — это подхо-

дящим образом подобранное произведение Бляшке, можно найти такую

однолистную функцию ϕ вида

∞∑
n=1

cnψn, для которой ϕ
′ не принадлежит

пространству Hp ни при каком p > 1 (см. [4]).

Приведенную серию утверждений о существовании неванлинновских

областей с «почти неспрямляемыми» границами мы завершим результатом

недавней работы [21], в которой был построен первый пример неванлиннов-

ской области с неспрямляемой границей. Соответствующая область также

имеет видϕ(D), гдеϕ—подходящая однолистная функция, принадлежащая

модельному пространству KB для специально подобранного произведения

Бляшке.

К сожалению, вплоть до настоящего времени не удается получить ре-

зультат о минимально возможной регулярности границ неванлинновских

областей (например, в виде оценки максимально возможной размерности

по Хаусдорфу границ таких областей).
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Неванлинновские и классические квадратурные области

В завершение этой главы рассмотрим взаимосвязь понятий неванлин-

новских и квадратурных областей. Интерес к такому сравнению вызван

тем, что обо эти понятия связаны с возможным совпадением функции z

на границе рассматриваемой области с функцией, голоморфной (или ме-

роморфной) в некоторой окрестности (возможно односторонней) границы

этой области.

Определение 25. Область G ⊂ C называется квадратурной областью

в широком смысле, если существует распределение T с условием SuppT ⊂
G, такое, что для любой функции f ∈ L1

a(G) имеет место равенство∫
G

f(z) dA(z) = 〈T | f〉. (4.9)

Область G называется классической квадратурной областью, если суще-

ствуют конечное множество {a1, . . . , aN} ⊂ G и набор коэффициентов

cj,k, j = 1, . . . , N , k = 0, . . . , nj ,N,nj ∈ Z+, такие, что для любой функции

f ∈ L1
a(G) выполнено равенство∫

G

f(z) dA(z) =
N∑
j=1

nj∑
k=0

cj,kf
(k)(aj). (4.10)

Равенства (4.9) и (4.10) называются квадратурными формулами (или

квадратурными соотношениями) для G. Важно отметить, что они являются

точными для всех голоморфных интегрируемых в областиGфункций. Класс

всех классических квадратурных областей обозначим через QD, а класс

всех квадратурных областей в широком смысле— черезQDWS. Из теоремы

о среднем для голоморфных функций вытекает, что D ∈ QD. Можно также

показать, что Da,b ∈ QDWS \QD, но D′
a,b ∈ QD. Квадратурные области

естественно возникают во многих задачах комплексного анализа. Одно из

первых упоминаний о квадратурных областях содержится в [54], а при-

веденные выше определения даны в том виде, как они содержатся в [78].

Отметим сборник [94], посвященный современному состоянию исследова-

ний квадратурных областей.

Пусть B —жорданова область с аналитической границей Γ . Тогда кон-

формное отображение ϕ круга D на B и функция Шварца S контура Γ
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связаны соотношением (4.6). Как было показано в предложении 15, область

B является неванлинновской в том и только том случае, когда функция

Шварца S ее границы мероморфна в B. Но, как показано в [54, глава XIV],

это же самое условие является необходимым и достаточным для того, чтобы

область B была классической квадратурной. Кроме того, в [54, глава XIV]

показано, что условие мероморфности функции S в B эквивалентно тому,

что ϕ— это рациональная функция, однолистная в D. Таким образом, в слу-

чае жордановых областей с аналитическими границами классы ND и QD

совпадают (и состоят из областей, которые являются образами единичного

круга при отображении рациональными однолистными функциями).

Теорема 26. В классе ограниченных односвязных областей вC имеетместо

включение QD ⊂ ND. Но QD 6= ND.

Доказательство. Нам будет удобно начать с более общего случая, когда

область G является квадратурной областью в широком смысле. Пусть рас-

пределение T взято из определения 25 для G. Докажем вначале, что суще-

ствует функция S ∈ O(G \ SuppT ) ∩ C(G \ SuppT ), такая, что z = S(z)

на ∂G. При доказательстве этого факта мы будем использовать идеи и ряд

конструкций из работ [38] и [78, гл. 4].

Пусть IG — характеристическая функция области G, т.е. IG(z) = 1 при

z ∈ G и IG(z) = 0 в противном случае. Рассмотрим преобразование Коши

F функции IG, т.е.

F (z) =
1

π

∫
G

dA(ζ)

z − ζ
.

Хорошо известно, что F ∈ C(C). Кроме того, при z ∈ G имеет место

равенство

F (z) = z + g(z),

где g ∈ C(C)∩O(G). В самом деле, пусть r > 0 таково, что кругD = D(0, r)

с центром в начале координат и радиусом r содержит G. Тогда

F (z) =
1

π

∫
D

dA(ζ)

z − ζ
− 1

π

∫
D\G

dA(ζ)

z − ζ
,

причем первый интеграл в этом равенстве равен z, а второй представляет

собой функцию, непрерывную всюду в C и голоморфную в G и вне D.
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Рассмотрим теперь преобразование Коши R распределения T , т.е. R =

(πz)−1 ∗ T . Тогда R— это голоморфная вне SuppT функция. Определим

функцию S := −g −R. Из отмеченных свойств функций g и R непосред-

ственно вытекает, что S ∈ C(G \ SuppT ) ∩O(G \ SuppT ). Для того чтобы
проверить равенство z = S(z) на ∂G заметим, что из (4.9) вытекает, что

F (z) = −R(z) при z /∈ G. Тогда для любого z ∈ ∂G имеют место равенства

S(z) = −g(z)−R(z) = z − F (z)−R(z) = z.

Так как G ∈ QD, то из (4.10) вытекает, что T =
∑N

j=1

∑nj

k=0 cj,kδ
(k)
aj
, где

через δa обозначена дельта-функция Дирака с носителем в точке a ∈ C.
Тогда

R(z) =
1

π

N∑
j=1

nj∑
k=0

k!cj,k
(z − aj)k+1

,

т.е. R является рациональной функцией. Но из этого следует, что функция

S = −g −R является мероморфной в G откуда G ∈ ND.

Покажем теперь, что QD 6= ND для ограниченных односвязных обла-

стей общего вида. Пусть G ∈ QD. Тогда существует мероморфная в G

и непрерывная в G \ {a1, . . . , aN} функция S, такая, что S(z) = z на ∂G

(эту функцию называют односторонней функцией Шварца для ∂G). Из

существования такой функции S и из [75, теорема 5.2] вытекает, что ∂G

состоит из конечного числа аналитических кривых. Но, как было отмечено

выше, существуют неванлинновские области с нигде не аналитическими

границами.

Замечание. При доказательстве этой теоремы было показано, что граница

любой квадратурной области (в широком смысле) имеет одностороннюю

функциюШварца, т.е. такую функцию S ∈ O(G \ SuppT )∩C(G \ SuppT ),
что z = S(z) на ∂G. Это соотношение напоминает соотношение (4.5) из

определения неванлинновской области. Но важно отметить, что отношение

u/v из (4.5) не является, в общем случае, непрерывным вплоть до границы

рассматриваемой (неванлинновской) области, а равенство (4.5) выполняет-

ся, в отличии от равенства z = S(z) для квадратурных областей, не на всей

границе, а только почти всюду в смысле конформного отображения. В си-

лу этого обстоятельства и существуют неванлинновские области с весьма

нерегулярными границами (что невозможно для квадратурных областей).
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Кроме того, во всех известных примерах неванлинновских областей с ни-

где не аналитическими границами полюсы соответствующей ND-функции

накапливаются к границе такой области.

Однако имеет место следующее утверждение, условиям которого удо-

влетворяет, например, овал Неймана D′
a,b:

Замечание. ПустьG—жорданова область со спрямляемой границей. Если

G ∈ ND, а ND-функция u/v области G такова, что множество нулей Z(v)

функции v компактно содержится в G, тогда G ∈ QD.

Доказательство. Так как u/v— это мероморфная в G функция, то множе-

ство Z(v) в рассматриваемом случае состоит из конечного числа полюсов.

Пусть Γ ⊂ G—это такая замкнутая ломаная со сторонами, параллельными

осям координат, что все полюсы функции v лежат в области, ограниченной

контуром Γ . Таким образом, функция u/v голоморфна на Γ . Пусть h —

некоторая голоморфная в G функция. Тогда

2i

∫
G

h(z)dA(z) =

∫
∂G

h(z)zdz =

∫
∂G

h(z)F (z)dz =

∫
Γ

h(z)
u(z)

v(z)
dz,

причем в предпоследнем равенстве учтено, что равенство (4.5) в рассматри-

ваемом случае может пониматься как равенство угловых граничных значе-

ний почти всюду на ∂G. Интеграл∫
Γ

h(z)
u(z)

v(z)
dz

можно вычислить, используя теорему Коши о вычетах. Несложно про-

верить, что этот интеграл будет равен сумме значений функции h и ее

производных в нулях функции v. Таким образом, для любой функции

h ∈ G выполняется квадратурное соотношение вида (4.10), т.е. квадра-

турное соотношение

∫
G

h(z)dA(z) = 〈Tv |h〉, где Tv — это распределение с

Supp(Tv) = Z(v). Используя плотностьH∞(G) вL1
a(G) и применяя теорему

Фаррела–Рубеля–Шилдса о поточечной ограниченной аппроксимации [10,

теорема VI.5.1], найдем последовательность многочленов {pm}∞m=1 ∈ C[z]
такую, что |pm(z)| 6 |g(z)| и pm(z) → g(z) при m → ∞ для любой точки
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z ∈ G. Тогда∫
G

g(z)dA(z) = lim
m→∞

∫
G

pm(z)dA(z) = lim
m→∞

〈
Tv | pm

〉
=

= lim
m→∞

1

2i

∫
Γ

pm(z)
u(z)

v(z)
dz =

1

2i

∫
Γ

g(z)
u(z)

v(z)
dz =

〈
Tv | g

〉
,

откуда вытекает, что квадратурное соотношение∫
G

h(z)dA(z) = 〈Tv |h〉

выполняется и для любой функции g ∈ L1
a(G). Таким образом, область G

является классической квадратурной областью.

Мы рассмотрели связь между неванлинновскими и квадратурными об-

ластями в классе ограниченных односвязных областей в C. В связи с этим

отметим, что определение квадратурной области не предполагает ни огра-

ниченности, ни односвязности. Более того, в [53] показано, что существуют

многосвязные квадратурные области.





Глава 5

Два критерия равномерной приближаемости

Пусть X — компакт в C, а n— натуральное число с условием n > 2.

В этой главе мы докажем два критерия равномерной приближаемости функ-

ций n-аналитическими многочленами. Первый критерий формулируется

в терминах неванлинновских областей и дает полный ответ на вопрос,

поставленный в задаче 1, для компактов Каратеодори. Второй критерий

справедлив для компактов общего вида, но он не является окончательным,

а носит редуктивный характер. Этот критерий позволяет свести вопрос

о совпадении пространств An(X) и Pn(X) для заданного компакта X к во-

просам о совпадении пространствAn(X∩G) иRn(X∩G,G) для компонент
связности G множества (X̂)◦, не содержащихся в X . Надо отметить, что

хотя компакты видаX ∩G могут иметь значительно более простую структу-

ру, чем исходный компакт X , задача о совпадении пространств An(X ∩G)
и Rn(X ∩G,G) сохраняет, по существу, все особенности и трудности ис-
ходной задачи о совпадении пространств An(X) и Pn(X).

Критерий приближаемости для

компактов Каратеодори

Напомним, что ограниченная область в C называется областью Каратео-

дори, если ∂G = ∂G∞ (где G∞ — это неограниченная связная компонента

множества C \G). Имеет место следующий критерий приближаемости (см.
теорему 2.2 в [13]):

Теорема 27.

1) Пусть ограниченная односвязная область G является неванлиннов-

ской. Тогда Rn(∂G,G) 6= C(∂G) для любого целого числа n > 1.

2) Если G— область Каратеодори в C, а n > 2— натуральное число,

то C(∂G) = Rn(∂G,G) в том и только том случае, когда G не является

неванлинновской областью.
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3) ПустьX – компакт Каратеодори в C, а n > 2— натуральное число.

ТогдаAn(X) = Pn(X) в том и только том случае, когда каждая ограничен-

ная (связная) компонента множества C \X не является неванлинновской

областью.

Несмотря на то что первое утверждение теоремы 27 не связано с по-

нятием множества Каратеодори, оно включено в эту теорему так как его

доказательство полностью аналогично доказательству соответствующей

импликации во втором утверждении.

Доказательство. Выберем и зафиксируем некоторое конформное отобра-

жение ϕ единичного круга D на область G.

Докажем первое утверждение теоремы. Пусть G ∈ ND. Тогда найдутся

голоморфные и ограниченные в G функции u(·) и v(·), такие, что v 6≡ 0

и выполняется (4.5). Выберем точку z0 ∈ G, такую, что 0 < |u(z0)−z0v(z0)|.
Покажем, что

(z − z0)
n−1

z − z0

∣∣∣∣
∂G

/∈ Rn(∂G,G).

В самом деле, если мы предположим противное, то для любого δ > 0

найдутся такие рациональные функции f0, . . . , fn−1 с полюсами вне G, что∣∣∣∣ n−1∑
s=0

zsfs(z)−
(z − z0)

z − z0

n−1∣∣∣∣ < δ

при z ∈ ∂G. Пусть w0 = ψ(z0) ∈ D. Имеем∣∣∣∣ n−1∑
s=0

fs(ϕ(ζ))
u(ϕ(ζ))s

v(ϕ(ζ))s
− [u(ϕ(ζ))− ϕ(w0)v(ϕ(ζ))]

n−1

v(ϕ(ζ))n−1[ϕ(ζ)− ϕ(w0)]

∣∣∣∣ < δ

для почти всех ζ ∈ T, в которых выполняется (4.5) (в частности, в таких
точках ζ ∈ T угловое предельное значение ϕ(ζ) определено и ϕ(ζ) ∈ ∂G).

То есть∣∣∣∣ n−1∑
s=0

fs(z)u(z)
sv(z)n−1−s[z − ϕ(w0)]− [u(z)− ϕ(w0)v(z)]

n−1

∣∣∣∣
6 δ sup

ξ∈T

∣∣v(ϕ(ξ))n−1[ϕ(ξ)− ϕ(w0)]
∣∣, (5.1)
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при z = ϕ(ζ), для почти всех ζ ∈ T.
Заметим, что функции в левой и правой частях неравенства (5.1) (знаки

модулей опускаются) представляют собой граничные значения соответству-

ющих функций класса H∞, поэтому по принципу максимума модуля мы

можем подставить w0 вместо ζ (и, соответственно, ϕ(w0) вместо z) в (5.1):∣∣[u(ϕ(w0))− ϕ(w0)v(ϕ(w0))]
n−1
∣∣ 6 δ sup

ξ∈T
|v(ϕ(ξ))|n−1|ϕ(ξ)− ϕ(w0)|,

что дает противоречие при достаточно малых δ.

Таким образом, доказано первое утверждение теоремы и импликация

G ∈ ND ⇒ C(∂G) 6= Rn(∂G,G)

из второго утверждения теоремы.

Для того чтобы доказать второе утверждение теоремы, нам надо дока-

зать, что если C(∂G) 6= Rn(∂G,G), то G ∈ ND.

Итак, пусть C(∂G) 6= Rn(∂G,G), тогда C(∂G) 6= R2(∂G,G). Из этого

следует, что найдется мера µ 6≡ 0 на ∂G, ортогональная пространству

R2(∂G,G). Другими словами, это означает, что µ ⊥ R(G) и zµ ⊥ R(G).

Так как G является областью Каратеодори, то меры µ и zµ обладают

рядом специальных свойств, которые важны для дальнейших рассуждений.

Во-первых, отметим, что меры µ и zµ сосредоточены на достижимой

части ∂aG границы области G (см. определение 69 в главе 9 ниже) и не

имеют атомов. Это свойство вытекает из [43, лемма 7]; оно будет подробно

рассмотрено и обсуждено в связи со свойствам множеств Каратеодори

в главе 9.

Во-вторых, имеет место следующая лемма, которая будет использова-

на не только при доказательстве этой теоремы, но и в дальнейшем, при

изучении свойств множеств Каратеодори.

Лемма 28. Пусть G— область Каратеодори в C, µ— мера на ∂G, орто-

гональная к R(G), а ϕ— конформное отображение круга D на G. Тогда

(µ̂ ◦ ϕ)ϕ′ ∈ H1.

Доказательство. Пусть z0 = ϕ(0). Без ограничения общности будем счи-

тать (в этом доказательстве), что ϕ′(0) > 0.
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Выберем последовательность спрямляемых контуров {Γm}∞m=1, таких,

чтоG ⊂ Bm ⊂ Bm−1, гдеBm—область, ограниченная контуром Γm, и {Γm}
сходится к ∂G при m → ∞. В качестве таких контуров Γm можно взять,

например, образы окружностей {|ζ| = 1 − (m + 1)−1} при каком-либо

фиксированном конформном отображении круга {|ζ| < 1} на область G∞).

Пусть ψm — это конформный изоморфизм ψm : Bm → D с нормали-

зацией ψm(z0) = 0 и ψ′
m(z0) > 0. Из классической теоремы Каратеодори

о сходимости к ядру вытекает, что последовательность {ψm} сходится к ϕ−1

локально равномерно в G (т.е., равномерно на компактах в G).

Зафиксируем произвольную точку a ∈ D и положим zm = ψ−1
m (a).

Определим функцию h(ζ) следующим образом:

h(ζ) :=
1

ψm(ζ)− ψm(zm)
− 1

ψ′
m(zm)(ζ − zm)

при ζ 6= zm и

h(zm) := − ψ′′
m(zm)

2ψ′
m(zm)

.

Определенная таким образом функция h будет голоморфна в Bm и, следова-

тельно, h ∈ R1(G). Так как µ ⊥ R(G), то

∫
h dµ = 0, откуда

1

2πi

∫
dµ(ζ)

ψm(ζ)− ψm(zm)
=

µ̂(zm)

ψ′
m(zm)

.

Определим теперь меры ηm по формулам

ηm(S) := µ(ψ−1
m (E ∩ D))

для произвольного борелевского множества E ⊂ C. Тогда Supp(ηm) ⊂ D
и имеет место равенство

1

2πi

∫
dηm(ζ)

ζ − w
= µ̂(ψ−1

m (w))(ψ−1
m )′(w), (5.2)

причем ηm ⊥ C[z] и ‖ηm‖ 6 ‖µ‖.
Пусть η0 — предельная точка последовательности {ηm} в ∗-слабой то-

пологии (пространства мер). Тогда Supp(η0) ⊂ T и η0 ⊥ C[z].
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По теореме Риссов найдется функция h ∈ H1 с условием η0 = h(ζ) dζ|T.

Напомним, что h(ζ)— это угловые граничные значения функции h в точке

ζ ∈ T. Переходя к пределу в (5.2), получаем

η̂0(w) = µ̂(ϕ(w))ϕ′(w) =
1

2πi

∫
T

dη0(t)

t− w
=

1

2πi

∫
T

h(t) dt

t− w
= h(w)

для всех w ∈ D, так что (µ̂ ◦ ϕ)ϕ′ ∈ H1 и лемма доказана.

Вернемся к доказательству теоремы. Пусть

F1 := µ̂, F0 := ẑµ, fs := (Fs ◦ ϕ)ϕ′ при s = 0,1.

По лемме 28 функции f0 и f1 принадлежат пространству H
1. Рассмотрим

функцию

F (z) :=
1

2πi

∫
z − w

w − z
dµ(w) = zF1(z)− F0(z).

Так как ядро
z − w

w − z

ограничено, а мера µ не имеет атомов, то F ∈ C(C). Кроме того, при
фиксированном z ∈ C \G выполнено

z − w

w − z
∈ R2(G),

и, таким образом, F (z) = 0 при z ∈ C \G. Следовательно,

zF1(z)− F0(z) → 0

при z → ∂G, z ∈ G. Отсюда вытекает, что

f1(ζ)ϕ(ζ)− f0(ζ)

ϕ′(ζ)
= F1(ϕ(ζ))ϕ(ζ)− F0(ϕ(ζ)) = zF1(z)− F0(z) → 0

при ζ → T, ζ ∈ D (здесь z = ϕ(ζ)).

Так как f0, f1 ∈ H1, то функция f1(ζ)ϕ(ζ)− f0(ζ) имеет почти всюду на

T угловые предельные значения. Кроме того, для почти всех ξ ∈ T и для лю-

бого углаШтольцаAξ с вершиной в точке ξ (напомним, что уголШтольцаAξ
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— это некоторый угол с раствором, меньшим π, с вершиной в точке ξ, бис-

сектриса которого проходит через центр кругаD) существует последователь-
ность {ζj} ∈ Aξ, такая, что ζj → ξ при j → ∞ и lim supj→∞ |ϕ′(ζj)| < ∞.

В самом деле, если это не так, то функция 1/ϕ′(ζ) имеет нулевые угловые

значения на множестве положительной длины на T, что невозможно в силу
граничной теоремы единственности Лузина–Привалова.

Итак, для почти всех точек ξ ∈ T имеет место равенство f1(ξ)ϕ(ξ) −
f0(ξ) = 0 угловых граничных значений. Заметим, что f1 6≡ 0, так как µ 6≡ 0.

ПосколькуH1 ⊂ N(D) (класс Неванлинны) и так как всякая функция класса
Неванлинны представляется в виде отношения двух функций класса H∞,

то для почти всех ξ ∈ T имеем

ϕ(ξ) =
f0(ξ)

f1(ξ)
=
g0(ξ)

g1(ξ)
=
u(ϕ(ξ))

v(ϕ(ξ))
,

где g0, g1 ∈ H∞, а u = g0 ◦ ϕ−1 ∈ H∞(G) и v = g1 ◦ ϕ−1 ∈ H∞(G). Таким

образом, G ∈ ND и второе утверждение теоремы 27 полностью доказано.

Докажем теперь третье утверждение теоремы. Пусть существует огра-

ниченная компонента G множества C \X , которая является неванлиннов-

ской областью, т.е. G ∈ ND. Тогда согласно первому утверждению теоре-

мы существует ненулевая мера µ с носителем Supp(µ) ⊂ ∂G, такая, что

µ ⊥ Rn(∂G,G) и, следовательно, µ ⊥ Pn(X). Так как µ 6≡ 0 и µ̂(z) = 0 вне

G, то в силу [43, лемма 4] существует такая точка z0 ∈ G, что µ̂(z0) 6= 0.

Это означает, что

µ 6⊥ 1

z − z0
∈ An(X),

т.е. An(X) 6= Pn(X) и «прямая» импликация в третьем утверждении прове-

рена.

Для доказательства обратной импликации в третьем утверждении нам

потребуется следующее утверждение, которое является непосредственным

следствием леммы 7 из [43] и стандартной теоремы Рунге:

Лемма 29. Пусть X — компакт Каратеодори в C и пусть Ω— некоторая

ограниченная компонента его дополнения, а U = (X̂)◦ \Ω. Тогда существу-
ет последовательность {qj} ⊂ C[z] с условиями:

1) qj ⇒ 1 локально равномерно в Ω;
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2) qj ⇒ 0 локально равномерно в U ;

3) ‖qj‖X̂ 6 C, где C — абсолютная константа.

Пусть µ — произвольная ненулевая мера на X , ортогональная про-

странству Pn(X). Фиксируем произвольную ограниченную компоненту Ω

множества C \X . По условию Ω /∈ ND.

Проверим, что ẑsµ(z) = 0 при z ∈ Ω и s = 0, . . . , n− 1. Согласно лем-

ме 29 выберем последовательность {ql} ⊂ C[z] для рассматриваемых X ,

Ω и U = (X̂)◦ \ Ω. Пусть F ⊂ C(X)— некоторое счетное всюду плотное

множество. Переходя, если нужно, к подпоследовательности (при помощи

подходящего диагонального процесса), можно считать, что последователь-

ность
{∫

gql dµ
}
сходится при всех g ∈ F . Из всюду плотностиF вC(X)

вытекает, что последовательность
{∫

gql dµ
}
сходится при всех g ∈ C(X).

Таким образом определен непрерывный линейный функционал

g 7→ lim
l→∞

∫
gql dµ.

Пусть µ∗ — это представляющая мера для этого функционала. Тогда qlµ
∗
⇀

µ∗ при l → ∞, т.е. последовательность {qlµ} сходится в ∗-слабой топологии
пространства мер к µ∗. Следовательно, Supp(µ∗) ⊂ ∂X и для любых s =

0, . . . , n− 1 и z0 /∈ Supp(µ) имеем

ẑsµ∗(z0) =
1

2πi

∫
zs dµ∗(z)

z − z0
= lim

l→∞

1

2πi

∫
zsql(z) dµ(z)

z − z0
=

= lim
l→∞

(
1

2πi

∫
(ql(z)− ql(z0))z

s dµ(z)

z − z0
+
ql(z0)

2πi

∫
zs dµ(z)

z − z0

)
=

= lim
l→∞

ql(z0)

2πi

∫
zs dµ(z)

z − z0
=

{
ẑsµ(z0) при z0 ∈ Ω,

0 при z0 ∈ W,
(5.3)

гдеW = (U \ Supp(µ)) ∪ Ω′
∞, а Ω

′
∞ — неограниченная связная компонента

множества C \X . Из последнего вытекает, что µ∗ ⊥ Pn(X).

Проверим теперь, что ẑsµ(z) = 0 на Ω. При этом мы можем (и будем)

считать, что Supp(µ) ⊂ ∂X (достаточно рассмотреть вместо µ меру µ∗
и повторить рассуждение).

С учетом этого предположения из предыдущей серии равенств вытекает,

что ẑsµ∗(z0) = 0 при z0 ∈ U ∪ Ω′
∞. Поскольку Supp(µ) ⊂ ∂X и µ ⊥ C[z],



104 Глава 5

то, как было отмечено выше, мера µ (и, следовательно, мера µ∗) не имеет

атомов. Функция

Tµ∗(z) =
1

π

∫
(ζ − z) dµ∗(ζ)

ζ − z

непрерывна всюду наC и обращается в нуль на U ∪Ω′
∞, так что Tµ∗ = 0 вне

Ω. Как известно, ∂
2
Tµ∗ = µ∗ (равенство понимается в смысле обобщенных

функций), так что Supp(µ∗) ⊂ ∂Ω и, следовательно, µ∗ ⊥ Rn(Ω). Так как

Ω /∈ ND, то, согласно первому утверждению теоремы, µ∗ = 0 и нужное

утверждение получено. Таким образом, доказано, что для любой компонен-

тыΩ дополненияC\X имеет место ẑsµ(z) = 0 при z ∈ Ω и s = 0, . . . , n−1,

т.е. µ ⊥ Rn(X).

Для завершения доказательства теоремы 27 остается вспомнить, что

если X — компакт Каратеодори, то Rn(X) = An(X) при всех натуральных

n (см., например, следствие 9).

Заметим, что еслиC\Ω связно, то по теореме Рунге можно показать, что

Rn(∂Ω,Ω) = Pn(∂Ω). Из этого факта и из теоремы 27 вытекает следующее

утверждение:

Следствие 30. Пусть G — область Каратеодори в C, такая, что мно-

жество C \ G связно, а n > 2 — натуральное число. Тогда равенство

C(∂G) = Pn(∂G) выполнено в том и только том случае, когда G /∈ ND.

Заметим, что критерий приближаемости, полученный в теореме 27,

не зависит от конкретного значения порядка полианалитичности n > 2.

Более того, из этой теоремы вытекает, что если равенство An(X) = Pn(X)

выполняется для компакта Каратеодори X при некотором значении n > 2,

то для такого компакта выполняется равенство An(X) = Pn(X) при всех

n > 2.

В частности, если компакт X нигде не плотен, то из плотности в про-

странствеC(X) системы n-аналитических многочленов при некотором (воз-

можно достаточно большом) значении n > 2 вытекает плотность в C(X)

системы n-аналитических многочленов при любом n > 2.

Мы вернемся к этому наблюдению в дальнейшем, когда будем обсуждать

зависимость условий приближаемости в задаче 1 от порядка полианалитич-

ности.
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Рис. 9. Два «рога изобилия» — U1 (слева) и U2 (справа)

Проиллюстрируем теорему 27 двумя примерами типа «рога изобилия».

Рассмотрим область U1, ограниченную двумя спиралями, скажем z = (1 +

e−t)eit и z = (1 + 2e−t)eit при t ∈ [0,+∞), и отрезком [2,3] вещественной

оси. При этом множество C \ U1 состоит из двух связных компонент — из

единичного круга D и из области U1∞.

Так как спирали и отрезок [2,3], ограничивающие область U1, являются

аналитически независимыми аналитическими кривыми, то область U1 не

является неванлинновской (см. предложение 17).

Рассмотрим компакт X1 := ∂U1. Множество C \X1 имеет три связные

компоненты: две ограниченные (это областиD и U1) и одну неограниченную

(область U1∞). При этом D ∈ ND, а U1 /∈ ND. С учетом этих фактов из

теоремы 27 вытекает, что выполнены следующие утверждения:

Rn(X1,U1) = C(X1) 6= Pn(X1) при всех целых n > 2;

An(U1) 6= P (U1) при всех целых n > 2;

An(X1 ∪ D) = Pn(X1 ∪ D) для любого целого n > 2.

В последнем случае необходимо заметить, что дополнение к компактуX1 ∪
D имеет только одну ограниченную связную компоненту — область U1,

которая не является неванлинновской.

Далее, рассмотрим область U2, которая является образом области U1 при

отображении (x+ iy) 7→ (x+ iy/2). Эта область также представляет собой

«рог изобилия». Однако, если область U1 имела вид «внешней змейки»,

наматывающейся на единичный круг D, то область U2 — это «внешняя

змейка», наматывающаяся на область D1,1/2, ограниченную эллипсом Γ1,1/2.

Для компакта X2 = ∂U2 множество C \X2 состоит их трех компонент.
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Обе ограниченные компоненты этого множества — области D1,1/2 и U2 не

являются неванлинновскими. Для области U2 (как и для области U1) это

вытекает из предложения 17, а для области D1,1/2 — из предложения 3.

Таким образом, справедливы следующие утверждения:

C(X2) = Pn(X2) для любого целого n > 2;

An(U2) = Pn(U2) для любого целого n > 2.

Редуктивный критерий приближаемости

для компактов общего вида

Для произвольного компакта X ⊂ C рассмотрим множество (X̂)◦ —

внутренность полиномиальной выпуклой оболочки X , и введем совокуп-

ность {Ωk : k ∈ sc(X)}, состоящую из всех связных компонент множества

(X̂)◦, не содержащихся вX . Здесь sc(X)—некоторое конечное или счетное

множество индексов. В этом параграфе мы докажем следующую теорему,

полученную в работе [5]:

Теорема 31. Пусть X — компакт в C, а n > 2 — натуральное число.

Равенство An(X) = Pn(X) верно в том и только том случае, когда для

любого k ∈ sc(X) имеет место равенство An(X ∩ Ωk) = Rn(X ∩ Ωk,Ωk).

Доказательство. Пусть An(X) = Pn(X). Рассмотрим произвольную об-

ласть Каратеодори G, и пусть f ∈ An(X ∩G). Докажем, что f ∈ Rn(X ∩
G,G). Продолжим функцию f (по теореме Брауэра) до непрерывной функ-

ции с компактным носителем на всей плоскости. Далее мы будем следо-

вать доказательству теоремы 7 (в случае компактов Каратеодори). Возь-

мем разбиение единицы {ϕj, D(aj, δ)}j∈Z2 такое же, как в доказательстве

этой теоремы, и рассмотрим соответствующие локализованные функции

fj = Vϕj
f . Напомним, что f =

∑
j fj, причем соответствующая сумма

конечна и ∂nfj = ϕj∂
nf . Как и раньше, в приближении нуждаются только

функции fj, такие, что

j ∈ J = {j ∈ Z2 : D(aj, δ) ∩ Supp(f) 6= ∅}.
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Разобьем множество J на три части:

J1 := {j ∈ J : D(aj, δ) ⊂ G}
J2 := {j ∈ J : D(aj, δ) ∩G = ∅}
J3 := {j ∈ J : D(aj, δ) ∩ ∂G 6= ∅}.

При этом J = J1 ∪ J2 ∪ J3. Заметим, что при j ∈ J1 соответствующая

локализованная функция fj принадлежит пространствуAn(X), ноAn(X) =

Pn(X) ⊂ Rn(X ∩G,G).
Если j ∈ J2, то, используя метод Рунге движения полюсов, можно

показать, что fj ∈ Rn(X ∩G,G) и в этом случае.

Остается рассмотреть случай j ∈ J3. Так как G является компактом

Каратеодори, для каждого j ∈ J3 можно найти такую точку a∗j ∈ D(aj, δ)\G
и жорданову кривую γj, лежащую в D(a∗j , δ) \ G с начальной точкой a∗j
и конечной точкой на ∂D(a∗j , δ). Используя такие кривые, при всех j ∈ J3
можно построить такие функции gj , являющиеся n-аналитическими вне γj
и, следовательно, принадлежащие Rn(X ∩G,G), что∥∥∥∥∑

j∈J3

(fj − gj)

∥∥∥∥
X∩G

→ 0

при δ → 0. Это построение осуществляется аналогично соответствующему

построению в доказательстве теоремы 7. Остается заметить, что функция∑
j∈J1∪J2

fj +
∑
j∈J3

gj

принадлежит Rn(X ∩G,G) и является аппроксимантой для f .
Докажем теперь обратное утверждение. Предположим, что для любо-

го k ∈ sc(X) имеет место равенство An(X ∩ Ωk) = Rn(X ∩ Ωk,Ωk). Как

и при доказательстве третьего утверждения теоремы 27, мы докажем вна-

чале, что любая мера µ на X , ортогональная пространству Pn(X) будет

ортогональна и пространству Rn(X). При доказательстве теоремы 27 было

доказано, что еслиX является компактом Каратеодори, то любая мера, орто-

гональная Pn(X) будет ортогональна и Rn(X). В рассматриваемом случае

нам потребуется незначительно модифицировать приведенные в указанном

доказательстве аргументы.
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Без ограничения общности будем считать, что sc(X) 6= ∅. В самом деле,

если sc(X) = ∅, то компакт X имеет связное дополнение и требуемый

результат является простым следствием теоремы 7 и метода Рунге.

Пусть k ∈ sc(X). Используя лемму 29, выберем последовательность

многочленов комплексного переменного {ql}∞l=1, такую, что ‖ql‖X̂ 6 C

для некоторой абсолютной константы C > 0 и выполняются следующие

свойства: ql → 1 локально равномерно в Gk и ql → 0 локально равномерно

в (X̂)◦ \Gk при l → ∞.

Пусть, как и в доказательстве третьего утверждения теоремы 27, µk
— это некоторая предельная точка последовательности {qlµ} в ∗-слабой
топологии пространства мер. Тогда Supp(µk) ⊂ (X ∩ Gk) ∪ ∂X̂ и µk ⊥
Pn(X). Для того чтобы проверить, что µ ⊥ Rn(X), нам надо показать, что

ẑsµ(z0) = 0 для любого z0 ∈ Gk \X при s = 0,1, . . . , n− 1.

Так как ẑsµ(w) = ẑsµk(w) при w ∈ Gk \X (это равенство доказывается

аналогично равенству (5.3)), то можно без потери общности с самого начала

считать, что Supp(µ) ⊂ (X ∩Gk) ∪ ∂X̂ .

Покажем, что из условия Supp(µ) ⊂ (X ∩ Gk) ∪ ∂X̂ вытекает, что

Supp(µk) ⊂ X ∩ Gk. В самом деле, так как ql → 0 локально равномерно

в (X̂)◦ \ Gk, то ẑ
sµk(z) = 0 при всех z ∈

(
(X̂)◦ \ Gk

)
∪
(
C \ X̂

)
и s =

0,1, . . . , n− 1. Так как мера µk не имеет атомов на ∂X̂ , то функция

Tµk(z) :=
1

π

∫
ζ − z

ζ − z
µk(ζ)

непрерывна на C \Gk и обращается в ноль вне Gk. Отсюда вытекает, что

µk|C\Gk
= 0, так как ∂2Tµk = µk (равенство понимается в смысле обобщен-

ных функций). Таким образом,

µk ⊥ Rn(X ∩Gk, Gk) = An(X ∩Gk)

и, следовательно, ẑsµ(z0) = 0 для любого z0 ∈ Gk \X при s = 0,1, . . . , n−1.

Так как k ∈ sc(X) было выбрано произвольно, то

ẑsµ(z0) = 0

при всех z0 ∈ C \X и s = 0,1, . . . , n− 1.

А это в точности означает, что µ ⊥ Rn(X).
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Итак, мы показали, что из условия Rn(X ∩Gk, Gk) = An(X ∩Gk) при

всех k ∈ sc(X) вытекает, что Pn(X) = Rn(X). Для завершения доказатель-

ства теоремы нам остается проверить, что из этих условий вытекает равен-

ство An(X) = Rn(X). Для доказательства этого утверждение мы снова ис-

пользуем метод локализации. Пусть разбиение единицы {D(aj, δ), ϕj}j∈Z2

выбрано как и доказательстве первого утверждения теоремы. Рассмотрим

функцию f ∈ An(X) и построим соответствующие локализованные функ-

ции fj = Vϕj
f . Заметим, что если D(aj, δ) ∩ X̂ = ∅ или D(aj, δ) ∩ ∂X̂ , то

соответствующие функции fj лежат в Rn(X) и в приближении не нуждают-

ся. Остается случай, когда D(aj, δ) ⊂ (X̂)◦. В этом случае D(aj, δ) лежит

в некоторой связной компонента Ω множества (X̂)◦. Если при этом Ω ⊂ X◦,

то fj = 0, а такие функции тоже не нуждаются в приближении. Если же

Ω 6⊂ X◦, то найдется k ∈ sc(X), для которого Ω = Gk. Так как

f ∈ An(X ∩Gk) = Rn(X ∩Gk, Gk),

то найдется последовательность {gm}∞m=1, такая, что:

— каждая функция gm в ней является n-аналитической в некоторой окрест-

ности Um множества X ∩Gk;

— после надлежащего продолжения функции gm до функции g̃m класса

C(Gk) выполнено g̃m ⇒Gk
f приm→ ∞.

Используя свойства оператора Витушкина (см., например, лемму 8), полу-

чаем

‖Φn ∗ (ϕj∂
n
g̃m)− fj‖X = ‖Φn ∗ (ϕj(∂

n
g̃m − ∂

n
fj))‖X 6 C‖gm − fj‖D → 0

при m → ∞ и D = D(aj, δ). При этом Φn ∗ (ϕj∂
ng̃m) ∈ Rn(X). Таким

образом, теорема полностью доказана.

Заметим, что доказательство теорем 27 и 31 проходят практически по

одной и той же схеме. Более того, третье утверждение теоремы 27 может

быть непосредственно получено из второго утверждения этой теоремы и из

теоремы 31.

Утверждение теоремы 31 является локальным по характеру, хотя, без-

условно, задача о совпадении пространств An(X) и Pn(X) не локальна

в стандартном смысле (см., например, [10, гл. 2, §10]).
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Утверждение теоремы 31 носит редуктивный характер: в этой теореме

задача о совпадении пространств An(X) и Pn(X) для компакта X общего

вида сводится к задаче о совпадении пространств An(X ∩ Gk) и Rn(X ∩
Gk, Gk) при k ∈ sc(X) для компактов X ∩Gk, которые могут иметь более

простую структуру. По сути дела, задача о совпадении пространств An(X)

и Pn(X) для компактов общего вида сведена к следующей, на первый взгляд

существенно более простой, задаче:

Задача 32. Пусть G — область Каратеодори, а X — компактное под-

множество G с условием An(X) = Rn(X,G). При каких дополнительных

условиях справедливо равенство An(X ∪ ∂G) = Rn(X ∪ ∂G,G)?

Важно отметить, что эта задача сохраняет в общем случае все основные

особенности и сложности исходной. Изучению задачи 32 будет посвящена

следующая глава.
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Равномерная аппроксимация

на компактах специального вида

В предыдущей главе задача 1 была полностью решена для компактов Ка-

ратеодори. Для компактов общего вида был получен редуктивный критерий

приближаемости, который сводит задачу 1 к задаче 32.

В этой главе мы рассмотрим задачу 32. Все основные результаты будут

формулироваться в терминах специальных модификаций понятия неван-

линновской области. В этой главе мы будем придерживаться следующих

обозначений: n > 2— фиксированное натуральное число, G— некоторая

область Каратеодори, Γ = ∂G — ее граница, K — компакт с условием

K ⊂ G, а X = Γ ∪K. Кроме того, мы будет предполагать, что X 6= G, так

что X не является компактом Каратеодори.

Один пример отсутствия аппроксимации

Изучение условий приближаемости функций полианалитическими мно-

гочленами на компактах, не являющихся компактами Каратеодори, мы нач-

нем со следующего простого утверждения:

Предложение 33. Пусть L1 и L2 — контуры в C, ограничивающие (жор-

дановы) области B1 = Int(L1) и B2 = Int(L2) соответственно, и пусть

L2 ⊂ B1. Тогда Pn(B1 \B2) 6= An(B1 \B2) для любого натурального n > 2.

Доказательство. Как было показано выше, неванлинновские области об-

ладают следующим свойством: в любой окрестности произвольного кон-

тура существует аналитический неванлинновский контур. Таким образом,

существует аналитический контур L ⊂ B1 \B2, такой, что область B, огра-

ниченная контуром L, является неванлинновской (см. рис. 10).

Пусть S(·)— функция Шварца контура L. Так как B ∈ ND, то функция

S может быть продолжена до мероморфной функции в области B. Пусть
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L1

L2

L

Рис. 10. Компакт B1 \B2 и (неванлинновский) контур L в доказательстве

предложения 33

a1, . . . , am — все полюсы функции S в B (рассматриваемые с учетом их

кратностей). Положим

F (z) :=
m∏
j=1

(z − aj) и G(z) := S(z)F (z).

Выберем точку b ∈ B2 \ {a1, . . . , am} так, что G(b) 6= 0. Предположим, что

функция

f(z) =
z

z − b

может быть равномерно на B1 \ B2, а следовательно, и на L приближена

последовательностью n-аналитических многочленов (pj)
∞
j=1, где

pj(z) =
n−1∑
k=0

zkpj,k(z), pj,k ∈ C[z]

при всех рассматриваемых j и k. Тогда функция

g(z) =
G(z)F n−2(z)

z − b
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равномерно на L приближается последовательностью функций (gj)
∞
j=1 вида

gj(z) =
n−1∑
k=0

Gk(z)F n−k−1(z)pj,k(z),

голоморфных в B.

Однако функция g имеет полюс в точке b, что противоречит принципу

максимума модуля. Следовательно, Pn(B1 \B2) 6= An(B1 \B2).

Локально неванлинновские области

и достаточные условия приближаемости

Для дальнейшего изучения задач 1 и 32 нам потребуется расширить

понятие неванлинновской области. В этом параграфе мы введем понятие

локально неванлинновской области (см. определение 4.2 в [13] и определе-

ние 2 в [49]) и получим в терминах этого понятия ряд новых достаточных

условий приближаемости в задаче 32.

Определение 34. Ограниченная односвязная область G в C называется

локально неванлинновской, если существуют компакт Σ ⊂ G и функции

u, v ∈ H∞(G \Σ), такие, что v 6≡ 0 и равенство (4.5) выполняется на ∂G

почти всюду в смысле конформного отображения.

Класс всех локально неванлинновских областей мы будем обозначать

символом LND.

Легко проверить, что областьDa,b при всех вещественных a > b > 0 (т.е.

область, ограниченная эллипсом, не являющимся окружностью) является

локально неванлинновской, но не неванлинновской областью.

Для локально неванлинновской областиG существует много различных

способов определить требуемый компакт Σ. Так, например, для области

Da,b в качестве Σ можно взять любой континуум, лежащий строго внутри

этой области и соединяющий фокусы эллипса Γa,b.

Отметим также, что из граничной теоремы единственности Лузина–

Привалова вытекает, что если G — локально неванлинновская область,

а наборы {Σ1, u1, v1} и {Σ2, u2, v2} взяты из определения 34 для G, то

u1(z)

v1(z)
=
u2(z)

v2(z)
при z ∈ G \ Σ̂1 ∪Σ2.
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Разумеется, как и в случае неванлинновских областей, мы можем (и будем)

считать, что функции u и v не имеют общих нулей в G \Σ.
Отношение u/v, определенное вG \Σ, мы, как и в случае неванлиннов-

ской области, будем называть ND-функцией для G ∈ LND.

Для того чтобы зафиксировать, какие компактΣ и ND-функцию u/v мы

имеем в виду, работая с данной локально неванлинновской областью G, мы

будем использовать обозначение

G ∼ {Σ, u/v}.

Более того, мы всегда можем (и будем) предполагать, что компакт Σ

обладает следующим свойствомминимальности:ND-функция u/v не может

быть мероморфно продолжена из G \Σ на G \Σ1 для любого собственного

компактного подмножества Σ1 ⊂ Σ.

Отметим, что локально неванлинновские области могут быть описа-

ны в терминах конформных отображений аналогично тому, как это было

сделано для неванлинновских областей в теореме 22. Точнее говоря, име-

ет место следующее утверждение, доказательство которого аналогично

доказательству первого утверждения теоремы 22:

Предложение 35. Пусть G— ограниченная односвязная область в C, а ϕ
— некоторое конформное отображение единичного круга D на G. Область

G является локально неванлинновской в том и только том случае, когда ϕ

допускает псевдопродолжение неванлинновского типа в некоторую одно-

связную область U , D ⊂ U .

К сожалению, утверждение второй части теоремы 22 (связь понятия

неванлинновской области с теорией модельных пространств) не распро-

страняется на локально неванлинновские области. Это обстоятельство со-

кращает арсенал средств, которые можно использовать для построения

примеров локально неванлинновских, но не неванлинновских областей

с предписанными свойствам.

Но ряд свойств неванлинновских областей удается перенести на ло-

кально неванлинновский случай. Так, имеет место аналог предложения 17,

который позволяет анализировать многие конкретные примеры:

Пусть ограниченная односвязная область G в C такова, что ∂G содер-

жит две аналитически независимые аналитические дуги γ1 и γ2, такие,
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что всякая точка a ∈ γs, s = 1,2, не является предельной точкой для мно-

жества ∂G \ (γ1 ∪ γ2). Тогда G не может быть локально неванлинновской

областью.

Имеет место связь между локально неванлинновскими областями и квад-

ратурными областями в широком смысле (см. определение 25), аналогичная

связи между неванлинновскими и классическими квадратурными обла-

стями, установленной в теореме 26: в классе ограниченных односвязных

областей в C имеет место включение QDWS ⊂ LND.

Вернемся к достаточным условиям приближаемости в задаче 1 для ком-

пактов X вида Γ ∪ K в случае, когда K ⊂ G. Все основные результаты

этого параграфа получены в работе [49]. В этом параграфе мы будем (часто

без специальных ссылок) использовать утверждения о свойствах областей

Каратеодори и мер, ортогональных к рациональным функциям на границах

компактов Каратеодори, обсуждаемые в главе 9 ниже.

Теорема 36. Пусть G /∈ ND — область Каратеодори,K ⊂ G— компакт

с условием An(K) = Pn(K), а X := K ∪ ∂G. Если выполнено одно из двух
условий:

1) G /∈ LND;

2) G ∈ LND, причем G ∼ {Σ, u/v}, а функция u/v не может быть

мероморфно продолжена из G \ Σ̂ ∪K на G \ K̂;

то An(X) = Rn(X,G).

В случае когда G— это жорданова область со спрямляемой границей,

соответствующий результат был доказан в [13, теорема 4.3]. Основным

элементом доказательства теоремы 36 является следующая лемма:

Лемма 37. Пусть G— область Каратеодори, а K ⊂ G— компакт. Пред-

положим, что существует мера µ наK ∪ ∂G, такая, что µ|∂G 6≡ 0 и µ ⊥
R2(G). Тогда область G является локально неванлинновской, причем суще-

ствуют компакт Ξ с условием K̂ ⊂ Ξ ⊂ G и функции ũ, ṽ ∈ H∞(G \ Ξ),

такие, что G ∼ {Ξ, ũ/ṽ} и ũ, ṽ ∈ O(G \ K̂).

Доказательство. Пусть ϕ— некоторое конформное отображение круга D
на G, и пусть ω = ϕ(dζ|T)— гармоническая мера на ∂G (см. формулу (9.2)

в главе 9). ПоложимM := ϕ−1(K). При s = 0,1 определим меры

µs := zsµ и ηs := ϕ−1(µs|K).
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Так как µs ⊥ R1(G) при s = 0,1, то найдутся две функции h0, h1 ∈ H1,

такие, что (см. предложение 78)

µs = zsµ|K + (η̂s ◦ ϕ−1 + hs ◦ ϕ−1)ω.

Так как µ1 = zµ0, то

z(η̂0 ◦ ϕ−1 + h0 ◦ ϕ−1)ω = (η̂1 ◦ ϕ−1 + h1 ◦ ϕ−1)ω.

Так как µ|∂G 6≡ 0, то η̂0 + h0 6≡ 0 в D \ M̂ и, следовательно,

ϕ(ζ) =
η̂1(ζ) + h1(ζ)

η̂0(ζ) + h0(ζ)
(6.1)

для почти всех ζ ∈ T. Так как h0, h1 ∈ H1 ⊂ N(D) и так как всякая

функция класса Неванлинны представима в виде отношения голоморфных

ограниченных функций, то существуют функции u1, v1 ∈ O(D \ M̂), такие,

что u1, v1 ограничены вне некоторой окрестности множества M̂ и

η̂1(w) + h1(w)

η̂0(w) + h0(w)
=
u1(w)

v1(w)
(6.2)

при всехw ∈ D\M̂ . Заметим, чтоϕ(M̂) = K̂. Это позволяет нам определить

требуемые функции ũ и ṽ, голоморфные в G \ K̂ и ограниченные в G \ Ξ ,
где Ξ — некоторый компакт, удовлетворяющий условиям K̂ ⊂ Ξ ⊂ G, по

формулам ũ(z) := u1(ϕ
−1(z)) и ṽ(z) := v1(ϕ

−1(z)) соответственно.

Из (6.1) и (6.2) вытекает, что для почти всех точек ζ ∈ T имеет место

равенство угловых предельных значений

ϕ(ζ) =
ũ(ϕ(ζ))

ṽ(ϕ(ζ))
,

откуда следует, что равенство z = ũ/ṽ выполняется почти всюду на ∂G

в смысле конформного отображения. Таким образом G ∈ LND и G ∼
{Ξ, ũ/ṽ}, а функции ũ и ṽ голоморфны в G \ K̂.

Доказательство теоремы 36. Будем рассуждать от противного и предпо-

ложим, что An(X) 6= Rn(X,G). Тогда найдется мера µ 6≡ 0 на X , такая,

что µ ⊥ Rn(X,G), но µ 6⊥ An(X). Заметим, что µ|∂G 6≡ 0. В самом деле,
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если µ|∂G ≡ 0, то µ— это мера, сосредоточенная наK, что противоречит

предположению о том, что Pn(K) = An(K).

Пусть выполнено условие (1). Применив лемму 37 к рассматриваемым

G,K и µ, получаем, что G ∈ LND, что противоречит условию доказывае-

мого утверждения. Таким образом, если область G /∈ LND, то µ— нулевая

мера. Полученное противоречие означает, что An(X) = Rn(X,G).

Пусть теперь выполнено условие (2), т.е.G ∈ LND. ПустьΩ ∼ {Σ, u/v}
и пусть компакт Ξ и функции ũ и ṽ определены в лемме 37 для рассматри-

ваемых G,K и µ. При этом, согласно замечанию, сделанному сразу после

определения локально неванлинновской области, на множестве G \ Σ̂ ∪ Ξ
имеет место равенство u/v = ũ/ṽ и, так как ũ, ṽ ∈ O(G \ K̂), то функ-

ция u/v продолжается мероморфно в G \ K̂. Это противоречит условию

(2) и, следовательно, и в этом случае µ — нулевая мера. Таким образом

An(X) = Rn(X,G) и в этом случае.

Доказанная теорема может быть распространена на компакты Каратео-

дори общего вида. Точнее говоря, справедлив следующий результат, доказа-

тельство которого существенно опирается на теорему Бишопа (см. теоре-

му 76 в главе 9):

Теорема 38. Пусть Y — такой компакт Каратеодори, что Y ◦ 6= ∅ и Ω /∈
ND для любой (связной) компоненты Ω множества Y ◦; пусть K ⊂ Y ◦ —

компакт с условием Pn(K) = An(K). Если для любой (связной) компоненты

Ω множества Y ◦ с условиемK ∩ Ω 6= ∅ выполнено одно из двух условий:

1') Ω /∈ LND;

2') Ω ∈ LND, причем Ω ∼ {Σ, u/v} и функция u/v не может быть

мероморфно продолжена из Ω \ Σ̂ ∪KΩ на Ω \ K̂Ω при KΩ = K ∩ Ω,

то An(∂Y ∪K) = Rn(∂Y ∪K,Y ).

Доказательство. Предположим, что Rn(X,Y ) 6= An(X). Это означает, что

существует мера µ 6≡ 0 на X , такая, что µ ⊥ Rn(X,Y ), но µ 6⊥ An(X).

Обозначим через I совокупность всех связных компонент множества Y ◦,

а через I ′ — множество {Ω ∈ I : K ∩ Ω 6= ∅}. При этом множество I ′

не более чем конечно. Рассмотрим меру

µ−
∑
Ω∈I ′

(µ|K∩Ω)
∗,
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где мера η∗ определяется (для меры η с носителем в Ω) по формуле из

предложения 78 (в главе 9). Определенная нами мера сосредоточена на ∂Y

и ортогональна к пространству R1(Y ). Следовательно,

µ =
∑
Ω∈I

µΩ,

где µΩ = µ|Ω и µΩ ⊥ R1(Ω). Аналогичное представление справедливо

и для меры zµ (которая также ортогональна к пространству R1(Y )). Таким

образом, для любой компоненты Ω ∈ I \ I ′ (т.е. в случае, когдаKΩ = ∅),
мера µΩ — это мера на ∂Ω, ортогональная к пространству R2(Ω). Так как

Ω /∈ ND, то µΩ ≡ 0. Таким образом,

µ =
∑
Ω∈I ′

µΩ =
∑
Ω∈I ′

µ|Ω.

Пусть теперь F :=
⋃

Ω∈I ′ ∂Ω. Тогда µ|F 6≡ 0. В самом деле, в противном

случае, мера µ— это мера наK, но ортогональность меры µ к n-аналитиче-

ским многочленам и не ортогональность этой меры к пространству An(K)

противоречит равенству Pn(K) = An(K).

Так как µ|F 6≡ 0, то существует хотя бы одна компонента Ω ∈ I ′,

для которой µ|∂Ω 6≡ 0. Но, повторяя рассуждения, использованные при

доказательстве теоремы 36 получаем, что и в этом случае µΩ ≡ 0. Таким

образом, исходная мера µ является нулевой и, следовательно, выполнено

равенство Rn(∂Y ∪K,Y ) = An(∂Y ∪K).

Замечание. УсловиеAn(K) = Pn(K) в теореме 36 можно заменить на усло-

вие An(K) = Rn(K,Ω), а в теореме 38 — на условие An(K) = Rn(K,Y )

соответственно. Доказательства соответствующих утверждений при такой

замене не меняются.

Если в условиях теоремы 38 дополнительно потребовать выполнения

условия, при котором каждая ограниченная связная компонента множе-

ства C \ Y не является неванлинновской областью, то можно доказать,

что An(∂Y ∪ K) = Pn(∂Y ∪ K). В самом деле, пусть указанное допол-

нительное предположение верно. С учетом результата теоремы 38 для до-

казательства равенства Pn(∂Y ∪ K) = An(∂Y ∪ K) нам надо показать,

Pn(∂Y ∪K) = Rn(∂Y ∪K,Y ). Это равенство доказывается точно так же, как

при доказательстве теоремы 27 доказывается равенство Pn(X) = Rn(X).
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ΓΓ

K

Рис. 11. Пример ситуации, когда An(Γ ∪K) = Pn(Γ ∪K)

Таким образом, мы получили следующее утверждение, полезное при

анализе конкретных примеров:

Следствие 39. Пусть Y — компакт Каратеодори с условием Y ◦ 6= ∅. Ра-
венство C(∂Y ) = R2(∂Y, Y ) имеет место в том и только том случае,

когда никакая из связных компонент множества Y ◦ не является неван-

линновской областью. Равенство C(∂Y ) = P2(∂Y, Y ) имеет место в том

и только том случае, когда никакая из связных компонент множеств Y ◦

и C \ Y не является неванлинновской областью.

Приведем несколько простых примеров применения теоремы 36. Если

Γ — это простая замкнутая кривая, содержащая две аналитически незави-

симые аналитические дуги (например, если Γ — это замкнутая жорданова

ломаная), ограничивающая область G, то для любого натурального n > 2

и для любого компактаK ⊂ G с условиемPn(K) = An(K) будет выполнено

равенство An(Γ ∪K) = Pn(Γ ∪K) (см. рис. 11).

Рассмотрим теперь эллипс Γa,b при a > b > 0. Так как полная аналити-

ческая функция (по Вейерштрассу), получаемая аналитическим продолже-

нием аналитического элемента
(
Sa,b,C\ [−c, c]

)
, имеет только две конечные

особые точки ±c (фокусы эллипса Γa,b), которые являются точками ветвле-
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Рис. 12. Пример ситуации, когда An(K ∪ Γa,b) = Pn(K ∪ Γa,b)

ния второго порядка, то по теореме 36 при всех n > 2 имеет место равенство

An(K ∪ Γa,b) = Pn(K ∪ Γa,b) для любого компакта K ⊂ Da,b с условием

An(K) = Pn(K), у которого K̂ «не соединяет» точки c и −c (или проще:
если K̂ не содержит одну из этих точек). В этом случае в качествеΣ берется

подходящая жорданова кривая в Da,b, соединяющая c и −c (см. рис. 12).

Приведем еще один пример, который показывает, что достаточные усло-

вия приближаемости в теореме 36 не являются необходимыми. Конкретно,

равенство An(X) = Pn(X) может выполняться для компакта X = K ∪ Γ ,
где Γ — аналитический контур, функция Шварца S которого голоморфна

в G \ K̂, а K — такой компакт, чтоK = K̂ и K◦ = ∅.
Пусть Γ — образ единичной окружности T под действием отображе-

ния z 7→ exp z. Область G, ограниченная этим контуром Γ , не являет-

ся неванлинновской. В самом деле, функция Шварца S контура Γ рав-

на S(z) = exp(1/ log z), где log z есть главная ветвь логарифма в пра-

вой полуплоскости, и, следовательно, S имеет единственную особую точ-

ку z = 1 в области G, которая является существенно особой. При этом

P2(Γ ) = C(Γ ).

Проверим, что A(K) = 0, то P2(X) = C(X) при X = Γ ∪K. По теоре-

ме 36 нам нужно рассмотреть только случай 1 ∈ K. Пусть, от противного,

P2(X) 6= C(X). Тогда, несколько модифицируя доказательство леммы 37

(и работая в области G без перехода в единичный круг), можно утверждать,

что найдутся мера η 6= 0 на K и функции h и h1 класса E
1(G), такие, что

ẑη − Sη̂ = Sh− h1 (6.3)
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в G \ K. Так как A(K) = 0, то (6.3) верно в G \ {1} в смысле теории

обобщенных функций. Применяя оператор ∂ к равенству (6.3), получим

zη − Sη = 0

при z ∈ G \ {1}. Так как z 6= S(z) в G (этот факт легко проверяется

непосредственным вычислением), то Supp η = {1}. Следовательно,

η̂(z) = ẑη =
Const

z − 1
,

что противоречит (6.3), ибо для S точка 1 является существенной особенно-

стью.

Можно показать, что тот же результат справедлив, если Γ — такой ана-

литический контур, что ограниченная им область G не является неванлин-

новской, а функция Шварца S для Γ имеет только конечное число особых

точек в G и конечное число точек z ∈ G с условием z = S(z).

Продолжим изучение задачи 32. Ранее мы рассматривали случай, когда

компактK целиком содержался в G. Теперь мы получим одно достаточное

условие приближаемости в этой задаче в случае, когда компактK «выходит»

на границу области G.

Нам потребуется ввести одно специальное топологическое понятие:

Определение 40. Пусть U — ограниченное открытое множество в C,
и пусть γ ⊂ ∂U — жорданова кривая. Скажем, что γ является входом

для U , если существуют открытое связное множество V , такое, что

V \γ = V1∪V2, где V1 и V2 — это непустые открытые связные множества,

такие, что V1 ⊂ U и V2 ⊂ C \ U .

Используя понятие свободной дуги (см., например, [72, раздел 3]), можно

сказать, что γ является входом для областиG, если и только если γ является

свободной дугой для G и для C \G. Если G— это жорданова область, то

любая замкнутая поддуга γ ⊂ ∂G является входом для G.

Предложение 41. Пусть U — ограниченное непустое открытое множе-

ство в C, а µ — такая мера, что Supp(µ) ⊂ U и µ ⊥ R1(U). Если γ —

спрямляемая жорданова кривая, являющаяся входом для U , то µ|γ � dz|γ.
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Доказательство. Пусть ϕ—это конформное отображение кругаD наC\γ
нормированное условием ϕ(0) = ∞. Так как γ — спрямляемая жорданова

дуга, то ϕ имеет непрерывное продолжение (которое обозначается тем

же символом ϕ) на D и это продолжение может быть выбрано так, чтобы

ϕ(T±) = γ, где T+ = {ζ ∈ T : Im ζ > 0}, а T− = {ζ ∈ T : Im ζ 6 0}. Пусть
ψ— это отображение, обратное к ϕ в C \ γ. Так как γ является входом для

U , то функция ψ|U имеет непрерывное продолжение ψ0 на U ∪ γ.
Возьмем борелевское множество E ⊂ γ, такое, что |dz|(E) = 0, и рас-

смотрим произвольный компакт Y ⊂ E. Нам надо показать, что µ(Y ) = 0.

Существуют два компактных множества Y ± ⊂ T, такие, что Y ± ⊂ T±

и ϕ(Y ±) = Y . Без ограничения общности можно считать, что ψ0(Y ) = Y +.

Так как γ — спрямляемая дуга, то из [70, теорема 10.11] вытекает, что

|dξ|(Y +) = 0. Из этого следует (см., например, [10, глава II, §12]), что Y +

является множеством пика для алгебры P (D). Следовательно, существует
функция h ∈ P (D), такая, что

h(w) = 1, если w ∈ Y +;

|h(w)| < 1, если w /∈ Y +.
(6.4)

Обозначим черезW объединение всех ограниченных связных компо-

нент множества C \ U , за исключением компоненты V , такой, что γ ⊂ ∂V ,

и рассмотрим функцию

g =

{
h ◦ ψ0 на U,

h ◦ ψ|W наW.

Так как ψ0 ∈ C(U) и так как функция ψ|W является голоморфной в окрест-

ностиW , то g ∈ A(F ), где F = U ∪W . Из теоремы Мергеляна вытекает,

что A(F ) = R(F ) ⊂ R(U). Таким образом, g ∈ R(U). Из (6.4) вытекает,

что
g(z) = 1, при z ∈ Y ;

|g(z)| < 1, при z /∈ Y.

Применяя теорему Лебега о мажорируемой сходимости к последовательно-

сти {gm}∞m=1 и учитывая тот факт, что µ ⊥ R1(U), получаем:

0 = lim
m→∞

∫
gm(z) dµ(z) =

∫
Y

dµ(z) = µ(Y ).
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Итак, для любого компакта Y ⊂ E имеет место равенство µ(Y ) = 0. Таким

образом, |µ|(E) = 0.

Мы готовы теперь сформулировать и доказать упомянутое выше доста-

точное условие аппроксимации в задаче 32:

Теорема 42. Пусть n > 2—натуральное число. Предположим, что ограни-

ченная односвязная область G такова, что G ∈ LND \ND, G ∼ {Σ, u/v},
и пусть существует спрямляемая дуга γ, являющаяся входом для G. Пусть

X ⊂ G—такой компакт, что ∂G ⊆ X , и пусть Y := X \ γ. Предположим,

что:

i) G \ Ŷ связно и γ является входом для G \ Ŷ ;
ii) функция u/v не продолжается мероморфно из G \ Ŷ ∪Σ на G \ Ŷ ;
iii) Rn(Y,G) = An(Y ).

Тогда Rn(X,G) = An(X).

Доказательство. Предположим, что Rn(X,G) 6= An(X). В этом случае

найдется ненулевая мера µ на X , такая, что µ ⊥ Rn(G), но µ 6⊥ An(X).

Рассмотрим функцию

Tµ(z) :=
1

2πi

∫
X

ζ − z

ζ − z
dµ(ζ).

Эта функция обладает следующими свойствами (см., например, [84]): Tµ
непрерывна всюду, за исключением точек, являющихся атомами меры µ

(таких точек не более чем счетное множество), Tµ(z) = 0 при всех z /∈ G

и ∂
2
Tµ = i

2µ в обобщенном смысле.

Из приведенного свойства непрерывности функции Tµ вытекает, что

для всех ζ ∈ ∂G, за исключением атомов меры µ, выполняется равенство

Tµ(ζ) = 0. Так как γ — это спрямляемая жорданова дуга, являющаяся

входом для Ω, то, согласно предложению 41, µ|γ � dz|γ. Таким образом,

мера µ не имеет атомов на γ и, следовательно, Tµ(ζ) = 0 при всех ζ ∈ γ.

Обозначим µ1 := zµ и заметим, что

Tµ(z) = µ̂1(z)− zµ̂(z)

при всех z ∈ C \X . Нам необходима дополнительная информация о поведе-

нии голоморфных компонент µ̂1 и µ̂ бианалитической функции Tµ в C \X .
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Оказывается, что функции µ̂1 и µ̂ имеют для почти всех ζ ∈ γ конечные

угловые предельные значения µ̂1(ζ) и µ̂(ζ) со стороны G. Этот факт (его

можно найти, например, в [59, теорема 2.22]) является результатом длитель-

ного изучения поведения преобразования Коши мер (более подробно см.,

например, [59] и [89]). Таким образом, для почти всех точек ζ ∈ γ имеет

место равенство

Tµ(ζ) = µ̂1(ζ)− ζµ̂(ζ) = µ̂1(ζ)−
u(ζ)

v(ζ)
µ̂(ζ) = 0, (6.5)

где учтено, что равенство (4.5) на γ понимается непосредственно как равен-

ство угловых предельных значений.

Покажем теперь, что µ̂(z) 6≡ 0 in G \ Ŷ . В самом деле, если это не так,

то µ̂(ζ) = 0 для почти всех ζ ∈ γ. Учитывая (6.5), отсюда получаем, что

µ̂1(ζ) = 0 для почти всех ζ ∈ γ, так что µ̂1 = 0 в G \ Ŷ . Таким образом,

Tµ = 0 вG\Ŷ . Так как ∂2Tµ = i
2µ (в обобщенном смысле), то носитель меры

µ содержится в Y . Вспоминая сделанные предположения относительно

меры µ, мы получаем, что µ 6≡ 0, µ ⊥ Rn(Y,G) и µ 6⊥ An(Y ), однако эти

условия противоречат условию (iii) теоремы.

Итак, µ̂ 6= 0 в G \ Ŷ , откуда µ̂(ζ) 6= 0 для почти всех ζ ∈ γ. Из этого

факта и из равенства (6.5) вытекает, что для почти всех ζ ∈ γ имеет место

равенство
u(ζ)

v(ζ)
=
µ̂1(ζ)

µ̂(ζ)
.

Применяя в очередной раз теорему Лузина–Привалова, получаем, что функ-

ция u/v должна совпадать с µ̂1/µ̂ вG\Ŷ ∪Σ. Из этого следует, что функция
u/v может быть мероморфно продолжена из G \ Ŷ ∪Σ на G \ Ŷ , что дает
требуемое противоречие.

Приведем два простых примера применения теоремы 42.

Пусть G ∈ LND \ND — ограниченная односвязная область. Если су-

ществует спрямляемая дуга γ, являющаяся входом для G, то имеет место

равенство R2(∂G,G) = C(∂G).

Как было показано выше, при вещественных a > b > 0, область Da,b

такова, что Da,b ∈ LND \ND. В этом случае в качестве компакта Σ можно

взять Σ = [−c, c] (где, напомним, точки ±c— это фокусы эллипса Γa,b). Из
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-1 1

Рис. 13. Компакт X1 = Γa,b ∪ {z ∈ Da,b : 2| Im z| > b}

теоремы 42 вытекает, что для компакта

X1 := Γa,b ∪ {z ∈ Da,b : 2| Im z| > b}.

выполнено Pn(X1) = An(X1) для любого целого n > 2 (см. рис. 13).

Области с частично неванлинновскими границами

и достаточные условия приближаемости

В этом параграфе, основанном на результатах работы [5], мы введем еще

одну модификацию понятия неванлинновской области — понятие области

с частично неванлинновской границей. Это понятие позволяет получить но-

вые достаточные условия приближаемости функций полианалитическими

многочленами.

Определение 43. Пусть E ⊂ C. Непустое подмножество Υ ⊂ E называ-

ется гранью множества E, если каждая точка z ∈ Υ имеет окрестность

V в C, такую, что найдется гомеоморфизм h из V ∩ E на относительно

открытое подмножество замкнутой верхней полуплоскости, такой, что

V ∩ Υ = {z ∈ V : Imh(z) = 0}.

Часто вместо термина «грань множества E» мы будет использовать бо-

лее краткий термин E-грань. Непосредственно из определения 43 вытекает,

что любая E-грань Υ локально является жордановой дугой.
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Пусть U — открытое множество в C, а γ — некоторая U -грань, которая

является и U -гранью. Предположим также, что γ является локально спрям-

ляемой. Если функция f является ограниченной и голоморфной в U , то, как

хорошо известно, для почти всех (относительно длины на γ) точек ζ ∈ γ

функция f имеет конечные угловые предельные значения f(ζ) из U .

Для ограниченной области G, для относительно открытого подмноже-

ства Λ ⊂ ∂G и для ε > 0 определим множества

Gε(Λ) = {z ∈ G : dist(z, ∂G \ Λ) > ε},
Λε(G) = {z ∈ Λ : dist(z, ∂G \ Λ) > ε}.

Положим также Gε(∂G) = G и (∂G)ε(G) = ∂G.

Введенные понятия позволяют нам определить класс областей, который

мы будем называть областями с частично неванлинновскими границами.

Определение 44. Пусть G — ограниченная область в C, а Υ — некото-

рая G-грань. Область G называется Υ -неванлинновской (точнее, неван-

линновской относительно Υ ), если существует функция f , мероморфная

в области G и удовлетворяющая следующим условиям:

i) для почти всех ζ ∈ Υ существуют граничные (угловые) предельные

значения f(ζ);

ii) почти всюду на Υ выполняется равенство f(ζ) = ζ угловых предель-

ных значений;

iii) для любого достаточно малого ε > 0 существуют функции uε, vε
класса H∞(Gε(Υ )), такие, что vε 6≡ 0 и f = uε/vε в Gε(Υ ).

Тот факт, что область G является Υ -неванлинновской удобно обозначать

G ∈ ND(Υ ).

Из граничной теоремы единственности Лузина–Привалова вытекает,

что если функция f , указанная в определении 44, существует, то она един-

ственна. Однако не ясно, всегда ли можно представить функцию f в виде

отношения двух функций класса H∞(G) (см., например, [64]).

Заметим также, что если G—жорданова область со спрямляемой гра-

ницей, то условия G ∈ ND и G ∈ ND(∂G) эквивалентны.

Приведем один простой пример. ПустьG—некоторая неванлинновская

область, а дуга γ является G-гранью. Если Ω— некоторая подобласть обла-

сти G, а γ0 ⊂ γ — некоторая Ω-грань, то Ω ∈ ND(γ0). Например, в качестве
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G можно рассмотреть круг или овал Неймана, а в качестве γ — непустое

открытое подмножество границы соответствующей области.

Напомним, что в предложении 17 было показано, что область, граница

которой содержит аналитически независимые аналитические дуги, не может

быть неванлинновской и, следовательно, что пространство n-аналитиче-

ских многочленов при любом n > 2 плотно в пространстве непрерывных

функций на границе такой области. Следующее условие обобщает понятие

аналитически независимых аналитических дуг в рассматриваемом контек-

сте.

Определение 45. Пусть G— ограниченная область в C, и пусть жорда-

новы дуги γ1 и γ2 являются G-гранями. Предположим, что существуют

окрестности V1 и V2 дуг γ1 и γ2, такие, что Gs := G ∩ Us ∈ ND(γs) при

s = 1,2. Пусть fs, s = 1,2, — соответствующая функция из определения 44

для Gs и γs. Дуги γ1 и γ2 называются ND, G-независимыми, если не суще-

ствует пути вG, вдоль которого мероморфные элементы (Gs, fs), s = 1,2,

являются мероморфными продолжениями друг друга.

Если дуги γ1 и γ2 являются ND, G-независимыми, то область G не яв-

ляется Υ -неванлинновской относительно любой G-грани Υ , содержащей

γ1 ∪ γ2.
Если γ1 и γ2 — аналитически независимые аналитические дуги, то γ1

и γ2 также и ND, G-независимы. В частности, в любом многоугольнике лю-

бые две его стороны, не лежащие на одной прямой, будутND, G-независимы

относительно области G, ограниченной этим многоугольником.

Приведем еще один пример, иллюстрирующий введенное понятие за-

висимости граничных дуг. Рассмотрим образ G круга D при отображении

z 7→ ((z + 1)2 − 4)2, конформном в D. Так как многочлен ((z + 1)2 − 4)2

однолистен вD, тоG ∈ ND. Легко проверить, чтоG-грани {z ∈ ∂G : Re z <

0} ∪ {0} и {z ∈ ∂G : Re z > 0} не будут ND, G-независимыми.

Теорема 46. ПустьG— область Каратеодори, аK — компакт вG, такой,

что множество Υ := ∂G \K является локально спрямляемой G-гранью

и выполняется условие

An(K) = Rn(K,G).
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Пусть {Ωs}— совокупность всех компонент множества G \X , для кото-

рых Υs := ∂Ωs \X 6= ∅, где s пробегает некоторое (не более чем счетное)

множество индексов. Если Ωs /∈ ND(Υs) при всех таких s, то

An(∂G ∪K) = Rn(∂G ∪K,G).

Доказательство. Обозначим X := ∂G ∪K. Предположим, что An(X) 6=
Rn(X,G). Нам надо показать, что найдется такой индекс s, для которого

Ωs ∈ ND(Υs). Будем, как и раньше, использовать двойственные методы.

Если An(X) 6= Rn(X,G), то существует такая мера µ с носителем наX ,

что µ ⊥ Rn(G), но µ 6⊥ An(X). При этом µ|Υ 6≡ 0. В самом деле, если это

не так, то Supp(µ) ⊂ K, но это противоречит равенству An(K) = Rn(K,G).

Так как Υ =
⋃
Υs и так как множество индексов s является не более чем

счетным, то можно найти такой индекс s0, для которого µ|Υs0
6≡ 0.

Без ограничения общности будем считать, что s0 = 0. Докажем, что

имеет место свойство Ω0 ∈ ND(Υ0). Положим Y := G \ (Ω0 ∪ Υ0). Тогда

∂Y ⊂ ∂G ∪ ∂Ω0.

Выберем достаточно малое ε > 0, такое, что множество

Υ0,ε := {z ∈ Υ0 : dist(z, Y ) > ε}

непусто и µ|Υ0,ε
6≡ 0. Так как множество Υ0 является локально спрямляемой

Ω0-гранью, то найдется не более чем счетное семейство попарно непере-

секающихся открытых жордановых дуг {γj}j∈I0
, такое, что Υ0 =

⋃
j∈I0

γj,

где I0 — некоторое множество индексов. Так как Υ0,ε — это компакт в ∂Ω0,

а каждая дуга γj, j ∈ I0, открыта в ∂Ω0, то найдется конечное подмноже-

ство индексов I ⊂ I0, такое, что Υ0,ε ⊂
⋃

j∈I .

Для каждого индекса j ∈ I выберем точки aj ∈ γj и bj ∈ γj , такие, что

γj имеет касательные в точках aj и bj. Обозначим через γ̃j часть пути γj
строго между aj и bj, направленную от aj к bj и имеющий положительную

ориентацию относительно G. Кроме того, при выборе aj и bj мы потребуем,

чтобы

Υ0,ε ⊂ Γ0 :=
⋃
j∈J

γ̃j

и µ|Γ0
6≡ 0. Заметим, что при таком выборе Γ0 выполнено неравенство

dist(z, Y ) < ε при z ∈ Υ0 \ Γ0.
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Так как область G является областью Каратеодори, то область G∞ — од-

носвязна. Естественно расширив определение грани на области в C, со-
держащие точку ∞, мы можем утверждать, что каждая дуга γ̃j является

G∞-гранью. Пусть I = {1,2, . . . , N}, и пусть дуги γ̃j, j = 1, . . . , N , идут

в последовательном порядке на ∂G∞. Разумеется, дуги γ̃j отрицательно

ориентированы относительно G∞. Сделаем еще одно дополнительное по-

строение. Для каждого j = 1, . . . , N построим жордановы спрямляемые

дуги %j вG∞, начинающиеся в точках bj , заканчивающиеся в точках aj+1, ор-

тогональные к γj в bj и к γj+1 в aj+1, где мы полагаем aN+1 = a1 и γN+1 = γ1.

Кроме того, в этом построении мы можем (и будем) дополнительно требо-

вать, чтобы кривая

Γ̃ :=
⋃

j∈I
(γ̃j ∪ %j)

была спрямляемой жордановой кривой, окружающей и некасательно пере-

секающей компакт

M := Y ∪
(
Υ0 \

(⋃
j∈I

γ̃j

))
.

Кроме того, мы потребуем, чтобы кривая Γ̃ имела положительную ориен-

тацию относительно (жордановой) области B, которую она ограничивает.

При этом

M ⊂ B ∪
(⋃

j∈I
{aj, bj}

)
,

а также имеют место свойства Supp(µ) ⊂M∪Γ0 иΓ0 ⊂ Γ̃ . Напомним также,

что µ|Γ0
6≡ 0. Заметим еще, что так как Γ̃ пересекает M некасательным

образом, то для любого z ∈M величины dist(z, Γ̃ ) и dist(z, {aj, bj : j ∈ I }
сравнимы.

Пусть теперь Q(·)— многочлен комплексного переменного, имеющий

простые нули в точках aj и bj при j = 1, . . . , N , т.е.

Q(z) =
N∏
j=1

(z − aj)(z − bj).

Определим меру µ0 = Qµ. Так как µ ⊥ Pn, то и µ0 ⊥ Pn.

Рассмотрим теперь меру η, такую, что мера η/|Q|— является конечной

мерой наM . Мы утверждаем, что мера η̂(z) dz|Γ̃ является конечной, а мера

η + η̂(z) dz|Γ̃
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является ортогональной к пространству C[z] и, следовательно, к P (M ∪ Γ̃ ).
Конечность меры η̂(z) dz|Γ̃ проверяется следующим образом:∫
Γ̃

|η̂(z)| |dz| = 1

2π

∫
Γ̃

∣∣∣∣ ∫
M

dη(w)

w − z

∣∣∣∣ |dz| 6
6
∫
M

(∫
Γ̃

|dz|
|w − z|

)
|dη(w)| 6 A

∫
M

|Γ̃ |
|Q(z)|

|dη(z)| <∞,

где A— некоторая положительная постоянная, |Γ̃ | — долина контура Γ̃ ,

а предпоследнее неравенство в приведенной цепочке вытекает из соизмери-

мости величин dist(z, Γ̃ ) и dist(z, {aj, bj : j ∈ I } при z ∈M .

Пусть P (·)— произвольный многочлен комплексного переменного. Ко-

нечность меры η̂(z) dz|Γ̃ позволяет применить теоремуФубини в следующей

цепочке равенств:∫
M

P (z) dη(z) +

∫
Γ̃

P (z)η̂(z) dz =

=

∫
M

P (z) dη(z) +

∫
Γ̃

P (z)

(
1

2πi

∫
M

dη(w)

w − z

)
dz =

=

∫
M

P (z) dη(z) +

∫
M

(
1

2πi

∫
Γ̃

P (z) dz

w − z

)
dη(w) =

=

∫
M

P (z) dη(z)−
∫
M

P (w) dη(w) = 0.

Рассмотрим теперь меры ηs = zsµ0|M при s = 0,1, . . . , n − 1. В силу

только что доказанного утверждения меры

zsµ0 − (ηs + η̂s(z) dz|Γ̃ )

ортогональны к пространству C[z]. Эти меры сосредоточены на (спрямляе-

мом) контуре Γ̃ . Следовательно, для каждого s = 0,1, . . . , n− 1 найдется

функция hs ∈ E1(B), такая, что

zsµ0 = ηs + (η̂s(z) + hs(z)) dzΓ̃ .

Умножая полученное равенство в случае s = 0 на zs, получаем, что

zsµ0 = zsη0 + zs(η̂0(z) + h0(z)) dzΓ̃ .
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Так как ηs = zsη0, то из последних двух равенств получаем, что при любом

s = 1, . . . , n− 1 выполнены равенства

zs(η̂0(z) + h0(z)) dzΓ̃ = (η̂s(z) + hs(z)) dzΓ̃ .

Так как µ0|Γ0
= (η̂0(z) + h0(z)) dzΓ̃ 6≡ 0, то функция η̂0 + h0 не обращается

тождественно в ноль в Ω0 и, следовательно, угловые предельные значения

η̂0(z)+h0(z) этой функции не равны нулю для почти всех z ∈ Γ0. Но тогда из

последнего равенства вытекает (нам достаточно рассмотреть только случай

s = 1), что

z =
η̂1(z) + h1(z)

η̂0(z) + h0(z)

для почти всех z ∈ Γ0. Так как каждая функция η̂s, s = 0,1, . . . , n− 1, огра-

ничена вне некоторой ε-окрестности множестваM , а каждая из функций hs
может быть представлена в виде отношения двух функций класса H∞(B),

то мероморфная в Ω0 функция (η̂1 + h1)/(η̂0 + h0) совпадает с отношени-

ем двух функций класса H∞({z ∈ Ω0 : dist(z,X) > ε}). А это в точности

означает, что Ω0 ∈ ND(Υ0).

Следствие 47. Пусть G— область Каратеодори такая, что множество

C \ G связно, а ∂G содержит две ND, G-независимые дуги γ1 и γ2. Тогда

для любого компакта K ⊂ K с условием An(K) = Pn(K) имеет место

равенство An(∂G ∪K) = Pn(∂G ∪K).

Заметим, что при выполнении указанных условий на G, γ1 и γ2 выпол-

нено γ1 ∩ γ2 = ∅. Для доказательства следствия достаточно применить
теорему 46 для G и компакта K ∪ (∂G \ (γ1 ∪ γ2)).

Отметим, что теоремы 36, 38, 42 и 46 похожи по природе возникающих

в них достаточных условий приближаемости. Условия этих теорем (как

и приведенных в предыдущих главах критериев приближаемости) формули-

руются одинаково для всех значений порядка полианалитичности n > 2. Но

эти достаточные условия весьма далеки от необходимых. Так, в следующей

главе будет показано, что условия равномерной приближаемости функций

n-аналитическими многочленами даже на нигде не плотных компактах

должны зависеть от значения n.
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Зависимость от порядка

полианалитичности

Напомним, что критерий приближаемости функций n-аналитически-

ми многочленами на компактах Каратеодори (теорема 27), редуктивный

критерий для компактов общего вида (теорема 31) и достаточные условия

приближаемости в теоремах 36, 38, 42 и 46 формулируются в терминах та-

ких характеристик компактов, которые не зависят от конкретного значения

порядка полианалитичности n > 2.

Более того, теорему 27 (критерий приближаемости для компактов Ка-

ратеодори) можно интерпретировать следующим образом: если равенство

An(X) = Pn(X) для компакта Каратеодори X имеет место при некотором

n > 2, то это равенство имеет место при всех n > 2. В частности, еслиX —

нигде не плотный компакт Каратеодори, а пространство Pn плотно в C(X)

при некотором значении n > 2, то в C(X) будет плотно и пространство P2.

В этой главе мы рассмотрим примеры, показывающие, что для компак-

тов общего вида такое поведение не характерно. Мы покажем, что оконча-

тельные критерии приближаемости, которые пока еще не найдены, должны

существенно зависеть от порядка полианалитичности n, и исследуем харак-

тер такой зависимости.

Пример компакта X , для которого P2(X) 6= C(X) = P3(X)

В предыдущей главе был рассмотрен следующий пример. Пусть a и b

— вещественные числа, причем a > b > 0, а
√
a2 − b2 = 1. В этом случае

фокусы эллипса Γa,b — это точки ±1. Из теоремы 36 вытекает, что для

компакта X1 = Γa,b ∪ {z ∈ Da,b : | Im z| > b/2} (см. рис. 13) выполнено
Pn(X1) = An(X1) для любого целого n > 2.

Представляется интересным найти также противоположный пример для

этого же контура Γa,b. Изложим одну конструкцию, предложенную в [50].
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Рис. 14. Компакт Γa,b ∪L из предложения 48 (в качестве L взята дуга окруж-

ности с центром вне Da,b, соединяющая точки ±1)

Обозначим через I отрезок [−1,1] (отрезок, соединяющий фокусы эллипса

Γa,b). Далее, пусть L— аналитическая дуга, лежащая в Da,b, соединяющая

точки ±1 и такая, что ее функция Шварца S0 мероморфна в Da,b и не имеет

полюсов на Γa,b (см. рис. 14).

Как хорошо известно, кривая L может быть представлена как образ

отрезка [−1,1] при отображении ϕ, конформном в некоторой симметричной

(относительно вещественной оси) окрестности этого отрезка. Выберем

ε > 0 так, что прямоугольник Qε с вершинами в точках ±(1 + ε) ± iε

лежит в соответствующей окрестности отрезка [−1,1], и определим контур

Γε := ϕ(∂Qε). Далее, для ζ ∈ L пусть `±(ζ) — это ϕ-образы отрезков

[ϕ−1(ζ), ϕ−1(ζ)± iε/2].

Пусть теперь S = Sa,b — это функция Шварца эллипса Γa,b из (2.3), где

взято c = 1 и выбрана голоморфная ветвь функции
√
z2 − 1, определенная

вне L. Пусть P0(z) :=
∏

j(z − zj), где произведение взято по всем нулям zj
функции S − S0 (рассматриваемых с учетом их кратностей). Наконец, при

ζ ∈ L пусть

S±(ζ) = lim
z→ζ, z∈`±(ζ)

S(z).

Имеет место следующее утверждение:
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Предложение 48. Пусть a, b, L, S, S±, S0 и P0 определены, как указано

выше, и пусть функция h0 на L определена равенством

h0 :=
S− − S+

(S− − S0)(S+ − S0)
.

Тогда мера, определенная формулой

η0 :=
P0(z)

S(z)− S0(z)
dz|Γa,b

+ P0(z)h0(z) dz|L, (7.1)

ортогональна к пространству P2.

Замечание. Если L = I = [−1,1], то S0(z) ≡ z. Отметим, что в этом случае

равенство z = S(z) выполняется, если и только если z = ±a. Соответ-
ственно, в рассматриваемом случае мера η0 выражается при помощи более

простой и явной формулы

η0 :=
z2 − a2

S(z)− z
dz|Γa,b

− i
a

b

√
1− t2 dt|I ,

которая непосредственно получается из (7.1), так как

(t2 − a2)h0(t) = −ia
b

√
1− t2

в рассматриваемом случае L = I .

Доказательство предложения 48. Для проверки того факта, что мера η0
ортогональна к пространству P2, нам необходимо проверить, что выполня-

ются следующие условия:∫
P (z) dη0(z) =

∫
zP (z) dη0(z) = 0,

где P ∈ C[z]— произвольный многочлен. Выберем ε > 0 и контур Γε так,

как это было указано выше, и так, чтобы функция S0 не имела полюсов

в областиDε, ограниченной контуром Γε. Так как функция 1/(S−S0) имеет

устранимую особенность в каждом полюсе функции S0 в Da,b, то функция

P0/(S − S0) голоморфна в Da,b \Dε и при ε→ 0 выполнены равенства∫
Γa,b

P0(z)

S(z)− S0(z)
P (z) dz =

=

∫
Γε

P0(z)

S(z)− S0(z)
P (z) dz → −

∫
L

P0(z)h0(z)P (z) dz.
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Кроме того, при ε→ 0,∫
Γa,b

P0(z)

S(z)− S0(z)
zP (z) dz =

∫
Γa,b

P0(z)

S(z)− S0(z)
S(z)P (z) dz =

=

∫
Γε

P0(z)S(z)P (z)

S(z)− S0(z)
dz =

∫
Γε

P0(z)P (z)

(
1 +

S0(z)

S(z)− S0(z)

)
dz =

=

∫
Γε

P0(z)S0(z)P (z)

S(z)− S0(z)
dz → −

∫
L

P0(z)h0(z)S0(z)P (z) dz.

Так как z = S0(z) при z ∈ L, то η0 ⊥ P2.

Из предложения 48 непосредственно вытекает, что

P2(Γa,b ∪ L) 6= C(Γa,b ∪ L).

Однако, P3(Γa,b ∪ L) = C(Γa,b ∪ L).

Проверим это. Пусть Q0 :=
∏

j(z − bj)— произведение, взятое по всем

полюсам bj функции S0 (с учетом их кратности). Пусть µ—мера на Γa,b∪L,

ортогональная к пространству P3. Тогда меры (zQ0 − S0Q0)µ и (z2Q2
0 −

S2
0Q

2
0)µ ортогональны к пространству C[z]. Так как обе эти меры равны

нулю на L, то рассматриваемые меры — это меры на Γa,b, ортогональные

к многочленам комплексного переменного. Из этого вытекает, что найдутся

две функции h1, h2 ∈ E1(Da,b), такие, что h1 6≡ 0, h2 6≡ 0 в Da,b и

(SQ0 − S0Q0)µ = h1 dz|Γa,b
, (S2Q2

0 − S2
0Q

2
0)µ = h2 dz|Γa,b

.

Из этих равенств вытекает, что h1(z)
(
S(z)Q0(z) + S0(z)Q0(z)

)
= h2(z)

для почти всех z ∈ Γa,b и, следовательно, Q0(S − S0) = h2/h1 в Da,b, что

невозможно, так как выражение в левой части имеет точки ветвления вDa,b,

а выражение в правой части — нет.

Следствие 49. Существует (нигде не плотный) компакт Y в C, такой,
что P3(Y ) = C(Y ), но P2(Y ) 6= C(Y ).

Пусть X2 := Γa,b ∪ [−a, a], а X3 := Γa,b ∪ [−ib, ib] (см. рис. 15; компакт
X1 был определен выше). Так как Γa,b ∪ I ⊂ X2, то P2(X2) 6= C(X2). В то

же время из теоремы 36 вытекает, что P2(X3) = C(X3).

В завершение этого параграфа установим еще один результат, имеющий

аналогичную природу, что и утверждение теорем 36 и 38 (см. [63]).
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Рис. 15. Компакты X2 и X3 — объединение эллипса Γa,b и его горизонталь-

ной (зеленый отрезок) и вертикальной (синий отрезок) осей

Предложение 50. Пусть n > 3— целое число. Пусть G— такая область

Каратеодори, что множество C \G связно, G ∈ LND \ND, Ω ∼ {Σ, u/v},
и существует спрямляемая дуга γ, являющаяся входом дляG. ПустьK ⊂ G

— нигде не плотный компакт, такой, что C(K) = Pn(K) и Σ ⊂ K̂◦. Пред-

положим также, что существует аналитическая дуга γ1, являющаяся вхо-

дом для K̂◦, такая, чтофункцияШварцаS1 дуги γ1 принадлежит простран-

ствуA1(B), а также, чтоB∞∩Σ 6= ∅, гдеB∞ —это неограниченная связ-

ная компонента множества C \ (K \ γ1). Тогда C(K ∪ ∂G) = Pn(K ∪ ∂G).

Согласно следствию 49, существует такой компакт Y , для которого

P3(Y ) = C(Y ) 6= P2(Y ). Используя этот компакт Y и принимая во внима-

ние следствие 47, можно построить компакт K, удовлетворяющий всем

условиям предложения 50 и такой, что P3(K) = C(K) 6= P2(K). Более того,

ситуация, описанная в предложении 50, не может быть проанализирована

с помощью результатов предыдущей главы, так как Σ ⊂ K̂◦.

Доказательство предложения 50. Положим K1 := K \ γ1, X := K ∪ ∂G
иX1 := K1∪∂G. ЕслиPn(X) 6= C(X), то существует мераµ наX , такая, что

µ 6≡ 0 и µ ⊥ Pn(X). Определим меру µ1 := (z−S1)µ так, что µ1 —это мера,

сосредоточенная на X1 и µ1 ⊥ Pn−1(X1). Ясно также, что µ1 6≡ 0. Заметим
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также, что меры µ и µ0 не имеют атомов на ∂G (этот факт уже отмечался

при кратком изложении свойств областей Каратеодори в предыдущей главе).

Аналогично тому, как это было проделано при доказательстве теоремы 42,

можно показать, что µ̂1 6≡ 0 в G \ K̂1 и что функция u/v должна совпадать

с функцией ẑµ1/µ̂1 вG\Σ̂ ∪K1. Следовательно, функция u/v продолжается

мероморфно на множество G \ K̂1, но G \ K̂1 ⊂ B∞. Здесь возникает

противоречие, так какΣ∩B∞ не пусто, аΣ минимально по предположению.

Конструкция компакта X со свойством

Pn(X) 6= C(X) = P2n(X)

Следствие 49 утверждает, что существует компакт Y , такой, чтоP2(Y ) 6=
C(Y ), но P3(Y ) = C(Y ). Рассмотрим вопрос о существовании подобных

примеров для больших порядков полианалитичности. Имеет место следую-

щее утверждение, полученное в [14].

Теорема 51. Для каждого n > 1 существует компакт X ⊂ C, такой, что
P2n(X) = C(X) 6= Pn(X).

Доказательство. Пусть a и b— вещественные числа с условием a > b > 0

и пусть Γa,b — эллипс с центром в начале координат, с полуосями a и b

и с фокусами в точках ±c при c =
√
a2 − b2. Пусть Sa,b — функция Шварца

эллипса Γa,b, см. (2.3). Определим также функцию

S∗
a,b(z) = αz + β

√
z2 − c2, (7.2)

где выбрана та же ветвь функции
√
z2 − c2, что и в (2.3).

Заметим, что величины α, β, a и b и функции Sa,b и S
∗
a,b связаны следу-

ющими соотношениями:

α2 − β2 =
(a2 + b2)2 − 4a2b2

c4
=

(a2 − b2)2

c4
= 1, (7.3)

(
z − Sa,b(z)

)(
z − S∗

a,b(z)
)
=

4a2b2

c2

(
1− x2

a2
− y2

b2

)
. (7.4)

Кроме того, для любого z ∈ C \ (Γa,b ∪ [−c, c]) выполнено

z − Sa,b(z) 6= 0,
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Рис. 16. Объединение 4 софокусных эллипсов — пример компакта X , для

которого P8(X) = C(X) 6= P4(X)

а для любого z ∈ C \ [−c, c] выполнено

z − S∗
a,b(z) 6= 0.

Выберем n попарно непересекающихся эллипсов Γ1, Γ2, . . . , Γn с фоку-

сами в точках ±1 (см. рис. 16) и рассмотрим компакт

X = X(n) :=
n⋃

k=1

Γk (7.5)

и функцию

Fn(w, z) :=
n∏

k=1

(
w − Sk(z)

)
, (7.6)

где при каждом k = 1, . . . , n функция

Sk(z) = αkz − βk
√
z2 − 1

— это функция Шварца эллипса Γk. Заметим, что имеет место следующий

факт: если z ∈ C \ [−1,1], то

Fn(z, z) = 0 ⇐⇒ z ∈ X(n). (7.7)
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Нам понадобится следующее утверждение:

Лемма 52. Пусть Γ1, . . . , Γn, как и ранее, – попарно непересекающиеся

эллипсы с фокусами в точках ±1 и пусть функция Fn определена соотно-

шением (7.6). Тогда существуют два многочлена Pn(w, z) и Qn(w, z) от

двух комплексных переменных w и z, такие, что

i) Fn(w, z) = Pn(w, z) +Qn(w, z)
√
z2 − 1;

ii) degw
(
Pn(w, z)− wn

)
< n,

degw
(
Qn(w, z)− (β1 + · · ·+ βn)w

n−1
)
< n− 1;

iii) Pn(z, z) 6= 0 и Qn(z, z) 6= 0 при всех z ∈ X(n).

Доказательство. Для доказательства воспользуемся индукцией по числу

эллипсов. При n = 1 положим P1(w, z) := w − α1z и Q1(w, z) := β1. Для

этих многочленов все утверждения леммы выполнены.

Пусть теперь {Γ1, . . . , Γn}—произвольный набор, состоящий из nштук

попарно непересекающихся эллипсов (с фокусами в точках±1). Обозначим

через {Γ1, . . . , Γn−1} произвольно выбранное подмножество этого множе-
ства, состоящее из n− 1 эллипса. Согласно предположению индукции, для

набора {Γ1, . . . , Γn−1} существуют многочлены Pn−1 и Qn−1, удовлетворя-

ющие условиям i), ii) и iii) леммы.

Используя (7.6), получаем

Fn(w, z) =
(
Pn−1(w, z) +Qn−1(w, z)

√
z2 − 1

)(
w − αnz + βn

√
z2 − 1

)
.

Таким образом, если положить

Pn(w, z) := (w − αnz)Pn−1(w, z) + βn(z
2 − 1)Qn−1(w, z),

Qn(w, z) := (w − αnz)Qn−1(w, z) + βnPn−1(w, z),
(7.8)

то утверждения i) и ii) леммы будут выполнены для Fn, Pn и Qn.

Проверим справедливость утверждения iii). Согласно (7.6), (7.7) и i) нам

достаточно установить, что Qn(z, z) 6= 0 для любого z ∈ X(n). Допустим,

что это не так, и предположим, что найдется точка z0 ∈ X(n), такая, что

Qn(z0, z0) = 0. Следовательно, согласно (7.7) и i), мы также получаем, что

Pn(z0, z0) = 0. Так как n > 2, то можно выбрать такое k, что 1 6 k 6 n

и z0 /∈ Γk. Для множества {Γ1, . . . , Γn}\{Γk} (состоящего из n−1 эллипса),

согласно предположению индукции, существуют соответствующие поли-

номы P̃ и Q̃, удовлетворяющие всем условиям леммы. Из (7.8) вытекает,



Зависимость от порядка полианалитичности 141

что
0 = (z0 − αkz0)P̃ (z0, z0) + βk(z

2
0 − 1)Q̃(z0, z0)

0 = βkP̃ (z0, z0) + (z0 − αkz0)Q̃(z0, z0).
(7.9)

Рассматривая соотношения (7.9) как систему линейных (однородных)

уравнений относительно переменных P̃ (z0, z0) и Q̃(z0, z0), замечаем, что ее

определитель равен ∆ := (z0 − Sk(z0))(z0 − S∗
k(z0)). Так как Sk – функция

Шварца эллипса Γk, то z0−S∗
k(z0) 6= 0, а так как z0 /∈ Γk, то и z0−Sk(z0) 6= 0.

Следовательно,∆ 6= 0. Но это противоречит тому, что в силу предположения

индукции P̃ (z0, z0) 6= 0 и Q̃(z0, z0) 6= 0.

Шаг 1. При X = X(n) выполнено P2n(X) = C(X).

Предположим, что P2n(X) 6= C(X). В этом случае найдется мера µ на

X , такая, что µ 6≡ 0 и µ ⊥ P2n.

Так как µ 6≡ 0, то найдется число k ∈ {1, . . . , n}, такое, что µ|Γk
6≡ 0.

С помощью леммы 52 построим многочлены Pn и Qn для множества эллип-

сов {Γ1, . . . , Γn} и многочлены P̃ и Q̃ для множества эллипсов {Γ1, . . . , Γn}\
{Γk} соответственно. В силу утверждения i) леммы 52 для всех z ∈ X имеет

место равенство √
z2 − 1 = −Pn(z, z)

Qn(z, z)
(7.10)

(напомним, что Qn(z, z) 6= 0 при z ∈ X в силу утверждения iii) леммы 52).

Используя (7.10), определим меру

η =:
(
P̃ (z, z) + Q̃(z, z)

√
z2 − 1

)
Qn(z, z)µ =

(
P̃Qn − Q̃Pn

)
µ.

Из свойства (7.7), утверждения i) леммы 52 для многочленов P̃ и Q̃

и свойства iii) леммы 52 для многочлена Qn вытекает, что Supp(η) ⊂
Γk и η 6= 0. Используя утверждение ii) леммы 52, мы заключаем, что

degz(P̃Qn − Q̃Pn) 6 2n− 2. Так как µ ⊥ P2n, то η ⊥ P2.

Итак, нами построена мера η на Γk со свойствами η 6≡ 0 и η ⊥ P2.

Следовательно, P2(Γk) 6= C(Γk), но это противоречит предложению 3. Сле-

довательно, µ ≡ 0 и P2n(X) = C(X).

Шаг 2. При X = X(n) выполнено Pn(X) 6= C(X).
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Для того чтобы доказать это утверждение, найдем ненулевую меру на

X , ортогональную пространству Pn. Будем искать ее в виде

η :=
n∑

j=1

cj dz|Γj
,

где c1, . . . , cn ∈ C \ {0} — некоторые коэффициенты. Обозначим такую

меру через ηc, где c = (c1, . . . , cn). Так как∫
g(z) dη(z) = 0

для любого многочлена g ∈ Pn, то искомый набор c = (c1, . . . , cn) должен

удовлетворять равенствам

n∑
j=1

cj

∫
Γj

zmp(z) dz = 0 (7.11)

для любого многочлена p ∈ C[z] и для любого целого числаm с условием

m 6 n− 1. Заметим, что в силу теоремы Коши, равенство (7.11) приm = 0

выполняется при любых значениях c1, . . . , cn.

Используя уравнение (2.2) для каждого из Γj , свойство (7.11) и теорему

Коши, мы получаем, что∫
X

zmp(z) dη(z) =
n∑

j=1

cj

∫
Γj

(
αjz − βj

√
z2 − 1

)m
p(z) dz =

n∑
j=1

cj

m∑
k=0

αk
jβ

m−k
j (−1)m−k C k

m

∫
Γj

p(z)zk(z2 − 1)(m−k)/2 dz =

m∑
k=0

R(p;m, k)
n∑

j=1

cjα
k
jβ

m−k
j ,

где C k
m – биномиальные коэффициенты, а

R(p;m, k) := (−1)m−k C k
m

∫
Γ1

p(z)zk(z2 − 1)(m−k)/2 dz.

Заметим, что если числоm− k четно, то R(p;m, k) = 0. Следовательно,

для того чтобы определить искомую меру η, нам достаточно взять ненулевое
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решение (c1, . . . , cn) следующей системы линейных уравнений:

n∑
j=1

cjα
k
jβ

m−k
j = 0, 1 6 m 6 n− 1, 0 6 k 6 m, m− k ∈ 1 + 2Z. (7.12)

Система (7.12) может быть представлена как объединение двух систем

линейных уравнений: системы

n∑
j=1

cjα
r
jβj = 0, 0 6 r 6 n− 2, (7.13)

и системы

n∑
j=1

cjα
m−2k−1
j β2k+1

j = 0, 1 6 m 6 n− 1, 1 6 k 6
m− 1

2
. (7.14)

Рассмотрим систему (7.13). Заметим, что матрица
(
αr
j

)
j,r, где 1 6 j 6 n

и 0 6 r 6 n − 2, содержит матрицу Вандермонда размера (n − 1) ×
(n− 1) и, следовательно, ее ранг равен n− 1 (напомним, что αj 6= αk при

j 6= k, так как все эллипсы Γ1, . . . Γn попарно различны). Следовательно,

система (7.13) (рассматриваемая относительно переменных cjβj) имеет

бесконечно много решений (c1β1, c2β2, . . . , cnβn) 6= 0. Докажем, что каждый

вектор (c1, c2, . . . , cn), для которого (c1β1, c2β2, . . . , cnβn) является решением

системы (7.13), удовлетворяет системе (7.14). Пусть

E(m, k) :=
n∑

j=1

cjα
m−2k−1
j β2k+1

j

при 1 6 m 6 n− 1 и 0 6 k 6
m− 1

2
.

Мы утверждаем, что каждая величина E(m, k) при k > 1 является

линейной комбинацией величин E(r,0) при 0 6 r 6 n− 2. В самом деле,

используя (7.3), имеем

E(m, k + 1) =
n∑

j=1

cjα
m−2k−3
j β2k+3

j =
n∑

j=1

cjα
m−2k−3
j β2

jβ
2k+1
j =

n∑
j=1

cjα
m−2k−3
j (α2

j − 1)β2k+1
j = E(m, k)− E(m− 2, k), (7.15)
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при 1 6 m 6 n − 1 и 0 6 k 6
m− 3

2
. Индукцией по k, применяя рекур-

рентное соотношение (7.15), получаем

E(m, k) =
k∑

s=0

(−1)s C s
k E(m− 2s,0).

Т.е. сделанное утверждение верно, а вместе с ним верно и требуемое свой-

ство нетривиальных решений систем (7.13) и (7.14).

Итак, мы построили ненулевое решение c = (c1, . . . , cn) систем (7.13)

и (7.14), которое, в свою очередь, определяет ненулевую меру η = ηc на X ,

ортогональную к пространству Pn. Следовательно, Pn(X) 6= C(X).

О характере зависимости условий равномерной

приближаемости от порядка полианалитичности

Построенные в следствии 49 и в теореме 51 примеры показывают, что

условия равномерной приближаемости функций полианалитическими мно-

гочленами в задаче 1 зависят от порядка полианалитичности n, причем

весьма непростым образом. Изучим, следуя [50, §5], характер этой зависи-

мости.

В дальнейшем, для произвольной меры µ и для целого неотрицательного

числа k обозначим µk := zkµ. Напомним, что, символом Tµ обозначается

интегральное преобразование меры µ, определенное следующим образом:

Tµ(z) =
1

2πi

∫
ζ − z

ζ − z
dµ(ζ) = µ̂1(z)− zµ̂(z).

При доказательстве теоремы 46 было показано (см. также обзор свойств

областей Каратеодори в главе 6), что если G— это жорданова область со

спрямляемой границей Γ , a K — компактное подмножество области G и µ

— мера с носителем на Γ ∪K, то

µ ⊥ C[z] ⇐⇒ µ = µ|K +
(
µ̂|K + h

)
dz|Γ , (7.16)

где h— некоторая функция класса E1(G).

Нам потребуются специальные свойства мер, ортогональных к про-

странству Pn при n > 2.
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Предложение 53. Пусть n > 2— целое число, G—жорданова область со

спрямляемой границей Γ . Пусть K — компактное подмножество области

G, а X = Γ ∪K.

1. Следующие условия эквивалентны:

i) существуют n функций h0, . . . , hn−1 класса E
1(G) и мера ν с носите-

лем на K, такие, что равенства

zhk − hk+1 = Tνk, k = 0, . . . , n− 2, (7.17)

выполняются |dz|-почти всюду на Γ .
ii) существует мера µ на X , такая, что µ ⊥ Pn.

2. Если условие i) выполнено, то соответствующая мера µ, существование

которой утверждается в условии ii), имеет вид

µ = ν +
(
ν̂ + h0

)
dz|Γ . (7.18)

Более того, для каждой точки z ∈ G \ K̂ и для любого k = 0, . . . , n− 1,

µ̂k(z) = ν̂k(z) + hk(z). (7.19)

Кроме того,

Supp(µ) ⊂ K ∪ {0} ⇐⇒ ∃k, 0 6 k 6 n− 1, для которого hk ≡ 0. (7.20)

Доказательство. Предположим, что функции h0, . . . , hn−1 класса E
1(G)

и мера ν наK в условии i) первого утверждения существуют. Определим

меру µ по формуле (7.18). Так как h0 ∈ E1(G), то из (7.16) вытекает, что

µ ⊥ C[z]. Утверждается, что µ ⊥ Pn. В самом деле, для почти всех точек

ζ ∈ Γ и для k = 0, . . . , n− 2 имеют место равенства

ζhk(ζ)− hk+1(ζ) = Tνk(ζ) = ν̂k+1(ζ)− ζν̂k(ζ),

откуда

ν̂k+1(ζ) + hk+1(ζ) = ζ
(
ν̂k(ζ) + hk(ζ)

)
.

Следовательно, для всех l = 1, . . . , n− 1 выполнено

ζ
l(
ν̂(ζ) + h0(ζ)

)
= ζ

l−1(
ν̂1(ζ) + h1(ζ)

)
= · · · = ν̂l(ζ) + hl(ζ)
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и, окончательно,

µl = zl
(
ν + (ν̂ + h0) dz|Γ

)
= νl + (ν̂l + h) dz|Γ .

Еще раз применяя (7.16), получаем, что µl ⊥ C[z] при всех l = 1, . . . , n− 1,

так что µ ⊥ Pn.

Обратно, пусть µ — мера на X , ортогональная к пространству Pn,

и пусть ν := µ|K . Так как µk ⊥ C[z] при k = 0, . . . , n − 1, то, согласно

(7.16), при k = 0, . . . , n− 1 существуют функции hk ∈ E1(G), такие, что

µk = νk + (ν̂k + hk) dz|Γ . (7.21)

Более того, при k = 0, . . . , n− 2 имеют место равенства

νk+1 + (ν̂k+1 + hk+1) dz|Γ = zνk + z(ν̂k + hk) dz|Γ ,

из которых следует, что равенство

ν̂k+1 + hk+1 = z(ν̂k + hk)

выполняется |dz|-почти всюду на Γ . Это равенство означает, что |dz|-почти
всюду на Γ выполняется равенство

Tνk = ν̂k+1 − zν̂k = zhk − hk+1.

Заметим, что (7.20) непосредственно вытекает из (7.19). Таким образом,

нам осталось проверить выполнение свойства (7.19). Пусть z ∈ G \ K̂. Так

как стандартная интегральная формула Коши остается верной для функций

класса E1(G), то (hk dz|Γ )̂ = hk в G. Таким образом, равенство (7.19)

будет следовать из (7.21), если мы покажем, что (ν̂k dz|Γ )̂= 0 в G. Но это

равенство непосредственно вытекает из теоремы Фубини и Коши:

̂̂νdζ|Γ (z) = − 1

4π2

∫
Γ

dζ

ζ − z

∫
K

dν(w)

w − ζ
=

= − 1

4π2

∫
K

dν(w)

∫
Γ

dζ

(ζ − z)(w − ζ)
= 0.

Таким образом, предложение полностью доказано.
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Рассмотрим некоторые следствия этого результата. В теореме 51 было

доказано, что если компакт Xn является объединением n штук софокусных

эллипсов Γ1, . . . , Γn с фокусами в точках ±1 и таких, что при каждом k =

1, . . . , n − 1 эллипс Γk+1 лежит в области, ограниченной эллипсом Γk, то

P2n(Xn) = C(Xn) 6= Pn(Xn). Доказательство того факта, что C(Xn) 6=
Pn(Xn) было основано на явной конструкции меры µ наXn, ортогональной

к пространству Pn. Эта мера была построена в виде

µ =
n∑

j=1

cjdz|Γj
, (7.22)

где коэффициенты cj при j = 1, . . . , n являлись решением одной специаль-

ной системы линейных уравнений. Комбинируя (7.22) и условия утвержде-

ния i) предложения 53, получаем

ν =
n∑

j=2

cjdz|Γj

и h0 ≡ c1. Найдем оставшиеся функции h1, . . . , hn−1 в рассматриваемом

случае. Так как

µk = νk +
(
ν̂k + hk

)
dz|Γ1

,

то

hk dz|Γ1
= µk − νk − ν̂k dz|Γ1

,

так что при ζ ∈ Γ1 имеет место равенство

hk(ζ) = c1ζ
k − ν̂k(ζ).

Для того чтобы вычислить ν̂k(ζ) при ζ ∈ Γ1, нам потребуется следующая

лемма, которая является прямым следствием теоремы Коши о вычетах.

Лемма 54. Пусть Γ — эллипс с фокусами в точках ±1, а z ∈ C \ Γ̂ . Тогда
для любого целого числаm > 0 имеет место равенство

1

2πi

∫
Γ

√
ζ2 − 1

ζ − z
ζm dζ = −zm

√
z2 − 1−

2k6m+1∑
k=0

(−1)k
(
1/2

k

)
zm+1−2k.

(7.23)
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Пусть теперь Sj(z) = αjz − βj
√
z2 − 1— функция Шварца эллипса Γj

при j = 1, . . . , n (см. (2.3)). Найдутся многочлены Ak,j, Bk,j ∈ C[z], такие,
что zk = Ak,j(z)−Bk,j(z)

√
z2 − 1 при z ∈ Γj. Используя (7.23), получаем,

что при z ∈ Γ1

hk(z) = c1Ak,1(z)− c1Bk,1(z)
√
z2 − 1− ν̂k(z) =

= c1Ak,1(z)−
√
z2 − 1

n∑
j=1

cjBk,j(z) +
n∑

j=2

cjB̃k,j(z),

где многочлены B̃k,j ∈ C[z] являются соответствующими линейными ком-
бинациями вторых слагаемых в правой части равенства (7.23). При доказа-

тельстве теоремы 51 было, по сути дела, показано, что

n∑
j=1

cjBk,j(z) ≡ 0. (7.24)

В то же самое время, если предположить, что мера µ на Xn, ортогональная

к пространству Pn, может быть получена в виде (7.22), то условие (7.24)

приведет к той же самой системе уравнений, которая была использована

при доказательстве теоремы 51 для определения коэффициентов c1, . . . , cn.

Таким образом (так как A0,1 ≡ 1 и B0,1 ≡ 0),

hk = c1Ak,1 +
n∑

j=2

cjB̃k,j (7.25)

при k = 0, . . . , n − 1 и, в соответствии с (7.20), функции hk 6≡ 0 при всех

k = 0, . . . , n − 1. Итак, каждая функция hk в рассматриваемом случае

является многочленом степени не выше k. Функции h1 и h2 могут быть

легко вычислены:

h1(z) = c1α1z − z
n∑

j=2

cjβj,

h2(z) = c1
(
α2
1z

2 + β2
1(z

2 − 1)
)
− (2z2 − 1)

n∑
j=2

cjαjβj.

Вернемся к рассматриваемой в этой главе аппроксимационной задаче 32

для жордановых областей G со спрямляемыми границами. Предложение 53



Зависимость от порядка полианалитичности 149

позволяет получить новое необходимое и достаточное условие прибли-

жаемости для компактов вида Γ ∪ K, где Γ — это спрямляемый контур,

ограничивающий жорданову область G, а K — компактное подмножество

области G. Это условие приближаемости, в отличие от всех, полученных

ранее, явным образом зависит от порядка полианалитичности.

Теорема 55. Пусть n > 2 — целое число, G ⊂ C — жорданова область

со спрямляемой границей Γ . Далее, пусть K ⊂ G— такой компакт, что

Pn(K) = An(K), а X = Γ ∪K. Следующие условия эквивалентны:

1) существуют nфункций h0, . . . , hn−1 классаE
1(G) и мера ν с условием

Supp(ν) ⊆ K, такие, что равенства (7.17) выполняются |dz|-почти
всюду на Γ , но найдутся целое число m ∈ {0, . . . , n − 2} и точка

a ∈ G \ K̂, такие, что

ahm(a)− hm+1(a) 6= Tνm(a). (7.26)

2) An(X) 6= Pn(X).

Доказательство. Пусть требуемые функции h0, . . . , hn−1 ∈ E1(G) и мера

ν на K существуют. Определим меру µ по формуле (7.18). В силу предло-

жения 53 получаем, что µ ⊥ Pn. Таким образом, для того чтобы доказать,

что An(X) 6= Pn(X), нам необходимо проверить, что µ 6⊥ An(X). Так как

a ∈ G\ K̂, мы можем вычислить Tµm(a), применив формулу (7.19) дважды:

Tµm(a) = µ̂m+1(a)− aµ̂m(a) =

= (ν̂m+1(a) + hm+1(a))− a(ν̂m(a) + hm(a)) =

= (ν̂m+1(a)− aν̂m(a))− (ahm(a)− hm+1(a)) =

= Tνm(a)− (ahm(a)− hm+1(a)). (7.27)

В силу (7.26) предыдущие равенства означают, что Tµm(a) 6= 0. Это, в свою

очередь, означает, что ∫
X

ζ − a

ζ − a
ζm dµ(ζ) 6= 0.

Таким образом, мера µ не ортогональна функции zm(z−a)
/
(z−a), которая,

очевидно, принадлежит пространству An(X). Итак, µ 6⊥ An(X) и, следова-

тельно, Pn(X) 6= An(X).
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Докажем теперь обратную импликацию. Пусть Pn(X) 6= An(X). Это

означает, что существует мера µ наX , такая, что µ ⊥ Pn(X), но µ 6⊥ An(X).

Согласно предложению 53 найдутся функции h0, . . . , hn−1 ∈ E1(G) и мера

ν = µ|K , такие, что равенства (7.17) выполнены |dz|-почти всюду на Γ .
Предположим, что для любого k = 0 . . . , n − 2 и для любой точки

z ∈ G \ K̂ имеет место равенство

Tνk(z) = zhk(z)− hk+1(z).

Тогда, согласно (7.27), равенство Tµk(z) = 0 имеет место при всех z ∈ G\K̂
и при всех k = 0, . . . , n− 2. Так как мера µk ортогональна к пространству

P2 и так как ядро z
/
(πz) ограничено, то µk|Γ = 0. Следовательно, µ|Γ = 0,

что противоречит нашему предположению о том, что Pn(K) = An(K).

Аппроксимация на границах

квадратурных областей

В этом параграфе мы рассмотрим один частный случай задачи 1, в ко-

тором компакт X является границей некоторой квадратурной области. По-

нятие квадратурной области уже возникло в главе 4, где была рассмотрена

связь понятий неванлинновской и квадратурной областей. Мы опишем про-

странство Pn(Γ ) в случае, когда Γ — это граница жордановой классической

квадратурной области G. Этот вопрос, интересный и важный не только

для рассматриваемой тематики, но и для теории квадратурных областей,

ставился Д. В. Якубовичем на 13-й и 16-й конференциях «St. Petersburg

Summer Meeting in Mathematica Analysis» в 2004 и 2007 году. Заметим, что

в рассматриваемом случае Pn(Γ ) 6= C(Γ ) так как QD ⊂ ND. Имеет место

следующее утверждение:

Теорема 56. Пусть G—жорданова классическая квадратурная область

с границей Γ , пусть S — односторонняя функция Шварца контура Γ ,

и пусть v(z) :=
∏

j(z − aj), где произведение взято по всем полюсам aj
функции S в области G (с учетом их кратности). Тогда

Pn(Γ ) =
{
h ∈ C(Γ ) : P [hvn−1] ∈ A(G)

}
,

где n > 1— целое число, а P — оператор Пуассона для области G.
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Доказательство. Напомним, что односторонняя функция Шварца S гра-

ницы Γ классической квадратурной области G— это такая функция класса

C(G\E)∩O(G\E), гдеE—конечное множество точек областиG (полюсов

функции S), для которой z = S(z) на Γ .

Пусть u := Sv. Заметим, что u, v ∈ A(G), что u и v не имеют общих

нулей в G, и, что z = u(z)/v(z) для всех z ∈ Γ .

Пусть h ∈ Pn(Γ ). Существуют n таких последовательностей многочле-

нов (pm,k)
∞
m=1 ⊂ C[z], k = 0, . . . , n− 1, что

h(z) = lim
m→∞

n−1∑
k=0

pm,k(z)z
k

равномерно на Γ . Следовательно,

h(z)vn−1(z) = lim
m→∞

n−1∑
k=0

pm,k(z)u
k(z)vn−1−k(z)

равномерно на Γ . Из принципа максимума модуля для голоморфных функ-

ций вытекает, что последовательность функций (hm)
∞
m=1, где

hm :=
n−1∑
k=0

pm,ku
kvn−1−k

сходится равномерно на G к некоторой функции fh класса A(G) и, следова-

тельно, P [hvn−1] = fh.

Обратно, пусть h ∈ C(Γ ) такова, чтоP [hvn−1] ∈ A(G). Так как функции

u и v не имеют общих нулей в G, то функции

vn−1, uvn−2, . . . , un−2v, un−1

также не имеют общих нулей в G. Согласно теореме 18.18 из [73], суще-

ствуют такие функции g0, g1, . . . , gn−1 ∈ A(G), что

vn−1g0 + vn−2ug1 + · · ·+ vun−2gn−2 + un−1gn−1 ≡ 1

в G. Пусть теперь fh := P [hvn−1] ∈ A(G). Тогда

fh(z) = vn−1(z)f0(z)+

+ vn−2(z)u(z)f1(z) + · · ·+ v(z)un−2(z)fn−2(z) + un−1(z)fn−1(z),



152 Глава 7

при всех z ∈ G, где fj = fhgj ∈ A(G) при j = 0,1, . . . , n−1. Таким образом,

при ζ ∈ Γ имеет место равенство

h(ζ) = f0(ζ) +
u(ζ)

v(ζ)
f1(ζ) + · · ·+ un−2(ζ)

vn−2(ζ)
fn−2(ζ) +

un−1(ζ)

vn−1(ζ)
fn−1(ζ) =

= f0(ζ) + ζf1(ζ) + · · ·+ ζn−2fn−2(ζ) + ζn−1fn−1(ζ),

из которого вытекает, что h ∈ Pn(Γ ) так как fj ∈ A(G) = P (G) для любого

j = 0,1, . . . , n− 1.

Результат теоремы 56 интересен, в частности, тем, что в нем изучен

практически единственный случай, когда удается получить явное описание

пространства Pn(X) для нигде не плотного компакта X в случае, когда

Pn(X) 6= C(X).



Глава 8

Полианалитические

полиномиальные модули

Пусть d— целое число и d > 1. Для заданного компакта Y ⊂ C рас-

смотрим пространства функций

P(zd) =
{
p0 + zdp1 : p0, p1 ∈ C[z]

}
;

R(Y, zd) =
{
g0 + zdg1 : g0, g1 ∈ R1(Y )

}
,

Эти пространства являются модулями над кольцами C[z] and R1(Y ), по-

рожденными функцией zd. Функцию zd естественно называть генератором

модулей P(zd) и R(Y, zd). В частном случае d = 1 возникают простран-

ства, состоящие из всех бианалитических многочленов и бианалитических

рациональных функций с полюсами вне Y соответственно.

Пусть, как и раньше, X — компакт в C. В этой главе мы рассмотрим

вопрос о плотности в пространстве C(X) модулей P(zd) и R(Y, zd) для

некоторых специально подобранных компактов Y ⊇ X в случае, когда

d > 1. Кроме того, мы обсудим вопрос о плотности в пространстве C(X)

полиномиальных и рациональных модулей типа, порожденных множествен-

ными степенями функции z:

P(zk1, . . . , zkm) =
{
p0 + zk1p1 + · · ·+ zkmpm : p0, . . . , pm ∈ C[z]

}
;

R(Y, zk1, . . . , zkm) =
{
g0 + zk1g1 + · · ·+ zkmgm : g0, . . . , gm ∈ R1(Y )

}
,

где k1, . . . , km — положительные целые числа с условием k1 < · · · < km.

Разумеется, если любой из определенных выше модулей является плот-

ным в пространстве C(X), то, как легко видеть, внутренность компакта X

пуста. Таким образом, говоря о плотности рассматриваемых модулей в про-

странстве C(X) для компактов с непустой внутренностью, мы будет иметь

в виду их плотность в подходящих подпространствах пространства C(X),

которые будут определены ниже. Элементы модулейP(zd),P(zk1, . . . , zkm),
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R(Y, zd) и R(Y, zk1, . . . , zkm)— это полианалитические функции (порядка

d+ 1 и km + 1 соответственно). Поэтому задача о плотности этих модулей

в пространстве C(X)— это специальный случай задач 1 и 2, в которых рас-

сматриваются полианалитические многочлены и полианалитические раци-

ональные функции с ограничениями на допустимые степени сопряженного

переменного (типа лакунарности). Эти ограничения приводят к существен-

но новым явлениям, которые не возникали при аппроксимации функций

полианалитическими многочленами общего вида. Эта глава основана на

результатах статьи [41].

Модули, порожденные одним генератором

Введем специальные пространства функций. Для компакта X в C опре-

делим пространство A(X, zd) состоящее из всех функций f ∈ C(X), огра-

ничения которых на X◦ имеют вид

f0 + zdf1, (8.1)

где f0 и f1 —функции класса O(X◦). Здесь важно отметить, что функции

f0 и f1 не обязаны быть непрерывными на X . Примером такой ситуации

являются, в частности, компакт X = D и функция

f(z) =
zd − 1√
1− z

.

Заметим также, что если открытое множество U ⊂ C не содержит начало

координат, то любая непрерывная на U функция f , которая удовлетворяет

(в смысле теории обобщенных функций) эллиптическому дифференциаль-

ному уравнению второго порядка

Ldf := ∂

(
1

zd−1
∂f

)
= 0, (8.2)

имеет вид (8.1), где f0 и f1 — голоморфные функции в U .

Далее, пусть

P (X, zd) :=
{
p|X : p ∈ P(zd)

}
,

т.е. P (X, zd)— это пространство всех функций, которые могут быть рав-

номерно на X приближены полианалитическими многочленами из P(zd).
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Кроме того, для компактов X и Y со свойством X ⊆ Y положим

R(X,Y, zd) :=
{
g|X : g ∈ R(Y, zd)

}
,

где замыкание берется в пространстве C(X). Для краткости, как и раньше,

положим R(X, zd) := R(X,X, zd).

Ясно, что для любого компакта X имеют место включения

P (X, zd) ⊂ R(X, zd) ⊂ A(X, zd).

Задачи 1 и 2 для полианалитических функций вида (8.1) — это задачи,

в которых нужно найти необходимые и достаточные условия на компакт X ,

при которых выполняются, соответственно, равенства A(X, zd) = P (X, zd)

и A(X, zd) = R(X, zd).

Как и в случае полианалитических функций общего вида, задача о сов-

падении пространств A(X, zd) и P (X, zd) не может быть сведена к задаче

о совпадении пространств A(X, zd) и R(X, zd). Разумеется, из условия

A(X, zd) = R(X, zd) и из условия связности множества C \X следует ра-

венство A(X, zd) = P (X, zd). Но на этом связь задач о полиномиальной

и рациональной аппроксимации для полианалитических функций с ограни-

чениями на допустимые степени сопряженного переменного заканчивается

и, как будет показано далее, в этих задачах возникают условия приближае-

мости совершенно разной природы.

Обсудим задачу о совпадении пространствA(X, zd) иR(X, zd). Первым

делом заметим, что если множество C \X состоит из конечного числа связ-

ных компонент, то выполнено равенство A(X, zd) = R(X, zd). В случае ко-

гда 0 /∈ X , это вытекает из [48, теорема 1], а при 0 ∈ X надо воспользоваться

[48, теорема 3]. Условие конечности числа связных компонент дополнения

к X может быть заменено (при практически неизменном доказательстве)

на следующее условие, формулируемое в терминах аналитической емкости

γ(·):
γ
(
D(z, r) \X

)
> Cr, (8.3)

для некоторой положительной константы C, для всех точек z ∈ ∂X и для

всех достаточно малых r > 0. Напомним, что аналитическая емкость γ(E)

множества E ⊂ C определяется как γ(E) = sup |f ′(∞)|, где sup берется
по всем функциям f , которые определены и голоморфны вне некоторого
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(своего для каждой функции) компакта K ⊂ E, и которые удовлетворяют

условиям ‖f‖C\K̂ 6 1 и f(∞) = 0.

В частности, имеет место следующее утверждение, которое потребуется

нам в дальнейшем:

Предложение 57. Для любого компакта Каратеодори X в C и для любого

d > 1 имеет место равенство A(X, zd) = R(X, zd).

Доказательство. С учетом упомянутого выше результата работы [48], для

доказательства предложения нам достаточно проверить, что условие (8.3)

выполняется для компактов КаратеодориX . В самом деле, для любых a ∈ C
и δ > 0 с условием D(a, δ) ∩ ∂X = D(a, δ) ∩ ∂X̂ 6= ∅ мы можем найти

ломаную Γ ⊂ D(a,2δ) \ X , диаметр которой больше или равен δ. Так

как γ(Γ ) > diam(Γ )/4 (см., например, [10, глава VIII, теорема 2.1]), то

требуемое свойство выполнено.

В связи с задачей о совпадении пространств A(X, zd) и R(X, zd) на-

помним цитированные выше результаты М.Я. Мазалова. В работе [18] он

доказал, что равенствоR(X, z) = A(X, z) имеет место для любого компакта

X ⊂ C. Позднее, в работе [19] он рассмотрел случай, когда L— это эллип-

тический дифференциальный оператор в C с постоянными комплексными

коэффициентами и локально ограниченным фундаментальным решением.

Он доказал, что для любого компакта X ⊂ C любая функция f ∈ C(X),

удовлетворяющая уравнению Lf = 0 на X◦ может быть равномерно на X

приближена функциями F , удовлетворяющими уравнению LF = 0 в неко-

торой (зависящей от F ) окрестности X . Дифференциальный оператор Ld,

определенный выше, не является оператором с постоянными коэффициента-

ми. Однако, модифицируя доказательство последнего результата Мазалова,

можно показать, что и в случае d > 1 имеет место соответствующий крите-

рий приближаемости:

Теорема 58. R(X, zd) = A(X, zd) для любого компакта X ⊂ C.

Перейдем к задаче о совпадении пространств A(X, zd) и P (X, zd), кото-

рая составляет основное содержание данного параграфа.
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d-неванлинновские области

Для изучения условий равномерной приближаемости функций поли-

аналитическими многочленами класса P(zd) при целых d > 1, нам потре-

буется новое понятие d-неванлинновской области. При d = 1 это понятие

совпадает с ранее введенным понятием неванлинновской области (см. опре-

деление 13).

Определение 59. Ограниченная односвязная область G в C называется

d-неванлинновской областью, если существуют две функции u, v ∈ H∞(G),

такие, что v 6≡ 0, а равенство

zd =
u(z)

v(z)
(8.4)

выполняется почти всюду на ∂G в смысле конформного отображения.

Напомним, что это означает, что равенство угловых граничных значений

ϕ(ζ)
d
=

(u ◦ ϕ)(ζ)
(v ◦ ϕ)(ζ)

(8.5)

выполняется для |dζ|-почти всех точек ζ ∈ T, где ϕ— некоторое конформ-

ное отображение единичного круга D на G.

Как и в случае определения 13, определение d-неванлинновской области

не зависит от выбора конформного отображения ϕ. Кроме того, отношение

u/v определяется для d-неванлинновской области G однозначно, и всегда

можно считать, что функции u(·) и v(·) не имеют общих нулей вG. Наконец,
если G—жорданова область со спрямляемой границей, то равенство (8.4)

можно понимать как равенство угловых граничных значений |dz|-почти
всюду на ∂G. Аналогично это равенство можно понимать на любой дуге

γ ⊂ ∂G, являющейся G-гранью.

Класс всех d-неванлинновских областей мы обозначим NDd.

Ясно, что ND ⊂ NDd для любого d > 1. Оказывается, что обратное

включение не выполняется ни при каком d > 1. Приведем соответствующий

пример.

Для вещественного параметра a с условием a > 1 рассмотрим ветвь

fa,d(w) многозначной функции
d
√
a− w, определенную вне луча [a,+∞)
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Рис. 17. Контуры, ограничивающие области Bd
a (синий контур — граница

области B3
1, красный — B7

1, зеленый — B3
6/5 и черный — B7

6/5)

и такую, что fa,d(−a) > 0. При этом функция fa,d однолистна в единичном

круге D. Определим область Bd
a := fa,d(D). Так как для всех точек z ∈ ∂Bd

a

выполняется равенство

z =
d

√
a2 − azd − 1

a− zd

и так как функция, стоящая в правой части этого равенства имеет точку

ветвления внутри области Bd
a, то область Bd

a не является неванлинновской.

В то же самое время область Bd
a является d-неванлинновской, так как для

всех точек z ∈ ∂Bd
a выполняется равенство

zd =
a2 − azd − 1

a− zd
.

Более того, Bd
a ∈ NDk при всех k ∈ dZ, но Bd

a /∈ NDk когда k /∈ dZ. На
рис. 17 показаны контуры, ограничивающие области Bd

a при различных

значениях a и d.

Легко проверить, что область Da,b, ограниченная эллипсом Γa,b, где

вещественные параметры a и b таковы, что a > b > 0, не является k-

неванлинновской для любого целого значения k > 1. В самом деле, на Γa,b
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выполняется равенство (2.2), из которого вытекает, что для любого целого

числа k > 1 и для любого z ∈ Γa,b выполнено равенство

zk = Pk(z) +Qk(z)
√
z2 − c2,

где Pk и Qk — подходящие многочлены комплексного переменного. Функ-

ция Pk(z) + Qk(z)
√
z2 − c2 имеет точки ветвления в области Da,b и, сле-

довательно, (по граничной теореме единственности Лузина–Привалова)

функция zk не может совпадать в Da,b с отношением двух функций класса

H∞(Da,b). Таким образом, Da,b /∈ NDk для любого целого k > 1.

Отметим еще одно простое свойство:

NDk ∩NDk′ ⊂ NDd,

где d— это наибольший общий делитель чисел k и k′.

Свойство ограниченной односвязной области быть d-неванлинновской

допускает описание в терминах псевдопродолжения неванлинновского ти-

ра, аналогичное соответствующему описанию неванлинновских областей,

полученному в теореме 22:

Теорема 60. Пусть G — ограниченная односвязная область в C, а ϕ —

некоторое конформное единичного круга D на G. Тогда G ∈ NDd в том

и только том случае, когда ϕd допускает псевдопродолжение неванлиннов-

ского типа.

Более того, если G ∈ NDd, то найдется такая внутренняя функция Θ,

что ϕd ∈ KΘ. Обратно, пусть Θ — внутренняя функция. Тогда любая

ограниченная однолистная в круге D функция ϕ, для которой ϕd ∈ KΘ,

отображает D конформно на d-неванлинновскую область ϕ(D).

Вопрос о существовании ограниченных однолистных функций в мо-

дельных пространствах KΘ обсуждался при рассмотрении свойств неван-

линновских областей в главе 4 выше. Построенный выше пример области

класса NDd \ND— это пример ограниченной однолистной в круге D функ-

ции ϕ, такой, что ϕd ∈ KΘ для некоторых d > 2 и внутренней функции Θ,

но ϕ /∈ KI для любой внутренней функции I .

Для ответа на вопрос о том, при каких условиях d-неванлинновская об-

ласть будет неванлинновской, необходимо уметь «извлекать корень» в про-

странствахKΘ. Точнее говоря, пусть известно, что функция f ∈ H∞ такова,
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что fk ∈ KΘ для некоторых натурального числа k и внутренней функции Θ.

Спрашивается: при каких условиях сама функция f допускает псевдопро-

должение в U (и какому модельному пространству принадлежит f в таком

случае)? Ответ на этот вопрос дает следующий результат, установленный

в [41, теорема 4]. Напомним (см., например, [11, гл. II, §5, теорема 5.5]),

что любая функция f ∈ H∞ единственным образом представляется в виде

произведения f = eiaIF , где a— вещественное число, I — внутренняя

функция (внутренний сомножитель функции f ), а F — внешняя функция.

Теорема 61. Пусть k— натуральное число, f ∈ H∞, и пустьΘ— внутрен-

няя функция. Пусть h = fk ∈ KΘ. Следующие два условия эквивалентны:

i) f допускает псевдопродолжение неванлинновского типа;

ii) найдется внутренняя функция Θ1, такая, что (zJ)
k−1Θ = Θk

1 , где J

— это внутренний сомножитель функции zΘh.

Кроме того, если f допускает псевдопродолжение неванлинновского

типа, то f ∈ KI для некоторой внутренней функции I , такой, что I делит

Θ и Θ1, а I
k делит zk−1Θ в классе внутренних функций.

Заметим также, что если функция f в теореме 61 допускает псевдопро-

должение неванлинновского типа, то f ∈ KΘ ∩KΘ1
.

Рассмотрим построенный выше пример функции fa,k =
k
√
a− z при a >

1 и k > 1. Тогда в обозначениях теоремы 61 имеем: h = a− z ∈ Kz2, zΘh =

az − 1 и J(z) = (az − 1)(z − a). В этом случае условие, обеспечивающее

псевдопродолжение функции fa,k, имеет вид (zJ)k−1z2 = zk+1Jk−1 = Θk
1

для некоторой внутренней функции Θ1, что, очевидно, невозможно.

Критерии приближаемости для модуля P(zd)

Теорема 62. Пусть X — компакт Каратеодори в C и пусть d — целое

число с условием d > 2. Тогда A(X, zd) = P (X, zd) в том и только том

случае, когда каждая ограниченная связная компонента множества C \X
не является d-неванлинновской областью.

Доказательство теоремы 62 проходит по схеме, похожей на ту, что ис-

пользовалась при доказательстве теоремы 27. Перед тем как доказывать

теорему 62, мы сформулируем и докажем два предложения, имеющих са-

мостоятельный интерес.
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Предложение 63. Пусть ограниченная односвязная областьG вC является

d-неванлинновской. Тогда C(∂G) 6= R(∂G,G, zd).

Доказательство. Пусть ϕ— некоторое конформное отображение единич-

ного круга D на областьG. Так какG ∈ NDd, то существуют такие функции

u, v ∈ H∞(G), что v 6≡ 0 и имеет место равенство (8.5).

Выберем точку z0 ∈ G с условием 0 < |u(z0)− zd0v(z0)|. Утверждается,
что функция

zd − zd0
z − z0

∣∣∣∣
∂G

не принадлежит пространству R(∂Ω,Ω, zd). В самом деле, если это не так,

то для любого δ > 0 найдутся рациональные функции f1 и f2 с полюсами,

лежащими вне G, такие, что∣∣∣∣f1(z) + zdf2(z)−
zd − zd0
z − z0

∣∣∣∣ < δ

при z ∈ ∂G. ПоложимU := u◦ϕ, V := v◦ϕ и Fj := fj ◦ϕ при j = 1,2. Тогда

для тех точек ζ ∈ T, для которых выполнено (8.5), имеет место неравенство∣∣∣∣F1(ζ) + F2(ζ)
U(ζ)

V (ζ)
− U(ζ)− zd0V (ζ)

V (ζ)
(
ϕ(ζ)− z0

)∣∣∣∣ < δ.

Так как∣∣(F1(ζ)V (ζ) + F2(ζ)U(ζ)
)(
ϕ(ζ)− z0

)
− U(ζ) + zd0V (ζ)

∣∣ 6 δM (8.6)

для |dζ|-почти всех точек ζ ∈ T, где M — это существенный супремум

для функции (ϕ − z0)V . Заметим, что все функции, стоящие под знаком

модуля в правой части неравенства (8.6), являются граничными функциями

для соответствующих функций класса H∞. Следовательно, на основании

принципа максимума модуля мы можем заменить ζ на ϕ−1(z0) в неравенстве

(8.6): ∣∣u(z0)− zd0v(z0)
∣∣ 6 δM,

что дает противоречие при достаточно малых значениях δ.

Предложение 64. ПустьG— область Каратеодори вC, а d— целое число

с условием d > 2. Если C(∂G) 6= R(∂G,G, zd), то G ∈ NDd.
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Доказательство. Пусть, как и в доказательстве предыдущего предложения,

ϕ—это некоторое конформное отображение единичного кругаD наG. Если

C(∂G) 6= R(∂G,G, zd), то найдется ненулевая мера µ с носителем на ∂G,

такая, что µ ⊥ R1(G) и z
dµ ⊥ R1(G). Из теоремы 76 вытекает, что найдутся

функции h1 и h2 класса H
1, такие, что h1 6≡ 0 и

µ = (h1 ◦ ϕ−1)ω, zdµ = (h2 ◦ ϕ−1)ω,

где ω = ϕ(dz|T)— гармоническая мера на ∂G (подробно эта конструкция

описана в главе 9).

Следовательно, для |dζ|-почти всех ζ ∈ T имеет место равенство

ϕ(ζ)
d
h1(ζ) = h2(ζ). (8.7)

Далее, отношение h2/h1 можно заменить на отношение f2/f1 голоморфных

и ограниченных вD функций f1 и f2. Если определить функции u и v класса

H∞(G) следующим образом:

u(z) := f2(ϕ(z)) и v(z) := f1(ϕ(z)),

то из соотношения (8.7) вытекает, что равенство zd = u(z)/v(z) вы-

полняется почти всюду на ∂G в смысле конформного отображения. Т.е.

G ∈ NDd.

Доказательство теоремы 62. Из предложения 57 с использованием мето-

да Рунге движения полюсов вытекает, что если множество C \X является

связным, то A(X, zd) = P (X, zd). Таким образом, в дальнейшем мы будет

считать, что компакт X имеет несвязное дополнение.

Предположим теперь, что существует ограниченная связная компонента

G множества C \X , такая, что G ∈ NDd. Тогда, с учетом предложения 63,

найдется такая точка z0 ∈ G, что функция

g(z) =
zd − zd0
z − z0

обладает свойством g|∂G /∈ R(∂G,G, zd). Но тогда g|∂G /∈ P (∂G, zd) и, сле-

довательно, g|X /∈ P (X, zd). Но g|X ∈ A(X, zd) и первая часть теоремы 62

доказана.
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Докажем теперь обратное утверждение. Пусть µ— это некоторая нену-

левая мера с носителем на X , такая, что µ ⊥ P(zd). Так как µ ⊥ C[z], а X
— это компакт Каратеодори, то мера µ не имеет атомов (см. главу 9).

Докажем, чтоµ ⊥ R(X, zd). Мы будет использовать аргументы, похожие

на те, которые использовались при доказательстве теоремы 27.

Пусть G— это некоторая ограниченная компонента множества C \X ,

пусть U := (X̂)◦ \G и пустьG′
∞ — это неограниченная связная компонента

множества C \X .

Если U 6= ∅, то, как и при доказательстве теоремы 27, возьмем после-

довательность многочленов {qj}∞j=1 ∈ C[z], такую, что
– qj → 1 локально равномерно в G;

– qj → 0 локально равномерно в U ;

– ‖qj‖X̂ 6 C, где C — некоторая абсолютная константа.

Напомним, что существование такой последовательности вытекает из [43,

лемма 7] и из классической теоремы Рунге. В случае когда U = ∅, мы
положим qj ≡ 1 при всех j > 1.

Пусть теперь µ∗ (как и в доказательстве теоремы 27) — это некоторая

предельная точка последовательности мер {µj}∞j=1, µj = qjµ, в ∗-слабой
топологии пространстве мер на X . Другими словами, существует последо-

вательность {jt}∞t=1, такая, что jt → ∞ и µjt
∗
⇀ µ∗ при t → ∞. Ясно, что

Supp(µ∗) ⊂ ∂X .

Возьмем точку z0 /∈ Supp(µ). При s = 0 и s = d выполнены следующие

равенства:

ẑ sµ∗(z0) =
1

2πi

∫
z s dµ∗(z)

z − z0
= lim

t→∞

1

2πi

∫
z sqjt(z) dµ(z)

z − z0
=

= lim
t→∞

(
1

2πi

∫
(qjt(z)− qjt(z0))z

s dµ(z)

z − z0
+
qjt(z0)

2πi

∫
z s dµ(z)

z − z0

)
=

= lim
t→∞

qjt(z0)

2πi

∫
z s dµ(z)

z − z0
=

{
ẑ sµ(z0) при z0 ∈ G,

0 при z0 ∈ W,

гдеW = (U \ Supp(µ)) ∪G′
∞. Таким образом µ∗ ⊥ P(zd). Возьмем теперь

другую последовательность {qj}∞j=1, удовлетворяющую указанным выше

свойствам, и определим меру η как какую-либо предельную точку последо-

вательности {qjµΩ}∞j=1 в ∗-слабой топологии пространства мер на X . Тогда
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η ⊥ P(zd) и, более того, при s = 0 и s = d выполнено равенство

ẑ sν(z0) =

{
ẑ sµ(z0) при z0 ∈ G,

0 при z0 ∈ U ∪G′
∞,

которое вытекает из того, что Supp(µ∗) ⊂ ∂X . Так как исходная мера µ не

имеет атомов, то меры µ∗ и η также не имеют атомов. Принимая во внимание

ограниченность ядра
zd − wd

z − w
,

мы получаем, что функция

F (w) =
1

π

∫
(zd − wd) dη(z)

z − w

непрерывна всюду в C и обращается в ноль в U ∪ G′
∞. Таким образом,

F (w) = 0 вне G. Как показано в лемме 1 из [48] и лемме 2 из [47], на

открытом множестве W = C \ {0} имеет место равенство (понимаемое
в смысле теории обобщенных функций)

1

d
LdF = η|W .

Из этого равенства вытекает, что Supp(η) ⊂ ∂G ∪ {0}. Так как мера η не
имеет атомов, то Supp(η) ⊂ ∂G. Следовательно, меры η и zdη ортогональны

пространству R1(G). Так как G /∈ NDd, то из предложения 64 вытекает, что

η = 0.

Таким образом, мы показали, что для любой связной компоненты G

множества C \X имеют место равенства

ẑsµ(z) = ẑsη(z) = 0

при z ∈ G и s = 0, d, где мера η определяется для G так, как описа-

но выше. Отсюда вытекает, что µ ⊥ R(X, zd). Для завершения доказа-

тельства остается применить предложение 57, из которого вытекает, что

µ ⊥ A(X, zd). Итак, любая мера µ с носителем на X , ортогональная про-

странству P (X, zd), является ортогональной к пространству A(X, zd). Та-

ким образом, A(X, zd) = P (X, zd).
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Проиллюстрируем теорему 62 несколькими примерами. В главе 5 были

определены области U1 и U2, имеющие вид «рога изобилия» (см. рис. 9).

Напомним, что U1 — это область, ограниченная спиралями z = (1 + e−t)eit

и z = (1 + 2e−t)eit при t ∈ [0,+∞), и отрезком [2,3] вещественной прямой.

Область U2 — это образ области U1 при отображении (x+ iy) 7→ (x+ iy/2).

Ограниченные связные компоненты дополнения к компакту X1 = ∂U1

— это области U1 и D. При этом U1 /∈ NDd при любом целом d > 1 (это

доказывается совершенно аналогично тому, как в главе 5 был доказан факт

U1 /∈ ND), а D ∈ ND и, следовательно, D ∈ NDd при всех d > 1. Тогда

R(X1,U1, z
d) = C(X1) 6= P (X1, z

d) и A(X1 ∪ D, zd) = P (X1 ∪ D, zd).
Пусть X2 = ∂U2. Так как ограниченными компонентами множества C \

X2 являются области U2 иD1,1/2, которые не являются d-неванлинновскими

для всех d > 1, то при всех ∂ > 1 выполнены равенства C(X2) = P (X2, z
d)

и A(U2, z
d) = P (U2, z

d).

Наконец, пусть даны целый параметр d > 1 и вещественный параметр

a > 1. Тогда C(∂Bd
a) = P (∂Bd

a, z), но C(∂Bd
a) 6= P (∂Bd

a, z
d).

Для компактовX , не являющихся компактами Каратеодори задача, о сов-

падении пространств A(X, zd) и P (X, zd) остается открытой. Однако имеет

место редуктивный критерий приближаемости, аналогичный теореме 31.

Теорема 65. ПустьX — компакт в C, а d— целое число, d > 1. Равенство

A(X, zd) = P (X, zd) имеет место в том и только том случае, когда ра-

венство A(X ∩G, zd) = R(X ∩G,G, zd) выполняется для любой связной
компоненты G множества (X̂)◦, которая не содержится в X .

Напомним, что доказательство достаточности условий теоремы 31 есте-

ственно разбивается на два основных этапа. На первом этапе было доказа-

но, что из приведенного в этой теореме условия на X вытекает равенство

Pn(X) = Rn(X). Незначительная модификация соответствующего рас-

суждения позволяет доказать, что в ситуации теоремы 65 из приведенных

условий на X вытекает равенство P (X, zd) = R(X, zd) (это рассуждение

основывалось на двойственных аргументах). После этого, с использованием

метода Витушкина было доказано, что из условий теоремы 31 вытекает

равенство An(X) = Rn(X). Равенство A(X, zd) = R(X, zd) может быть вы-

ведено из условий теоремы 65 аналогичным образом, причем все необходи-

мые детали локализационной схемы Витушкина для функций, являющихся
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решениями уравнения (8.2), подробно изложены в работах [48] и [47].

Модули, порожденные несколькими генераторами

Пустьm и k1, . . . , km — положительные целые числа, такие, чтоm > 1

и k1 < · · · < km. Всюду в этом параграфе мы будем считать, что d— это

наибольший общий делитель чисел k1, . . . , km, а k
′
j = kj/d при j = 1, . . . ,m.

Для данного компактного множества X ⊂ C определим следующие

пространства функций:

пространство P (X, zk1, . . . , zkm), состоящее их всех тех функций клас-

са C(X), которые являются равномерными пределами многочленов из

P(zk1, . . . , zkm). Другими словами, P (X, zk1, . . . , zkm) — это замыкание

в C(X) подпространства {p|X : p ∈ P(zk1, . . . , zkm)};

пространствоA(X, zk1, . . . , zkm), состоящее из всех функций f классаC(X),

таких, что их ограничение на X◦ имеет вид f0 + zk1f1 + · · · + zkmfm, где

f0, . . . , fm ∈ O(X◦);

и пространствоR(X,Y, zk1, . . . , zkm)—замыкание вC(X) подпространства

{g|X : g ∈ R(Y, zk1, . . . , zkm)}, где Y — компакт с условием X ⊆ Y .

При этом справедливы включения

P (X, zk1, . . . , zkm) ⊂ R(X, zk1, . . . , zkm) ⊂ A(X, zk1, . . . , zkm),

где, как обычно, R(X, zk1, . . . , zkm) = R(X,X, zk1, . . . , zkm). По аналогии

с ранее рассмотренными задачами возникает следующий естественный

вопрос: описать компакты X ⊂ C, для которых

P (X, zk1, . . . , zkm) = A(X, zk1, . . . , zkm).

В случае нигде не плотных компактов X эта задача превращается в зада-

чу описания тех компактов X , на которых всякая непрерывная функция

может быть равномерно приближена полианалитическими многочленами,

содержащими только степени zk1, . . . , zkm сопряженного переменного.

Если X — это компакт Каратеодори, а показатели kj при j = 1, . . . ,m

имеют вид kj = jk при некотором целом k > 1, то ответ на поставленный
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вопрос формулируется так же, как критерий приближаемости в теореме 62:

равенство

P (X, zk, . . . , zmk) = A(X, zk, . . . , zmk)

имеет место в том и только том случае, когда каждая ограниченная

связная компонента множестваC\X не является k-неванлинновской обла-

стью. Доказательство этого утверждения может быть получено в результате

дословного воспроизведения доказательства теоремы 62 с минимальными

несложными изменениями (см. также доказательство теоремы 27).

В общем случае, т.е. в случае, когда степени сопряженного переменного

не образуют арифметическую прогрессию, дело обстоит заметно сложнее.

Однако имеет место следующее утверждение:

Теорема 66. Пусть G— ограниченная односвязная область в C. Рассмот-
рим следующие утверждения:

1) R(∂G,G, zk1, . . . , zkm) = C(∂G);

2) R(∂G,G, zd) = C(∂G);

3) G /∈ NDd.

Тогда (1) ⇒ (3) и (2) ⇒ (3). Если дополнительно предположить, что

областьG является областью Каратеодори, то все эти три условия будут

эквивалентны.

Далее, пусть X — это компакт Каратеодори в C. Если существует
ограниченная связная компонента G множества C \X , такая, что G ∈
NDd, то

A(X, zk1, . . . , zkm) 6= P (X, zk1, . . . , zkm).

Обратно, если условиеG /∈ NDd выполнено для любой ограниченной связной

компоненты G множества C \X , то

P (X, zk1, . . . , zkm) = R(X, zk1, . . . , zkm).

Доказательство. Утверждения (2) ⇒ (3) для ограниченных односвязных

областей общего вида и (2) ⇔ (3) для областей Каратеодори уже доказаны

выше (см. предложения 63 и 64).

Если G ∈ NDd, то, используя те же самые методы, что и при доказатель-

стве предложения 63, можно показать, что

zd − z0
d

z − z0
/∈ R(∂G,G, zk1, . . . , zkm),
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где z0 ∈ G— такая точка, для которой |u(z0) − z0
dv(z0)| > 0 и v(z0) 6= 0

(здесь функции u, v ∈ H∞(G) взяты из определения 59). Таким образом,

мы доказали, что (1) ⇒ (3).

Для того чтобы доказать импликацию (3) ⇒ (1) для областей Каратео-

дори G, мы заметим, что из неравенства R(∂G,G, zk1, . . . , zkm) 6= C(∂G)

вытекает, что R(∂G,G, zkj) 6= C(∂G) при всех j = 1, . . . ,m. Применяя

предложение 64, мы найдем m пар функций uj, vj ∈ H∞(G), таких, что

равенства

zkj =
uj
vj

выполняются почти всюду на ∂G в смысле конформного отображения. Так

как d — это наибольший общий делитель чисел k1, . . . , km, то найдутся

такие целые числа l1, . . . , lm, что

d = k1l1 + · · ·+ kmlm.

Из этого вытекает, что почти всюду на ∂G в смысле конформного отобра-

жения выполняется равенство

zd =
u

v
:=

m∏
j=1

u
lj
j

v
lj
j

,

а это в точности означает, что G ∈ NDd.

Первое утверждение второй части теоремы доказывается аналогично

соответствующему утверждению в теореме 62.

Обсудим схему доказательства оставшегося утверждения.

Как и в доказательстве теоремы 62, мы рассмотрим меру µ с носи-

телем на X , такую, что µ ⊥ P(zk1, . . . , zkm). Нам надо показать, что

µ ⊥ R(X, zk1, . . . , zkm). Пусть G — одна из ограниченных связных ком-

понент множества C \ X . Отталкиваясь от меры µ, мы построим (так

же, как и в доказательстве теоремы 62) новую меру η, обладающую сле-

дующими свойствами: Supp(η) ⊂ ∂G и η ⊥ R(G, zk1, . . . , zkm), и та-

кую, что ẑsη(z) = ẑsµ(z) для всех z ∈ G при s = k1, . . . , km. Так как

G /∈ NDd, то, учитывая (1) ⇔ (3), получаем, что η = 0. Таким образом,

µ ⊥ R(X, zk1, . . . , zkm).

В завершение этой главы сделаем несколько замечаний относительно

утверждений теоремы 66.
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ЕслиG—это область Каратеодори, такая, что множествоC\G связно, то

пространстваR(∂G,G, zk1, . . . , zkn) иR(∂G,G, zd) в теореме 66 могут быть

заменены на пространства P (∂G, zk1, . . . , zkn) и P (∂G, zd) соответственно.

В частности, это так в случае, когда область G является жордановой.

Как уже отмечалось выше, равенства An(X) = Rn(X) и A(X, zk) =

R(X, zk) выполняются (при всех целых n > 2 и k > 1) для любых компактов

X ⊂ C. В то же самое время вопрос о том, выполняется ли для любого

компакта X ⊂ C равенство

A(X, zk1, . . . , zkm) = R(X, zk1, . . . , zkm),

остается открытым. Это равенство выполнено для любых нигде не плотных

компактовX . Последнее вытекает из того, чтоA(X, zd) = C(X) = R(X, zd)

для нигде не плотных X (см. выше).

Положительный ответ на поставленный вопрос в случае компактов Ка-

ратеодори (а он представляется весьма правдоподобным) даст критерий

совпадения пространств A(X, zk1, . . . , zkm) и P (X, zk1, . . . , zkm) для таких

компактов. Отметим также, что аналог теоремы 65 для модулей, порожден-

ных несколькими степенями сопряженного переменного, пока не известен.

Покажем, что в случае, когда область Каратеодори G является d-неван-

линновской, пространстваR(∂G,G, zk1, . . . , zkm) иR(∂G,G, zd) различают-

ся.

Предложение 67. Пусть G ∈ NDd — такая область Каратеодори, что

функция v, взятая из соотношения (8.4), обращается в ноль в некоторой

точке z0 ∈ Ω. Тогда

R(∂G,G, zk1, . . . , zkm) 6= R(∂G,G, zd).

Доказательство. Для доказательства этого утверждения мы покажем, что

zk /∈ R(∂G,G, zd) при всех k = k2, . . . , km. Предположим, что это не так,

т.е. предположим, что для некоторого k = k2, . . . , km и для любого ε > 0

существуют две рациональные функции f1, f2 ∈ R1(G), такие, что

‖f1 + zdf2 − zk‖∂G < ε.

Заметим, что k′ := k/d > 1. Рассмотрим конформное отображение ϕ еди-

ничного круга D на G и положим u1 := u ◦ ϕ и v1 := v ◦ ϕ (функции
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u, v ∈ H∞(G) взяты из определения 59 для G). Тогда для почти всех точек

ζ ∈ T выполняется следующее неравенство:∣∣f1(ϕ(ζ))v1(ζ)k′ + f2(ϕ(ζ))u1(ζ)v1(ζ)
k′−1 − u1(ζ)

k′
∣∣ < εM,

где черезM обозначен существенный супремум функции vk
′

1 на T. Из прин-
ципа максимума модуля для функций классаH∞ вытекает, что в последнем

неравенстве мы можем подставить ϕ−1(z0) вместо ζ . Тогда |u(z0)|k
′
< εM ,

что приводит к противоречию при достаточно малых значениях ε (напом-

ним, что u и v не имеют общих нулей в G).

Автору неизвестно, останется ли утверждение предложения 67 в силе

без предположения о том, что функция v имеет хотя бы один ноль в области

G. Это условие выполняется для всех явных примеров d-неванлинновских

областей, которые известны автору. Однако, используя технику работы [4],

можно построить пример ситуации, когда функция v не имеет нулей в G.

Идея такой конструкции состоит в следующем. Возьмем ограниченную од-

нолистную функцию f , принадлежащую модельному пространству KS , за-

даваемому сингулярной внутренней функцией S (см. главу 4 выше). В этом

случае область f(D) является неванлинновской (и, соответственно, d-неван-
линновской для всех d > 1). Кроме того, из формулы (4.8) вытекает, что u

и v из определения 13 для области f(D) имеют вид u(z) = f−1(z)g(f−1(z))

и v(z) = S(f−1(z)) при z ∈ f(D), где g — такая функция класса H2, что

f = zSg на T.



Глава 9

Множества Каратеодори

и их свойства

В 1912–1913 годах К. Каратеодори опубликовал серию из трех фунда-

ментальных работ [44, 45, 46] о свойствах конформных отображений. В этих

работах доказаны, в частности, классические теоремы Каратеодори о сходи-

мости к ядру и о продолжении. В последней из этих работ и был введен класс

областей, которые сегодня называются областями Каратеодори. Множества

Каратеодори активно изучаются и используются в комплексном анализе

и теории приближений начиная с 1950-х годов. В связи с рассматриваемыми

в данной книге задачами аппроксимации функций полианалитическими

многочленами потребовалось установить ряд новых, ранее неизвестных,

свойств областей и компактов Каратеодори. В этой главе мы приведем

подробный обзор основных использованных в книге свойств множеств Ка-

ратеодори, свойств конформных отображений областей Каратеодори и мер,

ортогональных рациональным функциям на компактах Каратеодори.

Напомним определения областей и компактов Каратеодори (они были

сформулированы во введении). Ограниченная область G в C называется

областью Каратеодори, если ∂G = ∂G∞, где через G∞ обозначена неогра-

ниченная связная компонента множества C\G. КомпактX ⊂ C называется

компактом Каратеодори, если ∂X = ∂X̂ , где X̂ — это полиномиально вы-

пуклая оболочкаX , или, другими словами, объединение компактаX и всех

ограниченных связных компонент множества C \X .

В таком виде определение областей Каратеодори можно найти, напри-

мер, в [23, глава 5, раздел 4.8], в [52, глава. 2, §8] или в [79]. Понятие

компакта Каратеодори можно найти в [9, глава 1, §3], в [31] или в [43] (где

для таких компактов использован термин сбалансированное компактное

множество).

Нам потребуется еще одно понятие, связанное с множествами Каратео-

дори. Пусть Ω— открытое ограниченное множество в C. Положим Ω̂ := Ω̂.
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Множество Ω∗ = (Ω̂)◦ будем называть оболочкой Каратеодори Ω. Автору

не удалось найти в литературе точную ссылку на понятие оболочки Кара-

теодори. В ряде источников множество Ω∗ называют внешней оболочкой

множества Ω, что, на наш взгляд, не совсем точно.

Приведем несколько простых примеров.

i) Из теоремы Жордана (см. введение) вытекает, что любая жорданова

область является областью Каратеодори и D∗ = D.
ii) Более интересный и содержательный пример области Каратеодори —

это «рог изобилия» (или «внешняя змейка»). Области U1 и U2 такого

типа (см. рис. 9) уже возникали в главах 5 и 8. Заметим, чтоU∗
1 = U1∪D,

а U∗
2 = U2 ∪ D1,1/2.

iii) Область D \ [0,1) не является областью Каратеодори. Заметим также,

что (D \ [0,1))∗ = D (т.е. область D \ [0,1) не является компонентой
своей оболочки Каратеодори).

Приведем ряд несложных, но важных топологических свойств областей

Каратеодори.

1) Любая область Каратеодори G является односвязной областью и об-

ладает свойством G = (G)◦.

2) Ограниченная область G в C является областью Каратеодори в том

и только том случае, когда она совпадает с одной из (связных) компонент

своей оболочки Каратеодори G∗.

3) Ограниченная односвязная область G, для которой множество C \G
связно, является областью Каратеодори в том и только том случае, когда

G = (G)◦.

Первые два свойства вытекают непосредственно из определения области

Каратеодори. Третье свойство может быть проверено следующим образом.

Пусть G— такая ограниченная односвязная область, что множество C \G
связно, а G = (G)◦. Тогда из соотношений ∂(G)◦ ⊆ ∂G ⊆ ∂G и ∂G =

∂(C \G) = ∂G∞ (последнее из которых вытекает из связности множества

C \G) следует, что ∂G = ∂G∞, т.е. что G является областью Каратеодори.

Обратно, пусть G— область Каратеодори (в частности, это означает, что

область G является ограниченной и односвязной), такая, что множество

C \G связно. Тогда ∂G = ∂(C \G) = ∂G∞ = ∂G и, следовательно,

(G)◦ = (G)◦ ∩
(
G ∪ ∂G ∪ (C \G)

)
=
(
(G)◦ ∩G

)
∪
(
(G)◦ ∩ ∂G

)
= G.
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Свойство области быть областью Каратеодори не является топологи-

чески инвариантным. Для того чтобы данный гомеоморфизм сохранял это

свойство, он должен удовлетворять специальным дополнительным услови-

ям. Одно из таких условий формулируется следующим образом:

Предложение 68. Пусть G— область Каратеодори, и пусть f : Ĝ → C
— непрерывное инъективное отображение. Тогда f(G) также является

областью Каратеодори. Если исходная областьG такова, что множества

C \G является связным, то множество C \ f(G) также будет связным.

Это утверждение было впервые получено в [57, теорема 2] для областей

G, «не разделяющих плоскость» (т.е. для таких G, для которых множество

C \G является связным). Общий случай содержится в [51].

Если в приведенном выше утверждении не налагать условий на пове-

дение отображения f на Ĝ или если в условиях теоремы 2 работы [57]

не требовать связности множества C \G, то соответствующие результаты
уже не будут выполняться. В самом деле, образ рога изобилия U1 при отоб-

ражении z 7→ 1/z (эта область часто называется «внутренней змейкой»)

очевидно не является областью Каратеодори.

Области Каратеодори и конформные отображения

Пусть G — ограниченная односвязная область в C (не обязательно

являющаяся областью Каратеодори), а f — некоторое (фиксированное)

конформное отображение единичного круга D на G.

Напомним, что множество Фату F (f) функции f — это подмножество,

состоящее их всех таких точек ζ ∈ T, в которых существуют конечные
угловые граничные значения f(ζ) функции f . Известно (см. [71, предложе-

ние 6.5]), что множество F (f) является борелевским.

Определение 69. Достижимая часть ∂aG границы области G— это мно-

жество, состоящее из всех точек ∂G, которые достижимы из G посред-

ством некоторой кривой.

Согласно предложениям 2.14 и 2.17 из [71] имеет место равенство

∂aG =
{
f(ζ) : ζ ∈ F (f)

}
,
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а в [49, §2] показано, что множество ∂aG является борелевским. Заметим,

что множество ∂aG зависит только от области G, но не от выбора кон-

формного отображения f . Области G со свойством ∂G = ∂aG называются

областями с достижимой границей.

Пусть теперь G— область Каратеодори, пусть z0 = f(0) ∈ G, а f ′(0) >

0. Для формулировки следующих результатов нам потребуется одна спе-

циальная конструкция. Возьмем конформное отображение ϕ∞ круга D на

область G∞ с нормировкой ϕ∞(0) = ∞ и определим последовательность

простых замкнутых кривых

Γm = ϕ∞

({
ζ : |ζ| = 1− 1

m+ 1

})
,

приm ∈ N, последовательность Dm областей, ограниченных кривыми Γm,

и последовательность конформных отображений fm круга D на областиDm

с нормировкой fm(0) = z0, f
′
m(0) > 0.

Так как область G является ядром последовательности областей {Dm}
относительно точки z0 в смысле Каратеодори (см., например, [6, глава II,

§5]), то из классической теоремы Каратеодори о сходимости к ядру (см.,

например, теорему 1 в [6, глава II, §5]) следует, что последовательность

{fm} сходится к f локально равномерно в D, а последовательность {f−1
m }

сходится к f−1 локально равномерно в G.

Нам потребуется более точная информация о поведении функций f

и f−1 в D и в G соответственно.

Напомним ряд классических результатов о граничном поведении кон-

формных отображений, полученных без предположения о том, что рас-

сматриваемая область G является областью Каратеодори. Эти результаты

потребуются нам в дальнейшем.

Первым таким результатом является хорошо известная теорема Каратео-

дори о продолжении. Эта теорема утверждает, что конформное отображение

f единичного круга D на данную ограниченную односвязную область G

продолжается до гомеоморфизма D на G в том и только том случае, когда

область G является жордановой. Кроме того, f может быть непрерывно (но

не обязательно гомеоморфно) продолжено в D в том и только том случае,

когда множество ∂G локально связно.

Следующим важным результатом является теорема Каратеодори о про-
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стых концах (см., например, [71, глава 2, п. 2.1]). Она утверждает, что f

продолжается до гомеоморфизма D на G ∪ ℘(G), где ℘(G) — это множе-

ство простых концов области G (см., например, [71, разд. 2.4]). Так как

объединение G∪ ℘(G) может существенно отличаться от G в любом разум-

ном геометрическом и/или топологическом смысле (подробно этот вопрос

обсуждается, например, в [71, разд. 2.6]), то теорема о простых концах яв-

ляется не самым удобным инструментом для изучения поведения функций

f на T и f−1 на ∂G.

Важный вопрос о непрерывном продолжении f−1 в G решается для

общих односвязных областей следующим образом [60, §2]: функция f−1

непрерывно продолжается в G тогда и только тогда, когда каждая точка z ∈
∂G является простой граничной точкой для G в том смысле, что множество

ζ ∈ T, таких, что ζ принадлежит полному предельному множеству C(f, ζ)
функции f в точке ζ , состоит из одной точки. Заметим, что проверка этого

критерия во многих случаях является достаточно сложной задачей.

В случае областей Каратеодори в вопросе о продолжении функции f−1

в G удается получить значительно более «явные» результаты [49, §2]). Так,

для областей Каратеодори имеет место следующее важное свойство точек

достижимой части границы.

Предложение 70. ПустьG—область Каратеодори, а z ∈ ∂aG. Существу-

ет единственная точка ζ = ζz ∈ F (f), такая, что z = f(ζz). Эта точка

обозначается символом f−1(z).

Доказательство. Возьмем точку z ∈ ∂aG. По определению, существует

как минимум одна точка ζ ∈ F (f), такая, что f(ζ) = z. Предположим, что

существуют две различные точки ζ1 и ζ2 с этим свойством, т.е. ζ1, ζ2 ∈ F (f)

и f(ζ1) = f(ζ2) = z, но ζ1 6= ζ2. Пусть %j = [0, ζj] при j = 1,2. Тогда

γ = f(%1 ∪ %2) — это контур в G ∪ {z}. Обозначим через W — область,

ограниченную контуром γ. Континуум %1 ∪ %2 делит единичный круг D на

два отрытых круговых сектора∆1 и∆2 (т.е.∆1∪∆2 = D\(%1∪%2)). Так как
γ—контур вG∪{z}, то один из этих секторов, скажем, для определенности
— ∆1, обладает тем свойством, что f(∆1) ⊂ W .

Из существования радиальных пределов у функции f в почти всех точ-

ках невырожденной дуги∆1∩T вытекает, чтоW ∩∂G 6= ∅. Следовательно,
существует как минимум одна точка z′ ∈ W ∩ ∂G. Так как G— это область
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Каратеодори, то z′ ∈ W ∩ ∂G∞. Таким образом существует хотя бы одна

точка z′′ ∈ W ∩ G∞. Так как множество G∞ связно, то найдется ломаная

линия L∞ ⊂ G∞ которая соединяет точку z′′ с бесконечностью. Из теоре-

мы Жордана вытекает, что L∞ ∩ γ 6= ∅. Но это противоречит тому, что
γ ⊂ G ∪ {z}. Следовательно, ζ1 = ζ2.

Насколько известно автору, свойство областей Каратеодори, указанное

в предложении 70, несмотря на свою простоту, ранее не отмечалось.

Имеет место следующий результат, уточняющий характер сходимости

определенной выше последовательности (f−1
m )∞m=1 в случае, когда G —

область Каратеодори.

Теорема 71. Пусть G — область Каратеодори, а функции f и fm при

m ∈ N такие, как указано выше. Тогда для любой точки z ∈ ∂aG имеет

место сходимость

f−1
m (z) → f−1(z)

приm→ ∞, где f−1(z) определено для z ∈ ∂aG согласно предложению 70.

Схема доказательства. Подробное доказательство этой теоремы приведе-

но в [49] (см. доказательство теоремы 2.1 этой работы). Мы обсудим здесь

основные этапы соответствующего рассуждения.

Возьмем точку b0 ∈ ∂aG и положим ζ0 = f−1(b0). Обозначим через %

радиус [0, ζ0] круга D и определим L = f(%). При этом L—жорданова дуга,

идущая в G из точки z0 ∈ G в точку b0 ∈ ∂G.

Для каждогоm ∈ N рассмотрим точку bm ∈ Γm, являющуюся ближай-

шей точкой контура Γm к точке b0. Далее, для каждогоm > 1 рассмотрим

множества Lm := L ∪ [b0, bm] и %m := f−1
m (Lm). Определим ζm = f−1

m (bm)

и заметим, что каждое множество %m = f−1
m (L) ∪ f−1

m ([b0, bm]) является

объединением двух последовательных жордановых дуг в D ∪ {ζm}. Ясно,
что последовательность {%m} «накапливается» приm→ ∞ к некоторому

подмножеству Λ замкнутого единичного круга D. Это означает, что Λ—

это множество всех таких точек w ∈ D, для которых найдется последова-
тельность {wmj

}∞j=1, такая, что wmj
∈ %mj

и wmj
→ w при j → ∞. Можно

показать, что множество Λ обладает следующими свойствами

– Λ является континуумом;

– Λ ⊂ % ∪ T;
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– % ⊂ Λ;

– множество Λ ∩ T связно.

Из этого вытекает, что Λ = % ∪ γ, где γ — это некоторая замкнутая ду-

га окружности T. Таким образом, для доказательства теоремы нам надо

показать, что Λ = %, или что γ = {ζ0}.
Приm ∈ N, пустьw′

m—это ближайшая к ζ0 точка мно`жества %m и пусть

%′m — это подконтинуум f−1
m (L′

m), где L
′
m — это либо отрезок [fm(w

′
m), bm]

(в случае, если fm(w
′
m) /∈ L), либо L′′

m ∪ [b0, bm] (в противном случае), а L′′
m

— это дуга L, соединяющая точки fm(w
′
m) и b0.

Имеет место сходимость fm(w
′
m) → b0 при m → ∞ и, следовательно,

diam(fm(%
′
m)) → 0 приm→ ∞.

Заметим, что %′m — это либо жорданова дуга, либо объединение двух по-

следовательных жордановых дуг. Применяя [70, теорема 9.2] к дуге %′m или

к каждой из дуг, составляющих множество %′m, получаем, что diam(%′m) → 0

при m → ∞. А это, в свою очередь, означает, что ζm → ζ0 при m → ∞
и, следовательно, γ = {ζ0}.

Из теоремы 71 вытекает, что имеет место следующее утверждение,

которое часто (и почти всегда неявно) использовалось выше и будет исполь-

зоваться в дальнейшем.

Следствие 72. Пусть G— область Каратеодори. Тогда:

1) Конформное отображение f единичного кругаD наG и соответству-

ющее обратное отображение f−1 продолжаются до борелевских

взаимно обратных функций (обозначаемых также символами f и f−1)

на множества D ∪ F (f) и G ∪ ∂aG соответственно.

2) Если область КаратеодориG имеет достижимую границу (т.е., если

∂G = ∂aG), то функция f
−1 принадлежит к первому классу Бэра в G.

В самом деле, возможность продолжения функция f до борелевской

функции на D∪F (f) вытекает из утверждения на стр. 331 в [70], а возмож-

ность соответствующего продолжения функции f−1 является следствием

теоремы 71.

Замечание. Теорема 71 является уточнением классической теоремы Кара-

теодори о сходимости к ядру в случае, когда предельная область является
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областью Каратеодори, а утверждение следствия 72 распространяет клас-

сическую теорему Каратеодори о продолжении с жордановых областей на

области Каратеодори с достижимыми границами.

В связи этим целесообразно привести пример области Каратеодори

с достижимой границей, не являющейся жордановой областью. Это будет,

например, область, приведенная на рис. 2, или область

D \
∞⋃
n=1

{
z :

1

2n+ 1
6 Re z 6

1

2n
, Im z > 0

}
.

В самом деле, пусть ϕ— некоторое конформное отображение круга D на

рассматриваемую область. Заметим, что существует такая точка ζ ∈ T, что
[0, i] = C(ϕ, ζ). Кроме того, для любой точки a ∈ [0, i] существует точка

ζa ∈ T, такая, что a = f(ζa). Отсюда легко заключить, что рассматриваемая

область имеет достижимую границу, но не является жордановой.

Еще один пример области Каратеодори с достижимой границей, не

являющейся жордановой областью, приведен на рис. 2 во введении.

Приведем еще несколько замечаний относительно теоремы 71.

Незначительная модификация аргументов, использованных в [49], поз-

воляет доказать более общее утверждение.

Предложение 73. Пусть G— область Каратеодори, а L— такая замкну-

тая жорданова дуга, что одна из двух ее концевых точек лежит на ∂G,

а все остальные точки принадлежат области G. Тогда f−1
m ⇒L f

−1.

Кроме того, в [49, теорема 1] доказано, что для любой ограниченной связ-

ной компонентыW множества C \G имеет место сходимость |f−1
m (z)| → 1

приm→ ∞ равномерно вW . На самом деле, можно показать, что после-

довательность f−1
m равномерно вW сходится к некоторой унимодулярной

константе.

В связи с использованным в этом параграфе понятием достижимой

части границы приведем еще одно топологическое свойство областей Кара-

теодори, полученное в [49, предложение 2].

Предложение 74. Пусть G— область Каратеодори, аW — ограниченная

(связная) компонента множества C \ G. Тогда множество ∂aG ∩ ∂W

состоит не более чем из одной точки.
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Покажем, что существует область Каратеодори G, имеющая ограничен-

ную компоненту W множества C \ G, такую, что множество ∂aG ∩ ∂W

состоит ровно из одной точки. Для этого мы рассмотрим область

G1 :=

( ∞⋃
n=1

{
z :

1

2n+ 1
< Re z <

1

2n
, | Im z| < π − 1

n

})
⋃{

z : | Im z| < Re z, 0 < Re z <
1

2

}
,

и получим требуемую область в виде G := expG1. Соответствующей ком-

понентойW в этом случае будетW = D.
Из предложения 74 вытекает следующее наблюдение:

Следствие 75. Если G— это область Каратеодори с достижимой грани-

цей, то множество C \G связно.

О мерах, ортогональных к пространствам

рациональных функций

Перейдем к вопросу о структуре мер, ортогональных к рациональным

функциям на границах областей Каратеодори. Пусть, как и раньше, G—

область Каратеодори, а f — конформное отображение круга D на G, такое,

что f(0) = z0 ∈ G. Будем считать, что функции f и f−1 продолжены

(в смысле следствия 72) до взаимно обратных борелевских функций на

D ∪ F (f) и G ∪ ∂aG соответственно.

Пусть h ∈ L1(T). Напомним, что мера νh = h dζ|T действует (как функ-

ционал на пространстве C(T)) по формуле

νh(f) =

∫
T
g(ζ)h(ζ) dζ, g ∈ C(T).

Определим меру f(νh) на ∂G следующим образом:

f(νh)(E) := νh(f
−1(E ∩ ∂aG))

для любого борелевского множестваE ⊂ ∂G. При этом для любой функции

g ∈ C(∂G) имеют место равенства∫
g(z) df(νh)(z) =

∫
F (f)

g(f(ζ))h(ζ) dζ =

∫
T
g(f(ζ))h(ζ) dζ. (9.1)
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Определим теперь меру ω на ∂G равенством

ω = f(ν1) = f(dζ|T), (9.2)

а меру ω0 — равенством

ω0 = f

(
dζ|T
2πiζ

)
= f(dϑ/2π),

где ζ = eiϑ. При этом меры ω0 и ω сосредоточены на ∂aG и не имеют атомов.

Кроме того, из следствия 72 и из равенства (9.1) вытекает, что для любой

функции h ∈ L1(T) выполнено

f(νh) = (h ◦ f−1)ω = (h0 ◦ f−1)ω0,

где h0 = 2πizh.

Мера ω0 обладает тем свойством, что для любого борелевского множе-

ства E ⊂ ∂G имеет место равенство

ω0(E) = ω(z0, E,G),

где через ω(z, E,G) обозначается гармоническая мера множества E, вы-

численная относительно области G и точки некоторой точки z ∈ G (см.,

например, [49, §3]).

Отметим еще, что |ω| = 2πω0, а для любой функции g ∈ C(∂G) имеет

место равенство ∫
g(z) dω0(z) = ĝ(z0),

где через ĝ обозначена такая гармоническая в областиG и непрерывная вG

функция, что ĝ|∂G = g.

Вопрос о структуре мер, ортогональных к рациональным функциям

на компактах Каратеодори изучался, в частности, Э. Бишопом в работах

[42] и [43]. Следующее утверждение объединяет и усиливает (см. замеча-

ние ниже) результаты, установленные (по существу, но в неявной форме)

в цитированных работах Бишопа.
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Теорема 76.

1. Пусть G — область Каратеодори в C, а µ — мера на ∂G с условием

µ ⊥ R1(G). Тогда существует функция h ∈ H1, такая, что

µ = (h ◦ f−1)ω = (h0 ◦ f−1)ω0. (9.3)

2. Пусть X — компакт Каратеодори в C с условием X◦ 6= ∅, а µ— мера

на ∂X с условием µ ⊥ R1(X). Тогда

µ =
∑

µΩ, (9.4)

где µΩ = µ|∂Ω ⊥ R1(Ω), сумма берется по всем (связным) компонентам

множества X◦, а соответствующий ряд сходится по норме в простран-

стве мер на ∂X .

Все основные идеи и утверждения, необходимые для доказательства

теоремы 76, могут быть найдены в работах [42] и [43]. Однако они содер-

жатся там в существенно неявном виде. Это связано с тем, что централь-

ной идеей указанных работ является изучение понятия аналитического

дифференциала, представляющего меру. Напомним, что аналитическим

дифференциалом в области Ω называется дифференциальная форма вида

g(z) dz, где g ∈ O(Ω). Говорят, что аналитический дифференциал g(z) dz

представляет меру µ на ∂Ω, если последовательность мер {g(ζ) dζ|γj}j, где
(γj)j — это некоторая последовательность спрямляемых контуров, такая,

что Dj ⊂ Dj+1 ⊂ Ω и Dj ↑ Ω при j → ∞ (здесь Dj — это область, огра-

ниченная контуром γj) сходятся в ∗-слабой топологии пространств мер на
Ω к µ. Заметим, что аналитический дифференциал g(z) dz в Ω определен,

даже если граница области Ω не является спрямляемой.

Замечание. В [42] и [43] было доказано только то, что слагаемые µΩ в равен-

стве (9.4) ортогональны пространству R1(Ω), но не было доказано важное

утверждение о том, что мера µΩ — это сужение меры µ на ∂Ω.

Доказательство теоремы 76, приведенное в [49], заметно проще дока-

зательства Бишопа, полученного в [42] и [43]. Оно не использует понятие

аналитического дифференциала и позволяет дополнительно получить, что

меры µΩ в (9.4) являются сужениями меры µ на ∂Ω.
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Схема доказательства теоремы 76. Обсудим схему доказательства этой

теоремы, приведенного в [49]. Это доказательство разбито на несколько

этапов (шагов), имеющих и самостоятельный интерес.

Нам будет удобно обозначить через Ωj, где j ∈ I , а I — некоторое

конечное или счетное множество индексов, все связные компоненты мно-

жества X◦. Ясно, что для любого j ∈ I область Ωj является областью

Каратеодори.

Шаг 1. Существует континуум (связный компакт) Каратеодори Y , такой,

что X ⊆ Y и X◦ = Y ◦.

Шаг 2. При j ∈ I пусть fj — некоторое конформное отображение круга

D на область Ωj. Тогда hj := (µ̂ ◦ fj)f ′j ∈ H1.

Доказательство утверждения этого шага дословно повторяет доказатель-

ство леммы 28.

Для дальнейших построений при всех j ∈ I определим меры µj :=

fj(hj dζ|T) = (hj ◦ f−1
j )ωj, где fj — это конформные отображения круга D

на Ωj, а ωj = fj(dζ|T).

Шаг 3. Имеют место следующие свойства:

i) µ̂j(z) = µ̂(z) для любого z ∈ Ωj;

ii) µ̂j(z) = 0 при всех z /∈ Ωj, т.е. µj ⊥ R1(Ωj).

Рассмотрим точку z /∈ ∂Ωj. Имеем

µ̂j(z) =
1

2πi

∫
∂Ωj

hj(f
−1
j (w)) dωj(w)

w − z
=

1

2πi

∫
T

hj(ζ) dζ

fj(ζ)− z
.

Если z /∈ Ωj , то функция, стоящая под знаком последнего интеграла — это

ограниченная аналитическая функция в D. Следовательно,∫
T

hj(ζ) dζ

fj(ζ)− z
= 0

и свойство (ii) установлено.

Если z ∈ Ωj, то найдется a ∈ D, такая, что z = fj(a), а функция

H(ζ, a) =


ζ − a

fj(ζ)− fj(a)
, ζ 6= a

1

f ′j(a)
, ζ = a
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является ограниченной аналитической функцией в D. Следовательно,

1

2πi

∫
T

hj(ζ) dζ

fj(ζ)− fj(a)
=

1

2πi

∫
T

hj(ζ)H(ζ, a) dζ

ζ − a
= hj(a)H(a, a) =

hj(a)

f ′j(a)
.

Из этого следует, что при z ∈ Ωj имеют место равенства

µ̂j(z) =
hj(a)

f ′j(a)
=
µ̂(fj(a))f

′
j(a)

f ′j(a)
= µ̂(fj(a)) = µ̂(z).

Первое утверждение теоремы доказывается теперь следующим образом.

Пусть X = Ω. Тогда множество связных компонент множества X◦ состоит

только из одной области Ω1 := Ω. Из утверждения шага 3 вытекает, что

µ̂(z) = µ̂1(z) для всех z /∈ ∂Ω. Из этого вытекает, что µ − µ1 ⊥ R1(∂Ω).

Из теоремы Мергеляна [24, теорема 4.4] вытекает, что если Ω— область

Каратеодори, то R(∂Ω) = C(∂Ω). Но тогда µ = µ1, что и требовалось.

Перейдем к доказательству утверждения (2). Пусть I ′ ⊂ I — некото-

рое конечное множество индексов. Положим

WI ′ :=
⋃

j∈I ′ Ωj.

Следующее утверждение непосредственно вытекает из леммы 7 работы [43]

и из теоремы Рунге.

Шаг 4. Найдется последовательность функций (fk)
∞
k=1 ⊂ R1(X), такая,

что

– ‖fk‖X 6 1, fk ⇒ 1 локально равномерно вWI и

– fk ⇒ 0 локально равномерно в X◦ \WI .

Из этого вытекает, что последовательность мер (fkµ)
∞
k=1 на ∂X такова,

что ‖fkµ‖ 6 ‖µ‖. Следовательно, эта последовательность имеет предель-
ную точку µI ′ в ∗-слабой топологии пространства мер на ∂X . Так как

µ ⊥ R1(X), а fk ∈ R1(X), то µI ′ ⊥ R1(X).

Шаг 5. Имеют место следующие свойства:

i) µ̂I ′(z) = µ̂(z) при всех z ∈ WI ′;

ii) µ̂I ′(z) = 0 при всех z ∈ X◦ \WI ′.
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Переходя, если это нужно, к подпоследовательности, можно утверждать,

что последовательность (fkµ)k сходится к µI ′ в ∗-слабой топологии про-
странства мер на ∂X . Пусть z /∈ ∂X . Требуемое утверждение вытекает из

следующих равенств:

µ̂I ′(z) = lim
k→∞

(
1

2πi

∫
(fk(w)− fk(z)) dµ(w)

w − z
+
fk(z)

2πi

∫
dµ(w)

w − z

)
=

= µ̂(z) lim
k→∞

fk(z).

Из утверждений, доказанных на шагах 3 и 5, вытекает, что

µ̂I ′(z) =
∑
j∈I ′

µ̂j(z)

для всех z /∈ ∂X . Используя тот факт, что R(∂X) = C(∂X) (как и доказа-

тельстве первого утверждения теоремы), мы заключаем, что

µI ′ =
∑
j∈I ′

µj. (9.5)

Шаг 6 (лемма 10 работы [43]). ωj ⊥ ωk при j 6= k, j, k ∈ I .

Учитывая (9.5), принимая во внимание утверждение шага 6 и тот факт,

что µj = (hj ◦ f−1
j )ωj � ωj, мы приходим к выводу, что µj ⊥ µk при

j, k ∈ I , j 6= k. Следовательно,∑
j∈I ′

‖µj‖ =
∥∥∥∑
j∈I ′

µj

∥∥∥ = ‖µI ′‖ 6 ‖µ‖,

откуда
∑

j∈I ‖µj‖ <∞. Таким образом, ряд
∑

j∈I µj сходится в простран-

стве мер на ∂X к некоторой мере η. Ясно, что η ⊥ R1(X). Для каждого

индекса j ∈ J имеет место равенство η̂(z) = µ̂j(z) для любого z ∈ Ωj.

Применяя результат, полученный на шаге 3, получаем, что η̂(z) = µ̂(z) на

X . Следовательно, η = µ.

Возьмем произвольный индекс k ∈ I . Так как µj ⊥ µk для всех j ∈
I \ {k}, то для любого борелевского множества E ⊂ ∂X справедливы

следующие равенства:

µ|∂Ωk
(E) = µ(E ∩ ∂Ωk) =

∑
j∈I

µj(E ∩ ∂Ωk) = µk(E ∩ ∂Ωk) = µk(E).

Таким образом, теорема 76 полностью доказана.
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Из первого утверждения теоремы 76 вытекает, что еслиG—это область

Каратеодори, а множествоC\G связно, то любая мера на ∂G, ортогональная

всем многочленами комплексного переменного, будет абсолютно непрерыв-

ной относительно гармонической меры на ∂G (вычисленной относительно

G и произвольной фиксированной точки z ∈ G). Интересно отметить, что

имеет место следующее несложное обращение этого факта, отмеченное

впервые в работе [56].

Предложение 77. Пусть G — ограниченная односвязная область в C,
и пусть a ∈ G. Если любая мера µ на ∂G с условием µ ⊥ C[z] являет-
ся абсолютно непрерывной относительно меры ω(a, ·, G), то G является

областью Каратеодори, а множество C \G связно.

Доказательство. Напомним, что для любых точек a ∈ G и b ∈ G меры

ω(a, ·, G) и ω(b, ·, G) абсолютно непрерывны относительно друг друга.

Проверим сначала, что если область G не является областью Каратео-

дори, то найдется мера µ0 на ∂G, не являющаяся абсолютно непрерывной

относительно меры ω(a, ·, G), но такая, что µ0 ⊥ C[z]. Рассмотрим связную

компоненту V множества Ĝ, содержащую точку z0 = f(0), где f — кон-

формное отображение круга D на G. Если область G не является областью

Каратеодори, то найдется точка z1 ∈ ∂G ∩ V . Рассмотрим меру

µ0 := ω(z1, ·, V )− δz1,

где δa(E)— это δ-мера Дирака множества E, сосредоточенная в точке a.

По построению мера µ0 не является абсолютно непрерывной относительно

мерыω(a, ·, G). В самом деле, мераω(a, ·, G) не имеет атомов, но µ0({z1}) =
−1. Покажем, что µ0 ⊥ C[z]. В самом деле, для любого многочлена P имеет

место равенство∫
P (z) dµ0(z) =

∫
∂V

P (z) dω(z1, z, V )− P (z1) = P (z1)− P (z1) = 0.

Пусть теперь область Каратеодори G такова, что множество C \G не

связно, и пусть Ω— одна из ограниченных связных компонент этого мно-

жества. Пусть z1 ∈ Ω. В силу предложения 74 множество ∂aG∩ ∂Ω состоит

не более чем из одной точки. Отсюда вытекает, что мера

µ1 := (z − z1)ω(z1, ·,Ω)
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не является абсолютно непрерывной относительно ω(a, ·, G) (более того,
эти меры взаимно сингулярны). Остается проверить, что µ1 ⊥ C[z]. В самом

деле, ∫
P (z) dµ1(z) =

(
(z − z1)P (z)

)
|z=z1 = 0

для любого многочлена P ∈ C[z].

Установим далее два утверждения о структуре мер, ортогональных к ра-

циональным функциям на компактах специального вида. Эти утверждения

использовались нами при доказательстве теорем о приближаемости функ-

ций полианалитическими многочленами в предыдущих главах.

В лемме 4.1 работы [13] было показано, что если G— это жорданова

область со спрямляемой границей, а µ— это такая мера, что Supp(µ) ⊂ G,

то мера µ+ µ̂ dz|∂G ортогональна к пространству многочленом комплекс-

ного переменного. Следуя терминологии, предложенной Д. Хавинсоном,

меру µ̂ dz|∂G можно назвать аналитическим выметанием меры µ на ∂G.

Следующее утверждение (см. [49, предложение 3]) распространяет этот

результат на случай областей Каратеодори.

Предложение 78. ПустьG—область Каратеодори вC, а f —конформное

отображение круга D на G. Справедливы следующие утверждения:

i) если η — мера с условием Supp(η) ⊂ G, а мера η∗ определена соотно-

шением

η∗ := η + (f̂−1(η) ◦ f−1)ω,

то мера η∗ ортогональная пространству A(G);

ii) еслиK ⊂ G— некоторый компакт, а µ—мера наK ∪∂G с условием

µ ⊥ R1(G), то существует функция h ∈ H1, такая, что

µ = (µ|K)
∗ + (h ◦ f−1)ω.

Доказательство. Проверим первое утверждение. Положим ν = f−1(η)

и M := Supp(ν). Так как функция ν̂ голоморфна вне M , то ν̂ dζ|T — это

корректно определенная мера на T и, следовательно, σ := f(ν) = f(ν̂ dζ|T)

— это корректно определенная мера на ∂G. Возьмем функцию g ∈ A(G).
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При этом g ◦ f ∈ H∞. Используя теоремы Фубини и Коши, получаем:∫
g dσ =

∫
T
g(f(ζ))ν̂(ζ) dζ =

∫
M

[
1

2πi

∫
T

g(f(ζ)) dζ

w − ζ

]
dν(w) =

−
∫
M

g(f(w)) dν(w) = −
∫
g dν,

откуда

∫
g(z) dη∗(z) =

∫
g(z) dν(z) +

∫
g(ζ) dη(ζ) = 0.

Для того чтобы доказать второе утверждение, достаточно заметить, что

мера µ− (µ|K)
∗ сосредоточена на ∂G и ортогональна к пространствуR1(G).

Остается воспользоваться (9.3).

Используя утверждение второй части теоремы 76 и предложение 78,

можно получить следующий результат, который будет существенно исполь-

зован в дальнейшем.

Следствие 79. Пусть Y — компакт Каратеодори, причем Y ◦ 6= ∅ и пусть

K ⊂ Y ◦ — компакт. Тогда любая мера µ на K ∪ ∂Y , ортогональная к про-
странству R1(Y ), представима в виде

µ =
∑

µΩ,

где µΩ = µ|Ω ⊥ R1(Ω), сумма берется по всем (связным) компонентам мно-

жества Y ◦, а соответствующий ряд сходится по норме в пространстве

мер на Y .

Доказательство. Так как K ⊂ Y ◦, то множество IK связных компонент

Y ◦, пересекающихся с K, конечно. Применяя второе утверждение теоре-

мы 76 к мере µ−
∑

Ω∈IK
(µ|K∩Ω)

∗, мы получаем требуемое утверждение.

Компакты Каратеодори

и теорема Вермера о максимальности

Пусть X — компакт в C. Напомним, что замкнутая подалгебра A алгеб-

ры C(X) называется максимальной, если для любой замкнутой подалгебры

B алгебры C(K), такой, что B ⊃ A, выполняется одно из двух условий:

A = B или B = C(X).
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Изучение вопроса о максимальности алгебры P (X) для различных

компактовX в C восходит к Д. Вермеру, который доказал, что диск-алгебра

P (D)|T является максимальной в C(T). Позже Э. Бишоп [42, теорема 6]
показал, что P (X)|∂X является максимальной подалгеброй алгебры C(∂X),

коль скоро компакт X имеет связное дополнение и связную внутренность

(см. также [80, теорема 25.12]).

Оказывается, что имеет место следующее, ранее не отмечавшееся, свой-

ство компактов Каратеодори, полученное в [50]:

Теорема 80. Пусть X — компакт в C. Если алгебра P (X) является мак-

симальной подалгеброй алгебры C(X), то X является компактом Кара-

теодори, а X◦ = ∅. Если, более того, X = ∂Ω, где Ω— это ограниченное

открытое множество в C, причем Ω 6= ∅, то множества C \ Ω и C \ Ω
связны.

Доказательство. Если P (X) = C(X) то, применяя теорему Лаврентьева,

получаем, чтоK◦ = ∅ и K = K̂, откуда ∂K = ∂K̂.

Предположим теперь, что P (X) 6= C(X). В этом случае множество

C \ ∂K̂ содержит как минимум две связные компоненты. В случае, когда

X◦ = ∅ эти компоненты могут быть выбраны так, что одна из них —

это неограниченная связная компонента G∞ множества C \X , а другая —

это одна из ограниченных связных компонент множества X̂ \X . Если же

X◦ 6= ∅, то мы можем выбратьG∞ и одну из связных компонент множества

X◦.

Таким образом, P (∂X̂) 6= C(∂X̂). Из этого вытекает, что существует

мера µ на ∂X̂ , такая, что µ ⊥ P (∂X̂) и µ 6≡ 0. Предположим теперь, что

∂X \ ∂X̂ 6= ∅ илиX◦ 6= ∅ и возьмем точку a ∈ ∂X \ ∂X̂ или точку a ∈ X◦.

При этом существует функция f ∈ C(X), такая, что f(a) = 1, а f|∂X̂ = 0.

Пусть теперьB—это замыкание алгебры, порожденной пространством

C[z] и функцией f , т.е. B состоит из равномерных пределов на X функций

вида
∑m

k=0 qkf
k, где q0, . . . , qm ∈ C[z] при m ∈ N. Так как f /∈ P (X), то

B 6= P (X). Более того, так как f|∂X̂ = 0, то∫
X

m∑
k=0

qk(z)f
k(z) dµ(z) =

∫
∂X̂

q0(z) dµ(z) +
m∑
k=1

∫
∂X̂

qk(z)f
k(z) dµ(z) = 0.
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Таким образом, B 6= C(X), но существование B противоречит максималь-

ности P (X). Следовательно, ∂X = ∂X̂ и X◦ = ∅.
Пусть теперьX = ∂Ω, где Ω 6= ∅—ограниченное открытое множество.

Предположим, что C \ Ω несвязно. Пусть Ω1 — некоторая ограниченная

связная компонента множества C\Ω, а Ω2 —некоторая связная компонента

Ω. Выберем z1 ∈ Ω1 и z2 ∈ Ω2. Рассмотрим замкнутую подалгебру B,

порожденную P (X) и функцией g1(z) = (z − z2)
−1, z ∈ X . Ясно, что

g1 /∈ P (X). Учитывая, что ∂Ω1 ⊂ X , g1|Ω1
∈ O(Ω1) и применяя принцип

максимума модуля, получаем, что функция g2(z) = (z − z1)
−1, z ∈ X , не

принадлежит B. Следовательно, P (X)— это не максимальная подалгебра.

Из этого противоречия вытекает, что множество C \ Ω связно.

Предположим, наконец, что C \ Ω несвязно. В этом случае C \ Ω =

F∞ ∪ F1, где F∞ — это замкнутое множество, такое, что Ω∞ ⊂ F∞, а F1 —

это непустое компактное множество, такое, что F1∩F∞ = ∅. Возьмем точку
z ∈ F1 ∩ ∂Ω. Выше было доказано, что ∂Ω — это компакт Каратеодори.

Следовательно, z ∈ ∂(∂Ω) = ∂Ω = ∂(∂̂Ω). Из этого вытекает, что найдется

последовательность точек (zn)
∞
n=1, такая, что zn /∈ ∂̂Ω и zn → z при n→ ∞.

Так как zn ∈ Ω∞, то z ∈ Ω∞ ∩ F1 = ∅. Снова возникает противоречие
и, следовательно, множество C \ Ω связно.

Из теоремы 80 и из цитированных выше результатов Вермера и Бишопа

вытекает следующее утверждение:

Следствие 81. Если G 6= ∅— ограниченная область, то P (∂G) является

максимальной подалгеброй алгебры C(∂G) в том и только том случае,

когда G— это область Каратеодори и множество C \G связно.

Заметим также, что несколько более слабый вариант следствия 81 (в слу-

чае, когда область G изначально предполагается односвязной) был получен

ранее в [57, теорема 17].

Среди недавних результатов о множествах Каратеодори, непосредствен-

но связанных с обсуждаемыми аппроксимационными задачами, отметим

полученные в [57] и [36] результаты, которые распространяет на области

Каратеодори теорему У. Рудина об обращении принципа максимума модуля.
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