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íá�åòéáìùXI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ�äéóëòå�îáñ íá�åíá�éëáé åå ðòéìïöåîéñ�,�ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 80-ÌÅÔÉÀÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìõðáîï÷á(íÏÓË×Á, 18{23 ÉÀÎÑ 2012 Ç.)

éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõíÏÓË×Á 2012



M34õäë 519.7 éÚÄÁÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ �ÒÉ�ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÊ �Ï �ÒÏÅËÔÕ 12{01{06040í34 íÁÔÅÒÉÁÌÙ XI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 80-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖ-ÄÅÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (íÏÓË×Á, íçõ, 18{23 ÉÀ-ÎÑ 2012 Ç.) / ðÏÄ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ. | í.: éÚÄ-×ÏÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2012. | 453 Ó.óÂÏÒÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ XI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓËÒÅÔ-ÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 80-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅ-ÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á, �ÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÇÏ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÉÍÅÎÉ í.÷.ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á Ó 18 �Ï 23 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2012 Ç.�ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏ-ÅËÔ 12{01{06040). äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× × ÏÂ-ÌÁÓÔÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.îÁÕÞÎÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅíá�åòéáìùXI íåöäõîáòïäîïçï óåíéîáòá�äéóëòå�îáñ íá�åíá�éëá é åå ðòéìïöåîéñ�,�ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 80-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á(íÏÓË×Á, íçõ, 18{23 ÉÀÎÑ 2012 Ç.)ðÏÄ ÏÂÝÅÊ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ï. í. ëáóéí-úáäåòÅÄÁË�ÉÏÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á:ï. ó. äÕÄÁËÏ×Á, ë. á. úÙËÏ×, ò. í. ëÏÌ�ÁËÏ×,÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ, á. ÷. þÁÛËÉÎïÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÚÁ ×Ù�ÕÓË ÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎî/ëéä � 04059 ÏÔ 20.02.2001 ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ Ë �ÅÞÁÔÉ 02.08.2012. æÏÒÍÁÔ 60 � 90=16.âÕÍÁÇÁ ÔÉ�ÏÇÒ. � 1. ðÅÞ. Ì. 28,5. �ÉÒÁÖ 200 ÜËÚ.éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ. 119991, íÏÓË×Á, ìÅ-ÎÉÎÓËÉÅ ÇÏÒÙ, íçõ.ïÔ�ÅÞÁÔÁÎÏ Ó ÏÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔÁ × ÔÉ�ÏÇÒÁÆÉÉ �11-Ê æïòíá��, íÏÓË×Á ëÏÌÌÅËÔÉ× Á×ÔÏÒÏ×, 2012



ðòåäéóìï÷éåXI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÊ ÓÅÍÉÎÁÒ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÊ 80-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á, �ÒÏÈÏÄÉÌ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅíçõ ÉÍÅÎÉ í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á Ó 18 �Ï 23 ÉÀÎÑ 2012 Ç. �ÒÉ �ÏÄ-ÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏ-ÅËÔ 12{01{06040{Ç).ïÒÇËÏÍÉÔÅÔÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÉ ÒÁÚÏÓÌÁÎÙÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÉÓØÍÁ × ×ÅÄÕÝÉÅ ÎÁÕÞÎÙÅ �ÅÎÔÒÙ É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÙÓÔÒÁÎ óîç, ÏÔÏÂÒÁÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÄÏËÌÁÄÙ É ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÄÌÑ ÚÁÓÌÕÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÌÅÎÁÒÎÙÈ É ÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑÈ.óÅÍÉÎÁÒ ÓÏÂÒÁÌ ÂÏÌÅÅ 200 ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÏÌÅÅ 50 ÄÏË-ÔÏÒÏ× ÎÁÕË) ÉÚ 40 ÎÁÕÞÎÙÈ �ÅÎÔÒÏ× òÏÓÓÉÉ, âÅÌÁÒÕÓÉ, õËÒÁÉÎÙ ÉíÏÌÄÏ×Ù.òÁÂÏÔÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �ÒÏÈÏÄÉÌÁ × ÓÅÍÉ ÓÅË�ÉÑÈ:| ÓÉÎÔÅÚ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ,| ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×,| ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ,| ÔÅÏÒÉÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÚÁÝÉ-ÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.÷ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ ÚÁÓÌÕÛÁÎÏ 15 �ÌÅÎÁÒÎÙÈ É 165 ÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÄÏËÌÁÄÏ×;ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÓÂÏÒÎÉËÅ.�ÅËÓÔÙ �ÕÂÌÉËÕÀÔÓÑ × Á×ÔÏÒÓËÏÊ ÒÅÄÁË�ÉÉ (ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÙ ÚÁÍÅÞÅÎ-ÎÙÅ Ï�ÅÞÁÔËÉ).
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ðìåîáòîùå äïëìáäùï îï÷ùè ðòéíåîåîéñèáòéæíå�éëé ÷ ëòéð�ïçòáæééí. ð. íÉÎÅÅ×, ÷. î. þÕÂÁÒÉËÏ× (íÏÓË×Á)ó×ÅÔÌÏÊ �ÁÍÑÔÉÄÏÒÏÇÏÇÏ ïÌÅÇÁ âÏÒÉÓÏ×ÉÞÁ ìÕ�ÁÎÏ×Á÷×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ �ÏÌ×ÅËÁ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ �ÅÒÅÖÉÌÁ �ÅÒÉÏÄÓ×ÏÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÇÏ, × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÓÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ.÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÂÕÒÎÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ × ÎÁÞÁÌÅ 60-È ÇÏÄÏ× �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ É ÅÅ ÛÉÒÏËÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ�ÒÉ×ÅÌÏ Ë �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁÝÉÔÙ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÚÁÄÁÞÁ ÚÁÝÉÔÙ �ÅÒÅ�ÉÓËÉ ÏÔ ÎÅÓÁÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÄÏÓÔÕ�Á ÓÔÁÌÁ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ, ÞÔÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×ÚÁÝÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.ûÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÒÅÛÁÅÔ ÏÄÎÕ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ËÒÉ-�ÔÏÇÒÁÆÉÉ: ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÆÉÄÅÎ�ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÉ �ÅÒÅÄÁÞÅÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.÷ ÏÓÎÏ×Å ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÌÅÖÁÔ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÉÈ ÔÉ�Ù.ÂÅÓËÌÀÞÅ×ÙÅ ÏÄÎÏËÌÀÞÅ×ÙÅ Ä×ÕÈËÌÀÞÅ×ÙÅÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÑ ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ�ÏÄ�ÉÓÉÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÙÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈÞÉÓÅÌ ÞÉÓÅÌÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÁÕÔÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ ÁÕÔÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÌÀÞÏÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÓÅËÒÅÔÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÅÅ ×ÙÂÏÒ4



ÏÄÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ëÌÀÞÉ ÂÙ×ÁÀÔ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×: ÓÅËÒÅÔÎÙÅ, ÉÚ-×ÅÓÔÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÚÁËÏÎÎÙÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑÍ, É ÏÔËÒÙÔÙÅ, ÏÂÙÞÎÏ �Õ-ÂÌÉËÕÅÍÙÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ó�ÒÁ×ÏÞÎÉËÁÈ É ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÌÀÂÏÍÕ�ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ. �ÁËÖÅ É ËÁÎÁÌÙ Ó×ÑÚÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÅËÒÅÔÎÙÍÉ É ÏÔ-ËÒÙÔÙÍÉ.äÁÌÅÅ, ÈÜÛ-ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ \Ó×ÅÒÔËÉ" ÄÁÎÎÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁËÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÒÁÚÍÅÒÁ.÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ \ÇÒÁÖÄÁÎÓËÏÊ" ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔ Ä×Å ×Å-Ô×É ÒÁÚ×ÉÔÉÑ: ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÕÀ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÀ, Ó×ÑÚÁÎ-ÎÕÀ Ó \ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ" ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅÍ É \ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ" ËÒÉ�ÔÏ-ÇÒÁÆÉÀ. ðÏÎÑÔÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉ-ÅÍ ËÌÀÞÅÊ �ÒÉ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÉ É ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.1. ûÉÆÒÙ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, \ÒÁ-ÂÏÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÛÉÆÒÏ× ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ Ä×Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ: = Ek(m) É m = Dk(), ÇÄÅ m| ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ, E | ÛÉÆÒÕÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÑ, D | ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, k | ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞ, | ÛÉÆÒÔÅËÓÔ".�É� �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ek(m) ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÉÞÎÏÇÏ �ÒÉÚÎÁËÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉ-ËÁ�ÉÑ ÛÉÆÒÏ×. éÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ ÛÉÆÒÏ×:� ÛÉÆÒÙ ÚÁÍÅÎÙ;� ÛÉÆÒÙ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ;� ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÛÉÆÒÙ.1.1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ × ÛÉÆÒÅ �ÒÏ-ÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ. âÏÌØÛÏÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÏÔÏÞÎÙÅ ÛÉÆ-ÒÙ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ. üÔÉ ÛÉÆÒÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÒÏËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊÛÉÆÒ×ÅÌÉÞÉÎÙ, Á ÎÉÖÎÑÑ | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÛÉÆÒÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. üÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÅËÓÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÎÁÔØ ÜÔÕ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ËÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ × ÁÌÆÁ×ÉÔ B ÚÁÛÉ-ÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ËÁË ÎÅ ÚÎÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ, �Ï ÛÉÆÒÔÅËÓÔÕ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ? õÖÅ × 1-Í ÔÙÓÑÞÅÌÅÔÉÉ ÎÁÛÅÊ ÜÒÙÁÒÁÂÙ ÚÁÍÅÔÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÑÚÙËÁ ÞÁÓÔÏÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅ-ÍÏÓÔÉ ÂÕË× × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ ÂÕÄÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ. �ÏÇÄÁÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ.åÓÌÉ × ÛÉÆÒÔÅËÓÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÚÎÁË � �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÞÁ-ÓÔÏÔÏÊ, ËÁË É ÂÕË×Á a ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÕË×Áa ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÁ ÚÎÁËÏÍ �:5



óÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕË×Ù× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ. ï�ÙÔ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÔ ÚÁËÏÎ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÄÌÑ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ×(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅËÓÔÏ× ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ �ÒÏÚÙ). ðÏÜÔÏÍÕÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÁÂÌÉ�Ù ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÂÕË× × ÔÅËÓÔÁÈ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈÑÚÙËÏ× ÍÉÒÁ.ëÁË ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÒÁÎÅÅ, ÂÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ × ÛÉÆÒÅ�ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÞÁÓÔÏÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÂÕË× �ÅÒ×Ï-ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÞÁÓÔÏÔÎÙÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ ÚÁ-ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔØÉÈ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÕ ÂÅÚ ÚÎÁÎÉÑ ËÌÀÞÁ.ðÅÒ×ÏÅ, ÄÏÛÅÄÛÅÅ ÄÏ ÎÁÓ, Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÞÁÓÔÏÔÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë IX ×ÅËÕ [27, Ó. 30{32℄. ïÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ \ÆÉÌÏÓÏÆÕ ÁÒÁÂÓËÏÇÏ ÍÉÒÁ" áÂÕ àÓÕÆ ñËÕÂ ÉÂÎ éÓÈÁËÉÂÎ ÁÓ-óÁÂÁÈ ÉÂÎ õÍÒÁÎ ÉÂÎ éÓÍÁÉÌ ÁÌØ-ëÉÎÄÉ. åÇÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊÔÒÁËÔÁÔ \òÕËÏ�ÉÓØ �Ï ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÀ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÝÅ-ÎÉÊ" ÂÙÌ ÏÔËÒÙÔ × 1987 Ç. × óÔÁÍÂÕÌÅ × ÏÔÔÏÍÁÎÓËÏÍ ÁÒÈÉ×Å óÕ-ÌÁÊÍÁÎÉÊÁ.åÝÅ ÎÁ ÏÄÎÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÅÎÏ ×ÎÉÍÁÎÉÅ × ÕÞÅÂÎÉËÅ [2,Ó. 106℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× Ó \�ÏÞÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ" ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ×, ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÛÉÆÒÁ�ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ, ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÉÈ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÎÅ ÒÅÛÁÅÍÏÊ. �ÁÍ ÖÅ ÕËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄÙ \ÒÁÎÄÏÍÉÚÁ�ÉÉ" É \ÓÖÁ-ÔÉÑ" ÏÔËÒÙÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏÖÎÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÁ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÔÁÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÔÅË-ÓÔÏ×, ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÛÉÆÒÁ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ, ÔÁË, ÞÔÏ-ÂÙ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÂÕË× × ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ.1.2. íÅÔÏÄ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ Ó�ÏÍÏÝØÀ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ. äÁÌÅÅ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ, �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÎÙÊ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ [18℄. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÔËÒÙÔÙÊÔÅËÓÔ To ÒÕÓÓËÉÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A31; ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ 31 ÂÕË×Ù. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÂÕË×ÏÊ � ÛÉÆÒÕÀÝÕÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ÔÅËÓÔ To × ÚÁ-ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ TÛ:äÁÌÅÅ ÂÕË×Ù ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓ-ÌÁÍÉ ÏÔ 0 ÄÏ 30 �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍËÁË ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÉÈ × Ä×Á ËÌÁÓÓÁ. ÷ �ÅÒ-×ÙÊ ËÌÁÓÓ KÎ ÏÔÎÏÓÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31; Á ×Ï×ÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓ K× | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ É ÎÕÌØ.úÁÔÅÍ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÞÁÓ-6



ÔÏÔ ÉÈ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÔÅËÓÔÅ. ðÅÒ×ÙÍ 15 ÂÕË×ÁÍ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ× ÉÚ KÎ; Á ÏÓÔÁÌØÎÙÍ 16 ÂÕË×ÁÍ | ÚÎÁÞÅÎÉÑË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× É ÎÕÌÑ ÉÚ K×: úÁ�ÉÓÙ×ÁÅÍ ÔÅËÓÔ To Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÞÉÓÌÁ. ðÏÌÕÞÉÍÛÉÆÒÔÅËÓÔ TÛ:äÌÑ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏm; ËÏÔÏÒÏÅÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÔÅËÓÔÅ TÛ ÎÁ ÍÅÓÔÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÏÇÏ ÎÅ×ÙÞÅÔÁ ÓÔÁ×ÉÍ �ÉÆÒÕ 1, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ | �ÉÆÒÕ 0.îÁËÏÎÅ�, ËÁÖÄÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ Á TÛ ÚÁÍÅÎÑÅÍ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ 30. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Ï-ÌÕÞÅÎ ÎÏ×ÙÊ ÛÉÆÒÔÅËÓÔ T 0Û; ÁÌÆÁ×ÉÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 16 ÂÕË×.üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚÍÅÎÅÎÁ.îÁÊÄÅÎÎÙÊ ÛÉÆÒÔÅËÓÔ T 0Û É ÞÉÓÌÏ m �ÅÒÅÄÁÀÔÓÑ ÁÂÏÎÅÎÔÕ, �ÒÉÞÅÍÄÌÑ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÞÉÓÌÁ m �Ï ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ûÁÍÉÒÁ.äÌÑ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÔÅËÓÔÁ T 0Û É �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÅËÓÔÁ TÛ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ× ÞÉÓÌÅ m; ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ 1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÚÁÍÅÎÑÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÎÅ×ÙÞÅÔÏÍ�Ï ÍÏÄÕÌÀ 31.�ÁË ËÁË �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ 31 ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 3 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4, ÔÏ �ÒÉÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ �ÏÌÕÞÉÍ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ: ÏÄÎÏ ÂÕÄÅÔË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÎÅ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31, Á ÄÒÕÇÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ×ÙÞÅÔÏÍ. òÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � t (mod 31) ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄx � �t8 (mod 31); Á ÎÅ×ÙÞÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÒÉÔÅÒÉÑ üÊ-ÌÅÒÁ � x31� � x15 (mod 31):2. áÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÛÉÆÒÙ. ðÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÉÁÂÏÎÅÎÔÙ �ÒÉ �ÅÒÅ�ÉÓËÅ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ËÏ�ÉÀ ÏÂÝÅÇÏ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏËÌÀÞÁ. ðÒÉ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑÄ×Á ËÌÀÞÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, Á ×ÔÏÒÏÊ | ÓÅ-ËÒÅÔÎÙÍ ËÌÀÞÏÍ. ïÔËÒÙÔÙÊ ËÌÀÞ ÁÂÏÎÅÎÔÁ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÕÂÌÉ-ËÏ×ÁÎ É ×ÓÑËÉÊ, ËÔÏ ÈÏÞÅÔ �ÏÓÌÁÔØ ÓÅËÒÅÔÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ÁÂÏÎÅÎÔÕ AÍÏÖÅÔ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ, × ÔÏ×ÒÅÍÑ, ËÁË �ÒÏÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ÁÂÏÎÅÎÔ A Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÅ-ËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÅÍÕ. ðÅÒ×ÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ Ï ÛÉ-ÆÒÏ×ÁÎÉÉ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ �ÏÑ×ÉÌÏÓØ × 1976 Ç. × ÒÁÂÏÔÅ äÉÆÆÉÉ èÅÌÌÍÁÎÁ \îÏ×ÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ".éÄÅÑ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �ÏÎÑ-ÔÉÅÍ ÏÄÎÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ (ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ) ÆÕÎË�ÉÉ. óÔÒÏÇÏ ÏÄÎÏÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : X ! Y Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ \'ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ" ÍÅÔÏÄ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 2 X; ÎÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ \ÜÆÆÅË-7



ÔÉ×ÎÏÇÏ" ÍÅÔÏÄÁ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ x ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ y = f(x) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ y 2 f(X):ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÁÑ É ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÓ�ÅÛÎÁÑ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÏÔ-ËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ | RSA, �ÏÑ×ÉÌÁÓØ × 1977 Ç.ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔ× ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁÂÏÎÅÎÔÏ×(ÂÁÎËÏ×ÓËÉÅ É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÙÅ �ÏÒÕÞÅÎÉÑ, �ÉÆÒÏ×ÙÅ �ÏÄ�ÉÓÉ É ÚÁËÁÚÙ),ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÀÞÅÊ. î. óÍÁÒÔ [28℄ ÏÔÍÅ-ÞÁÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÏÓÎÏ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀ-ÞÏÍ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÕÄÉ×ÌÅÎÉÅ ÍÁÌÏ ÉÄÅÊ. íÁÌÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÄÅÊ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ë ÔÁËÉÍ ÆÕÎË�É-ÑÍ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, Ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÉÎÄÅËÓÁ ×ÙÞÅÔÁ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ) É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ �Ï ÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ.îÁ ÎÁÛ ×ÚÇÌÑÄ Ï ÍÅÓÔÅ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏ ÓËÁÚÁÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �ÉÔÁÔÅ:\áÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÛÉÆÒÏ-×ÁÎÉÑ, ÎÅÖÅÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ, × ÓÉÌÕ ÞÅÇÏ ÏÎÉ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ, ÓËÏÌØËÏ ÄÌÑ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ�ÅÒÅÓÙÌÁÅÍÙÈ ÍÅÖÄÕ ËÏÒÒÅÓ�ÏÎÄÅÎÔÁÍÉ ËÌÀÞÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÔÅÍ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ" [2℄.2.1. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÕÀ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÆÕÎË�ÉÀ.÷ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÓÅÇÏ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ-×ÅÓÔÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ.ðÒÏÂÎÏÅ ÄÅÌÅÎÉÅ, ÒÅÛÅÔÏ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ. ðÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÏ-ÓÔÙÈ p, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÎÁ �ÒÏ-ÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ N; ÞÔÏ N=p Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.íÅÔÏÄ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. üÆÆÅËÔÉ×ÅÎ ÄÌÑ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀ-ÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÒÏÓÔÙÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.2.2. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. RSA.äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ. ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ N = pq; ÇÄÅ p Éq | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÄÁÞÁ RSA. äÁÎÙ ÞÉÓÌÁ N;C;E; ÇÄÅ (E;'(N)) = 1; E < '(N);C < N; �ÒÉÞÅÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁN ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉ-ÔÅÌÉ. îÁÊÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏm < N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ mE � C (mod N):ðÒÏ×ÅÒËÁ ÞÉÓÌÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ. ðÕÓÔØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁN ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÄÁÎ-8



ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ A Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ N: ÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÒÅÛÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 � A (mod N):íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ RSA ÎÅ ÓÌÏÖÎÅÅ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÑÑÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÌÏÖÎÅÅ.ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÚÁÄÁÞ.ðÕÓÔØ G | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÌÑ ÉÌÉ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑËÒÉ×ÁÑ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ. �ÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ y ÉÚ G ÎÁÊÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ x ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ gx = y; ÇÄÅ g | ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÇÒÕ��Ù G:âÌÉÚËÏÊ Ë ÎÅÊ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ äÉÆÆÉ {èÅÌÌÍÁÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �Ï ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍA;B = Ax; C = Ay ÉÚ G ÎÁÊÔÉ D = Axy ÉÚ G:2.3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÏÖÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ×ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÄÅÎØ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á \ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ" ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÀÝÉÈ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, Ô. Å. ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ ÔÉ�Á, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÌÏÖÎÅÅ ÄÒÕÇÏÊ.úÄÅÓØ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÎÏÔÏÌØËÏ �ÒÉ×ÅÄÅÍ Ó�ÉÓÏË \ÓÌÏÖÎÙÈ" ÚÁÄÁÞ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ�Ù.úÁÄÁÞÁ äÁÎÏ îÁÊÔÉ1 òÁÚÌ.ÎÁ ÍÎ. ÎÁÔÕÒ.ÞÉÓÌÏ n Qpjn p� = n2 RSA n(= pq);  2 N; m : me �  (mod n)e : (e; '(n)) = 13 Ë×.×ÙÞ. a : � an� = 1 a� Ë×.×ÙÞ. (mod n)4 Ë×.ËÏÒÅÎØ a� Ë×.×ÙÞ. (mod n) x : x2 � a (mod n)5 ÄÉÓËÒ.ÌÏÇ. g � �ÅÒ×.ËÏÒ.p; a x : gx � a (mod p)6 ÇÒ.ÄÉÓË.ÌÏÇ. G� ËÏÎ.�ÉËÌ.ÇÒ. x : gx = a7 äÉÆÆÉ- A � ga (mod p); C : C � gab (mod p)èÅÌÌÍÁÎ B � gb (mod p)8 äÉÆÆÉ- G� �ÉËÌ.ÇÒ.; C : C = gabèÅÌÌÍÁÎ A = ga; B = gb9 äÉÆÆÉ- A � ga; B � gb (mod p) gab � C (mod p)èÅÌÌÍÁÎ C � g (mod p)10 ï ÒÀËÚÁËÅ a1; : : : ; an 2 N P akl = n3. ïÂ ÏÄÎÏÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈË ÛÉÆÒÕ ÷ÉÖÅÎÅÒÁ. úÄÅÓØ ÄÁÎ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ËÏÎÓÔÒÕ-9



ÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÇÏ ÛÉÆÒÁ ÷ÉÖÅÎÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÏÄÎÏÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÇÏ ÛÉÆÒÁ �ÒÏ-ÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÉÌÉ ËÁË ÛÉÆÒ ÇÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÇÁÍÍÏÊ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5, Ó. 151{152℄).ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÒÁ×ÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n:ëÁÖÄÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ �r; r = 1; : : : ; n; ÁÌÆÁ×ÉÔÁ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÊ ×ÙÞÅÔ ar �Ï ÍÏÄÕÌÀ n; �ÒÉÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍ ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ. ðÕÓÔØ, ÔÁËÖÅ, ÞÉÓÌÏ n �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅn = dq; (d; q) = 1; d > 1; q > 1: îÁ�ÒÉÍÅÒ, n = 35 = dq = 5 � 7 ÉÌÉn = 36 = 4 � 9:�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ.3.1. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÅÞÉÓÌÏ 1 � a � n × ×ÉÄÅ a � qb+ d (mod n); (1)ÇÄÅ 1 � b � d; 1 �  � q: �ÏÇÄÁ �Ï ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ×ÙÞÅÔ a �Ï ÍÏÄÕÌÀ n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÙÞÅÔÙ b �Ï ÍÏÄÕÌÀ dÉ  �Ï ÍÏÄÕÌÀ q É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.óÏÓÔÁ×ÉÍ Ä×Å ÔÁÂÌÉ�Ù ÷ÉÖÅÎÅÒÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÙÞÅÔÁÍ b É :ðÕÓÔØ b1; : : : ; bd | �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ d; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,1; 2; : : : ; d; É 1; : : : ; q | �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ q:äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÁÂÌÉ� ÷ÉÖÅÎÅÒÁ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ s; t Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 1 � s � d; 1 � t � q; ×ÏÚØÍÅÍ Ó×ÏÊËÌÀÞ k = (bk1 ; bk2 ; : : : ; bks) ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏp = (p1 ; p2 ; : : : ; pt) ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù. îÁÄ ËÁÖÄÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ �ÅÒ-×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ �ÅÒ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÍ × ÓÔÒÏËÕ ÓÉÍ×ÏÌÙ ËÌÀÞÁ kÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ bk1 ; bk2 ; : : : bks ; bk1 ; bk2 ; : : : :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÍ ËÌÀÞ p ÎÁÄ ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ.3.2. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ. ðÕÓÔØ ÚÁ-ÄÁÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ ah1ah2 : : : ahu : ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ× Ä×Á ÔÅËÓÔÁ. éÍÅÅÍbh1bh2 : : : bhu ; h1h2 : : : hu :îÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ h1-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É k1-Ê ÓÔÒÏËÉ × �ÅÒ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÎÁÈÏÄÉÍ ÓÉÍ×ÏÌ x1; Á ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ h1-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É p1-Ê ÓÔÒÏËÉ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÉÍ×ÏÌ y1: ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÄÌÑÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ah2 É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÉÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔx1y1x2y2 : : : xuyu10



ÉÌÉ Ä×Á ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÅËÓÔÁ x1x2 : : : xu É y1y2 : : : yu; ÉÌÉ z1z2 : : : zu;ÇÄÅ zt = qxt + dyt; 1 � t � u:3.3. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ. ðÏ ËÌÀÞÁÍ k É p × �ÅÒ×ÏÊÉ ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ ÷ÉÖÅÎÅÒÁ ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k1 É p1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÎÁÈÏÄÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x1 × �ÅÒ×ÏÊ ÔÁ-ÂÌÉ�Å É y1 ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å, Á ÚÁÔÅÍ �Ï ÜÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÎÁÈÏÄÉÍ,ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÍ ÓÔÏÌÂ�Ù, É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ bh1 É h1 : ðÏ ÔÏÍÕ ÖÅ�ÒÁ×ÉÌÕ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ bh2 É h2 É Ô. Ä.äÁÌÅÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (1), �Ï �ÁÒÅ ÓÉÍ×ÏÌÏ× (bqt ; qt) ÎÁÈÏÄÉÍÓÉÍ×ÏÌ aqt ; t = 1; : : : ; u: ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.îÁËÏÎÅ�, ÄÁÄÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÛÉÆÒÏ×Á-ÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m ÓÉÍ×ÏÌÏ×, �ÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ m = m1 : : :mr Ó �Ï�ÁÒÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉm1;m2; : : : ;mr; �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ ÅÄÉÎÉ�Õ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁMs ÉM 0sÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉm1m2 : : :mr =Msms; MsM 0s � 1 (mod ms); s = 1; 2; : : : ; r:ðÏÌÏÖÉÍ a =M1M 01b1 +M2M 02b2 + � � �+MrM 0rbr: (2)é �ÕÓÔØ b1; b2; : : : ; br ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÒÏÂÅÇÁÀÔ �ÏÌÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÑÍ m1;m2; : : : ;mr ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ a �ÒÏÂÅ-ÇÁÅÔ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ m1m2 : : :mr (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [10, ÇÌ. IV, x 3℄).ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, m = 30;m = m1m2m3 = 2 � 3 � 5 = 2 � 15 =3 � 10 = 5 � 6: �ÏÇÄÁ M1M 01 � 15 � 1 � 1 (mod 2);M2M 02 � 10 � 1 � 1(mod 3);M3M 03 � 6 � 1 � 1 (mod 5):ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ a � 15b1 + 10b2 + 6b3 (mod 30):ðÕÓÔØ, ÔÅ�ÅÒØ, b1;s; b2;s; : : : ; bms;s | �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÞÅÔÏ× �ÏÍÏÄÕÌÀ ms; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 1; 2; : : : ;ms; 1 � s � r: óÏÓÔÁ×ÉÍ r ÔÁÂÌÉ�÷ÉÖÅÎÅÒÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× b1;s; b2;s; : : : ; bms;s; 1 � s � r:äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÔÁÂÌÉ� ÷ÉÖÅÎÅÒÁ �ÒÉ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ts Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 1 � ts � ms; ÚÁÄÁÅÍ ËÌÀÞks = (bk1;s; bk2;s; : : : ; bkts ;s); 1 � s � r:ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÚÁÄÁÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ ah1ah2 : : : ahu : ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ(2) �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ × r ÔÅËÓÔÏ×. éÍÅÅÍbh1;sbh2;s : : : bhu;s; s = 1; 2; : : : ; r:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉ�Ù ÷ÉÖÅÎÅÒÁ ÓÎÏÍÅÒÏÍ s É ËÌÀÞÁ ks ÛÉÆÒÕÅÍ ÔÅËÓÔ bh1;sbh2;s : : : bhu;s; s = 1; 2; : : : ; r:òÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍÕ.11



4. ïÂ ÏÄÎÏÊ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ É ÎÏ×ÏÍ ÂÌÏÞÎÏÍ ÛÉÆÒÅ.úÄÅÓØ ÍÙ ÄÁÅÍ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ �ÉÆ-ÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ É ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÛÉÆÒÁ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [2, 22, 25, 26℄).óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÒÕÞÎÁÑ �ÏÄ�ÉÓØ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÎÁ ÂÕÍÁÖÎÏÍ ÎÏÓÉ-ÔÅÌÅ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÅÅ ÄÁÎÎÏÍÕ ÌÉ�Õ, Ï ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔËÁÚÁ ÜÔÏÇÏ ÌÉ�Á ÏÔ Ó×ÏÅÊ �ÏÄ�ÉÓÉ É Ï �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉÄÁÎÎÙÍ ÌÉ�ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÉÌÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ.ãÉÆÒÏ×ÁÑ �ÏÄ�ÉÓØ ÄÌÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÅ �ÒÏ×ÅÒËÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ ÔÏÇÏÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÏÏÂÝÅÎÉÀ É ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÅËÒÅÔ-ÎÏÍÕ ËÌÀÞÕ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÔÏÌØËÏ ×ÌÁÄÅÌØ�Õ �ÏÄ�ÉÓÉ, �ÒÉÞÅÍ ÏÎÁ ÄÁÅÔ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÛÉÔØ ÔÅ ÖÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÔÏ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÒÕÞÎÁÑ �ÏÄ�ÉÓØÞÅÌÏ×ÅËÁ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÉÆÒÏ×ÁÑ �ÏÄ�ÉÓØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ �ÏÄ�É-ÓÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ É ÏÔ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ, ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏ�ÉÉÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÁÌÉÞÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈÓÒÅÄÓÔ×, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ, ÄÌÑ ÅÅ ÓÏÚÄÁÎÉÑ É �ÒÏ×ÅÒËÉ, ÁÔÁËÖÅ ÓÅÒÔÉÆÉËÁ�ÉÉ ÏÔËÒÙÔÙÈ ËÌÀÞÅÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÏ×ÅÒËÕ �É-ÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÂÅÚ ÄÏÓÔÕ�Á ËÓÅËÒÅÔÎÏÍÕ ËÌÀÞÕ, ÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÁÍÕ �ÏÄ�ÉÓØ ÂÅÚ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ.îÁÍÉ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ �ÉÆÒÏ×ÁÑ �ÏÄ�ÉÓØ í. ï. òÁÂÉÎÁ [25℄ (ÓÍ. ÔÁË-ÖÅ [22℄). ãÉÆÒÏ×ÁÑ �ÏÄ�ÉÓØ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÚÄÅÓØ, Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÉÅÍ ÞÉÓÅÌ �Ï ÍÏÄÕÌÀ, ÒÁ×ÎÏÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.ðÕÓÔØ ÁÂÏÎÅÎÔ A ÓÏÚÄÁÅÔ �ÉÆÒÏ×ÕÀ �ÏÄ�ÉÓØ É �ÅÒÅÄÁÅÔ ÅÅ �ÏÏÔËÒÙÔÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ ÁÂÏÎÅÎÔÕ B: ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁÁÂÏÎÅÎÔ A ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p É q; ÓÒÁ×ÎÉ-ÍÙÅ Ó 3 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4 É Ä×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b: ïÔËÒÙÔÙÊ ËÌÀÞÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ n = pa É r = pb: óÅËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞ ÉÚ×ÅÓÔÅÎÔÏÌØËÏ ÁÂÏÎÅÎÔÕ A:äÁÌÅÅ ÁÂÏÎÅÎÔÕA �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÔËÁQ|ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. úÁÔÅÍ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔØ L �ÅÒÅÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ m:þÉÓÌÁ L É Q ÏÂÑÚÁÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ(L; p) = 1; 0 < L < n;�Lp� = 1; (Q; q) = 1; 0 < Q < r;�Qq � = 1:åÓÌÉ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ L ÉÌÉ Q ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ-×ÉÊ, ÔÏ ÁÂÏÎÅÎÔ A ÚÁÍÅÎÑÅÔ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ L ÎÁ L�1É ÍÅÔËÕ Q ÎÁ Q�1: ïÎ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅÎÁÊÄÅÔ ÞÉÓÌÁ L É Q; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ.áÂÏÎÅÎÔ A ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÏ×ÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ C1; ó2; ÇÄÅ 0 < C1 < n; 0 <12



C2 < r; ×ÉÄÁ L � C21 (mod n); Q � C22 (mod r);É �ÅÒÅÄÁÅÔ ÞÉÓÌÁ C1; C2 É L;Q; Á ÔÁËÖÅ ÔÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ ÞÉÓÌÁ L É Q; �Ï ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ ÁÂÏÎÅÎÔÕ B:üÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÞÉÓÌÁ C1; C2; L;Q É ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÉÆÒÏ×ÕÀ �ÏÄ�ÉÓØ.òÅÛÅÎÉÑ C1; C2 ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÁÂÏÎÅÎÔÏÍ A; ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ÓÅËÒÅÔÎÙ-ÍÉ ËÌÀÞÁÍÉ p; q É a; b: óÒÁ×ÎÅÎÉÑ L � C21 (mod n) É Q � C22(mod r) ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÅÄÉÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÅ H � x2 (mod ps); ÇÄÅ ÚÁÄÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ H; s; �ÒÏÓÔÏÅÞÉÓÌÏ p; É ×ÅÌÉÞÉÎÁ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÕÀ x × ×ÉÄÅ x � u� (mod p�+1); ÇÄÅ u� = u��1+x�p� ; � � 1; u0 = x0;É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x0; x1; : : : ; xs�1 ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 0 ÄÏ p� 1:òÅÛÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅH � x20 (mod p):÷ÓÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÕÔØ: x0 � �H(p+1)=4 (mod p): éÚ Ä×ÕÈ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x0 ×ÏÚØÍÅÍ ÔÏ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p; É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ y0; �ÒÉÞÅÍ 0 < y0 < p: äÁÌÅÅ,�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÏ u��1 �ÒÉ � � 1; �ÒÉÞÅÍ u0 = y0: îÁÊÄÅÍÚÎÁÞÅÎÉÅ u� �ÒÉ � � 1: éÍÅÅÍ �Å�ÏÞËÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊH � (u��1 + p�x�)2 (mod p�+1); H � u2��1 + 2p�u��1x� (mod p�+1);x� � (H � u2��1)(2u��1)�1 (mod p);�ÏÓËÏÌØËÕ H � x20 (mod p); H � u2��1 (mod p�) É 2u��1 � 2x0(mod p); 2x0 6� 0 (mod p):áÂÏÎÅÎÔ B É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÏÇÕÔ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ�ÏÄÌÉÎÎÏÓÔØ �ÏÄ�ÉÓÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ n: äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×Ù-ÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ L0 � C21 (mod n) É Q0 � C22 (mod r): äÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ L0 = L;Q0 = Q:ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅ�ÅÒØ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÛÉÆÒÁ.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ × �ÉÆÒÏ×ÏÍ ×ÉÄÅÞÉÓÌÏÍ m; ÉÍÅÀÝÉÍ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ k �ÉÆÒ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÅ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1 � r � k=2: òÁÚÏÂØÅÍÞÉÓÌÏ m ÎÁ ÂÌÏËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×É× ÅÇÏ × ×ÉÄÅm = m1 +m22r + � � �+mn2(n�1)r;13



ÇÄÅ 0 � m1; : : : ;mn < 2r É (n� 1)r � k < nr:òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÞÉÓÌÁ m1; : : : ;mn × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, �ÒÉ ÜÔÏÍÏÔÍÅÔÉÍ ÍÅÓÔÁ, ÇÄÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ms É ÞÉÓÌÁ ms; ÒÁ×-ÎÙÅ ÎÕÌÀ. äÁÌÅÅ, ×ÙÂÒÏÓÉÍ ×ÓÅ ms; ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ É ÏÓÔÁ×ÉÍ �Ï ÏÄÎÏ-ÍÕ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÕ ÉÚ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÒÁ×ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÌÕÞÉÍ 0 < ~m1 < � � � <~md < 2r:úÁÔÅÍ ÎÁÊÄÅÍ ÓÕÍÍÕ ~m1 + � � � + ~md = N1: ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÍd(d + 1)=2 � N1 < d2r: ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p; ÎÁÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ×�ÒÏÍÅÖÕÔËÅ N1 � p < 2N1: ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ~ms 6� ~mt (mod p)ÄÌÑ ×ÓÅÈ s 6= t; 1 � s; t � d: îÁËÏÎÅ�, ÎÁÊÄÅÍ ÓÕÍÍÙ ×ÔÏÒÙÈ, ..., d-ÈÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÞÉÓÅÌ ~m1; : : : ; ~md: ðÏÌÕÞÉÍ8>><>>: ~m1 + � � �+ ~md = N1;~m21 + � � �+ ~m2d = N2;: : : : : : : : :~md1 + � � �+ ~mdd = Nd: (1)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ p � N1 � ~md > � � � > ~m1:þÉÓÌÁ N1; : : : ; Nd ÓÏÓÔÁ×ÑÔ ÞÁÓÔØ ÛÉÆÒÔÅËÓÔÁ.ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË �Ï ÜÔÉÍ ÞÉÓÌÁÍ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÞÉÓÌÁ~m1; : : : ; ~md: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ8>><>>:x1 + � � �+ xd � N1 (mod p);x21 + � � �+ x2d � N2 (mod p);: : : : : : : : :xd1 + � � �+ xdd � Nd (mod p): (2)üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ 0 < �1;0 < � � � <�d;0 � p; �ÒÉÞÅÍ �1;0 � ~m1 (mod p); : : : ; �d;0 � ~md (mod p):äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ �ÒÉ 1 � s � d ÓÉÍ×ÏÌ �s = �s(x1; : : : ; xd)ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ s-À ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ. �ÏÇÄÁ �ÒÉp > d ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ îØÀÔÏÎÁ|÷ÁÒÉÎÇÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9, Ó. 60{61℄)Ns �Ns�1�1 + � � �+ (�1)ss�s � 0 (mod p);ÆÕÎË�ÉÉ �1; : : : ; �d ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÕÍÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÅÊN1; : : : ; Nd: ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × �ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf(z) = zd��1zd�1+ � � �+(�1)d�d ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ f(z) = (z � x1) : : : (z � xd): �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÏÒÎÉ �1;0; : : : ; �d;0 �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. 14



ðÕÓÔØ �ÒÉ 1 � s � d ÎÁÊÄÅÎÙ ÒÅÛÅÎÉÑ u1;s�1; : : : ; ud;s�1 ÓÉÓÔÅÍÙÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ 8>><>>:u1;s�1 + � � �+ ud;s�1 � N1 (mod ps�1);u21;s�1 + � � �+ u2d;s�1 � N2 (mod ps�1);: : : : : : : : :ud1;s�1 + � � �+ udd;s�1 � Nd (mod ps�1):äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ u1;s; : : : ; ud;s ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÏÍÏÄÕÌÀ ps: ðÒÉ 1 � t; s � d �ÏÌÏÖÉÍ ut;s = ut;s�1 + ps�1xt;s: éÍÅÅÍÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ8>><>>:u1;s + � � �+ ud;s � N1 (mod ps);u21;s + � � �+ u2d;s � N2 (mod ps);: : : : : : : : :ud1;s + � � �+ udd;s � Nd (mod ps): (3)üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ x1;s; : : : ; xd;s ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ8>>><>>>: x1;s + � � �+ xd;s � N 01 (mod p);u1;s�1x1;s + � � �+ ud;s�1xd;s � N 02 (mod p);: : : : : : : : :ud�11;s�1x1;s + � � �+ ud�1d;s�1xd;s � N 0d (mod p); (4)ÇÄÅ ps�1N 0l � Nl � ul1;s�1 � � � � � uld;s�1 (mod ps) �ÒÉ 1 � l � d:ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ t = 1; : : : ; d ÉÍÅÅÍ ut;s�1 � �t;0 (mod p); Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �1;0; : : : ; �d;0; ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �Ï ÍÏÄÕ-ÌÀ p; Ô. Å. ÜÔÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÎÕÌÑ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÅÄÙ-ÄÕÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x1;s � �1;s(mod p); : : : ; xd;s � �d;s (mod p):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ s = d ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ�ÏÌÕÞÉÍ ÅÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÉÄÁut;d = �t;0 + p�t;1 + � � �+ pd�1�t;d � ~mt (mod pd); 1 � t � d:ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË 0 � ut;d < pd É 0 < ~mt < N1 � pd; ÔÏ ut;d = ~mt�ÒÉ ×ÓÅÈ t = 1; : : : ; d: 15



�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �Ï ÞÉÓÌÁÍ N1; : : : ; Nd ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ~m1; : : : ; ~md:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÓØ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N1; : : : ; Nd; ÕËÁÚÁÎÉÑ ÍÅÓÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÎÕÌÅ×ÙÈÞÉÓÅÌ ms; Ô. Å. ÕËÁÚÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ× s ÄÌÑ ÎÕÌÅ×ÙÈ ms; ÄÁÌÅÅ ÕËÁÚÁÎÉÑÉÎÄÅËÓÏ× ÞÉÓÅÌ mt × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ~ms; 1 � s � d É �ÒÏÓÔÏÇÏÞÉÓÌÁ p:÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ �Ï �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ÛÉÆÒÔÅËÓÔÕ�ÒÏ×ÅÄÅÍ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÛÁÇÁÍ.1. ÷ÙÞÉÓÌÉÍ �d = �d(N1; : : : ; Nd); ÇÄÅ �d = ~m1 : : : ~md:2. îÁÊÄÅÍ ~�d � �d (mod p): ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ×ÓÅÈ t = 1; : : : ; d Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ~mt � �t;0 (mod p); ÉÍÅÅÍ ~�d � ~m1 : : : ~md (mod p):ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï Õ�ÒÏÝÁÅÔ �ÅÒÅÂÏÒ ÎÁÂÏÒÏ× �ÒÉ �ÏÉÓËÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ (2) �Ï ÍÏÄÕÌÀ p:3. ðÒÉ s = 1; : : : ; d ÎÁÈÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ u1;s; : : : ; ud;s ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÊ (3), ÒÅÛÁÑ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ (4). �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÕÄÕÔÎÁÊÄÅÎÙ ~m1; : : : ; ~md:4. �ÁË ËÁË ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÁ-ÂÏÒÏÍ ~m1; : : : ; ~md É ÎÁÂÏÒÏÍ m1; : : : ;mn; ÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ ÂÕÄÅÔ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ~mt; 1 � t � d; ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p; ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ËÁÖÄÏÍÕÉÚ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ d:5. äÅÒÅ×ØÑ èÕÁ ìÏ-ËÅÎÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. äÌÑ �ÏÌÎÏÔÙÉÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÏÌÅÚÎÕÀ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ × ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ Ó×ÑÚØ ÔÅÏÒÉÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÒÁ-ÆÏ×.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÚÁÓÅÄÁÎÉÊ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÅ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ× ÏÂÒÁÔÉÌ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Á×ÔÏÒÏ× ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ ÎÁ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÏÓÔØÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØÀ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ, ÒÁ×ÎÏÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, É ÔÅÏÒÉÅÊ ÇÒÁÆÏ×. îÁ ÜÔÏÍÚÁÓÅÄÁÎÉÉ ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÅÍÁ èÕÁ ìÏ-ËÅÎÁ Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ p-ÁÄÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = 0 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÓ �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÏÓÎÏ×Å ×Ù-×ÏÄÁ Ï�ÅÎËÉ �ÏÌÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ [29,. 17{18℄.ðÅÒ×ÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ × �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ Ó×ÏÄÉÌÉÓØ Ë ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÕÓÌÏ×ÉÊ,�ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ, ÒÁ×ÎÏÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p; ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÙ-ÌÏ \�ÏÄÎÑÔØ" ÄÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ p-16



ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ. ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÕÄÁ×ÁÌÏÓØ �ÏÌÕÞÁÔØÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ.÷ ÏÓÎÏ×Õ Ó×ÏÅÊ ÓÈÅÍÙ èÕÁ ìÏ-ËÅÎ �ÏÌÏÖÉÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ×ÚÁÉÍÏ-Ó×ÑÚÉ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ ËÏÒÎÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ�Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ (ÔÅÏÒÅÍÁ ä). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÎ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÒÅ×Ï.5.1. ëÒÉÔÅÒÉÊ, ÔÅÏÒÅÍÁ çÅÎÚÅÌÑ É ÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ. ÷ÚÁÉÍÏ-Ó×ÑÚØ ÔÅÏÒÉÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ �Ï ÍÏÄÕÌÑÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÓÔÅ�ÅÎÑÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ �ÒÏÓÔÏÍ ËÒÉÔÅÒÉÉ [8℄.�ÅÏÒÅÍÁ á. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F (x1; : : : ; xr); r � 1 Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑF (x1; : : : ; xr) = 0× �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ k ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑF (x1; : : : ; xr) � 0 (mod pk):ðÅÒ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï \�ÏÄßÅÍÅ" ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÏ ÒÅÛÅÎÉÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÁËÌÅÍÍÁ çÅÎÚÅÌÑ [30℄.�ÅÏÒÅÍÁ â. ðÕÓÔØ f(x) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉÉ f(x) � g0(x)h0(x) (mod p);ÇÄÅ g0(x) É h0(x) ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÄ×Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g(x); h(x) Ó �ÅÌÙÍÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ,ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x) = g(x)h(x):÷ÅÓØÍÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÌÑ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ ÓÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈîØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈÞÉÓÌÁÈ [8℄. 17



�ÅÏÒÅÍÁ ÷. ðÕÓÔØ F (x1; : : : ; xr) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, Æ | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ(1; : : : ; r) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ s; 1 � s � r; Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ F (1; : : : ; r) � 0 (mod p2Æ+1);�F (1; : : : ; r)�xs � 0 (mod pÆ);�F (1; : : : ; r)�xs 6� 0 (mod pÆ+1):�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ (�1; : : : ; �r) ÔÁ-ËÏÊ, ÞÔÏ F (�1; : : : ; �r) = 0;�1 � 1 (mod pÆ1); : : : ; �r � r (mod pÆr ):óÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÛÌÉ â. ä. â�ÅÒÞ É ë. íÁË ëÜÎÎ [7℄. ïÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ Dn(F ); ÎÁÚ×ÁÎÎÏÅ ÉÍÉ \ÄÉÓËÒÉÍÉ-ÎÁÎÔÏÍ" ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F = F (x1; : : : ; xr) Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ Dn(F ) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁF É ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. äÁÌÅÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÎÁÉ×ÙÓÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ R ÞÉÓÌÁ p; ×ÈÏÄÑÝÕÀ × Dn(F ):�ÅÏÒÅÍÁ ç. ðÕÓÔØ F (x1; : : : ; xr) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, R | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, É �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ �Å-ÌÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (1; : : : ; r) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÅ F (1; : : : ; r) � 0 (mod pR):�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ (�1; : : : ; �r) ÔÁ-ËÏÊ, ÞÔÏ F (�1; : : : ; �r) = 0;�1 � 1 (mod pR); : : : ; �r � r (mod pR):ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ çÅÎ-ÚÅÌÑ { òÙÞÌÉËÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ × [1℄.5.2. äÅÒÅ×ØÑ èÕÁ ìÏ-ËÅÎÁ ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ, ÒÁ×ÎÏÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÏ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ Ë �ÏÎÑÔÉÀ18



ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÏÚÎÉËÌÁ × Ó×ÑÚÉ ÎÁÈÏ-ÖÄÅÎÉÅÍ Ï�ÅÎÏË �ÏÌÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍèÕÁ ìÏ-ËÅÎÁ [29℄ �ÒÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÈÏ-ÄÉÍÏÓÔÉ ÏÓÏÂÏÇÏ ÒÑÄÁ × �ÒÏÂÌÅÍÅ �ÅÒÒÉ.ðÕÓÔØ p | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É l � 1 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÕÓÔØ f1(x) = f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ nÓ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ËÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ pl: ðÕÓÔØ �0 � 0 |ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p�0 ÄÅÌÉÔ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎÁ f1(x): ðÕÓÔØ x1 | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑp��0f1(x) � 0 (mod p); 0 � x1 < p:ðÏÌÏÖÉÍ f2(x) = p�0f1(px+ x1):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ f2(x) ×ÍÅÓÔÏ f1(x) É ÍÏÄÕÌØ pl��0 ×ÍÅÓÔÏ ÍÏÄÕÌÑ pl:�ÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁÉ×ÙÓÛÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ �1 ÞÉÓÌÁ p ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ p�1 ÄÅÌÉÔ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f2(x): éÍÅÅÍ �1 � 1: ðÕÓÔØ, ÔÅ�ÅÒØ,x2 | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑp��1f2(x) � 0 (mod p); 0 � x2 < p:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f3(x) É ÍÏÄÕÌØ pl��0��1 É Ô. Ä.ðÏÓÌÅ s ÛÁÇÏ× �ÏÌÕÞÉÍ �0 + � � � + �s�1 � l; ÎÏ �0 + � � � + �s�2 < l;É ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ gl(x) ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ pl�(�0+���+�s�2):óÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) � 0(mod pl) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚx1 + px2 + � � �+ ps�1xs: (1)ðÕÓÔØ, ÔÅ�ÅÒØ, k; 1 � k � s É g(x) = fk(x): �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ ä. ðÕÓÔØ g(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É a | ËÏÒÅÎØ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ m ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑg(x) � 0 (mod p):ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, u | ÎÁÉ×ÙÓÛÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÁ p; ÄÅÌÑÝÁÑ ×ÓÅ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h(x) = g(px + a): �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ (ÓÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ) ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑp�uh(x) � 0 (mod p);19



ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ u ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ m:íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ (1) ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) � 0 (mod pl) �Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÅ ä ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÄÅÒÅ×ØÅ× × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = f1(x): ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÄÅÒÅ×ØÅ× ÒÁ×ÎÏ n1 � n: éÈ ×ÅÒÛÉÎÙ a1;u; 1 � u � n1; ÏÔ×ÅÞÁÀÔÒÅÛÅÎÉÑÍ x1 = x1;u ËÒÁÔÎÏÓÔÉ mu ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ f1(x) � 0 (mod p): äÌÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÄÎÏ ÄÅÒÅ×Ï ××ÅÄÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ a0: ðÒÏ×Å-ÄÅÍ ÉÚ ÎÅÅ n1 ÒÅÂÅÒ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ a1;u; 1 � u � n1: äÁÌÅÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ a1;u; 1 � u � n1; �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ mu; ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÔ ÒÅÛÅÎÉÑÍ x1 + px2 = x1;u + px2;u;v; 1 � u � n1; 1 � v � mu;ËÒÁÔÎÏÓÔÉ mu;v � mu:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÒÎÑ (1) ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) � 0(mod pl) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅÔ×Ø �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÙ s. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÒÎÅÊ (1) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n:ó×ÑÖÅÍ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ÓÈÅÍÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ, ÒÁ×ÎÏÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Ó Ï�ÅÎËÏÊ ÍÏÄÕÌÑ ÔÒÉÇÏÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ.ðÕÓÔØ (an; : : : ; a1; p) = 1 É g(x) = anxn+� � �+a1x+a0 |ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÓ �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÓÌÅÄÕÑ èÕÁ ìÏ-ËÅÎÕ, ÒÅÛÅÎÉÅ x0 + px + � � � + prxrÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ g0(x) � 0 (mod pl): ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× g1(x); : : : ; gr(x) É ÎÁÂÏÒ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ u1; : : : ; ur ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ pu1g1(x) = g(x0 + px)� g(x0);ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g1(x) × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÓ p:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ gs(x); s = 2; : : : ; r;pusgs(x) = gs�1(xs�1 + px)� gs�1(xs�1) == p�u1�����us�1 �g(x0 + px1 + � � �+ ps�1xs�1 + psxs)��g(x0 + px1 + � � �+ ps�1xs�1)� :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ us; s = 1; : : : ; r ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍn � u1 � u2 � � � � � ur � 2;É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ p�; � = r + nl � 0:5u1(u1 � 1)� � � � � 0:5ur(ur � 1):20



ðÏÌÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �Ï ÍÏÄÕÌÀ qÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÕÍÍÕ ×ÉÄÁS = S(q; f(x)) = qXx=1 e2�i f(x)q ;ÇÄÅ q > 1 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É f(x) = anxn+� � �+a1x| ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÓ �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.ðÏÌÏÖÉÍ w = h lnnln p i :�ÅÏÒÅÍÁ å. ðÕÓÔØ g(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ Ó p; É� ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑp��g0(x) � 0 (mod p);ÇÄÅ � | ÎÁÉ×ÙÓÛÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÁ p; ÄÅÌÑÝÁÑ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ g0(x): �ÏÇÄÁ �ÒÉ l > 2w + 1 ÉÍÅÅÍpl�1Xx=1 e 2�ig(�+px)pl = 0:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏS(pl; f(x)) =X� pu1�1e f(�)pl pl�u1Xx=1 e 2�if1(x)pl�u1 ;ÇÄÅ � �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �Ï ×ÓÅÍ ËÏÒÎÑÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑp��f 0(x) � 0 (mod p):5.3. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ, ÒÁ×ÎÏÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. úÄÅÓØ ÍÙ�ÏÓÔÒÏÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑF (x1; : : : ; xr) � 0 (mod pl);ÇÄÅ F (x1; : : : ; xr) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ Ó p; r >1; a(0; : : : ; 0) = 0 ÉF (x1; : : : ; xr) = n1Xt1=0 � � � nrXtr=0 a(t1; : : : ; tr)xt11 : : : xtrr :21



òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ xs;0+pxs;1+ � � �+ptxs;t; s = 1; : : : ; r ÓÉÓÔÅÍÙÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ 8<:F 0x1(x1; : : : ; xr) � 0 (mod pl);: : : : : :F 0xr(x1; : : : ; xr) � 0 (mod pl):ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× F1(x1; : : : ; xr); : : : ;Ft(x1; : : : ; xr) É ÎÁÂÏÒ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ u1; : : : ; ut ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÊpu1F1(x1; : : : ; xr) = F (x1;0 + px1; : : : ; xr;0 + pxr)� F (x1;0; : : : ; xr;0);ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F1(x1; : : : ; xr) × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ×ÚÁÉÍ-ÎÏ �ÒÏÓÔÙ Ó p:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Fs(x1; : : : ; xr); s =2; : : : ; t,pusFs(x1; : : : ; xr) = Fs�1(x1;0+px1; : : : ; xr;0+pxr)�Fs�1(x1;0; : : : ; xr;0):ïÔÓÀÄÁ ÉÍÅÅÍ p�u1�����usFs(x1; : : : ; xr) == F (x1;0+px1;1+� � �+ps�1x1;s�1+psx1; : : : ; xr;0+� � �+ps�1xr;s�1+psxr)��F (x1;0 + px1;1 + � � �+ ps�1x1;s�1; : : : ; xr;0 + pxr;1 + � � �+ ps�1xr;s�1):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ us; s = 1; : : : ; t, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×É-ÑÍ n � u1 � u2 � � � � � ur � 2;É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ p�; � = t+ nl � 0:5ru1(u1 � 1)r � � � � � 0:5rut(ut � 1)r:÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÁÄÉÍÏ�ÅÎËÕ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3, Ó. 77℄).ðÏÌÎÏÊ ËÒÁÔÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÏÍÏÄÕÌÀ q ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÕÍÍÕ ×ÉÄÁS = S(q;F (x1; : : : ; xr)) = qXx1=1 � � � qXxr=1 e2�iF (x1;:::;xr)q ;22



ÇÄÅ q > 1 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉF (x1; : : : ; xr) = n1Xt1=0 � � � nrXtr=0 a(t1; : : : ; tr)xt11 : : : xtrrÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.÷ ÏÓÎÏ×Å Ï�ÅÎËÉ ÌÅÖÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.ðÏÌÏÖÉÍ n = max (n1; : : : ; nr); w = h lnnln p i :�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ F (x1; : : : ; xr) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙ Ó p; É (�1; : : : ; �r) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ8<:p��1F 0x1(x1; : : : ; xr) � 0 (mod p);: : : : : :p��rF 0xr (x1; : : : ; xr) � 0 (mod p):ÇÄÅ �s; s = 1; : : : ; r | ÎÁÉ×ÙÓÛÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÁ p; ÄÅÌÑÝÁÑ ×ÓÅ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ F 0xs(x1; : : : ; xr): �ÏÇÄÁ �ÒÉ l > 2w+1 ÉÍÅÅÍpl�1Xx1=1 � � � pl�1Xxr=1 e 2�iF (�1+px1;:::;�r+pxr)pl = 0:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏS(pl;F (x1; : : : ; xr)) == X(�1;:::;�r) pr(u1�1)eF (�1;:::;�r)pl pl�u1Xx1=1 � � � pl�u1Xx1=1 e 2�iF1(x1;:::;xr)pl�u1 s ;ÇÄÅ ÎÁÂÏÒÙ (�1; : : : ; �r) �ÒÏÂÅÇÁÀÔ �Ï ×ÓÅÍ ËÏÒÎÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ8<:p��1F 0x1(x1; : : : ; xr) � 0 (mod p);: : : : : :p��rF 0xr (x1; : : : ; xr) � 0 (mod p):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÊËÒÁÔÎÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ, ÒÁ×-ÎÏÍÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ p: ïÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÜÔÏÊÓÕÍÍÙ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÁÊÔÉ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ä �ÏËÁ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ.23
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ï óìïöîïó�é éîäé÷éäõáìøîùèâõìå÷ùè æõîëãéêî. ð. òÅÄØËÉÎ (íÏÓË×Á)ïÄÎÏ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ |ÜÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ, × ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× [1℄ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. óÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÁ ÜÔÁ�Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÙÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ. úÄÅÓØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ É ÎÏ×ÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �Ï ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÀ.ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÏÍ ÚÁÍÅÎÙÂÁÚÉÓÁ.òÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ Ó�ÏÓÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖ-ÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÚÁÞÁÓÔÕÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅÂÁÚÉÓÙ, É ÄÁÖÅ ÔÅ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÏÓÔØÀ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÅÔÏÄ �ÚÁÂÉ×ÁÎÉÑ� �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈÓÈÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ [2℄), ×Ó£-ÔÁËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÂÁÚÉÓÏ×, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÎÅÂÏÌØ-ÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÄÏ×. ïÄÎÁËÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÓÈÅÍ × �ÒÏÓÔÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ �ÏÌÕ-ÞÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ ÓÈÅÍ × ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ. óÕÔØÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ [3℄ Ë �ÏÌÕÞÅÎÉÀ ÎÏ×ÙÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏËÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÚÁÍÅÎÅ ÏÄÎÏÇÏ (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏÇÏ)ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ (× ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÂÏÌÅÅ �ÒÏ-ÓÔÏÊ ÂÁÚÉÓ. (íÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ, �ÕÓÔØ ÄÁÖÅ É ÏÔÄÁÌ£ÎÎÕÀ,ÁÎÁÌÏÇÉÀ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÒÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÉ.)ðÕÓÔØ B | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÎÙÊ) ÂÁÚÉÓ Ó �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á S | ÓÈÅÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ B. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ,ÓÕÍÍÕ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÈÅÍÙS É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ LB(F ). äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ × ÂÁÚÉ-ÓÅ B ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f �ÏÌÏÖÉÍ LB(f) = minLB(S), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ f . þÉÓÌÏ LB(f)ÚÁÄÁ£Ô �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ×ÂÁÚÉÓÅ B (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f); ÓÈÅÍÕ S × ÂÁ-ÚÉÓÅ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉLB(S) = LB(f).ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ B, B0 É ÂÁÚÉÓ B ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E1; : : : ; Ea Ó ×ÅÓÁÍÉ P (E1); : : : ; P (Ea), Á ÂÁ-ÚÉÓ B0 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E01; : : : ; E0b Ó ×ÅÓÁÍÉ P (E01); : : : ; P (E0b).26



ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ E1; : : : ; Ea ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ �1; : : : ; �a, Á ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ E01; : : : ; E0b | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÉ �01; : : : ; �0b. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÏÄ-ÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× × ÒÁÚÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.ðÕÓÔØ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ ÓÈÅÍÏÊ × ÂÁÚÉÓÅB0, Á ÆÕÎË�ÉÉ ÂÁÚÉÓÁ B0 ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ÓÈÅÍÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ B É ×Ù�ÏÌ-ÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑLB(�0i) � P (E0i); 1 � i � b: (1)�ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLB0(f) � LB(f): (2)ðÒÉ×ÅÄ£Í �ÒÉÍÅÒÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.ðÒÉÍÅÒ 1. ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÒÏ-ÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ÏÚØÍ£Í ÂÁÚÉÓ B0 ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E01, E02, E03, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÉ �01 = x1& : : :&xl, �02 = x1 _ : : : _ xl, �03 = x, ÇÄÅl | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÔÒ£È, Á ×ÅÓËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å (Ô. Å. ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅÊ). îÁÊÄ£Í ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ fn2 (~x) = W1�i<j�n xixj ÓÈÅÍÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ B0.÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ L0B(fn2 ) . 2nl�1 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÉ í.é. çÒÉÎÞÕËÁ ÉÚ [4℄, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ fn2 ××ÉÄÅ fn2 (x1; : : : ; xn) = fm2 (y1; : : : ; ym) _ fm2 (z1; : : : ; zm);ÇÄÅ m = dpn e, Á ËÁÖÄÁÑ ÎÏ×ÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ yi (É zi) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÄÉÚßÀÎË�ÉÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ fx1; : : : ; xng.îÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ �ÏÌÕÞÉÍ ÚÁÍÅÎÏÊ ÂÁÚÉÓÁ B0 ÎÁ ÎÏ×ÙÊ ÂÁÚÉÓ B,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÊ ËÏÎßÀÎËÔÏÒ, Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÊ ÄÉÚßÀÎËÔÏÒÉ ÉÎ×ÅÒÔÏÒ. ÷ÅÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ B �ÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÙÍ 1l�1 ; ×ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÂÕÄÕÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ1 ÉÚ [4℄ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ B × ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÅ ÄÌÑ fn2 ÎÅÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 2n � 3; ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ ×ÂÁÚÉÓÅ B ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ fn2 ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ 2n�3l�1 , Ô. Å.LB(fn2 ) � 2n� 3l � 1 : (3)27



ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (2) É (3) �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕLB0(fn2 ) � 2n� 3l � 1 ;ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ó �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ �ÒÉ ÒÁÓÔÕ-ÝÅÍ n ÄÁ£Ô ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ LB0(fn2 ) � 2nl � 1 :ðÒÉÍÅÒ 2. ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÍÁÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍÅÄÉÎÉ�.÷ÏÚØÍ£Í ËÌÁÓÓ Fn;k, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔn �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Õ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ kÎÁÂÏÒÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÚ×ÅÓÔÎÁ [5℄ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ Fn;k × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1 � k � log2 n�  log2 log2 n; (4)ÇÄÅ  | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ Â�ÏÌØÛÁÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Á ÂÁÚÉÓ B ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ, ËÒÏÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ x � y É x � y � 1; ×ÅÓ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÚÄÅÓØ�ÒÉÍÅÒÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (4) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, Á ÂÁÚÉÓ B0ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2l+1 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÉx�11 & : : :&x�ll É ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ x�11 _ : : : _ x�ll , ÇÄÅ �1; : : : ; �l 2 f0; 1g,Á l | ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÔÒ£È; ×ÅÓ ËÁÖÄÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å.ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ Fn;k,ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Õ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ f�1; : : : ;f�k, ÇÄÅ e�i =(�i;1; : : : ; �i;n), i = 1; : : : ; k. ðÕÓÔØMf | ÜÔÏ (k�n)-ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÔÒÏËÁ-ÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ f�1; : : : ;f�k, Á j-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ xj , j = 1; : : : ; n. óÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù Mf ÒÁÚÏÂØ£Í ÎÁ ÇÒÕ�-�Ù ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÔÏÌÂ�Ï×; ÞÅÒÅÚ Me� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÕ�-�Õ ÓÔÏÌÂ�Ï×, Ô. Å. �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ ÍÁÔÒÉ�Ù Mf , ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ×ÓÅÈÓÔÏÌÂ�Ï×, ÒÁ×ÎÙÈ e� (ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ e� ÇÒÕ��ÙMe� ÍÏÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ �Õ-ÓÔÙÍÉ). îÅ�ÕÓÔÕÀ ÇÒÕ��Õ ÓÔÏÌÂ�Ï× Me� ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× e� É × ÜÔÉÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁËÎÕÌÉ, ÔÁË É ÅÄÉÎÉ�Ù; �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÉÚ ÓÉÌØÎÏÊÇÒÕ��Ù, ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÉÌØÎÙÍÉ.28



�ÅÏÒÅÍÁ 2.ðÕÓÔØ Õ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Fn;kn ÉÍÅÅÔÓÑ mnÓÉÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fkng �ÒÉ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (4). �ÏÇÄÁLB0(f(x1; : : : ; xn)) � n+mnl� 1 :ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �Ï-ÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ �ÕÔ£Í ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÓÈÅÍÙ S, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ-ÎÏÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 5 ÉÚ [5℄. îÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔÂÁÚÉÓÁ B0 Ë ÎÏ×ÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ B ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×ÙÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y, ËÒÏÍÅ x � y, x � y � 1. ÷ÅÓ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ B �ÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÙÍ 1l�1 ; ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ,ÕÓÌÏ×ÉÅ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ.óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ (1) ÉÚ [5℄ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ B × ÌÀÂÏÊÓÈÅÍÅ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; : : : ; xn) ÉÚ Fn;kn Ó mn ÓÉÌØÎÙÍÉ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n+mn. ðÏÜÔÏÍÕ �Ï ÔÅÏ-ÒÅÍÅ 1 ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ f × ÂÁÚÉÓÅ B0 ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ n+mnl�1 .ðÕÓÔØ B = f�1; : : : ; �8g | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÌÉÂÏ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ x�&y�, ÌÉÂÏ ÄÉÚß-ÀÎË�ÉÑ x�_y� , ÇÄÅ �; � 2 f0; 1g. ðÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ l, l � 3,ÞÅÒÅÚ B0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÔ l �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xl É ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÄ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ l � 1 ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚ B. ðÏÈÏÖÉÊ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅÓÌÏÖÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÅ�ÅÒØ,ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÈÅÍÙ (ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÍÁÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ�) ×ÂÁÚÉÓÅ B0, �ÏÌÁÇÁÑ ×ÅÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å.íÅÔÏÄ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÉÍÅÎÉÍ É Ë ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÓÑ ÓÈÅ-ÍÁÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; �ÏËÁÖÅÍ, ËÁË × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ [6℄.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÈÅÍÙ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÁÄ£ÖÎÙÅ ÉÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ÷ÓÑËÉÊ ÎÁÄ£ÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÉÍÅÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅÓ É ×ÓÅÇÄÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÒÉ�É-ÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ B. ÷ÓÑËÉÊ ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÁËÖÅ ÉÍÅ-ÅÔ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ×ÅÓ É × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ B, Á × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ |ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ Æ(Æ 2 f0; 1g). óÈÅÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ29



ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á Æ, ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ × ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÎÁ ÒÅÁÌÉÚÕ-ÅÔ ÔÕ ÖÅ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ, ÞÔÏ É �ÒÉ ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ×ÓÅÈ Å£ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ) ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁËÉ ×ÙÛÅ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÔÅ�ÅÒØ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ k-ÓÁ-ÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÓÑ ÓÈÅÍÁÍ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈÂÁÚÉÓÁ B = f�1; : : : ; �ag É B0 = f 1; : : : ;  bg. ðÅÒ×ÙÊ ÂÁÚÉÓ B ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÎÁÄ£ÖÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ D1; : : : ; Da Ó ×ÅÓÁÍÉ P (D1); : : : ; P (Da),ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÉ �1; : : : ; �a, É ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ E1; : : : ; Ea Ó ×ÅÓÁÍÉ P (E1); : : : ; P (Ea), ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ (× ÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ) ÔÅ ÖÅ ÓÁÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �1; : : : ; �a. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ×ÔÏÒÏÊ ÂÁÚÉÓ B0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÄ£ÖÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F1; : : : ; Fb Ó ×Å-ÓÁÍÉ P (F1); : : : ; P (Fb) É ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ G1; : : : ; Gb Ó ×ÅÓÁÍÉP (G1); : : : ; P (Gb); ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁB0 ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ  1; : : : ;  b.âÁÚÉÓ B ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ B0, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÄ£ÖÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ Fi ÂÁÚÉÓÁ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÓÈÅÍÁ (ÂÌÏË) F �i ÉÚ ÎÁÄ£ÖÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÁÚÉÓÁ B É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÁÄ£ÖÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Gi ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÓÈÅÍÁ G�i ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÁÚÉÓÁ B ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ:1) �ÏÄÓÈÅÍÁ F �i ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ  i É LB(F �i ) � P (Fi);2) �ÏÄÓÈÅÍÁ G�i ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ (�ÒÉ ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ×ÓÅÈ Å£ ÎÅ-ÎÁÄ£ÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÆÕÎË�ÉÀ  i É LB(G�i ) � P (Gi);3) �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ × �ÏÄÓÈÅÍÅ G�i ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÜÔÏÊ �ÏÄÓÈÅÍÙ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁ-ÂÏÒÅ (ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) � = (�1; : : : ; �ri) ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ  i(e�),ÌÉÂÏ Æ (i = 1; : : : ; b).�ÅÏÒÅÍÁ 3.ðÕÓÔØ ÂÁÚÉÓ B ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ B0, Á f |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ. �ÏÇÄÁLkB0(f) � LkB(f);ÇÄÅ ×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ k ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ k-ÓÁÍÏËÏÒ-ÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÓÑ ÓÈÅÍÙ.ðÒÉ×ÅÄ£Í �ÒÉÍÅÒ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 3. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [7℄ ÎÁÊÄÅÎÙÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉ-ÓÁÈ B = fx&y; x _ y; xg É B1 = fx&y; x _ yg ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ fn2 × ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ30



ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á Æ, Æ 2 f0; 1g, ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ ÜÔÏÊ ÒÁ-ÂÏÔÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÅÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÄ£ÖÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÅÎ p,Á ×ÅÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÁÄ£ÖÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÅÎ 1, É ÂÙÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ.äÌÑ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅ B × ÓÌÕÞÁÅ p � k + 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÏÅ (�ÒÉ n!1) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLkB(fn2 ) � (k + 2)n; (5)Á ÄÌÑ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅ B1 �ÒÉ Æ = 0 É p > 0 �ÏÌÕÞÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁLkB1(fn2 ) � n �minf2p; k + 2g:úÁÍÅÎÉÍ × ÂÁÚÉÓÁÈ B É B1 Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÅ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÙ É ÄÉÚß-ÀÎËÔÏÒÙ ÎÁ l-×ÈÏÄÏ×ÙÅ, l � 3, ÏÓÔÁ×ÌÑÑ �ÒÅÖÎÉÅ ×ÅÓÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ô. Å.p ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÄ£ÖÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É 1 ÄÌÑ ÎÅÎÁÄ£ÖÎÏÇÏ, É �ÅÒÅÊÄ£ÍË ÎÏ×ÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ B0 É B01 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÒÕÀÝÉÈÓÑ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ fn2 , �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ, �ÏÞÔÉ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ × [6℄. á ×ÏÔÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3. ÷ ÉÔÏÇÅ�ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 4.äÌÑ ÂÁÚÉÓÁ B0, ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á Æ (Æ 2 f0; 1g) ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, p � k + 1É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ fn2 , n = 2; 3; : : :, ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï LkB0(fn2 ) � (k + 2)nl � 1 :�ÅÏÒÅÍÁ 5.äÌÑ ÂÁÚÉÓÁ B01, ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á 0 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, p � 1 É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ fn2 , n = 2; 3; : : :, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLkB0(fn2 ) � n �minf2p; k + 2gl � 1 :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÂÁÚÉÓÏ× B É B0, Á ÔÁËÖÅ B1 É B01ÍÏÖÎÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ ×ÅÓÁ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉ-ÓÁÈ B É B0 ÒÁ×ÎÙÍÉ pl�1 , Á ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÈ | ÒÁ×ÎÙÍÉ 1l�1 É ÒÅÁÌÉÚÏ-×ÁÔØ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ É ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ÒÁÎÇÁ l Ó �ÏÍÏÝØÀ �Å�ÏÞÅË ÄÌÉÎÙl � 1 ÉÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÅÒ×ÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ fn2 ÂÙ-ÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ í.é. çÒÉÎÞÕËÏÍ [4℄ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×31



ÂÁÚÉÓÁ fx&y; x _ y; xg (ÉÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ fx&y; x _ yg), Á ÚÁ-ÔÅÍ × ÒÁÂÏÔÁÈ Á×ÔÏÒÁ [3, 6, 7℄. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÏ× ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ × ÂÁÚÉÓÅÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ. úÁ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ�.é.ëÒÁÓÎÏ×ÏÊ É ÷.í.ëÒÁÓÎÏ×ÙÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ fn2 ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× É ÉÎÙÈÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉf2n ÓÈÅÍÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ B = f&;�g:LB(fn2 ) � 3n(ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ ÚÄÅÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÉÈ). ðÒÉ�ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÓ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÓÌÏÖÎÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÍÅÔÏÄÁ í.é. çÒÉÎÞÕËÁ.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÚÁÂÉ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ×ÈÏÄÁÈ ÓÈÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ. ðÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÎÏ×ÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ �ÒÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝ£ É ÕÞ£Ô ÎÁÌÉÞÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÉÎ×ÅÒÔÏÒÁ × ÌÀÂÏÊ �Å�É, ×ÅÄÕÝÅÊ ÏÔ ×ÈÏÄÁ ÓÈÅÍÙ Ë Å£ ×ÙÈÏÄÕ.÷ [9℄ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÓÑ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ fn2 × ÂÁÚÉ-ÓÅ B = fx&y; 1g. ÷ÅÓÁ ÎÁÄ£ÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÙ p, ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÈ |1; ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÙÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÂÕÌÅ×ÕËÏÎÓÔÁÎÔÕ Æ. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ k, p É Æ,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ p > k + 2, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁLkB(fn2 ) � (k + 2)n:÷ [10℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÓÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ fx&y; xg. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏËÁÖÄÙÊ ÎÁÄ£ÖÎÙÊ ÉÎ×ÅÒÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ p. ëÁÖÄÙÊ ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÊ ÉÎ-×ÅÒÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ 1 É × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ, Á ×ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ | ÎÅËÏÔÏÒÕÀ (ÚÁÄÁÎÎÕÀ) ÂÕÌÅ×Õ ËÏÎÓÔÁÎÔÕÆ. ÷ÓÅ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÎÁÄ£ÖÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ×ÅÓÏÍ. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ k É p, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ p � k + 1,Lk�(fn2 ) � (k + 1)n(ÎÉÖÎÉÊ ÉÎÄÅËÓ ��� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×É-ÄÕ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �ÉÎ×ÅÒÓÉÏÎÎÁÑ� ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÈÅÍ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÆÏÒÍÁÌØÎÏ �ÏÌÁÇÁÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ k = 0, �ÏÌÕÞÉÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕÄÌÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ fn2 .32



÷ [11℄ ÎÁÊÄÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÄÌÑ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅ-ÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ fn2 k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ÓÈÅÍÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅB = fx&y; xg. úÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÓ ÎÁÄ£ÖÎÏÇÏ ËÏÎßÀÎËÔÏ-ÒÁ ÒÁ×ÅÎ p, ÎÅÎÁÄ£ÖÎÏÇÏ | ÅÄÉÎÉ�Å, Á ÉÎ×ÅÒÔÏÒÙ | ÎÁÄ£ÖÎÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ. ëÁÖÄÙÊ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÙÊ ÎÅÎÁÄ£ÖÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ (ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ) ËÏÎÓÔÁÎÔÕ Æ.ðÒÉ p � k + 2 ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅLkB(fn2 ) � (k + 2)n:ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ìÉÎÅÊÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚÕÞÅÎ-ÎÙÈ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÉÈ ÓÈÅ-ÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. òÑÄ ÎÏ×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÕÞÅÎ × ÒÁÂÏÔÁÈ à.á.ëÏÍÂÁÒÏ×Á[12{14℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [12℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ × ÂÁÚÉÓÅ fx ! y; x&yg. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÌÀÂÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ln = x1 � : : : � xn, ln = x1 � : : : � xn � 1 ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 3n � 3 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. åÝ£ ÏÄÉÎ ×ÁÖÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÌÀÂÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ �Ï-�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÂÌÏËÉ (�ÏÄÓÈÅÍÙ) ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×.âÌÏË �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÍÅÅÔ Ä×Á ×ÈÏÄÁ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ E1,E2 �x ! y� É ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ E3 �x&y�, �ÒÉÞ£Í ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E1,E3 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ ÂÌÏËÁ, ×ÙÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E1, E3 ÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÙ ÔÏÌØËÏ ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E2, ×ÙÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉ ×ÙÈÏÄÏÍ ÂÌÏËÁ. âÌÏË ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÂÌÏËÁ �ÅÒ×ÏÇÏÔÉ�Á ÚÁÍÅÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �x ! y� ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �x ! y� É ÜÌÅÍÅÎÔÁ�x! y�, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ �x! y�.íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ln É ln ÓÈÅÍÁÍÉ ×ÂÁÚÉÓÅ B = fE1; : : : ; Ek; E�g, ÇÄÅ 1 � k � 6, ÜÌÅÍÅÎÔÙ E1; : : : ; Ek |ÜÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ fx&y; x_y; x&y; x_y; x&y; x _ yg, Á E� | ÉÎ×ÅÒÔÏÒ,ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × [13℄. úÄÅÓØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ÞÉÓÌÏÍ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅÊ (×ÅÓÁ ÉÎ-×ÅÒÔÏÒÏ× �ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ). õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ln, ln �ÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÒÁ×ÎÁ 3n � 3. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈÓÈÅÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ n� 1 ÎÅ�Å-33



ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ� ÂÌÏËÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �Ï ÔÒÉ Ä×ÕÈ×ÈÏ-ÄÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (É ÅÝ£, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÂÅÓ�ÌÁÔÎÙÈ� ÉÎ×ÅÒ-ÔÏÒÏ×, ×ÚÑÔÙÈ × ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å).÷ ÒÁÂÏÔÅ [14℄ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ×ÓÅÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ ×ÂÁÚÉÓÅ fx&y; x _ y; xg, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ l É l. ëÁ-ÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÈÅÍ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ n� 1 ×ÚÁÉÍÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ�ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ� ÂÌÏËÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÌÏËÏ× (×ÓÅÇÏ ÉÈ 2)�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÈÅÍÕ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ l2, l2.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ� 11-01-00508. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. òÅÄØËÉÎ î. ð. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.÷Ù�. 23. | í.: îÁÕËÁ, 1970. | ó. 83{101.3. òÅÄØËÉÎ î. ð. ïÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÍÎÏÇÏ×ÈÏÄÏ×ÙÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2010. |�. 22, � 1. | ó. 50{57.4. çÒÉÎÞÕË í. é. ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.÷Ù�. 52. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË. éÎ-Ô ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ óï òáî, 1992. | ó. 41{48. 5. òÅÄØËÉÎ î. ð. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÍÁÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍÅÄÉÎÉ� // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2004. | �. 16, � 4. | ó. 20{31. 6. òÅÄØËÉÎ î. ð. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁ-ÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÝÉÈÓÑ ÓÈÅÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÚÁÍÅÎÙ ÂÁÚÉÓÁ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË.ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎ. | 2010. | � 3. | ó. 14{18.7. òÅÄØËÉÎ î. ð. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉ-ÒÕÀÝÉÅÓÑ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1996. | �. 3,� 2. | ó. 62{79.8. ëÒÁÓÎÏ×Á �. é. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÏÄ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ.óÅÒ. 15. ÷ÙÞÉÓÌÉÔ. ÍÁÔÅÍ. É ËÉÂÅÒÎ. | 2009. | � 3. | ó. 53{56.9. ëÒÁÓÎÏ× ÷. í. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ÓÈÅÍ ÄÌÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄ-ÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É Å£ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ� (íÏÓË×Á,34



1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁ-ËÕÌØÔÅÔÁ íçõ. | 2010. | ó. 117{119.10. ëÒÁÓÎÏ×Á �. é. ïÂ ÉÎ×ÅÒÓÉÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉ-ÒÕÀÝÉÈÓÑ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÁ É Å£ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ� (íÏÓË×Á, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.). | í.: éÚÄ-×ÏÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ. | 2010. | ó. 120{122.11. ëÒÁÓÎÏ×Á �. é. ï ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉ-ÒÕÀÝÉÈÓÑ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉ-ÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÉÀÎÑ 2011 Ç.). |îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. |2011. | ó. 246{249.12. ëÏÍÂÁÒÏ× à. á. ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅfx ! y; x&yg // �ÒÕÄÙ VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� (íÏÓË×Á, 6{9 Á�ÒÅ-ÌÑ 2009 Ç.). | í.: íáëó ðÒÅÓÓ. | 2009. | ó. 145{149.13. ëÏÍÂÁÒÏ× à. á. ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅËÏÔÏÒÏÍÂÁÚÉÓÅ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ðÒÏÂÌÅ-ÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÉÀÎÑ2011 Ç.). | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÎÉ×ÅÒ-ÓÉÔÅÔÁ. | 2011. | ó. 215{218.14. ëÏÍÂÁÒÏ× à. á. ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎ. |2011. | � 6. | ó. 41{44.
óéó�åíù õðòá÷ìåîéñ ëïîæìéë�îùíéðï�ïëáíé îåïäîïòïäîùè �òåâï÷áîéêé ðòéîãéð ìñðõîï÷á{ñâìïîóëïçïí. á. æÅÄÏÔËÉÎ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ×�ÅÒ×ÙÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÅËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊÓ�ÏÓÏÂ Ï�ÉÓÁÎÉÑ É ÉÚÕÞÅÎÉÑ �ÏÔÏËÏ× Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ó ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ Ó×ÑÚÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ É ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ35



ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË. ðÒÉ ÜÔÏÍ × �ÏÔÏËÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ Ä×Á ÔÉ�Á ÔÒÅÂÏ×Á-ÎÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ó ÍÅÄÌÅÎÎÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ É ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÓ ÂÙÓÔÒÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÔÒÅÂÏ×Á-ÎÉÊ �ÏÔÏËÁ. �ÁËÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ó ÂÙ-ÓÔÒÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÉÍÅÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÇÏÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ó ÍÅÄÌÅÎ-ÎÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ.äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (
;F ;P(�)).úÄÅÓØ 
 | ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÙÊ ÉÓÈÏÄ, ! 2 
 | Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÉÓÈÏÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ �ÒÏ-�ÅÓÓÙ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÉÈÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ É Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÍÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÌÀÄÁÅ-ÍÙÈ ÉÓÈÏÄÏ× A � 
 ÄÁÎÎÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �-ÁÌÇÅÂÒÕF , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ P(�). éÎÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕ-ÄÅÍ Ñ×ÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌ ! ËÁË ÁÒÇÕÍÅÎÔ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÆÕÎË�ÉÊÉÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎ. ïÄÎÁËÏ, ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (
;F ;P(�)). ðÕÓÔØ�j(t) = �j(!; t) �ÒÉ t � 0 �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÔÉ�Ï× ÔÒÅÂÏ-×ÁÎÉÊ �ÏÔÏËÁ �j , �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÉÈ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÚÁ ×ÒÅÍÑ[0; t). �ÏÇÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ f�j(t) : t � 0g| Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �ÏÔÏËÁ. ÷ [1℄ ÄÁÎÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÇÄÁ É �ÒÉ ËÁËÉÈÕÓÌÏ×ÉÑÈ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÅÏÒÄÉÎÁÒÎÙÅ �ÏÔÏËÉ ðÕÁÓÓÏÎÁ �j , ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï 'j(k; t) = P(f! : �j(!; t) = kg), k � 0, ÉÚ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: 'j(0; t) = e��jt, 'j(1; t) = �jtpje��jt,'j(k; t) = e��jt [ k2 ℄Xw=0 [ k�2w3 ℄Xv=0 pk�2w�3vj qwj svj (�jt)k�w�2vw!v!(k � 2w � 3v)! ; k � 2:úÄÅÓØ �j > 0 | ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊÓ ÍÅÄÌÅÎÎÙÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ. ÷ ÌÀÂÏÊ ×ÙÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔÏÄÎÁ ÚÁÑ×ËÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ pj , Ä×Å | Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ qj , ÔÒÉ | Ó×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ sj É pj+qj+sj = 1. îÅÏÒÄÉÎÁÒÎÙÅ �ÏÔÏËÉ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á,ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× �j , pj É qj , ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ�j = �(�j ; pj ; qj).2. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ðÒÉ ËÉ-ÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ [2℄ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÓÌÕ-ÖÉ×ÁÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÈÅÍÕ, ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÆÕÎË�ÉÀ. óÈÅÍÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÂÌÏËÉ: a) ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÈÏÄÎÙÅ �ÏÔÏËÉ �1 = �(�1; p1; q1); �2 = �(�2; p2; q2);..., �m = �(�m; pm; qm) ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ | �ÅÒ×ÙÊ ÕÒÏ-×ÅÎØ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÌÀÓÏ×; b) ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÏÔÏËÉ ÎÁ-36



ÓÙÝÅÎÉÑ �(Î)1 ; �(Î)2 ; ..., �(Î)m (×ÙÈÏÄÎÙÅ �ÏÔÏËÉ �ÒÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÚÁ-ÇÒÕÚËÅ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ) | ×ÔÏÒÏÊ ÕÒÏ-×ÅÎØ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÌÀÓÏ×; ) ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÎÁËÏ�ÉÔÅÌÉ N (1); N (2); ...,N (m) ÏÞÅÒÅÄÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï �ÏÔÏËÁÍ �1; �2; ..., �m | ×ÎÅÛ-ÎÑÑ �ÁÍÑÔØ; d) ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á Æ1, Æ2, . . . , Æm �Ï ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÄÉÓ�É�ÌÉÎÙÏÞÅÒÅÄÅÊ × ÎÁËÏ�ÉÔÅÌÑÈ | ÂÌÏË �Ï �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÎÅÛ-ÎÅÊ �ÁÍÑÔÉ; e) ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï Ó 2m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ �(1),�(2), . . . , �(2m) | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ �ÁÍÑÔØ; f) �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ �ÅÒÅ-ËÌÀÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �(r) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �(r+1) �ÒÉ r < 2m É × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ�(1) �ÒÉ r = 2m, | ÂÌÏË �Ï �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ�ÁÍÑÔÉ; g) ×ÙÈÏÄÎÙÅ �ÏÔÏËÉ �1, �2, . . . , �m | ×ÙÈÏÄÎÙÅ �ÏÌÀÓÁ.ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÔÁËÉÈ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 1 × ÒÁÂÏÔÅ [2℄. îÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÞÅÒÅÄÅÊ × ÎÁËÏ�ÉÔÅÌÑÈ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á, ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÔÏ-ËÏ×, �ÏÔÏËÏ× ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ É �ÏÔÏËÏ× ÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ. îÏÍÅÒÁ ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÎÙÈ�ÏÔÏËÏ×, �ÏÔÏËÏ× ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ, ×ÙÈÏÄÎÙÈ �ÏÔÏËÏ×, ÎÁËÏ�ÉÔÅÌÅÊ, ÍÅÈÁ-ÎÉÚÍÏ× ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÞÅÒÅÄÅÊ É ÎÏÍÅÒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅ-ÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÚÁÄÁÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÌÏËÏ× ÎÁ ÓÈÅÍÅ. æÕÎË�ÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜÔÏ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÆÌÉËÔÎÙÍÉ [2℄ �ÏÔÏËÁÍÉ (ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÉÌÉ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ) É ÎÅ�ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÍ j 2 f1; 2; : : : ;mg × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �(2j�1) × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ T2j�1ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ [2℄ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÎÉÑ �ÏÔÏËÁ �j × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÎÅ ÂÏÌÅÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ lj = [�jT2j�1℄,Á × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �(2j) × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ T2j ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔÓÑ ÏÂÓÌÕÖÉ×Á-ÎÉÅ �ÏÔÏËÏ×. úÄÅÓØ �ÁÒÁÍÅÔÒ ��1j Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÂÓÌÕ-ÖÉ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ �ÏÔÏËÁ �j , ÉÌÉ �j ÅÓÔØ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ �ÏÔÏËÁÎÁÓÙÝÅÎÉÑ �(Î)j .ðÕÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÙ �i, i = 0, 1, . . . , ÓÕÔØ ÍÏÍÅÎÔÙ �ÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÊÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÏÔÓÌÅ-ÖÉ×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ×ÅÌÉÞÉÎ × ÄÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ�ÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. óÌÕÞÁÊÎÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï � = f�i; i = 0; 1; : : : g. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � , ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÓÌÕÞÁÊÎÙ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ T1, T2, . . . , T2m Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ,É ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÂÓÌÕÖÉ×Á-37



ÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ �0. ðÒÉ j = 1;m Éi � 0 ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ: 1) �j;i |ÞÉÓÌÏ ÚÁÑ×ÏË �ÏÔÏËÁ �j ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�i; �i+1); 2) �j;i | ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÑ×ÏË �ÏÔÏËÁ �j , ËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÏÖÅÔÏÂÓÌÕÖÉÔØ ÚÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË [�i; �i+1); 3) �i | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀ-ÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [�i; �i+1); 4) �j;i | ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÂÏ×Á-ÎÉÊ �ÏÔÏËÁ �j × ÓÉÓÔÅÍÅ × ÍÏÍÅÎÔ �i; 5) �0j;i | ÞÉÓÌÏ ÚÁÑ×ÏË �ÏÔÏËÁ�j , ËÏÔÏÒÙÅ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏËÉÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ[�i; �i+1); 6) �0j;�1 | ÞÉÓÌÏ ÚÁÑ×ÏË �ÏÔÏËÁ �j , ËÏÔÏÒÙÅ × ÄÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏËÉÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; �0). ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �i, i 2 f0; 1; : : :g, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ� = f�(1);�(2); : : : ;�(2m)g ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á.óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �j;i, 1 � j � m, i � 0, �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á X = f0; 1; : : :g ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ × ÏÞÅÒÅÄÉ.óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �j;i, 1 � j � m, i � 0, ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ 0 ÉÌÉ lj , ÇÄÅ l1, l2, . . . , lm ÓÕÔØ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �0j;i�1, �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á Yj = f0; 1; : : : ; ljg. üÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Yj Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ �ÏËÉÎÕÔØ ÓÉÓÔÅÍÕÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �Ï j-ÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÈ ÂÌÏËÏ× ÓÈÅ-ÍÙ. ÷ÈÏÄÎÏÊ �ÏÌÀÓ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ j (×ÈÏÄÎÏÊ �ÏÔÏË �j)ÂÕÄÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊP(�j;i = kj�i = �(s)) = 'j(k; Ts), k = 0, 1, . . . ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ f�j;i; i � 0g. ÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ �j(b; �(s)),ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å �ÒÉ b = lj É �(s) = �(2j�1), ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å�ÒÉ b = 0 É �(s) 2 � n f�(2j�1)g, É, ÎÁËÏÎÅ�, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ÷ÈÏÄÎÏÊ �ÏÌÀÓ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ j (�ÏÔÏËÎÁÓÙÝÅÎÉÑ �(Î)j ) ÂÕÄÅÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ P(�j;i = bj�i = �(s)) = �(b; �(s)), b = 0, 1, . . . , �(s) 2 �,ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ f�j;i; i � 0g. ÷ÎÅÛÎÀÀ�ÁÍÑÔØ �Ï �ÏÔÏËÕ �j ÂÕÄÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅËÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ f�j;i; i � 0g. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÕÓÔÒÏÊ-ÓÔ×Á �Ï �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÎÅÛÎÅÊ �ÁÍÑÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �j;i+1 = maxf0; �j;i + �j;i � �j;ig. íÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ �ÁÍÑÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ f�i; i � 0g. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u(�) : � ! � ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ u(�(s)) = �(s+1) �ÒÉ 1 � s < 2m É u(�(2m)) = �(1).38



�ÏÇÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á �Ï �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÅ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ �ÁÍÑÔÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ�i+1 = u(�i). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÀÓÁ Ó ÎÏÍÅ-ÒÏÍ j (×ÙÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ �j) ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀf�0j;i; i � 0g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ�0j;i = minf�j;i + �j;i; �j;ig.�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�É u(�(r)) ÒÁ×ÎÏ �(1) �ÒÉ r = 2mÉ ÒÁ×ÎÏ �(r+1) �ÒÉ r = 1; 2; :::; 2m � 1; ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï(�i+1; �j;i+1; �0j;i) = (u(�i);maxf0; �j;i+�j;i��j;ig;minf�j;i+�j;i; �j;ig):�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ j 2 f1; 2; : : : ;mg É ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÉ fP(�0 = �(s); �j;0 = x; �0j;�1 = y) : �(s) 2 �; x 2 X; y 2 Yjg,j 2 f1; 2; : : : ;mg ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ (�0; �j;0; �0j;�1) ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(�i; �j;i; �0j;i�1); i = 0; 1; : : :gÑ×ÌÑÅÔÓÑ Õ�ÒÁ×ÌÑÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �Å�ØÀ ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ��X � Yj ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊfQj;i(�(s); x; y) : �(s) 2 �; x 2 X; y 2 Yjg×ÅËÔÏÒÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f(�i; �j;i; �0j;i�1); i = 1; 2; : : :g ×Ù�ÏÌ-ÎÑÀÔÓÑ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ i ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:Qj;i+1(�(2j); 0; y) = yXv=0Qj;i(�(2j�1); v; 0)'j(y � v;T2j�1);Qj;i+1(�(2j); x; lj) = x+ljXv=0 Qj;i(�(2j�1); v; 0)'j(x+ lj � v;T2j�1);Qj;i+1(�(2j+1); x; 0) = lj�1Xw=0Qj;i(�(2j); 0; w)'j(x;T2j)++ xXv=0Qj;i(�(2j); v; lj)'j(x� v;T2j);Qj;i+1(�(r); x; 0) = xXv=0Qj;i(�(r�1); v; 0)'j(x� v;Tr�1);39



ÇÄÅ �(r) 2 �(j) = � n f�(2j);�(2j+1)g, y 2 f0; 1; : : : ; lj � 1g, x 2 X Éi = 1, 2, . . . .�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï � �X � Yj ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Õ�ÒÁ×ÌÑÅÍÏÊ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉf(�i; �j;i; �0j;i�1); i = 0; 1; : : :gÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ïf(�(r); x; y) : �(r) 2 � n f�(2j)g; x 2 X; y = 1; ljg[[f(�(2j); x; y) : x > 0; y = 0; lj � 1gÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ É ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁS2mr=1Ej(�(r)) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ2m, ÇÄÅ Ej(�(s)) = f(�(s); x; 0): x 2 Xg;�(s) 2 � n f�(2j)g;Ej(�(2j)) = f(�(2j); x; lj): x 2 Xg [ f(�(2j); 0; y) : y = 0; 1; : : : ; lj � 1g:�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ �ÒÉ �(s) 2 � É y 2 Yj ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï �j;i(�(s); z; y) = P1x=0Qj;i(�(s); x; y)zx Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑ-ÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï z, jzj � 1, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Qj;i(�(s); x; y), x 2 X. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ �j;i+1(�(2j); z; lj), �j;i+1(�(2j+1); z; 0), �j;i+1(�(r); z; 0), ÇÄÅ �(r) 22 �(j), ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ �Ï i = 1, 2, . . . ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:�j;i+1(�(2j); z; lj) = z�lj�j;i(�(2j�1); z; 0)	j(T2j�1; z)��z�lj lj�1Xv=0 Qj;i(�(2j�1); v; 0)zv lj�v�1Xk=0 zk'j(k;T2j�1);�j;i+1(�(2j+1); z; 0) = �j;i(�(2j); z; lj)	j(T2j ; z)++ lj�1Xw=0Qj;i(�(2j); 0; w)	j(T2j ; z);�j;i+1(�(r); z; 0) = �j;i(�(r�1); z; 0)	j(Tr�1; z); r 62 f2j; 2j + 1g;40



ÇÄÅ 	j(Tk; z) = expf�jTk(sjz3 + qjz2 + pjz � 1)g, k = 1; 2m.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ T = T1+T2+� � �+T2m. ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ�j;2m(i+1)(�(2j); z; lj), �j;2m(i+1)(�(2j+1); z; 0), �j;2m(i+1)(�(r); z; 0), ÇÄÅ�(r) 2 �(j), jzj � 1, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:�j;2m(i+1)(�(2j); z; lj) = z�lje�jT (pjz+qjz2�1)�j;2mi(�(2j); z; lj)++z�lje�jT (pjz+qjz2�1) lj�1Xw=0Qj;i(�(2j); 0; w)��z�lj lj�1Xv=0 Qj;2m(i+1)�1(�(2j�1); v; 0)zv lj�v�1Xk=0 zk'j(k;T2j�1);�j;2m(i+1)(�(2j+1); z; 0) = z�lje�jT (pjz+qjz2�1)�j;2mi(�(2j+1); z; 0)++ lj�1Xw=0Qj;2m(i+1)�1(�(2j); 0; w)	j(T2j ; z)��z�lj lj�1Xv=0 Qj;i(�(2j�1); v; 0)zv lj�v�1Xk=0 zk'j(k;T2j�1)	j(T2j ; z);�j;2m(i+1)(�(r); z; 0) = z�lje�jT (pjz+qjz2�1)�j;2mi(�(r); z; 0)��z�lj	j(Tr�1; z)	j(Tr�2; z)� � � � �	j(T2j�1; z)�� lj�1Xv=0 Qj;2m(i+1)�s�2(�(2j�1); v; 0)zv lj�v�1Xk=0 zk'j(k;T2j�1)++	j(Tr�1; z)	j(Tr�2; z)� � � � �	j(T2j�1; z)�� lj�1Xw=0Qj;2m(i+1)�s�1(�(2j); 0; w)	j(T2j ; z);ÇÄÅ �(r) 2 �(j), s = r�2j�1, ÅÓÌÉ r > 2j+1, ÉÌÉ s = r+2m�2j�1,ÅÓÌÉ r < 2j.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(�i; �j;i; �0j;i�1); i = 0; 1; : : :g�ÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ (�0; �j;0; �0j;�1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÒ-ËÏ×ÓËÏÊ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �jT (1 + qj + 2sj) � [�jT2j�1℄ < 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ41



ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÒÅÖÉÍÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ �Ï �ÏÔÏËÕ �j :éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ × ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ×ÙÈÏÄÎÙÈ �ÏÔÏËÏ×, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÂÓÌÕÖÉ×Á-ÎÉÑ É Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ m ËÏÎÆÌÉËÔÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉ ÔÉ�Á �(�; p; q) × ËÌÁÓ-ÓÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÅÌÏËÁÌØÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ×ÙÈÏÄÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× × ÔÁËÉÈ ÎÅËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑÍÏÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÒËÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÏÞÅÞÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁÓ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ [2℄.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ × ÒÁÍËÁÈ ÇÏÓÂÀÄÖÅÔÎÏÊ îéò îîçõ �Ï ÔÅÍÅ�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÁÎÁÌÉÚÁÜ×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÓÉÓÔÅÍ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ | � î-040-0� (ÒÅÇÉ-ÓÔÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÎÏÍÅÒ 01201252499) É ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ÇÒÁÎÔÁ òææé Éçææé õËÒÁÉÎÙ �íÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ÓÉÓÔÅÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÚÁ-ÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ-ÓÔÉ� (ÒÅÇÉÓÔÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÎÏÍÅÒ 01201263419).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. æÅÄÏÔËÉÎ í. á., òÁÞÉÎÓËÁÑ í. á. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÒÁÆÉËÁ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÅÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÏÄÈÏÄÁ ìÑ�ÕÎÏ×Á{ñÂÌÏÎÓËÏÇÏ // óÂÏÒÎÉË ÄÏËÌÁÄÏ× XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ-�ÉÉ �ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ�. | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ:éÚÄ{×Ï îîçõ, 2011. | ó. 508{512.2. æÅÄÏÔËÉÎ í. á. ðÒÏ�ÅÓÓÙ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ É Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ // íÁÔ. ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1996. | ÷Ù�. 6. | ó. 51{70.
òåûåîéå ðòïâìåíù ïðéóáîéñ çòáîéãòåëõòóé÷îùè ëìáóóï÷ïâòá�éíùè ëìå�ïþîùè á÷�ïíá�ï÷é. ÷. ëÕÞÅÒÅÎËÏ (íÏÓË×Á)ëÌÅÔÏÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ (ëá) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÉÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÔÅ-ËÁÀÝÉÍÉ × ÎÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÁÍÉ. ÷ÁÖÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ëá, Ô. Å. ÔÁËÉÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ�ÏÔÅÒÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ. üÔÉ ÏÂßÅËÔÙÉÍÅÀÔ ÍÎÏÇÏ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ × ×Ï�ÒÏÓÁÈ ÚÁÝÉÔÙ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ. 42



ðÅÒ×ÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÏÔÎÏÓÑÔ-ÓÑ Ë ÛÅÓÔÉÄÅÓÑÔÙÍ ÇÏÄÁÍ Ä×ÁÄ�ÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ. âÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÇÌÏÂÁÌØÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ �Å-ÒÅÈÏÄÏ× ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ �Ï ÒÁÊÓËÏÍ ÓÁÄÅ� íÕÒÁ|íÁÊÈÉÌÌÁ, [1℄). óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×Ï�ÒÏÓÏÍ, ×ÏÚÎÉËÛÉÍ �Å-ÒÅÄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑÍÉ, ÓÔÁÌÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉ-ÍÏÓÔÉ. ðÅÒ×ÙÍ ÚÎÁÞÉÍÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ�ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÓÔÁÌ ËÌÁÓÓ ëá Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÑÞÅÅË. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ. ÷ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ×ÙÓËÁÚÁÎÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ëá Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏ-ÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, É ÄÁÖÅ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÏÂÏÂ-ÝÉÔØ ÎÁ ÎÉÈ ÔÅÈÎÉËÕ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ. ïÄÎÁËÏ, ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ�ÒÏÇÒÅÓÓÁ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÈ ëá ÎÅ ÂÙÌÏ. �ÏÌØËÏ × ÄÅ×ÑÎÏÓÔÙÅ ÇÏÄÙ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ [3℄.óÌÅÄÕÀÝÉÍ ×Ï�ÒÏÓÏÍ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ëá, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×Ï�ÒÏÓ Ï ÄÏÌÅ ÉÈ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÕÓÉÌÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ íÕÒÁ-íÁÊÈÉÌÌÁ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ×ÓÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ. äÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ×ÒÅÍÅÎÉ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ëá ÞÁÓÔÏ Õ�ÏÍÉÎÁÌÉ ËÁË ÜËÚÏÔÉ-ÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÁÌÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ, ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ÎÅ ÏÔÒÁ-ÖÁÅÔ ÒÅÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅÝÅÊ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ×ÌÀÂÏÍ ËÌÁÓÓÅ ëá Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÏÊ ÞÉÓÌÁ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. üÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁ-ÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ñ×ÎÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÇÁÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ëá ÓÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ | ÇÒÁÎÉÞÎÏ-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× (çðëá). ïÄÎÉÍ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÎÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × (k+1)-ÍÅÒÎÏÍ çðëá ÂÅÚÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÌÀÂÏÊ k-ÍÅÒÎÙÊËÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÁ [5℄.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× �Ï ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÑÞÅÅË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÕÂÏÊ É ÎÅ ÏÔÒÁÖÁÅÔÍÎÏÇÉÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ëá. ÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ ÔÅÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈÁ×ÔÏÍÁÔÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ, É ÔÅÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ× ëá,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏ-43



ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÑÞÅÅË, ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÑÞÅÊËÉ, ÛÁÂÌÏÎ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á É ÌÏ-ËÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÒÅÈÏÄÏ×. äÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÌÁÓÓÏ×, ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÒÅÈÏÄÏ×, �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å [6℄. äÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÂÉÎÁÒÎÙÈ ëá, ÌÏËÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ ðÏÓÔÁ, �ÏÌÕÞÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ �ÕÔÅÍ Ñ×ÎÏÇÏ ÕËÁÚÁÎÉÑ ×ÅÒÈ-ÎÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ðÏÓÔÁ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× [7℄. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÍÁÌÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏ-ÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×-ÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎ ËÌÁÓÓ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ëá Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÏ× Ó 91 �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉÕÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ [8℄. �ÁËÖÅ ÂÙÌÏ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÏ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÏÇÏ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× Ó×ÏÊÓÔ×ÏÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, Á × ÄÒÕÇÏÍ | ÎÅÔ [9℄.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ,ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ.æÏÒÍÁÌØÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ÞÅÔ×ÅÒ-ËÕ ×ÉÄÁ (Zk; En; V; '); ÇÄÅ Zk | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ k-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ; En = f0; 1; : : : ; n� 1g; V =(v1; v2; : : : ; vm); m 2 N; | Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ Zk; ' : (En)m+1 7! En; '(0; 0; : : : ; 0) = 0: üÌÅÍÅÎÔÙÍÎÏÖÅÓÔ×Á Zk ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÑÞÅÊËÁÍÉ, En | ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÑÞÅÅË, 0 |ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �ÏËÏÑ. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÛÁÂÌÏÎÁ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á V ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÅ� ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁÂÏÒ ÑÞÅÅË V (�) = (�; �+v1; �+v2; : : : ;�+ vm); ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÑÞÅÊËÉ. æÕÎË�ÉÑ ' ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ.æÕÎË�ÉÉ g : Zk 7! En ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ëá. ïÓÎÏ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ× � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÊ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ � × ÓÅÂÑ, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ g = �(g0), ÔÏg(�) = '(g0(�); g0(� + v1); g0(� + v2); : : : ; g0(� + vm));8� 2 Zk: æÕÎË-�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ëá Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÊ g0; g1; g2; : : : ; �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ g0, Ô. Å. gt =�(gt�1) = �t(g0); t | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×-ÔÏÍÁÔÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑÞÅÅË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ.ëÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎß-44



ÅËÔÉ×ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉ-ÍÙÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÕÒÁ-íÁÊÈÉÌÌÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ëá,ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÊ.óÅÒÉÑ ÔÅÏÒÅÍ 1{3 ÎÉÖÅ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÁÎÉÞÎÏ-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏÞÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× [4℄. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ NRCA(k; n; V )ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ×ÉÄÁ (Zk; En; V; '):�ÅÏÒÅÍÁ 1. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁ1n (n!)nm 6 NRCA(k; n; V ) 6 nm+1!(nm!)n ;ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÛÁÂÌÏÎÅ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á V:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ NCA(k;�;V )(n); ÇÄÅ NCA(k;�;V ) : N 7! N0 ; ÞÉ-ÓÌÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ×ÉÄÁ (Zk; En; V; '). îÁÚÏ×ÅÍ NCA(k;�;V )(n)ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÏÓÔÁ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÛÁ-ÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÑÞÅÊËÉ. ó ÒÏÓÔÏÍn ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ NRCA(k;�;V )(n) É NCA(k;�;V )(n) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ [1℄.�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÏÓÔÁ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× NRCA(k;�;V )(n) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÛÁÂÌÏ-ÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÑÞÅÊËÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:limn!1 lnNRCA(k;�;V )(n)lnNCA(k;�;V )(n) = 1:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ CA(k; n) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÑÞÅÊËÉ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÊÁ×ÔÏÍÁÔ � 2 CA(k; n) ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ëá �0 2 CA(k0; n0); ÅÓÌÉ ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ.1) k 6 k0; n 6 n0 (�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ En � En0).2) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ T : Rk 7! Rk0 ; T | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÒÁÎÇÁ kÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÑÞÅÊËÉ �; � 2 Zk; ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ T (�) 2 Zk0:3) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ f0 ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ f 00 ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ �0ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t; t 2 N0 ; É ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÑÞÅÊËÉ �; � 2 Zk; ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ft(�) = �t(f0)(�) =�0t(f 00)(T (�)) = f 0t(T (�)): 45



�ÅÏÒÅÍÁ 3. ìÀÂÏÊ k-ÍÅÒÎÙÊ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔ-ÓÑ × k+1-ÍÅÒÎÙÊ ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ ëá  ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÒÁ×ÎÙÍÞÉÓÌÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁ-ÔÉÍÏÓÔÉ × ËÌÁÓÓÁÈ ëá Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á [6℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ CA(k; �; V ) ËÌÁÓÓ k-ÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×Ó ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á V: ëÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ (Zk; En; V; '); ÛÁÂÌÏÎÓÏÓÅÄÓÔ×Á V = (v1; v2; : : : ; vm) ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕÕÓÌÏ×ÉÀ 8i; 1 � i � m; 9 2 R n f0g : vi =  � v1;ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄ-ÓÔ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ÷ ËÌÁÓÓÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× CA(k; �; V ) Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÛÁ-ÂÌÏÎ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ.á×ÔÏÒÏÍ ÂÙÌÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÏ ×ÌÉÑÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÑÞÅÊËÉ ÎÁÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ [6℄. �ÅÏÒÅÍÁ 5 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÎÅÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ÷ ËÌÁÓÓÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× CA(k; n) Ó×ÏÊÓÔ×ÏÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ n > 1 É k > 1:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ BCA(K) ËÌÁÓÓ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×Ó ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕËÌÁÓÓÕ ðÏÓÔÁ K [10℄. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÇÏÓ�ÏÓÏÂÁ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÎÁ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ BCA(P2) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ÷ ËÌÁÓÓÅ BCA(K) Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÎÅÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ K � D1:�ÅÏÒÅÍÁ 4 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × ËÌÁÓÓÁÈ ëá Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÑÞÅÊ-ËÉ É ÛÁÂÌÏÎÁÍÉ, ÂÌÉÚËÉÍÉ Ë ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ. ëÁË ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÕÖÅ ×�ÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ.ç-ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á ÄÉÁÍÅÔÒÁ l ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊÛÁÂÌÏÎ V pl = ((0;�1); (1; 0); (2; 0); : : : ; (l; 0)): ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÄ×ÕÍÅÒÎÙÈ ëá Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÑÞÅÊËÉ É ç-ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á V pÞÅÒÅÚ CAp(n):�ÅÏÒÅÍÁ 7. ÷ ËÌÁÓÓÅ CAp(16) Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ CA(2; 2;m; ') ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅ-ÈÏÄÏ× '; ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ m + 1 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. á×ÔÏÒÏÍ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ46



�ÏÓÔÒÏÅÎ ÒÅËÏÒÄÎÙÊ �Ï ÚÎÁÞÅÎÉÀ m ËÌÁÓÓ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ëáÓ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÈ-ÎÉÞÅÓËÉ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÙÍ, ÚÁÎÉÍÁÑ �ÏÒÑÄËÁ ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÉ ÖÕÒÎÁÌØÎÙÈÓÔÒÁÎÉ� [8℄.�ÅÏÒÅÍÁ 8. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ '(x0; x1; : : : ; xm) Ó 91�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (m = 90) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ × ËÌÁÓÓÅ CA(2; 2;m; ') Ó×ÏÊÓÔ×ÏÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.îÁÍÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÏÄÉÎ �ÏÄËÌÁÓÓ ëá Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×É-ÄÁ. ðÕÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÚ ÓÅÂÑ�ÁÒÙ ×ÉÄÁ (x; y); x 2 En1 ; y 2 En2 : �ÏÇÄÁ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÒÅ-ÈÏÄÏ× ' ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÀ ( ; �), Á ÛÁÂÌÏÎÓÏÓÅÄÓÔ×Á V | ËÁË �ÁÒÕ ÛÁÂÌÏÎÏ× (V1; V2), ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ f ëá | ËÁË�ÁÒÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (fx; fy): ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÏÂÒÁÚÁ g ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ f ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄgx(�) =  (fx(�); fx(�+ v11); : : : ; fx(�+ v1m1);fy(�); fy(�+ v21); : : : ; fy(�+ v2m2));gy(�) = �(fx(�); fx(� + v11); : : : ; fx(�+ v1m1);fy(�); fy(�+ v21); : : : ; fy(�+ v2m2));ÇÄÅ V1 = (v11 ; : : : ; v1m1); V2 = (v21 ; : : : ; v2m2); m1;m2 2 N:âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ � ËÌÅÔÏÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍÓ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (ëáðó), ÅÓÌÉ ×ÔÏÒÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÑ ÑÞÅÊËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ �, Ô. Å.�(x0; x1; : : : ; xm1 ; y0; y1; : : : ; ym2) = y0:äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÑÞÅÊËÉ ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ, Á �ÅÒ×ÏÊ | ÁËÔÉ×ÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ. úÁ-�ÉÓÙ×ÁÔØ ëáðó � ÂÕÄÅÍ × ×ÉÄÅ ÛÅÓÔÅÒËÉ (Zk; En1 ; En2 ; V1; V2;  ): ÷ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ n1 = 2; ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ëáðó ÂÉÎÁÒÎÙÍ.îÁ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑ-ÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ, ÄÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÄÌÑ ëá. ÷ ËÌÁÓÓÅ ëáðóÁ×ÔÏÒÕ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÅÄÎÙÊ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÏÄËÌÁÓÓ,× ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ [9℄.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÑÞÅÅË ×ÌÏÖÅÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ × Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rk : ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÛÁÂÌÏÎ ÓÏÓÅÄÓÔ×ÁV ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÛÁ-ÂÌÏÎÁ V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ w 2 R2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 8v 2 V(w; v) > 0; ÇÄÅ (�; �) | Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.47



âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ëáðó ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÅÇÏ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �Å-ÒÅÈÏÄÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈÂÉÎÁÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÏÊ, ÛÁÂÌÏÎ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á V1 ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÎÙÍ, ÞÅÒÅÚVCAi(2; �):�ÅÏÒÅÍÁ 9. ÷ ËÌÁÓÓÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× VCAi(2; �) Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.�-ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á ÒÁÄÉÕÓÁ r ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÛÁ-ÂÌÏÎ V >r = ((0;�1); (�r; 1); (�r + 1; 1); : : : ; (r; 1)): ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓÄ×ÕÍÅÒÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ëáðó Ó ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ r 2 N, ÞÔÏ V1 = V >1 ; V2 = V >r ; ÞÅÒÅÚ VCA>(2; 2):�ÅÏÒÅÍÁ 10. ÷ ËÌÁÓÓÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× VCA>(2; 2) Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀÁËÁÄÅÍÉËÕ ëÕÄÒÑ×�Å×Õ ÷ÁÌÅÒÉÀ âÏÒÉÓÏ×ÉÞÕ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó., âÏÌÏÔÏ× á. á. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏ-ÒÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. | í.: îÁÕËÁ, 1990.2. Amoroso S., Patt Y. N. Deision proedures for surjetivity andinjetivity of parallel maps for tessellation strutures // Journal of Com-puter and System Sienes. | 1972. | V. 6, � 5. | P. 448{464.3. Kari J. Reversibility of 2D ellular automata is undeidable //Physia D. | 1994. | �. 45. | ó. 379{385.4. ëÕÞÅÒÅÎËÏ é. ÷. ï ÞÉÓÌÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ //äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2003. | �. 15, ×Ù�. 2. | ó. 123{127.5. To�oli T. Computation and onstrution universality of reversib-le ellular automata // Journal of Computer and System Sienes. |1977. | V. 15, � 2. | P. 213{231.6. ëÕÞÅÒÅÎËÏ é. ÷. ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2004. | T. 8, ×Ù�. 1{4. |C. 465{482.7. ëÕÞÅÒÅÎËÏ é. ÷. ï ÓÔÒÕËÔÕÒÉÚÁ�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÂÉ-ÎÁÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |2005. | T. 9, ×Ù�. 1{4. | C. 445{456.8. ëÕÞÅÒÅÎËÏ é. ÷. ï ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÍÏÎÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÂÉÎÁÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÉ-ÍÏÓÔÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.9. ëÕÞÅÒÅÎËÏ é. ÷. ï ÓÔÒÕËÔÕÒÉÚÁ�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÌÅ-ÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2007. | T. 19,48



×Ù�. 3. | C. 102{121.10. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷., çÁ×ÒÉÌÏ× ç. ð., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. æÕÎË�ÉÉÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ É ËÌÁÓÓÙ ðÏÓÔÁ. | í.: îÁÕËÁ, 1966.
�òéáîçõìñãéé ÷ùðõëìùè ëïîõóï÷é òåáìéúáãéñ éè f-÷åë�ïòï÷÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)1. ðÕÓÔØ Q | �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, R | �ÏÌÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É F | �ÏÌÅ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Q � F � R; Z | ËÏÌØ�Ï �Å-ÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, Fd | ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï d-ÍÅÒÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× (ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÏ Fd | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏË), Fm�n | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (m � n)-ÍÁÔÒÉ� Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F É Zm�n | ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. þÅÒÅÚ AT ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎ-ÎÕÀ Ë A; ÞÅÒÅÚ ai� É a�j | i-À ÓÔÒÏËÕ É j-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù AÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÞÅÒÅÚ rA = rankA | ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù A: ó ÍÁÔÒÉ-�ÅÊ A ÉÚ Fm�n ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØ-ÎÙÈ ËÏÎÕÓÁ: Ä×Á ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ A\ = fy = Ax=x 2 Fn; x �0g; A\ = fv = uA=u 2 Fm; u � 0g É Ä×Á ËÏÎÅÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈA� = fx 2 Fn=y = Ax � 0g; A� = fu 2 Fm=v = uA � 0g:óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÎÑÔÉÑËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ É ËÏÎÅÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, 3, 10, 14℄).�ÅÏÒÅÍÁ 1 (ç. íÉÎËÏ×ÓËÉÊ, à. æÁÒËÁÛ, ç. ÷ÅÊÌØ).1.1. 8A 2 Fm�d 9 B 2 Fd�n=A� = B\:1.2. 8B 2 Fd�n 9 A 2 Fm�d=B\ = A�:1.3. A� = B\ , A\ = B�:ðÒÏÂÌÅÍÁ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ËÏÎÕÓÁ ÅÇÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ (�ÏÌÕÞÅÎÉÑ �Ï ÍÁÔÒÉ�Å A ÍÁÔÒÉ�Ù B É ÎÁÏÂÏÒÏÔ)�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÉÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9℄ É ÉÍÅÀÝÕÀÓÑ ÔÁÍ ÂÉ-ÂÌÉÏÇÒÁÆÉÀ), ÒÅÛÁÀÝÉÈ ÅÅ.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù B 2 Qn�r ÒÁ×ÅÎ r; ÒÁÎÇ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A 2 Q(n�r)�n ÒÁ×ÅÎ (n � r); AB = 0; L | ÌÉÎÅÊÎÁÑÏÂÏÌÏÞËÁ ÓÔÏÌÂ�Ï× b�;1; :::; b�;r, L? | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÓÔÒÏË49



a1�; a2�; :::; an�r� ÍÁÔÒÉ�Ù A: �ÏÇÄÁ L ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ Ä×ÕÍÑ Ó�Ï-ÓÏÂÁÍÉ: L = (B;�B)\ É L = fx 2 Rd = Ax � 0;�Ax � 0g = � A�A��:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, L? = � A�A�\ = (B;�B)�: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙ, Ô. Å. ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ËÏÎÕÓ,×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙ. ðÏÌÏÖÉ× b�0 = �Prj=1 b�j ;�ÏÌÕÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ (Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ×) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L = (b�0; B)\ × ×ÉÄÅËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ.ðÒÉÍÅÒ 2. åÓÌÉ m = d = r; ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å B ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ A�1:÷ ÄÏËÌÁÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�A É B:2. ðÕÓÔØ F = A� = B\; A 2 Zm�d; B 2 Zd�n; AB = C = (ij);,�ÒÉ I 2 f1; :::;mg A(I) = fai� =i 2 Ig, A(I) = fai�=i =2 Ig �ÒÉJ 2 f1; :::; ng B(J) = fb�j= j 2 Jg, B(J) = fb�j =j =2 Jg , Ij =fi=ij = 0g; Ji = fi=ij = 0g: þÉÓÌÏ rB ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀËÏÎÕÓÁ A� É �ÏÌÏÖÉÍ dimA� = rB :äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ a 2 A\ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÁÎØ F (a) ËÏÎÕÓÁ A� ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ F (a) = fx 2 A�=ax = 0g É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(A�) =fA�(a)=a 2 A\g ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÏÎÕÓÁ A�; ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ. �ÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ É ÒÅÛÅÔËÁÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [2, 10, 14℄. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ J(a) = fj=ab�j = 0g F (a) =B\(J(a)): ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F (0) = A�� ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÎØ A�; Á ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Fd A? = fx 2 Fd=Ax =0g� ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÇÒÁÎØ A�: åÓÌÉ A? = f0g, ÔÏ ËÏÎÕÓ A� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÓÔÒÙÍ.þÉÓÌÏ �(a) = rankB(J(a)) + rA� d ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÎÇÏÍ ÇÒÁÎÉ F (a), ×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÉÓÌÏ � = �(0) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÎÇÏÍ ËÏÎÕÓÁ A�. åÓÌÉ �(a) = k,ÔÏ F (a) ÎÁÚÏ×ÅÍ k-ÇÒÁÎØÀ ËÏÎÕÓÁ A� É �ÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÈ. ðÕÓÔØj�k(F )j = fk É Jk = fJ (k)� ; � = 0; :::; fkg; ÇÄÅ B\(J (k)� )� �-Ñ k- ÇÒÁÎØËÏÎÕÓÁ A�. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ���J (k)� ��� = k. éÔÁË,�(A�) = S�i=0 �i(A�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ. íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï �(A�) = S��1i=0 �i(A�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ ËÏÎÕÓÁA�. ðÒÉ � > 0 ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ���1(A�), Ô. Å. ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÎÉ�(A�) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÁÓÅÔÁÍÉ ËÏÎÕÓÁ A�. åÓÌÉ ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØ-ÎÙ, ÔÏ ËÏÎÕÓ A� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÍ.50



�ÅÏÒÅÍÁ 2.2:1 ëÏÎÕÓ A� ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍÍÕ A� = B\(J0) +B\(J0); ÇÄÅ B\(J0) = A?; Á B\(J0) = A� \ B?(J0)� ÏÓÔÒÙÊ ËÏÎÕÓ.2:2: ëÏÍ�ÌÅËÓÙ �(A�) É �(B\(J0)) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.2:3: ëÏÍ�ÌÅËÓÙ �(A�) É �(B\(J0)) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 [14℄.3:1: �(A�) | ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÄÌÉÎÙ �.3:2: åÓÌÉ G � F; ÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ [G;F ℄; Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊH ÉÚ �(A�) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ G � H � F; ÇÒÁÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÏÄÒÅÛÅÔËÁÄÌÉÎÙ �(F )� �(G):3:3: ëÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÄÌÉÎÙ 2 ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÔÙÒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. òÅÛÅÔËÉ �(A�) É �(A\) ÁÎÔÉÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 5 [8℄. åÓÌÉ � > 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÁÓÅÔ F��1(A�) ÍÏÖ-ÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏ �ÒÉ i = 1; :::; f��1 � 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ-×ÉÅ Fi+1 \ [ik=1Fk � ���2(Fi+1): (1)îÁÞÁÌØÎÕÀ É ËÏÎÅÞÎÕÀ ÆÁÓÅÔÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.õÓÌÏ×ÉÅ (1) ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÅÊÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ F ÎÁ Z ×ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍ 1{5×ÅÒÎÙ.3. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÅ�ÅÒØ, ÞÔÏ A 2 Zm�d; B 2 Zd�n É r = rB ÉF= Q.�ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÅÊ ËÏÎÕÓÁ A� Ó ÕÚÌÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÎÁÚÏ×£Í [4,11, 12, 14℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T (B) = fS1; :::; Stg ÔÁËÉÈ S� , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) S� � f1; :::; ng;2) jS� j = r = rankB(S� );3) B\ = St�=1B\(S� );4) B\(S� ) \ B\(S�) = B\(S� \ S�):íÎÏÖÅÓÔ×Ï 4(T (B)) = St�=1 �(S� ) ÄÁ£Ô �ÒÉÍÅÒ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ d-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅË-ÓÁ (Ó.Ë.) [1℄. ðÒÉ k = 0; :::; d ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 4k = St�=1 �k(S� )ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ Ó.Ë. 4, �ÏÌÏÖÉÍ fk(4) = j4kj; f(4) =(f0(4); :::; fd(4)) É f(�;�) = dXk=0 fk(�)�k : (2)51



þÅÒÅÚ �4 = �\ �P ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ Ó.Ë. �, ÉÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(�; ��) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(�;�) × ×ÉÄÅ f(�;�) =Pk2Z+ k(�)�k(1+�)d�k É ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ  = (0; 1; :::) (d; n)-ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ k = k(�) �ÒÉ k = 0; 1; :::; d É k = 0 �ÒÉ k > d:äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ.äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É i ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ i-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ a = �aii � + �ai�1i�1 � + ::: + �ajj �, ÇÄÅai > ai�1 > ::: > aj � j � 1. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ a<i> = �1+ai1+i �+ ::: + �1+aj1+j �ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ i-Ê �ÓÅ×ÄÏÓÔÅ�ÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ a.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ k; �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ k+1 ><k>k ; ÔÏ  ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ d: åÓÌÉ k+1 � <k>k ; �ÒÉk = 1; :::; d� 1; ÔÏ  | (2d)-ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ d; �ÒÉ ËÏ-ÔÏÒÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ d-ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ d-ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ  = (0; 1; : : : ) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ù-�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) 0 = 1, i � 0 �ÒÉ i = 1; : : : ; d É k = 0 �ÒÉ �ÅÌÙÈ k � d,2) i � d�i � d�i�1 �ÒÉ i = 1; : : : ; bd2,3) i+1 � j�i � (i � j+1�i)<i> �ÒÉ j = d; : : : ; 2d É i = 1; : : : ; b j2.üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÒÁÎÅÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÓÔÒÏÇÏ ËÏ-ÎÕÓÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [6℄ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÉÚ [5℄ Ë Ó.Ë. 4(T (B))T�(�A�). ðÒÉ ÜÔÏÍÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÒÁÂÏÔÙ [7, 8, 12, 13℄.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. åÍÅÌÉÞÅ× ÷. á., ëÏ×ÁÌÅ×í. í., ëÒÁ×�Ï×í. ë. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ,ÇÒÁÆÙ, Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ. | í.: îÁÕËÁ, 1981.2. óËÏÒÎÑËÏ× ì. á. üÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ. | í.: îÁÕËÁ, çÌÁ×ÎÁÑÒÅÄÁË�ÉÑ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ, 1980.3. þÅÒÎÉËÏ× ó. î. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. | í.: îÁÕËÁ 1968.4. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×É ÉÈ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.÷Ù�. 16. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2007. | C. 43{56.5. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÉÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÉÈ f -×ÅËÔÏÒÏ× // òÏÓÓÉÊÓËÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑÏ�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ": íÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ52



(áÌÔÁÊ, 27 ÉÀÎÑ { 3 ÉÀÌÑ 2010). | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÚÄ-×Ï éÎ-ÔÁ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÉ, 2010. | C. 75{81.6. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÈ ËÏÎÕÓÏ× É ÂÕ-ÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ // éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÀÌÌÅÔÅÎØ áÓÓÏ�ÉÁ�ÉÉ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. � 12. (XIV ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ-�ÉÑ "íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ", åËÁÔÅÒÉÎ-ÂÕÒÇ, 28 ÆÅ×ÒÁÌÑ { 4 ÍÁÒÔÁ 2011 Ç.). | åËÁÔÅÒÉÎÂÕÒÇ: õÒï òáî,2011. | C. 221{222.7. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î., çÒÕÚÄÅ× ä. ÷. ïÂ f -×ÅËÔÏÒÁÈ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÈÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒ. 2. | 2008. | T. 15, � 3. | C. 74{90.8. Bruggesser H., Mani P. Shellable deompositions of ells andspheres // Math. Sand. | 1971. | V. 29. | P. 197{205.9. Fukuda K., Prodon A. // Leture Notes in Computer Siene. |1996. | V. 1120. | P. 91{111.10. Grunbaum B. Convex polytopes. | N-Y: Wiley and Sons, 1967.11. Kleinshmidt P., Smilansky Z. New results for simpliial spherialpolytopes // Disrete and Computation Geometry. DIMACS Series inDisrete Mathematis and Theoretial Computer Siene. | 1991. |V. 6, AMS. | P. 187{197.12. Lee C. Regular triangulations of onvex politopes // Applied Ge-ometry and Disrete Mathematis. The Vitor Klee Festshrift. DIMACSSeries in Disrete Mathematis and Theoretial Computer Siene. |1991. | V. 4, AMS. | P. 443{456.13. Maaulay F. S. Some properties of enumeration in the theory ofmodular systems // Proeedings of the London Mathematial Soiety. |1927. | V. 26. | P. 531{555.14. Ziegler G. Letures on polytopes. | Berlin: Springer-Verlag, 1995.
íïäåìé é áìçïòé�íù ÷ úáäáþåðòï÷åòëé üë÷é÷áìåî�îïó�é ðòïçòáíí÷. á. úÁÈÁÒÏ× (íÏÓË×Á)ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÉÍÅÀÔ ÌÉ ÜÔÉ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ. óÔÒÏÇÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÅÒÍÉÎÏ× ��ÒÏ-ÇÒÁÍÍÁ� É ��Ï×ÅÄÅÎÉÅ�, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÈ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ, ÍÏ-ÇÕÔ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØÓÑ, É �ÏÜÔÏÍÕ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ53



ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ �ÅÌÙÊ Ó�ÅËÔÒ ÚÁÄÁÞ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÈÏÖÅÓÔÉ ÒÁÚÎÙÈ ×ÉÄÏ×�Ï×ÅÄÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÒ×ÉÞÎÙÈ �ÒÏ-ÂÌÅÍ × ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ: ÄÌÑ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ Ä×ÕÈÂÁÚÏ×ÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ | �ÒÏÇÒÁÍÍÙ É ÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ.÷ÅÌÉËÁ Ü�ÉÓÔÅÍÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ. éÚÕÞÁÑ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÙ ÔÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÍ ÕÒÏ×ÅÎØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÓÔ× É ÏÂßÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞÓÍÙÓÌÏ×ÏÇÏ (ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÏÇÏ) ÁÎÁÌÉÚÁ �ÒÏÇÒÁÍÍ.ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÒÑÄÁ ÚÁ-ÄÁÞ ÓÉÓÔÅÍÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ,×ËÌÀÞÁÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ, ÒÅÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ, ÏÂÆÕÓËÁ�ÉÉ É ×ÅÒÉ-ÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÍÅÔÁÍÏÒÆÎÙÈ É �ÏÌÉÍÏÒÆ-ÎÙÈ ×ÉÒÕÓÏ×, �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓÍËÉÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ×É ÄÒ.ïÔ�ÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ òÁÊÓÁ|õÓ�ÅÎÓËÏÇÏ [1℄, ËÏÔÏÒÁÑ ÇÌÁÓÉÔ ÏÔÏÍ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ �ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ� ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ ÌÀÂÏÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅ ÏÔÍÅÎÑÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ. þÔÏÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÁËÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ �ÒÉÚÎÁËÉ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅÓÉÌØÎÙÅ ×ÉÄÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ (×ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) × ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ�ÒÏÇÒÁÍÍ. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÙ ×ÚÁÉÍÏÓ×Ñ-ÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ É ÄÒÕÇÉÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÍÉ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ(ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÑÚÙËÏ×, ÍÏÄÅ-ÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ É ÄÒ.), ÓÏÚÄÁÎÙ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÅ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÛÌÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÎÏÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ.÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ËÒÁÔËÉÊ ÏÂÚÏÒ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ûÅÓÔÉÄÅÓÑÔÉÌÅÔÎÉÊ �ÅÒÉÏÄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅ-ÍÙ ÒÁÚÄÅÌÅÎ ÎÁ �ÑÔØ ÜÔÁ�Ï×. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁ�Å ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ54



ÁËÔÕÁÌØÎÙÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ (�Ï ÍÎÅÎÉÀ Á×ÔÏÒÁ) ÚÁÄÁÞÉ, �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÅÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.ðÅÒ×ÙÅ ÉÄÅÉ | ÓÈÅÍÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ: 1953{63. ðÅÒ×ÏÊ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÈÅÍÙ �ÒÏÇÒÁÍÍìÑ�ÕÎÏ×Á|ñÎÏ×Á. ëÏÎ�Å��ÉÑ ÜÔÉÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅ-ÎÁ á. á. ìÑ�ÕÎÏ×ÙÍ É Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × ÓÔÁÔØÑÈ [2, 3℄. ÷ ÜÔÉÈ ÒÁ-ÂÏÔÁÈ ×ÙÓËÁÚÁÎÁ ÍÙÓÌØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, �ÏÄÏÂÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÙ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØ-ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ | ÓÈÅÍÁÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, | ÓÏÓÔÏÑÝÉÍÉ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ (ÔÅÓÔÏ×), Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÈÅÍ�ÒÏÇÒÁÍÍ ÕÄÁÓÔÓÑ ÓÏÚÄÁÔØ ÔÁËÕÀ ÁÌÇÅÂÒÕ ÉÌÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅ-ÎÉÅ, �ÒÁ×ÉÌÁ É ÚÁËÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÏÂÝÉÈ Ó×ÅÄÅÎÉÊ ÏÂÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× É �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ× �ÒÏÇÒÁÍÍÁÈ, �ÏÚ×ÏÌÑÔ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ �ÅÌÅÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÀÓÈÅÍÁÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ.üÔÉ ÏÖÉÄÁÎÉÑ ÕÄÁÌÏÓØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ à. é. ñÎÏ×Õ × ÓÔÁÔØÅ [4℄. ÷ÎÅÊ ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÅÍÁÎÔÉËÁ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ìÑ�ÕÎÏ×Á|ñÎÏ×Á,ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ�ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ É Ï�ÉÓÁÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ É�ÏÌÎÏÅ ÜË×Á�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ.ðÅÒ×ÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÔÉÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÕÎÏ×ÙÈ ×ÉÄÏ× ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ É ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÓÉÓÔÅÍÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.òÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ: 1964{1973. ðÉÏÎÅÒÓËÁÑÒÁÂÏÔÁ à. é. ñÎÏ×Á [4℄ ÎÅ ×ÙÚ×ÁÌÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏÇÏ ÏÔËÌÉËÁ ÎÉ × ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÉÒÅ, ÎÉ × ÚÁÒÏÖÄÁÀÝÅÍÓÑ ÓÏÏÂÝÅÓÔ×Å �ÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÏ×.îÏ×ÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ×ÎÅÓÌÏ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ, ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÈ ÄÌÑ �ÏÎÉÍÁ-ÎÉÑ ÆÏÒÍ ÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. òÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ × ÜÔÏÍ ÓÙÇÒÁÌÉ ÒÁÂÏÔÙ÷. í. çÌÕÛËÏ×Á É á. ð. åÒÛÏ×Á.÷. í. çÌÕÛËÏ× ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÉÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, Ï�ÉÓÁÌ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÀ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ É Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ. ÷ ÓÏ×ÍÅÓÔ-ÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ó á. á. ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÍ [5℄ ÉÍ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ Ä×Å ÎÏ×ÙÅ�ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÄÅÉ. âÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÙ ÍÏÇÕÔ Ï�ÉÓÙ-×ÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÔÏË Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × �ÒÏÇÒÁÍÍÁÈ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÓÅÍÁÎ-ÔÉËÕ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍÙ| Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× É �ÒÅÄÉËÁÔÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-ÓÔ×ÉÑ Ä×ÕÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÅÔ �ÏÔÏË Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×�ÒÏÇÒÁÍÍÅ, Á ×ÔÏÒÏÊ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÅÍÁÎÔÉËÕ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ. üÔÁ ÉÄÅÑ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÕÔØ ËÏÎ�Å��ÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅ-55



ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ËÏÎÅÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ É ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ-ÍÉ, ÷. í. çÌÕÛËÏ× �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÒÅÄÓÔ× ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ,ÓÏÚÄÁ× ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÁÌ-ÇÅÂÒÙ.óÔÁÔØÑ á. ð. åÒÛÏ×Á [6℄ �ÒÉÄÁÌÁ ÎÏ×ÙÊ ÉÍ�ÕÌØÓ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÔÅ-ÏÒÉÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ. �ÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÁÆÏ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÈÅÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÌÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ñÎÏ×Á É ÓÏËÒÁÔÉÌÏ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌ × �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÈÅÍìÑ�ÕÎÏ×Á|ñÎÏ×Á. íÅÔÏÄÙ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÓÔÁÔØÅ [6℄, ÂÙÌ ×�ÏÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÉ ÒÁÚ×ÉÔÙ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÒÏÇÒÁÍÍ.÷ ÜÔÏÔ �ÅÒÉÏÄ ÂÙÌÉ ÓÏÚÄÁÎÙ ÍÏÄÅÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÁÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÓÈÅÍ ìÑ�ÕÎÏ×Á|ñÎÏ×Á. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ä. ìÁËÈÅÍÁ, ä. ðÁÒËÁ É í. ðÁÔÅÒÓÏÎÁ [7℄ ÂÙÌ ××Å-ÄÅÎ ËÌÁÓÓ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, Á × ÚÁÍÅÔËÅ äÖ. ÄÅ âÅËËÅÒÁÉ ä. óËÏÔÔÁ [8℄ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÓÈÅÍÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ, �ÒÉÍÅ-ÎÉÍÙÅ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ.âÏÌØÛÏÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÉÅ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÓÏÚÄÁÎÎÙÈ × ÜÔÏÔ �Å-ÒÉÏÄ, �ÒÉ×ÅÌÏ Ë ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÎÏ×ÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÍ�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ | ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ. ïÂÚÏÒ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖ-ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ Ë ÎÁÞÁÌÕ 70-È ÇÏÄÏ×,ÂÙÌ ÓÄÅÌÁÎ × ÓÔÁÔØÅ á. ð. åÒÛÏ×Á [9℄. ÷ ÎÅÊ ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ �ÒÏÂÌÅÍÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÓÏ-ÚÄÁÎÉÑ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ É �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÓÉÓÔÅÍÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÑ.÷ 60-Å ÇÏÄÙ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÒÑÄ ×ÁÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÍÏÄÅÌÑÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ×ÏÚÎÉËÛÉÈ × ÒÁÍËÁÈÔÅÏÒÉÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÑÚÙËÏ× É ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. âÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ�ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÍÁ-ÇÁÚÉÎÎÏÊ �ÁÍÑÔØÀ, ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (transduers), Á ÔÁË-ÖÅ ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.ðÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ É ÎÅÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÙÅ: 1968{1985. ÷ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÚ×ÏÌÉ×ÛÉÅ ÏÞÅÒÔÉÔØ ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ.56



í. ðÁÔÅÒÓÏÎ [7℄ ÄÏËÁÚÁÌ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [10℄) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÒÏÂÌÅ-ÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ× ËÌÁÓÓÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ (ÜÒÂÒÁÎÏ×ÓËÉÈ) ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÊ Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÕÓÔÏÔÙ ÍÎÏÇÏÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. üÔÉ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÕÓÉÌÅÎÙ ÷. ü. éÔËÉÎÙÍ É ú. ú×ÉÎÏÇÒÏÄÓËÉÍ [11℄; ÏÎÉ�ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÈ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑÈ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ. �ÅÍ ÎÅÍÅÎÅÅ, í. ðÁÔÅÒÓÏÎÕ, á. á. ìÅÔÉÞÅ×ÓËÏÍÕ, ç. î. ðÅÔÒÏÓÑÎÕ, á. â. çÏ-ÄÌÅ×ÓËÏÍÕ É ÷. ë. óÁÂÅÌØÆÅÌØÄÕ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ�ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ. ÷ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ í. ðÁÔÅÒÓÏÎÏÍ, ×Ï�ÒÏÓ Ï ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔÉ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ É �Ï ÓÅÊ ÄÅÎØ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [7℄ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× É Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏ× �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ×ÉÄÁ x:=f(x), ×ÚÁÉÍÎÏÓ×ÏÄÉÍÁ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.äÒÕÇÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÉÎÉ�ÉÉÒÏ×ÁÌ ÷. ü. éÔËÉÎ; ÏÎ ××ÅÌ ÎÅÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÁ�ÉÏÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÏÇÉËÏ-ÔÅÒÍÁÌØÎÏÊ (Ì.-Ô.) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ÄÏËÁÚÁÌ ÅÇÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ [12℄. áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÏ-×ÅÒËÉ Ì.-Ô. ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÕÌÕÞÛÁÌÉÓØ É ×ÓËÏÒÅ÷. ë. óÁÂÅÌØÆÅÌØÄÕ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ Ì.-Ô. ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ [13℄.÷ ÜÔÏÔ �ÅÒÉÏÄ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ çÌÕÛËÏ×Á|ìÅÔÉÞÅ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁ-Å×, ËÏÇÄÁ Á×ÔÏÍÁÔÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÓÅÍÁÎÔÉËÕ ÂÁÚÏ×ÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÍ. á. á. ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÊ [5℄, �ÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÈÎÉËÕÓÌÅÄÏ× É ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÔ×ÌÅ-ÎÉÊ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÌ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÏÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ�� ÓÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÌÅ×ÏÇÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ.òÁÚ×É×ÁÑ ÄÁÌÅÅ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÊ Ï�ÉÓÁÌ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÎÁÄ ÇÒÕ��ÁÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÏÍ �ÏÌÕÇÒÕ��,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÚÁËÏÎÁÍ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ [14℄.éÚÕÞÅÎÉÅ ÍÏÄÅÌÅÊ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÅÓÌÏ ÒÅ-57



ÚÕÌØÔÁÔÙ. ó. çÁÒÌÅÎÄ É ä. ìÁËÈÅÍ [15℄ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ËÌÁÓÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÎÁÒÎÙÈÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, å. áÛËÒÏÆÔ, ú. íÁÎÎÁ Éá. ðÎÕÅÌÉ [16℄, �ÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÈÎÉËÕ �ÁÌØÔÅÒÎÉÒÕÀÝÅÇÏ ÓÔÅËÉÎÇÁ�, ÄÏ-ËÁÚÁÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ËÌÁÓÓÅ Ó×ÏÂÏÄ-ÎÙÈ ÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ. ïÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ. á×ÔÏÒÁÍÉ ÓÔÁÔØÉ [15℄ ÂÙÌÁ �ÒÅÄ�ÒÉÎÑÔÁ�Ï�ÙÔËÁ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÍ ÚÁÓÙÌËÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ. ïÄ-ÎÁËÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÎÅÌØÚÑ ÒÅÛÉÔØ �ÒÏÓÔÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ. ïÎÁÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ ÏÔËÒÙÔÏÊ, �ÏËÁ ì. ð. ìÉÓÏ×ÉË [17℄ ÎÅ ÓÕÍÅÌÎÁÊÔÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄ �ÖÅÓÔËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×�.îÏ ÕÖÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÓÏ�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÚÁÓÙÌËÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ËÁË ÂÙÌÏ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÏ × ÓÔÁÔØÅ [18℄, �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. ïÄÎÉÍ ÉÚ×ÁÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜÔÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ ÂÙÌÁ ÔÅÏÒÅÍÁ å. æÒÉÄÍÁÎÁ [19℄,�ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×-ÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ×ÚÁÉÍÎÏÓ×ÏÄÉÍÁ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÇÁÚÉÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.óÍÅÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×: 1983{1993. ðÅÒÉÏÄ 80-È ÇÏÄÏ× | ÜÔÏ ×ÒÅ-ÍÑ �ÅÒÅÓÍÏÔÒÁ �ÁÒÁÄÉÇÍ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×, ÓÌÏÖÉ×ÛÉÈÓÑ ÎÁ ÒÁÎÎÉÈ ÜÔÁ-�ÁÈ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÏÔËÒÙÔÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ. �ÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊ ÂÁÚÙ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ× �ÒÉ×ÅÌÏ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÙ ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÌÉÓØ ×ÓÅ ÂÏÌÅÅ ÄÅÛÅ×ÙÍÉ, ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÙÍÉ,É �ÏÜÔÏÍÕ ÏÓÔÒÏÔÁ ÍÎÏÇÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ, �ÒÉ×ÅÄÛÉÈ Ë ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÀÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÂÙÌÁ ÓÇÌÁÖÅÎÁ. ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÅ ÎÕÖÄÁÌÏÓØ × ÎÏ×ÙÈ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÈ, �ÏÚ×ÏÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÉÚÄÅÒÖËÉ �ÒÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ.÷ ÜÔÏÔ �ÅÒÉÏÄ ÏËÒÅ�ÌÏ �ÏÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ×, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÈ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍ, | ÜÔÏÏÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ �ÒÏ×Å-ÄÅÎÉÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ó �ÅÌØÀ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏ× �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÏÄÎÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÈÅÍ�ÒÏÇÒÁÍÍ, ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ É ÓÁÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ. ÷ÓÔÁÔØÅ [20℄ ò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÁ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏ-58



ÇÒÁÍÍ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, | × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÎÔÁË-ÓÉÓ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ìÑ�ÕÎÏ×Á|ñÎÏ×Á, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÊ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÓÏ-ÂÅÎÎÏÓÔÉ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÉÍ�ÅÒÁÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÓÏÞÅÔÁÅÔÓÑ Ó Á��Á-ÒÁÔÏÍ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÉÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÍ × ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ çÌÕÛËÏ×Á|ìÅÔÉÞÅ×ÓËÏÇÏ.îÁÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ �Ï�ÙÔËÉ ÏÔÙÓËÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Õ×ÅÎÞÁÌÉÓØÕÓ�ÅÈÏÍ: �. èÁÒØÀ É à. ëÁÒÈÀÍÑËÉ [21℄, �ÒÉÍÅÎÉ× ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÍÅ-ÔÏÄÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ��, ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÔÅÏÒÉÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÑÚÙ-ËÏ×, ÓÕÍÅÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.ïÄÎÁËÏ ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ.úÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-ÍÙÊ �ÅÒÉÏÄ ÂÙÌÏ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÏ×ÙÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï É �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ ×ÚÁ-ÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× | ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ íÉÌÎÅÒÁ, ÑÚÙËÁ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏ-�ÅÓÓÏ× èÏÁÒÁ É, �ÏÚÄÎÅÅ, ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×âÅÒÇÓÔÒÙ|ëÌÏ�Á. îÁÒÑÄÕ Ó ÓÅÔÑÍÉ ðÅÔÒÉ, ÏÎÉ ÓÔÁÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ. äÌÑ ÎÉÈ ÂÙÌÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÒÕÇÉÅ ×ÉÄÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÁÓ�ÅËÔÙ ÓÈÏÖÅÓÔÉ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ | ÔÒÁÓÓÏ×ÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔØ, ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ É ÄÒ. îÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÍ ÄÌÑÜÔÉÈ ÔÅÏÒÉÊ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ËÏÎ�Å��ÉÑ ÂÉÓÉÍÕÌÑ�ÉÉ. éÍÅÎÎÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏ-×ÅÒËÉ ÂÉÓÉÍÕÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÂÉ-ÓÉÍÕÌÑ�ÉÉ ÓÔÁÌÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÉÓÔÅÍ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. éÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÉÍÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÂÉÓÉÍÕÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÏ-ÄÅÌÅÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ: 1) �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÏ×ÅÒËÉ ÂÉÓÉ-ÍÕÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÓÉ-ÓÔÅÍÁÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ-ÍÉ) [22℄ É 2) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÂÉÓÉÍÕÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ (BPA) É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ (BPP) ËÏÎ-ÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× [23, 24℄.ðÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ É ÔÒÕÄÎÏ-ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ: 1991{2012. ïÔÌÉÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÉÚÕÞÅÎÉÑ�ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÜÔÏÔ �ÅÒÉÏÄ | ÜÔÏ �Ï×ÙÛÅÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁ-ÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÅÌÑÌÏÓØ ×Ï�ÒÏÓÁÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ É Á×ÔÏÍÁÔÏ×, �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó59



ÜÔÉÍ ÂÙÌ �ÒÏ×ÅÄÅÎ �ÅÒÅÓÍÏÔÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÒÁÎÅÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ó �ÅÌØÀ �Ï×Ù-ÛÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒ É ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ Ï�ÅÎÏËÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ É Á×ÔÏÍÁÔÏ×.îÁÉÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÉÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ | ÒÅÛÅÎÉÅ ö. óÅ-ÎÉÚÅÒÇÏÍ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ× Ó ÍÁÇÁÚÉÎÎÏÊ �ÁÍÑÔØÀ [25℄, ÏÓÔÁ×Á×ÛÅÊÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÂÏÌÅÅ 30ÌÅÔ.ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÄÌÑ �ÅÌÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ×ËÌÀÞÁÑ ÍÁ-ÛÉÎÙ ÓÏ Ó�Å�ÌÅÎÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ËÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÔÅÌÉ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÞÅÔÞÉËÏ×ÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ, ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÅ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ É ÄÒ.í. áÂÁÄÉ É ü. çÏÒÄÏÎ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÏÂÉÌØÎÙÈ�ÒÏ�ÅÓÓÏ×, �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÅÓÔÉÒÕÀÝÅÊ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÎÆÉÄÅÎ�ÉÁÌØÎÏÓÔÉ É �ÅÌÏÓÔÎÏ-ÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ×. áÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÔÅÓÔÉÒÕÀ-ÝÅÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× spi-ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÒÅ�ÌÉËÁ�ÉÉ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ,ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ × ÓÔÁÔØÅ [26℄.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÔ �ÅÒÉÏÄ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÔÁË-ÖÅ ÎÏ×ÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÒÁÍËÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ. üÔÉ�ÏÄÈÏÄÙ �ÒÅÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ �ÅÌØ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ (�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÙÈ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ) �ÒÏ�ÅÄÕÒ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ × ÍÏÄÅ-ÌÑÈ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÈ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ É ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÂÁÚÏ×ÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍ | Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× É �ÒÅÄÉËÁÔÏ×. éÍÅÎ-ÎÏ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ á. ð. åÒÛÏ× ×ÙÄÅÌÉÌ × ÏÂÚÏÒÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ [9℄ ËÁË ÏÄÎÕ ÉÚÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ. äÌÑ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÒÁÂÏÔÁÈò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ [27℄ É ÷. á. úÁÈÁÒÏ×Á [28{30℄ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ É ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Rie H. G. Classes of reurively enumerable sets and their deisionproblems // Trans. of Amerian Math. So. | 1953. | V. 74, � 2.2. ìÑ�ÕÎÏ× á. á., ñÎÏ× à. é. ï ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ //�ÒÕÄÙ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ \ðÕÔÉ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÓÏ×ÅÔÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÍÁÛÉÎÏÓÔÒÏÅÎÉÑ É �ÒÉÂÏÒÏÓÔÒÏÅÎÉÑ". þÁÓÔØ 3. | 1956. | ó. 5{8.3. ìÑ�ÕÎÏ× á. á. ï ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 1. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1958. | ó. 46{74.60



4. ñÎÏ× à. é. ï ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍÁÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 1. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1958. | ó. 75{127.5. çÌÕÛËÏ× ÷. í., ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÊ á. á. �ÅÏÒÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ // éÚÂÒÁÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÌÏÇÉËÉ. | îÏ×ÏÓÉ-ÂÉÒÓË: îÁÕËÁ, 1973. | ó. 5{39.6. åÒÛÏ× á. ð. ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÓÈÅÍÙ (ïÂ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ ñÎÏ-×Á) // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 20. |í.: îÁÕËÁ, 1967.| ó. 181{200.7. Lukham D. C., Park D. M., Paterson M. S. On formalized om-puter programs // Journal of Computer and System Siene. | 1970. |V. 4, � 3. | P. 220{249.8. De Bakker J. W., Sott D. A. Theory of programs. Unpublishednotes. | Vienna: IBM Seminar, 1969.9. åÒÛÏ× á. ð. óÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ //ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 27. | í.: îÁÕËÁ, 1973. | ó. 87{110.10. ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÊ á. á. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ II // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1970. | � 2. |ó. 14{28.11. Itkin V. E., Zwinogrodski Z. On program shemata equivalene //Journal of Computer and System Siene. | 1972. | V. 6, � 1. |P. 88{101.12. éÔËÉÎ ÷. ü. ìÏÇÉËÏ-ÔÅÒÍÁÌØÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1972. | � 1. | C. 5{27.13. óÁÂÅÌØÆÅÌØÄ ÷. ë. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ-�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÌÏÇÉËÏ-ÔÅÒÍÁÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ // äÏËÌÁÄÙ áîóóóò. | 1979. | T. 249, � 4. | ó. 793{796.14. ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÊ á. á. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÏÌÕÇÒÕ�� Ó ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�.27. | í.:îÁÕËÁ, 1973. | C. 195{212.15. Garlend S. J., Lukham D. C. Program shemes, reursionshemes and formal languages // Journal of Computer and System Si-ene. | 1973. | V. 7, � 2. | P. 119{160.16. Ashroft E., Manna Z., Pnueli A. A deidable properties ofmonadi funtional shemes // Journal of the ACM. | 1973. | V. 20,� 3. | P. 489{499.17. ìÉÓÏ×ÉË ì. ð. íÅÔÁÌÉÎÅÊÎÙÅ ÓÈÅÍÙ Ó ÚÁÓÙÌËÁÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔ //ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 1985. | � 2. | ó. 29{38.18. ìÉÓÏ×ÉË ì. ð. óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÓÈÅÍÙ Ó ÍÁÇÁÚÉÎÁÍÉ // äÏËÌÁÄÙáî õóóò. | 1989. | � 12. | C. 23{27.19. Friedman E. P. Equivalene problems for deterministi languagesand monadi reursion shemes // Journal of Computer System Si-ene. | 1977. | V. 14. | P. 362{399.61
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óìïöîïó�ø òáóûéæòï÷ëé ðïòïçï÷ùèæõîëãéê íîïçïúîáþîïê ìïçéëéî. à. úÏÌÏÔÙÈ, á. à. þÉÒËÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷×ÅÄÅÎÉÅðÕÓÔØ Enk = f0; 1; : : : ; k � 1gn, k � 2, n � 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ F(n; k)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f : Enk ! f0; 1g, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, F(n; 2) |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ F 0 � F(n; k). ðÏÄ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ËÌÁÓÓÅ F 0�ÏÎÉÍÁÀÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ F 0 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕÌÕ ÜÔÏÊÆÕÎË�ÉÉ. ðÏÄ ÏÒÁËÕÌÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f �ÏÎÉÍÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕ-ÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ x 2 Enk ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ f(x).÷�ÅÒ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÷.ë.ëÏÒÏÂËÏ×ÙÍÉ �.ì.òÅÚÎÉËÏÍ [1℄ É ÷.ë.ëÏÒÏÂËÏ×ÙÍ [2, 3℄ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ G.Hansel [4℄. ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï ÞÉÓÌÕ ×Ï-�ÒÏÓÏ× É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ �ÁÍÑÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ �ÒÅÄÌÏÖÉÌî.á.óÏËÏÌÏ× [5℄. úÁÄÁÞÕ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÷.ë.ëÏÒÏÂËÏ× [6℄, ÷. â.áÌÅËÓÅÅ× [7℄,á. ÷.óÅÒÖÁÎÔÏ× [8℄ É ÄÒ. í.÷.çÏÒÑÉÎÏ× É á.á.óÁ�ÏÖÅÎËÏ [9℄ �ÒÅÄ-ÌÏÖÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ. äÒÕÇÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÑÈ É ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÏÂ-ÚÏÒÅ á.ä.ëÏÒÛÕÎÏ×Á [10℄.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× (á.á.÷ÏÒÏÎÅÎËÏ, ÷.÷.ïÓÏËÉÎ, ü.ü.çÁÓÁÎÏ× É ÄÒ.) úÁÄÁÞÁ ÉÎ-ÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ × ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÔÅÓÔÏ× [11℄ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊÔÅÏÒÉÉ ÍÁÛÉÎÎÏÇÏ ÏÂÕÞÅÎÉÑ (Computational Learning Theory) [12℄.äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F(n; k) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍM�(f) = fx 2 Enk : f(x) = �g (� = 0; 1):æÕÎË�ÉÑ f 2 F(n; k) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a0; a1; : : : ; an, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏM0(f) =8<:x 2 Enk : nXj=1 ajxj � a09=; ;63



�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï nXj=1 ajxj � a0ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÏÇÏ×ÙÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ�ÅÌÙÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T (n; k) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ-ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ Enk , Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉn �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, T (n; 2) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ �Ï-ÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.úÁÄÁÞÕ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ �Ï-ÓÔÁ×ÉÌ ÷.î.ûÅ×ÞÅÎËÏ [13℄. ÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÕÔÏÞÎÉÍÔÅÒÍÉÎ �ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ�: �ÏÄ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÏÊ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕ-ÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÒÏÇÏ×ÏÇÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ ËÅÅ ÏÒÁËÕÌÕ.úÁÄÁÞÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó �ÒÏ-ÂÌÅÍÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÅÎËÉÞÉÓÌÁ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÏÊ. äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÞÉÓÌÁ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. éÚ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÏ× ì.ûÌ�ÅÆÌÉ [14℄ Ï ÞÉÓÌÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ�ÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á K ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, ÌÅÇËÏ�ÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ:jT (n; 2)j < 2 nXj=0� 2n � 1j � < 2n2 :ó.ñÄÖÉÍÁ É �.éÂÁÒÁËÉ [15℄ �ÏÌÕÞÉÌÉ �ÅÒ×ÕÀ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÎÉÖ-ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ: jT (n; 2)j > 2n2=2:à.á. úÕÅ× [16, 17℄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏjT (n; 2)j > 2n2(1�10= lnn);ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÓÔÁÎÏ×É× ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ �ÏÒÏ-ÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ: log2 jT (n; 2)j � n2 (n!1): (1)ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÏÄÉÎ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ Ï �1-ÍÁÔÒÉ�ÁÈ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ á.í.ïÄÌÙÖËÏ [18℄. äÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ64



Ë �ÏÌÕÞÅÎÉÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ (1), ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÌÅÍÍÕ ïÄÌÙÖ-ËÏ, �ÒÅÄÌÏÖÉÌ á.á.éÒÍÁÔÏ× [19℄.ïÂÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÏÂÚÏÒ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �Ï �ÏÒÏÇÏ×ÙÍ ÂÕÌÅ×ÙÍ ÆÕÎË-�ÉÑÍ É �ÏÒÏÇÏ×ÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× [20℄.äÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ á.á.éÒÍÁÔÏ×É ö.ä.ëÏ×ÉÑÎÉÞ [21℄ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ:jT (n; k)j � 12 � knbn� 4� 2n= logk n � jT (b2n= logk n+ 4; k)j;Ó�ÒÁ×ÄÅÌÉ×ÕÀ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ì.ûÌ�ÅÆÌÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ: log2 jT (n; k)j � n2 log2 k (n!1):äÌÑ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × [22℄�ÏÌÕÞÅÎÁ Ï�ÅÎËÁ:jT (2; k)j = 6k4�2 +O(k3 log k) (k !1):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ�ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÛÉÎÎÏÇÏ ÏÂÕÞÅ-ÎÉÑ ä.áÎÇÌÕÉÎ [12℄ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÏÂÕÞÅÎÉÑ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ×Ï�ÒÏÓÏ× �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ (membership queries). ðÕÓÔØM |ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, C � M , C � 2M . îÁÚÏ×ÅÍ M �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ�ÒÉÍÅÒÏ× (instane spae), C | �ÏÎÑÔÉÅÍ (onept), C | ËÌÁÓÓÏÍ �Ï-ÎÑÔÉÊ (onept lass). õÞÅÎÉË Ó �ÏÍÏÝØÀ ×Ï�ÒÏÓÏ× ×ÉÄÁ �x 2 C?�, ÇÄÅx 2M , ÄÏÌÖÅÎ ÄÁÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ C ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ C.ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÚÁÄÁÞ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁËÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÅ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ×: ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ max nXj=1 jxj�ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈx 2 C � 8<:x 2 Enk : nXj=1 ajxj � a09=; :65



ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ k, n, (1; 2; : : : ; n) 2 Zn ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, Á C ÚÁÄÁÎÏÓ �ÏÍÏÝØÀ ÏÒÁËÕÌÁ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ x 2 EnkÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ �x 2 C?�. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉË ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÒÁËÕÌÏÍ.ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ × ËÌÁÓÓÅ F 0 � F(n; k). ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(A; f) ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕÌÕ �ÒÉ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅÆÕÎË�ÉÉ f 2 F 0, Á ÞÅÒÅÚ �(A; f) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÒÉ ÒÁÓÛÉ-ÆÒÏ×ËÅ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 F 0.ïÒÁËÕÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÎÁÚÏ×ÅÍ�(A) = maxf2F 0 �(A; f):÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÎÁÚÏ×ÅÍ�(A) = maxf2F 0 �(A; f):ïÒÁËÕÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ × ËÌÁÓÓÅ F 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�(F 0) = minA �(A) = minA maxf2F 0 �(A; f):÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØÀ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ × ËÌÁÓÓÅ F 0 ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ �(F 0) = minA �(A) = minA maxf2F 0 �(A; f):íÎÏÖÅÓÔ×Ï T � Enk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍ (ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎ �ÒÏ×ÅÒÏÞÎÙÊ ÔÅÓÔ) ÄÌÑ f 2 F 0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ F 0,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g 2 F 0, f 6= g, ÎÁÊÄÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ z 2 T , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ g(z) 6= f(z). ðÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ××ÅÄÅÎÏ ÷.ë.ëÏÒÏÂËÏ×ÙÍ É �.ì.òÅÚÎÉËÏÍ [1℄ × ËÏÎÔÅË-ÓÔÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. òÁÚÒÅÛÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÉËÁ-ËÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍÄÌÑ f , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÕ�ÉËÏ×ÙÍ. òÁÚÒÅÛÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÉ fÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÕ�ÉËÏ×ÏÅ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ É ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÉÚ ÅÅ ×ÅÒÈÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÉÎÉÖÎÉÈ ÅÄÉÎÉ� [1, 7℄.ðÕÓÔØ �(f;F 0) | ÍÏÝÎÏÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÄÌÑ f 2 F 0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ F 0. äÌÉÎÏÊ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ËÌÁÓÓÅF 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �(F 0) = maxf2F 0 �(f;F 0):66



îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �(f;F 0) = minA �(A; f);�ÏÜÔÏÍÕ �(F 0) = maxf2F 0minA �(A; f):îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ F 0�(F 0) � �(F 0):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ�(n; k) = ��T (n; k)�; �(n; k) = ��T (n; k)�:åÓÌÉ P | �ÏÌÉÜÄÒ (×Ù�ÕËÌÏÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) × Rn,ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ VertP ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. åÓÌÉ X � Rn, ÔÏ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ConvX | ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , Á ConeX |ËÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ).1. èÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÉÎÙ ÏÂÕÞÅÎÉÑìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ T (En2 ) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï�(A) = 2n = jEn2 j;ÏÔËÕÄÁ �(n; k) � �(n; k) � �(n; 2) = �(n; 2) = 2n:éÔÁË, ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÏÔ n ÏÒÁËÕÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.ðÏÜÔÏÍÕ × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ×Å-ÌÉÞÉÎ �(n; k) É �(n; k) �ÒÉ k !1 É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n.ó ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f 2 T (n; k) × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×a0; a1; : : : ; an Ó×ÑÖÅÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ËÏÎÕÓ C(f) ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ:8>><>>: nPj=1 ajxj � a0 �ÒÉ ×ÓÅÈ (x1; : : : ; xn) 2M0(f);nPj=1 ajxj > a0 �ÒÉ ×ÓÅÈ (x1; : : : ; xn) 2M1(f): (2)67



ðÕÓÔØ T� �M�(f) (� = 0; 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÕ ÓÉÓÔÅÍÙ (2):8>><>>: nPj=1 ajxj � a0 �ÒÉ ×ÓÅÈ (x1; : : : ; xn) 2 T0;nPj=1 ajxj > a0 �ÒÉ ×ÓÅÈ (x1; : : : ; xn) 2 T1: (3)õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T = T0 [ T1, T� �M�(f) (� = 0; 1) ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍ ÄÌÑ f 2 T (n; k), ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (2) ÂÙÌÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (3).íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ (2) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄ-ÓÉÓÔÅÍÁ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ:8>><>>: nPj=1 ajxj � a0 �ÒÉ ×ÓÅÈ (x1; : : : ; xn) 2 T0(f);nPj=1 ajxj > a0 �ÒÉ ×ÓÅÈ (x1; : : : ; xn) 2 T1(f):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ f 2 T (n; k) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T = T0 [ T1,ÇÄÅ T� � M�(n; k) (� = 0; 1), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÕ�ÉËÏ×ÙÍ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ T� = T�(f) (� = 0; 1).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ f 2 T (n; k) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅÔÕ�ÉËÏ×ÏÅ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T (f) = T0(f) [ T1(f).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P�(f) = ConvM�(f) (� = 0; 1). ÷.î.ûÅ×ÞÅÎËÏ [23℄�ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f 2 T (n; k) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï VertP0(f)[VertP1(f)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍ. ï�ÅÎÉ×ÁÑ jVertP0(f) [ VertP1(f)j Ó×ÅÒÈÕ,÷.î.ûÅ×ÞÅÎËÏ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ�(n; k) � 2n logn2 (k + 1):âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n) Ï�ÅÎËÕ �ÏÌÕÞÉÌ T.Heged�us [24℄ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× [25℄ Ï ÞÉÓÌÅ ×ÅÒÛÉÎ × ÎÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ �ÅÌÏ-ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ �ÏÌÉÜÄÒÁÈ:�(n; k) = O(logn�12 k) (k !1):ðÅÒ×ÁÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÷.î.ûÅ×ÞÅÎËÏ,î.à.úÏÌÏÔÙÈ [26, 27℄: �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n � 2�(n; k) = 
(logn�22 k) (k !1):68



ðÒÏÇÒÅÓÓ ÎÁ �ÕÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÈ ×ÅÒÈÎÉÈ É ÎÉÖÎÉÈ Ï�Å-ÎÏË ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �(n; k) �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌ ÚÁ ÓÞÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÏ×ÙÈÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÞÉÓÌÅ ×ÅÒÛÉÎ × ÎÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ �Ï-ÌÉÜÄÒÁÈ. ðÏÌÉÜÄÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ�ÅÌÙÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × [28℄ �ÏÌÕÞÅÎÁ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ:�12 log k � n� 3� (n� 1) log(n� 2)�n�24(n� 1)3n�1(n� 2)n�2�(n� 2)!�2 �� �(n; k) � 2n log(2n)�1 + log(k + 1)�n�1:óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÏÍ n � 2 �(n; k) = �(logn�22 k) (k !1):îÉÖÅ ÜÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÉÜÄÒ P = fx 2 Rn : Ax � a0g, ÇÄÅ A 2 Zm�n,a0 2 Zm, É �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ �ÏÌÉÜÄÒ PZ = Conv(P \ Zn). ðÒÏ-ÂÌÅÍÏÊ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎÏË jVertPZj ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÷.î.ûÅ×ÞÅÎËÏ,ó.é.÷ÅÓÅÌÏ×, á.à.þÉÒËÏ×, A. S.Hayes, D. C. Larman, I. B�ar�any,R.Howe, L. Lov�asz, W.Cook, M.Hartmann, R.Kannan, C.MDiarmidÉ ÄÒ. óÍ. ÏÂÚÏÒ ÒÁÂÏÔ × [29℄.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ× �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ-Ñ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ �ÏÌÉÜÄÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ, ×�ÅÒ×ÙÅ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÷.î.ûÅ×ÞÅÎËÏ [30℄ É ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á VertPZ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎ-ÎÏÓÔÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G � Zn+ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÄÅ-ÌÅÎÎÏÓÔÉ [30℄, ÅÓÌÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ x; y 2 G, x 6= y ÓÌÅÄÕÅÔ 2x � y =2 Zn+,ÇÄÅ Zn+ = fx 2 Rn : x � 0g.ìÅÍÍÁ [30℄. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G � Zn+ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x = (x1; x2; : : : ; xn) 2 G ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ�i � xj � �j (j = 1; : : : ; n � 1), ÇÄÅ �1; �2; : : : ; �n�1, �1; �2; : : : ; �n�1| ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏÇÄÁjGj � n�1Yj=1 �1 + log2 �j + 2�j + 1� :69



îÁÉÌÕÞÛÁÑ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n) ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑjVertPZj �ÏÌÕÞÅÎÁ × [29℄.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [29℄. ðÕÓÔØ P = fx 2 Rn : Ax � a0g, A 2 Zm�n,a0 2 Zm, ÔÏÇÄÁjVertPZj � (n+ 1)n+1n! �n(m)�1 + 12 log(n+ 1) + log��n�1 ;ÇÄÅ �n(m) = �m� bn�12  � 1bn2  �+�m� bn2  � 1bn�12  �;� ÒÁ×ÎÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÉÎÏÒÏ× �ÏÒÑÄËÁ n+1ÍÁÔÒÉ�Ù � A a00 1 � :�ÏÞËÁ x 2 P \ Z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ �ÏÌÕÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ P \ Z. ìÅÇËÏ ×É-ÄÅÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁ PZ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÁ.ïÂÒÁÔÎÏÅ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ. ëÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [31℄,×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ �ÏÄÈÏÄÙ Ë Ï�ÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ jVertPZj ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ Ï�ÅÎËÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË.ðÕÓÔØ f 2 T (n; k). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ K(f) = Cone�M1(f) � M0(f)�,F0(f) = ConvM0(f)�K(f), F1(f) = ConvM1(f) +K(f).÷ [32℄ ÄÁÎÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T (f) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ F0(f), F1(f).�ÅÏÒÅÍÁ 2 [32℄. ðÕÓÔØ f 2 T (n; k), ÔÏÇÄÁ T�(f) = VertF�(f)(� = 0; 1).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ f 2 T (n; k), x; y 2 T�(f) (� = 0; 1), x 6= y.�ÏÇÄÁ 2x� y 62 F0(f) [ F1(f): (4)õÄÏÂÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F0(f) [ F1(f) × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÁËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T 0(n; k) ÔÁËÉÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ f , ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÒÏÇÏ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏa0 2 Z; aj 2 Z; 0 < a0 < aj(k � 1) (j = 1; 2; : : : ; n):åÓÌÉ f 2 T 0(n; k), ÔÏ F0(f)[F1(f) = Zn+ É Ó×ÏÊÓÔ×Ï (4) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓ×ÏÊÓÔ×Õ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ. 70



�ÅÏÒÅÍÁ 3 [32℄. äÌÑ ÌÀÂÏÊ f 2 T 0(n; k) �ÒÉ n � 2jT�(f)j � n(1 + log2 n)�1 + log2(k + 1)�n�2 (� = 0; 1):�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n � 2�(n; k) = O(logn�22 k) (k !1):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÒÏÇÏ×ÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ f 2 T (n; k) ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ a1 � a2 � � � � � an � 0.åÓÌÉ a0 � (k � 1)an, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ a0 > (k�1)an. åÓÌÉ en =2 K(f), ÔÏ ÉÚx 2 T�(f) ÓÌÅÄÕÅÔ xn = 0 ÉÌÉ xn = k�1, �ÏÜÔÏÍÕ jT�(f)j � 2�(n�1; k).ðÕÓÔØ en 2 K(f). ðÏÌÏÖÉÍT 00(f) = fx 2 T0(f) : n�1Xj=1 ajxj � a0 � (k � 1)ang;T 000 (f) = fx 2 T0(f) : n�1Xj=1 ajxj > a0 � (k � 1)ang;T 01(f) = fx 2 T1(f) : n�1Xj=1 ajxj > a0g;T 001 (f) = fx 2 T1(f) : n�1Xj=1 ajxj � a0g:åÓÌÉ x 2 T 0�(f) (� = 0; 1), ÔÏ xn = 0 ÉÌÉ xn = k � 1, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,jT 0�(f)j � 2�(n� 1; k).ðÕÓÔØP = 8<:x 2 Enk : a0 � (k � 1)an < n�1Xj=1 ajxj � a0; xn = 09=; :åÓÌÉ y 2 P , ÔÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ en 2 K(f), �ÏÌÕÞÁÅÍ:fy + �en : � 2 Zg � F0(f) [ F1(f):71



óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, jT 00� (f)j ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÔÏÞÅË × P . ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÏÌÉ-ÜÄÒÁ Conv ÎÅ ×ÙÛÅ n�1, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈÔÏÞÅË × P �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÅÓÔØ O(logn�22 k). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.éÔÁË, ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n � 2�(n; k) = �(logn�22 k) (k !1):ïÔÄÅÌØÎÏ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ÓÌÕÞÁÊ n = 2. íÏÖÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ [26, 33℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k � 2�(2; k) = 4:ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. óÒÅÄÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ �ÒÉ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× a1; a2 �ÒÑÍÙÍÉ a1x1 + a2x2 = 1, ÇÄÅ(x1; x2) 2 f0; 1; : : : ; k � 1g2, ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÉ.�ÁËÏÊ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÏ× a1; a2 �ÒÑÍÙÍÉ a1x1 + a2x2 = 1, ÇÄÅ (x1; x2) 2 f1; 2; : : : ; kg2 ÉÔ. �.ðÏÄ ÓÒÅÄÎÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÔÕ�ÉËÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á× ËÌÁÓÓÅ F 0 �ÏÎÉÍÁÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ�(F 0) = 1jF 0j Xf2F 0 �(f):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: �(n; k) = ��T (n; k)�.M.Antony, G.Brightwell, D.Cohen, J. Shawe-Taylor [34℄ �ÏËÁÚÁÌÉ,ÞÔÏ �(n; 2) � n2:üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ (ÓÍ. [35℄) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ:�(n; k) � n2 log2 k:à.á. úÕÅ× [20℄ ××ÅÌ �ÏÎÑÔÉÅ ÇÒÁÆÁ (ÂÕÌÅ×ÙÈ) �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. üÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊk-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ËÌÁÓÓ F 0 � F(n; k)).ðÕÓÔØ f 2 F(n; k), g 2 F(n; k),dist(f; g) = jfx 2 Enk : f(x) 6= g(x)gj:72



çÒÁÆÏÍ ËÌÁÓÓÁ F 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ ÅÓÔØ F 0, Á ff; gg Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁdist(f; g) = 1.óÒÅÄÉ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó �ÏÒÏÇÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÉÍÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, à.á. úÕÅ× (1994) ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÁÆÁ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï�(n; k) É �(n; k) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ × ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ: �(n; k)ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ, Á �(n; k) | ÓÒÅÄÎÑÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ.2. áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ÷.î.ûÅ×ÞÅÎËÏ [13℄ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A0 ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ �ÏÒÏ-ÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ×ÅÌÉÞÉ-ÎÙ �(A0) É �(A0) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ log2 k. T.Heged�us [24℄�ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ �(A0) = O�logbn=2(n�1)+n2 k�:î.à.úÏÌÏÔÙÈ, ÷.î.ûÅ×ÞÅÎËÏ [36℄ É T.Heged�us [37℄ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ A1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(A1) = O(logn2 k), �(A1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ �ÏÌÉ-ÎÏÍÏÍ ÏÔ log2 k. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(A1) = O(logn�12 k).âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ í.à.íÏÛËÏ×Á [38, 39℄ × ÔÅÏ-ÒÉÉ ÔÅÓÔÏ×, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ (ÓÒ. [37℄) ÁÌÇÏÒÉÔÍ A0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ�(A0) = O� logn�12 klog log k� (k !1);ÎÏ �(A0) ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ log2 k (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n)ÎÅÌØÚÑ.éÔÁË,�(n; k) = O� logn�12 klog log k� ; �(n; k) � �(n; k) = 
(logn�22 k) (k !1):äÌÑ n = 2 × [26, 40℄ �ÏÓÔÒÏÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ�(A2) � 6 log2(k � 1) + 4; �(A2) = O(log22 k):3. òÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÏÂÙÞÎÏÇÏ� ÏÒÁËÕÌÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÏÒÁËÕÌ �ÒÉÎÉ-ÍÁÅÔ ÎÁ ×ÈÏÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ Qn, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÚ Enk . ðÏ73
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óÅË�ÉÑ�óÉÎÔÅÚ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�ë÷áî�ï÷ùê íå�ïä ï�ðåþá�ëï÷ äìñ íïäåìéë÷áî�ï÷ùè ëïííõîéëáãéïîîùè ÷ùþéóìåîéêæ. í. áÂÌÁÅ×, á. ÷. ÷ÁÓÉÌØÅ× (ëÁÚÁÎØ)äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ× ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÒÁ-ÎÅÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÅÓÎÕÀ Ó×ÑÚØ ËÏÍÍÕ-ÎÉËÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÍÏÄÅÌÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ×ÅÔ×Ñ-ÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ [3℄ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÔ-�ÅÞÁÔËÏ× ÄÌÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.îÁÍÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ×ÁÒÉÁÎÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÏÔ�Å-ÞÁÔËÏ× ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ.æÏÒÍÁÌØÎÏ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �mf �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍËÏÌØ�ÏÍ Zm ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ� 2 f0; 1gn ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ: f(�) = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 8g 2�mf j g(�) = 0.ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÍÍÕ-ÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.1. äÌÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ � 2 (0; 1) É×ÙÂÅÒÅÍ Ä×Á ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G = fg1; : : : ; glg É H = fh1; : : : ; hlg�ÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Zm, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× �mf = fg1 +h1; : : : ; gl + hlg ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÄ Zm.2. îÁ ÏÓÎÏ×Å ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ � = �1 : : : �n1 ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØA ÓÔÒÏÉÔ ÅÇÏ ÏÔ�ÅÞÁÔÏË jh�i, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ × ÓÅÂÅ t � l (t =2dlog2((2=�) ln (2m))e = O � logm� �) ÏÄÎÏËÕÂÉÔÎÙÈ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ��hi;j� � (1 �
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i � t, 1 � j � l):��hi;j� � = os �kigj (�)m j0i+ sin �kigj (�)m j1ijh�i = 1pt tPi=1 jii ��hi;1� � ��hi;2� � : : : ��hi;l� � :3. ïÔ�ÅÞÁÔÏË jh�i �ÅÒÅÄÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÀ B, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅÓ×ÏÅÊ ÞÁÓÔÉ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ  = 1 : : : n2 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÅÇÏ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ��hi;j�;� = os �ki(gj(�)+hj())m j0i+ sin �ki(gj(�)+hj ())m j1ijh�;i = 1pt tPi=1 jii ��hi;1�;� ��hi;2�;� : : : ��hi;l�;� :4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ B ÉÚÍÅÒÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ jh�;i ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ É ×ÙÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ 1 (�ÒÉÎÉÍÁÅÔ×ÈÏÄÎÏÊ ÎÁÂÏÒ), ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ l ËÕÂÉÔ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÉ j0i.÷ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ f(�; ) = 1, ÄÁÎÎÙÊ �ÒÏÔÏËÏÌ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ ËÂÅÚÏÛÉÂÏÞÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ. åÓÌÉ ÖÅ f(�; ) = 1, ÔÏ, ×ÙÂÒÁ× ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× K = fk1; : : : ; ktg \ÈÏÒÏÛÉÍ" × ÓÍÙÓÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÓÔÁÔØÉ [1℄, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÉ A É B �ÏÌÕÞÁÔ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ Ó ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØÀ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ p�=2 + 1=2.óÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏÔÏËÏÌÏ×, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ Ï�É-ÓÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÍÅÔÏÄÅ, ÂÕÄÅÔ �ÏÒÑÄËÁ O �log logm+ j�mf j�. ÷ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ j�f j = O(log n) É m = 2nO(1) , ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁ-ËÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÒÑÄËÁ O(logn), ÞÔÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÌÕÞÛÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ �ÒÉ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ ÄÌÑÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÚÁ-×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ ÔÁËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍÉ ÒÁÎÅÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ÍÏÄÅÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ [1℄.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÍÉ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÒÁ-ÎÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÚ×ÏÌÉ×ÛÅ-ÇÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÁÛÉÍ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×. äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ×ËÌÀÞÁÅÔÆÕÎË�ÉÉ Ó \ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ-ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÉ" �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ [2℄.79



÷×ÉÄÕ ÔÅÓÎÏÊ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍÉ OBDD É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍÉÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÍÉ �ÒÏÔÏËÏÌÁÍÉ, ÄÁÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉ × ÍÏÄÅÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔÙ11-07-00465-Á É 12-07-97019-Ò �Ï×ÏÌÖØÅ Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Ablayev F., Vasiliev A. Algorithms for quantum branhing prog-rams based on �ngerprinting // Eletroni Proeedings in TheoretialComputer Siene. | 2009. | V. 9. | P. 1{11.2. Ablayev F., Vasiliev A. Classial and quantum parallelism in thequantum �ngerprinting Method // Parallel Computing Tehnologies.Leture Notes in Computer Siene. | Springer, 2011. | V. 6873. |P. 1{12.3. Wegener I. Branhing programs and binary deision diagrams. |SIAM Press, 2000.õ�ïþîåîéå éåòáòèéé ëìáóóï÷âõìå÷ùè æõîëãéê, ðòåäó�á÷éíùè ÷íïäåìñè k-OBDD ÷å�÷ñýéèóñ ðòïçòáííæ. í. áÂÌÁÅ×, ë. ò. èÁÄÉÅ× (ëÁÚÁÎØ)íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ |k-OBDD. ÷ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ É ÉÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ OBDD É k-OBDD Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × ËÎÉÇÅ [1℄.OBDD ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X = fx1; x2; : : : ; xng | ÜÔÏ ×Å-Ô×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. åÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ n ÕÒÏ×ÎÅÊ 1; : : : ; n ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏi ÒÅÂÒÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÕÒÏ×ÎÑ i ×ÅÄÕÔ ÔÏÌØËÏ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÒÏ×ÎÑ (i+ 1).îÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ i ÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ xij . îÁ ÌÀÂÏÍ �ÕÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ OBDD P ÞÉÔÁÅÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × �ÏÒÑÄËÅ� = (i1; : : : ; in). òÁÚÌÉÞÎÙÅ OBDD ÍÏÇÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ�ÏÒÑÄËÉ � ÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.K-OBDD | ÜÔÏ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ P , ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚ-ÄÅÌÉÔØ ÎÁ k ÓÌÏÅ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ OBDD, �ÒÉÞÅÍ�ÏÒÑÄÏË � ÞÔÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ P ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÊ. 80



óÌÏÖÎÏÓÔØ S(P ) ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ P | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ.þÅÒÅÚ k-OBDD ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÙ k-OBDD �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÅÒÁÒÈÉÑ (ÉÅÒÁÒÈÉÑ BSSW): ÄÌÑk = o(n1=2= log3=2 n) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ(k � 1)�OBDD � k�OBDD:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÅÒÁÒÈÉÉ BSSW ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × k-ÒÁÕÎÄÏ×ÙÈ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏ-ÔÏËÏÌÁÈ [3℄.îÁÍÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ ÍÅÔÏÄ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÊ × k-OBDD, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÕÔÏÞ-ÎÑÅÍ ÉÅÒÁÒÈÉÀ BSSW.÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ûÉÒÉÎÁ w(P ) �ÒÏÇÒÁÍÍÙ k-OBDD P | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ, ×ÚÑÔÙÊ�Ï ×ÓÅÍ ÕÒÏ×ÎÑÍ P .úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ k-OBDD P ÉÍÅÅÍ w(P ) �S(P ) � k � w(P ) � n. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ k-OBDD P �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÅÅ ÛÉÒÉÎÁ w(P ) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �ÏÌÉÎÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f(X) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × k-OBDD ÛÉÒÉÎÙ w É �ÕÓÔØ w2k�2 < 2n. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ gj ; hj , 1 � j � w2k�2, ÞÔÏ hj �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × OBDDÛÉÒÉÎÙ w É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(X) = w2k�2_j=1 gj(X)hj(X):�ÅÏÒÅÍÁ 1 �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ×É-ÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × k-OBDD, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÉÅÒÁÒÈÉÉ.þÅÒÅÚ k-OBDDw ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÙ k-OBDD ÛÉÒÉÎÙ w �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ k = o(n= logw), ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ×ËÌÀÞÅÎÉÅ �k��OBDDw � k�OBDDw;ÇÄÅ  | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ É  � 9.81



ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÅÒÁÒÈÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \ÂÏÌÅÅ ÇÒÕÂÏÊ" ÞÅÍ ÉÅÒÁÒÈÉÑBSSW, ÏÄÎÁËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÅÒÁÒÈÉÀ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ k(ÄÏ k = o(n= logn) ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1).îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × k-OBDD(ÔÅÏÒÅÍÁ 1) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÉÅÒÁÒÈÉÀ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × k-OBDD ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ(Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).þÅÒÅÚ k-ÔBDDw ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ù-ÞÉÓÌÉÍÙ k-OBDD ÛÉÒÉÎÙ w � pol(n), ÇÄÅ pol(n) | ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ×ÉÄÁ nt; t � 1.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ k = o(n= log2 n), ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ�k��ÔBDDw � k�ÔBDDw;ÇÄÅ  | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ É  � 9.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Wegener I. Branhing programs and binary deision diagrams: the-ory and appliations // Soiety for Industrial and Applied Mathemat-is. | Philadelphia, 2000.2. Bolling B., Sauerho�M., Sieling D., Wegener I. Hierarhy theoremsfor k-OBDDs and k-IBDDs. | 1996.3. Nisan N., Widgerson A. Rounds in ommuniation omplexity re-visited // SIAM Journal on Computing. | 1993. | V. 22. | P. 211{219.ï âéìéîåêîïê óìïöîïó�é ðåòåíîïöåîéñíá�òéã òáúíåòï÷ 2� 4 é 4� 2.÷. â. áÌÅËÓÅÅ× (íÏÓË×Á)âÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÏÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÕÖ-ÎÙÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. âÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÚÁÄÁ-ÞÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ82



ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ.ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ�. áÌÇÏÒÉÔÍ ûÔÒÁÓÓÅÎÁ [1℄ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ O(nlog2 7) ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÍ ÉÍ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 2 Ó ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ 7. ÷ÉÎÏÇÒÁÄ [2℄�ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÕ Ï�ÅÎËÕ ÎÅÌØÚÑ �ÏÎÉÚÉÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 2 ÒÁ×ÎÁ 7.îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÔÕ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÑÖÅÌÏÊ ÄÁÖÅÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÍÁÔÒÉ�. �ÁË, �ÒÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁ-ÞÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 3 ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅÂÏÌØÛÅ 23 [3℄ É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 19 [4℄. éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ûÔÒÁÓÓÅÎÁ ÌÅÇËÏ ×Ù-ÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2�m ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚ-ÍÅÒÏÍ m� 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊd 7m2 e. èÏ�ËÒÏÆÔ É ëÅÒÒ [5℄ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÕ Ï�ÅÎËÕ ÎÅÌØÚÑ �ÏÎÉ-ÚÉÔØ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÉÚ 2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÌÅÊ É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ m ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÊ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [6℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ�ÒÉ m = 3 ÌÀÂÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÍÅÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 11 ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2 � 3 ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÕÒÁÚÍÅÒÏÍ 3� 2 ÒÁ×ÎÁ 11 ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ.äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÓÌÕÞÁÀ m = 4. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁÒÁ×ÎÁ 14.�ÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ-�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2 � 4 ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 4 � 2 ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ�ÏÌÅÍ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 14 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 2� 4 ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚ-ÍÅÒÏÍ 4� 2 ÒÁ×ÎÁ 14 ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÄÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÏÔÉ×ÎÏÇÏ. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ó 13 ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑÍÉ. ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [6℄, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÔÓÕÔ-ÓÔ×ÉÀ ÒÅÛÅÎÉÑ Õ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ.ðÕÓÔØ A|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8�8,ÒÁÚÂÉÔÁÑ ÎÁ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8� 2: A = jA1jA2jA3jA4j. ðÕÓÔØAi1 |ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8�4 ×ÉÄÁ jAij0j, Á Ai2 |ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÏÍ8� 4 ×ÉÄÁ j0jAij. ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ 13 ÍÁÔÒÉ� �ÅÒ×ÏÇÏÒÁÎÇÁ D1 �D13 ÒÁÚÍÅÒÏÍ 8� 4 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ 8 ÍÁÔÒÉ� Ai1; i = 1; 4É Ai2; i = 1; 4 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉ� D1 �D13.83



îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A.éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÌÕÞÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ×ÉÄÁ, Á ÕÖÅ ÄÌÑÜÔÏÇÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ×ÉÄÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ. õËÁÖÅÍ ÚÄÅÓØÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÈÏÄÙ.ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù Dt; t = 1; 13 ÄÁÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÉÈ × ×ÉÄÅ Dt = jD1t jD2t j, ÇÄÅÍÁÔÒÉ�Ù D1t , D2t ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ 8 � 2. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÓÅ Ai; i = 1; 4Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉ� D11 �D113. �ÁË ËÁË ÒÁÎÇÓÔÏÌÂ�Ï× × ÍÁÔÒÉ�Å A ÒÁ×ÅÎ 8, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÒÉ� D11 � D113 (ÒÁÎÇÁ1) ÄÏÌÖÎÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ 8 ÍÁÔÒÉ�, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ 0 É �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅÎÁ 8 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ (�ÕÓÔØ ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù D1 �D8).õÍÎÏÖÁÑ ÓÌÅ×Á ×ÓÅ ÍÁÔÒÉ�Ù D1�D13 É A ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ P , ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ Ï�ÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÄÌÑÄÒÕÇÏÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù PA). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ PÔÁË, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÎÇÁ 1 Dt; t = 1; 8ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂ�Å Ó ÏÄÎÏÊ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ × ÓÔÒÏËÅ Ó ÎÏ-ÍÅÒÏÍ t É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á Dt ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ 0 ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÒÏËÁÈ,ËÒÏÍÅ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ t. üÔÏ ÒÅÚËÏ Õ�ÒÏÝÁÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÌÕ-ÞÁÅ×.äÒÕÇÏÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÔÒÉ�ÁA ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A1, A2, A3, A4 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ,Á ÚÎÁÞÉÔ É 4 ÍÁÔÒÉ�Ù Ai2 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ 4 ÍÁÔÒÉ-�Ù Ai2 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉ� D1�D13. îÏÔÏÇÄÁ ÜÔÉ 4 ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÉ� D1�D13 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÌÉ-ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ� D11�D113 ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙÄÁ×ÁÔØ 0, Á ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÒÉ� D11 �D113 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÂÏÌÅÅ 9 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ó ÕÞÅÔÏÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁ-�Á �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ 2 ÓÌÕÞÁÑ: 1) ÓÒÅÄÉÍÁÔÒÉ� D11 �D113 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 8 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ (D1 �D8);2) ÓÒÅÄÉ ÍÁÔÒÉ� D11 � D113 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 9 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ(D1 �D8 É D9).÷ ÓÌÕÞÁÅ 1) ËÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á D1t ; t = 9; 13 ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ÍÁÔÒÉ� D1t ; t = 1; 8, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÁ-ÔÒÉ�ÅÊ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, �ÏÜÔÏÍÕ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÉ ÍÏÇÕÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ D1t ; t = 1; 8, Õ ËÏÔÏ-ÒÙÈ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÅ) ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÓÔÒÏËÉ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙ. üÔÏ �ÒÉ-×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× × ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÓËÏÌØËÏ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË ÉÍÅÅÔÓÑ × ÒÁÚÎÙÈ84



D1t ; t = 1; 8.óÌÕÞÁÊ 2) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ÷ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ �ÒÉ×ÏÄÑÔË �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. üÔÉÍ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ12-01-91331-îîéï-Á). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Strassen V. Gaussian elimination is not optimal // Numer.Math. | 1969. | V. 13. | P. 354{356.2. Winograd S. On multipliation of 2�2 matries // Linear Algebraand Appl. | 1971. | V. 4. | P. 381{388.3. Laderman J. D. A nonommutative algorithm for multiplying 3�3matries using 23 multipliations // Bull. Amer. Math. So. | 1976. |V. 82, �. 1. | P. 126{128.4. Bl�aser M. On the omplexity of the multipliation of matries ofsmall formats // J. Complexity. | 2003. | V. 19. | P. 43{60.5. Hoproft J. E., Kerr L. R. On minimizing the number of multipli-ations neessary for matrix multipliation // SIAM J. Appl. Math. |1971. | V. 20, �. 1. | P. 127{148.6. Alekseyev V. B. On the omplexity of some algorithms of matrixmultipliation // Journal of Algorithms. | 1985. | V. 6. | P. 71{85.ï óìïöîïó�é áóéíð�ï�éþåóëé ïð�éíáìøîùèðï îáäåöîïó�é óèåí ðòé ïäîï�éðîùèëïîó�áî�îùè îåéóðòá÷îïó�ñèîá ÷ùèïäáè üìåíåî�ï÷í. á. áÌÅÈÉÎÁ (ðÅÎÚÁ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÎÅ-ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅB = fe1; e2; :::; emg, m 2 N . ëÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÂÁÚÉÓÁ Ei �ÒÉ�ÉÓÁ-ÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ v(Ei) { ×ÅÓ ÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. óÌÏÖÎÏÓÔØÀL(S) ÓÈÅÍÙ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×.ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ  ( 2 (0; 1=2) �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÙÅ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÑ ÔÉ�Á 0 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üÔÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ', Á × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ {85



ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0. îÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÔÉ�Á 1 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄ×ÅÒÖÅ-ÎÙ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÔÉ�Á 0 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ.ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ S ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) (x = (x1; x2; :::; xn)).ðÕÓÔØ P �f(a)(S; a) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(a) ÎÁ ×ÙÈÏÄÅÓÈÅÍÙ S �ÒÉ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ a. îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ P(S) ÓÈÅÍÙ S, ÒÅÁ-ÌÉÚÕÀÝÅÊ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(x), ÒÁ×ÎÁ P(S) = maxa P �f(a)(S; a), ÇÄÅÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ×ÈÏÄÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ a.ðÕÓÔØ P(f) = inf P(S), ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍS ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f . óÈÅÍÕ A,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �ÏÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ P(A) � P(f) �ÒÉ  ! 0.éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÌÀÂÕÀÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÞÔÏ ÅÅ ÎÅÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔØ �ÒÉ ×ÓÅÈ  2 (0; 1=960℄ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3 + 1002.äÏËÁÚÁÎÏ [2℄, ÞÔÏ �ÒÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÌÀÂÏÍ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ �ÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B ÉÚ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ) �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ S, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÉÍÉ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S), ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÒÁ×ÎÏÊ " (Ô. Å. P (S) s ") �ÒÉ "! 0. ëÏÎÓÔÁÎÔÁ  ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔÂÁÚÉÓÁ,  2 f1; 2; 3g. äÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÓÈÅÍÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ L(S) . kB �2n=n, �ÒÉÞÅÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁ-ÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ kB ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ B, 40 � kB � 168.ðÕÓÔØ B { �ÏÌÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. þÉÓÌÏ  ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏÍ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ B, ÅÓÌÉ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÎÅ ÂÏÌØÛÅ " �ÒÉ " ! 0, É ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅÌØÚÑ ÒÅ-ÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ, ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ". úÁÍÅÔÉÍ (ÓÍ. [1℄), ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌ-ÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ  2 f1; 2; 3g.üÔÁ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÙÈ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ: ËÏÎÓÔÁÎÔÕ kB ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÎÉÚÉÔØ ÄÏ 3, �ÒÉ-ÞÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÉÚ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÏ É ×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2).÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ Lp;(n) = maxf minS L(S), ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕ-ÀÝÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÂÁÚÉÓÅ B, ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍ S ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; x2; :::; xn) Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ86



P (S) � p, Á ÍÁËÓÉÍÕÍ | �Ï ×ÓÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ f ÏÔ n �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ.ðÕÓÔØ Ng | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÏÅ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ g(x1; x2; x3) = x1x2_x1x3_x2x3 × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÈ ÞÉÓÅÌ b É h (b; h > 0)ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ 1(1 2 (0; 1=2)) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ  2(0; 1℄, É ÌÀÂÏÍ p, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÀ (1 + h)Ng � p � 1=2,Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Lp;(n) . (1+b)� �2n=n, ÇÄÅ � { �ÒÉ×ÅÄÅÎ-ÎÙÊ ×ÅÓ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ä. õÌÉÇ[3℄ ÄÌÑ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ " × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ " = . éÎ×ÅÒÓÎÙÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÓÔÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ ', Á × ÎÅ-ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " 2 (0; 1=2), ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ �'.óÈÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ.ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÈÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÁ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ B { �ÏÌÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ,  | ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ B. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ 2 2 (0; 1=2) É d > 0, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n � 3 ÌÀÂÕÀÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; x2; : : : ; xn) ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊP (S) �  + d2 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ  2 (0; 2℄,L(S) . 3(1 + b)�2n=n �ÒÉ n!1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉÓÈÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÉÚÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × 3(1+ b) ÒÁÚ, ÇÄÅ b | ÌÀÂÏÅ, ÓËÏÌØÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍ ÒÁ×ÎÙ [4℄, ÔÅÏÒÅÍÙ1 É 2 ×ÅÒÎÙ �ÒÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÔÉ�Á 1 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ11-01-00212). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÌÅÈÉÎÁ í. á. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÉ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ-ÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖ-ÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ"87



(Ç. íÏÓË×Á, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ.-ÍÁÔ. Æ-ÔÁ íçõ,2010. | ó. 83{85.2. áÌÅÈÉÎÁ í. á. óÉÎÔÅÚ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ �Ï ÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ. íÏÎÏÇÒÁÆÉÑ. | ðÅÎÚÁ: ééã ðçõ, 2006.3. Uhlig D. Reliable networks from unreliable gates with almost min-imal omlexity // Fundamentals of Computation Theory. Intern. Óonf.FCT'87 (Kazan, June 1987). Pro. | Berlin: Springer-Verl., 1987. |P. 462{469. (Leture Notes in Comput. Si. | V. 278.)4. áÌÅÈÉÎÁ í. á., ðÉÞÕÇÉÎÁ ð. ç. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈÓÈÅÍ × �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄ-ÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ"(Ç. ðÅÎÚÁ 28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ { 3 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ.-ÍÁÔ.Æ-ÔÁ íçõ, 2009. | ó. 10{13.
ïâ ïäîïê ðïóìåäï÷á�åìøîïó�é æõîëãéêíîïçïúîáþîïê ìïçéëéá. á. áÎÄÒÅÅ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ [1℄. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÉÍÅÅÔÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÏÔ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ[2, 3℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ5-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÌÁÓÓÅ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2Cn=2n , ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÅÎ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ 4-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [6℄ �ÒÉ×Ï-ÄÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fn(x1; : : : ; xn) ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ P10, ÓÌÏÖÎÏÓÔØËÏÔÏÒÙÈ × ËÌÁÓÓÅ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ 23n .÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÍÅÔÏÄ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É r �ÒÉ k(r) = r + 3 ÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk(r), ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ mrn . ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ88



ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ P6, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÌÁÓÓÅ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 23n .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pk ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k{ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉ-ËÉ, k � 4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ En (n � 1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ×(�1; : : : ; �n), ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �1; : : : ; �n 2 Ek = f0; 1; : : : ; k � 1g, Á ÞÅÒÅÚHn | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ En, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ×3; : : : ; k � 1, �ÒÉÞÅÍ ÔÒÏÊËÉ ÅÓÔØ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ�(x; y), �(x; y; z), 'm(x; y) (m 2 f3; : : : ; k� 1g) É fn(y; x1; : : : xn) ÉÚ PkÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ�(x; y) =8<:0; ÅÓÌÉ x = 0; y = 2;1; ÅÓÌÉ x = 1 ÉÌÉ x = 0; y = 3;2; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ;�(x; y; z) = ��(x; z); ÅÓÌÉ x = y;2; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ;'m(x; y) = �3; ÅÓÌÉ x = 3; y = m;2; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ;fn(y; x1; : : : ; xn) =8<:0; ÅÓÌÉ y = 0; (x1; : : : xn) =2 Hn;1; ÅÓÌÉ y = 1 ÉÌÉ y = 0; (x1; : : : xn) 2 Hn;2; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.ðÏÌÏÖÉÍ B = f�; '3; : : : ; 'k�1; 2g, A = B [ f�g. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ×ÓÅÈ n � 1, k � 4 ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fnÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLB(fn) = (n+ 1) � 2n((k�3)n�(k�4)n) � n:éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (�ÒÉ k = 6) �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÉ ×ÓÅÈ n � 1 ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn ÆÕÎË-�ÉÊ 6{ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLB(fn) = (n+ 1) � 2n(3n�2n) � n:óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÁ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ×ÙÛÅ ÒÁÂÏÔÙ [6℄.òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.89



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ m É r ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ fn ÆÕÎË�ÉÊ r + 3-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ �ÒÉ n �! 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ LB(fn) & mrn :ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍ-ÍÁ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ A, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÀ fn(y; x1; : : : ; xn) ÉÚ Pk É ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÉÄ� = �(�(: : : �(�(y; Z1); Z2); : : :); ZN );ÇÄÅ Z1; : : : ; ZN | ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ A, k � 4, n É N | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ.ðÕÓÔØ L(�) = LA(fn). �ÏÇÄÁN � (k � 3)n � (k � 4)n;É ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; N ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁL(Zi) � n:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÆÏÒÍÕÌ × ÎÅ�ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ // íÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 1. | í.: îÁÕËÁ, 1988. |C. 242{245.3. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÇÌÕÂÉÎÅ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò | 1988. |�. 298, � 6. | C. 1341{1344.4. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÏÄÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 2. | 1989. | C. 174{176.5. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÏÄ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ 4-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏ-ÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2004. |� 3. | C. 52{55.6. áÎÄÒÅÅ× á. á. ïÂ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. CÅÒ. 1. íÁ-ÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2011. | � 6. | C. 3{7.90



ï þéóìå ðïìîùè âáúéóï÷éú ä÷õè÷èïäï÷ùè üìåíåî�ï÷ó úáäáîîùí ëïüææéãéåî�ïí îåîáäåöîïó�éï. à. âÁÒÓÕËÏ×Á (ðÅÎÚÁ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÈÅ-ÍÙ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " (" 2(0; 1=2)) �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ. üÔÉÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÏÊÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ' × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË-�ÉÀ �'.ðÕÓÔØ f(x1; :::; xn) (n � 1) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, ÁS | ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ f(~x) (~x = (x1; :::; xn)).ðÕÓÔØ P �f(~a)(S; ~a) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(~a) ÎÁ ×Ù-ÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ f(~a), ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ~a.îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ P (S) ÓÈÅÍÙ S ÅÓÔØ P (S) = max~a fP �f(~a)(S; ~a)g, ÇÄÅ ÍÁË-ÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÈÏÄÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ~a ÓÈÅÍÙ S.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P"(f) = inf P (S), ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅ-ÍÁÍ S ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀf(x1; :::; xn).óÈÅÍÕ A ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË-�ÉÀ f(x1; :::; xn), ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï ÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ P (A) � P"(f) �ÒÉ "! 0, Ô. Å. lim"!0 P"(A)P (f) = 1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑ-ÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2 (jB2j = 16), Á ÞÅÒÅÚB3 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔÔÒÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; x3.éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B � B3 ÎÁÊÄÅÔÓÑÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ k (k 2 f1; 2; 3; 4; 5g) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ �Ï ÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÁÍÉ, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÉÍÉ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊ k" �ÒÉ "! 0.þÉÓÌÏ k, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÂÁÚÉÓÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏÍ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÁ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÄÓÞÉÔÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× × B2, ÁÔÁËÖÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ k (k 2f1; 2; 3; 4; 5g) ÎÁÊÄÅÎÏ ÞÉÓÌÏ N(k) �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÉÚ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×. 91



÷ B2 ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ. þÉÓÌÏ ÜÔÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ×ÎÏ 216 = 65536.ó �ÏÍÏÝØÀ ü÷í ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× × B2. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 64801.ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ N(k) �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÎÅ-ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ k (Ô. Å. ÂÁÚÉÓÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÉÍÉ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊk" �ÒÉ "! 0) ÒÁ×ÎÏ:N(k) = 0, ÅÓÌÉ k = 1;N(k) = 43776, ÅÓÌÉ k = 2;N(k) = 18624, ÅÓÌÉ k = 3;N(k) = 1872, ÅÓÌÉ k = 4;N(k) = 528, ÅÓÌÉ k = 5.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 99 % �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌ-ÎÙÍÉ, �ÒÉÞÅÍ × 68% ÓÌÕÞÁÅ× ÉÚ ÎÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÒÁ-×ÅÎ 2, É ÍÅÎÅÅ 1% �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÉÍÅÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏ-ÓÔÉ 5.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÎÏÍÅÒ�ÒÏÅËÔÁ 11-01-00212Á. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ÷ÁÓÉÎ á. ÷. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅ-ÍÙ × �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÉÚ ÔÒÅÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. | äÉÓÓ. ... ËÁÎÄ.ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË. | ðÅÎÚÁ, 2010.íõìø�éáçåî�îáñ çåïíå�òéþåóëáñ úáäáþáï îáúîáþåîéñè: éîæïòíáãéïîîùê áóðåë�á.à. âÅÒÎÛÔÅÊÎ, î.÷. ûÉÌÏ× (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)òÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | ÜÔÏ ÇÒÕ��Á ÄÅ�ÅÎÔÒÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÚÁ-ÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÓ�ÏÌÎÉÔÅÌÅÊ [2℄. òÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÜÔÏ�ÒÏÔÏËÏÌ ÒÁÂÏÔÙ É ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÉÓ�ÏÌÎÉÔÅÌÅÊ × ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊÓÉÓÔÅÍÅ, �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÝÉÊ ÄÅ�ÅÎÔÒÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÕÀ ÇÒÕ��Õ × ËÏÌÌÅËÔÉ×,ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÚÁÄÁÞÕ [3℄.íÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ | ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÁÑ ÉÚ ÁÇÅÎÔÏ× [4℄. áÇÅÎÔ | ÜÔÏ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÊ (×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊÍÉÒ ÒÁÚÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÎÁ ÓÅÂÑ É ÓÒÅÄÕ, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÊ ×Ó£ ÏÓÔÁÌØÎÏÅ), ÒÅ-ÁÇÉÒÕÀÝÉÊ (Ó�ÏÓÏÂÎÙÊ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÏ ÓÒÅÄÏÊ É ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÎÁ92



×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÒÅÄÙ) ÏÂßÅËÔ (× ÏÂßÅËÔÎÏ-ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ),×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈÍÎÅÎÉÊ ÉÌÉ ×ÅÒÙ (Believes), �ÅÌÅÊ (Desires), É ÎÁÍÅÒÅÎÉÊ (Intentions)ÁÇÅÎÔÁ. íÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | ÜÔÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÒÏÂÏÔÁÈ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (RinS | Robot in Spae):÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rk (k � 2) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ n > 1 Á×ÔÏÎÏÍ-ÎÙÈ ÒÏÂÏÔÏ× É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÕËÒÙÔÉÊ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ. íÅÓÔÏ�Ï-ÌÏÖÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÕËÒÙÔÉÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ É ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÏÂÏÔÕ.ëÁÖÄÏÍÕ ÒÏÂÏÔÕ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÁÚÎÁÞÅÎÏ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ÕËÒÙÔÉÅ,Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÒÏÂÏÔ ÚÎÁÅÔ. ëÁÖÄÙÊ ÒÏÂÏÔ ÚÎÁÅÔ Ó×ÏÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÚÎÁÅÔ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÏÂÏÔÏ×,ÎÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, É ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅÍ ÒÏÂÏÔÁÍ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÎÁÚÎÁÞÅÎÙ É ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ÕËÒÙÔÉÑ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏ-ÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÓÅ ÒÏÂÏÔÙ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ, ÆÉËÓÉÒÕÀÔ Ó×ÏÉ ÔÅ-ËÕÝÉÅ �ÏÚÉ�ÉÉ, É ÚÁÔÅÍ ÏÎÉ ×ÓÅ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÂÒÁÔØ ÕËÒÙÔÉÑ, ÞÔÏÂÙÄ×ÉÎÕÔØÓÑ Ë ÎÉÍ �Ï �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÍÁÒÛÒÕÔÕ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÏÂÏ-ÔÁÍ ÎÅÌØÚÑ ÓÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ. òÏÂÏÔÙ ÍÏÇÕÔ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ËÁ-ÖÄÙÊ Ó ËÁÖÄÙÍ �Ï�ÁÒÎÏ, ×ÅÓÔÉ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÙ × �ÁÒÁÈ É ÏÂÍÅÎÉ×ÁÔØ-ÓÑ ÕËÒÙÔÉÑÍÉ. úÁÄÁÞÁ: ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÁÎÏÎÉÍÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÏ×, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÊ, ÞÔÏ ËÁ-ÖÄÙÊ ÒÏÂÏÔ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔ ËÕËÒÙÔÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎ ×ÙÂÒÁÌ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÏ×, ÎÅ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÅÔÓÑ É ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ÍÁÒÛÒÕÔÁÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÒÏÂÏÔÏ×. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ \×ÙÒÏÓÌÁ" ÉÚ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÒÏÂÏÔÁÈ ÎÁ íÁÒÓÅ (Mars Robot Puzzle | MRP), ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏËÌÁÄÙ×Á-ÌÁÓØ ÎÁ è íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ \äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" É ÂÙÌÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ × [1℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ MRP Ñ×ÌÑÅÔÓÑÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ RinS ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÔÏËÏÌÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕËÒÙÔÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÚÁÄÁÞÕ RinS. �ÁËÏÊ �ÒÏ-ÔÏËÏÌ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÏ× ÄÌÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØ-ÎÙÈ ÒÏÂÏÔÏ× É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ-�ÌÁÎÉÒÏ×ÝÉËÁ ÏÂÝÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÏÂÏÔÁÍÉÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ-�ÌÁÎÉÒÏ×-ÝÉË ÏÂÝÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÒÏÂÏÔÁÍÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï-ÓÔÉ, ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÏÂÏÔÁ, ÖÅÌÁÀÝÅ-ÇÏ ËÏÎÔÁËÔÉÒÏ×ÁÔØ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ Ó ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÉÍ ÒÏÂÏÔÏÍ-�ÁÒÔÎ£ÒÏÍ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ × ÂÕÄÕÝÅÍ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, ËÏ-ÇÄÁ �ÁÒÔÎ£Ò ÂÕÄÅÔ ÇÏÔÏ× Ë ÏÂÝÅÎÉÀ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÒÏÂÏÔÏÍ. íÙ ÎÅ ÂÕ-ÄÅÍ ÏÂÓÕÖÄÁÔØ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ-�ÌÁÎÉÒÏ×ÝÉËÁ, Á ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ93



ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ Ë ÒÁÂÏÔÅ [1℄.ûÅÌÞÏË | ÜÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÏ× ÍÅÖÄÕ �ÁÒÏÊ ÒÏÂÏÔÏ×, �Ï-Ú×ÏÌÑÀÝÉÊ ÜÔÉÍ ÒÏÂÏÔÁÍ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÎÕÖÎÏ ÌÉ ÉÍ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÔØÓÑÕËÒÙÔÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:� ÅÓÌÉ ÔÅËÕÝÉÅ �ÕÔÉ ÒÏÂÏÔÏ× �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×ÅÒ-ÛÉÔØ ÏÂÍÅÎ;� �ÏÓÌÅ ÏÂÍÅÎÁ ÕËÒÙÔÉÑÍÉ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ �ÕÔÅÊ ÓÔÒÏÇÏ ÕÍÅÎØÛÁ-ÅÔÓÑ.ä×Á ËÒÁÊÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑ ÝÅÌÞËÁ | ÜÔÏ �ÒÏÓÔÏÊ ÝÅÌÞÏË, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍÏÂÍÅÎ ÕËÒÙÔÉÑÍÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÕÔÉ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ÝÅÌÞËÏÍ ÓÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÍÅÎ ÕËÒÙ-ÔÉÑÍÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ �ÕÔÅÊÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. ÷ ÒÁÍËÁÈ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅ ×ÁÖÎÏ, ËÁËÉÍÅÎÎÏ ÕÓÔÒÏÉÎ ÝÅÌÞÏË, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏ-ÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ ÒÏÂÏÔÙ ÓÏÏÂÝÁÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ Ï Ó×Ï£Í �ÏÌÏ-ÖÅÎÉÉ.÷ ÒÁÍËÁÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÁÓ�ÅËÔÁ ÚÁÄÁÞÉ RinS× ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÓ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ÔÏ, ËÁË ÒÏÂÏÔÙ ÈÒÁÎÑÔÉÈ × �ÁÍÑÔÉ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ,| ÜÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÉÔ/ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ, �ÅÒÅÄÁÎÎÏÅ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ × ÈÏÄÅ ÉÓ�ÏÌÎÅÎÉÑ �ÒÏÔÏËÏÌÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÔÏËÏÌÆÉÎÉÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÄÁÞÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÂÉÔ.�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÉÎÉÔÎÙÊ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕËÒÙÔÉÊ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÏÔÏËÏÌÅ ÝÅÌÞËÁ É Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×ÏÍ �ÌÁÎÉÒÏ×ÝÉËÅ ÏÂÝÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÁÇÅÎÔÁÍÉ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÔÏËÏÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑËÏÎÓÔÁÎÔÁ N , ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎ-ÎÙÈ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N ÂÉÔ. âÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÔÏËÏÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ �Ï ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ N , ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÈÏÄÎÙÈÄÁÎÎÙÈ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N ÓÏÏÂÝÅ-ÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË S � Rk, k � 2,ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ �ÌÏÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ S ÉÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÁÑ ×Ù�ÕËÌÏÅ �ÌÏÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕËÒÙÔÉÊ ÍÅÖÄÕ n � 2ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍÉ, ×ÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÏÂÏÔÏ×É ÕËÒÙÔÉÊ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï S ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏ, ÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ �Ï ÓÏ-ÏÂÝÅÎÉÑÍ �ÒÏÔÏËÏÌ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕËÒÙÔÉÊ.94



òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ × ÒÁÍËÁÈ �ÒÏÅËÔÁ óï òáî 15/10 ÎÁ 2012-14 ÇÇ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÏÄÉÎ å. ÷., çÁÒÁÎÉÎÁ î. ï., ûÉÌÏ× î. ÷. úÁÄÁÞÁ Ï ÒÏÂÏÔÁÈ ÎÁíÁÒÓÅ (ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÚÁÄÁÞÅ äÅÊËÓÔÒÙ) // íÏÄÅÌÉÒÏ-×ÁÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. | 2011. | �. 18, ×Ù�. 2. |ó.111{126.2. �ÁÎÅÎÂÁÕÍ ü., ×ÁÎ óÔÅÅÎ í. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÉÎ-�É�Ù É �ÁÒÁÄÉÇÍÙ. | óðÂ.: ðÉÔÅÒ, 2003.3. �ÅÌØö. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ.|í.: íãîíï,2009.4. Wooldridge M. An introdution to multiagent systems. | JohnWilley & Sons Ltd, 2002.ï ðïþ�é âéìéîåêîùè áìçïòé�íáèäìñ ìïëáìøîùè é ó÷åòèïóîï÷îùè áìçåâòí.âÌÅÚÅÒ (óÁÁÒÂÒÀËÅÎ, çÅÒÍÁÎÉÑ), â.÷.þÏËÁÅ× (íÏÓË×Á)ïÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ. äÌÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V � Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ë V , ÔÏ ÅÓÔØ, ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍÎÁ V .ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ, U , V , É W ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á ÎÁÄ k, É � : U � V !W | ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � = (f1; g1; w1; : : : ; f`; g`; w`) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏf�; g� 2 (U � V )� É w� 2 W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÏÍ ÄÌÉÎÙ ` ÄÌÑ � ÅÓÌÉ�(u; v) = X̀�=1 f�(u; v)g�(u; v)w� for all u 2 U; v 2 V :äÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ � ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ � É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ C(�).åÓÌÉ A | ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ k-ÁÌÇÅÂÒÁ, ÔÏ ÍÕÌØÔÉ-�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙ A Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁ-ÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × A, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ A�A! A. íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÙA ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË C(A). 95



åÓÌÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ, f� 2 U� É g� 2 V �, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ Á ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÒÁÎÇÏÍ. òÁÎÇ � É A, ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ R(�) É R(A).ëÁË ÒÁÎÇ É ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ? ïÞÅ×ÉÄÎÏ, C(A) � R(A) É ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ R(A) �2C(A). óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÉÍÅÒÙ, ÇÄÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÒÁÎÇ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù 2 � 2 ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ 2 � 3 ÒÁ×ÎÁ 10 [1℄ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÅ 2, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÒÁÎÇ ÜÔÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ 11 [2℄.ïÄÎÁËÏ, ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉÄ×Å ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÄÌÑ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ áÌÄÅÒÁ|ûÔÒÁÓÓÅÎÁ [3℄: C(A) � 2 dimA� tA; (1)ÇÄÅ tA | ÞÉÓÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× × A. üÔÏ Ï�ÅÎËÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÛÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. �ÁËÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. åÓ-ÌÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÛÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏÒÁÎÇÁ. ÷ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÁÊÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ É ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉ-ÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ. ÷ 1981 Ç. ÄÏ-ËÁÚÁÎÏ [5℄, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑÁÌÇÅÂÒÙ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ (ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ.ïÄÎÏÊ ÉÚ ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅÁÌÇÅÂÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ [6℄. òÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉÄÌÑ ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒ ÓÒÁÚÕ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ. ÷ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÁÌÇÅÂÒ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁËÉÅÁÌÇÅÂÒÙ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ. ãÅÌØÀÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØ-ÎÙÈ É Ó×ÅÒÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁ-ÂÏÔÙ ÄÁÄÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ A | ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ96



k. òÁÄÉËÁÌÏÍ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÅÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ Ä×Õ-ÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ radA. ìÅ×ÙÍ (�ÒÁ×ÙÍ) ÁÎÎÉÇÉ-ÌÑÔÏÒÏÍ radA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï LA = fx 2 radA j x(radA) =f0gg (RA = fx 2 radA j (radA)x = f0gg).áÌÇÅÂÒÁA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁA= radA �=D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÏÓÎÏ×-ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÆÁËÔÏÒ ÁÌÇÅÂÒÁ A= radA �= k� : : :� k ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÍÕ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÌÅÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ A | ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÉÌÉ Ó×ÅÒÈÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, � = (f1; g1; w1; : : : ;f`; g`; w`) | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ A. åÓ-ÌÉ w� =2 LA \ RA ÄÌÑ ×ÓÅÈ �, ÔÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ f� Ó g�, ÉÍÅÅÍf�(x; y) = f�(x; 0) É g�(x; y) = g�(0; y) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y 2 A.îÁÚÏ×ÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÙ A �ÏÞÔÉ ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÓÙÌËÁ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ w� 2 LA \ RA. éÜ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕ-ÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØ-ÎÏÊ ÉÌÉ Ó×ÅÒÈÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÌÉÂÏ �ÏÞÔÉ ÂÉ-ÌÉÎÅÊÎÙÍ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÅÂÒ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍÉ.ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ k | �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ Ä×ÕÈ.áÌÇÅÂÒÁ k[X ℄=(X2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ É Ó×ÅÒÈÏÓÎÏ×ÎÏÊ, ÎÏ ÉÍÅÅÔË×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÌÉ-ÎÅÊÎÙÍ (ÎÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ): ÍÙ ÍÏÖÅÍ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (a + bX)(a0 + b0X) ËÁË aa0 É ab0 + ba0 =12 (b+ b0)(a + a0) + 12 (b� b0)(�a+ a0). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ X 2 Lk[X℄=(X2) =Rk[X℄=(X2).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÒÁÎÔÏ×: ÇÒÁÎÔÁDFG BL 511/10-1, ÇÒÁÎÔÁ òææé � 12-01-91331-îîéï Á, É ÇÒÁÎÔÁðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ � íä-757.2011.9.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. A. Waksman. OnWinograd's algorithm for inner produts // IEEETrans. Comp. | 1970. | V. 19. | P. 360{361.2. Valery B. Alekseyev. On the omplexity of some algorithms ofmatrix multipliation //J. Algorithms. | 1985. | V. 6, � 1. | P.71{85.3. A. Alder and V. Strassen. On the algorithmi omplexity of as-soiative algebras //Theoret. Comput. Si. | 1981. | V. 15. | P.201{211. 97



4. Markus Bl�aser. A omplete haraterization of the algebras of min-imal bilinear omplexity //SIAM J. Comput. | 2004. | V. 34, � 2. |P. 277{298.5. Ephraim Feig. On systems of bilinear forms whose minimaldivision-free algorithms are all bilinear //J. Algorithms. | 1981. | V. 2,� 3. | P. 261{281.6. Peter B�urgisser, Mihael Clausen, and M. Amin Shokrollahi. Al-gebrai omplexity theory. | Springer, 1997.ï óéî�åúå òåëõòóé÷îùè óèåíéú æõîëãéïîáìøîùè üìåíåî�ï÷ó ïçòáîéþåîîïê çìõâéîïê òåëõòóééó. ÷. âÌÉÎÏ×, ó. á. ìÏÖËÉÎ (íÏÓË×Á)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ×Ù-ÞÉÓÌÑÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ (æáì), | ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÓÈÅÍÙÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (òóæü). üÔÁ ÍÏÄÅÌØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈÓÉÓÔÅÍ, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×�ÅÒ×ÙÅ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄. ÷ ÜÔÏÊÒÁÂÏÔÅ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ òóæü, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔ ÍÏÄÅÌØ òóæü ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ É, ×ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÄÅÌÅÊ [2℄.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ òóæü ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â, Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ �Ï-ÎÑÔÉÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (óæü) [3℄ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÅ òóæü.ìÀÂÁÑ òóæü ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ d � 1 �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ d óæü.ûÁÇ 1. òóæü F1 ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ 1 ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â ×ËÌÀÞÁÅÔ× ÓÅÂÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ óæü G1 ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â. üÔÁ òóæü ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÔÕ ÖÅ æáì, ÞÔÏ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÅÅ óæü. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÊòóæü ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ â1 = â.ûÁÇ S + 1. ðÕÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ òóæü FS ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ SÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â, �ÒÉÞÅÍ FS ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ fS É ÜÔÏÊ òóæü ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ âS . ðÕÓÔØ DS | ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀ fS. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÂÁÚÉÓ âS+1 = âS[DS ,Á ÔÁËÖÅ �ÏÓÔÒÏÉÍ óæü GS+1 ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ âS+1. �ÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ FS+1 =FS [GS+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ òóæü ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ S + 1. üÔÁ òóæü98



ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÔÕ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÀ, ÞÔÏ É GS+1 É ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ âS+1.óÌÏÖÎÏÓÔØ Lâ(F ) òóæü F ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â ÒÁ×ÎÁ ÏÂ-ÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×Ï ×ÓÅÈ óæü, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈòóæü F . óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Lâ(f) æáì fÉ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ Lâ(n) × ËÌÁÓÓÅ òóæü ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â, Á ÔÁË-ÖÅ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÒÁÌØÎÏÇÏ d, d � 1, | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ L(d)â (f)æáì f É ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ L(d)â (n) × ËÌÁÓÓÅ òóæü ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ d, ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â.÷ ÓÔÁÔØÅ [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÂÏÒ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ òóæü×ÌÉÑÅÔ ÏÞÅÎØ ÓÌÁÂÏ (�ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÌÏÖÎÏÓÔØæáì ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ) É ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁLâ(n) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÁ 3nlog2 3 .�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÂÁÚÉÓÁ â0 = f_;&;:g Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÏ�ÅÎËÉ: L(2)(n) � 3r2nn (1 + o(1));L(2)(n) � 2p2r2nn (1� o(1)):ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÒÉÂÏË ó. ÷. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÈ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒÉÑ15. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 2002. | � 4. |C. 31{36.2. ëÕÚØÍÉÎ ÷. æ. ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ×ÉÄÁÍÉ ÂÉÎÁÒÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ // íÅÔÏÄÙÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÏ× É ÓÈÅÍ. | ÷Ù�. 29. | 1976. |C. 11{39.3. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.
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ï óìïöîïó�é íõìø�éðìåëóïòîïê æõîëãéé÷ ëìáóóå óèåíéú æõîëãéïîáìøîùè üìåíåî�ï÷î. ÷. ÷ÌÁÓÏ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ (æáì) × ËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (óæü) × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ â 0 =fx& y; x_y; xg (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, 2℄).íÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊ æáì (ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÏÍ) �n �ÏÒÑÄËÁ n ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ æáì ÏÔ n+2n ÂÕÌÅ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (âð), ÇÄÅ �ÅÒ×ÙÅ n �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ \ÁÄÒÅÓÎÙÍÉ", ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 2n | \ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎ-ÎÙÍÉ", Á ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÔÏÊ ÅÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÊâð, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÁÄÒÅÓÎÙÈ âð.úÁÄÁÞÁ ÓÉÎÔÅÚÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ × ËÌÁÓÓÅ óæü × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅâ 0 = fx& y; x_y; xg. óÌÏÖÎÏÓÔØ L(�) óæü � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (æü) \&", \_" É \:" × ÎÅÊ.óÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊ æáì ÉÚÕÞÁÌÁÓØ × ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ. éÚ-×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄), ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ æáì �n,n = 1; 2; : : :, ËÁË óæü, ÔÁË É ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉ-ÓÅ â 0, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÁ 2n+1. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÎÉÖ-ÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ×ÉÄÁ 2n+1 + 1 � 2n=2 � O �2n=4� É ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ×ÉÄÁ2n+1 + 2 � 2n=2 +O �2n=4�, ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏ-ÒÁ �ÏÒÑÄËÁ n × ËÌÁÓÓÅ óæü ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â 0, ÇÄÅ 1 = 1=3, 2 = 2,ÅÓÌÉ n ÞÅÔÎÏ, É 1 = 0; 32, 2 = 3=p2, ÅÓÌÉ n ÎÅÞÅÔÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏ-ÇÏ, × [3℄ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ æáì �n × ËÌÁÓÓÅóæü × ÂÁÚÉÓÅ fx&y; x � y; xg, ÒÁ×ÎÁÑ 2n+1. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÂÙÌÉ �Ï-ÌÕÞÅÎÙ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ [6℄ ×É-ÄÁ 2n+1 �1 + 12n �O � 1n log2 n�� ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÅÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ × ËÌÁÓ-ÓÅ �-ÓÈÅÍ, Á × [7℄ ÂÙÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÂÌÉÚËÉÅ Ë ÎÉÍ Ï�ÅÎËÉ ×ÉÄÁ2n+1 �1 + (n)n �O � 1n log2 n��, ÇÄÅ (n) 2 �12 ; 1�, ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁ-ÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÁ �ÏÒÑÄËÁ n × ËÌÁÓÓÅ ÆÏÒÍÕÌ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÂÁÚÉÓÅ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÇÌÕÂÉÎÙ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊæáì �ÏÒÑÄËÁ n × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ æü \&" É \_"ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÇÌÕÂÉÎÕ, Á æü \:"| ÎÕÌÅ×ÕÀ, ÒÁ×ÎÏ 2, ÅÓÌÉ n = 2,É ÒÁ×ÎÏ n + 2, ÅÓÌÉ 1 < n 6 5 ÉÌÉ n > 20. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ 5 < n < 20ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (n + 2) É ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (n + 3)ÇÌÕÂÉÎÙ æáì �n. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÔÁËÖÅ ÄÌÑ100



ÂÁÚÉÓÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ É ÄÉÚßÀÎË-�ÉÊ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ óæü � × ÂÁÚÉÓÅ â 0, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ æáì�n, n > 2, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï:L(�) > 2n+1 + p22 2n2 �O (n) :òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ�12-01-00964-Á). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. ìÏÖËÉÎ ó. á. ìÅË�ÉÉ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÍ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | í.: éÚÄÁ-ÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ Æ-ÔÁ ÷íÉë íçõ, 2004.3. ëÏÒÏ×ÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉËÁ. | 1995. | �. 7, ×Ù�. 2. | ó. 95{102.4. òÕÍÑÎ�Å× ð. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏ-ÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. �ÅÚÉÓÙ ÄÏËÌÁÄÏ× XIV ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎ-ÆÅÒÅÎ�ÉÉ (ðÅÎÚÁ, 23{28 ÍÁÑ 2005 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2005. | ó. 133.5. ìÏÖËÉÎ C. á., ÷ÌÁÓÏ× î. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ × ËÌÁÓÓÅ �-ÓÈÅÍ. // õÞÅÎÙÅ ÚÁ�ÉÓËÉ ëÁÚÁÎ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. æÉÚ.-ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕËÉ. | 2009. | �. 151, ËÎ. 2. | ó. 98{106.6. ìÏÖËÉÎ ó. á. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÇÌÕÂÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ Ï�ÅÎÏË ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉÔÏÞÎÏÓÔÉ. // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ CÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. |2007. | � 3. | ó. 20{26.7. ÷ÌÁÓÏ× î. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ËÌÁÓ-ÓÅ ÆÏÒÍÕÌ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. íÁÔÅÒÉÁÌÙXVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÉÀ-ÎÑ 2011 Ç.). îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÎÉ×ÅÒ-ÓÉÔÅÔÁ, 2011. | ó. 96{97.8. ìÏÖËÉÎ C. á., ÷ÌÁÓÏ× î. ÷. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 15. ÷ÙÞÉÓÌ. ÍÁÔÅÍ. É ËÉÂÅÒÎ. |2011. | � 2. | ó. 40{46.
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ïâ õîé÷åòóáìøîùè æõîëãéñèäìñ ëìáóóá ìéîåêîùè âõìå÷ùèá. á. ÷ÏÒÏÎÅÎËÏ, â. ÷. ëÉÂÚÁ (íÏÓË×Á)âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÀ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ × ×ÉÄÅ �0 +�1x1 + ::: + �nxn. îÁÚÏ×£Í ÎÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀ (ÄÁÌÅÅ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÕÀ) ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g ÔÅÈ ÖÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ n+ 1 ÎÁÂÏÒ ÉÚÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ,ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÊ Ó f ÎÁ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÁÈ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ g.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (x1; x2; x3; x4; x5; x6) ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÎÁÂÏÒÅ É ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ×ÉÄÁ ei + ei+2 + ei+3, ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ É ÎÁÂÏÒÁÈ ×ÉÄÁ ei, ei + ei+2, ÇÄÅ ei ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ×ÅËÔÏÒ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÅÄÉÎÉ�Õ ÔÏÌØËÏ × i-ÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ, É ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÕÀÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ. éÎÄÅËÓÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ËÒÕÇÕ É �ÒÉÎÉ-ÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1, 2, 3, 4, 5, 6, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔÄ×ÉÖÅÎÉÅ �Ï ËÒÕÇÕ.ìÅÍÍÁ 1. æÕÎË�ÉÑ (x1; x2; x3; x4; x5; x6) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÛÅÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ(x1; x2; x3; x4; x5; x6)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ � ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ�(x1;1; x1;2; :::; xk;6) = (xi;1; xi;2; :::; xi;6),ÅÓÌÉ ×ÓÅ xj;s ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ �ÒÉ j 6= i. îÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÆÕÎË�ÉÑ� ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.ìÅÍÍÁ 2. æÕÎË�ÉÑ �(x1;1; x1;2; :::; xk;1; xk;2; :::; xk;6) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ 6k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀg ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ 6k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: g = �1;1x1;1+�1;2x1;2+ :::+�1;6x1;6+:::+ �k;1xk;1 + �k;2xk;2 + :::+ �k;6xk;6 + Æ:åÓÌÉ ×ÓÅ xj;s ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ �ÒÉ j 6= i, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ g ÒÁ×ÎÁ �i;1xi;1+�i;2xi;2 + ::: + �i;6xi;6 + Æ. ðÒÉÍÅÎÉ× ÌÅÍÍÕ 1, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÏÂÒÁÔØÔÁËÉÅ 7 ÎÁÂÏÒÏ× ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÏÄËÕÂÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÛÅÓÔØ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ g ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÊ Ó �. ðÒÏÄÅÌÁ×ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÆÕÎË�ÉÉ �,ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÀÝÉÈ g ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ. ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕëÒÏÎÅËÅÒÁ|ëÁ�ÅÌÌÉ [1, Ó. 96, Ó. 137℄, ÉÚÂÁ×ÉÍÓÑ ÏÔ ÌÉÛÎÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 102



ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ g(x1; :::; xn) | ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ n �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; :::; xn+1) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó g �ÒÉ xn+1 = 0É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ �ÒÉ xn+1 = 1 ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ. �ÏÇÄÁ f(x1; :::; xn+1) | ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ n+1 �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. úÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ xn+1 = 0 × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÌÅÍÍÙÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÏÇÏ �n+1xn+1. ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÔÏ ËÁË ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÁË É ÄÌÑ Å£ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÁÂÏÒ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ xn+1 = 1, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉÓÏ×�ÁÄÕÔ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ n � 6 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁ-ÄÁÎÎÁÑ ÎÁ 3 16n+ 56 (n mod 6) + 1 ÎÁÂÏÒÁÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 2 ÄÌÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ �ÅÌÏÇÏ,ËÒÁÔÎÏÇÏ ÛÅÓÔÉ É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ n. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍ-ÍÕ 3 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÎÁ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ ÷íë íçõ ÉÍÅÎÉ í.÷. ìÏÍÏ-ÎÏÓÏ×Á �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ íä-757.2011.9.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. éÌØÉÎ ÷. á., ëÉÍ ç. ä. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. | íÀ: éÚÄ-×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÔÁ, 1998.2. ÷ÏÒÏÎÅÎËÏ á. á. ïÂ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÄÌÑËÌÁÓÓÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.ï óìïöîïó�é õíîïöåîéñ é éî÷åò�éòï÷áîéñ÷ îåëï�ïòùè ëïìøãáè íîïçïþìåîï÷ó. â. çÁÛËÏ×, é. ó. óÅÒÇÅÅ× (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØ�ÁÈ ×ÉÄÁ K[x℄=(f(x)) ÓÈÅ-ÍÁÍÉ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ K. óÈÅÍÙ ÎÁÄ K | ÜÔÏ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ÂÁÚÉÓÏÍ f�; �; =g[fax j a 2 Kg.õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ × ÂÁÚÉÓÅ ÂÅÚ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÅÌÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ K | ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, p | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍKp;n(x) =K[x℄=�x(p�1)pn + x(p�2)pn + : : :+ xpn + 1� :103



÷ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ [9℄ á. û�ÅÎÈÁÇÅ É æ. ûÔÒÁÓÓÅÎ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ�ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ËÏÌØ�ÁÈ K2;n(x) (ËÁË ÓÏÓÔÁ×ÎÕÀÞÁÓÔØ ÍÅÔÏÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ) × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ËÏÌØ�Å K ÏÂÒÁÔÉ-ÍÁ Ä×ÏÊËÁ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(2nn logn). íÅÔÏÄ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÉ äðæ �ÏÒÑÄËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ. áËËÕÒÁÔÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ (3+o(1))2nn log2 n: ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ × äðæ �ÏÒÑÄËÁ 2. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ < N ÎÁÄ K ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ(3 + o(1))N log2N log2 logN .÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌØ�Á K, × ËÏÔÏÒÏÍ Ä×ÏÊËÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÁ,ÚÁÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÁ ÔÒÏÊËÁ, û�ÅÎÈÁÇÅ [8℄ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ [9℄ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × K3;n(x) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(3nn logn). íÅÔÏÄÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ äðæ �ÏÒÑÄËÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÒÏÊËÉ. ÷�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉä. ëÁÎÔÏÒ É ü. ëÁÌÔÏÆÅÎ [5℄ ÏÂÏÂÝÉÌÉ ÍÅÔÏÄ û�ÅÎÈÁÇÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊËÏÌØ�Á Kp;n(x) Ó ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ p, Á ÔÁËÖÅ ÕËÁÚÁÌÉ Ó�ÏÓÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K.�ÒÏÉÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ û�ÅÎÈÁÇÅ [8℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ ÓÁÍÙÍ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× ÎÁÄ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 | × ÎÉÈ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ Ä×ÏÊËÁ,�ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍ Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ [9℄. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÁË-ËÕÒÁÔÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ [8℄ (ÉÌÉ ÅÇÏ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ) ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ ×K3;n(x), harK = 2, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ Ë ×ÉÄÕ (A+o(1))3nn log2 n:A = 24 [6℄, A = 18 [4℄ É A = 16; 5 [7℄. á×ÔÏÒÁÍÉ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌÁ�ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÍÅÔÏÄÁ [8℄, �ÏÚ×ÏÌÉ×ÛÁÑ �ÏÎÉÚÉÔØ Ï�ÅÎËÕÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÏ A = 11; 25 Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅÍ ÄÏ A = 10; 5 [2℄.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ 3�1 2 K. �ÏÇÄÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ËÏÌØ�Å K3;n(x)ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (13+o(1))3nn log2 n É ÇÌÕÂÉ-ÎÙ O(n). ÷ ÓÌÕÞÁÅ harK = 2 ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ(10 + o(1))3nn log2 n É ÇÌÕÂÉÎÙ (6 + o(1))n.ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ < N ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍK ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ (3; 16 +o(1))N log2N log2 logN . �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÔÁËÖÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÅÎÉÔØ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÍÅÔÏÄÁ [5℄ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ < NÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ K ËÁË (B + o(1))N log2N log2 logN , ÇÄÅB = 3 + 6; 5 log3 2 < 7; 11.òÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÈÏÔÑÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÁÂÏÍ) ÓÍÙÓÌÅ: ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÓÒÅ-ÄÏÔÏÞÅÎÁ × äðæ �ÏÒÑÄËÁ 3, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÕÓÔÒÁÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔØÀÔÒÏÉÞÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ [8℄ (ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, × �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ×ÍÅÓÔÏ104



äðæ �ÏÒÑÄËÁ 3 ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ äðæ �ÏÒÑÄËÁ 3 É ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÁËÕÀ ÖÅÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ËÁË ÏÄÎÏ äðæ �ÏÒÑÄËÁ 3).óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÉÚ×ÌÅËÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÄÌÑÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÆÁËÔÏÒ-ËÏÌØ�ÁÈ K[x℄=(f(x)), × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ËÏÌØ�ÁÈKp;n(x). íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, p = 5 É har K = 2) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × Kp;n(x) ÂÙÓÔÒÅÅ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ ×ÄÕÈÅ ÍÅÔÏÄÁ [5℄, Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ äðæ �ÏÒÑÄ-ËÁ p.éÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ (×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ × ËÏÌØ�ÅKp;n(x) | ÏÓÏÂÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ËÏÌØ-�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. �ÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ K =GF (2), 2 | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p, É p2 ÎÅ ÄÅÌÉÔ2p�1 � 1, ÓÍ. [3℄.íÅÔÏÄÏÍ [1℄ Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ K = GF (2) ÉKp;n(x) �= GF (2N ), ÇÄÅ N = (p�1)pn. �ÏÇÄÁ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ × Kp;n(x) ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log p)N logN log logN É ÇÌÕÂÉÎÙ O(log2N). ÷ ÓÌÕÞÁÅp = 3 ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ (25+o(1))3nn log2 n.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔÙ11{01{00508 É 11{01{00792, É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅ-ÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÉËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ� (�ÒÏÅËÔ �úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÛËÏ× ó. â., óÅÒÇÅÅ× é. ó. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÇÌÕÂÉÎÅ ÓÈÅÍ ÄÌÑÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ × × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÑÈ GF (2n) // ÷ÅÓÔ-ÎÉË íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2009.| � 4. |ó. 3{7.2. çÁÛËÏ× ó. â., óÅÒÇÅÅ× é. ó. áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÂÙÓÔÒÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ // óÂ. �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�.þÁÓÔØ V. | í.: éÚÄ-×Ï éðí òáî, 2009. | ó. 3{23.3. ìÉÄÌ ò., HÉÄÅppÁÊÔÅp è. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ. T. 1. | í.: íÉÒ,1988.4. Bernstein D. J. Multidigit multipliation for mathematiians. |Manusript, 2001. | http://r.yp.to/papers.html#m3.5. Cantor D., Kaltofen E. On fast multipliation of polynomials overarbitrary algebras // Ata Inf. | 1991. | V. 28, � 7. | P. 693{701.105



6. von zur Gathen J., Gerhard J. Modern omputer algebra.| Camb-ridge: Cambridge University Press, 1999.7. Mateer T. Fast Fourier algorithms with appliations. | Ph. D.Thesis, Clemson Univ., 2008.8. Sh�onhage A. Shnelle multiplikation von polynomen �uber k�orpernder harakteristik 2 // Ata Inf. | 1977. | V. 7. | P. 395{398.9. Sh�onhage A., Strassen V. Shnelle multiplikation gro�er zahlen //Computing. | 1971. | V. 7. | P. 271{282. [òÕÓÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: û�ÅÎ-ÈÁÇÅ á., ûÔÒÁÓÓÅÎ ÷. âÙÓÔÒÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ // ëÉÂÅÒ-ÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË. ÷Ù�. 10. | í.: íÉÒ, 1973. | ó. 87{98.℄ðïìéîïíéáìøîùê áìçïòé�íîáèïöäåîéñ ðòéâìéöåîîïçï òåûåîéñúáäáþé ï òáúâéåîééó çáòáî�éòï÷áîîïê ïãåîëïê �ïþîïó�éí. á. çÅÒÁÓÉÍÏ× (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÖÁÄÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ (ÄÌÑ ÄÅ-ÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁ-ÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ë ÒÁ×ÎÙÈ �Ï ×ÅÓÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÇÄÅ ë > 1.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ×Ï ×ÈÏÄÎÏÍ �ÏÔÏËÅÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÏÍ. éÍÅÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (ËÁË ÔÏÞ-ÎÙÅ, ÔÁË É �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ) É × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ëÁÒÍÁÒËÁÒÁ-ëÁÒ�Á [1℄ ÎÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊÓ�ÉÓÏË ×ÈÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉX = fx1; ; xMg É ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÓÁ fw1; ; wMg ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W(X) ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á X: W (X) = MXi=1 wi:ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï è ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ K ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×,K � 2, X1; X2; :::; XK : Xi \Xj = �, X1 [X2::: [XK = X . óÏÇÌÁÓÎÏ[1℄ ×ÅÓÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕF (X1; X2; :::; XK) = maxfW (X1);W (X2); :::;W (XK)g106



�ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ K �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×X�1 ; X�2 ; :::; X�K , ÞÔÏF (X�1 ; X�2 ; :::; X�K) = minfF (X1; X2; :::; XK)gîÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ fX�1 ; X�2 ; :::X�Kg ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É ÔÏÞÎÏ-ÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ F (X�1 ; X�2 ; :::; X�K) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP - �ÏÌÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ [2℄. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ �ØÀÒÉÎÇÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÉÓË ÒÅÛÅÎÉÑ F (X1; X2; :::; XK), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÇÏ ËF (X�1 ; X�2 ; :::; X�K) ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ × ÔÒÉ ÜÔÁ�Á, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ. äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÊ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉÄÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ "ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÇÒÅÂÅÎËÉ".ðÅÒ×ÙÊ ÜÔÁ� ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÅ ×ÈÏÄ-ÎÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÉÈ ×ÅÓÏ×. ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÏÓÔÕ�ÁÀÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÔÂÏÌØÛÅÇÏ �Ï ×ÅÓÕ ÞÉÓÌÁ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ.÷ÔÏÒÏÊ ÜÔÁ� ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ë �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ÇÄÅ K � 2. ðÒÉÜÔÏÍ ×ÈÏÄÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ, ËÒÁÔÎÙÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ë ÅÄÉÎÉ-�Å �Ï�ÁÄÁÀÔ × �ÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÒÁÔÎÙÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ë Ä×ÏÊËÅ ×Ï×ÔÏÒÏÅ, É Ô.Ä. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ K = 2, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÞÅÔÎÙÍ ÉÎÄÅË-ÓÏÍ �Ï�ÁÄÁÀÔ ×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ | × �ÅÒ×ÏÅ. ðÏÓÌÅÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÜÔÁ�Á �ÏÌÕÞÁÅÍ K ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈ-ÓÑ �Ï ×ÅÓÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ×ÅÓ �ÅÒ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÄÁÎÎÙÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÅÓ K-ÇÏ (�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÇÒÅ-ÂÅÎËÉ �ÏÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÜÔÁ�Á ÒÁÂÏÔÙ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ×ÅÓÁ �ÅÒ×ÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ×ÅÓ �ÅÒ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÔÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ×ÈÏÄÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÏ ÍÅÔÏÄÏÍ �ÏÌÎÏÊ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï ÞÉÓÌÕ ×ÈÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.�ÒÅÔÉÊ ÜÔÁ� ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÉÓËÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÄÁÎÎÙÈ W(X) É ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ K, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊÉÄÅÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ ÔÏÌØKÏ× ÓÌÕÞÁÅ, KÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ÔÏÞÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, KÏÇÄÁ W(X) ÎÅ ËÒÁÔÅÎ K, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (�ÁÒÁ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ), ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÉÄÅÁÌØÎÙÊ ×ÅÓ ÄÌÑ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. 107



äÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ i ÓÞÉÔÁ-ÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Gi, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑ ÉÚÂÙÔÏË ÉÌÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ×ÅÓÁ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÄÅÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÂÙÔËÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ GiÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ, × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ | ÍÅÎØÛÅ. ÷ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÓÏÒÔÉÒÕÀÔÓÑ �Ï ÕÂÙ×ÁÎÉÀ ×ÅÓÁ. äÁÌÅÅ ÂÅÒÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×É ÉÝÅÍ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÅÒ×ÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) �Gi�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. åÓÌÉ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÙÌ ÎÁÊÄÅÎ, ÔÏ ÆÏÒ-ÍÉÒÕÅÍ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ:×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÏÇÏ É �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÊ ÓÏÓÔÁ×.ðÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÒÑÅÔ ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÜÌÅÍÅÎÔÙ), �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÜÌÅÍÅÎÔÙ). ó�ÉÓÏË ×ÎÏ×Ø�ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÒÔÉÒÕÅÔÓÑ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÉÈ ×ÅÓÏ×.ðÅÒÅÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Gi.ðÒÏ�ÅÓÓ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÈÏÔØ ÏÄÉÎ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÊÜÌÅÍÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎ, ÌÉÂÏ ÈÏÔØ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÌÉÞÉÎ Gi ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕ-ÌÀ. åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁÊÔÉ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ, ÌÉÂÏ ×ÓÅ Gi ÒÁ×ÎÙÎÕÌÀ, �ÒÏ�ÅÓÓ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ. ðÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÎÁÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÅÓÔØ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ K �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×.íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ Gi ÄÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï-ÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. åÓÌÉ ×ÓÅ Gi ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ K �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×.�ÅÏÒÅÍÁ 2. áÌÇÏÒÉÔÍ ÇÒÅÂÅÎËÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ ÚÁ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ,ÏÄÎÏÇÏÌÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ �ØÀÒÉÎÇÁ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ É ×ÙÈÏÄÏÍ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÜÒÉ í., äÖÏÎÓÏÎ ä. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁ-ÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. | í.: íÉÒ, 1982.2. Fishetti M., Martello S. Wost-ase analysis of the di�ereningmethod for the partition problem // Math. Programming. | 1987. |V. 37, � 1. | P. 117{120.3. íÉÎÓËÉÊ í. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É Á×ÔÏÍÁÔÙ. | í., 1971.4. Horowits E., Sahni S. Fundamentals of Computer Algorithms. |Computer Siene Press, 1978.
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äìéîá íéîéíáìøîïçï õóìï÷îïçï �åó�áäìñ íïîï�ïîîùè æõîëãéêîá îåëï�ïòùè çòáæáèí. ÷. çÏÒÑÉÎÏ×, ë. á. úÙËÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÄÌÉÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×-ÎÙÈ ÔÅÓÔÏ× ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, í. ÷. çÏÒÑÉÎÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×-ÎÙÅ ÔÅÓÔÙ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÇÒÁÆÁÈ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ËÌÁÓÓÏ×.çÒÁÆ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÄÁÌÅÅ ç (n; k), n; k | ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÅ, n > 1, ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÑÒÕÓÏ× �Ï 2n�1 ×ÅÒÛÉÎ × ËÁÖÄÏÍ. ñÒÕÓÙ�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ k. ëÁÖÄÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÅÎ ÂÕÌÅ× ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎÙ n, �ÒÉÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ × ÏÄ-ÎÏÍ ÑÒÕÓÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ. åÓÌÉ ÑÒÕÓ ÉÍÅÅÔ ÞÅÔ-ÎÙÊ ÎÏÍÅÒ, ÔÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁÂÏÒÙ Ó ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÅÄÉÎÉ�, Á ÅÓÌÉ ÑÒÕÓ ÉÍÅÅÔ ÎÅÞÅÔÎÙÊ ÎÏÍÅÒ, ÔÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁÂÏÒÙ Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ�. ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÑÒÕÓÁÈ, É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÅÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 1.çÒÁÆ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÄÁÌÅÅ H(n; k), n � 3, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n. åÇÏ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ�ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ | ÑÒÕÓÙ ÇÒÁÆÁ H(n; k) ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔ C(n�1)=2n ×ÅÒÛÉÎ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÂÕÌÅ×Ù ÎÁ-ÂÏÒÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÌÉÂÏ (n� 1)=2, ÌÉÂÏ (n+1)=2 ÅÄÉÎÉ� (× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÎÏÍÅÒÁ ÑÒÕÓÁ).çÒÁÆ ÔÒÅÔØÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊ ÄÁÌÅÅ G(n; k), n; k | ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÅ, n > 1, ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÑÒÕÓÏ×, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1ÄÏ k. åÓÌÉ ÑÒÕÓ ÉÍÅÅÔ ÞÅÔÎÙÊ ÎÏÍÅÒ, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2n ×ÅÒÛÉÎ.ëÁÖÄÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÂÕÌÅ× ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎÙ n, �ÒÉÞÅÍ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ × ÏÄÎÏÍ ÑÒÕÓÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ.åÓÌÉ ÑÒÕÓ ÉÍÅÅÔ ÎÅÞÅÔÎÙÊ ÎÏÍÅÒ, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n2n�1 ×ÅÒÛÉÎ, ËÏ-ÔÏÒÙÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁÂÏÒÙ ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ�ÏÚÉ�ÉÊ �-� | �ÒÏÞÅÒË, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ | 0 ÉÌÉ 1. ä×Å ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÑÒÕÓÁÈ, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÎÁÂÏÒÙÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ, ËÒÏÍÅ �ÏÚÉ�ÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ �-�.÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÂÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÑÒÕ-ÓÅ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ÅÒÛÉÎÁ v ÇÒÁÆÁ Q (Q = ç (n; k),109



H(n; k) ÉÌÉ G(n; k)) ÍÅÎØÛÅ ×ÅÒÛÉÎÙ u, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÙÊ �ÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ v É ËÏÎ�ÏÍ u. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ× É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f0; 1g. þÅÒÅÚM(Q) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Q. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÔÁËÖÅMi(Q) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ i-Í ÑÒÕÓÅ ÇÒÁÆÁ Q É �Ï ËÒÁÊ-ÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ (i+1)-ÏÍ ÑÒÕÓÅ. þÅÒÅÚ t(Q) (ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ti(Q)) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÔÅ-ÓÔÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M(Q) (ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Mi(Q)). í.÷. çÏÒÑÉÎÏ× �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ Q = ç (n; k)É Q = H(n; k) ×ÅÌÉÞÉÎÁ ti(Q) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ, Á ÄÌÑ Q = G(n; k) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÉÌÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÑÒÕÓÁÈÇÒÁÆÁ Q. ë.á. úÙËÏ× �ÏÎÉÚÉÌ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× G(n; k)ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. ïÂßÅÄÉÎÑÑ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Áti(ç (n; k)) = 2n; ti(H(n; k)) = 2C(n�1)=2n ; ti(G(n; k)) = 2n+ n2n�1:íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ× t(Q) =ti(Q) + [log2 k℄� 1.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÑÒÕÓÏ×ÇÒÁÆÁ, É ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ ÎÉÈ ÒÏ×ÎÏ × ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅòææé (�ÒÏÅËÔ 11-01-00508).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÏÒÑÉÎÏ× í.÷. ï ÄÌÉÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÔÅÓÔÁ ÄÌÑ ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÆÁÈ. äÉ�ÌÏÍÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ. | æÁ-ËÕÌØÔÅÔ ÷íë íçõ, 1995.2. çÏÒÑÉÎÏ× í.÷., óÁ�ÏÖÅÎËÏ á. á. ï ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1995. | �. 2, � 3. | ó. 79{80.
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áóéíð�ï�éþåóëé ïð�éíáìøîùåðï îáäåöîïó�é îå÷å�÷ñýéåóñ ðòïçòáííùó áâóïìà�îï îáäåöîùí ó�ïð-ïðåòá�ïòïíó. í. çÒÁÂÏ×ÓËÁÑ (ðÅÎÚÁ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ×ÅÔ×ÑÝÉÍÉÓÑ�ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ (ÓÔÏ�-Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ)[1℄ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B. ðÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó Ï�Å-ÒÁÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅÍ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÅÊ ËÏÍÁÎÄÙ | ËÏÍÁÎÄÙ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÄÁÀÝÅÊ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ ÄÏÓÒÏÞÎÏÇÏ �ÒÅËÒÁÝÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÉ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÉ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ ×ÈÏÄ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ (ËÏÔÏÒÙÊ ÅÝÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÏ�-Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ). ÷×Å-ÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É �ÏÎÑÔÉÑ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÎÁÄÅÖÎÙ, Á ×ÓÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕ-ÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " (" 2 (0; 1=2)) �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÓÔÑÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ. éÎ×ÅÒÓÎÙÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏ× ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ', Á× ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ | ÆÕÎË�ÉÀ �'.óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) (x = (x1; x2; : : : ; xn)), ÅÓÌÉ �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÅÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÈ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅa = (a1; a2; : : : ; an)) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÈÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z ÒÁ×ÎÏ f(a).îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ N"(Pr) �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Pr ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Pr �ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ×ÈÏÄÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Pr ÒÁ×ÎÁ 1 � N"(Pr).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ N"(f) = inf N"(Pr), ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÁÍ Pr, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f . ðÒÏÇÒÁÍÍÁ Pr, ÒÅ-ÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ�Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ N"(Pr) � N"(f) �ÒÉ "! 0, Ô. Å. lim"!0 N"(f)N"(Pr) = 1.÷ÒÅÍÅÎÅÍ ÒÁÂÏÔÙ T (Pr; a) ÎÅ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Pr ÎÁ ×ÈÏÄ-ÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ a ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ËÏÍÁÎÄ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ÄÏÏÓÔÁÎÏ×ËÉ.÷ÅÌÉÞÉÎÕ T (Pr) = (PT (Pr; a))=2n, ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×Ï-ÄÉÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ a ÄÌÉÎÙ n, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÒÅÄÎÉÍ ×ÒÅ-ÍÅÎÅÍ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Pr.÷ÅÌÉÞÉÎÕ T (f) = minT (Pr), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÎÅ×Å-Ô×ÑÝÉÍÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÉÍ f , ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÒÅÄÎÉÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÆÕÎË�ÉÉ f .111



ðÒÏÇÒÁÍÍÕ Pr, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ�ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï T (Pr) = T (f).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Subst(h) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; :::; xn (n � 3) É �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ h ×ÓÅ-×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (Ô. Å. ÚÁÍÅÎÏÊ É/ÉÌÉ ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).ïÂÏÚÎÁÞÉÍA0(n) = fx1; :::; xng; Ar(n) = Subst(fr(x1; :::; x2r+1)),ÇÄÅ fr(x1; :::; x2r+1) = x1x2_�x1x3x4_�x1�x3x5x6_:::_�x1�x3:::�x2r�3x2r�1x2r_ �x1�x3:::�x2r�3�x2r�1x2r+1 (r � 1; xi 2 fx1; :::; xng �ÒÉ ×ÓÅÈ i 2 N).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A(n) = 1[k=0Ak(n).ðÕÓÔØ K(n) { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn (n � 3), ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A(n). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ K = 1[n=3K(n).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A(n) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ jA(n)j � n2n�1:ðÏÜÔÏÍÕ jA(n)j22n ! 0 �ÒÉ n ! 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, jK(n)j22n ! 1, ÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [2℄. ÷ ÌÀÂÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÎÅ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ PrfÓ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÝÁÑ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ N"(Prf ) � "+ 4"2;É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 KN"(f) � "� 1"2�ÒÉ ×ÓÅÈ " 2 (0; 1=960℄, ÇÄÅ 1 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2 [2℄. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B,ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ � > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ "1 2(0; 1=2), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n � 3 ×ÓÑËÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f 2K(n) ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ Prf Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖÎÙÍÉ112



Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ ×ÓÅÈ " 2 (0; "1℄N"(Prf )�N"(f) � 2"2;É T (Prf ) . 3(1 + �)�2n=n�ÒÉ n!1; ÇÄÅ 2 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.éÚ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÂÁÚÉÓÅ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f 2 K ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ Prf ,ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ N"(Prf ) � " �ÒÉ " ! 0. óÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁ-ÂÏÔÙ ÔÁËÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ × 9(1 + �) ÒÁÚ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ×, ÅÓÌÉ B � B2, É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ × 6(1+ �) ÒÁÚ |×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ (� | ÌÀÂÏÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÅ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎ-ÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (ÎÏÍÅÒ �ÒÏÅËÔÁ 11-01-00212Á).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. þÁÛËÉÎ á. ÷. ï ÓÒÅÄÎÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1997. |�. 4, � 1. | ó. 3{17.2. çÒÁÂÏ×ÓËÁÑ ó. í. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏ-ÓÔÉ ÎÅ×ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ //äÉÓ. ... ËÁÎÄ. ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË. | ðÅÎÚÁ : ééã ðçõ, 2012.ï óìïöîïó�é ðòåäó�á÷ìåîéñáìçåâòáéþåóëïçï þéóìáðåòéïäéþåóëïê ÷å�÷ñýåêóñ äòïâøàó îá�õòáìøîùíé üìåíåî�áíéä. ÷. çÒÉÂÁÎÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)óÌÅÄÕÑ [1℄, ÂÕÄÅÍ T (1) ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ ÄÒÏ-ÂØÀ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ(×ÅÚÄÅ ÄÁÌÅÅ ð÷ãä) ÅÓÌÉ:
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8>>>>>>><>>>>>>>: T (1) = a(1)10 + Pdi=1 (1)i T (i): : :T (k) = a(k)k0 + Pdi=1 (k)i T (i): : :T (d) = a(d)k0 + Pdi=1 (d)i T (i) ; (1)
ÇÄÅ (k)i 2 R+ ; a(k) 2 R+ ; a(k) > 0; (k)0 > 0; ÄÌÑ i; k 2 f1; 2; :::; dg: (2)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ k 2 f2; :::; dg T (k) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ð÷ãä.T (k)s ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ s-Ê �ÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂØÀ ÄÌÑ T (k), ÅÓÌÉT (k)s = a(k)k0 + Pdi=1 (k)i T (i)s�1 ; ÇÄÅ T (k)1 = a(k)(k)0 :âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ð÷ãä T (k) ÓÈÏÄÉÔÓÑ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏ(k), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ T (k)s , É(k) = lims!1 T (k)s .÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ T (k) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (2).ðÕÓÔØ ai 2 R+ ; ÄÌÑ i 2 f0; 1; :::; d+ 1g; ad+1 > 0; a1 > 0; a0 > 0É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ad+1xd+1 +adxd+ :::+a1x = a0 (× [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏÞÉÓÌÁ  ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ).ðÏÌÏÖÉÍ �max = maxi2f1;2;:::;d+1gfaig, �min = mini2f1;2;:::;d+1gfaig.�ÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÍ �max = a0 + �max, �min = a0 + �min.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ð÷ãä (1) ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ úÁËÉÒÏ×ÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅÏ�ÅÎÉ×ÁÌÁÓØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ á1. úÄÅÓØ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÏ-ÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ á1 É Ï�ÅÎÅÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÜÔÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ.îÁÚÏ×ÅÍ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ á2.�ÅÏÒÅÍÁ 1. á2 ÓÔÒÏÉÔ ð÷ãä (1), ÞÔÏ T (k) = lims!1 T (k)s = k.ðÕÓÔØ m | ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÝÅÇÏ . �ÏÇÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁÔÒÁÞÉ×ÁÅÔ d2 +3md+O(d) +O(m)ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, 2md+O(d)+O(m) ÓÌÏÖÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÉÓÌÁ,×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔ �2max(�max +a0)d. 114



ðÏÌÕÞÉ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ  × ×ÉÄÅ (1), ÂÕÄÅÍ�ÒÉÂÌÉÖÁÔØ k ÄÒÏÂÑÍÉ T (k)s . ÷ ÜÔÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÂÕÄÕÔ�ÒÉÂÌÉÖÁÔØÓÑ ×ÓÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÏÔ 1 ÄÏ d.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÏÌÏÖÉÍ � = C1ad�10 �d�1min(1 � minf1; C2 1�d�1min +1C1 1ad�10 �d�1min g)2. �ÏÇÄÁ jT (k)s+1 � T (k)s j � C0( 11+� )s, ÄÌÑ d � 2, ÇÄÅC0 = (p5+1)38 ak+d0 �2max�d�1max; C1 = �2max; C2 = a0�max�2min .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ " ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ log1+�(C1" ) ÉÔÅÒÁ�ÉÊ.äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÙ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀ-ÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ð÷ãä. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ð÷ãä (1) É Å£ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÙ (2).ðÏÌÏÖÉÍ Q(k)s = a(k)T (k)s ; ÔÏÇÄÁ Q(k)s = (k)0 + dXi=1 (k)i a(i)Q(i)s�1 :�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ m > n, Á i0 = k, ÔÏÇÄÁjT (i0)m � T (i0)n j = (�1)n a(i0)Q(i0)m Q(i0)n Pdi1=1 (i0)i1 a(i1)Q(i1)m�1Q(i1)n�1 (Pdi2=1 (i1)i2 a(i2)Q(i2)m�2Q(i2)n�2 : : :(Pdin�1 (in�2)in�1 a(in�1)Q(in�1)m�n+1Qin�11 (Pdin=1 (in�1)in a(in)Q(in)m�n ))):�ÅÏÒÅÍÁ 3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ [3℄.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ.jT (i0)n+1 � T (i0)n j = (�1)n a(i0)Q(i0)n+1Q(i0)n Pdi1=1 (i0)i1 a(i1)Q(i1)n Q(i1)n�1 (Pdi2=1 (i1)i2 a(i2)Q(i2)n�1Q(i2)n�2 : : :(Pdin�1 (in�2)in�1 a(in�1)Q(in�1)2 Qin�11 (Pdin=1 (in�1)in a(in)Q(in)1 ))):ðÏÌÏÖÉÍ: �(k) =Pdi=1 a(i)(k)i ;�min = mink2f1;2;:::;dgf�(k)g; �max = maxk2f1;2;:::;dgf�(k)g;�� = �max � �min:�ÅÏÒÅÍÁ 4. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏjT (k)n+1 � T (k)n j � fC1( �max�max+(���1) (���1)+p(���1)2+4�max2 )n:115



ï�ÅÎËÉ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ �ÒÉ �� = 0.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ð÷ãä (1), ÞØÉÏ�ÅÎËÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ:( T (1) = 21+3T (1)+T (2)T (2) = 41+T (1)+2T (2) :úÄÅÓØ �(1) = �(2) = 10.ðÒÉÍÅÒ 2. ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ  = 21=3 � 1 × ×ÉÄÅð÷ãä. f(x) = x3 + 3x2 + 3x� 1; f() = 0.( T (1) = 1T (2)+3T (1)+3T (2) = 13T (2)+9T (1)+12 ;jT (1)n+1 � T (1)n j � 3( 116)n:á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÷ÁÌÅÒÉÀ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞÕûÅ×ÞÅÎËÏÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÎÅÏ�ÅÎÉÍÕÀ �ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. úÁËÉÒÏ× î. ò. ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ ÄÒÏÂØÀ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï-�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 15. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2006. | ó. 65{78.2. íÁÒÞÅÎËÏ× ó. ó. ëÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ É �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÉ. ÷Ù�. 6. | í.: îÁÕËÁ, 1999. | ó. 304{311.3. óËÏÒÏÂÏÇÁÔØËÏ ÷. ñ. �ÅÏÒÉÑ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �Å�ÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ É Å£�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. | í.: îÁÕËÁ, 1983.ïâ ïäîï÷òåíåîîïê íéîéíéúáãééóìïöîïó�é é íïýîïó�é ëìå�ïþîùè óèåí,òåáìéúõàýéè îåëï�ïòùå óéó�åíù æõîëãéêà. ÷. çÕÓÅ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ | �ÌÏÓËÉÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÓÈÅ-ÍÙ. ðÏÎÑÔÉÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ116



ó. ó. ëÒÁ×�Ï×Á [1℄. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÉÈ ÓÈÅÍ ÉÍÅÀÔ ÆÏÒÍÕ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏË×ÁÄÒÁÔÁ É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �Ï×ÅÒÎÕÔÙ ÎÁ ÕÇÏÌ, ËÒÁÔÎÙÊ �=2. æÕÎË�É-ÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ, Á ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÅÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ f_;&;�g.ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÎÁ ÏÂÙÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É �ÒÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉÉÈ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÍ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÏÂÙÞÎÕÀÓÈÅÍÕ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ä×Å ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÌÏÓËÉÈ ÓÈÅÍ: ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ, Ô.Å. ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÞÁÓÔ-×ÕÀÝÉÈ × ÅÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ (�ÌÏÝÁÄØ ÓÈÅÍÙ), É ÍÏÝÎÏÓÔØ (ÁËÔÉ×-ÎÏÓÔØ) ÓÈÅÍÙ, ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÕÀ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÙÈÏÄÏ× ËÏÔÏÒÙÈ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1.ðÅÒ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, × ÒÁÂÏ-ÔÁÈ ó. ó. ëÒÁ×�Ï×Á [1℄, î. á. ûËÁÌÉËÏ×ÏÊ [2℄ É á. á. áÌØÂÒÅÈÔÁ [3℄.÷�ÅÒ×ÙÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ í. î. ÷ÁÊÎ�×ÁÊÇÏÍ [4℄. ÷ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÅ É, �ÏÚÄÎÅÅ,× ÒÁÂÏÔÅ ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ [5℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÏÓØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉûÅÎÎÏÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀ-ÝÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÌÅÔÏÞÎÏÊ ÓÈÅÍÙ S ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ L(S) ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ A ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ L(á) = minL(S), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÓÈÅÍÁÍ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ A.î. á. ûËÁÌÉËÏ×ÏÊ [2℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÌÅ-ÔÏÞÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ, × ÔÏÍ ÞÉ-ÓÌÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:1. U(n) | ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ:L(U(n)) � n � 22n �ÒÉ n!1.2. B(n) | ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ: L(B(n)) � n log2 n �ÒÉ n!1.÷ ÒÁÂÏÔÅ ï. ÷. þÅÒÅÍÉÓÉÎÁ [6℄ ×�ÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ×Ï�ÒÏÓÏÂ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÍÏÝÎÏÓÔÉ �ÌÏÓËÉÈ ËÌÅ-ÔÏÞÎÙÈ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ. äÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÓÅÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÄÏ-ÓÔÉÖÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÍÏÝÎÏÓÔÉ.äÁÄÉÍ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÍÏÝÎÏÓÔÉ �ÌÏÓËÉÈ ÓÈÅÍÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. 117



ðÕÓÔØ S | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÌÏÓËÁÑ ËÌÅÔÏÞÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÉÍÅÀÝÁÑn �ÏÌÀÓÏ× (×ÈÏÄÏ×). MÏÝÎÏÓÔØ (ÁËÔÉ×ÎÏÓÔØ) ÓÈÅÍÙ S ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ~� = (�1; �2; : : : ; �n) | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ, �ÒÉÎÉÍÁÀ-ÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 �ÒÉ �ÏÄÁÞÅ ÎÁÂÏÒÁ ~� ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍÙ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅE~�(S)).íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ ÓÈÅÍÙ S ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕEmax(S) =max~� E~�(S), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ~� ÄÌÉÎÙ n, ÇÄÅn | ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× ÓÈÅÍÙ. óÒÅÄÎÅÊ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ ÓÈÅÍÙ S ÎÁÚÏ×ÅÍ×ÅÌÉÞÉÎÕ EÓÒ(S) = 12n P~�E~�(S), ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍÎÁÂÏÒÁÍ ~� ÄÌÉÎÙ n.íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ (ÓÒÅÄÎÅÊ) ÁËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ M ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ:Emax(M) = minS Emax(S); EÓÒ(M) = minS EÓÒ(S);ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍÙ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ ÓÈÅÍÁÍ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍÓÉÓÔÅÍÕ M .÷ÙÄÅÌÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÈÅ-ÍÙ | ÔÅ�ÌÏ×ÕÀ. ðÒÉ ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÜÌÅÍÅÎÔ ×ÙÄÅÌÑÅÔ ÔÅ�ÌÏ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ×ÙÈÏÄÏ× �ÒÉÎÉ-ÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ E~�(S), ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ~�, ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅ�ÌÁ, ×ÙÄÅÌÑÅÍÏÅ ×ÓÅÊ ÓÈÅÍÏÊ�ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÅÔÏÞÎÁÑ ÓÈÅÍÁ Wn,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÕ U(n), ÔÁËÁÑ ÞÔÏ EÓÒ(Wn) � Emax(Wn) � 22n�ÒÉ n!1.üÔÉ ÓÈÅÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÒÏÓÔÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ËÌÁÓÓÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÓÈÅÍ: Ó ÕÞÅÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ EÓÒ(U(n)) � Emax(U(n)) � 22n �ÒÉ n!1.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ Pn, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÙ U(n) Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ,ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ L(Pn) � n � 22n, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:Emax(Pn) � n � 22n , EÓÒ(Pn) � n � 22n, �ÒÉ n!1.üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ�ÏÒÑÄËÏ× ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅ×ÏÚ-ÍÏÖÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ Qn, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÙ B(n)  ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ,ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ L(Qn) � n log2 n, ×ÅÒÎÏ Emax(Qn) < n log2 n,EÓÒ(Qn) < n log2 n, �ÒÉ n!1. 118



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ,ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÉÊ, ÞÅÍ Õ ÓÈÅÍ ÉÚ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [2℄.íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ EÓÒ(B(n)) < n;Emax(B(n)) < n �ÒÉ n!1.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÒÁ×�Ï× ó. ó. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ × ÏÄÎÏÍËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× //ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 19. | í.: îÁÕËÁ, 1967. | ó. 285{293.2. ûËÁÌÉËÏ×Á î. á. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉÉÚ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.÷Ù�. 2. | í.: îÁÕËÁ, 1989. | ó. 177{197.3. áÌØÂÒÅÈÔ á. á. ï ÓÈÅÍÁÈ ÉÚ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 33. | í.: îÁÕËÁ, 1978. | ó. 285{293.4. ÷ÁÊÎ�×ÁÊÇ í. î. ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò, 1961. | �. 139, � 2. | ó. 320{323.5. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï. í. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÍÅÒÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. BÙ�. 38. | í.:îÁÕËÁ, 1981. | ó. 117{179.6. þÅÒÅÍÉÓÉÎ ï. ÷. ïÂ ÁËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÓÅÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÁ. | 2003. | �. 15, ×Ù�. 2. | ó. 113{122.
ïâ üë÷é÷áìåî�îïó�é ðï�ïëï÷ùè ðòïçòáíí÷. á. úÁÈÁÒÏ× (íÏÓË×Á)îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÏÔÏËÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ×ÏÚÎÉËÁ-ÅÔ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÍÎÏÇÉÈ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, Ë ÞÉ-ÓÌÕ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÚÁÇÒÕÚËÉ ËÅÛ-�ÁÍÑÔÉ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁ-ÚÎÁÞÅÎÉÉ, ÚÁÄÁÞÁ Õ�ÁËÏ×ËÉ É ÄÒ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [1℄ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÏÔÏËÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÍÏÄÉÆÉ-ËÁ�ÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ; ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÂÙÌÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎ ÒÑÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ×ËÌÀÞÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, É ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÉÈ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ É × ÜÔÏÊ,
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É ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ �ÏÔÏËÏ-×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÅ �ÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÎÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÞÅÔÁ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅ-ÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀ ÎÅ-ÌØÚÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ �ÏÄÒÏÂÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÔÏËÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÉÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ É �ÒÏ×ÏÄÉÔØ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÀ).îÁÍÉ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ÏÔÏËÏ×ÙÈ�ÒÏÇÒÁÍÍ, �ÒÉÇÏÄÎÁÑ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ É ÁÎÁÌÉÚÁ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÔÏËÏ×ÙÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× É C ÓÏÂÙ-ÔÉÊ. ðÏÔÏËÏ×ÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÅ × Ï�ÅÒÁÔÉ×ÎÏÍ ÒÅÖÉÍÅ,ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎÙ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÅÒÅÈÏÄÏ× � = hV; start; Vout; T i, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÔÏÞÅË �ÒÏÇÒÁÍÍÙ V ,ÔÏÞËÉ ×ÈÏÄÁ start, ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ×ÙÈÏÄÁ Vout É ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× T : V �C ! V �A�,Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÒÅÁË�ÉÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ × ËÁÖÄÏÊÔÏÞËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ. éÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÇÒÕ�-�ÏÊ F = (S; Æ; e) Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ A. üÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÕÇÒÕ�-�Ù ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÁÎÎÙÈ, Á ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÁÎÎÙÈ. ëÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× h; h 2 A�, ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù [h℄S , ËÏÔÏ-ÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �Å�ÏÞËÉ h Ë ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÄÁÎÎÙÈ. ðÏÔÏË ÓÏÂÙÔÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÊ � = �0;�1; : : : ;�N . äÌÑ ÚÁ-ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ÓÏÂÙÔÉÊ � �ÏÔÏËÏ×ÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ � ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÅ, �ÅÒÅÈÏÄÑ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÔÏÞÅË �ÒÏÇÒÁÍÍÙ × ÄÒÕÇÉÅ É ×Ù�ÏÌÎÑÑ�ÒÉ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÜÔÉÍ �ÅÒÅÈÏÄÁÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÒÉÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ ×ÙÈÏÄÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÄÁÅÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÁÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓ�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÁË�ÉÑ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ �ÏÔÏË ÓÏÂÙÔÉÊ �.äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ÓÏÂÙÔÉÊ � = �0;�1; : : : ;�N ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÅÍ �ÏÔÏËÏ×ÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÁÒ�(�) = (v0; s0); (v1; s1); : : : ; (vN ; sN );, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÄ×ÕÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ:1) v0 = start, s0 = e,2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i; 1 � i;� N , ÅÓÌÉ T (vi�1;�i) = (u; h), ÔÏ vi = u,si = si�1 Æ [h℄S .åÓÌÉ vN 2 Vout, ÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÁÎÎÙÈ sN ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �(�) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ [�(�)℄S . åÓÌÉ vN =2 Vout, ÔÏ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÙÍ.ä×Å �ÏÔÏËÏ×ÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �1 É �2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Å Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× S (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �1 �S �2), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ÓÏÂÙÔÉÊ � ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [�1(�)℄S = [�1(�)℄S .�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÇÒÕ��Á S ×ÌÏÖÉÍÁ × ÇÒÕ��Õ G,120



× ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÏ× ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t(n), ÇÄÅ n|ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×. �ÏÇÄÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÔÏËÏ×ÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ�1 �S �2 ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Å S ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(n2t(n2)), ÇÄÅ n |ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ �ÒÏÇÒÁÍÍ �1 É �2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎ-ÎÙÍ × ÓÔÁÔØÅ [2℄. îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ×ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÏÇÒÁÍÍ �1 É �2 ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÔÏÞËÉ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÁ ÉÚ ÔÏÞÅË ×ÙÈÏÄÁ.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ h; h 2 A�, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ�ÉÓØÀ[h℄�1S ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù G, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÙÍ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ�ÏÌÕÇÒÕ��Ù [h℄S .äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÁÒÙ �ÏÔÏËÏ×ÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ �i =hVi; starti; Vout;i; Tii; i = 1; 2; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ �(�1; �2). ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ×ÉÄÁ (v0; v00; g), ÇÄÅ v0; v00 | ÔÏÞËÉ × �ÒÏÇÒÁÍÍÁÈ �1 É �2 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, Á g | ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù G. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ �; � 2 C,ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ (v0; v00; g) ÇÒÁÆÁ �(�1; �2) ÉÓÈÏÄÉÔ ÄÕÇÁ Ó �Ï-ÍÅÔËÏÊ �, ×ÅÄÕÝÁÑ × ÔÁËÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ (u0; u00; bg), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á T1(v0;�) = (u0; h0); T2(v00;�) = (u00; h00); bg =[h00℄�1S ÆgÆ[h0℄S . ÷ÅÒÛÉÎÕ (start1; start2; e) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÏÊ ÇÒÁÆÁ. ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÒÏÊËÉ (v0; v00; g),ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ: 1) v0 2Vout;1; v00 =2 Vout;2, 2) v0 =2 Vout;1; v00 2 Vout;2, 3) v0 2 Vout;1; v00 2Vout;2; g 6= e.äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÁÆÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ �(�1; �2) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÌÅÍÍÙ, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ËÏÔÏÒÙÈ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÁ.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ÓÏÂÙÔÉÊ � = �0;�1; : : : ;�N ×ÇÒÁÆÅ �(�1; �2) ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÅÄÅÔ ÍÁÒÛÒÕÔ(start1; start1; e) �1�! (v01; v001 ; g1) �2�! � � � �N�! (v0N ; v00N ;�N )ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ�1(�) = (start1; e); (v01; s01); : : : ; (v0N ; s0N );�2(�) = (start2; e); (v001 ; s001); : : : ; (v00N ; s00N );É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i; 1 � i � N , ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï gi = (s00i )�1 Æs0i.ìÅÍÍÁ 2. ðÏÔÏËÏ×ÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �1 É �2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÎÁ �Ï-ÌÕÇÒÕ��Å S ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÉ ÏÄÎÁ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÁÑ121



×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ �(�1; �2) ÎÅ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ �(�1; �2) ÄÏÓÔÉÖÉÍÙ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ (u; v; g1) É (u; v; g2) É �ÒÉÜÔÏÍ g1 6= g2, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÁÀÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÁËÖÅ ÄÏ-ÓÔÉÖÉÍÁ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ �(�1; �2).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé(�ÒÏÅËÔ 12-01-00706). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Alur R., Deshmukh J.V. Nondeterministi streaming string trans-duers // Leture Notes in Computer Siene. | 2011. | V. 6756. |P. 1{20.2. úÁÈÁÒÏ× ÷. á. âÙÓÔÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÎÙÈ ÛËÁÌÁÈ // íÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 7. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1998. |ó. 303{324.
ï óòåäîåí ÷òåíåîéðòåâù÷áîéñ �òåâï÷áîéêðòé ãéëìéþåóëïí õðòá÷ìåîééó æéëóéòï÷áîîùí òé�íïíá. ÷. úÏÒÉÎ (î. îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑm < 1 ËÏÎÆÌÉËÔÎÙÈ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× �1, �2, . . . , �m �Ï�ÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÉÔÍÏÍ [1℄. ëÏÎÆÌÉËÔ-ÎÏÓÔØ �ÏÔÏËÏ× ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÔØ × ÏÄÉÎ ÏÔÒÅ-ÚÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÔÏËÏ×. �ÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ �Ï �ÏÔÏËÕ �j ,j = 1;m, �ÏÓÔÕ�ÁÀÔ ÇÒÕ��ÁÍÉ × ÎÁËÏ�ÉÔÅÌØ Oj ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏÏÂßÅÍÁ, �ÒÉÞÅÍ �ÏÔÏË ÇÒÕ�� �ÕÁÓÓÏÎÏ×ÓËÉÊ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ �j > 0, ÁÒÁÚÍÅÒ ÇÒÕ��Ù| ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ b Ó ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p(j)b , b = 1, 2, . . . . ïÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ 2mÓÏÓÔÏÑÎÉÊ �(j), j = 1; 2m. ÷ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �(2j�1) ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØ-ËÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ �ÏÔÏËÁ �j . ÷ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �(2j) ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÏÂÓÌÕÖÉ-×ÁÀÔÓÑ. ðÒÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ �ÏÓÌÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �(r), r < 2m,122



�ÒÉÂÏÒ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �(r+1). ðÏÓÌÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �(2m) ÓÌÅÄÕÅÔÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �(1). äÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÅÂÙ×ÁÎÉÑ �ÒÉÂÏÒÁ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �(r)ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁ É ÒÁ×ÎÁ Tr. ÷ÓÑËÉÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØÀT = T1 + T2 + : : : + T2m, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ × ÍÏÍÅÎÔ ÓÍÅÎÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ�ÒÉÂÏÒÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÉËÌÏÍ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÏÞÅÒÅÄÉ Oj ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁÉ ÒÁ×ÎÁ ��1j , ÔÁË ÞÔÏ �ÒÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �ÒÉÂÏÒÁ �(2j�1) ÚÁ ×ÒÅÍÑ T2j�1ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ `j = [�jTj ℄ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ �ÏÔÏËÁ Oj .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �j;i ÍÏÍÅÎÔ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ i-ÇÏ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÏÞÅÒÅÄÉ Oj , ÔÁË ÞÔÏ �m;i�1 < �1;i < �2;i < : : : < �m;i ÄÌÑ×ÓÅÈ i � i0. ðÕÓÔØ �j;i | ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ × ÏÞÅÒÅÄÉ Oj × ÍÏÍÅÎÔ�j;i, �j;i | �ÏÌÎÏÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÅÂÙ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ × ÏÞÅÒÅÄÉ Oj ÚÁ�ÉËÌ (�j;i; �j;i+1℄. äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ËÁÞÅÓÔ×Á Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ji =M(�1;i+�2;i+: : :+�m;i)ÓÒÅÄÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÅÂÙ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÚÁ �ÉËÌ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ �jT 1Pb=1 bp(j)b � `j < 0, j = 1;m,ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÓÔÁ-�ÉÏÎÁÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �Å�É f(�1;i; �2;i; : : : ; �m;i); i == 0; 1; : : :g. äÌÑ x = 0, 1, . . . ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Qj(x) ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ �j;i = x. ÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ 'j(x; t) = (�jt)x(x!)�1e��jt,x = 0, 1, . . . Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ t > 0. ðÒÉ `j = 1 ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ, ÞÔÏQj(0) = e�jT�1� �jT 1Xb=1 bp(j)b �:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ `j > 1, �j(l), l = 1, 2, . . . , É �j(k; l), k = 0,1, . . . , `j � 1, l = 1, 2, . . . ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ �j(l) = 0 �ÒÉl > `j ,�j(l) = 'j(`j � 1;T ) + 1Xr=1'j(`j � 1 + r;T )�j(l � 1; r); l = 1; `j ;�j(k; l) = �j(k + l) + minf`j�k;l�1gXr=1 �j(k + r)�(0; l � r);�ÏÇÄÁ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Qj(0), Qi(1), . . . , Qj(`j � 1) ÕÄÏ-123



×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊQj(x) = `j�1Xw=0Qj(w)� 1Xr=1'j(2`j + r � 1� w;T )�j(`j � 1� x; r)++'j(x+ `j � w;T )�; x = 1; 2; : : : ; `j � 1;1 = `j�1Xw=0Qj(w) (1�� 1Px=0�'j(2`j + x� w;T ) + 1Pr=1'j(2`j + x+ r � w;T )�j(0; r)�1� 1Px=0�'j(`j + x;T ) + 1Pr=1'j(`j + x+ r;T )�j(0; r)� 1CCA :�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �j;i ÉÍÅÅÔ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ fQj(x);x = 0; 1; : : :g É ×ÈÏÄÎÙÅ �ÏÔÏËÉ ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÅ (p(j)1 = 1,j = 1, 2, . . . , m). �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑM(�j;i) = T Mj + `j(`j + 1)2�j + �jT 2 � �jTT2j�1 � `jT2j�1 ++ `j�1Xx=0 Qj(x) `j�x�1Xb=0 'j(b;T � T2j�1)�H�x+ b�j ;T2j�1 � x+ b�j �++ (x+ b)(x+ b+ 1)2�j � `j(`j + 1)2�j + (`j � x� b)T2j�1 �� �j2 (T � T2j�1)2��'j(`j � x;T � T2j�1)�`j(`j + 1)2�j � x(x + 1)2�j �!:ÇÄÅ ÆÕÎË�ÉÑ Hj(u; t) = u+tR0 �e��s(maxfu�s; 0g+��1j + 12�j(u�s+t)2) ds�ÒÉ u � 0, 0 � t < ��1j , Á �ÒÉ u � 0, t � ��1j
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H(u; t) = uZ0 �je��js(u� s+ ��1j +H(u� s+ ��1j ; t� ��1j ) ds++ u+t���1jZu �je��js(��1j +H(��1j ; t+ u� s� ��1j ) ds++ Z u+tu�t+��1j �je��js(��1j + 12�j(t+ u� s)2) ds;Mj = (2(`j � �jT ))�1�`j + `2j + �2jT 2 � 2`j�jT �� Xx+b<`j Qj(x)'j(b;T )(x+ b� `j)(x+ b� `j � 1)�:òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �Ï ÇÏÓÂÀÄÖÅÔÎÏÊ îéò îîçõ �Ï ÔÅÍÅ �íÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÁÎÁÌÉÚÁ Ü×Ï-ÌÀ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÉ É ÓÉÓÔÅÍ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ | � î-040-0� É ÇÒÁÎÔÕòææé 12-01-90409-õËÒ Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. úÏÒÉÎ á. ÷. ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ É ÁÎÁÌÉÚÕÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÁÎÄÅÍÁ Ä×ÕÈ �ÅÒÅËÒÅÓÔËÏ× // óÂÏÒÎÉË ÄÏ-ËÌÁÄÏ× XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓ-ËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ�. | î. îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÎÉ-×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÍ. î. é. ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, 2011. | ó. 179{183.ïâ ïãåîëáè çìõâéîù âõìå÷ùè æõîëãéêðòé òåáìéúáãéé óèåíáíé îáäðòïéú÷ïìøîùí âåóëïîåþîùí âáúéóïíï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ (íÏÓË×Á)ìÀÂÏÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏ �ÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ô. Å.ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÒÅÁ-ÌÉÚÏ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÏÍ. âÁÚÉÓÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÊ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ, É ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÙÍ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. 125



òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ B.ðÏÄ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ �Å�Ø, ×ÅÄÕÝÕÀ ÏÔ ×ÈÏ-ÄÏ× ÓÈÅÍÙ Ë ÅÅ ×ÙÈÏÄÕ. îÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÕÂÉ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ DB(f). âÁÚÉÓÕB ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÇÌÕÂÉÎÙ DB(n), Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÍÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍDB(n) = maxf DB(f);ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ f ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ. ðÏÄÒÏÂÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÒÁÂÏÔÅ�ÏÎÑÔÉÊ ÓÍ. × [1, 2℄.éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÇÌÕÂÉÎÙ �ÒÉ n!1 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄDB(n) = �n+o(n),ÇÄÅ � = (log2m)�1, m | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ Õ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÁÚÉÓÁ B.÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B�ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÇÌÕÂÉÎÙ DB(n) �ÒÉ n!1 ÒÁ×ÅÎÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ logn. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÔÏÞÎÅÎ × [4℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [3, 4℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÉÌÅÎÙ.ðÒÅÄ�ÏÛÌÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÑÄ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÙÈ Ó×ÅÄÅÎÉÊ.ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Fp �ÏÌÅ ËÌÁÓÓÏ× ×Ù-ÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ p, Fp = f0; 1; : : : ; p � 1g. éÚ×ÅÓÔÎÏ [5℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ[3,4,6℄), ÞÔÏ ×ÓÑËÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ, É �ÒÉ-ÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁf(x1; : : : ; xn) = a0 + nXs=1 X1�i1<:::<is�n ai1:::isxi1 : : : xis (modp)Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ a0; ai1:::is 2 Fp (ÂÕÌÅ×Ù ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0; 1 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÇÒÕÖÁÀÔÓÑ × �ÏÌÅ Fp, É ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : f0; 1gn ! Fp). óÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ(Ô. Å. ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ s ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÜÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ai1:::is 6= 0, ÉÌÉ ÎÏÌØ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ) ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ p-ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ degpf .ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ p-ÓÔÅ�ÅÎÅÊ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ, ÔÏ126



ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÅ p-ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚdegpA. åÓÌÉ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØ-ÛÏÊ p-ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ p-ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, É �ÉÓÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ degpA =1.÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ BÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ×: ÌÉÂÏ degpB =1 �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈp, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ degpB <1 É degqB = 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ q 6= p. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ B ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÞÔÏÜÔÏ ÂÁÚÉÓ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. [3, 4℄.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ �, 1 � � � 6, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ DB(n) = � �ÒÉ ×ÓÅÈÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n, ÌÉÂÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑdlog ne � DB(n) � dlog ne+ 5�ÒÉ ×ÓÅÈ n, �ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ B ÅÓÔØ ÂÁÚÉÓ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, É ÔÏÇÄÁ = degpB.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ËÉ É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ (Ô. Å. ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÓÅÌÅËÔÏÒÎÏÊ)ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1 � DB(f) � 6.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B ËÏÎÅÞÎÏÊ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÉ p É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑdlog degpfe � DB(f) � dlog degpfe+ 5;ÇÄÅ  = degpB.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× �ÏÌÕÞÅÎÙ Ä×ÕÓÔÏ-ÒÏÎÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÇÌÕÂÉÎÙ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÌÉÛØ ÎÁÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÕÀ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× É ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÕËÁÚÁÎÙ Ï�ÅÎËÉ ÇÌÕÂÉÎÙ Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ� 11-01-00508) É ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅ-ÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ127



ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ� (�ÒÏÅËÔ �úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÈÅÍÁÈ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÚÁ-ÄÅÒÖËÁÍÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 23. |í.: îÁÕËÁ, 1970. |ó. 43{81.2. Savage J. E. The omplexity of omputing. | New York: Wi-ley, 1976 (ÉÍÅÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÏÄ: óÜ×ÅÄÖ äÖ. ü. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.í.: æÁËÔÏÒÉÁÌ, 1998).3. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï. í. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2007. | � 1. |ó. 18{21.4. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï. í. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÏ�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒÉÑ 1. | 2007. | �ÏÍ 14, � 1. | ó. 45{69.5. Smolensky R. Algebrai methods in the theory of lower bounds forBoolean iruit omplexity // Pro. 19th Annual ACM Symposium onTheory of Computing. | New York: ACM Press, 1987. | P. 77{82.6. Boppana R. B., Sipser M. The omplexity of �nite funtions //Handbook of Theoretial Computer Siene. Vol. A. Algorithms andomplexity / Ed., J. van Leeuwen. | Amsterdam: Elsevier / Cambridge(Massahusetts): The MIT Press, 1990. | P. 757{804.âéëòé�åòéáìøîùå úáäáþéïâóìõöé÷áîéñ ó�áãéïîáòîùèïâÿåë�ï÷ ÷ ïäîïíåòîïêòáâïþåê úïîå ðòïãåóóïòáä. é. ëÏÇÁÎ (íÏÓË×Á), à. ó. æÅÄÏÓÅÎËÏ,î. á. äÕÎÉÞËÉÎÁ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÁÎÁÌÉÚÕ ÂÉËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × [1℄ ÚÁÄÁÞ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÒÁÓ-ÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÒÁÂÏÞÅÊ ÚÏÎÙ �ÅÒÅÍÅÝÁÀ-ÝÅÇÏÓÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ �ÒÏÄÉË-ÔÏ×ÁÎÁ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙ-ÍÉ ÔÉ�ÁÍÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏ-ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ128



ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ Ï�ÅÒÁÔÉ×ÎÏÇÏ �ÌÁÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÎÁÂÖÅÎÉÅÍ ÔÏ�ÌÉ×ÏÍÄÉÚÅÌØ-ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÄÏÂÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×, ÄÉÓÌÏ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ËÒÕ�ÎÏÍÁÓÛÔÁÂÎÏÍ ÒÕÓÌÏ×ÏÍ �ÏÌÉÇÏÎÅ [2℄.óÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��Á On = fo1; o2; : : : ; ong ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈÏÂßÅËÔÏ×, ÒÁÓÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÙÈ × ÒÁÂÏÞÅÊ ÚÏÎÅ L ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ �ÒÏ-�ÅÓÓÏÒÁ P . úÏÎÁ L ÏÄÎÏÍÅÒÎÁ, Å£ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏ-×ÏÊ ÄÌÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ; ÏÂßÅËÔÙ ÓÞÉÔÁÅÍ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ × �ÏÒÑÄ-ËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ A; ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ B ÚÏÎÙL Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÓÔÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂßÅËÔÁ on. éÚ ÔÏÞËÉ A, ÎÁÞÉÎÁÑÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0, �ÒÏ�ÅÓÓÏÒ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑË ÔÏÞËÅ B (ÒÅÊÓ �+), Á ÚÁÔÅÍ, ÄÏÓÔÉÇÎÕ× Å£, ÔÁËÖÅ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ A (ÒÅÊÓ ��).ðÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÉËÌÁ �+�� �ÒÏ�ÅÓÓÏÒ P ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ ÏÄÎÏËÒÁÔ-ÎÏÅ ÂÅÚ �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ ÏÂßÅËÔÏ× ÇÒÕ��Ù On: ÞÁÓÔØ ÏÂß-ÅËÔÏ× ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ × ÒÅÊÓÅ �+, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | × ÒÅÊÓÅ ��. ó ËÁ-ÖÄÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ oj ÁÓÓÏ�ÉÉÒÕÀÔÓÑ Ä×Å ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ×ÎÅÓÔÒÏÇÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÛÔÒÁÆÁ 'j(t) É  j(t),×ÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ t ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÅÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×Á-ÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �ÏÔÅÒØ �Ï �ÅÒ×ÏÍÕ É ×ÔÏÒÏÍÕ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉÍÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: 1; 2; : : : ; n| ÔÏÞËÉ ÚÏÎÙ L, × ËÏÔÏÒÙÈÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÏÂßÅËÔÙ o1; o2; : : : ; on ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÔÏÞËÉ n É B ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ); �j | �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏÍ PÏÂßÅËÔÁ oj ; j�1;j É j;j�1 | ÚÁÔÒÁÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ �ÒÏ-�ÅÓÓÏÒÁ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ j � 1 É j × ÒÅÊÓÁÈ �+ É �� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ(j = 1; n), �ÒÉ ÜÔÏÍ 0;1 É 1;0 | ÚÁÔÒÁÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÏÊ A É ÔÏÞËÏÊ 1 × �ÒÑÍÏÍ É ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÒÅÊÓÁÈ.÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ �j , j�1;j , j;j�1 ÓÞÉÔÁÅÍ �ÅÌÙÍÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ.óÔÒÁÔÅÇÉÅÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÎÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× V ÉÚ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏ× N = f1; 2; : : : ; ng; ÏÂßÅËÔÙoj , ÇÄÅ j 2 V , × ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ V ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏ-ÒÏÍ × ÒÅÊÓÅ �+, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ÇÒÕ��Ù On { × ÒÅÊÓÅ ��.äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔ on ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÚÁ-×ÅÒÛÅÎÉÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏÍ ÒÅÊÓÁ �+. äÌÑ ÏÂßÅËÔÁ oj , j = 1; n, ÞÅÒÅÚt�j (V ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÏÍÅÎÔ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÅÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÉ ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ V . òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÂÉËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉminV�N( nXj=1 'j(t�j (V ));max j(t�j (V ))); (1)
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minV�N( nXj=1 'j(t�j (V )); nXj=1  j(t�j (V ))): (2)ðÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÏÎ�Å��ÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ, �ÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ××ÅÄÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÌÎÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÙÈ Ï�ÅÎÏË E Ó ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÉÎÔÅÚÁ�Ï ÌÀÂÏÊ ×ÙÂÉÒÁÅÍÏÊ × E Ï�ÅÎËÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ Å£ �ÁÒÅÔÏÏ�ÔÉÍÁÌØ-ÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ [3℄.ëÏÎÓÔÒÕÉÒÕÀÔÓÑ ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÉ �ÏÌÎÙÈ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÅÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÍÅÔÏÄÏÍ ÄÉÎÁÍÉ-ÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÅÇÏ ÂÉËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ [4, 5℄.äÌÑ ÚÁÄÁÞ (1{2) É ÒÑÄÁ ÉÈ ËÏÎËÒÅÔÉÚÁ�ÉÊ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ Ï ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (NP -ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ï�ÅÎÏË.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÇÁÎ ä. é., æÅÄÏÓÅÎËÏ à. ó. úÁÄÁÞÉ ÓÉÎÔÅÚÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÒÁ-ÂÏÞÅÊ ÚÏÎÅ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ // á×ÔÏÍÁÔÉËÁ É ÔÅÌÅÍÅÈÁÎÉËÁ. | 2010. |� 10. | ó. 50{62.2. ëÏÇÁÎ ä. é., æÅÄÏÓÅÎËÏ à. ó., ûÌÀÇÁÅ× á. à. úÁÄÁÞÁ ÏÄ-ÎÏÓÔÁÄÉÊÎÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÄÏÂÙ×ÁÀÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× × ËÒÕ�ÎÏÍÁÓ-ÛÔÁÂÎÏÊ ÁË×ÁÔÏÒÉÉ // �ÒÕÄÙ V íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅ-ÒÅÎ�ÉÉ �Ï ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (ORM2007). | í.: íáëó ðÒÅÓÓ,2007. | ó. 60{62.3. ðÏÄÉÎÏ×ÓËÉÊ ÷. ÷., îÏÇÉÎ ÷. ä. ðÁÒÅÔÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑÍÎÏÇÏËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2007.4. ëÏÇÁÎ ä. é. äÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑÍÎÏÇÏËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ. | î. îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îÉÖÅÇÏ-ÒÏÄÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, 2005.5. âÕÇÁÅ× à. ÷., þÉËÕÎÏ× ó. ÷. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏ-ÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ // á×ÔÏÍÁÔÉËÁ É ÔÅÌÅÍÅÈÁÎÉËÁ. | 2009. |� 2. | ó. 90{100.
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ï óìïöîïó�é òåáìéúáãéé ìéîåêîùèâõìå÷ùè æõîëãéê ÷ ïäîïí âáúéóåà. á. ëÏÍÂÁÒÏ× (íÏÓË×Á)ïÄÎÉÍÉ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÅÍÙÅ × ×ÉÄÅ ln(x1; : : : ; xn) = x1 � : : :� xn ÉÌÉ × ×ÉÄÅ ln(x1; : : : ; xn) =x1 � : : : � xn � 1, ÇÄÅ "�" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏÖÅÎÉÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ Ä×Á [1℄.ðÅÒ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ × 1952 Ç. ëÁÒÄÏ[2℄: ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑ-ÝÅÊ) ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ4n� 4 ËÏÎÔÁËÔÏ×. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× [3℄ (Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÏÂÙÞÎÏ ËÁË ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÓÈÅÍÏÊ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÍÁÑ ËÁË L(f)) ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÂÁÚÉÓÏ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ, ÞÅÍ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �ÁË, × ÒÁÂÏÔÅ[4℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ L(ln) = L(ln) = 4n � 4 × ÂÁÚÉÓÅ fx&y; x _ y; xg ÉL(ln) = L(ln) = 7n � 7 × ÂÁÚÉÓÁÈ fx&y; xg É fx _ y; xg, Á × ÒÁÂÏÔÅ[5℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ L(ln) = L(ln) = 3n� 3 × ÂÁÚÉÓÅ fx ! y; x&yg. äÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÏÞÅÎØ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅ-ÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏL(ln) = 4n� 4 É 4n� 4 � L(ln) � 4n� 3 × ÂÁÚÉÓÅ fx&yg, Á × ÒÁÂÏÔÅ[7℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ L(ln) = 4n � 4 É 4n � 4 � L(ln) � 4n � 3 × ÂÁÚÉÓÅfx! y; xg. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÅÓÔØ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÅ [5℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÅ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÂÁÚÉÓÅ fx ! y; x&ygÉÍÅÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÂÌÏÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, Á × ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏËÁÚÁÎ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ × ÂÁÚÉÓÅ fx&y; x _ y; xg.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÆÕÎË�ÉÉ ln × ÂÁÚÉÓÅ B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ | ÛÔÒÉÈÁ ûÅÆÆÅÒÁ, Á ÔÁËÖÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ×ÓÅÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ ln × ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ.äÌÑ ÓÈÅÍÙ S × ÂÁÚÉÓÅ B ÞÅÒÅÚ L(S) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × S; ÞÉÓÌÏ L(S) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀÓÈÅÍÙ S. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f× ÂÁÚÉÓÅ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ minL(S), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍÓÈÅÍÁÍ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f × ÂÁÚÉÓÅ B. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÂÁÚÉÓÅ B ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ L(f).131



óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÌÏËÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÈÏÄÁÍÉ,ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E1, E2, E3 É E4, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ �ÅÒ-×ÙÊ ×ÈÏÄ ÓÈÅÍÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎ ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E1 É E2, ×ÔÏÒÏÊ ×ÈÏÄÓÈÅÍÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎ ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E1 É E3, ×ÙÈÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E1ÓÏÅÄÉÎÅÎ ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E2 É E3, Á ×ÙÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× E2 ÉE3 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E4. üÌÅÍÅÎÔ E4 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ×ÙÈÏÄÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÌÏËÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÙÈÏ-ÄÅ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �ÏÍÏÄÕÌÀ Ä×Á ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÅÇÏ ×ÈÏÄÙ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÌÏË ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÈÅÍÕ S �ÒÁ×ÉÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ×Ù-ÈÏÄÙ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÂÌÏËÁ, ËÒÏÍÅ ×ÙÈÏÄÎÙÈ, ÎÅ �ÏÄÁÀÔÓÑ ÎÁ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÂÌÏËÕ, Á ×ÈÏÄÙ ÂÌÏËÁ ÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÙ Ó ×ÙÈÏÄÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÈÅÍÙ S ÉÌÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÈÏÄÏÍÓÈÅÍÙ S.ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÓÑËÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ln = x1� : : :�xn, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n�1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈÂÌÏËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÉÔ × ÓÈÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ln × ÂÁÚÉÓÅ B.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ln = x1�: : :�xn�1, n � 2, × ÂÁÚÉÓÅ B ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ4n� 3.éÚ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2, Á ÔÁËÖÅ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ [6℄, �ÏÌØÚÕ-ÑÓØ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÁ fx _ yg, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ | ÓÔÒÅÌËÉ ðÉÒÓÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÅÒÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ÓÑËÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ fx _ yg, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÝÁÑ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ x1 + : : : + xn + n + 1 (mod 2), ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ n� 1 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÌÏËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÉÔ × ÓÈÅÍÕ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ÷ ÂÁÚÉÓÅ fx _ yg �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ n ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á L(ln) = 4n�3 É L(ln) = 4n�4, Á �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Á L(ln) = 4n� 4 É L(ln) = 4n� 3.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑ�ÒÏÆ. î. ð. òÅÄØËÉÎÁ ÚÁ �ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ11-01-00. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:132



îÁÕËÁ, 1986.2. Cardot C. Quelques r�ezultats sur l'appliation de l'alg�ebre de Boole�a la synth�ese des iruits �a relais // Ann. Teleomm. | 1952. | 7,� 2. | C. 75{84.3. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: íçõ, 1984.4. òÅÄØËÉÎ î.ð. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. |1970. | ÷Ù�. 23. | C. 83{101.5. ëÏÍÂÁÒÏ× à. á. ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅfx ! y; x&yg // �ÒÕÄÙ VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (íÏÓË×Á, 6{9 Á�ÒÅÌÑ2009 Ç.) | í.: íáëó ðÒÅÓÓ, 2009. | C. 145{149.6. òÅÄØËÉÎ î. ð. ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÓÈÅÍÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1971. |� 6. { C. 31{38.7. ûËÒÅÂÅÌÁ é. ó. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ fx !y; xg // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2003. | T. 15, � 4. | C. 100{112.8. ëÏÍÂÁÒÏ×à. á. ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. CÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁ-ÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2011. | � 6. | C. 41{44.ï çìõâéîå æõîëãéêíîïçïúîáþîïê ìïçéëéá. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ (k � 2)ÌÏÇÉËÉ �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. ðÏÄ ÂÁÚÉÓÏÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. âÁÚÉÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁm ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ÚÁ-×ÉÓÑÝÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÏÔ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ÂÁÚÉÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ. ÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ× ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ, �Ï-ÓÕÝÅÓÔ×Õ,133



ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ É ÉÚßÑÔÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. äÁÌÅÅ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ.ðÏÄ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÓÈÅÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �Å�ÑÈ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÁ ÓÈÅÍÙ Ë Å£ ×ÙÈÏÄÕ. çÌÕÂÉÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B,ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÊ ÞÅÒÅÚ DB(f), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍ,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁB ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÙ ÇÌÕÂÉÎÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÊÞÅÒÅÚ DB(n) É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-ÅÍ DB(n) = maxDB(f), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ f ,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.÷ [1℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (k = 2) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B �ÒÉ n ! 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅDB(n) � �n; ÇÄÅ � = (log2m)�1 É m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Õ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ ÷.÷ ÓÌÕÞÁÅ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (k � 2) ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �B, ÞÔÏ �ÒÉn!1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅDB(n) � �Bn:�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÷ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ �B ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ �B = logk �B ; ÇÄÅ �B Ñ×ÌÑÅÔÓÑÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ ÷ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó�ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÒÎÅÍËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ �B .÷ [2℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ (k = 2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÇÌÕÂÉÎÙ DB(n)ÒÁ×ÅÎ ÌÉÂÏ 1, ÌÉÂÏ log2 n. ÷ [3℄ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÓÉÌÅÎ: ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ B ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ a � 1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ DB(n) = a �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ-ÛÉÈ n, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ b � 2 É ËÏÎÓÔÁÎÔÁd ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ logb n � DB(n) � logb n+ d �ÒÉ ×ÓÅÈ n.÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ [2℄ �ÅÒÅÎÅÓÅÎÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (k � 2). äÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.134



�ÅÏÒÅÍÁ 4 [4℄. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ � � 1, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏDB(n) = � �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n, ÌÉÂÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ �, , Æ, ÇÄÅ � > 0, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ � log2 n � DB(n) �  log2 n+Æ�ÒÉ ×ÓÅx n.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÓËÒÅÎÎÀÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ÚÁ�ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ É ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ11{01{00508) É ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ� (�ÒÏÅËÔ �úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï.â. ï ÓÈÅÍÁÈ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÚÁ-ÄÅÒÖËÁÍÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 23. |í.: îÁÕËÁ, 1970. |ó. 43{81.2. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï.M. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ.óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2007. | � 1. | ó. 18{21.3. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï.M. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÏ�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒÉÑ 1. | 2007. | �. 14, � 1. | ó. 45{69.4. ëÏÞÅÒÇÉÎ á.÷. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ × ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ.íÅÈÁÎÉËÁ. | 2011. | � 1. | ó. 22{26.îåëï�ïòùå úáäáþé óìïöîïó�é ÷ùþéóìåîéñüìåíåî�ï÷ ëïîåþîùè áâåìå÷ùè çòõðð÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ (íÏÓË×Á)ïÔ�ÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÄÏËÌÁÄÁ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ É ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅË-ÓÔÁ ÓÔÁÌÉ ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÉÅÓÑ ÔÒÉ ÌÉÓÔÏÞËÁ Ó ÚÁ�ÉÓÑÍÉ ïÌÅÇÁ âÏÒÉÓÏ×É-ÞÁ ìÕ�ÁÎÏ×Á, ÄÁÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, 1988 ÇÏÄÏÍ, × ËÏÔÏÒÙÈÁ×ÔÏÒÕ, ÔÏÇÄÁ ÅÝÅ ÓÔÕÄÅÎÔÕ-�ÑÔÉËÕÒÓÎÉËÕ, ÓÔÁ×ÉÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��. ó ÔÅÈ �ÏÒ É× ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, É ÄÌÑ ÂÌÉÚËÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÑÌÁÓØ, ÒÁÓÛÉÒÑÌÁÓØ,135



�ÅÒÅÏÓÍÙÓÌÉ×ÁÌÁÓØ. ïÄÎÁËÏ × ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ-ÄÁÞÁ ÉÍÅÎÎÏ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ | ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞ × ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÊ�ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ× �ÒÉÄÁ×ÁÌ ÂÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ G| ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á (ÇÒÕ��Ï×ÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ). ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B = fa1; : : : ; aqg ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÇÒÕ��Ù ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÏÍ × ÇÒÕ��Å G, ÅÓÌÉ G ÒÁÓËÌÁÄÙ×Á-ÅÔÓÑ × �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ��, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B:G = ha1iu1 � : : :� haqiuq ;ÇÄÅ ui | �ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ai, i = 1; : : : ; q.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÇÒÕ��Ù G Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÕÀ ÞÅÒÅÚ L(g;B) ËÁË ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÜÌÅÍÅÎÔÁ g Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B (�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅÕÖÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ(× ÜÔÏÍ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÇÒÕ��ÁÈ [1℄).óÌÏÖÎÏÓÔØ L(G;B) ËÏÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ BÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁË: L(G;B) = maxg2G L(g;B):ðÏÌÏÖÉÍLM(G) = maxB : B� ÂÁÚÉÓ GL(G;B); Lm(G) = minB : B� ÂÁÚÉÓ GL(G;B):�ÁË ËÁË ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á G �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅË-ÔÏÒÏÍ v = (v1; : : : ; vq) �ÏÒÑÄËÏ× �ÒÉÍÁÒÎÙÈ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÇÒÕ��ÇÒÕ��Ù G, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ LM(G) ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ M(v), Á ×ÍÅÓÔÏ Lm(G) | m(v).äÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ v = (v1; : : : ; vq) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ kvk ×ÅÌÉÞÉÎÕv1v2 : : : vq . ðÏÌÏÖÉÍM(n) = maxv : kvk�nM(v); m(n) = maxv : kvk�nm(v):úÁÄÁÞÁ (ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×, 1988). ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ f1(v) É f2(v), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ v, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈ�ÏÒÑÄËÉ �ÒÉÍÁÒÎÙÈ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÒÁ-ÖÁÌÉÓØ ÂÙ ×ÅÌÉÞÉÎÙ M(v) É m(v) (ÈÏÔÑ ÂÙ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÉÌÉ Ó136



ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ×ÓÅÊ ÇÒÕ��Ù ÓÔÒÅ-ÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ); ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÒÏÓÔ ÆÕÎË�ÉÊM(n)É m(n) �ÒÉ n!1.ðÕÓÔØ G = ha1iu1 � : : : � haqiuq ; Ô. Å. B = fa1; : : : ; aqg | ÂÁÚÉÓ ×ÇÒÕ��Å G. éÚ ÍÏÝÎÏÓÔÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ m("), ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ËÏ-ÎÅÞÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑjGj > m(") Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁL(G;MG) � log jGjlog log jGj �1 + (1� ") log log log jGjlog log jGj �(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ×ÓÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2).éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔ [2{4℄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ G = ha1iu1 � : : : � haqiuq ; B =fa1; : : : ; aqg. �ÏÇÄÁ �ÒÉ jGj ! 1L(G;B) � log jGjlog log jGj (1 + o(1)) + log(maxi ui)(1 + o(1)) +O(q):�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G = ha1iu1 � : : : � haqiuq ; B = fa1; : : : ; aqg.�ÏÇÄÁ �ÒÉ jGj ! 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlog jGjlog log jGj . L(G;B) . log jGjlog log jGj + log(maxi ui) + q:üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÓÔÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ L(G;B) �log(maxi ui � 1)+ q� 1 �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ jGj ! 1 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ �ÏÒÑÄÏËÒÏÓÔÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ L(G;B). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑq = o� log jGjlog log jGj + log(maxi ui)� ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÁÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÒÏÓÔÁ×ÅÌÉÞÉÎÙ L(G;B).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ kvk ! 1 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlog kvklog log kvk . m(v) �M(v) . log kvk:÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ v Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ ÏÄ-ÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïm(v) =M(v).137



åÓÌÉ ÖÅ ×ÅËÔÏÒ v ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ[2k; 22k℄, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ËÁË ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ×ÅÌÉÞÉÎÙ m(v), ÔÁË É ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙM(v) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÁÅÔ ÓÅÒØÅÚÎÙÊ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÑ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎM(v) Ém(v). îÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎ �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎ M(v) É m(v) (ÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ-ÚÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ××ÅÓÔÉ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÔÏÞÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÒÉ n!1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁM(n) = logn+ lognlog logn(1+ o(1)); m(n) = logn+ lognlog logn (1+ o(1)):òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ� 11-01-00508. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÌÕÈÏ× í. í., úÕÂÏ× á. à. ï ÄÌÉÎÁÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÚÎÁ-ËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÇÒÕ�� �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÂÒÁÚÕÀ-ÝÉÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 8. | í.: îÁ-ÕËÁ, 1999. | ó. 5{32.2. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈÇÒÕ��ÁÈ // äáî óóóò. | 1991. | �. 317, � 2. | ó. 291{294.3. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈÇÒÕ��ÁÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 4. | í.:îÁÕËÁ, 1992. | ó. 178{217.4. çÁÛËÏ× ó. â., ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ïÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �Å�ÏÞËÁÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ×, ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ // íÅÔÏ-ÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. | îÏ×ÏÓÉ-ÂÉÒÓË, 1992. | ÷Ù�. 52. | ó. 22{40.ï ëïîÿàîë�ïòîïê óìïöîïó�é óèåí ÷ âáúéóåöåçáìëéîá äìñ ïäîïê ðïóìåäï÷á�åìøîïó�éâõìå÷ùè æõîëãéê�. é. ëÒÁÓÎÏ×Á (íÏÓË×Á)âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁ-ÚÉÓÅöÅÇÁÌËÉÎÁ B = f&;�; 1g [1℄. ðÏÄ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀL&B(f) �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÈÅÍ138



× ÂÁÚÉÓÅ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ; �ÏÄ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÈÅÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÏ× × ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉfn2 (x1; :::; xn) = W1�i<j�n xixj .�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ n � 2 | ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ L&B(fn2 ) = n � 1. åÓÌÉn � 3 | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ L&B(fn2 ) = n� 2.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ deg(f) | ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ L&B(f) � deg(f)� 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÅÏÒÅÍÙ 2 �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï-ÌÉÎÏÍÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f .âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ deg(f) = 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, L&B(f) � 0:ðÕÓÔØ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ deg(f) = d, ÄÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ deg(f) = d+ 1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ) ÓÈÅÍÕ S × ÂÁÚÉÓÅ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; :::; xn), ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ deg(f) = d+1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d+1 � 2, ÚÎÁÞÉÔ × ÓÈÅÍÅ S ÅÓÔØÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÎßÀÎËÔÏÒ. ÷×ÅÄÅÍ × ÓÈÅÍÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ×ÅÒÛÉÎ [2℄ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎßÀÎËÔÏÒ E& Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ.îÁ ÅÇÏ ×ÈÏÄÙ ÍÏÇÕÔ �ÏÄÁ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÁ E& ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑg(x1; :::; xn). �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ h(x1; :::; xn; xn+1), ÔÁËÕÀÞÔÏ h(x1; :::; xn; g(x1; :::; xn)) = f(x1; :::; xn). üÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅ-ÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÇËÁ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ S, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÍÅÓÔÏ ×Ù-ÈÏÄÁ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÁ E& ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xn+1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏL&B(f)� 1 � L&B(h): (�)ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ deg(h) < d, ÔÏÇÄÁ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ × �ÏÌÉÎÏÍ öÅ-ÇÁÌËÉÎÁ ×ÍÅÓÔÏ xn+1 �ÏÌÉÎÏÍ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ g. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ ×ÏÚÒÁÓÌÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 1. úÎÁÞÉÔ, ÓÔÅ�ÅÎØ�ÏÌÉÎÏÍÁ ÎÅ ÍÏÇÌÁ ×ÏÚÒÁÓÔÉ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 1. ïÄÎÁËÏ, deg(f) = d+1.éÚ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ deg(h) � d.ðÕÓÔØ deg(h) > d. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌËÞÁÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ Ó�ÏÓÏÂ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ ËÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÏÌÉÎÏÍÁöÅÇÁÌËÉÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ Õ ÉÓÈÏÄ-ÎÏÊ, Á ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØ-ÛÅÊ, ÞÅÍ Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. îÏ ÔÁËÏÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÎÅÌØÚÑ �Ï×ÔÏÒÑÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ (ÅÓÌÉ �Ï×ÔÏÒÉÔØ L&B(f) ÒÁÚ, ÔÏ × ÓÈÅÍÅ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑËÏÎßÀÎËÔÏÒÏ×), ÚÎÁÞÉÔ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÓÏÓÔÅ�ÅÎØÀ �ÏÌÉÎÏÍÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÒÏ×ÎÏ d:139



åÓÌÉ deg(h) = d, ÔÏ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ L&B(h) �deg(h) � 1 = d � 1: �Å�ÅÒØ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (*), �ÏÌÕÞÉÍL&B(f) � d = deg(f)� 1:�ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÅÍÍÁ. ðÒÉ n � 2 ÉÍÅÅÍ fn2 (x1; :::; xn) = L2�2k�n p2kn (x1; :::; xn);ÇÄÅ pkn(x1; :::; xn) = L1�i1<:::<ik�nxi1 � ::: � xik .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ deg(fn2 ) = n. åÓÌÉ n |ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ deg(fn2 ) = n� 1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ n | ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ L&B(fn2 ) � n� 1. åÓÌÉ n |ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ L&B(fn2 ) � n� 2.éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ×ÙÔÅËÁÀÔ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.÷ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ÉÎÄÕË�É-ÅÊ �Ï n.âÁÚÉÓ ÉÎÄÕË�ÉÉ. äÌÑ n = 2 �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀf22 (x1; x2) = x1 � x2 ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L&B(f22 ) = 1.äÌÑ n = 3 �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ f32 (x1; x2; x3) = (x1�x2) � (x1 � x3)� x1 ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L&B(f32 ) = 1.äÌÑ n = 4 �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ f42 (x1; x2; x3; x4) =f32 (x1; x2; x3) _ (x1 � x2 � x3) � x4 ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L&B(f42 ) = 3.äÌÑ n = 5 �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ f52 (x1; x2; x3; x4; x5) =f32 (x1; x2; x3) _ f32 (x1 � x2 � x3; x4; x5) ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L&B(f52 ) = 3.ðÅÒÅÈÏÄ. ðÕÓÔØ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ f22 ; :::; f2n�1. äÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ f2n. ðÒÉ �ÏÄ-ÓÞÅÔÅ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÀfk1 (x1; :::; xk) = x1_ :::_xk ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ Ó ËÏÎßÀÎËÔÏÒ-ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ k � 1.óÌÕÞÁÊ 1Á: n = 3k, k | ÞÅÔÎÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n | ÞÅÔÎÏÅ. ÷ÏÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ fn2 (x1; y1; z1; :::; xk; yk; zk) = fk2 (x1 � y1 �z1; :::; xk�yk�zk)_fk1 (f32 (x1; y1; z1); :::; f32 (xk ; yk; zk)). ëÏÎßÀÎËÔÏÒÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁ×ÎÁ k�1+1+k�1+k = 3k�1 = n�1.óÌÕÞÁÊ 1Â: n = 3k, k | ÎÅÞÅÔÎÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n | ÎÅÞÅÔÎÏÅ.÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ fn2 (x1; y1; z1; :::; xk; yk; zk) = fk2 (x1 �y1� z1; :::; xk� yk� zk)_ fk1 (f32 (x1; y1; z1); :::; f32 (xk ; yk; zk)). ëÏÎßÀÎË-ÔÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁ×ÎÁ k � 2 + 1 + k � 1 + k =3k � 2 = n� 2.óÌÕÞÁÊ 2Á: n = 3k + 1, k | ÞÅÔÎÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n | ÎÅÞÅÔ-ÎÏÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ fn2 (x1; y1; z1; :::; xk; yk; zk; x) =fk+12 (x1�y1�z1; :::; xk�yk�zk; x)_fk1 (f32 (x1; y1; z1); :::; f32 (xk ; yk; zk)).140



ëÏÎßÀÎËÔÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁ×ÎÁ k + 1� 2 + 1 +k � 1 + k = 3k � 1 = n� 2.óÌÕÞÁÊ 2Â: n = 3k + 1, k | ÎÅÞÅÔÎÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n | ÞÅÔ-ÎÏÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ fn2 (x1; y1; z1; :::; xk; yk; zk; x) =fk+12 (x1�y1�z1; :::; xk�yk�zk; x)_fk1 (f32 (x1; y1; z1); :::; f32 (xk ; yk; zk)).ëÏÎßÀÎËÔÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁ×ÎÁ k + 1� 1 + 1 +k � 1 + k = 3k = n� 1.óÌÕÞÁÊ 3Á: n = 3k + 2, k | ÞÅÔÎÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n | ÞÅÔ-ÎÏÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ fn2 (x1; y1; z1; :::; xk; yk; zk; x; y) =fk+22 (x1�y1�z1; :::; xk�yk�zk; x; y)_fk1 (f32 (x1; y1; z1); :::; f32 (xk ; yk; zk)).ëÏÎßÀÎËÔÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁ×ÎÁ k + 2� 1 + 1 +k � 1 + k = 3k + 1 = n� 1.óÌÕÞÁÊ 3Â: n = 3k + 2, k | ÎÅÞÅÔÎÏÅ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n | ÎÅÞÅÔ-ÎÏÅ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ fn2 (x1; y1; z1; :::; xk; yk; zk; x; y) =fk+22 (x1�y1�z1; :::; xk�yk�zk; x; y)_fk1 (f32 (x1; y1; z1); :::; f32 (xk ; yk; zk)).ëÏÎßÀÎËÔÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÁ×ÎÁ k + 2� 2 + 1 +k � 1 + k = 3k = n� 2.�ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.÷ÙÒÁÖÁÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ î. ð. òÅÄØËÉÎÕ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ� 11-01-00508. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. òÅÄØËÉÎ H. ð. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ.2009. ï âéìéîåêîùè áìçïòé�íáèõíîïöåîéñ ïâïâýåîîùè ë÷á�åòîéïîï÷÷. ÷. ìÙÓÉËÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÈÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ × ÍÏÄÅÌÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏ×. äÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒ �Ï-ÞÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ [1℄.âÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ r ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ ' : U � V !W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÔÒÏÅË(f1; g1; z1; : : : ; fr; gr; zr); fk 2 U�; gk 2 V �; zk 2 W141



ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ '(u; v) = rXk=1 fk(u)gk(v)zk 8u 2 U; v 2 V:íÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÒÁÎÇÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' É ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔÓÑ R('). âÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÎÅÊ.ðÏÎÑÔÉÅ ÒÁÎÇÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÕÄÏÂÎÕÀ ÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÕÌØÔÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏÎÁÂÏÒ ÔÒÏÅË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÄÌÑ ', ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ-×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ' =Pk fk 
 gk 
 zk.áÌÇÅÂÒÏÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÅ-ÔÙÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ 1; i; j; k, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍ i2 = p; j2 = q; ij = �ji = k�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ p; q 2 F�.ìÀÂÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× H ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÁÌ-ÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉ� F 2�2, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó ÄÅÌÅ-ÎÉÅÍ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ [3℄, Ô.Å. R(H) � 8.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ dimU = m, dim V = n. òÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× �ÏÌÕÞÅÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉm+ n ÄÌÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.îÁÚÏ×ÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ u0 2 U (ÌÅ×ÙÍ) '-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊÏ�ÅÒÁÔÏÒ '(u0; �) ÉÎßÅËÔÉ×ÅÎ, Ô.Å. '(u0; v) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ v = 0âÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ' = Prk=1 fk 
 gk 
 zk ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÄ×ÕÈËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f1; : : : ; rg ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅ-�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I É J ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ffiji 2 Ig É fgj jj 2 JgÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U� É V � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ R(') = m + n, lker' = 0, É × ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ÎÁÊÄÅÔÓÑ '-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÙÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÈËÏÍ�ÏÎÅÎÔ-ÎÙÍ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ�ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ f1; : : : ; fm É gm; : : : ; gm+n�1 ÂÕ-142



ÄÕÔ Ñ×ÌÑÔÓÑ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, �ÒÉÞÅÍ ×ÅË-ÔÏÒ u 2 U , Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÝÉÍ ÎÕÌÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× f1; : : : ; fm�1,'-ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ. äÁÌÅÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ gm+1; : : : ; gm+n ÌÉÎÅÊÎÏÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ × ÂÁÚÉÓÅ f1; : : : ; fm ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ fm ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× fk, ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ gk.ìÅÍÍÁ 2. ä×ÕÈËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÙÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ' ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ ÂÁÚÉÓÏ×(u1; : : : ; um) É (v1; : : : ; vn) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× U É V ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÎÁÂÏÒÙ (z01; : : : ; z0m) É (z001 ; : : : ; z00n) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× W , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅÕÓÌÏ×ÉÀ '(ui; vj) 2 lin(fz0i; z00j g).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (ui) É (vj) | ÂÁÚÉÓÙ U É V ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, Á (fi) É (gj) | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÍ ÂÁÚÉÓÙ.âÉÌÉÎÅÊÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍmXi=1 fi 
 ( nXj=1 �ijgj)
 z0i + nXj=1( mXi=1 �ijfi)
 gj 
 z00j×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ' ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ '(ui; vj) = �ijz0i + �ijz00j .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ A| ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, dimA = n, É R(A) �2n. R(A) = 2n ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Á-ÒÁ ÂÁÚÉÓÏ× (u1 = 1; u2; : : : ; un), (v1 = 1; v2; : : : ; vn) É �ÁÒÁ ÎÁÂÏÒÏ×ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (z01; : : : ; z0n), (z001 ; : : : ; z00n) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ uivj 2 lin(fz0i; z00j g).�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ H | ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Ó ÄÅ-ÌÅÎÉÅÍ, ÔÏ R(H) = 8.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍÉ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙ-ÍÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å (ui) É (vj) ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎ-ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ: (u1; u2; u3; u4) = (v1; v2; v3; v4) = (1; i; j; k), Á ÎÁÂÏÒÙ z0i Éz00j Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:(z01; z02; z03; z04)=(1+�i+�j+k; 1+�i��j�k; 1��i+�j�k; 1��i��j+k);(z001 ; z002 ; z003 ; z004 )=(1��i��j�k; 1��i+�j+k; 1+�i��j+k; 1+�i+�j�k);ÇÄÅ �; �;  | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ F . îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ uivj 2 lin(fz0i; z00j g).�ÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ �; �; �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ × ÓÍÙÓÌÅ ÄÅçÒÏÏÔÁ [2℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ H | ÁÌÇÅÂÒÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× Ó ÄÅ-ÌÅÎÉÅÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × H.143



á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÷. â. áÌÅËÓÅÅ×Õ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ×ÎÉ-ÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ 12-01-91331-îîéï Á) ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Bl�aser, M., de Voltaire, A. M. Semisimple algebras of almost min-imal rank over the reals // Theoretial Computer Siene. | 2009. |V. 410, � 50. | ó. 5202{5214.2. de Groote, H. F. On varieties of optimal algorithms for the ompu-tation of bilinear mappings I // Theoretial Computer Siene. | V. 7,� 1. | ó. 1{24.3. B�urgisser, P., Clausen, M., Shokrollahi, M. A. Algebrai omplexitytheory. | Springer Verlag, 1997.ï ðòï÷åòñàýéè �åó�áèï�îïóé�åìøîï íîïöåó�÷åîîùèìéîåêîùè óìéðáîéê ðåòåíåîîùèå. ÷. íÏÒÏÚÏ×, ä. ó. òÏÍÁÎÏ× (íÏÓË×Á)âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; :::; xn) �ÒÏÉÚÏÛÌÏ�-ÓÌÉ�ÁÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi1 ; :::; xik , ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f ÒÅÁÌÉÚÕ-ÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ×ÍÅÓÔÏËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(y1; :::; yk); k � 2 ÏÔxi1 ; :::; xik ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �. îÁÚÏ×ÅÍ � ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÌÉ-�ÁÎÉÑ. îÁÚÏ×ÅÍ �-ÓÌÉ�ÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ pÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉf(x1; :::; xn), ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ �-ÓÌÉ�ÁÎÉÅ Ó ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÊ Ó×ÏÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ. þÅÒÅÚ 	 = 	n;f;� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÅ ×ÈÏÄÑÔ f(x1; :::; xn) É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ f(x1; :::; xn) × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �-ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á �. ðÒÏ×ÅÒÑÀÛÉÊ ÔÅÓÔ T ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ 	n;f;� (×ÓÅ ÎÅÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1℄) ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÍ ÔÅ-ÓÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �-ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷×Å-ÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ L(n) ÄÌÉÎÙ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �-ÓÌÉ�ÁÎÉÊ ËÁË ÍÁËÓÉÍÕÍ �Ï ×ÓÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÍ ÆÕÎË-�ÉÑÍ f(x1; :::; xn) ÄÌÉÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �-ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.144



�-ÓÌÉ�ÁÎÉÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÓÌÉ�ÁÎÉÅÍ, ÅÌÉ � | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÅÔÅÓÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ n!1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑn22 +O(n) � L(n) � n2 +O(n):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÓÔÁÎÏ×ÉÍ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ. óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÔÏÌØËÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ ÂÅÚ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÊ �ÁÒÏÊ ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi; xj ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÕ ÎÁÂÏÒÏ×~�0; ~�00, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �0k = �00k �ÒÉ k 6= i; j, Á �ÒÉ k = i; j �0k 6= �00k Éf( ~�0) 6= f( ~�00). ðÏÄ �ÒÏ×ÅÒËÏÊ �ÁÒÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÄÏ-ÂÁ×ÌÅÎÉÅ × ÔÅÓÔ ÎÁÂÏÒÏ×, ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÀÝÉÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÔ × ÏÄÎÏÍ ÓÌÉ�ÁÎÉÉ. äÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÁÑ �ÁÒÁ ÎÁÂÏÒÏ×, ÄÏÂÁ×ÉÍ ÜÔÉ ÎÁ-ÂÏÒÙ × ÔÅÓÔ.ðÕÓÔØ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÊ �ÁÒÙ ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2.òÁÚÏÂØÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ f ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù. ÷ �ÅÒ×ÕÀ ×ÏÊÄÕÔ x1; x2 É�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ �ÁÒ Ó x1 ÉÌÉ x2, ×Ï ×ÔÏÒÕÀ|×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ x1; :::; xm | �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÅÒ×ÏÊÇÒÕ��Ù. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~� = (�3; :::; �n) ×ÅÒÎÏ f(00~�) =f(11~�) = �1(~�); f(01~�) = f(10~�) = �2(~�). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÂÏÒ ~�.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x3. ðÕÓÔØ ~� = �3~. �ÏÇÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ É ÄÌÑ�3~ ×ÅÒÎÏ: f(00�3~) = f(11�3~) = �1(�3~); f(01�3~) = f(10�3~) =�2(�3~). �ÁË ËÁË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ �ÁÒ ÄÌÑ x1; x3 É x2; x3,�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �1(�3~) = �2(�3~), Á �2(�3~) = �1(�3~). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÄÌÑ x4; :::; xm. �ÏÇÄÁ �ÏÄÆÕÎË�ÉÑ f(x1; :::; xm; �m+1; :::; �n) | ÌÉÂÏËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÌÉÂÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù ÍÏÇÕÔ ÓÌÉ�ÁÔØ-ÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. åÓÌÉ ×ÓÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù ÆÉË-ÔÉ×ÎÙ, ÉÈ ÓÌÉ�ÁÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f . ðÕÓÔØ ÓÒÅÄÉÎÉÈ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ(�m+1; :::; �n), �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÔÏÒÏÊÇÒÕ��Ù �ÏÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ. ÷ ÓÌÕÞÁÅÓÌÉ�ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ x1; :::; xm ÂÕÄÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑÆÕÎË�ÉÑm �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÏÂÁ×ÉÍ × ÔÅÓÔm+1 ÎÁÂÏÒ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. åÓÌÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔØ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅ-ÎÁ, ÔÏ ÌÉÂÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ ÏÔÌÉÞÉÍÁÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ, ÌÉÂÏÂÙÌÉ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Å.145



÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÒÉ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ËÅ ÎÁÂÏÒÁ (�m+1; :::; �n) ÍÏÖÅÍ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÄÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á f0; 1; �(x1; :::; xm); �(x1; :::; xm)� 1g. îÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔØ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ, ÅÓÌÉ � 2 flm(x1; :::; xm); lm(x1; :::; xm)� 1g.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ xm+1; :::; xn, ÏÂßÅÄÉÎÑÑ× ÏÄÎÕ ÇÒÕ��Õ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ �ÁÒ ÍÅÖÄÕÓÏÂÏÊ. ïÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÉÍ × �ÏÓÌÅÄÎÀÀ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ�ÕÓÔÕÀ ÇÒÕ��Õ. ðÏ×ÔÏÒÑÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù, �ÏÌÕ-ÞÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔØ ÍÏÇÌÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÁ, ÅÓÌÉ f ÚÁ×É-ÓÉÔ ÏÔ lm1(x1; :::; xm1); :::; lmr�mr�1+1(xmr�1+1; :::; xmr ); xmr+1; :::; xn,ÇÄÅ mr + 1, :::, n | ÉÎÄÅËÓÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÇÒÕ��Ù. �ÏÇÄÁ f�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ: f(x1; :::; xn) = g(y1; :::; yr; xmr+1; :::; xn),yi = lmi�mi�1+1(xmi�1+1; :::; xmi). �Ï ÅÓÔØ ÎÅ�ÒÏ×ÅÒÅÎÎÙÅ ÓÌÉ�ÁÎÉÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÉÎ×ÅÒÓÉÑÍ ×ÈÏÄÏ× ÄÌÑ g. éÚ [2℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÄÌÑ ÔÅÓÔÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ r + n�mr ÎÁÂÏÒÏ×.éÔÁË, ÄÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÏÄÎÏÊ �ÁÒÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÂÏ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ×× ÔÅÓÔÅ, ÌÉÂÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÇÒÕ��Õ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.åÓÌÉ × ÇÒÕ��Åm �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÄÌÑ ÉÈ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (m+1)ÎÁÂÏÒÏ×. ðÒÉ m � 3 ÎÁ ÏÄÎÕ �ÁÒÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÅÔ �ÒÉÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ 2 ÎÁÂÏÒÏ×. åÓÌÉ ÖÅ m = 2, ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ2 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi; xj ÅÓÔØ 0; 1; xi � xj ; xi � xj � 1, ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÑ ÉÈÈ×ÁÔÉÔ 2 ÎÁÂÏÒÏ× (0; 0) É (1; 0). é × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ �ÁÒÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÂÕÄÅÔ �ÒÉÈÏÄÉÔØÓÑ 2 ÎÁÂÏÒÁ. ðÌÀÓ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÑ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÅÒÓÉÊÇÒÕ��.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ. åÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÔÁÌÁ ÆÉËÔÉ×ÎÏÊ, ÄÌÑ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÎÁ-ÄÏÂÉÔÓÑ 2 ÎÁÂÏÒÁ. åÓÌÉ × ÓÌÉ�ÁÎÉÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÌÉ�ÁÎÉÀ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊÓÌÉ�ÁÎÉÑ ÂÅÚ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏÍ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎ×ÅÒÓÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ðÏ-ÜÔÏÍÕ ÔÅÓÔÁ ÄÌÑ ÉÎ×ÅÒÓÉÊ ×ÈÏÄÏ× f ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ �Ï-ÄÏÂÎÙÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ. éÔÏÇÏ, ÄÏÂÁ×ÌÑÅÍ ÅÝÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ×.äÏËÁÖÅÍ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; :::; xn) =x1_x2_:::_xn. óÕÚÉÍ ËÌÁÓÓ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÄÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ2 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ �(x; y) = x�y. äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ xi; xj �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÁÂÏÒ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ × i-ÏÊ É j-ÏÊ �ÏÚÉ�É-ÑÈ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÕÌÉ. îÁ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ÎÁÂÏÒÅ�ÏÌÕÞÉ×ÛÁÑÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÁ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ. äÌÑÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ f ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ Ó ÒÏ×ÎÏ Ä×ÕÍÑ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ.146



òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÏ× òææé � 12-01-00964É � 10-01-00768. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÅÄØËÉÎ î. ð. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ÓÈÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ïíçõ, 1992.2. ðÏÇÏÓÑÎ ç. ò. ï �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ ÔÅÓÔÁÈ ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ. |í.: éÚÄ-×Ï ÷ã áî óóóò, 1982.ï ìïçéëï-�åòíáìøîïê üë÷é÷áìåî�îïó�éó�áîäáò�îùè óèåí ðòïçòáíí�. á. îÏ×ÉËÏ×Á (áÓÔÁÎÁ), ÷. á. úÁÈÁÒÏ× (íÏÓË×Á)ìÏÇÉËÏ-ÔÅÒÍÁÌØÎÁÑ (Ì.-Ô.) ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍ�ÒÏÇÒÁÍÍ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ × ÓÔÁÔØÅ [1℄, | ÜÔÏ ÎÅÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÏÎÎÏÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ä×ÕÍÑ ×ÁÖÎÙÍÉÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, É ÉÚ Ì.-Ô. ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ�ÒÏÇÒÁÍÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [2℄ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ Ì.-Ô. ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ×ÉÄÅ ÓÅÔÅÊ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [3℄ ÎÁÍÉ ÂÙÌÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ Ì.-Ô. ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ�ÒÏÇÒÁÍÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÁÌÇÅÂÒÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ËÏÍ-�ÏÚÉ�ÉÉ É ÁÎÔÉÕÎÉÆÉËÁ�ÉÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÍÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X ;Y É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÓÉÍ×ÏÌÏ× F ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ�ÉÓØÀ Term(F ;X ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÒÍÏ×, ÁÚÁ�ÉÓØÀ Subst(X ;F ;Y) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÉÄÁ � : X !Term(F ;Y), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÁ �: ÄÌÑ �ÁÒÙ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË�1; �2 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �1 � �2 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×-ËÁ � 2 Subst(Y ;F ;Y), ÞÔÏ �2 = �1�. åÓÌÉ �1 � �2, ÔÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×-ËÁ �1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÁÂÌÏÎÏÍ �2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï (Subst(X ;F ;Y) Ó ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅÍ � ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÌÎÕÀ Ë×ÁÚÉÒÅÛÅÔËÕ, ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÓÔÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ " = fx1=y1; : : : ; xn=yng, ÁÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ| Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � , ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ �� = �� = � ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �. ï�ÅÒÁ�ÉÑ×ÚÑÔÉÑ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ × ÜÔÏÊ Ë×ÁÚÉÒÅÛÅÔËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎ-ÔÉÕÎÉÆÉËÁ�ÉÅÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ #. �ÅÒÍÙ É147



�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ (áïç), ×ÅÒÛÉÎÁÍ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÅ É ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ.ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × ÓÔÁÔØÅ [3℄, ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏ×ÅÒËÉ Ì.-Ô. ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÁÎÁÌÉÚÁÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆG Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ v0. ëÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v ÇÒÁÆÁ G ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÅÎÁ �ÁÒÁ (A0v ; A00v) ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ×ÉÄÁ P (t1; : : : ; tk), ÇÄÅ P |�ÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, Á t1; : : : ; tk | ÔÅÒÍÙ ÉÚ Term(F ;X ). ëÁÖÄÏÊÄÕÇÅ hv; ui × ÇÒÁÆÅ G �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ �u;v ÉÚ Subst(X ;F ;X ).ëÁÖÄÏÍÕ ÍÁÒÛÒÕÔÕ Path = hv0; v1i; hv1; v2i; : : : ; hvn�1; vni; ÉÓÈÏÄÑ-ÝÅÇÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v0, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÏÓ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ �Path,Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �vn�1;vn � � � �v1;v2�v0;v1 �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË, �ÒÉ�É-ÓÁÎÎÙÈ ÄÕÇÁÍ ÜÔÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ. òÁÚÍÅÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÕÔÉ Path, ×ÅÄÕÝÅÇÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙv0 × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ v, ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï A0v�Path = A00v�Path.õ�ÏÍÑÎÕÔÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÁÎÁÌÉÚÁ ÇÒÁÆÏ× | ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÏÇÌÁÓÏ-×ÁÎÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÙ ×ÙÄÅÌÉÍ ÏÓÏÂÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÁÎÔÉÕÎÉÆÉËÁ�ÉÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Subst(X ;F ;Y) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅ-ÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x; x 2 X ; É y; y 2 Y ;ÅÓÌÉ y ×ÈÏÄÉÔ × ÓÏÓÔÁ× ÔÅÒÍÁ �(x), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑx0; x0 2 X ; ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(x0) = y.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �; � 2 Subst(X ;F ;Y);ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ � ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÛÁÂÌÏÎ�0, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(n), ÇÄÅ n | ÒÁÚÍÅÒáïç, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÀÝÅÇÏ �.ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ �0, Õ�ÏÍÑÎÕÔÕÀ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ 1, ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÚÁ�ÉÓØÀ msr(�). ÷ ËÌÁÓÓÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Subst(X ;F ;Y) ××Å-ÄÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ +: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË �1; �2 ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ�1 + �2 = msr(�1 # �2).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2.äÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË �1; �2 ÉÚ Subst(X ;F ;Y),�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÉÚ Subst(X ;F ;X ), É ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ A0; A00 Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ1) ��1 + ��2 = �(�1 + �2),2) A0�1 = A00�1 ^ A0�2 = A00�2 () A0(�1 + �2) = A00(�1 + �2).îÁÍÉ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏ-ÓÔÉ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ v ÇÒÁÆÁ G �ÏÍÅÞÁÅÔÓÑ148



�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �v ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Subst(X ;F ;Y). îÁÞÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÔÁËÏ×Á: ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ v0 �ÏÍÅÞÁÅÔÓÑ �ÕÓÔÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×-ËÏÊ ", Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÍÅÞÁÀÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ �Ï ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÀ � �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ � . äÁÌÅÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ:ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÕÇÉ hu; vi �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ �v, �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÅ v, ÚÁ-ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ �v + �u;v�u. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ�ÏÒ, �ÏËÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÕÇÉ hu; vi ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�v = �v + �u;v�u (ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ).�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÚÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ×ÓÅÇÄÁ ÚÁ×ÅÒ-ÛÁÅÔÓÑ, É �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ �v ÏÂÌÁÄÁ-ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÇÒÁÆ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v, ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ �ÁÒÁÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ (A0v ; A00v ), ÓÏÂÌÀÄÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï A0v�v = A00v�v.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 É ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÓÈÅÍÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ [3℄. äÌÑÏ�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ××ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÅÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ. óÌÏÖ-ÎÏÓÔØÀ ÔÅÒÍÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÚÍÅÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ áïç, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀ-ÝÅÇÏ ÜÔÏÔ ÔÅÒÍ. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ j�j �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÕÍÍÕN1 + N2, ÇÄÅ N1 | ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÅÒÍÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áf�(x) : x 2 Xg, Á N2 | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÅÒÍÏ× t, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÀ 9 x1; x2 : (x1 6= x2 ^ t = �(x1) = �(x2)).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ �0 = ��1, ÔÏ j�0j = j�j + j�1j. åÓÌÉ �0 =�1 + �2 É �ÒÉ ÜÔÏÍ �0 6= �1; �0 6= �2, ÔÏ j�0j < min(j�1j; j�2j).éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 É Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒ-ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÓÌÅÄÕÀÔ�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ×ÅÒÛÉÎ, �ÏÌÕÓÔÅ�ÅÎØ ÉÓ-ÈÏÄÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ `, É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ,�ÒÉ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÄÕÇÁÍ ÇÒÁÆÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ m, ÔÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒ-ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ×ÙÞÉÓÌÉÍÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(`m3k4).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÒÏÂÌÅÍÁ Ì.-Ô. ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. éÔËÉÎ ÷. ü. ìÏÇÉËÏ-ÔÅÒÍÁÌØÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1972. | � 1. | ó. 5{27.2. Sabelfeld V. K. The logi-termal equivalene is polynomial-timedei dable // Inform. Proes. Lett. | 1980. | V. 10, � 2. | P. 57{62.3. úÁÈÁÒÏ× ÷. á., îÏ×ÉËÏ×Á �. á. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ÏË ÄÌÑ ÕÎÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ // �ÒÕÄÙ éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÓÉÓÔÅÍÎÏÇÏ�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ òáî. | 2011. | �. 21. | ó. 162{176.149



ïâ ïäîïí óåíåêó�÷åæõîëãéïîáìøîï ðïìîùè ÷ Pk âáúéóï÷÷. á. ïÒÌÏ× (íÏÓË×Á)ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ É ÔÅÈÎÉ-ÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.æÕÎË�ÉÑ, �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁAk = 0; 1; ; k � 1; k � 2 É ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÁÌ-ÆÁ×ÉÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÚÎÁÞÎÏÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Pk. æÕÎË�ÉÉ ÉÚ P2 Þ ÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ×ÅÓÏ×ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üÔÕ ÓÕÍÍÕ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÈÅÍÙ S ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ L(S).ó �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÏÓÔÒÅÂÏ×ÁÎÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ LB(f), ÒÁ×ÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ f . ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ (ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ �ÅÒÅÂÏÒÁ ÓÈÅÍ) ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ ÎÅÔ. ÷ ×ÉÄÕ ÜÔÏÇÏ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ÚÁÄÁÞÕ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ LB(k; n), ÒÁ×ÎÏÇÏ ÍÁËÓÉ-ÍÕÍÕ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× LB(f), ÇÄÅ f | ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ Pnk (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn). ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÁÇÁÀÔ,ÞÔÏ k ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ, Á n!1.ïÂÙÞÎÏ �ÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ Pnk Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ×ÓÅÈ kn ÎÁ-ÂÏÒÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ É ÆÕÎË�ÉÉ,ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÂÅÚÒÁÚÌÉÞÎÙ. �ÁËÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ; �ÒÉ ÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÌÎÏÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÎÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ (ÏÔÍÅÔÉÍ ÒÁÂÏÔÙ ü. é. îÅÞÉ�ÏÒÕËÁ,ì. á. ûÏÌÏÍÏ×Á, á. á. áÎÄÒÅÅ×Á).ðÕÓÔØ A1 É A2 | �ÏÄÁÌÆÁ×ÉÔÙ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Ak. æÕÎË�ÉÀ, ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÙÈÏÄÏ×) ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A1(�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ A2), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (A1; A2)-ÆÕÎË�ÉÅÊ. ðÕÓÔØ Ab =f0; 1g. (Ak; Ab)-ÆÕÎË�ÉÀ ((Ab; Ak)-ÆÕÎË�ÉÀ) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (k; 2)-ÆÕÎË�ÉÅÊ ((2; k)-ÆÕÎË�ÉÅÊ). ðÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk ÂÕ-ÄÅÍ ÄÏ�ÕÓËÁÔØ É ÂÁÚÉÓÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÅÁÌÉÚÕ-ÀÔ (A1; A2)-ÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÓÈÅÍÕ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ: ×ÈÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E ÎÅÌØÚÑ �ÒÉÓÏ-ÅÄÉÎÑÔØ Ë ×ÙÈÏÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ×ÙÈÏÄÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÇÕÔ ÎÅ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ×ÈÏÄÎÏÍÕ ÁÌÆÁ×ÉÔÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E.150



æÕÎË�ÉÀ f ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ, i-Ê ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ, 0 � i � k� 1, ÒÁ×ÅÎ f(i). óÉÓÔÅÍÕ F = ff1; f2; ; frg(k; 2)-ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ (k; 2)-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù (r; k)-ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÔØ ×ÅËÔÏÒÙ ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÚ F , ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ r � log2 k. ðÒÉÍÅÒÏÍ (k; 2)-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ(0101011); (0011001); (0000111):ðÕÓÔØ F1 ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÁÄ F1 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ: ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏ �ÏÌÎÕÀÓÉÓÔÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ F b1 , (k; 2)-ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊF 21 , ÆÕÎË�ÉÀ f2;k, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÅÅ ÁÒÇÕÍÅÎ-ÔÏ× �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Ak. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ,ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ F b1 É F 21 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (k; 2)-�ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ.óÉÓÔÅÍÅ F1 ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÂÁÚÉÓ B1. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ F b1 , ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ ÛÔÒÉÈ ûÅÆÆÅÒÁ.ðÕÓÔØ E1 | ÜÌÅÍÅÎÔ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÈÏÄÁÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀÉ ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÅÓ 1. ðÕÓÔØ E21 ; E22 ; : : : ; E2r ÓÕÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ B1,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ F 21 É ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÅÓ k. ðÕÓÔØ E2;k | ÜÌÅÍÅÎÔÂÁÚÉÓÁ B1, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀ f2;k É ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÁ×ÎÙÊ sk ×ÅÓ(s | ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÆÕÎË�ÉÉ f2;k).äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ B1 ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏ �ÏÌÏÎ × Pk.éÓÓÌÅÄÕÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ LB1(k; n).÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ k Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ 2. äÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ Pnk �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÅÅ ÓÈÅÍÁ SF ,ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÒÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ ÂÌÏËÏ× K2, BF É2K ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L(SF ) <� kn=n. âÌÏË K2 (ÂÌÏË 2K) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ(k; 2) | (ÉÚ (2; k)-ÆÕÎË�ÉÊ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÂÌÏËÁ BF ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÂÕÌÅ×ÙÆÕÎË�ÉÉ. �ÁËÉÅ ÓÈÅÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ 3-ÕÒÏ×ÎÅ×ÙÍÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ k ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ 2 ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ 3-ÕÒÏ×ÎÅ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ ÓÏ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ (℄ log2 k[= log2 k)kn=n. ïÔ-ËÁÚÁ×ÛÉÓØ ÏÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ 3-ÕÒÏ×ÎÅ×ÏÓÔÉ É ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f �Ï�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ (ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÕÀ) Ï�ÅÎËÕkn=n �ÒÉ ÌÀÂÙÈ k. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 10. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1963. |ó. 3{97. 151



2. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ïÂ ÏÄÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ Ë ÓÉÎÔÅÚÕ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ | �ÒÉÎ�É�Å ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉ-ËÉ. ÷Ù�. 14. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1965. | ó. 31{110.3. ïÒÌÏ× ÷. á. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ. | 1998. |�. 64, ×Ù�. 3. | ó. 431{436.þåí ðòé÷ìåëá�åìøîù áìçåâòáéþåóëéåíïäåìé ðòïçòáíí ó ðòïãåäõòáíéò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ, á. ü. íÏÌÞÁÎÏ× (íÏÓË×Á)áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ ××ÅÄÅÎÙ × [1℄ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ: ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÎÁÉÈ ÓÈÅÍÁÈ, Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÍÙÈ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ.ï�ÉÛÅÍ, ËÁË ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÜÔÉ ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.æÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓB, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÞÅÔÙÒ£È ÎÅ�ÕÓÔÙÈÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× | Y;C;R É P . üÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÙÈÔÒÅÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ×ÙÚÏ×Ï× É×ÏÚ×ÒÁÔÏ×, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P | ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.óÈÅÍÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÄÕÇÁÍÉ, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÉÊ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÙÍ,ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔÓÑ, | �ÏÄÇÒÁÆÁÍÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒ. ÷ ËÁÖÄÏÍ�ÏÄÇÒÁÆÅ ×ÙÄÅÌÅÎÙ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ | ×ÈÏÄ É ×ÙÈÏÄ, ÎÅ ÎÅÓÕÝÉÅ ÍÅ-ÔÏË. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÄÇÒÁÆÁ �ÏÍÅÞÅÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÂÁÚÉÓÁ É× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ: Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ×ÅÒÛÉÎÁ-×ÙÚÏ×, ×ÅÒÛÉÎÁ-×ÏÚ×ÒÁÔ É ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÔÅÌØ. éÚ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÔÅÌÑ ÉÓÈÏ-ÄÑÔ Ä×Å ÄÕÇÉ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁÍÉ 0 É 1, ÉÚ ×ÙÈÏÄÁ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁ-ÆÁ ÄÕÇÉ ÎÅ ÉÓÈÏÄÑÔ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÒÏÍÅ ×ÙÈÏÄÏ× �ÏÄÇÒÁÆÏ×-�ÒÏ�ÅÄÕÒ, ÉÍÅÀÔ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÓÈÏÄÑÝÅÊ ÄÕÇÅ. ÷ÈÏÄ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÄÕÇ. ÷ÙÚÏ×Ù É ×ÏÚ×ÒÁÔÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÑ �ÁÒÙ. ÷ÓÑËÏÊ �ÁÒÅ �ÒÉÓ×ÏÅÎÓ×ÏÊ ÎÏÍÅÒ, É ÏÎÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÝÅÍÕ ÄÌÑ ÎÅ£ �ÏÄÇÒÁÆÕ. äÕÇÁ ÉÚ×ÙÚÏ×Á ×ÅÄ£Ô ×Ï ×ÈÏÄ �ÏÄÇÒÁÆÁ-�ÒÏ�ÅÄÕÒÙ (Ó×ÏÅÇÏ ÉÌÉ ÞÕÖÏÇÏ), ÉÔÏÇÄÁ ÉÚ ×ÙÈÏÄÁ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ ÉÓÈÏÄÉÔ ÄÕÇÁ, ×ÅÄÕÝÁÑ × �ÁÒÎÙÊ×ÙÚÏ×Õ ×ÏÚ×ÒÁÔ. éÎÙÈ ÄÕÇ, ËÒÏÍÅ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ, ÉÚ ×ÙÈÏÄÁ �ÏÄÇÒÁÆÁ-�ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÎÅ ÉÓÈÏÄÉÔ. äÕÇÉ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ×Ù-ÚÏ×Á, ×ÅÄÕÔ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÏÄÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÈÎÁÞÁÌÏ. 152



éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:B0 = (Y [C[R)�; X = fxjx : P ! f0; 1gg;ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ B0 ÎÁÚÙ×ÁÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÍÉ �Å�ÏÞËÁÍÉ.æÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÔÉ�ÁB0 ! X , ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÒÁÚÍÅÔËÉ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï L. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ � ÉÚ L| ÜÔÏ ÏÂÈÏÄ ÓÈÅÍÙ,ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÀÝÉÊÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ. äÌÑ ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÏÂÈÏÄÁ, ËÒÏÍÅ �, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÁÇÁÚÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÊÚÁÇÒÕÖÁÀÔÓÑ ÎÏÍÅÒÁ �ÁÒ ×ÙÚÏ×-×ÏÚ×ÒÁÔ. ïÂÈÏÄ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ �Ï ÄÕ-ÇÅ ÉÚ ×ÈÏÄÁ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ �ÒÉ �ÕÓÔÙÈ ÍÁÇÁÚÉÎÅ É Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ�Å�ÏÞËÅ. ðÅÒÅÈÏÄ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÅÔÓÑ �ÒÉ-�ÉÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÅÇÏ Ë ÔÅËÕÝÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ �Å�ÏÞËÅ. åÓÌÉ �ÅÒÅÈÏÄÉÍÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ | ×ÙÚÏ×, ÔÏ × ÍÁÇÁÚÉÎ ÚÁÇÒÕÖÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÎÏÍÅÒ. ðÒÉ �ÅÒÅÈÏ-ÄÅ ÞÅÒÅÚ ×ÙÈÏÄ �ÏÄÇÒÁÆÁ-�ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒ ÉÚ ÍÁÇÁÚÉÎÁ,É ÏÂÈÏÄ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ �Ï ÄÕÇÅ, ×ÅÄÕÝÅÊ Ë ×ÏÚ×ÒÁÔÕ Ó ÜÔÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ.ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÔÅÌØ Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ p ÏÂÈÏÄ �ÒÏÄÏÌÖÁ-ÅÔÓÑ �Ï ÄÕÇÅ Ó ÍÅÔËÏÊ �h(p), ÇÄÅ h| ÔÅËÕÝÁÑ �Å�ÏÞËÁ. ïÂÈÏÄ ÓÈÅÍÙ�ÒÅËÒÁÝÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ×ÙÈÏÄÁ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ, É ÔÏÇÄÁÔÅËÕÝÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ ÎÁ �;× ÉÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B0.÷ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏÉ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÎÁÄ B É ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ. ïÎÏ ××ÏÄÉÔÓÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ � | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ × B0, É L � L. ä×Å ÓÈÅÍÙ ÎÁÄB ÎÁÚÏ×ÅÍ (�; L)-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ, ËÁËÏÊ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ ÆÕÎË�ÉÑ� ÉÚ L, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÈÅÍ ÏÚÎÁÞÁÅÔÒÅÚÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÎÁ � ÄÒÕÇÏÊ ÓÈÅÍÙ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÈ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÉÑ �-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ó ××ÅÄÅÎÉÅÍ (�; L)-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÏÚ-ÎÉËÁÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ (�; L)-ÍÏÄÅÌØÀ.÷ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ü. �., �ÏÌÎÏÊ × ÍÏÄÅÌÉ, Ô. Å.ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÍÏÄÅÌÉ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ Ü.�. ÉÚ ÄÁÎ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÀÝÅÊ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÈÅÍ × ÄÒÕÇÕÀ. üÔÁ ÚÁÄÁ-ÞÁ ×ÙÄ×ÉÇÁÅÔ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÍÏÄÅÌÉ, Ô. Å. �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÒÁÓ�ÏÚÎÁÀÝÅÇÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ × ÍÏÄÅÌÉ.ïÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÅÍ �ÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅ-ÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ.1. ïÎÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ ÁÂÓÔÒÁÇÉÒÕÀÝÅÊÓÑ ÏÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÎÁ ÉÍ�ÅÒÁ-153



ÔÉ×ÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ [1℄.2. ðÅÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ë Å£ ÓÈÅÍÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ×ÓÑËÏÅÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÈÅÍÙ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÊ ÅÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ.3. ÷ÙÄÅÌÅÎÙ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, Ô.Å. ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÉÚ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ × ÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉÓÌÅÄÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÙÈ ÉÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ [2℄.4. þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÂÅÚ �ÒÏ�ÅÄÕÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ Ä×Á ÍÅ-ÔÏÄÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÍÏÄÅÌÉ [3, 4℄ É ÏÄÉÎ ÍÅÔÏÄ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ü.�., �ÏÌÎÏÊ × ÍÏÄÅÌÉ.5. ï�ÉÓÁÎÏ × [2℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ Ó �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ �ÅÒÅÇÏÒÏÄÞÁÔÙÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × �ÅÒÅÇÏÒÏÄÞÁÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀÄ×ÕÈ �ÒÏÂÌÅÍ × ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÝÅÊ Å£ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÂÅÚ �ÒÏ�ÅÄÕÒ:�ÒÏÂÌÅÍÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É �ÒÏÂÌÅÍÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÔÙ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ, ÁËÔÕÁÌØÎÙÍÉ É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ �ÅÒÓ�ÅË-ÔÉ×ÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. òÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ É ÉÅÒÁÒÈÉÑ ÉÈ ÍÏ-ÄÅÌÅÊ // ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 1991. | � 6. | ó. 44{51.2. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. ïÔ ÓÈÅÍ ñÎÏ×Á Ë ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1998. |÷Ù�. 7. | ó. 281{302.3. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÍÅÔÏÄÉËÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ // ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×Á-ÎÉÅ. | 2011. | � 6. | ó. 33{43.4. úÁÈÁÒÏ× ÷. á. ðÒÏ×ÅÒËÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ �ÒÉ �Ï-ÍÏÝÉ Ä×ÕÈÌÅÎÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁ-ÌÉÚ. | 2010. | � 4. | ó. 39{48.
154



þáó�éþîï ëïííõ�á�é÷îùå íïäåìé ðòïçòáííò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ, ä. ÷. óËÒÙÎÎÉËÏ× (íÏÓË×Á)þÁÓÔÉÞÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ | ÜÔÏ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕ-ÞÁÊ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ: ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (Ü.�.).ïÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ××ÅÄÅÎÙ × [1℄, ÁÕ�ÏÍÑÎÕÔÙÊ ÉÈ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎ × [2{3℄. üÔÉ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÎÙÍÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ï×ÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ Ó ÌÅ×ÙÍ ÓÏ-ËÒÁÝÅÎÉÅÍ. äÁÎÎÙÊ ÄÏËÌÁÄ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÁÄÁ�ÔÁ�ÉÉ Ë ÞÁÓÔÉÞÎÏ ËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÍÏÄÅÌÑÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÓËÁÚÁÎÏ ×ÙÛÅ. ÷ ÎÅÍÏ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉÅÍÌÅÍÙÅ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ × ÔÁËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ, Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊÆÏÒÍÅ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÓÏÚÄÁÎÙ �ÏÌÎÙÅ × ÍÏÄÅÌÑÈÓÉÓÔÅÍÙ Ü.�. ðÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.úÄÅÓØ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ �ÏÄÍÏÄÅÌØ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. ïÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÏÍÕ ÓÌÕÖÁÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÁËÔÙ, ÕÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎÎÙÅ × [2{4℄: �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈÓÈÅÍ ÉÚ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ; �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ Ü.�., × ÒÁÍËÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÕ-ÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÔÏ Ó×ÅÄÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÏÄÅÌØ, ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÓÈÅÍÙ, É ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÜ.�., �ÏÌÎÁÑ × ÜÔÏÊ �ÏÄÍÏÄÅÌÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ M.ðÏÄÍÏÄÅÌØ M ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁÍÉ Y É P ; ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÉÚ Y ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚP | ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ; ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f0,1g.íÁÔÒÉÞÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ Y, P �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ: × Î£Í ÉÍÅÀÔÓÑÔÒÉ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ | ×ÈÏÄ, ×ÙÈÏÄ, É loop; ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÒÕ-ÇÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÑÍÉ) ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÓÉÍ-×ÏÌ ÉÚ Y ; ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ËÒÏÍÅ ×ÙÈÏÄÁ É loop, ÉÓÈÏ-ÄÑÔ ÄÕÇÉ × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å, ÒÁ×ÎÏÍ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X , ÇÄÅX = fxjx : P ! f0; 1gg ; ×ÓÑËÁÑ ÄÕÇÁ �ÏÍÅÞÅÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ x ÉÚ X;ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÄÕÇÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÍÅÔËÉ.æÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÓÈÅÍÙ (ÄÁÌÅÅ | �ÒÏÓÔÏ ÓÈÅÍÙ),ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y � (ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÍÉ �Å�ÏÞËÁÍÉ) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ; ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ ÉÍÅÎÕÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÒÁÚÍÅÔËÉ; ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ L.155



ðÕÓÔØ G | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ Y; P É � 2 L. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÓÈÅÍÙ G ÎÁ� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂÈÏÄ ÓÈÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÈÏÄÅÓÈÅÍÙ �ÒÉ �ÕÓÔÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ �Å�ÏÞËÅ É �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ�ÒÁ×ÉÌÁÍ. ðÕÓÔØ v | ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÈÅÍÙ, É h | �Å�ÏÞ-ËÁ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÛÌÉ × v; ÅÓÌÉ v | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØ Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ y,ÔÏ ÔÅËÕÝÁÑ �Å�ÏÞËÁ h �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × �Å�ÏÞËÕ hy, É �ÅÒÅÈÏÄ ÉÚ vÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï ÄÕÇÅ Ó ÍÅÔËÏÊ �(hy); ÅÓÌÉ v | ×ÙÈÏÄ ÓÈÅÍÙ ÉÌÉ×ÅÒÛÉÎÁ loop, ÔÏ ÏÂÈÏÄ ÓÈÅÍÙ �ÒÅËÒÁÝÁÅÔÓÑ, × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÓÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ h, É ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÓÈÅÍÏÊ G ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏY �, ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ ÎÁÄ Y; P ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ-ÍÉ | � É L, ÇÄÅ � | ÜÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ × Y �, Á L � L. ä×Å ÓÈÅÍÙ,�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, (�; L)-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ, ËÁËÏÊ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ ÆÕÎË-�ÉÑ ÒÁÚÍÅÔËÉ � ÉÚ L, ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÎÁ � ÏÄÎÏÊ ÉÚÓÈÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏ É ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÊ ÓÈÅÍÙ ÎÁ�, É �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ | ÜÔÏ �-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ �Å-�ÏÞËÉ.÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÄÍÏÄÅÌÉ M �ÁÒÁÍÅÔÒÙ � É L ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ � ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ T , ÇÄÅT � Y � Y ; ÓÉÍ×ÏÌÙ y1, y2, ÇÄÅ (y1, y2) 2 T , ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ÏÞÎÙÍÉ; �-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÏÂßÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ �Ï ÄÌÉÎÅÏ�ÅÒÁÔÏÒÎÙÅ �Å�ÏÞËÉ, ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÄÒÕ-ÇÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÈ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï L ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:�-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ �Å�ÏÞËÁÍ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ � , ÒÁÓ�ÏÚÎÁÀÝÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÞ-ÎÙÈ ÓÈÅÍ É Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ × [2℄. ïÎ ÓÔÒÏÉÔ ÄÌÑ ÉÓ�ÙÔÕÅÍÙÈ ÓÈÅÍ ÓÏÞÅ-ÔÁÅÍÙÅ × ÎÉÈ ÍÁÒÛÒÕÔÙ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÓÈÅÍ.íÁÒÛÒÕÔÏÍ × ÓÈÅÍÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÕÔØ × ÎÅÊ ÓÎÁÞÁÌÏÍ ×Ï ×ÈÏÄÅ. ÷ÓÑËÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÁÒÛÒÕÔÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ-ÓÏÍÁÑ ÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ, Á ÓÏÞÅÔÁÅÍÙÍÉ ÉÍÅÎÕÀÔÓÑ ÍÁÒÛÒÕ-ÔÙ, �ÒÏËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÂÝÅÊ ÄÌÑ ÎÉÈ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÉÚ L. éÍÅ-ÅÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÏÞÅÔÁÅÍÏÓÔÉ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÂÏ-ÔÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÏÞÅÔÁÅÍÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÏÞÅÔÁÅÍÏÓÔÉ.ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÏÞÅÔÁÅÍÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍ � �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ M. îÁÉÂÏÌÅÅ £ÍËÉÍÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÉÚ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅ-ÌÅÊ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ, ×ÙÒÁÓÔÁÀÔ ÓÏ�ÒÑÖ£Î-ÎÙÅ ËÕÓÔÙ. óÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎ�Ù ÓÏÞÅÔÁÅÍÙÈ ÍÁÒÛÒÕ-156



ÔÏ×, ÎÅÓÕÝÉÈ �-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÅ �Å�ÏÞËÉ.ðÒÉ ÁÄÁ�ÔÁ�ÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ � Ë ÓÌÕÞÁÀ �ÏÄÍÏÄÅÌÉ M ÎÁÍÉ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �1 É �2, ×ÙÑ×ÌÑÀÝÉÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÉÚ ÓÏ-�ÒÑÖ£ÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÍÅÔËÁÍÉ ×ÙÒÁÓÔÁÀÔ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ËÕ-ÓÔÙ. áÌÇÏÒÉÔÍ �1 �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÓÔØÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ T , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ. ÷ �ÒÏÔÉ×-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �2. äÌÑ ÏÂÏÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÁÎÙÏ�ÅÎËÉ ÉÈ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ; ÏÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙ.ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ü.�., �ÏÌÎÏÊ × M, �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÒÁÚ-ÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍ × [3℄. óÏÇÌÁÓÎÏ ÅÍÕ, ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÒÉ×Ï-ÄÑÝÉÊ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÈÅÍ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ×ÉÄÕ;�ÏÓÌÅÄÎÉÊ �ÏÄÏÂÅÎ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÕ. ðÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÏ Ó ÜÔÉÍ ×ÙÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.éÍÅÎÎÏ ÏÎÉ É ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ �ÏÌÎÕÀ × M ÓÉÓÔÅÍÕ Ü.�.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. éÅÒÁÒÈÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ // ðÒÏÇÒÁÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 1981. | � 2. | C. 3{14.2. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. �ÅÈÎÉËÁ ÓÌÅÄÏ× × ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÉ �ÒÏÂÌÅÍÙÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ // ëÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | 2009. | � 5. | C. 25{37.3. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. ðÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ × ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÎÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó ÌÅ×ÙÍÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ // ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 2010. | � 3. | C. 3{18.ïâ üë÷é÷áìåî�îïó�é íå�áìéîåêîùèõîáòîùè òåëõòóé÷îùè ðòïçòáíí÷. ÷. ðÏÄÙÍÏ×, ÷. á. úÁÈÁÒÏ× (íÏÓË×Á)ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÁÒÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÉÍÅÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ �Ï×Å-ÄÅÎÉÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÏÎÑÔÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÍÏÄÅÌØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ, Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ × ÓÔÁÔØÅ [1℄. ÷ ÓÔÁÔØÅ [2℄ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÅ-ÔÏÄÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. ãÅÌØ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÂÏÂ-ÝÅÎÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÉÌØÎÏÊÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÔÁÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ.157



úÁ�ÉÓØÀ �� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ �, ×ËÌÀÞÁÑ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �. úÁ�ÉÓØÀ jhj ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á h, �ÏÌÁ-ÇÁÑ j�j = 0. úÁ�ÉÓÑÍÉ pref(h; n), suf(h; n) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÒÅÆÉËÓ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÕÆÆÉËÓ ÓÌÏ×Áh, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n.óÞÉÔÁÅÍ ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× A É �ÒÅ-ÄÉËÁÔÏ× C, ÓÞÅÔÎÏ-ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÚÁÇÏÌÏ×ËÏ× F, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÅÒÍÏ× Term = (A[F)� É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÏ×ÙÈ ÔÅÒÍÏ× BTerm = A�.õÎÁÒÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ � =(t0; F;D), ÇÄÅ t0 2 Term n f�g | ÚÁ�ÒÏÓ, F � F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÚÁÇÏÌÏ×ËÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, D : F � C ! Term [ f?g | Ï�ÉÓÁÎÉÅÆÕÎË�ÉÊ (ÚÄÅÓØ ? | ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ). õÎÁÒÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×-ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÁÌÉÎÅÊÎÏÊ (ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ | �ÒÏÓÔÏ�ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ), ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÔÅÒÍ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ DÉÍÅÅÔ ×ÉÄ tft0, ÇÄÅ t; t0 2 BTerm, f 2 F [ f�g. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÙ � ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ j�j = (jt0j;Pf2F;Æ2C jD(f; Æ)j).�ÅÒÍ wD(f; Æ)w0, ÇÄÅ w 2 BTerm, f 2 F, Æ 2 C, ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ Æ-�ÒÅÅÍÎÉËÏÍ ÔÅÒÍÁ wfw0. âÁÚÏ×ÙÊ ÔÅÒÍ t0 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÒÁÓËÒÙÔÉÅÍ ÔÅÒÍÁ t, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÅÒÍÏ×t1; t2; : : : ; tn, × ËÏÔÏÒÏÊ t1 = t, tn = t0 É ËÁÖÄÙÊ ÔÅÒÍ ti+1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÅÅÍÎÉËÏÍ ÔÅÒÍÁ ti, 1 � i < n. úÁÇÏÌÏ×ÏË ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍÙÍ,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÅÇÏ ÒÁÓËÒÙÔÉÅ. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ � = (t0; F;D), × ËÏÔÏÒÙÈ 1)t0 2 F �, 2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f 2 F , Æ 2 C ×ÅÒÎÏ D(f; Æ) 2 fafh j a 2 A; f 2F; h 2 BTermg [ f?g, É 3) ×ÓÅ ÚÁÇÏÌÏ×ËÉ ÉÚ F Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁ×ÅÒÛÁÅ-ÍÙÍÉ.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ � | ÜÔÏ ÎÅ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÔÅÒÍÏ×, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒ×ÙÍ ÔÅÒÍÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ�ÒÏÓ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÙ É ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÅÒÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÅÍÎÉËÏÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÇÏÓÑ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÔÅÒ-ÍÏÍ, ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÔÏÔ ÔÅÒÍ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔ-ÎÙ.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ T 0 = t01; t02; : : : É T 00 = t001 ; t002 ; : : : �ÒÏÇÒÁÍÍ �1, �2 ÎÁ-ÚÏ×ÅÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍÉ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÅÒÍÏ×t0i = h0if 0ig0i É t00j = h00j f 00j g00j , ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÏÓÔÁ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ T 0 É T 00,ÇÄÅ h0i; h0j 2 BTerm, f 0i ; f 00j 2 F, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ:ÅÓÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ T 0 É T 00 ÎÅ ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÅÒÍÁÍÉ t0i É t00j É h0i = h00j ,ÔÏ ÔÅÒÍÙ t0i+1 É t00j+1, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁ ÔÅÒÍÁÍÉ t0i É t00j ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ T 0 É T 00, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Æ-�ÒÅÅÍÎÉËÁÍÉ ÔÅÒÍÏ× t0i É t00j ÄÌÑÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÅÄÉËÁÔÁ Æ. ðÒÏÇÒÁÍÍÙ �1, �2 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ158



ÓÉÌØÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÚÁ�ÉÓØÀ �1 � �2),ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ ÉÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ.÷ÅÓÏÍ ÔÅÒÍÁ t × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ � ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ktk� (ÉÌÉ ktk, ÅÓÌÉ�ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÑÓÎÁ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ), ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ: 1) k�k� = 0; 2) kak� = 1, ÅÓÌÉ a 2 A; 3) kfk� ÅÓÔØÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ ÒÁÓËÒÙÔÉÊ ÚÁÇÏÌÏ×ËÁ f ; 4) kt1t2k� = kt1k�+kt2k�.ï�ÉÛÅÍ ÇÒÁÆ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ G�1;�2 �ÒÏÇÒÁÍÍ �1 =(f1h1; F1; D1), �2 = (f2h2; F2; D2). åÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ(G1; G2; R1; R2; u1; u2; w1; w2), (1)ÇÄÅ Gi 2 F [ f�g, Ri 2 F�, ui; wi 2 BTerm, i 2 f1; 2g. ÷ ÇÒÁÆÅÔÁËÖÅ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÙ v�, vinf . ÷ÅÒÛÉÎÁ(f1; f2; h1; h2; �; �; �; �) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÏÊ.íÅÔËÉ ÄÕÇ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ (1), ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï: f(Æ; Æ)jÆ 2 Cg, ÅÓÌÉ G1; G2 2 F; f("; Æ)jÆ 2 Cg, ÅÓÌÉ G1 = �;f(Æ; ")jÆ 2 Cg, ÅÓÌÉG2 = �. éÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÉÓÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊÄÕÇÉ. äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ Di(�; ") = �.äÕÇÁ, ÉÓÈÏÄÑÝÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ (1) É �ÏÍÅÞÅÎÎÁÑ �ÁÒÏÊ (d1; d2),×ÅÄÅÔ × ×ÅÒÛÉÎÕ v0, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉD1(G1; d1) = D2(G2; d2) = ?, ÔÏ v0 = vinf . åÓÌÉ D3�i(G3�i; d3�i) 6=Di(Gi; di) = ? ÉÌÉ kD1(G1; d1)k � kD2(G2; d2)k 6= kG1k � kG2k,ÔÏ v0 = v�. éÎÁÞÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ Di(Gi; di) = aiG0iti, ÇÄÅ ai 2 A,G0i 2 F [ f�g, ti 2 BTerm (Di(Gi; di) = G0i = �, ÅÓÌÉ di = ").åÓÌÉ d1 = d2 2 C É kGjk � kG3�jk, ÔÏ �Ï×ÅÒÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: a1 = a2; 9h : hjh = h3�j , ÇÄÅ hi = suf(tiui; jtiuij +kG0ik � kG03�ik), i 2 f1; 2g. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÅ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ v0 = v�. éÎÁÞÅ u0i = pref(tiui; kG03�ik � kG0ik) É w0i =suf(tiwi; kR3�ik � kRik), i 2 f1; 2g.åÓÌÉ d3�i = ", ÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: 9h : u3�i =aihti. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ v0 = v�. éÎÁÞÅ u0i = �, u03�i = h,w0i = suf(tiwi; kR3�ik � kRik), w03�i = w3�i.÷ÅÒÛÉÎÁ v0 = (G001 ; G002 ; R001 ; R002 ; u001 ; u002 ; w001 ; w002 ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.åÓÌÉ G0i = �, G03�i 6= � É u0i = �, ÔÏ G00i = fi, G003�i = G03�i,R003�i = R3�i, u00i = �, u003�i = pref(w03�i; kG00i k � kG003�ik), w00i = �,w003�i = suf(w03�i; jw03�ij � ju003�ij), ÇÄÅ Ri = fiR00i .åÓÌÉ G01 = G02 = � É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i ×ÅÒÎÏ w0i 6= �, ÔÏ G00i =�, G003�i = f3�i, R00i = Ri, u00i = pref(w0i; kG003�ik), u003�i = �, w00i =suf(w0i; jw0ij � ju00i j), w003�i = �, ÇÄÅ R3�i = f3�iR003�i, f3�i 2 F.159



åÓÌÉ R1 6= G01 = G02 = w01 = w02 = �, ÔÏ v0 =(f1; f2; R01; R02; �; �; �; �), ÇÄÅ Ri = fiR0i, fi 2 F, i 2 f1; 2g.÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ v0 = (G01; G02; R1; R2; u01; u02; w01; w02).�ÅÏÒÅÍÁ 1. �1 � �2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ËÏÒÎÑ ÇÒÁÆÁG�1;�2 ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ×ÅÒÛÉÎÁ v�.ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÉÚ ËÏÒÎÑ ÇÒÁÆÁ G�1;�2 ÄÏÓÔÉÖÉÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ  ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÅÒ×ÙÍÉ ÞÅÔÙÒØÍÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ �1 ��2.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ �1; �2, ÇÄÅ j�ij =(ki; ni); i 2 f1; 2g, ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ ÇÒÁÆÁG�1;�2 , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ËÏÒÅÎØ ÇÒÁÆÁ. åÓÌÉ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ v� ÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÅ×ÙÓÉÌÏ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÕ k2n3, ÇÄÅ k = maxfk1; k2g, n = maxfn1; n2g, ÔÏ �1 � �2. éÎÁÞÅ,ÅÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÔÏ �1 � �2.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÓÉÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÔÁÌÉÎÅÊÎÙÈÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅ-ÍÑ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Garlend S. J., Lukham D. C. Program shemes, reursion shemesand formal languages // Journal of Computer and System Siene. |1973. | V. 7, � 2. | P. 119{160.2. ðÏÄÙÍÏ× ÷. ÷. áÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÎÁ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ��Ï×ÙÈÛËÁÌÁÈ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 15. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÉ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 2012. | � 4.ïâ ïãåîëáè æõîëãéé ûåîîïîá äìéîùåäéîéþîïçï ðòï÷åòñàýåçï �åó�áï�îïóé�åìøîï ðòïéú÷ïìøîùè ëïîó�áî�îùèîåéóðòá÷îïó�åê îá ÷ùèïäáè üìåíåî�ï÷ä. ó. òÏÍÁÎÏ× (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ f(~xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÑ-ÝÁÑ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn, Á S | ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f (×ÓÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ, ÎÅ ××ÅÄÅÎÎÙÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ[1℄). ðÕÓÔØ ÎÁ ÓÈÅÍÕ S ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÉÓÔÏÞÎÉË ÏÄÉÎÏÞÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏ-ÓÔÅÊ U , ×ÙÚÙ×ÁÀÝÉÊ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÅ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÎÁ160



×ÙÈÏÄÁÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÈÅÍÙ ×ÍÅÓÔÏ ÒÅÁÌÉÚÕ-ÅÍÏÊ ÎÁ ÅÇÏ ×ÙÈÏÄÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ ÅÇÏ ×ÈÏÄÏ× ÍÏÖÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØÓÑÌÉÂÏ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÓÌÕÞÁÊ ÉÎ×ÅÒÓÎÏÊ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ),ÌÉÂÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÏÊ ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÓÔÉ). �ÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÕÀ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙS, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E ÓÈÅÍÙ SÎÁ ×ÓÑËÏÍ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E�ÒÉ ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÓÈÅÍÙ S. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ. îÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏ-ÓÔÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ-ÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚW (S) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÓÈÅÍÏÊ S × ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ, ×ÙÚ×ÁÎÎÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÓÈÅÍÕÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ U . óÈÅÍÁ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÂÙÔÏÞÎÏÊÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g(~xn) 2W (S) Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï: f(~xn) 6� g(~xn). íÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÎÁÂÏÒÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; x2; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÍ ÔÅÓÔÏÍ ÄÌÑ ÓÈÅ-ÍÙ S ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ É ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉg 2 W (S) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(~xn) 6� f(~xn), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ~� ÉÚ T , ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(~�) 6= g(~�). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÎÁÂÏÒÏ× × ÔÅÓÔÅ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÄÌÉÎÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ l(T )ÉÌÉ ÞÅÒÅÚ jT j. �ÅÓÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D(S) ÄÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀ-ÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ É ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÈÅÍÅ S, ÞÅÒÅÚ DB(f(~xn)) | ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÙ D(S) �Ï ×ÓÅÍ ÎÅÉÚÂÙÔÏÞÎÙÍ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ f(~xn) ÓÈÅÍÁÍ S ×ÂÁÚÉÓÅ B. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ fÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÉÚÂÙÔÏÞÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÅÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ, ÔÏ DB(f) = 0.ðÕÓÔØ P̂n2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×É-ÓÑÝÉÈ ÏÔ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn. þÅÒÅÚ DB(n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ É ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÀ DB(n) = maxf(~xn)2P̂n2 DB(f(~xn)).÷ [2℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ B = fx&y; x�y; 1g DB(n) 6 n+3. ÷[3℄ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B0 = fx&y; x_ y; �xgÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ �ÏÌÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n, Á × [4℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉ-161



ÎÙ �ÏÌÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ O(2n=2). ÷ [5℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅB = fx&y; x � y; 1g ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑ-ÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÁ 1; × [6℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉ-ÓÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 3. ÷ [7℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÏ, ÞÔÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B0 ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ �ÏÌÎÏÇÏ�ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÁ 2, × [8℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË-�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á 1 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅöÅÇÁÌËÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1, × [9℄ �ÏÌÕÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ�ÏÌÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á 0 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1.÷ [10℄ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ É ÉÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙÏ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n 2 N × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÆÕÎË-�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n+ 3.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÌÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B �ÒÉ n 2 N ÉÍÅ-ÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 2 6 DB(n) 6 4.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÏ× òææé� 12-01-00964 É � 10-01-00768.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÅÄØËÉÎ î. ð. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ÓÈÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ïíçõ, 1992.2. Reddy S. M. Easily testable realization for logi funtions // IEEETrans. Comput. | 1972. | V. 21, � 1. | P. 124{141.3. òÅÄØËÉÎ î. ð. ï ÓÈÅÍÁÈ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÅÓÔÙ // ÷ÅÓÔ-ÎÉË íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 1988. | � 2. |ó. 17{21.4. òÅÄØËÉÎ î. ð. ï �ÏÌÎÙÈ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ ÔÅÓÔÁÈ ÄÌÑ ÓÈÅÍ ÉÚÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÉ. ÷Ù�. 2. | í.: îÁÕËÁ, 1989. | ó. 198{222.5. ëÏ×Á�ÅÎËÏ ó. ÷. óÉÎÔÅÚ ÌÅÇËÏÔÅÓÔÉÒÕÅÍÙÈ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅ öÅ-ÇÁÌËÉÎÁ ÄÌÑ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅ-ÒÉÑ 15. ÷ÙÞÉÓÌÉÔ. ÍÁÔÅÍ. É ËÉÂÅÒÎ. | 2000. | � 2. | ó. 45{47.6. òÅÄØËÉÎ î. ð. åÄÉÎÉÞÎÙÅ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÅ ÔÅÓÔÙ ÄÌÑ ÓÈÅÍ �ÒÉÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ162



ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 12. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2003. | ó. 217{230.7. âÏÒÏÄÉÎÁ à. ÷. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÌÅÇËÏÔÅÓÔÉÒÕÅÍÙÈ ÓÈÅÍ × ÓÌÕÞÁÅÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× //÷ÅÓÔÎÉË íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 15. ÷ÙÞÉÓÌÉÔ. ÍÁÔÅÍ. É ËÉÂÅÒÎ. |2008. | � 1. | ó. 40{44.8. âÏÒÏÄÉÎÁ à. ÷. ï ÓÈÅÍÁÈ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÔÅÓÔÙÄÌÉÎÙ 1 �ÒÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× //÷ÅÓÔÎÉË íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2008. | � 5. |ó. 49{52.9. âÏÒÏÄÉÎÁ à. ÷., âÏÒÏÄÉÎ ð. á. óÉÎÔÅÚ ÌÅÇËÏÔÅÓÔÉÒÕÅÍÙÈÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅ öÅÇÁÌËÉÎÁ �ÒÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÔÉ�Á"0" ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2010. |T. 22, � 3. | ó. 127{133.10. ëÏÌÑÄÁ ó. ó. ï ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ ÔÅÓÔÁÈ ÄÌÑ ÓÈÅÍ ÉÚÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÉ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (îÉÖÎÉÊ îÏ×-ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÉÀÎÑ 2011 ÇÏÄÁ). | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×ÏîÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, 2011. | ó. 209{211.ï �åó�áè ï�îïóé�åìøîï óä÷éçï÷ðåòåíåîîùè ÷ âõìå÷ùè æõîëãéñèä. ó. òÏÍÁÎÏ×, ç. ÷. áÎÔÀÆÅÅ× (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ f(x1; x2; : : : ; xn) | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÑ-ÝÁÑ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÓÑ ÔÁË:f(~xn) 2 Pn2 ), Ek2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ k-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈÎÁÂÏÒÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉË ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ U shiftsn , Ó�ÏÓÏÂ-ÎÙÊ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÎÁ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; : : : ; xn) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. éÓÔÏÞÎÉËÏÍ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÞÉ-ÓÌÏ k 2 f1; : : : ; ng É ÎÁÂÏÒ ~ = (1; : : : ; n) 2 En2 , É ×ÍÅÓÔÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(�1; : : : ; �k; �k+1; : : : ; �n) ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅf(�k+1; : : : ; �n; 1; : : : ; k) (ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔÆÕÎË�ÉÑ fk;~(x1; : : : ; xn) = f(xk+1; : : : ; xn; 1; : : : ; k)). ï�ÒÅÄÅÌÉÍWf = ffk;~(x1; x2; : : : ; xn) j k 2 f1; 2; : : : ; ng; ~ = (1; : : : ; n) 2 En2 g:îÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÏÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ U shiftsn ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ �ÒÉÍÉ-ÔÉ×ÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÌÅ×Ï.íÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÎÁÂÏÒÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÍ)163



ÔÅÓÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉf ×ÌÅ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g 2 WfÔÁËÏÊ, ÞÔÏ g(~xn) 6� f(~xn), ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ~� ÉÚ T , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(~�) 6= g(~�) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÎÅÒÁ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ g, h ÉÚ Wf [ ffg, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ~� ÉÚ T , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(~�) 6= h(~�)). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× × ÔÅÓÔÅ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÄÌÉÎÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅ-ÒÅÚ L(T ) ÉÌÉ ÞÅÒÅÚ jT j. �ÅÓÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Lshifts, detet(f(~xn)) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÅ-ÒÅÚ Lshifts, diagn(f(~xn))) ÄÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ) ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÉÔÉ×-ÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; x2; : : : ; xn) ×ÌÅ×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ �ÏÌÎÏÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÉÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÌÅ×Ï:Lshifts, detet(n) = maxf(~xn)2Pn2 Lshifts, detet(f(~xn));Lshifts, diagn(n) = maxf(~xn)2Pn2 Lshifts, diagn(f(~xn)):�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ n 2 N ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLshifts, detet(n) = 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f(~xn) 2Pn2 . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ,ÔÏ ÎÉËÁËÉÅ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÌÅ×Ï ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×Á-ÀÔÓÑ, ÄÌÉÎÁ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. âÕÄÅÍ,ÄÁÌÅÅ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÆÕÎË�ÉÉ f(~xn) ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÕÓÔØ xq | ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ. �ÏÇÄÁ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÁÒÙn-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ~�0 = (�1; : : : ; �q�1; 0; �q+1; : : : ; �n) É~�00 = (�1; : : : ; �q�1; 1; �q+1; : : : ; �n), ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xq É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f( ~�0) 6= f( ~�00). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ T | �ÏÌ-ÎÙÊ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ ÔÅÓÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; x2; : : : ; xn) ×ÌÅ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÈ k 2 f1; : : : ; ng É ~ = (1; : : : ; n) 2 En2 ÆÕÎË�ÉÑ fk;~(x1; : : : ; xn) =f(xk+1; : : : ; xn; 1; : : : ; k) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xq ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ(× ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ xq), ÔÏ fk;~( ~�0) = fk;~( ~�00), É, ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f( ~�0) É f( ~�00), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ164



×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ Lshifts, d(n) � 2. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ ÔÅÓÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÉÍÉ-ÔÉ×ÎÙÈ ÓÄ×ÉÇÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f0(x1; x2; : : : ; xn) = x1 ×ÌÅ×ÏÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ n ! 1, n 2 N ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLshifts, diagn(n) = �(p2n).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. ðÏÌÏÖÉÍ k0 = bn�12 . ìÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k 2 fk0; k0+1; : : : ; ng ÎÁÂÏÒÁ ~ = (1; : : : ; n) 2En2 É ÎÁÂÏÒÁ ~� = (�1; : : : ; �n) 2 En2 ÚÎÁÞÅÎÉÅ fk;~(~�) ÒÁ×ÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÀfk;~(~0k0 ; �k0+1; : : : ; �n). ðÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ fk;~�Ï�ÁÒÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ (× ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á) ÎÁ ÎÁ-ÂÏÒÁÈ ×ÉÄÁ (~0k0 ; �k0+1; : : : ; �n), Á ÞÉÓÌÏ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÅÓÔØ O(p2n).ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Wf [ffg ÅÓÔØO(p2n), �ÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ É ÏÔ ×ÓÅÈ Õ�ÏÍÑ-ÎÕÔÙÈ ÒÁÎÅÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ O(p2n) ÎÁÂÏÒÏ×. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. òÁÓÓÉÏÔÒÉÍ (�ÏÌØÚÕÑÓØ ÉÄÅÅÊ ÉÚ [1℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅÓÎÏÓËÕ × [1℄) ÆÕÎË�ÉÀh(~xn) = _(�1;:::;�k0 )2Ek02 x�11 x�22 & : : :&x�k0k0 x�1k0+1& : : :&x�k02k0x2k0+1& : : :&xn:ñÓÎÏ, ÞÔÏ h(~xn) 6� 0 É ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Wh ÅÓÔØ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÕÌØ. úÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ~ = (1; : : : ; k0 ; ~1n�k0) ÆÕÎË�ÉÑhk0;~(~xn) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÎÕÌÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ×É-ÄÁ (�1; : : : ; �n�k0 ; 1; : : : ; k0), ÄÅÌÁÅÍ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉ-ÞÅÓËÉÊ ÔÅÓÔ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ h ÄÏÌÖÅÎ ×ÏÊÔÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ÔÁËÏÇÏ×ÉÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~ = (1; : : : ; k0 ; ~1n�k0), ÏÔËÕÄÁ É ×ÙÔÅËÁÅÔÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. �ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÏ× òææé� 10-01-00768 É � 12-01-00964.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. îÏÓËÏ× ÷. î. äÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÓÔÙ ÄÌÑ ×ÈÏÄÏ× ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈÕÓÔÒÏÊÓÔ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. ÷Ù�. 26. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éí óïáî óóóò, 1974. | ó. 72{83.
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áóéíð�ï�éëá æõîëãéé ûåîîïîáäìñ îáëïðìåîîïçï ÷å�÷ìåîéñóèåí éú æõîëãéïîáìøîùè üìåíåî�ï÷á. ï. óÔÁÒÉËÏ× (íÏÓË×Á)óÒÅÄÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, Ï�ÅÎÉ×ÁÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÉÎÔÅÚÉÒÕÅÍÙÈÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (óæü), ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ Ä×Å ÏÓÎÏ×-ÎÙÅ ÇÒÕ��Ù. ðÅÒ×ÁÑ ÇÒÕ��Á | ÜÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÓÈÅÍÙ, ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÈÅÍÅ [1℄. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÓÈÅÍÅ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁï. â. ìÕ�ÁÎÏ×ÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄. ÷ÔÏÒÁÑ ÇÒÕ��Á | �ÇÌÕÂÉÎÎÙÅ� ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, Ï�ÅÎÉ×ÁÀÝÉÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÉÇÎÁÌÁ ÞÅÒÅÚ ÓÈÅ-ÍÕ. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÇÌÕÂÉÎÙ ÓÈÅÍÙ × ËÏÎÅÞÎÏÍÂÁÚÉÓÅ ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×ÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄, × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÂÁÚÉÓÅ | ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄.ó ÆÉÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÓÕÍÍÕ ×ÒÅÍÅÎÓÒÁÂÁÔÙ×ÁÎÉÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÑÞÅÅË ×ÄÏÌØ �ÕÔÉ ÏÔ ×ÈÏÄÁ ÄÏ ×ÙÈÏÄÁ ÓÈÅ-ÍÙ. ïÄÎÁËÏ, ËÒÏÍÅ ÑÞÅÊËÉ × ÚÁÄÅÒÖËÕ ÓÉÇÎÁÌÁ ÓÈÅÍÏÊ ×ÎÏÓÉÔ ×ËÌÁÄÉ ÚÁÄÅÒÖËÁ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÓÉÇÎÁÌÁ �Ï �ÒÏ×ÏÄÎÉËÁÍ, É Ó ÕÍÅÎØ-ÛÅÎÉÅÍ ÎÏÒÍ ÔÅÈ�ÒÏ�ÅÓÓÁ ÜÔÁ ÚÁÄÅÒÖËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÓÅ ÂÏÌØÛÕÀ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÕ [5℄. üÔÏ ÄÁÅÔ �Ï×ÏÄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÇÌÕÂÉÎÎÕÀ� ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ËÕ ÓÈÅÍÙ, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÕÀ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, �ÒÏÈÏÄÉÍÙÅ ÓÉÇÎÁÌÏÍ�ÒÉ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ �Ï �ÕÔÉ ÏÔ ×ÈÏÄÁ Ë ×ÙÈÏÄÕ, ÎÏ É ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÓÉÇÎÁÌ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉ. �ÁËÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÎÁËÏ�ÌÅÎÎÙÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÈÅÍÙ.äÁÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. óÉÓÔÅÍÕ â = fg1; g2; : : : ; gmg,ÇÄÅ ×ÓÅ gi | ÆÕÎË�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÏÍÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.óÈÅÍÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ â ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÏÒÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ:1) ËÁÖÄÏÍÕ ÉÓÔÏËÕ �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, �ÒÉÞÅÍ ÒÁÚ-ÎÙÍ ÉÓÔÏËÁÍ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙ ÒÁÚÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ (ÉÓÔÏËÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ×ÈÏÄÁÍÉ ÓÈÅÍÙ, Á �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÉÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ | ×ÈÏÄÎÙÍÉ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ);2) ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÑÔ k � 1 ÒÅÂÅÒ, �ÒÉ�ÉÓÁÎÁÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ â, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (×ÅÒÛÉÎÁ Ó �ÒÉ-�ÉÓÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏÍ);3) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÄÅÌÅÎÙ ËÁË ×ÙÈÏÄÙ (ÉÓÔÏËÉ ÔÁËÖÅ ÍÏ-ÇÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ×ÙÈÏÄÁÍÉ); 166



4) ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÇÌÕÂÉÎÅ q ×ÅÒÛÉÎÙ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f� ,ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ × ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ.÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ óæü ÎÁÄ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍâ0 = f_;&;:g. �ÁË ËÁË ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓ×ÏÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ÒÅÂÒÁ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÍÏÖÎÏÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÔØ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÅÍÙÈ × ÅÅ ×ÙÈÏÄÁÈ. óÈÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÁÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÅÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ×ÙÈÏÄÏ×.îÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏ×ÏÄÏÍ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ f�1; : : : ; �F g, × ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ � ÉÄÕÔ ÒÅÂÒÁ.÷ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ �ÒÏ×ÏÄÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ F × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÁ, ÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ �, ÞÅÒÅÚ F (�). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ � ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÎÉÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÔÏ F (�) = 1.ðÕÓÔØ P = (�0; �1; �2; : : : ; �n) | �ÕÔØ ÉÚ ÉÓÔÏËÁ �0 (×ÈÏÄÎÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ) × ×ÙÈÏÄÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ vn. îÁÚÏ×ÅÍ ÎÁËÏ�ÌÅÎÎÙÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ�Ï �ÕÔÉ P ×ÅÌÉÞÉÎÕ F (P ) = nXi=0 F (�i):îÁÚÏ×ÅÍ ÎÁËÏ�ÌÅÎÎÙÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ óæü S ×ÅÌÉÞÉÎÕF (S) = maxP "| �ÕÔØ ÉÚ ×ÈÏÄÁ × ×ÙÈÏÄF (P ):÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÎÁËÏ�ÌÅÎÎÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ óæü �ÏÆÏÒÍÕÌÅ F (n) = maxf2P2(n) minf ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ óæü S F (S):á×ÔÏÒÏÍ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÎÁ-ËÏ�ÌÅÎÎÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍâ0 = f_;&;:gF (n) = (3 log3 2 + 1)n+ o(n); (n!1):ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÎÁËÏ�ÌÅÎÎÏÇÏ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ óæü ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ P2 ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁËÏ�-ÌÅÎÎÏÅ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ ÓÒÅÄÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÆÕÎË�ÉÅÊûÅÎÎÏÎÁ �ÒÉ n!1. 167



á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀéÇÏÒÀ ÷ÉËÔÏÒÏ×ÉÞÕ ëÕÞÅÒÅÎËÏ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ×ÎÉÍÁÎÉÅË ÒÁÂÏÔÅ É ÷ÁÌÅÒÉÀ âÏÒÉÓÏ×ÉÞÕ ëÕÄÒÑ×�Å×Õ ÚÁ �ÅÎÎÙÅ ÓÏ×ÅÔÙ ÉÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2002.2. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 10. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1963. |C. 63{97.3. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÈÅÍÁÈ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÚÁ-ÄÅÒÖËÁÍÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 23. |í.: îÁÕËÁ, 1970. |C. 43{81.4. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï. í. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÏ�ÅÒÁ�ÉÊ. CÅÒ. 1. | 2007. | T. 14, � 1. | ó. 45{69.5. Pillage L. T., Rohrer R. A. Asymptoti waveform evaluation fortiming analysis // IEEE Trans. on CAD of Integrated Ciruits and Sys-tems. | 1990. | V. 9, � 4. | ó. 352{366.ï òá÷îïíåòîïó�é îåëï�ïòùè óéó�åí æõîëãéêíîïçïúîáþîïê ìïçéëéð. â. �ÁÒÁÓÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ × ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÁÚÉ-ÓÁÈ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÉÍ ÖÅ ËÌÁÓÓÁÍ. ÷ÓÅÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1{3℄ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pk;2 ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀ-ÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1, k � 2. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚPk;2, � | ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(�) ÞÉÓÌÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ É ËÏÎÓÔÁÎÔ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÆÏÒÍÕÌÕ � (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ�), Á ÞÅÒÅÚ D(�) | ÇÌÕÂÉÎÕ ÆÏÒÍÕÌÙ �. ðÕÓÔØ f 2 [A℄. ðÏÌÏÖÉÍDA(f) = min l(�); LA(f) = minL(�);ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ � ÎÁÄ A, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ f .168



ëÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  É d, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 [A℄×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏDA(f) �  logLA(f) + d:÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [4, 5℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÌÎÏÊÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [6℄). ðÏÚÄÎÅÅ, × ÒÁÂÏÔÅ [7℄ ÂÙ-ÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,�ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ËÌÁÓÓM . ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3,8℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ×ÓÅÈËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÌÕÞÅÎ× ÒÁÂÏÔÅ [9℄. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ × Pk ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÁÈ [10, 11℄, k � 3.ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) | ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ Pk;2, Á g(x1; : : : ; xn) | ÆÕÎË�ÉÑÉÚ P2, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ e� 2 En2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(e�) =g(e�). æÕÎË�ÉÀ g ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ prf . ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ Pk;2. ðÏÌÏÖÉÍpr(A) = Sf2A pr(f).éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. ÷ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ A ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk;2, ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ prA =M , ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ, k � 3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ-ÎÕÀ ÎÉÖÅ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �1(�2),ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) ÆÏÒÍÕÌÙ �1 É �2 ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ;2) × �2 ×ÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × �;3) × �1 ×ÈÏÄÑÔ ÔÏÌØËÏ ÔÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × �, Á ÔÁËÖÅ×ÙÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y, �ÒÉÞÅÍ ÒÏ×ÎÏ 1 ÒÁÚ;4) ÆÏÒÍÕÌÁ � �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ �1 ÚÁÍÅÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y ÎÁÆÏÒÍÕÌÕ �2.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk;2, ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ A ÚÁ×ÉÓÑÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ(n � 1), Á � | ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ A, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L(�) � 2(n+1)2. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ �1, �2 É �3 ÎÁÄ A, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �1(�2(�3)), É ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á L(�i) � L(�) + 1(n+ 1)2ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 2 f1; 2; 3g. 169
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ïâ ïóïâåîîïó�ñè ïäîïê íåòùóìïöîïó�é ãåìïþéóìåîîùè íá�òéãå. î. �ÒÕÓÅ×ÉÞ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ U = xa111 : : : xa1qq , V = xa211 : : : xa2qq | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙÉ ÚÁÄÁÎ ÍÏÎÏÍ R = xr11 : : : xrqq , ÇÄÅ 0 � ri � min(a1i; a2i); 1 � i � q (ÏÔ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ R ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅPqi=1 ri = 0, ÏÄÎÁËÏ ÂÕÄÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÍÏÎÏÍÏÍ). ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÍÏÎÏÍÏ× U É V ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÍÏÎÏÍÁ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ [1℄ ÍÏÎÏÍ xa11+a21�r11 : : : xa1q+a2q�rqq , ËÏÔÏÒÙÊÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ (U; V )R.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S ÍÏÎÏÍÏ× X1; : : : ; Xq; Xq+1; : : : ; Xq+n ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÄÌÑ ÍÏÎÏÍÁ Xq+n, ÅÓÌÉ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) ÄÌÑ i = 1; : : : ; q ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Xi = xi;2) ÄÌÑ i = q + 1; : : : ; q + n ÎÁÊÄÕÔÓÑ s = s(i) É t = t(i), ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÑÝÉÅ i� 1, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÎÏÍ Ri, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ Xi = (Xs; Xt)Ri .ðÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ lsh(S) ÓÈÅÍÙ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ S �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏn, Ô. Å. ÞÉÓÌÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÓÈÅÍÅ S Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ.óÈÅÍÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÎÏÍÏ× A ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÈÅÍÕ ËÏÍ-�ÏÚÉ�ÉÉ S ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÏÎÏÍÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.ðÏÌÏÖÉÍ lsh(A) = min lsh(S), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅ-ÍÁÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ A. ÷ÅÌÉÞÉÎÕ lsh(A) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔØÀ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÎÏÍÏ× A. óÉÓÔÅÍÁ ÍÏÎÏÍÏ× A �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ A. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØÎÅ ÔÏÌØËÏ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ lsh(A) ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ A, ÎÏ É Ï ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ lsh(A) ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÚÁÄÁÀÝÅÊ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ. îÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÜÔÉ �ÏÎÑÔÉÑ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ lsh(A) = lsh(A):ðÏÎÑÔÉÅ ÓÈÅÍÙ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÑÚÙ-ËÅ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× [2℄.òÁÎÅÅ à.÷.íÅÒÅËÉÎÙÍ ÂÙÌ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎ [3℄ ÓÌÕÞÁÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÎÏÍÏ×, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÍÏÎÏÍÁ. âÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏlsh(xa11 : : : xaqq ) = dlog2 ae+ q � 1; ÇÄÅ a = max(a1 : : : aq):õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 [4℄. ðÕÓÔØ × �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A = (aij)ÒÁÚÍÅÒÁ 2�2 Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×, Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ a21. �ÏÇÄÁlsh(A) = dlog2 a22e+ �log2max� a11max(a21; 1) ; a12a22��+ sgna12 + (A);171



ÇÄÅ (A)=1 �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ a21=0, a11=1, 0<a12<a22 Édlog2 a12e+llog2 a22a12 m= dlog2 a22e+1, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (A)=0.óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ 1 ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÉ×ÅÄÅÍ Ë ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ×ÙÒÁÖÁÅÍÏÍÕ ÞÅÒÅÚ ×ÅÌÉÞÉÎÕ D(A), ÞÉÓÌÅÎÎÏ ÒÁ×-ÎÕÀ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù A.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2 [4℄. ðÕÓÔØ A = (aij) | �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÎÅÎÕ-ÌÅ×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ 2 � 2 Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ém = max (min (a11; a12; a21; a22) ; 1). �ÏÇÄÁ �ÒÉ D(A) ! 1 Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅlsh(A) = log2m+ log2D�a11=m a12=ma21=m a22=m�+O(1):üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÅÒÙ lsh ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÒ (× ÞÁÓÔÎÏÔÉ, ÍÅÒl É l2 ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, �ÏËÚÁÔÅÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÉÓÈÏÄÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, × ÍÏÄÅÌÑÈ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÉÂÏ ÔÏÌØËÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÌÉÂÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ, | �ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5℄), ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ ÞÅÒÅÚ ×ÅÌÉÞÉÎÕ log2D(A). äÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØB(p; n) | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ p, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁ-ÇÏÎÁÌÉ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ 2n, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍBn = B(dlog2 ne=2; n).�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ n!1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlsh(Bn) � 2p2 log2D(Bn) � 2p2l2(Bn):äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ p + n ! 1, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, lsh(B(p; n)) =dlog2 ne+ 2p� 1, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ, l2(B(p; n)) � log2D(B(p; n)) � p log2 n:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÍÅÒÙ lsh ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁ-ÔÒÉ� Bn ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÉÚ [5℄. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ lsh(Bn) ÒÁÓÔÅÔ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ËÁË Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l2(Bn).üÔÉ ÆÁËÔÙ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ �×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÌÅ� Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÅ �ÓÉÌÁ� × ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÎÅ ÎÏÓÉÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ. óÌÅ-ÄÕÑ [6℄, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(t; n) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 2t� 2t,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A(t; n)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎÙ 2t, �ÅÒ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÒÁÚÒÑÄÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁn, Á ×ÔÏÒÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. ïÓÔÁÌØÎÙÅ 2t� 1 ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù172



A(t; n) �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÉËÌÉÞÎÙÍÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚÒÑÄ ×�ÒÁ×Ï.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ t = o((log2 log2 n)1=2) �ÒÉ n!1. �ÏÇÄÁlsh(A(t; n)) � 2tt+ 1 log2D((A(t; n)) � 2tt+ 1 l2(A(t; n)):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÎÉÚÉÔØ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉËÕ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÎÉÖ-ÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ×ÉÄÁ log2D((A(t; n)).åÝÅ ÏÄÎÉÍ ×ÁÖÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ××ÅÄÅÎÎÏÊ ÍÅÒÙÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅ ÒÁ-ÂÏÔÁÀÔ × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÍÅÒÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù C1(p) É C2(p) ÒÁÚÍÅÒÁ p � 1 ËÁË ×ÅËÔÏÒ-ÓÔÏÌÂ�Ù, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ p ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ É ÉÚ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ ÏÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÏ (p� 1)-Ê.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÉ�C1(p) É C2(p) ÓÈÅÍÁÍÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÁÑ É ÒÁ×ÎÁ p � 1, × ÔÏ×ÒÅÍÑ ËÁË lsh(óT1 (p)) = p� 1 + dlog2 pe, lsh(óT2 (p)) = 2p� 2:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÎ �ÒÉÍÅÒ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� ÏÄÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÍÁÔÒÉ� ÏÔÌÉÞÁ-ÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ×Ä×ÏÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1.ûÉÒÛÏ× á.é. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÄÌÑ ÁÌ-ÇÅÂÒ ìÉ // óÉÂ. ÍÁÔÅÍ. ÖÕÒÎÁÌ. | 1962. | �. 3. | ó. 292{296.2. ìÕ�ÁÎÏ× ï.â. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 10. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1963. |ó. 63{97.3.íÅÒÅËÉÎ à.÷. ï �ÏÒÏÖÄÅÎÉÉ ÓÌÏ× Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ // äÉÓËÒÅÔÎ. ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒ. óÅÒ. 1. | 2003. |�. 10, � 4. | ó. 70{78.4. �ÒÕÓÅ×ÉÞ å.î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉÓÉÓÔÅÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ VIIIÍÏÌÏÄÅÖÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏÊ ÛËÏÌÙ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÅÅ �ÒÉÌÏ-ÖÅÎÉÑÍ (24{29 ÏËÔÑÂÒÑ 2011 Ç.). þÁÓÔØ 2. | í., 2011. | ó. 40{44.5.ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÉÓÉÓÔÅÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÉÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. óÂÏÒÎÉË ÌÅË�ÉÊ. ÷Ù�ÕÓË III. | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007. | ó. 3{63.6.ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷.÷. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2009. | � 4. | ó. 8{13.173



ï óìïöîïó�é òåáìéúáãééæõîëãéê íîïçïúîáþîïê ìïçéëéæïòíõìáíé óðåãéáìøîïçï ÷éäáä. ÷. �ÒÕÝÉÎ (íÏÓË×Á)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË-�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ �-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ðÕÓÔØ k � 2. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pk ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. ðÏÌÏÖÉÍEk = f0; 1; : : : ; k � 1g. ðÕÓÔØ n � 1, A | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊÉÚ Pk . æÏÒÍÕÌÕ ÎÁÄ A, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÚÁ ÉÓ-ËÌÀÞÅÎÉÅÍ x1; : : : ; xn, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(x1; : : : ; xn). óÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÇÌÕÂÉÎÕ ÆÏÒÍÕÌÙ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(�) É D(�) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.þÅÒÅÚ [A℄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ A. óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÇÌÕÂÉÎÕÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ A �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ [A℄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚLA(f) É DA(f) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ × [1, 2℄.éÚ×ÅÓÔÎÏ [3℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ LA(f) . 2nlog2 n . ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [4, 5℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) 2 [A℄ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á LA(f) � rn1 ÉDA(f) � r2n, ÇÄÅ r1 É r2 | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔA. óÌÅÄÕÑ [6℄, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ �{ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ ËÏ-ÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ A ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ. óÉÍ×ÏÌ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �-ÆÏÒÍÕÌÏÊ. óÉÍ×ÏÌ ÎÕÌØÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ÉÚ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ u(�), ÇÄÅ � |�-ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ A, Á u| ÓÉÍ×ÏÌ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ A, Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �-ÆÏÒÍÕÌÏÊ. îÁËÏÎÅ�, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ g(�; xi2 ; : : : ; xim), ÇÄÅ � |�-ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ A, m � 2, g | ÓÉÍ×ÏÌ m-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ A, Áxi2 ; : : : ; xim 2 X , ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÆÏÒÍÕÌÏÊ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ�-ÆÏÒÍÕÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÄ A. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅ-ÁÌÉÚÕÅÍÙÈ �-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ A, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �{ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ [A℄�. óÉÓÔÅÍÁ A � Pk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-�ÏÌÎÏÊ, ÅÓÌÉ [A℄� = Pk. éÚ×ÅÓÔÎÏ [7℄, ÞÔÏ × P2 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞ-ÎÙÈ �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × Pk �ÒÉ k � 3 ËÏÎÅÞÎÙÅ �-�ÏÌÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ [6{8℄.ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk, f 2 [A℄�. ðÏÌÏÖÉÍD�A(f) = minD(�), L�A(f) = minL(�), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ�-ÆÏÒÍÕÌÁÍ � ÎÁÄ A, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ f . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù174



ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á r1D�A(f) � L�A(f) � r2D�A(f);ÇÄÅ r1 É r2 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ A. æÏÒÍÕÌÕ� ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ (ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f), ÅÓÌÉ � ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ f , ÉD(�) = D�A(f). ðÏÌÏÖÉÍD�A(n) = maxD�A(F ), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ�Ï ×ÓÅÍ n-ÍÅÓÔÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ F (x1; : : : ; xn) 2 [A℄�.÷ ÒÁÂÏÔÅ [9℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙA ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (n) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏD�A(n) � P (n). éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × P2 ÎÅÔ ËÏÎÅÞ-ÎÙÈ �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.ä×ÕÈÍÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g(x; z) 2 Pk ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÉÎÁÒ-ÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ Ó �ÒÁ×ÙÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×b;  2 Ek ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É �ÒÉ ÔÏÍ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ, ÜÌÅÍÅÎÔ a 2 Ek, ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ g(a; b) = . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ó �ÒÁ×ÙÍ ÓÏ-ËÒÁÝÅÎÉÅÍ ÉÚ Pk ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Bk . ÷ ÒÁÂÏÔÅ [10℄ Á×ÔÏÒÏÍ ÂÙÌÉ�ÏÓÔÒÏÅÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÅ �ÏÒÑ-ÄÏË ÒÏÓÔÁ ÇÌÕÂÉÎÙ 2n ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ B3.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏ-ÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ k | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, k 6= 2. ðÕÓÔØ n � 1,f(x1; : : : ; xn) 2 Pk. �ÏÇÄÁ f 2 [Bk ℄� É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏD�Bk(f) � 2k � 1k(k � 1)kn � kk � 1 :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ k | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, k 6= 2, n � 1. �ÏÇÄÁÓÉÓÔÅÍÁ Bk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-�ÏÌÎÏÊ, É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏD�Bk(n) � 2k � 1k(k � 1)kn � kk � 1 :÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁD�Bk(n).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ k � 3. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï D�Bk(n) & knlogk(n) :á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÓËÒÅÎÎÀÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÆ. á. â. õÇÏÌØ-ÎÉËÏ×Õ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÁÔÁËÖÅ �ÒÏÆ. ò. í. ëÏÌ�ÁËÏ×Õ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.175



òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ 11{01{00508, É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî \áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅ-ÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ-×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ" (�ÒÏÅËÔ \úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ"). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2006.2. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅËÓÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.3. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉ-ËÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 3. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ,1960. | ó. 61{80.4. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÆÏÒÍÕÌ × ÎÅ�ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ //íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 1. | 1988. | ó. 242{245.5. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÇÌÕÂÉÎÅ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× // äÏËÌ. áî óóóò. | 1988. |�. 298, � 6. | ó. 1341{1344.6. çÌÕÈÏ× í. í. ïÂ �-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ É �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎ. ÍÁÔÅÍ. | 1989. | �. 1,×Ù�. 1. | ó. 16{21.7. þÅÒÎÙÛÏ× á. ì. õÓÌÏ×ÉÑ �-�ÏÌÎÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎ. ÍÁÔÅÍ. | 1992. | �. 4, ×Ù�. 4. |ó. 117{130.8. ûÁÂÕÎÉÎ á. ì. ðÒÉÍÅÒÙ �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ�ÒÉ k = 3; 4 // äÉÓËÒÅÔÎ. ÍÁÔÅÍ. | 2006. | �. 18, ×Ù�. 4. | ó. 45{55. 9. �ÒÕÝÉÎ ä. ÷. ï ÇÌÕÂÉÎÅ �-�Ï�ÏÌÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎ. | 2009. | � 2. | ó. 72{75. 10. �ÒÕÝÉÎ ä. ÷. ïÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÇÌÕÂÉÎÙ �-�Ï�ÏÌÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË-�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉ-ËÉ: íÁÔ-ÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒ. ËÏÎÆ. | î. îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îîçõ,2011. | ó. 484{487.
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ï òåáìéúáãéé îåäïïðòåäåìåîîùè æõîëãéêæïòíõìáíéá. ÷. þÁÛËÉÎ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ P(Zm) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Zm. îÁ-ÂÏÒ b ÉÚ (P(Zm))n ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ m-ÉÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ.îÁÂÏÒ k = (k1; k2; : : : ; km) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÎÁÂÏÒÁ b, ÅÓ-ÌÉ 8i ÞÉÓÌÏ ki ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ i-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ b. äÌÑÎÁÂÏÒÁ b Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ k = (k1; k2; : : : ; km) �ÏÌÏÖÉÍ I(b) =log2 ��m1 �k1 �m2 �k2 � � � �mm�km� : îÁÂÏÒ a 2 Znm ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÅÍ b 2 (P(Zm))n, ÅÓÌÉ 8i �i 2 �i. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A � Znm ÎÁÚÏ×ÅÍÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ (P(Zm))n, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ b ÉÚ B × A ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ a, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÅÇÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ f0; 1gn× P(Zm) ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ×ÓÅÈ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ËÏÎÓÔÁÎÔ 0; 1 : : : ;m� 1 É Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕ-ÌÀ m. æÕÎË�ÉÉ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × P(Zm) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÙÍÉ m-ÚÎÁÞÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. äÌÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊm-ÚÎÁÞÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ÞÅÒÅÚ I(f) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ××ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÆÕÎË�ÉÉI ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f . æÕÎË�ÉÀ h : f0; 1gn ! Zm ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ m-ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÚÎÁÞÅÎÉÊ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f . óÌÏÖÎÏ-ÓÔØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L(f) ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f |ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÅÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. òÁÎÅÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÎÅ-ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × [1{3, 5℄.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ log2 I(f) � n É log2m = o(n). �ÏÇÄÁL(f) � I(f)log2 n(1 + o(1)):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ n-ÍÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ fÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ Tf ÉÚ 2r ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÅÒ×ÙÍ r �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, É 2n�r ÓÔÒÏË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ�ÏÓÌÅÄÎÉÍ n�r �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. ëÁÖÄÕÀ ÓÔÒÏËÕ ÔÁÂÌÉ�Ù �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ××ÉÄÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ ÎÁÂÏÒÏ× b, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ,ËÒÏÍÅ ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, I(b) � R É I(b0) < R. íÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ, �ÏÍÅÓÔÉ× × ËÌÁÓÓ Pij ÎÁÂÏÒÙ,ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ × i-Ê É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÅÓÑ × j-Ê �ÏÚÉ�ÉÑÈ.éÚ×ÅÓÔÎÏ [3℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ Pij ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 23r+12R ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ 2r, × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ177



ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÙÅ i � 1 É �ÏÓÌÅÄÎÉÅ 2r � j ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× b ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅH = fhig, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 25r2R ÎÁÂÏÒÏ× hi ÄÌÉÎÙ 2r.ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Tf , ÚÁÍÅÎÉ× × ÎÅÊ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÅÇÏ ÄÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÉÚ H . ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÂÕÄÅÔ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ n-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ h, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉf . éÚ ÎÏÍÅÒÏ× i ÔÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× hi, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × j-À ÓÔÒÏËÕ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Aj . ëÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ hiÉÚ H ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ×ÅËÔÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ r-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉgi, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xr. íÎÏÖÅÓÔ×Ï G, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚÆÕÎË�ÉÊ gi, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 25r2R ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÆÕÎË�ÉÑ hÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÁ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ G ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:h(x1; : : : ; xn) = X�=(�r+1;:::;�n)�Xg2Aj g(x1; : : : ; xr)�x�r+1r+1 � : : : � x�nn ; (1)ÇÄÅ j =Pn�ri=1 �r+i2i�1, Á ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m.�ÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ g  I(g) < R, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 2n�r, Á ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÆÕÎË�ÉÊ I(g) � R, Ô. Å. ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ I(f)=R, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ g × (1) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔI(f).R+ 2n�r: (2)÷ (1) �ÏÍÅÎÑÅÍ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ | ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÕÍÍÙ�Ï ÆÕÎË�ÉÑÍ ÉÚ G, Á ÚÁÔÅÍ �Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ ËÏÎßÀÎË�ÉÑÍ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÈ n� r �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÕÍÎÏÖÁÀÔÓÑ:h(x1; : : : ; xn) =Xg2G g(x1; : : : ; xr)� X�r+1;:::;�n x�r+1r+1 � : : : � x�nn �: (3)úÄÅÓØ × ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÆÏÒÍÕÌÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÎÏÊ × ÓËÏÂËÉ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xr+1; : : : ; xn ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÁ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ ÍÏÖÅÔ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ × (3) ÓÌÏÖÅÎÉÑ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ�ÏÄÆÏÒÍÕÌÁÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÄÉÚßÀÎË�ÉÑÍÉ, Ô. Å.h(x1; : : : ; xn) =Xg2G g(x1; : : : ; xr)| {z }A � _�r+1;:::;�n x�r+1r+1 � : : : � x�nn �| {z }B : (4)�ÁË ËÁË jGj � 25r2R É ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ ÞÅÍ 2r ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÁ178



ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÉÚ Zm, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÄÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ÞÁÓÔÉ A ÅÓÔØO(r2r25r2R): (5)þÁÓÔØ B ÓÏÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 25r2R �ÏÄÆÏÒÍÕÌ Bi, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ Bi, ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (2). éÚ [4℄ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Bi ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀO(r2r25r2Rn5;62) + n�I(f).R+ 2n�r�log2 n (1 + o(1)): (6)ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ L(f) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ×ÅÌÉÞÉÎ (5) É (6).ðÏÌÏÖÉÍ r = dn�log2 I(f)+2 log2 ne, R = blog2 I(f)�6r�7 log2 n.�ÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ log2 I(f) � n, ÉÍÅÅÍ R � log2 I(f) � n,R+6r � log2 I(f)�7 log2 n, n�r � log2 I(f)�2 log2 n. ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÜÔÉÏ�ÅÎËÉ × (5) É (6), �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉf . �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.íÏÝÎÏÓÔÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ11-01-00508. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ûÏÌÏÍÏ× ì. á. ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÈ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÓÉÓÔÅÍ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÉ. ÷Ù�. 19. | í.: îÁÕËÁ, 1967, Ó. 123{140.2. ûÏÌÏÍÏ× ì. á. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 34. | í.: îÁÕËÁ, 1978, Ó. 133{150.3. þÁÛËÉÎ á. ÷. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // äÉÓ-ËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. óÂÏÒÎÉË ÌÅË�ÉÊ. ÷Ù� 6. |í.:éðí òáî, 2011, Ó. 29{40.4. þÁÛËÉÎ á. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. 2005.÷Ù�. 2. ó. 56{72.5. Andreev A. E. Complexity of nondetetministi funtions // BRICSReport Series, RS-94-2.
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óéî�åú îåìéîåêîùè ãéæòï÷ùè æéìø�òï÷îá ïóîï÷å óéó�åíù íîïçïþìåîï÷îáä ðïìåí çáìõáó. ÷. ûÁÌÁÇÉÎ (ëÁÚÁÎØ)òÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ËÌÁÓÓ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÉÆÒÏ×ÙÈ ÆÉÌØÔÒÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÙÈ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ×ÉÄÁyk = lXi=1 aifi(xk�i) + mXj=1 bjgj(yk�j); (1)ÇÄÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ xk�i, ai, yk�j , bj 2 Gn, Gn =GF (2n), Á ÆÕÎË�ÉÉ fi(xk�i) É gj(yk�j) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × Gn É �ÒÉÎÉ-ÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ Gn, i = 0; l, j = 0;m.÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (1) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ËÁË ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ (l +m+ 1) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÉÄÁyk =  (xk ; xk�1; ; xk�l; yk�1; ; yk�m); (2)ÇÄÅ xk�i, yk�j 2 Gn, i = 0; l, j = 0;m.óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄, ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (2) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÚ n �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n(l+m+1) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÁÖÄÁÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈÎÁÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÏÌÑGF (2). ðÒÉÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÓÈÅÍÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË-�ÉÀ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÞÁÓÔÎÙÊÓÌÕÞÁÊ ÒÁ×ÎÏÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ ÁÄÒÅÓÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÂÉÔÏ×ÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ [2℄.îÁ ÏÓÎÏ×Å ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ É Ï�ÅÎËÁ ÅÍËÏÓÔÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÉÆÒÏ×ÙÈ ÆÉÌØÔÒÏ× ×ÉÄÁ (1), Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å (2), ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔTNF =℄ log(n(l +m+ 1))[, SNF = n2(l +m+ 1)� n.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ûÁÌÁÇÉÎ ó. ÷. ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁÄËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ // îÅÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ ÍÉÒ. | 2009. | � 5. | ó. 376{379.2. áÈÏ á., èÏ�ËÒÏÆÔ äÖ., õÌØÍÁÎÉ äÖ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. | í.: íÉÒ, 1979.180



ä÷ïéþîïå òáúìïöåîéåîåäïïðòåäåìåîîùè óéí÷ïìï÷ì. á. ûÏÌÏÍÏ× (íÏÓË×Á)úÁÄÁÎ ÁÌÆÁ×ÉÔ A0 = fai; i 2 Mg, M = f0; 1; : : : ;m � 1g, ÏÓÎÏ×-ÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ëÁÖÄÏÍÕ ÎÅ�ÕÓÔÏÍÕ T �M �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÓÉÍ×ÏÌ aT , ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, É ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉ-ÅÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÉÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ai, i 2 T . ðÏÄ ÄÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �Ï-ÎÉÍÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÎÅÅ ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÓÅÈÓÉÍ×ÏÌÏ× ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ. óÉÍ×ÏÌ aM , ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉ-ÍÙÊ ÌÀÂÙÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ É ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �.ðÕÓÔØ ×ÙÄÅÌÅÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ T ÍÎÏÖÅÓÔ× T É Ó ÎÅÊ Ó×ÑÚÁÎÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ A = faT j T 2 T g. úÁÄÁ×ÛÉÓØ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ s, �ÒÉ�ÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ ai 2 A0 ÎÅËÏÔÏÒÙÊÎÁÂÏÒ ai 2 f0; 1gs, Á ËÁÖÄÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ aT 2 A | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒaT 2 f0; 1; �gs. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A0 ÍÁÔÒÉ�Õ, ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ (ÔÏÞÎÅÅ, ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ) ai, i 2 M ,Á ÞÅÒÅÚ A | ÍÁÔÒÉ�Õ ÓÏ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ aT , T 2 T . óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÁÒÁ(A0;A) ÚÁÄÁÅÔ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈi 2M É T 2 T ai ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ aT () i 2 T:áÌÆÁ×ÉÔ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÏ-×ÅÍ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ.îÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ aT1aT2 : : : ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ aT1aT2 : : :. åÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ �Ï ÎÅÍÕÉÓÈÏÄÎÏÊ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÍÁÔÒÉ-�Õ A, ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂ�Ï× ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ 2m � 1. îÉÖÅ ÕËÁ-ÚÁÎÏ, ËÁË ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÅÛÁÔØ �ÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÛØ ÍÁ-ÔÒÉ�ÅÊ A0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ m ÎÁÂÏÒÏ×.íÁÔÒÉ�Õ A0 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ (ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ) ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A0 ÎÁÚÏ×ÅÍÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A, ÞÔÏ �ÁÒÁ (A0;A)ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A. äÌÑ v = 1; : : : ; s ÞÅÒÅÚ ai(v) É aT (v)ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ v-À ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ ÎÁÂÏÒÏ× ai É aT . ðÕÓÔØ A0 | ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÁA0. ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÎÅÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅA0 ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, �ÏÌÏÖÉ× ÄÌÑ T 2 T É v = 1; : : : ; s ÚÎÁÞÅÎÉÅ a0T (v) ÒÁ×-ÎÙÍ � , � 2 f0; 1g, ÅÓÌÉ ai(v) = � ÄÌÑ ×ÓÅÈ i 2 T , É ÒÁ×ÎÙÍ �, ÅÓÌÉÎÁÊÄÕÔÓÑ i1; i2 2 T , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ai1(v) 6= ai2 (v). óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ181



Ó×ÏÄÉÔ ×Ï�ÒÏÓÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔÁË ×Ï�ÒÏÓÁÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÊ.ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ A0 ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÚÑÔÁ �ÁÒÁ (A0;A0).óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ Z �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÏÂÒÁÚÕÅÔÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÙÊ (ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÙÊ) ÂÁÚÉÓ ÓÉÓÔÅÍÙ T , ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T 2 T ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÏ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ (�ÅÒÅÓÅÞÅ-ÎÉÅ) ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ Z , É ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÄÉÚßÀÎË-ÔÉ×ÎÙÊ (ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÙÊ) ÂÁÚÉÓ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ T 2 T ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ (�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ) ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÉÚ Z ÌÉÂÏ ÉÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÊ (ÄÏ M). ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÀ A0 ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÉÍ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ Z = fZ1; : : : ; Zsg �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÇÄÅZv ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ ×ÓÅÍÉ ÔÁËÉÍÉ i 2M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ai(v) = 1.ìÅÍÍÁ 2. ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ A0 ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× Z ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÊ ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÉÓÔÅÍÙ T .õÞÉÔÙ×ÁÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ËÏÎß-ÀÎËÔÉ×ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Õ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ T , ÏÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÓÑËÉÊ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ Ä×ÏÉÞÎÏ ÒÁÚÌÏ-ÖÉÍ.÷ [1℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ ÄÒÕÇÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÏÎÏ ÎÅ ÏÂÅÓ�Å-ÞÉ×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÑÄÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÏÌÅÚÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×.äÌÉÎÕ s ÎÁÂÏÒÏ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. íÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ (ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ)ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ s(A). úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �Ï A É ÞÉÓÌÕ k ÕÚÎÁÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÌÑÁÌÆÁ×ÉÔÁ A ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k.�ÅÏÒÅÍÁ 2. úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁNP-�ÏÌÎÁ.üÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ Ó×ÅÄÅÎÉÑ NP-�ÏÌÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ íò7ÉÚ [2℄ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ÷ Ó×Ñ-ÚÉ Ó ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ s(A) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ�ÅÎËÉ ÜÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁs(A) � min (jA0j; jAj);ÄÏÓÔÉÖÉÍÁÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ jA0j É jAj.182



÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅjA0j � jAj ÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÓÅÈ (m � 1)-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , × ÓÌÕÞÁÅ jA0j > jAj | ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ T .äÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔØ Ï�ÅÎËÉ �ÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ×ÁÖÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÉÖÅÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Am;t ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ t ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.ïÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÅ Tm;t ×ÓÅÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ t-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M .�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÉ t = o(m1=2) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ1log2 3 t log2 mt . s(Am;t) . elog2 e (t+ 1)2 log2 mt :÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÏÇÏÂÁÚÉÓÁ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Tm;t. óÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× Z ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÎßÀÎË-ÔÉ×ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ Tm;t, ÅÓÌÉ (É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ t + 1 ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× i1; : : : ; it; j 2 M , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ j ÏÔ-ÍÅÞÅÎ, ÉÍÅÅÔÓÑ Z 2 Z ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ i1; : : : ; it 2 Z, j =2 Z. óÉÓÔÅÍÁ ZÓ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ É Ï�ÅÎËÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÅÒÈÎÅÊÏ�ÅÎËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÁÄÉÅÎÔÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕ-ÒÙ (ÖÁÄÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ). îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ | ÍÏÝÎÏÓÔÎÁÑ.äÌÑ t = onst Ï�ÅÎËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ �Ï �ÏÒÑÄËÕ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ïîé� òáî �Ï�ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ûÏÌÏÍÏ× ì.á. äÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ //ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁ-ÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ. { îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ. îçõ, 2011. { ó. 570{573.2. çÜÒÉ í., äÖÏÎÓÏÎ ä. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁ-ÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. | í.: íÉÒ, 1982.
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óÅË�ÉÑ�æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ�ï ðïìîï�å óéó�åí æõîëãéê ÷ ëìáóóå T1äìñ ëìáóóï÷ òáóûéòåîîïê óõðåòðïúéãééñ. ÷. áËÕÌÏ× (íÏÓË×Á)ü.ðÏÓÔ [1℄ �ÏÌÕÞÉÌ �ÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ (ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ) ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ×ÚÑÔÙÓÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁÂÏÔÅ [3℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ÷×ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ�Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. õÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÉ�ÏÌÎÏÔÙ × ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÎÉÑ ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ × [4℄.ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ÓÅ-ÌÅËÔÏÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ××ÅÄÅ-ÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ(×ËÌÀÞÁÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏó.÷.ñÂÌÏÎÓËÉÍ [5℄. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ × Ï�É-ÓÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ,××ÅÄÅÎÎÙÈ × ÒÁÂÏÔÅ [6℄.ðÕÓÔØ F | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, A | ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÁÒÕ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (A; F ) ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÉ�ÏÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ ÎÁÄ ÔÉ�ÏÍ U = (A; F ) ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ.1. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ g(xi1 ; xi2 ; : : : ; xin); ÇÄÅ g 2 F ; xi1 ; : : : ; xin | ÓÉÍ×Ï-ÌÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, n � 1; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÄ U . �ÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ U .2. ðÕÓÔØ �1;�2; : : : ;�n | ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ U , n � 1, Á f 2 A. ÷ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ � ×ÉÄÁ f(�1;�2; : : : ;�n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÄ U .ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ ÔÉ�ÏÍ U ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ. ó�ÏÓÏÂ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ184



ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ.ðÕÓÔØ U = (A; F ) | ÔÉ� ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ F ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅ-ÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ U (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ [A℄F ).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ F ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÅÌÅËÔÏÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏ[A℄F = [A℄. îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [A℄F = [[A℄℄F . ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.ðÕÓÔØ A É B | ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, F | ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ A � B, F � B.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÉ� (A;F ) �ÏÌÎÙÍ × ËÌÁÓÓÅ B, ÅÓÌÉ [A℄F = B. ÷ÒÁÂÏÔÅ [7℄ �ÏÌÕÞÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÌÎÏÔÙ × ËÌÁÓÓÅ P2. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ�ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÌÎÏÔÙ × ËÌÁÓÓÅ T1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(M;T1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× F , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:x1 + x2 + 1 2 F ÉÌÉ x1 ! x2 2 F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(T0; T1) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× F , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 2 F . ðÏÌÏÖÉÍR(Im; T1) = R(T0; T1), m = 2; 3; : : : ;1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(Om; T1),m = 2; 3; : : : ;1, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× F , ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n � 2, ÌÀÂÏÇÏ k � m É ÌÀÂÙÈ k ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÅÄÉ-ÎÉÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) ÉÚ ËÌÁÓ-ÓÁ F , �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(S; T1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× F ,ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 2 F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(L1; T1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ-×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× F , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m � 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÆÕÎË�ÉÑ g(x1; : : : ; xm) 2 F ÒÁÎÇÁ m. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(L01; T1)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× F , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏm � 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ g(x1; : : : ; xm) 2 F ÒÁÎÇÁ m, É f1g 2 F .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x1; : : : ; xn) = x�11 _ x�22 _ : : : _ x�nn ; ÇÄÅ�1; : : : ; �n 2 f0; 1g; n � 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(K01; T1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× F , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ f1g [ (D \ T1) � F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(K1; T1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× F , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ D \ T1 � F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(x1; : : : ; xn) = (x�11 &x�22 & : : :&x�nn ) _ (x1&x2& : : :&xn);ÇÄÅ �1; : : : ; �n 2 f0; 1g; n � 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(D01; T1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× F , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ K0 � F . ðÏÌÏÖÉÍ R(D1; T1) = R(D01; T1). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ R(SM;T1) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× R(M;T1), R(O2; T1) É R(I2; T1).185



ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(M01; T1), R(MIm1 ; T1), R(MOm; T1) �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÓÅÍÅÊÓÔ×Á R(M;T1) Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ R(T0; T1), R(Im; T1), R(T0; T1) ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R(S01; T1), R(Om0 ; T1), R(MOm0 ; T1)�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á R(T0; T1) Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ R(S; T1), R(Om; T1),R(MOm; T1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÌÏÖÉÍ R(Im1 ; T1) = R(Im; T1) ÉR(M1; T1) = R(M;T1).�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ A | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ A � T1,A 6= T1, A 6= C1. ðÕÓÔØ F | ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏF � T1. �ÏÇÄÁ ÔÉ� (A;F ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ × ËÌÁÓÓÅ T1 ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F 2 R(A; T1).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ11{01{00508) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïíîòáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ� (�ÒÏ-ÅËÔ �úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�)ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Post E. L. Introdution to a general theory of elementary propo-sitions // Amer. J. Math. | 1921. | V. 43, � 3. | ó. 163{185.2. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷., çÁ×ÒÉÌÏ× ç. ð., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. æÕÎË�ÉÉÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ É ËÌÁÓÓÙ ðÏÓÔÁ. | í.: îÁÕËÁ, 1966.3. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ëÌÁÓÓÙ ðÏÓÔÁ. | í.: éÚÄ-×Ï ãðé �ÒÉÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ Æ-ÔÅ íçõ, 2008.4. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2006.5. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅ-ÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÕÀ ÓÈÅÍÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ // õÓ�ÅÈÉÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË. | 1957. | �. 12. | ó. 139{196.6. ëÕÚÎÅ�Ï× à. ÷. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙÈÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // äÏËÌ. áî óóóò. |1986. | �. 290, � 4. | ó. 780{785.7. áËÕÌÏ× ñ. ÷. ëÒÉÔÅÒÉÉ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÕ-�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ // íÁÔ-ÌÙ X íÅÖÄ. ÓÅÍ. \äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.). | í.: éÚÄ-×ÏÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2010. | ó. 167{169.
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äéáçïîáìøîùå òáîçé ðïìõçòõððé. ÷. âÁÒËÏ×, é. â. ëÏÖÕÈÏ× (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ S | �ÏÌÕÇÒÕ��Á. �ÏÇÄÁ S � S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÙÍ ÄÉÁÇÏ-ÎÁÌØÎÙÍ S-�ÏÌÉÇÏÎÏÍ, ÅÓÌÉ S ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ S � S ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ: (x; y)s = (xs; ys). ìÅ×ÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ �ÏÌÉÇÏÎ É ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (S�S)S ÉS(S�S), S(S�S)S. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Sn = S � : : :� S| {z }n ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍÔÁË ÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ ÌÅ×ÙÍ, �ÒÁ×ÙÍ �ÏÌÉÇÏÎÏÍ É ÂÉ�ÏÌÉÇÏ-ÎÏÍ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÉÇÏÎÙ (S � S)S ; ;S (S � S);S(S � S)S Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å S ×ÙÂÉÒÁÔØTX ; PX ; BX ÇÄÅ X | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, TX | ÍÏÎÏÉÄ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , PX | ÍÏÎÏÉÄ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÊ É BX | ÍÏÎÏÉÄ ×ÓÅÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ X .ðÒÁ×ÙÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÒÁÎÇÏÍ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù S (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑrdrS) ÎÁÚÏ×£Í ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÒÁ×ÏÇÏÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÉÇÏÎÁ (S � S)S . ìÅ×ÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ ldr ÉÂÉÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ bdr Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÏÄ rdrnS ÂÕ-ÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÒÁ×ÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÁÎÇ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù S �ÏÒÑÄËÁ n,Ô.Å. ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÏÌÉÇÏÎÁ (Sn)S .ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:� rdr(A�B) � max(rdrA; rdrB);� rdr(S=�) � rdrS ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÉ �;� rdr(S [ f0g) � 3 � rdrS;� rdr(S [ f1g) =1 ÅÓÌÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Á S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ É 1 62 S.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ n ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÔÏ rdrnS � (rdrS)n, Á ÅÓÌÉ n Þ£ÔÎÏ,ÔÏ rdrnS � (rdrS)n�1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ �ÏÌÉÇÏÎ (S � S)S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ, ÔÏ�ÏÌÉÇÏÎÙ (Sn)S ÔÁË ÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 2.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ V | ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ�ÏÌÅÍ, R | ËÏÌØ�Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÒÂÒÁÖÅÎÉÊ V ! V , ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË �ÏÌÕÇÒÕ��Á Ó ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (vr1)r2 = v(r1r2). �ÏÇÄÁ rdrR = 1. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,(a; b)R = R � R ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a; b ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÓÌÏ×ÉÀ kera = ker b = 0 É ima \ imb = 0.187



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Gallagher P., Ru~sku N. Generation of diagonal ats of some semi-groups of transformations and relations // Bulletin Australian Mathe-matial Soiety. | 2005. | V. 72. | P. 139{146.
ðïìéîïíéáìøîùê áìçïòé�í òáóðïúîá÷áîéñæõîëãéê, éî÷áòéáî�îùè ï�îïóé�åìøîïðòåïâòáúï÷áîéñ í³âéõóáá. ÷. âÕÈÍÁÎ (íÏÓË×Á)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ öÅ-ÇÁÌËÉÎÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ.ëÁÖÄÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ öÅÇÁÌËÉÎÁ [1℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁ-ÞÕ: ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÄÁÎÎÏÊ ÅÍÕ ÎÁ ×ÈÏÄ × ×ÉÄÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÌÂÙ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÄÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ðÒÉÔÁËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á Ó×ÏÊÓÔ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÎÁ�ÒÁËÔÉËÅ, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÕÀ ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÍÅ-ÒÁ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÉÍ×ÏÌØÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ.ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. óÅÌÅÚÎÅ×ÏÊ ó. î. [2℄, çÏÒÛËÏ×ÙÍ ó. ð. [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÒÅÛÁÅÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÒÑÄÁ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÌÑÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÂÕÌÅ×ÁÆÕÎË�ÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ. üÔÏÓ×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÈÏÄÉÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ [4℄.ðÕÓÔØ E2 = f0; 1g: âÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÎÉÅ ×ÉÄÁ f : En2 ! E2.âÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ × ×ÉÄÅ �ÏÌÉÎÏÍÏ×.íÏÎÏÍÏÍ ÎÁÄ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x1; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ×ÙÒÁ-ÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ xii : : : xil , ÇÄÅ l � 1; 1 � i1; : : : ; il � n; ×ÓÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ188



ÒÁÚÌÉÞÎÙ; ÌÉÂÏ �ÒÏÓÔÏ 1. òÁÎÇÏÍ ÍÏÎÏÍÁ ÎÁÚÏ×£Í ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ × Î£Í (ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ rk).òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÎÏÍÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.ðÏÌÉÎÏÍÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2 ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× ÉÌÉ 0 (ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÓÕÍÍÕ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁÍÏÎÏÍÏ×). äÌÉÎÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. äÌÉÎÕÎÕÌÅ×ÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁ×ÎÏÊ 0.òÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.ðÏÌÉÎÏÍ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Pf .ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ í£ÂÉÕÓÁ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 Pn2 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÆÕÎË�ÉÀ g 2 Pn2 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ g(�) = L��� f(�): âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ�(f) = g.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f 2 P2 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ, ÅÓÌÉ �(f) = f (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄).÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ K� ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÇÏ ÎÁÂÏÒÕ � É ÒÁ×ÎÏÇÏ xi1 : : : xis , �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xij ×ÈÏÄÉÔ× ÜÔÏÔ ÍÏÎÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ij = 1. ÷×ÅÄ£Í ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÏÎÏÍÏ× ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn :K� � K� ; ÅÓÌÉ � � �:÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ RAM.åÓÌÉ × �ÏÌÉÎÏÍÅ l ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁÅÇÏ ÚÁ�ÉÓÉ ÒÁ×ÎÁ N = ln:ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f 2 Pn2 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ. ðÕÓÔØ K 2 Pf ; É ÎÁÂÏÒ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÞÔÏ f(�) = 0; É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ~K 2 Pf ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏK� > ~K > K: �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ K 0 2 Pf , ÔÁËÏÅ ÞÔÏK 0K =K�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ K 2 Pf ÆÕÎË�ÉÉ f�ÒÏ×ÅÄ£Í ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï ÒÁÎÇÕ ÎÁÂÏÒÁ.ðÕÓÔØ j�j = rk(K) + 1, ÔÏÇÄÁ f(�)K(�) = f(�) = 0. îÏ �ÒÉ ÜÔÏÍK 2 PfK . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ K 0 2 Pf (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅÏÄÎÏ, ÎÏ ÉÈ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ K 0K = K�.ûÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉ.ðÕÓÔØ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÒÁÎÇÁ s > rk(K), �ÏËÁÖÅÍ ÄÌÑ ÒÁÎÇÁ s+1. ÷ÏÚØ-Í£Í ÎÁÂÏÒ �, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ j�j = s + 1. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ � < � ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ K� > K ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅÞÉÓÌÏ ÍÏÎÏÍÏ× K 00 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ K 00K = K�. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ � ÓÏ-189



ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ K 00 ÒÁÚÌÉÞÎÙ. �Å�ÅÒØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÔ K 0ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ K 0K = K�, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ K(�) � f(�) = 1, ÎÏ f(�) = 0.�ÅÏÒÅÍÁ. ó×ÏÊÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÙÔØ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÚÎÁÔØ �Ï Å£ �Ï-ÌÉÎÏÍÕ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ O(N3), ÇÄÅ N | ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÂÏÒÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕ��Ù:1. �ÏÞËÉ, ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ËÏÎßÀÎË�ÉÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÁ f ÉÌÉÍÅÎØÛÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ. üÔÉ ÔÏÞËÉ �ÒÏ×ÅÒÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ | ÔÁÍÆÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ 0, ËÁË É ÏÖÉÄÁÅÔÓÑ.2. �ÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÛÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ �Ï-ÌÉÎÏÍÁ. ÷ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ 0. ðÒÏÓÔÏ �ÒÏ-×ÅÒÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎßÀÎË-�ÉÉ Pf ÚÁ�ÕÓËÁÅÍ ÏÂÈÏÄ × ÇÌÕÂÉÎÕ (××ÅÒÈ �Ï ÂÕÌÅ×Õ ËÕÂÕ) �Ï ÎÕÌÑÍÆÕÎË�ÉÉ f . þÔÏÂÙ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÙÌÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ, ÏÂÈÏÄ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÚÁO(l) (l { ÄÌÉÎÁ �ÏÌÉÎÏÍÁ, ÜÔÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1) ÛÁÇÏ×, É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ�ÒÏ×ÅÒÑÅÍ, ÞÔÏ f = 0 (ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ O(ln)) É ÞÔÏ ÔÅËÕÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ �ÏÌÉÎÏÍÁ. ðÏÌÕÞÁÅÍ O(N2) ÛÁÇÏ×.÷ÓÅÇÏ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ l. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(lN2) = O(N3):3. �ÏÞËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÑÍ. ïÎÉ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ ÚÁÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑòÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ 12-01-00706-Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ.1. ìÏÇÁÞÅ× ï. á., óÁÌØÎÉËÏ× á. á., ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. | í.:íãîíï: 2004.2. óÅÌÅÚÎÅ×Á ó. î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ öÅÇÁÌËÉÎÁ //äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1997. | �. 4, ×Ù�. 9. | ó. 34{41.3. çÏÒÛËÏ× ó. î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÁÆÆÉÎÎÏ-ÓÔÉ, ÂÉÀÎËÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÓÌÁÂÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÓÌÁÂÏÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ïÂÏÚÒÅÎÉÅ �ÒÉËÌ. É �ÒÏÍÙÛÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍ.óÅÒ. äÉÓËÒ.ÍÁÔÅÍ. | 1997. | 4, ×Ù�. 2. | ó. 216{237.4. Pieprzyk J., Zhang X.-M. Computing mobius transforms ofboolean funtions and haraterising oinident boolean funtions //Boolean Funtions: Cryptography and Appliations. Frane, Rouen:Publiations des Universites de Rouen et du Havre, 2007. | P. 135{151.
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ï óõýåó�÷ï÷áîéé óðåãéáìøîùèðïòïöäáàýéè óéó�åí÷ ëìáóóáè íïîï�ïîîùè æõîëãéêíîïçïúîáþîïê ìïçéëéï. ó. äÕÄÁËÏ×Á (íÏÓË×Á)éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ k � 7 ×ÓÅ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ × Pk Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ [1℄, Á ÎÁÞÉÎÁÑ Ó k = 8 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄ�ÏÌ-ÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ [2℄;�ÏÌÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ Á×-ÔÏÒÁ [3{6℄ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÅÄ-�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ Ä×Á, Á ÔÁËÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÄÌÑ ÒÑÄÁ ÄÒÕÇÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÌÁÓÓÏ×ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ× ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.ðÕÓÔØ 4 | ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ek = f1; 2; : : : ; kg.ðÏÌÏÖÉÍ P = (Ek;4). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÉÍÅÅÔ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÉÊ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. þÅÒÅÚMP ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ P (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓMP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ [7℄).æÕÎË�ÉÀ �(x0; x1; : : : ; xk) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÙÂÏÒÁ, ÅÓ-ÌÉ �(i; a1; : : : ; ak) = ai ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ (i; a1; : : : ; ak) 2 Pk+1.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1; 2; : : : ; k É ÆÕÎË�ÉÀ ×ÙÂÏÒÁ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P | ÞÁÓÔÉÞÎÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ �Å�Ø ÄÌÉÎÙ 2,ÔÏ �(x0; x1; : : : ; xk) 62 MP .ðÏÌÏÖÉÍ P� = f(a; b1; : : : ; bk) 2 Pk+1 j ÅÓÌÉ i 4 j; ÔÏ bi 4 bjg.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ � ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P�. îÁÚÏ×ÅÍÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÀ �(x0; x1; : : : ; xk) ÉÚMP , ÓÏ-×�ÁÄÁÀÝÕÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P� Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ �(x0; x1; : : : ; xk). îÅÔÒÕÄÎÏ�ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÌÁÓÓ MP ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ×Ù-ÂÏÒÁ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.ðÕÓÔØ a1 É a2 | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P , ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ 4. üÌÅÍÅÎÔ b 2 P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×a1 É a2, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a1; a2 4 b. ÷ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ bÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1 É a2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÜÔÉÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ  ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1 Éa2, ÞÔÏ  6= b É  4 b. ÷ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ b ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1 É a2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ191



ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (sup(a1; a2)), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ  ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1 É a2 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b 4 .áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÑÁ ÎÉÖÎÑÑÉ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1 É a2 (ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ inf(a1; a2)). þÅÒÅÚ jPj ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P . ÷ÅÌÉÞÉÎÕ max jJ j, ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍÁÎÔÉ�Å�ÑÍ J ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P , ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÛÉÒÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.óÅÍÅÊÓÔ×Ï S1 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× P , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b 2 P × P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× sup(a; b) É inf(a; b). óÅÍÅÊÓÔ×Ï S2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×P , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1 É a2, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ × P ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊÇÒÁÎÉ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ  ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1 É a2, ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉ-ÍÏÊ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ b ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, × PÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ sup(b; ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÌÁÓÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ Ä×Á×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï S1 = S2, Á ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÏÌØÛÅÊ ÛÉÒÉÎÙÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÔÒÏÇÏÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ S1 � S2.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [8℄. ðÕÓÔØ P | ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÛÉÒÉÎÙ Ä×Á. ëÌÁÓÓ MP ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÙÂÏÒÁÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P 2 S1.�ÅÏÒÅÍÁ 2 [9℄. ðÕÓÔØ P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. åÓÌÉ ËÌÁÓÓ MP ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ×ÙÂÏÒÁ, ÔÏ P 2 S2.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ P | ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÛÉÒÉÎÙ ÔÒÉ. ëÌÁÓÓ MP ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÙÂÏÒÁÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P 2 S2.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ�11-01-00508, É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅ-ÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ�, �ÒÏÅËÔ �úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Lau D. Bestimmung der Ordnung maximaler Klassen von Funktio-nen der k-wertigen Logik // Z. math Log. und Grundl. Math. | 1978. |V. 24. | S. 79{96.2. Tardos G. A not �nitely generated maximal lone of monotoneoperations // Order. | 1986. | V. 3. | P. 211{218.3. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ Ä×Á // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ.192



óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2008. | � 1. | ó. 31{37.4. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × Pk // õÞÅÎ. ÚÁ�. ëÁÚÁÎ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ æÉÚ.-ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕËÉ. | 2009. | �. 151, ËÎ. 2. | ó. 65{71.5. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÅ×ÑÔÉÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÁÔ-ÌÙ XVIIIíÅÖÄÕÎÁÒ. ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ" (ðÅÎÚÁ, 28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ { 3 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ.-ÍÁÔÅÍ. Æ-ÔÁ íçõ, 2009. | C. 38{41.6. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ ÔÒÉ // íÁÔ-ÌÙ X íÅÖÄÕ-ÎÁÒ. ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (íÏÓË×Á,íçõ, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ.-ÍÁÔÅÍ. Æ-ÔÁ íçõ,2010. | ó. 178{180.7. íÁÒÔÙÎÀË ÷. ÷. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉËÁÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 3. | í.: îÁÕËÁ. |1960. | ó. 49{60.8. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁÄÌÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ //íÁÔ-ÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒ. ËÏÎÆ. "ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÉ" (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÉÀÎÑ 2011 Ç.). | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏ-ÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÇÏÓ. ÕÎ-ÔÁ, 2011. | ó. 145{147.9. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ Ó�Å�É-ÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ × ËÌÁÓÓÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ //íÁÔ-ÌÙ VIII ÍÏÌÏÄÅÖÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏÊ ÛËÏÌÙ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÅ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ (íÏÓË×Á, 24{29 ÏËÔÑÂÒÑ 2011 Ç.). þÁÓÔØ I. |2011. | ó. 27{29.ï ó÷ñúñè íåöäõ ðïìéçïîáíéé íõìø�éðïìéçïîáíéé. â. ëÏÖÕÈÏ×, é. á. ìÕËÉÎÙÈ (íÏÓË×Á)ðÒÁ×ÙÍ �ÏÌÉÇÏÎÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ S (ÓÍ. [1℄) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï X , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Á S, ÔÏ ÅÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X � S ! X; (x; s) 7! xs, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀx(ss0) = (xs)s0, �ÒÉ x 2 X; s; s0 2 S. ìÅ×ÙÊ �ÏÌÉÇÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ
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ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: S � Y ! Y; (ss0)y = s(s0y). ðÏÌÉÇÏÎ X (�ÒÁ-×ÙÊ ÉÌÉ ÌÅ×ÙÊ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ Á×ÔÏÍÁÔÁ [2℄, ÇÄÅX | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, S | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÎÙÈ ÓÉÇÎÁÌÏ×.åÓÌÉ S É T | �ÏÌÉÇÏÎÙ, ÔÏ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï X , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÌÅ×ÙÍ �ÏÌÉÇÏÎÏÍ ÎÁÄ S É �ÒÁ×ÙÍ �ÏÌÉ-ÇÏÎÏÍ ÎÁÄ T , É �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (sx)t = s(xt) �ÒÉx 2 X; s 2 S; t 2 T . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sop �ÏÌÕÇÒÕ��Õ, ÁÎÔÉÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÕÀ �ÏÌÕÇÒÕ��Å S, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ a�b = ba. ìÅ×ÙÊ�ÏÌÉÇÏÎX ÎÁÄ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ S ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÁ×ÙÍ �ÏÌÉÇÏÎÏÍ ÎÁÄ�ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ Sop, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ x � s = sx �ÒÉ x 2 X; s 2 S.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÜÔÏÍÕ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÁ×ÙÍ �Ï-ÌÉÇÏÎÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÍÉ Sop É T , �ÒÉÞ£Í (xs)t = (xt)s �ÒÉx 2 X; s 2 Sop; t 2 T . õÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÌÉÇÏÎÙ | �ÒÁ×ÙÅ, Á (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÒÁ×ÙÍ �ÏÌÉÇÏÎÏÍ ÎÁÄ S É ÎÁÄ T , É ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÔÉÈ �Ï-ÌÕÇÒÕ�� �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ fSiji 2 Ig | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÌÕÇÒÕ��,ÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ (ÓÍ.[3℄) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Si, �ÒÉÞ£Í (xsi)sj = (xsj)si �ÒÉ x 2 Xj ; si 2Si; sj 2 Sj , ÇÄÅ i 6= j.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ìÀÂÏÊ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎX Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÇÏÎÏÍÎÁÄ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ S�T , ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ x �(s; t) = (xs)t �ÒÉx 2 X; s 2 S; t 2 T .éÎÔÅÒÅÓÅÎ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, Ô. Å. ×ÓÑËÉÊ ÌÉ �Ï-ÌÉÇÏÎ X ÎÁÄ S � T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉÍÏÖÎÏ ÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ X ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙs 2 S É t 2 T , ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ x � (s; t) = (xs)t?ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ S É T | �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÔÏ×ÓÑËÉÊ �ÏÌÉÇÏÎ ÎÁÄ S � T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ, �ÒÉÞ£Íx � (s; t) = (xs)t �ÒÉ x 2 X; s 2 S; t 2 T .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÏÌÕÇÒÕ�� S É T ÎÁ XÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: xs = x�(s; 1); xt = x�(1; t) �ÒÉ x 2 X; s 2 S; t 2 T .îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ X - (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍx � (s; t) = x � ((s; 1) � (1; t)) = (x � (s; 1)) � (1; t) = (xs)t.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÉÇÏÎ ÎÁÄ S�T ÂÙÌ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ (Ô.Å. x � (1; 1) = x �ÒÉ×ÓÅÈ x 2 X).åÓÌÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù S É T ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ �ÏÌÉÇÏÎ ÎÁÄ S�TÍÏÖÅÔ ÎÅ Ñ×ÌÑÔØÓÑ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ�ÏÓÔÒÏÅÎ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄. á ÅÓÌÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Á S ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, Á T | ÎÅ194



ÉÍÅÅÔ? ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉÍÅÒ �ÏÌÉÇÏÎÁÎÁÄ S � T , ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ.ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ S = feg [ f(li; rj)ji; j = 1; 2g | �ÏÌÕÇÒÕ��Á ÓÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ es = se = s 8s 2 S É (li; rj) � (lk; rm) = (li; rm), T =fb1; b2jbibj = bjg | Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÁÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Á �ÒÁ×ÙÈ ÎÕÌÅÊ. üÌÅ-ÍÅÎÔÙ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù S�T ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ (e; bi); ((li; rj); bk).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, jS � T j = 10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁS � T , Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (e; b1) É (e; b2),Á ÄÒÕÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ � | �ÒÁ-×ÁÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÑ ÎÁ S � T . ðÏÌÏÖÉÍ X = (S � T )=�. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,X | �ÒÁ×ÙÊ (S � T )-�ÏÌÉÇÏÎ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X | (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ, É �ÒÉ×ÅÄ£Í ÜÔÏ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ X �ÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ: 1 =f(e; b1); (e; b2)g, 2 = ((l1; r1); b1), 3 = ((l1; r1); b2), 4 = ((l1; r2); b1),5 = ((l1; r2); b2), 6 = ((l2; r1); b1), 7 = ((l2; r1); b2), 8 = ((l2; r2); b1),9 = ((l2; r2); b2). äÅÊÓÔ×ÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÕÇÒÕ��Ù S � T ÎÁ X ÚÁ�É-ÛÅÍ × ×ÉÄÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ:(e; b1) = � 123456789122446688 � ; (e; b2) = � 123456789133557799 � ;((l1; r1); b1) = � 123456789222226666 � ; ((l1; r1); b2) = � 123456789333337777 � ;((l1; r2); b1) = � 123456789444448888 � ; ((l1; r2); b2) = � 123456789555559999 � ;((l2; r1); b1) = � 123456789622226666 � ; ((l2; r1); b2) = � 123456789733337777 � ;((l2; r1); b1) = � 123456789844448888 � ; ((l2; r1); b2) = � 123456789955559999 � :ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÇÏÎÏÍ ÎÁÄ S É ÎÁÄ T É (xs)t =(xt)s = x � (s; t) �ÒÉ s 2 S; t 2 T . 195



ðÒÉÍÅÎÑÑ ÄÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ �ÏÌÕÇÒÕ��S É T , ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ 1b1 = 1, 1b2 = 1.�Å�ÅÒØ ÉÍÅÅÍ: 1(l1; r1) = 1b1 � (l1; r1) = 1((l1; r1); b1) = 2. ÷ ÔÏÖÅ ×ÒÅÍÑ: 1(l1; r1) = 1b2 � (l1; r1) = 1((l1; r1); b2) = 3. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ É × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÌÕÇÒÕ��S1; : : : ; Sn ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÏÌÉÇÏÎÙ ÎÁÄ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍS1� : : :�Sn, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ (S1� : : :�Sn)-ÍÕÌØÔÉ�ÏÌÉÇÏÎÁÍÉ, ÄÁÖÅÅÓÌÉ ×ÓÅ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Si, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ, ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉ�Ù.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ S1; S2 | �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ, ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ, �ÒÉÞ£Í S1 ÂÅÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, S2 Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, X | 9-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ �ÏÌÉÇÏÎ (ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÉÍÅÒÁ) ÎÁÄ S1 � S2, ÎÅ Ñ×ÌÑÀ-ÝÉÊÓÑ (S1; S2)-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ. ðÕÓÔØ S3; : : : ; Sn | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �Ï-ÌÕÇÒÕ��Ù Ó ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÇÒÕ��Ù). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÎÁ X ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S1 � S2 � S3 � : : : � Sn ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ: x � (s1; s2; : : : ; sn) = x � (s1; s2). îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �Ï-ÌÕÞÉÔÓÑ (S1 � : : : � Sn)-�ÏÌÉÇÏÎ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ (S1 � : : : � Sn)-ÍÕÌØÔÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kilp M., Knauer U., Mikhalev A. V. Monoids, ats and ate-gories. | Berlin, N. Y.: W. de Gruyter, 2000.2. ðÌÏÔËÉÎ â. é., çÒÉÎÇÌÁÚ ì. ñ., ç×ÁÒÁÍÉÑ á. á. üÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 1994.3. íÁËÓÉÍÏ×ÓËÉÊ í. à. ï ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÁÈ É ÍÕÌØÔÉ�ÏÌÉÇÏÎÁÈ ÎÁÄ�ÏÌÕÇÒÕ��ÁÍÉ // íÁÔÅÍ. ÚÁÍÅÔËÉ. | 2010. | �. 87, � 6. | 855{866.4. Kozhukhov I. B., Maksimovskiy M. Yu. On the onnetions of atswith biats // 8th Int. Algebrai Conf. in Ukraine. Book of abstrats. |Lugansk, 2011. | P. 262.ï ëïìéþåó�÷å æõîëãéê, éî÷áòéáî�îùèï�îïóé�åìøîï ðòåïâòáúï÷áîéñ í³âéõóáá. á. íÁÚÕÒÏ× (íÏÓË×Á)âÕÌÅ×Ù É k-ÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÛÉÒÏËÏ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÉ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1℄ É [2℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ: × ×ÉÄÅ ×ÅË-ÔÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ É × ×ÉÄÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ. üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÌÉÎÅÊÎÏ, É ÏÎÏ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÇÏ196



ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. ÷ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÍÏÝÎÏÓÔÉÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÉÈ ÉÅÒÁÒÈÉÑ É Ó×ÑÚØ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÎÉÈ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ×ÁÖÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ × [1℄ É[2℄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ.ðÕÓÔØ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, k > 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ k � 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Ek: Ek = f0; : : : ; k � 1g.æÕÎË�ÉÅÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Enk ! Ek .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pk(n). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (ÏÔ ÌÀ-ÂÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pk.÷ÅËÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; : : : ; xn, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÏÔ (0; : : : ; 0) ÄÏ (k � 1; : : : ; k � 1) × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ-ÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, Ô. Å. ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÉÈ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 0 ÄÏ kn � 1× k-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ.ðÏÌÉÎÏÍÏÍ × k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÉÄÁf(x1; : : : ; xn) = X~�2Enk ~�x�11 x�22 : : : x�nn (mod k);ÇÄÅ x� = � 1; � = 0;x � x � : : : � x| {z }� ; � 6= 0; � 2 Ek, ~� = (�1; : : : ; �n):þÉÓÌÁ ~� ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ. úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ Ek (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅ-ÍÅÎÙÈ É ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÉÎÏÍÁ) ×ÅÄÅÔÓÑ �ÏÍÏÄÕÌÀ k. ÷ÅËÔÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÉÎÏÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(0;:::;0); : : : ; (k�1;:::;k�1);ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 Pk ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ×ÉÄÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÓÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ [3℄.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ { ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅËÔÏÒÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ×ÅËÔÏÒ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÊ�ÏÌÉÎÏÍÁ.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ í£ÂÉÕÓÁ { ÜÔÏ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ kn [3, 4℄.197



æÕÎË�ÉÀ f 2 Pk ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�p, p > 1, Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ m, ÅÓÌÉ �p(f) = m � f , ÇÄÅ m 2 Eknf0g.óÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ (ÆÕÎË�ÉÊ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊm ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �p ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ mÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �p.÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Qpm(n) = ff 2 P3(n) j �p(f) �m � fg.1. óÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �4 É �2 ËÌÁÓÓÙ. üÔÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÒÁÎÅÅ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄. âÙÌ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÅÎÙÍÏÝÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.2. óÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ � ËÌÁÓÓÙ. ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:Ri(n) = ff 2 P3(n) : �2(f) + i � �(f) = fg; i = 1; 2:�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁjQ1(n)j = jQ1(n� 1)j � jR1(n� 1)j;jQ2(n)j = jQ2(n� 1)j � jR2(n� 1)j:�ÅÏÒÅÍÁ 2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁjR1(n)j = jR1(n� 1)j � jQ41(n� 1)j;jR2(n)j = jR2(n� 1)j � jQ41(n� 1)j:�ÅÏÒÅÍÁ 3. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏjR1(n)j = jR2(n)j = 3 14 (3n�(�1)n):�ÅÏÒÅÍÁ 4. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁjQ1(n)j = 3 18 (3n+6+(�1)n);jQ2(n)j = 3 18 (3n�2+(�1)n):òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ �12-01-00706-Á.198



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Pieprzyk J., Zhang X.-M. Computing m�obius transforms ofboolean funtions and haraterising oinident boolean funtions //Boolean Funtions: Cryptography and Appliations. | Frane, Rouen:Publiations des Universit�es de Rouen et du Havre, 2007. | P. 135{151.2. Pieprzyk J., Wang H., Zhang X.-M. M�obius-� ommutative fun-tions and partially oinident funtions // Boolean Funtions: Cryptog-raphy and Appliations. | Frane, Rouen: Publiations des Universit�esde Rouen et du Havre, 2008. | P. 135{150.3. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó.÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:îÁÕËÁ, 1986.4. ìÏÇÁÞÅ× ï.á., óÁÌØÎÉËÏ× á.á., ñÝÅÎËÏ ÷.÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. | í.: íãîíï, 2004.5. íÁÚÕÒÏ× á.á. ï ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÁ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 2012. | �. 2.ëòé�åòéê îå÷ùòïöäåîîïó�éðåòéïäéþåóëéè k-úîáþîùè æõîëãéê÷ ëìáóóå ðïìñòéúï÷áîîùè ðïìéîïíï÷î. ë. íÁÒËÅÌÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË. ðÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×ÚÁÄÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁ-ÄÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍ×ÁÖÎÏ Ó ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ É �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ�ÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ k ÆÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÏÂÙÞÎÙÍÉ�ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ k ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ [1℄. éÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× | �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ�ÏÌÉÎÏÍÙ.÷ ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÊ-ÄÅÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ [2℄. ÷ ÓÌÕÞÁÅ k > 3 ÎÁÊÄÅÎÙ×ÅÒÈÎÑÑ [3℄ É ÎÉÖÎÑÑ [4℄ Ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ.äÌÑ �ÏÌÑÒÉÚÏ-×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× �ÒÉ k > 3 ÎÉÖÎÑÑ É ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ Ï�Å-ÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ k�ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ × ËÌÁÓÓÅ�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. 199



ðÕÓÔØ k > 2, Ek = f0; 1; : : : ; k � 1g. æÕÎË�ÉÑ f(~xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÅÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ~� 2 Enk ÅÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Ek. æÕÎË�ÉÀ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ f(~xn) ÍÏÖÎÏÚÁÄÁ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ~�knf = (�0; �1; : : : ; �kn�1), ÇÄÅ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔÁ �i | ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÌÁ i × k-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.ðÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ � = (�1; : : : ; �n) 2 Enk�ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁX�=(a1;:::;an)2Enk �f (�) � (x1 + �1)a1 � : : : � (xn + �n)an ;× ËÏÔÏÒÏÍ �f (�) 2 Ek | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.÷ [3℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ � 2 Enk ,ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(~xn) 2 Pnk �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ �Ï ×ÅË-ÔÏÒÕ � �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ �Ï ×ÅË-ÔÏÒÕ � 2 Enk �ÏÌÉÎÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f(~xn) 2 Pnk ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ P �(f).îÁÚÏ×ÅÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ �Ï-ÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ � 2 Enk �ÏÌÉÎÏÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(~xn) 2 Pnk ×ÅËÔÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊÆÕÎË�ÉÉ �f (~xn).ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Wk : Ekk � Ek ! Ekk , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ×ÅËÔÏÒ ÆÕÎË-�ÉÉ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ×ÅËÔÏÒ ÅÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ Ï�É-ÓÁÎÏ × [5℄.÷×ÅÄÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ× ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ l(P �) �ÏÌÉÎÏÍÁP �, �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ �, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉ-ËÉ f × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÁÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÑÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ: L(f) = min�2Enk l(P �):ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÉÏÄÁ t < kn ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË-�ÉÀ k�ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ×ÅËÔÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ~�kn ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: �i = �i+t(i = 0; kn � t). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ ~p ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ffng, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÏÄÉÎÁ-ËÏ×ÙÍ �ÅÒÉÏÄÏÍ ~p ÏÔ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÎÏ-ÇÏ ÉÎÄÅËÓÕ ÆÕÎË�ÉÉ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ffng Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ × ËÌÁÓ-200



ÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× Lffng(n) = L(fn): ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ k�ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (×ÍÅÓÔÅ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÉÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÉÍÉ), ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×Lffng(n) = o(kn), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ.ðÕÓÔØ �ÅÒÉÏÄ ~p 2 ETk (T > k), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ~p(i) 2 Ekk �ÅÒ×ÙÅ k �ÏÚÉ-�ÉÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ �ÅÒÉÏÄÁ ~p ÎÁ ik �ÏÚÉ�ÉÊ ×ÌÅ×Ï. (îÅÔÒÕÄÎÏÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÄÅÌÉÔØ ×ÅËÔÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ �ÅÒÉÏÄÁ p ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ �ÑÔÅÒËÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ É �ÒÏÎÕÍÅ-ÒÏ×ÁÔØ ÉÈ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ, ÔÏ ~p(i) | i-Ñ �ÑÔÅÒËÁ, ÇÄÅ i < 5n�1.)÷×ÅÄÅÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ~
kT : ETk �Ek ! (ETk )T ×ÉÄÁ:~
5T (~p; �) = ((Wk(~p(0); �)[0℄;Wk(~p(1); �)[0℄; : : : ;Wk(~p(T�1); �)[0℄);(Wk(~p(0); �)[1℄;Wk(~p(1); �)[1℄; : : : ;Wk(~p(T�1); �)[1℄); : : : ;(Wk(~p(0); �)[k � 1℄;Wk(~p(1); �)[k � 1℄; : : : ;Wk(~p(T�1); �)[k � 1℄)):�ÅÏÒÅÍÁ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó �Å-ÒÉÏÄÏÍ p ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 8j >0;8�0; : : : ; �j�1 ×ÓÅ (~
kT )jÏÂÒÁÚÙ p ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ (00 : : :0).ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ Ó �ÅÒÉÏÄÁÍÉ 1122; 2112; 2211; 1221; 0102; 1020;0201; 2010 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ÷ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ�ÑÔÉÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ Ó �ÅÒÉÏÄÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 6 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙ-ÍÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ÷ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ�ÑÔÉÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ Ó �ÅÒÉÏÄÁÍÉ ÄÌÉÎÙ 7 É ÓÕÍÍÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ �Å-ÒÉÏÄÁ ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌÀ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 5 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ12-01-00706-Á) ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2001.2. ðÅÒÑÚÅ× î. á. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÈ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1995. |�. 34, ×Ù�. 3. | ó. 323{326.3. óÅÌÅÚÎÅ×Á ó. î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ. | 2002. | �. 14, ×Ù�. 2. | ó. 48{53.201



4. áÌÅËÓÅÅ× ÷. â., ÷ÏÒÏÎÅÎËÏ á. á., óÅÌÅÚÎÅ×Á ó. î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ-ÍÉ // �ÒÕÄÙ V íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ× ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ". | í.: íáëó ðÒÅÓÓ, 2003. | ó. 8{9.5. óÅÌÅÚÎÅ×Á ó. î., íÁÒËÅÌÏ× î. ë. âÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× k-ÚÎÁÞÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ // õÞÅÎÙÅ ÚÁ�ÉÓËÉ ëÁÚÁÎÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ óÅÒ. æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÕËÉ, 2009. | �. 151, ×Ù�. 2. | C. 147{153.úáíëîõ�ùå ëìáóóù ÷ P �k , ïðòåäåìñåíùåúîáþåîéñíé æõîëãéê îá ðáòáììåìïçòáííáèä. ç. íÅÝÁÎÉÎÏ× (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ k | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ Ä×Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ: k = d1d2, 1 < d1 < k, 1 < d2 < k, (d1; d2) = 1. ÷ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ k = d1d2 ÓÞÉÔÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÚÎÁËÏÍ+ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÓÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ k.äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ~ 2 Enk , ~A 2 End2 nf~0g, ~B 2 End1 nf~0gÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f~; ~ + ~Ad1; ~ + ~Bd2; ~ + ~Ad1 + ~Bd2gÎÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ~ É ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ~Ad1, ~Bd2.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(~x) ÉÚ P �k ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ �Á-ÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÉÌÉ ËÒÁÔËÏ �-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ~x, ~A, ~B ÉÚEnk ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(~x) + f(~x+ ~Ad1 + ~Bd2) = f(~x+ ~Ad1) + f(~x+ ~Bd2):ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ ~A = ~0 É ~B = ~0.åÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÉÂÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ �, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒÅÈ (Ô. Å. ÔÒÉ ÉÌÉ ÞÅÔÙÒÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÊ �,ÔÏ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ �-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË Ó×ÏÊÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁÈ ×ÌÉÑÀÔÎÁ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÅ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÉÈ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÏÂÏÉÍ ÍÏÄÕÌÑÍ d1, d2, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏ �ÏÌÉÎÏÍÏ× �ÏÍÏÄÕÌÀ k. 202



òÁÎÅÅ ÂÙÌÉ Ï�ÉÓÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ.1. ëÌÁÓÓ C�d1;d2 ÆÕÎË�ÉÊ f , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ ~� � ~�(mod di), ÔÏ ÌÉÂÏ f(~�) = f( ~�) = �, ÌÉÂÏ f(~�) 6= �, f( ~�) 6= �, f(~�) �f( ~�) (mod di); i = 1; 2.2. ëÌÁÓÓ C�(d1; d2) ÆÕÎË�ÉÊ f , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÅÓÌÉ~� � ~� (mod di), ÔÏ ÌÉÂÏ f(~�) = �, ÌÉÂÏ f( ~�) = �, ÌÉÂÏ f(~�) 6= �,f( ~�) 6= �, f(~�) � f( ~�) (mod di); i = 1; 2.æÕÎË�ÉÉ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊËÌÁÓÓÁ C(d1; d2), ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÑÍ d1 É d2, É ÄÏ �Ï-ÌÉÎÏÍÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ k (ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÌÁÓÓ Po); ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅ-ÎÉÑ Po � C(d1; d2) � C�d1;d2 � C�(d1; d2):ïÄÎÁËÏ ËÌÁÓÓ C�(d1; d2) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ "ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÎÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ", ÞÅÍ ËÌÁÓÓ C�d1;d2 , ÏÎ ÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎ ÏÔ ËÌÁÓÓÏ× ×ÓÀÄÕÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Par(d1; d2) ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ�-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏC�(d1; d2) \ Par(d1; d2) = C�d1;d2 :�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ËÌÁÓÓÁ C�(d1; d2) ÉÍÅÅÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �, ÔÏ[C�d1;d2 [ ffg℄ = C�(d1; d2):÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ �ÏÄËÌÁÓÓ Par2(d1; d2) ËÌÁÓÓÁ C�(d1; d2), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊÉÚ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÒÉ-ÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �, ÌÉÂÏ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÌÁÓÓ Par2(d1; d2) ÚÁÍËÎÕÔ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÔÒÏ-ÇÉÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑÍ C�d1;d2 � Par2(d1; d2) � C�(d1; d2):�ÅÏÒÅÍÁ 4. ëÌÁÓÓ Par2(d1; d2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ × ËÌÁÓÓÅC�(d1; d2).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚC�(d1; d2) �Ï ÎÁÌÉÞÉÀ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ �: 203



ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ � ÉÌÉÉÈ ÎÅÔ ×ÏÏÂÝÅ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ C�d1;d2 , × ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÔÁËÏ×ÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ É ×ÓÀÄÕ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ ("ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ");ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ � ÒÁ×ÎÏ 0 ÉÌÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ Par2(d1; d2);ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉËÌÁÓÓÁ C�d1;d2 �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ×ÅÓØ ËÌÁÓÓ C�(d1; d2), Ô. Å. ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÊ × ËÌÁÓÓÅ C�(d1; d2) ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÌÏÊ.
ï ðïòïöäáàýéè óéó�åíáè îåëï�ïòùèúáíëîõ�ùè ëìáóóï÷ íïîï�ïîîùèæõîëãéê �òåèúîáþîïê ìïçéëéá. ÷. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ (íÏÓË×Á)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ MR ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÏÒÑÄËÁ 0 < 1 < 2 ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ P3, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f0; 1g É ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÕ ÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dMR ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ MR; �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ, ÓÏÓÔÏÑ-ÝÉÈ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�, Á ÞÅÒÅÚ MS (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏdMS) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ MR (ÓÏÏÔ×. dMR).÷ [1, 2℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ; ÄÌÑ ÎÉÈ�ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ. ÷ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× MR É dMR �ÏÌÕÞÅÎÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. ÷ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1 { 3℄.ðÕÓÔØ f 2 R: âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚNf ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ×ÉÚ En3 , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1. þÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ÉÞÉÓÌÏ Ä×ÏÅË × ÎÁÂÏÒÅ ÉÚ Nf Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ ef É df ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. 204



ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ in(x1; : : : ; xn); n � 1; ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁMR; �ÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ f1; 2gn: ðÏÌÏÖÉÍI = [n�1fing;ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I :I = [fing℄:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ gi(x1; : : : ; xi) ÔÁËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á dMS;ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï egi = i� 1: ðÏÌÏÖÉÍG = [i�1fgig:ðÕÓÔØ n 2 N; e� 2 f1; 2gn; ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ fe�(x1; : : : ; xn) ÉÚdMR ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ f1; 2gn ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍfe�(e�) = � 0; ÅÓÌÉ e� < e�;1 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÈ ÌÅÍÍÁÈ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ n 2 N; e� 2 f1; 2gn: �ÏÇÄÁ fe� 2 [dMS℄:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÎÁÂÏÒÅ e�ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ e ÅÄÉÎÉ�, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ fe�(x1; : : : ; xn) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎË-�ÉÅÊ g(x1; : : : ; xm) 2dMS; ÇÄÅ m = (n� e)(e+ 1); eg = (n� e)e:ìÅÍÍÁ 2 [1℄. ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn); g(x1; : : : ; xm) 2dMS; n � m � 1:�ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ eg > ef ; ÔÏ f 2 [fgg℄:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) 2dMS; efdf > m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏm 2 N: �ÏÇÄÁ gm 2 [ffg℄:�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:dMR = [dMS℄; MR = [MS℄:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÉÚ dMR ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ t É ÆÕÎË-�ÉÉ fe�1 ; : : : ; fe�t ; ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f 2 [ffe�1 ; : : : ; fe�t ; gn+tg℄: �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ205



ÌÅÍÍÙ 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï dMR = [dMS℄: ÷ÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ�ÅÒ×ÏÇÏ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ MR = dMR[ I É MS =dMS[ I.ìÅÍÍÁ 3. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:dMR = [G℄; MR = [G [ i2℄:ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 3, ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á I; ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× dMR É MR �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈÓÉÓÔÅÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.1: ðÕÓÔØ A � dMS: òÁ×ÅÎÓÔ×Ï dMR = [A℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÔÏÍ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n 2 N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑf 2 A; ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ efdf > n:2: ðÕÓÔØ A � MS: òÁ×ÅÎÓÔ×Ï MR = [A℄ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÔÏÍ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n 2 N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑf 2 A; ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ efdf > n É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ m 2 N; ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ im 2 A:á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ á.â.õÇÏÌØÎÉËÏ×Õ ÚÁ�ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔÙ� 11{01{00508, � 12{01{31351) É ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ� (�ÒÏÅËÔ �úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ á. ÷. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, �Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ // ÷ÅÓÔÎÉËíÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. 2009. | � 1. | ó. 33{37. 2. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ á. ÷. ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × P3; �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ // íÁÔÅÒÉÁ-ÌÙ VIII íÏÌÏÄÅÖÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏÊ ÛËÏÌÙ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÅÅ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ. þÁÓÔØ II (íÏÓË×Á, 24{29 ÏËÔÑÂÒÑ 2011 Ç.). | íÏÓË×Á:éÎÓÔÉÔÕÔ �ÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ òáî, 2011. | ó. 16{19.3. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2001.
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ï ðåòåóåþåîéñè ëìáóóï÷ íïîï�ïîîùèæõîëãéê íîïçïúîáþîïê ìïçéëéá. ó. îÁÇÏÒÎÙÊ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ k � 3, Ek = f0; 1; : : : ; k � 1g É Pk | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁ Ek. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Pk ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ k-ÚÎÁÞÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÉÌÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ÚÁ-ÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ É �ÏÌÎÏÔÙ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1℄.úÁÍËÎÕÔÙÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ) ËÌÁÓÓ H ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ × Pk, ÅÓÌÉH 6= Pk, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÆÕÎË�ÉÉ f 2 Pk nH ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á H [ ffg ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Pk.éÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ÞÔÏ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ k � 3 ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ Ek Ó ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÉÍ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (Ô.Î. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ),Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ É �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍÉ × Pk.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �k | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ Ek, Éb�k | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ Ek , ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÉÊ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ× ÎÉÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ.úÁ�ÉÓØ (b0; b1; : : : ; bk�1) 2 �k ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË b0 < b1 < : : : < bk�1, Á ÚÁ�ÉÓØ f; dg 2 b�k ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ d É �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ek.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mb0;b1;:::;bk�1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÒÑÄËÁ (b0; b1; : : : ; bk�1) 2 �k, ÁÞÅÒÅÚ Mf;dg | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÒÑÄËÁ f; dg 2 b�k.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Mb0;b1;:::;bk�1 = Mbk�1;:::;b1;b0 É Mf;dg = Mfd;g, �Ï-ÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ËÌÁÓÓÙ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k � 3 ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ k!=2 �Ï-�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á (Ô. Å. ×ÉÄÁ Mb0;b1;:::;bk�1), Á�ÒÉ ÌÀÂÏÍ k � 4 | ÒÏ×ÎÏ �k2� �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ×ÔÏÒÏÇÏÔÉ�Á (Ô.Å. ×ÉÄÁ Mf;dg). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÅÒ×ÏÇÏÔÉ�Á ÞÅÒÅÚ �k, Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉ�Á | ÞÅÒÅÚ b�k.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑËÌÁÓÓÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �k [ b�k. 207



ðÕÓÔØ Ak = f0; 1; : : : ; k � 1; xg (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ).äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ E � Ek É ~b = (b0; b1; : : : ; bk�1) 2 �k ÏÂÏÚÎÁÞÉÍIEmax(~b) = maxbi2E i; IEmin(~b) = minbi2E i; �E(~b) = IEmax(~b)� IEmin(~b).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ p � 2 É ~bj = (bj0; bj1; : : : ; bjk�1) 2 �k �ÒÉ×ÓÅÈ 1 � j � p. �ÏÇÄÁ pTj=1Mbj0;bj1;:::;bjk�1 = Ak () �ÒÉ ×ÓÅÈ E � EkÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 < jEj < k, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ max1�j�p�E(~bj) � jEj.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. 1: äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÌÁÓÓÏ× K1;K2 2 �3 ×ÅÒÎÏ K1\K2 6=A3. 2: ðÒÉ ×ÓÅÈ r � 2 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏM0;1;:::;2r \M2r�2;2r�4;:::;2;0;2r;1;3;:::;2r�1 = A2r+1:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÒÉ ×ÓÅÈ r � 21) M0;1;:::;2r�1 \M1;3;:::;2r�1;0;2;:::;2r�4;2r�2 = A2r;2) M0;1;:::;2r�1 \Mr�1;2r�1;r�2;2r�2;:::;1;r+1;0;r = A2r.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÒÉ ×ÓÅÈ p > (k � 1)! Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï pTj=1Kj = Ak,ÇÄÅ ×ÓÅ Kj | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÉÚ �k.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k � 3 × �k ÎÁÊÄÕÔÓÑ (k � 1)! �Ï�ÁÒÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁ×ÎÏ Ak.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÌÁÓÓÏ× K1 2 b�k É K2 2 �k [ b�k×ÅÒÎÏ K1 \K2 6= Ak.ðÒÉ ×ÓÅÈ s; t 2 Ek �ÏÌÏÖÉÍs; t = � s; s+ 1; : : : ; t; ÅÓÌÉ s � t;s; s� 1; : : : ; t; ÉÎÁÞÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ×ÌÏ-ÖÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �k [ b�k × ËÌÁÓÓ M0;k�1ÏÂÙÞÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ×, ÒÁ×ÎÙÅ Ak (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,×ÓÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÉÚ ÎÅÇÏ),�ÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ËÌÁÓÓÅ M0;k�1. éÍÅÀÔÓÑ É ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ×ÌÏÖÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚ �k [ b�k × ËÌÁÓÓ M0;k�1.208



õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ l, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍ 0 < l < k � 2, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ×ÌÏÖÅÎÉÅMk�1;l+1; 0;l \M0;l; k�1;l+1 �M0;k�1:ðÕÓÔØ Shift(b0; b1; : : : ; bk�1) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×(0; 1; : : : ; k�1), ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ (b0; b1; : : : ; bk�1) 2 �k ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ, Ô.Å. i = bi+s (mod k) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍs 2 Ek É ×ÓÅÈ i 2 Ek. äÁÌÅÅ ×ÓÀÄÕ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k � 4.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. Mf0;k�1g \ Mb0;b1;:::;bk�1 � M0;k�1 ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ(b0; b1; : : : ; bk�1) 2 Shift(0; 1; : : : ; k � 1) [ Shift(k � 1; : : : ; 1; 0).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ 0 < l < k � 1.Mf0;lg \Mb0;b1;:::;bk�1 �M0;k�1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ(b0; b1; : : : ; bk�1) 2 f(k � 1; l; 0; l � 1); (l � 1; 0; l; k � 1)g.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. ðÕÓÔØ ; d 2 Ek n f0; k � 1g,  6= d. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× K 2 �k ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Mf;dg \K 6�M0;k�1.ðÏÌÏÖÉÍ p0(k) = 8<: 2; ÅÓÌÉ k = 4;3; ÅÓÌÉ k = 5;�k�12 � ; ÅÓÌÉ k � 6:õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 7. ðÒÉ ×ÓÅÈ k � 4 É �ÒÉ ×ÓÅÈ K0 2 �k1) �ÒÉ 2 � p � p0(k) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÌÁÓÓÏ× K1;K2; : : : ;Kp 2 b�k ×ÅÒÎÏpTj=1Kj 6� K0;2) �ÒÉ p > p0(k) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ K1;K2; : : : ;Kp 2 b�k ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ pTj=1Kj � K0.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ á. á. ÷ÏÒÏÎÅÎËÏÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ó. ó. íÁÒÞÅÎËÏ×Õ ÚÁ �ÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:îÁÕËÁ, 1986.2. íÁÒÔÙÎÀË ÷. ÷. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ× ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉËÁÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1960. |÷Ù�. 3. | ó. 49{60. 209



ï ðïìîï�å óéó�åííïîï�ïîîùè ïäîïíåó�îùè æõîëãéê ÷ Pkä. à. ðÁÎÉÎ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ �ÒÉ ÉÚÕ-ÞÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀ-ÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ [3{6℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎ ËÒÉ-ÔÅÒÉÊ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÓÍ.ÔÁËÖÅ [7, 8℄).÷ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1, 2℄. ðÕÓÔØ P |ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á � | ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ P . ðÕÓÔØ�; � 2 P . åÓÌÉ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅÏÄÎÏ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ � � �, � � �, ÔÏ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ.âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚMP�x ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ f(x), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P , �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚP , ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �, É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏf(Æ) � Æ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Æ 2 P . òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÚ MP�x ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.ðÕÓÔØ n � 1. ðÏÌÏÖÉÍ Qk = f0; a1; a01; : : : ; ak; a0kg, ÇÄÅ 0 � k � n.ðÏÌÏÖÉÍ Q = Qn, a0 = a00 = 0, íÎÏÖÅÓÔ×Ï �i = faig [ fa0ig, ÇÄÅ0 � i � n, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ i-ÙÍ ÓÌÏÅÍ.÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄ-ËÁ � ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:1) "i � "j ÄÌÑ ×ÓÅÈ "i; "j , ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ "i 2 �i, "j 2 �j , 0 � i < j � n,2) " � " ÄÌÑ ×ÓÅÈ " 2 Q.ðÕÓÔØ " 2 Q n f0g. þÅÒÅÚ (") ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅÓÒÁ×-ÎÉÍÙÊ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ".ãÅ�ØÀ ÄÌÉÎÙ m, 1 � m � n + 1, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b0; b1; b2; : : : ; bm�1 2 Q, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈi = 0; : : : ;m � 1 ÜÌÅÍÅÎÔ bi �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �i). þÅÒÅÚ CmÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �Å�ÅÊ ÄÌÉÎÙ m.ðÏÌÏÖÉÍ F = MQ�x. ðÕÓÔØ " 2 Q, Á f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ", ÅÓÌÉ f(") = ".ðÕÓÔØ 
 � Q. ðÏÌÏÖÉÍ S
 = ff 2 F j f(Æ) = Æ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Æ 2 
g.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Sfang | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ F , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ210



ÜÌÅÍÅÎÔ an. ðÕÓÔØ f 2 F . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÓÏÈÒÁ-ÎÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
, ÅÓÌÉ f 2 S
. ðÕÓÔØ f 2 F , Q0 � Q. ðÏÌÏÖÉÍf(Q0) = ff(Æ) j Æ 2 Q0g.âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ D1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ g ÉÚ F , ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÏÍÅÒ k, 2 � k � n, É �Å�Ø 
 ÄÌÉÎÙ k � 1, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: g 2 S
, g(�k) = �k�1.ðÕÓÔØ 
 = (!0; : : : ; !k) { �Å�Ø ÄÌÉÎÙ k + 1, ÇÄÅ 0 � k � n. ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ '
:'
(Æ) = 8<:Æ; ÅÓÌÉ Æ 2 �i, ÇÄÅ k + 1 � i � n;wi; ÅÓÌÉ Æ = wi, ÇÄÅ 0 � i � k;wi�1; ÅÓÌÉ Æ = (wi), ÇÄÅ 1 � i � k.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D2 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍD2 = n[k=0 [
2Ck+1f'
g:÷ ÒÁÂÏÔÅ [8℄ �ÏÌÕÞÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á F .�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ D � F . óÉÓÔÅÍÁ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ × FÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D1 [D2 � D.âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ a0n ÞÅÒÅÚ 10. ðÏÌÏÖÉÍ Q1 = Q n f10g,F 1 =MQ1�x .ðÕÓÔØ f 2 F . þÅÒÅÚ f jQ1 ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ g : Q1 ! Q1,ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Æ ÉÚ Q1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïg(Æ) = f(Æ).ðÏÌÏÖÉÍ A = (D1 [D2) \ Sf10g. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: K = [f2Aff jQ1g:éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F 1.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ D � F 1. óÉÓÔÅÍÁ D Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ × F 1ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ K � D.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 É ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f1; f2 2 F 1, Á g | ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ K, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏg(x) = f1(f2(x)). �ÏÇÄÁ g = f1 ÉÌÉ g = f2.211



ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ F , ÔÁËÁÑ, ÞÔÏf(10) = 10, Á � | ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ D1 [ D2, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f .�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÏÒÍÕÌÁ �0 ÎÁÄ K, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f jQ1 .òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ11{01{00508) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïíîòáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ� (�ÒÏ-ÅËÔ �úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�)ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. |í.: ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2008.2. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ × k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÅ // �ÒÕÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ áî óóóò. | 1958. |�. 51. | C. 5{142.3. Tardos G. A not �nitely generated maximal lone of monotoneoperations // Order. | 1986. | V. 3. | P. 211{218.4. Lau D. Funtion algebras on �nite sets: Á basi ourse on many-valued logi and lone theory. | Springer Monographs in Mathematis.Berlin: Springer, 2006.5. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 17. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2008. | C. 13{104.6. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ Ä×Á // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2008. ÷Ù�. 1. | C. 31{37.7. ðÁÎÉÎ ä. à. ï �ÏÒÏÖÄÅÎÉÉ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2010. ÷Ù�. 6. | ó. 52{55.8. ðÁÎÉÎ ä. à. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉ-ÂÅÒÎÅÔÉËÉ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÅ�ÉÉ (îÉÖ-ÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÉÀÎÑ 2011 Ç.). | 2011. | ó. 349{352
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ï îåëï�ïòùè ó÷ïêó�÷áè ïðåòáãééóõðåòðïúéãéé óðåãéáìøîïçï ÷éäáä. ë. ðÏÄÏÌØËÏ (íÏÓË×Á)éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊk-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏ �ÒÉ k � 3. ðÏÜÔÏÍÕ × ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÉÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, �ÏÚ×ÏÌÑ-ÀÝÉÅ �ÏÌÕÞÁÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÞÅÔÎÏÊ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÊÍÏÝÎÏÓÔÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2{4℄).îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÊ. æÕÎË�ÉÉ k- ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ËÏÄÉÒÕÀÔÓÑ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÁË×ÅËÔÏÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ, Á Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ×ÅÄÅÔÓÑ ÎÅÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ××ÅÄÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÏÊ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÏ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÕ-�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ. ÷ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÍ. × [5℄.ðÕÓÔØ k = 2m, m � 2 É Ek = f0; 1; : : : ; k � 1g. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ Pk ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. ëÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚEk ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍÓÔÒÏÉÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ � ÉÚ Ek É Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ< �1; �2; : : : ; �m > ÉÚ f0; 1gm (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ b�).äÁÌÅÅ, �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ Ek, �Ï-ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÅËÔÏÒ-�ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ < x1; x2; : : : ; xm >,ÇÄÅ x1; : : : ; xm Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á f0; 1g, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ � �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ x ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ < �1; �2; : : : ; �m > ×ÅËÔÏÒ-�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ < x1; x2; : : : ; xm > (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ bx).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÀÂÏÊ n-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ F (n)(x1; x2; : : : ; xn) ÍÏÖÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÀ < f1; f2; : : : ; fm >, ÇÄÅ fi | p-ÍÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉÉÚ P2 ÄÌÑ i = 1; : : : ;m, ÇÄÅ p = n � m. ïÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx11; : : : ; xnm. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ bF =< f1; f2; : : : ; fm > ÉÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎ-ÎÏ bF (n)(bx1; bx2; : : : ; bxn) =< f1; f2; : : : ; fm > (bx1; bx2; : : : ; bxn). �ÁËÉÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ �, �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ x É ÆÕÎË�ÉÉ F ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Pk . ï�ÒÅÄÅÌÉÍ�ÏÎÑÔÉÅ ÆÏÒÍÕÌ É ×ÅËÔÏÒ-ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ A.1) åÓÌÉ xi | �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÔÏ xij | ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ A; j = 1; 2; : : : ;m.�ÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ.2) åÓÌÉ < f (n�m)1 ; : : : ; f (n�m)m > (bx1; : : : ; bxn) | Ä×ÏÉÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ F (n)(x1; : : : ; xn) ÉÚ A ÄÌÑ n � 1, Á213



'1, '2, . . . , 'n�m | ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ A, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÙ '0i, ÉÍÅ-ÀÝÉÅ ×ÉÄ f (n�m)i ('1; '2; : : : ; 'n�m), Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄA; i = 1; 2; : : : ;m. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÁ �, ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÉÄ< f (n�m)1 ('1; '2; : : : ; 'n�m); : : : ; f (n�m)m ('1; '2; : : : ; 'n�m) >;Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÄ A.åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄÆÏÒÍÕÌ ÆÏÒÍÕÌÙ ' ÓÏÄÅÒÖÉÔÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fxi1j1 ; : : : ; xipjpg, ÇÄÅ 1 � jq � m ÄÌÑ q =1; : : : ; p, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ' ÞÅÒÅÚ '(xi1j1 ; : : : ; xipjp) É ÇÏ-×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ ' ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi1j1 ; : : : ; xipjp . ÷ Ó×ÏÀÏÞÅÒÅÄØ, ×ÅËÔÏÒ-ÆÏÒÍÕÌÕ �, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÑÔ ÓÉÍ×ÏÌÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; : : : ; xn É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ �(bx1; : : : ; bxn).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ '(xi1j1 ; : : : ; xipjp) ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÎÁÂÏÒÅ (�i1j1 ; : : : ; �ipjp) ÉÚ f0; 1gp É ×ÅËÔÏÒ-ÆÏÒÍÕÌÙ �(bx1; : : : ; bxn) ÎÁÎÁÂÏÒÅ (b�1; : : : ; b�n) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ (�1; : : : ; �n) ÉÚ Enk .1) åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ '(xij) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ xij ; 1 � j � m, ÔÏ '(�ij) = �ij .2) åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ '(xi1j1 ; : : : ; xipjp) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄf (n�m)r �'1�xi1j1 ; : : : ; xipjp�; : : : ; 'n�m�xi1j1 ; : : : ; xipjp��;ÇÄÅ 1 � r � m, Á 'q Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ A, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÉ ÏÔ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi1j1 ; : : : ; xipjp ÄÌÑ ×ÓÅÈ q = 1; 2; : : : ; n�m, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ'(�i1j1 ; : : : ; �ipjp) ÒÁ×ÎÏf (n�m)r �'1��i1j1 ; : : : ; �ipjp�; : : : ; 'n�m��i1j1 ; : : : ; �ipjp��:3) åÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÏÒÍÕÌÁ �(bx1; : : : ; bxn) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ< '1(xi1j1 ; : : : ; xipjp); : : : ; 'm(xi1j1 ; : : : ; xipjp) >;ÇÄÅ 'r | ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ A; r = 1; : : : ;m, ÔÏ�(b�1; : : : ; b�n) =< '1(�i1j1 ; : : : ; �ipjp); : : : ; 'm(�i1j1 ; : : : ; �ipjp) >;ÇÄÅ b�i =< �i1; : : : ; �im > ÄÌÑ i = 1; 2; : : : ; n:214



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ×ÅËÔÏÒ-ÆÏÒÍÕÌÅ �(bx1; : : : ; bxn) ÎÁÄ AÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ bF (bx1; : : : ; bxn) ÎÅËÏÔÏÒÏÊÆÕÎË�ÉÉ F (x1; : : : ; xn) ÉÚ Pk. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ F �ÏÌÕÞÅÎÁ �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A.úÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ-�ÉÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ [A℄�) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ Pk, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ.ëÌÁÓÓ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ-�ÏÚÉ�ÉÉ, ÅÓÌÉ A = [A℄�.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ dPk;2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ Pk, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6℄), ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ dPk;2 ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏ. îÏ × ÒÁÍËÁÈÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ dPk;2, ÚÁÍËÎÕÔÙÈÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÓÞÅÔÎÏ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ11{01{00508) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïíîòáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ� (�ÒÏ-ÅËÔ �úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÎÔÅÚÁ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÎÏ×à. é., íÕÞÎÉË á. á. ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ // äÏËÌ. áî óóóò. |1959. | �. 127, 1. | ó. 44{46.2. �ÁÒÁÓÏ×Á ï. ó. ëÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË // íÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 13. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2004. |ó. 59{112.3. íÁÒÞÅÎËÏ× ó. ó. S-ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1997. | �. 9, ×Ù�. 3. | ó. 125{152.4. îÇÕÅÎ ÷ÁÎ èÏÁ. ï ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× k-ÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÍÙÈ ×ÓÅÍÉ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ. | 1993. | �. 5, ×Ù�. 4. | ó. 87{108.5. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2001.6. Lau D. Funtion algebras on �nite sets. | New York:Springer, 2006. 215



îéöîññ ïãåîëá óìïöîïó�éîáèïöäåîéñ ðïìéîïíï÷ âõìå÷ùè æõîëãéê÷ ëìáóóå óèåí ó òáúäåìåîîùíé ðåòåíåîîùíéó. î. óÅÌÅÚÎÅ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÉÎÏÍÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ×ËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.ðÕÓÔØ B = f0; 1g. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Bn, n � 1, ÎÁÚÏ×ÅÍ n-ÍÅÒÎÙÍÂÕÌÅ×ÙÍ ËÕÂÏÍ. îÁ ËÕÂÅ Bn ××ÅÄÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË: ÅÓÌÉ � =(a1; : : : ; an) 2 Bn É � = (b1; : : : ; bn) 2 Bn, ÔÏ � � � �ÒÉ a1 � b1, : : : ,an � bn. ÷ÅÓÏÍ j�j ÎÁÂÏÒÁ � = (a1; : : : ; an) 2 Bn ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉ-ÎÉ� × ÎÅÍ. �ÅÎØÀ ÎÁÂÏÒÁ � = (a1; : : : ; an) 2 Bn ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏS(�) = f� 2 Bn j � � �; j�j = j�j � 1g:æÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ f : Bn ! B,ÇÄÅ n = 0; 1; 2; : : : . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË Pn2 .ëÁÖÄÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) 2 Pn2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ(�Ï ÍÏÄÕÌÀ 2), ÉÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (áîæ), Ô. Å.ÆÏÒÍÕÌÏÊ ×ÉÄÁ f(x1; : : : ; xn) = P�=(s1;:::;sn)2Bn f (�) � xs11 � � � � � xsnn ; ÇÄÅf (�) 2 B, � 2 Bn, { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, Á xsii | ÓÔÅ�ÅÎÉ, Ô.Å. x1i = xi,x0i = 1, É ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (óæü) × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. óÌÏÖÎÏÓÔØÀL(S) óæü S ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÎÅÊ.óæü S Ó ×ÈÏÄÁÍÉ x1; : : : ; xn É ×ÙÈÏÄÁÍÉ y1; : : : ; ym ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÈÅÍÏÊ Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ (óæüòð), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i Éj ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÕÔØ ÏÔ ×ÈÏÄÁ xi Ë ×ÙÈÏÄÕ yj ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØ-ËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ yj ÆÕÎË�ÉÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi.éÚ×ÅÓÔÅÎ ÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ çÁ×ÒÉÌÏ-×ÙÍ ç. ð., óÁ�ÏÖÅÎËÏ á. á. × 1977 Ç. × [1℄. ïÎ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ óæüÓ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ n � 2n�1.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �Ï ×ÅËÔÏÒÕÚÎÁÞÅÎÉÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ É �ÏËÁÖÅÍ,ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ [1℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ × ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË �n ÌÀÂÕÀ ÔÁËÕÀ óæü Ó 2n ×ÈÏÄÁ-ÍÉ u(�), � 2 Bn, É 2n ×ÙÈÏÄÁÍÉ v(�), � 2 Bn, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ u(�)216



�ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(�) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) 2Pn2 , ÔÏ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ u(�) ×ÙÄÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f (�) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×ÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ.éÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ËÁË ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÂÕÌÅ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÞÅÒÅÚ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [2℄. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) 2 Pn2ËÁÖÄÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ f (�), � 2 Bn, ÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÎÁÊÄÅÎ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ f (�) = P��� f(�):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.1. ÷ óæü �n ÎÁ ÅÅ ×ÙÈÏÄÁÈ v ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁLPn ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÅÅ ×ÈÏÄÏ× u, ÇÄÅ LPn = (P��� u(�) j � 2 Bn) :óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ óæüòð �n × ÂÁ-ÚÉÓÅ BL0 = f�g ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ÷ ÂÁÚÉÓÅ BL0 = f�g ÓÌÏÖÎÏÓÔØ óæüòð �n ÎÅ ÍÅÎØ-ÛÅ n � 2n�1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÁ ËÁËÁÑ-ÔÏ óæüòð �n.äÏËÁÚÁÖÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ×ÅÓÕ ÎÁÂÏÒÁ �, ÞÔÏ × óæüòð �n ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ � 2 Bn ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ j�j ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÞÅÍÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× � É � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.âÁÚÉÓ ÉÎÄÕË�ÉÉ: j�j = 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × óæüòð �n ËÕÓÔ,ÒÁÓÔÕÝÉÊ ÉÚ ×ÙÈÏÄÁ v(�). îÁ ×ÙÈÏÄÅ v(�) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑf(0; : : : ; 0) � f(�), �ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ËÕÓÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ. ðÒÉ�ÉÛÅÍ ×ÙÈÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÜÔÏÇÏ ËÕÓÔÁ �ÏÍÅÔËÕ �. ñÓÎÏ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ � 6= � , j�j = j� j = 1, ÔÏ �ÏÍÅÔËÉ � É � ÂÕÄÕÔ �ÒÉ�ÉÓÁ-ÎÙ ÒÁÚÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ × ÓÉÌÕ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÈÅÍÙ ÂÙÔØ Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍÉ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÏÌÏÖÉÍ �1n = �n.éÎÄÕËÔÉ×ÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ k � 1 Ë k, 2 � k � n.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ óæüòð �k�1n Ó ×ÈÏÄÁÍÉ u(�), j�j � k � 2. ðÒÅÏÂÒÁ-ÚÕÅÍ ÅÅ: �ÏÄÁÄÉÍ ÎÁ ×ÓÅ ×ÈÏÄÙ u(�), j�j = k� 2, ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 É ÕÄÁÌÉÍÉÚ ÓÈÅÍÙ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÎÁ ÏÄÉÎ ×ÈÏÄ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÛÅÌ 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÙÈÏÄÙ v(�), j� j = k � 1. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó×ÏÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ (× ÓÉÌÕÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍÙ) ×ÈÏÄÁ. åÓÌÉ ÎÁ �ÕÔÉ ÏÔ ×ÈÏÄÁ Ë×ÙÈÏÄÕ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÕÄÁÌÉÍ ÉÈ ÔÁËÖÅ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ óæüòð Ó ×ÈÏÄÁÍÉ u(�), j�j � k � 1, ËÁË�kn. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ × óæüòð �kn ÎÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó �Ï-ÍÅÔËÁÍÉ. 217



ðÕÓÔØ j�j = k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × óæüòð �kn ËÕÓÔ, ÒÁÓÔÕÝÉÊ ÉÚ ×Ù-ÈÏÄÁ v(�). îÁ ×ÙÈÏÄÅ v(�) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ u(�) � P�2S(�)u(�),�ÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ËÕÓÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (× ÓÉÌÕ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ). ðÒÉ�ÉÛÅÍ ×ÓÅÍ ÔÁËÉÍÜÌÅÍÅÎÔÁÍ �ÏÍÅÔËÕ �.åÓÌÉ �1 6= �2, j�1j = j�2j = k, ÔÏ �ÏÍÅÔËÉ �1 É �2 ÂÕÄÕÔ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙÒÁÚÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÕÓÔØ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ s �ÏÌÕÞÉÌÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å �ÏÍÅÔËÉ, �1 É �2, �1 6= �2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÕÓÔ, ÒÁÓÔÕÝÉÊ ÉÚÜÌÅÍÅÎÔÁ s. åÓÌÉ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ×ÈÏÄ, ÔÏ ÅÇÏ ÂÅÚ ÕÝÅÒÂÁÄÌÑ ÓÈÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ. ðÕÓÔØ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Á ×ÈÏÄÁu(�1) É u(�2), �1 6= �2. �ÏÇÄÁ, Ô.Ë. j (f�1g [ S(�1))\(f�2g [ S(�2)) j � 1;ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ �1 � �2.�ÏÇÄÁ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÕÔØ ÏÔ ×ÈÏ-ÄÁ u(�1) Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ s. á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÊ �ÕÔØ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ s Ë ×ÙÈÏÄÕ v(�2). ðÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÓÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÓÔØÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍÙ.óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, L(�n) � nPk=1 P�2Bnk k = nPk=1 k � Ckn = n � 2n�1:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.1. B ÂÁÚÉÓÅ BL0 = f�g ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØóæüòð �n ÒÁ×ÎÁ n � 2n�1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. ÷ ÂÁÚÉÓÅ B = f&;_;:g ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØóæüòð �n ÌÅÖÉÔ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ 3n � 2n�1 ÄÏ 4n � 2n�1.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé, ÇÒÁÎÔÙ 10-01-00768-Á, 12-01-00706-Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁ×ÒÉÌÏ× ç.ð., óÁ�ÏÖÅÎËÏ á.á. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. | í.: îÁÕËÁ, 1977.2. ìÏÇÁÞÅ× ï.á., óÁÌØÎÉËÏ× á.á., ñÝÅÎËÏ ÷.÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. | í.: íãîíï, 2004.õîé÷åòóáìøîùå íîïöåó�÷áïâïâýåîîùè æïòíõìì. î. óÙÓÏÅ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ �-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ÷×ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ �-ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n � 2 ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á218



T01(n) ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn, ÓÏÈÒÁÎÑ-ÀÝÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.ðÏÎÑÔÉÅ �-ÆÏÒÍÕÌ, Ô. Å. ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÆÏÒ-ÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ �ÏÄÆÏÒÍÕÌÙ,ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3{5℄ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁÌÉÞÉÅ ËÏÎÅÞ-ÎÙÈ �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ × Pk �ÒÉ k � 3 É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÉÈ × P2, ÇÄÅ ÞÅÒÅÚPk ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, k � 2.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [6, 7℄ Ó×ÏÊÓÔ×Á �-ÆÏÒÍÕÌ ÉÚÕÞÅÎÙ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.ïÂÏÂÝÅÎÎÏÊ �-ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÏÊ ÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × ËÁÖÄÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÌÅ-×Õ ÆÕÎË�ÉÀ. ðÕÓÔØ �(x1; x2; : : : ; xn) | �-ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �1; �2; : : : ; �2n | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÂÏÒÙ �ÏÄÁÀÔÓÑÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ �, n � 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�(�1);�(�2); : : : ;�(�2n) ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÏÒÍÕÌÙ � ÎÁ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÎÁ-ÂÏÒÁÈ ÄÌÉÎÙ n. æÏÒÍÕÌÅ � ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; x2; : : : ; xn)ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(�i) = �(�i) ÄÌÑ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; 2n.ðÕÓÔØ A | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏA ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ �-ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ A, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; x2; : : : ; xn) ÉÚ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÁÑ �-ÆÏÒÍÕÌÁ � ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞ-ÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ � �ÒÉ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f , n � 1.ðÕÓÔØ V | ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÈÏÄÁÍÉ É ÏÄÎÉÍ ×ÙÈÏ-ÄÏÍ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ fq1; q2g | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉq1 Á×ÔÏÍÁÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ x1&x2, × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q2 | ÆÕÎË�ÉÀx1 _ x2 É Á×ÔÏÍÁÔ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ qi ×ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ qj ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÈÏÄÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ × ÜÔÏÔÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, i 6= j. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G1 É G2 Á×ÔÏ-ÍÁÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ Vq1 É Vq2ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ An ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×É-ÄÁ f�1(x1; x2; : : : ; xn);�2(x1; x2; : : : ; xn)g, ÇÄÅ �i | ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ �-ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ fGig, × ËÏÔÏÒÕÀ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ×ÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎÒÁÚ, i = 1; 2.�ÅÏÒÅÍÁ. ëÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ �-ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á An Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T01(n), n � 2.óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÎÅ �ÒÉÎÁÄ-219



ÌÅÖÁÝÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ T01(n), ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ �-ÆÏÒÍÕÌÙÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á An, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ, n � 2.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÓËÒÅÎÎÀÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØá.â. õÇÏÌØÎÉËÏ×Õ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ÒÁÂÏÔÙ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2006.2. ëÏÎÓ�ÅËÔ ÌÅË�ÉÊ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á �Ï ËÕÒÓÕ \÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÌÏÇÉËÕ". | í.: éÚÄ-×Ï ãðé �ÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÉÍÅÎÉ í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á, 2007.3. çÌÕÈÏ× í. í. ïÂ �-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ É �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1989. |T. 1, ×Ù�. 1. | ó. 16{21.4. þÅÒÎÙÛÏ× á. ì. õÓÌÏ×ÉÑ �-�ÏÌÎÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1992. | �. 4,×Ù�. 4. | ó. 117{130.5. ûÁÂÕÎÉÎ á. ì. ðÒÉÍÅÒÙ �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ�ÒÉ k = 3; 4 // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2006. | �. 18, ×Ù�. 4. |ó. 45{55.6. �ÒÕÝÉÎ ä. ÷. ï ÇÌÕÂÉÎÅ �-�Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅ-ÈÁÎÉËÁ. | 2009. | ×Ù�. 2. | ó. 72{75.7. �ÒÕÝÉÎ ä. ÷. ïÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÇÌÕÂÉÎÙ �-�Ï�ÏÌÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË-�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ:íÁÔ-ÌÙ XVI ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆ. | î. îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îî-çõ, 2011. | ó. 484{487.ðïúéãéïîîï-ïð�éíáìøîùå ó�òá�åçééðïéóëá ïâìáó�é îáéâïìøûéè úîáþåîéêæõîëãéé (íîïçïíåòîùê óìõþáê)÷. ð. �ÁÒÁÓÏ×Á (íÏÓË×Á)úÁÄÁÞÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÛÁÇÏ×ÏÇÏ ÍÉÎÉÍÁËÓÎÏÇÏ �ÏÉÓ-ËÁ ×ÏÚÎÉËÌÉ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁ×ÎÏ [1℄.ïÂÌÁÓÔØÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ïîú) ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁ-ËÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ×ÎÅ ÜÔÏÊ220



ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ, Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÁ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×Á-ÎÉÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ [2℄, ÓÔÒÏÑÔÓÑ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÏÉÓËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÊ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉm-ÍÅÒÎÏÇÏ Ü×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏ-ÇÄÁ m � 2. úÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÈ (ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ) ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÎÏÇÏÜËÓ-ÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÉ ÒÅÛÅÎÙ × [2, 3℄.ïÂÝÁÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ 
 m-ÍÅÒÎÏÇÏÜ×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. éÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ ×ÙÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ËÌÁÓÓ L ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �. ïÂÌÁÓÔÉ �, 
 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ m-ÍÅÒÎÙÍÉ ËÕÂÁÍÉÓ ÒÅÂÒÁÍÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. úÁÄÁÎÁ ÄÌÉÎÁ ÒÅÂÒÁ �,ÏÄÉÎÁËÏ×ÁÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ L. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÉÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ L × n ÔÏÞËÁÈÏÂÌÁÓÔÉ 
 É Ó ÕÞÅÔÏÍ Ó×ÏÊÓÔ×, ÏÂÝÉÈ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ, �ÒÉ-ÂÌÉÖÅÎÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n, ÎÁÊÔÉïîú ÆÕÎË�ÉÉ f . þÉÓÌÏ n ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÚÁÒÁÎÅÅ.ðÏÉÓË ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÈÏÄÏ×ÙÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÉÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕA É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÊ×ÙÂÏÒ ÔÏÞÅË ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ 
.òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÏÉÓËÁ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ �Ï ÏÂßÅÍÕ(�ÌÏÝÁÄÉ, ÄÌÉÎÅ) ÏÂÌÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ïîú ÆÕÎË�ÉÉ f É ÎÁÚ×ÁÎÎÁÑÏÂÌÁÓÔØÀ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ. üÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØÀ �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ n-ÈÏÄÏ×ÙÈÓÔÒÁÔÅÇÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÍ ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÂÏÔÁÈ [1-4℄ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÍÉÎÉÍÁËÓÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ,Ô. Å. Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÏÉÓËÁ,ËÏÔÏÒÁÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ �Ï-ÉÓËÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ L.éÇÒÏ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÅÊ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ × ÁÎÔÁÇÏÎÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÎÏÇÏÈÏÄÏ×ÏÊ (�ÏÚÉ�ÉÏÎ-ÎÏÊ) ÉÇÒÅ J = hA;B; X; Y;M ; Æ; Æi;�i, ÇÄÅ A| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-ÈÏÄÏ×ÙÈÞÉÓÔÙÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÊ×ÙÂÏÒ ÔÏÞÅË (ÈÏÄÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ) ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
, B | ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï n-ÈÏÄÏ×ÙÈ ÞÉÓÔÙÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑÆÕÎË�ÉÑÍÉ ËÌÁÓÓÁ L, (B = L) É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÏÔ×ÅÔÎÙÅ ÈÏÄÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ) ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ L, A �BÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÉÔÕÁ�ÉÊ (A;B), A 2 A, B 2 B, X , Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÈÏÄÏ×�ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, M = R | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï221



×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, � | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R,Æ | ÆÕÎË�ÉÑ ×ÙÉÇÒÙÛÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, Æ : A�B! R, Æn(A; f) |×ÙÉÇÒÙÛ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÒÁ×ÎÙÊ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÂßÅÍÕ (ÄÌÉÎÅ, �ÌÏ-ÝÁÄÉ) ÏÂÌÁÓÔÉ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ � ÆÕÎË�ÉÉ f , �ÏÌÕÞÁÅÍÏÊ �ÏÓÌÅ n ÈÏÄÏ×(ÏËÏÎÞÁÎÉÉ �ÁÒÔÉÉ) �ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ A ÉÚ A É ÓÔÒÁÔÅ-ÇÉÉ f ÉÚ L, Æi | ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÅÎËÉ �ÏÚÉ�ÉÉ (×ÙÉÇÒÙÛÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÑ�ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ), ÄÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑÓ×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ L.ëÁÖÄÁÑ A ÉÚ A ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ai+1 = A(a1; b1; : : : ; ai; bi), Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ×ÉÄÁ (a1; b1; : : : ; ai; bi),ÇÄÅ (a1; : : : ; ai) � X , (b1; : : : ; bi) � Y . ëÁÖÄÁÑ B ÉÚ B ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑbi+1 = B(a1; b1; : : : ; ai; bi; ai+1), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ×ÉÄÁ (a1; b1; : : : ; ai; bi; ai+1), : : : , ÇÄÅ (a1; : : : ; ai; ai+1) � X ,(b1; : : : ; bi) � Y .ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (a1; b1; : : : ; ai; bi), (a1; b1; : : : ; ai; bi,ai+1) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÚÉ�ÉÑÍÉ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X , Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉÈÏÄÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒ-×ÙÊ ÈÏÄ ÄÅÌÁÅÔ �ÅÒ×ÙÊ ÉÇÒÏË a1 = A(?), ÚÁÔÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÄÅÌÁÅÔÈÏÄ b1 = B(a1) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÞÅÒÅÄÕÑÓØ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÈÏÄÏ× (a1; b1; : : : ; an; bn), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÓÉÔÕÁ�ÉÅÊ (A;B) ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÔÉÅÊ, ÅÅ ÏÔÒÅÚÏË (a1; b1; : : : ; ai; bi) ÎÁÚÏ×ÅÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �ÏÓÌÅ i-ÇÏ ÈÏÄÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ (Ai; Bi). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÉ-ÔÕÁ�ÉÊ (A;B) = (C;D) × ÍÎÏÇÏÈÏÄÏ×ÙÈ ÉÇÒÁÈ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁËÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ �ÁÒÔÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ (A;B) = (C;D),(A;B) = (a1; b1; : : : ), (C;D) = (1; d1; : : : ) ÓÌÅÄÕÅÔ a1 = 1, b1 = d1; : : :É ÏÂÒÁÔÎÏ. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÁÑ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÈÏÄÏ×ÏÊ ÉÇÒÙÆÕÎË�ÉÑ A (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ B) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ A (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÏÍ. äÁÌÅÅ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ( �ÏÚÉ�ÉÑ ) (a1; b1; : : : ; ai; bi), ak 2 X ,bk 2 Y , k = 1; : : : ; i ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅÓÔÒÁÔÅÇÉÉ A 2 A, B 2 B, ÞÔÏ (Ai; Bi) = (a1; b1; : : : ; ai; bi).ðÏÚÉ�ÉÏÎÎÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ �ÏÚÉ�ÉÉÂÕÄÅÔ ÔÁËÁÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ �ÏÚÉ�ÉÑ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ. óÔÒÁÔÅÇÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ,�ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ.÷ [3℄ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ (ÍÉÎÉÍÁËÓÎÙÅ) É �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ n-ÛÁÇÏ×ÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÏÉÓËÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÕÞÁÓÔ×Õ-ÀÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.222



÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÓÔÒÏÑÔÓÑ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-ÈÏÄÏ×ÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÏÉÓËÁ m-ÍÅÒÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ T ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ L, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ m � 2. ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÍÉÎÉÍÁËÓÎÙÅÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ × [4℄.�ÁËÖÅ ËÁË É × [4℄, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏÍ ÞÉÓÌÅ n, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ m ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ÷ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ, �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÉÌÉ ÔÏÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�Ù ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ.úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ × Ä×Á ÜÔÁ�Á: ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÜÔÁ� ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÏ-ÇÄÁ ÎÁÊÄÅÎÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ �ÒÑÍÁÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕÉÚ ïîú ÆÕÎË�ÉÉ; ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÜÔÁ�Å ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉÓ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏ- Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ �ÏÉÓËÁ ÏÔÒÅÚËÁÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÚ ÒÁÂÏÔ [2, 3℄.óÔÒÁÔÅÇÉÑ A ÉÚ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÈÏÄÏ×Ï-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ i ÏÎÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁ ÄÌÑ �ÏÚÉ�ÉÉ (Ai; Bi) ÎÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ Ó ÆÕÎË-�ÉÅÊ ×ÙÉÇÒÙÛÁ �ÅÒ×ÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ Æi+1.�ÅÏÒÅÍÁ. îÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÜÔÁ�Å ×ÓÅ �ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÈÏÄÏ×Ï-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kiefer J. Sequential minimax searh for a maximum // Pro. Amer.Math. So. | 1953. | � 3. | P. 502{505.2. �ÁÒÁÓÏ×Á ÷. ð. íÅÔÏÄ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÒÏÔÉ×ÎÉËÁ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ. | éÚÄ-×Ï íçõ, 1988.3. �ÁÒÁÓÏ×Á ÷. ð. ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÉÓËÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÊ //ö÷íÉíæ. |1981. | �. 21, � 5. | ó. 1108{1115.4. �ÁÒÁÓÏ×Á ÷. ð. ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÉÓË ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉÆÕÎË�ÉÉ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ \ðÒÏÂ-ÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ". | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 2011. |ó. 465{469. ï �òáîóìñãéé æïòíõììïçéëé ìéîåêîïçï ÷òåíåîé÷ æïòíõìù ìïçéëé ÷å�÷ñýåçïóñ ÷òåíåîéò. ÷. èÅÌÅÍÅÎÄÉË (íÏÓË×Á)ìÏÇÉËÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ (ÌÌ×, Linear Time Logi, LTL) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÌÏÇÉËÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ (Ì×), × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÒÑÄÕ Ó223



ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÑÚËÁÍÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÅ:  (× ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ), U (ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ) É ÄÒÕÇÉÅ, ×ÙÒÁÖÁÅÍÙÅ ÞÅÒÅÚ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÅ. ìÏÇÉËÁ ×ÅÔ×ÑÝÅÇÏÓÑ ×ÒÅÍÅÎÉ (Ì××, ComputationalTree Logi, CTL) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÌÏÇÉËÉ ×ÙÓËÁÚÙ×Á-ÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÌÌ× �ÅÒÅÄ ËÁÖÄÏÊ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÏÊ Ó×ÑÚËÏÊ(É ÔÏÌØËÏ �ÅÒÅÄ ÎÅÊ) ÓÔÏÉÔ Ë×ÁÎÔÏÒ 8, ÌÉÂÏ 9. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÒÁÚÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ LTL É CTL (×ÍÅÓÔÅ Ó ××ÅÄÅÎÉÅÍ ÏÂßÅÄÉÎÑ-ÀÝÅÊ ÉÈ ÌÏÇÉËÉ CTL*) �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ × [1℄. ÷Ï�ÒÏÓÙ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÌ× É Ì×× Ë ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÀ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ Ì× ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × [2{3℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ�ÏÓÔÒÏÅÎÁ �ÒÑÍÁÑ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÌ× × ÆÏÒÍÕÌÕÌ×× Ó ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ × ÓÍÙÓÌÅ ×Ù�ÏÌÎÉ-ÍÏÓÔÉ É ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÑ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. ðÏÈÏÖÁÑÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÍÏÄÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÉË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌ ÌÌ× (ÌÌ×-ÆÏÒÍÕÌ) É ÆÏÒÍÕÌ Ì×× (Ì××-ÆÏÒ-ÍÕÌ), ÍÏÄÅÌÉ, ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÍÏÄÅÌÉ ××ÏÄÑÔÓÑ ÎÉÖÅ ÄÌÑ ÏÂÅ-ÉÈ ÌÏÇÉË ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ É × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÓÅÍÁÎÔÉËÅ [2, 3, 5℄.ëÁÖÄÁÑ �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ pi ÅÓÔØ ÌÌ×-ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÌ××-ÆÏÒÍÕÌÁ; ÅÓÌÉ ' É  ÌÌ×-ÆÏÒÍÕÌÙ (Ì××-ÆÏÒÍÕÌÙ), ÔÏ :', ('^ ),(' _  ) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÌ×-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ (Ì××-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ); ÅÓÌÉ ' É  ÌÌ×-ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ ', (' U  ), (' u  ) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÌ×-ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍÉ; ÅÓÌÉ ' É  Ì××-ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ 8', 9', 8(' U  ), 9(' U  ),8(' u  ), 9(' u  ) ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ì××-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.ìÌ×-ÆÏÒÍÕÌÕ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �LTL, Ì××-ÆÏÒÍÕÌÕ � | ÞÅÒÅÚ�CTL.íÏÄÅÌØÀ × Ì×× ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÁÒÕM = h�; Li, ÇÄÅ � | Ó×ÑÚÎÙÊÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ u0, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÙÎÁ, Á L | ÆÕÎË�ÉÑ ÏÚÎÁÞÉ×Á-ÎÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. íÏÄÅÌØÀ × ÌÌ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ × Ì××, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ × Å�Å ÇÒÁÆÅ � ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÙ-ÎÁ. ðÏÌÎÙÍ �ÕÔ�ÅÍ × ÇÒÁÆÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ �ÕÔØ ÉÌÉ �Å�Ø,�ÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÙÎÏ×ÅÊ.éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ � × ×ÅÒÛÉÎÅ ui ÍÏÄÅÌÉM ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÞÅÒÅÚ M;ui j= � É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ.åÓÌÉ � = p, ÔÏ M;ui j= � 
 p 2 L(ui). åÓÌÉ � = :', ÔÏM;ui j= � 
 M;ui 6j= ' (ÎÅ×ÅÒÎÏ M;ui j= '). åÓÌÉ � = (' ^  )[� = (' _  )℄, ÔÏ M;ui j= � 
 M;ui j= ' É [ÉÌÉ℄ M;ui j=  . åÓ-ÌÉ �LTL = ' [�CTL = 8'℄, ÔÏ M;ui j= �LTL [M;ui j= �CTL℄
 M;uj j= 'LTL [M;uj j= 'CTL℄ ÄÌÑ [ËÁÖÄÏÇÏ℄ ÓÙÎÁ uj ×ÅÒÛÉÎÙ224



ui, ÌÉÂÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ui ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÙÎÁ [ÓÙÎÏ×ÅÊ℄. åÓÌÉ �CTL = 9',ÔÏ M;ui j= �CTL 
 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÙÎ uj ×ÅÒÛÉÎÙ ui, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ×ÅÒÎÏ M;uj j= 'CTL. åÓÌÉ �LTL = (' U  ) [�CTL = 8(' U  )℄,ÔÏ M;ui j= �LTL [M;ui j= �CTL℄ 
 ÄÌÑ [ËÁÖÄÏÇÏ℄ �ÏÌÎÏÇÏ �ÕÔÉÓ ÎÁÞÁÌÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ ui ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ uj , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒ-ÎÏ M;uj j=  LTL [M;uj j=  CTL℄, Á × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ uk ÜÔÏÇÏ�ÕÔÉ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ uj , ×ÅÒÎÏ M;uk j= 'LTL [M;uk j= 'CTL℄.åÓÌÉ �CTL = 9(' U  ), ÔÏ M;ui j= �CTL 
 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌ-ÎÏÇÏ �ÕÔÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ ui ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ uj , ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ×ÅÒÎÏ M;uj j=  CTL, Á × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ uk ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ,�ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ uj , ×ÅÒÎÏ M;uk j= 'CTL. åÓÌÉ �LTL = (' u  )[�CTL = 8(' u  )℄, ÔÏ M;ui j= �LTL [M;ui j= �CTL℄ 
 ÄÌÑ [ËÁÖÄÏÇÏ℄�ÏÌÎÏÇÏ �ÕÔÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ ui É ×ÓÑËÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ uj , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÎÏ M;uj j=  LTL [M;uj j=  CTL℄, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁuk ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÁÑ uj , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÎÏM;uk j= 'LTL[M;uk j= 'CTL℄. åÓÌÉ �CTL = 9('u ), ÔÏM;ui j= �CTL 
 ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÔÁËÏÊ �ÏÌÎÙÊ �ÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ ui, ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ uj , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÎÏ M;uj j=  CTL, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ ukÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÁÑ uj , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÎÏ M;uk j= 'CTL.æÏÒÍÕÌÁ � ÉÓÔÉÎÎÁ × ÍÏÄÅÌÉ M , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ u0 ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. æÏÒÍÕÌÁ � ×Ù�ÏÌÎÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ×ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÄÅÌÉ (ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ).æÏÒÍÕÌÁ � ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.�ÒÁÎÓÌÑ�ÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ �LTL × ÆÏÒÍÕÌÕ �CTL ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚTr(�LTL) = �CTL É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ�LTL:Tr(p) = p, Tr(:p) = :p, Tr(::') = Tr(');Tr(' ^  ) = (Tr(') ^ Tr( )), Tr(' _  ) = (Tr(') _ Tr( ));Tr:('^ ) = (Tr(:')_Tr(: )), Tr:('_ ) = (Tr(:')^Tr(: ));Tr('LTL) = 8Tr('); Tr(:'LTL) = (8Tr(:') ^ 9(p1 _:p1));Tr(:(' U  )LTL) = Tr((:' u  )LTL), Tr(:(' u  )LTL) =Tr((:' U  )LTL);Tr((' U  )LTL) = (Tr( ) _ ((Tr(') ^ 88(Tr(') U Tr( ))) ^9(p1 _ :p1)));Tr((' u  )LTL) = (Tr(: ) ^ (Tr(') _ 88(Tr(') u Tr( )))).�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ �LTL [�CTL℄ ×Ù�ÏÌÎÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ225



ÔÁËÕÀ ÍÏÄÅÌØ M , ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ �CTL [�LTL℄ ×Ù�ÏÌÎÉÍÁ É ÉÓÔÉÎÎÁ× ÍÏÄÅÌÉ M .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÏ×ÒÁÂÏÔÙ [5℄.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïíî òáî \áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ".ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Emerson E. A, Halpern J. Y. \Sometimes" and \Not Never"revisited: on branhing versus linear time temporal logi // JACM. |V. 33, � 1. | P. 151{178.2. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ò. ÷. ï Ó×ÅÄÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÉ-ÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ Ë ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÀ ×Ù�ÏÌ-ÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (îÉÖ-ÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÉÀÎÑ 2011Ç.). | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îÉ-ÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, 2011. | ó. 523{526.3. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ò. ÷. ï Ó×ÅÄÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌ-ÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ×ÅÔ×ÑÝÅÇÏÓÑ ×ÒÅÍÅÎÉ Ë ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÀ ×Ù-�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ // óÂÏÒÎÉË ÔÒÕÄÏ× XVIIíÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" ÉÍÅÎÉ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, 27 ÏË-ÔÑÂÒÑ { 1 ÎÏÑÂÒÑ 2008Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2008. | ó. 177{180.4. ûÉÌÏ× î. ÷. ï Ë×ÁÚÉÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ // óÏ×ÅÔÓËÏ-ÂÏÌÇÁÒÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË ÎÁÕÞÎÙÈ ÔÒÕÄÏ×. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: ÷ã óï áîóóóò, 1985. | ó. 65{81.5. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ò. ÷. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ×ÅÔ×ÑÝÅÇÏÓÑ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÏ× ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ //íÁÔ. ×Ï�ÒÏÓÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 15. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2006. | ó. 217{266.
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óÅË�ÉÑ�ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ�îåóõýåó�÷ï÷áîéå áîáìïçá �åïòåíùëòáóëáìá | ëá�ïîù äìñ úáäáþéíéîéíéúáãéé ä÷õó�ïòïîîåê �åîéí. á. âÁÛÏ× (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ F | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× [n℄ =f1; 2; : : : ; ng, ÔÏ ÅÓÔØ F � �[n℄k �. îÉÖÎÅÊ ÔÅÎØÀ �F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ (k � 1)-ÍÎÏÖÅÓÔ× A, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B 2 F , A � B.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ×ÅÒÈÎÅÊ ÔÅÎØÀ rF ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ (k+1)-ÍÎÏÖÅÓÔ× A, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B 2 F , A � B. ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÔÅÎØÀ�rF ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ× �F É rF .íÎÏÖÅÓÔ×Ï F � �[n℄k � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �Ï ÎÉÖÎÅÊ ÔÅÎÉ(×ÅÒÈÎÅÊ ÔÅÎÉ, Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÔÅÎÉ), ÅÓÌÉ j�Fj 6 j�Gj (ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ jrFj 6 jrGj, j�rFj 6 j�rGj) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ G � �[n℄k � ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏjGj = jFj.ëÒÁÓËÁÌ [1℄ É ëÁÔÏÎÁ [2℄ Ï�ÉÓÁÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÔÅÎÉ:�ÅÏÒÅÍÁ (ëÒÁÓËÁÌ, ëÁÔÏÎÁ). ìÅ×ÙÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÒÅÚ-ËÉ �[n℄k � Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÍÉ �Ï ÎÉÖÎÅÊ ÔÅÎÉ.ðÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÁÓËÁÌÁ | ëÁÔÏÎÙ ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ × [3℄. ëÌÅÍÅÎÔÓ É ìÉÎÄÓÔÒ£Í [4℄ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÔÅÎÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÄÅËÁÒÔÏ×ÏÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ �Å�ÅÊ. áÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÁÓËÁÌÁ | ëÁ-ÔÏÎÙ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÄÅËÁÒÔÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ú×£ÚÄ É ÄÒÕÇÉÈÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× [5℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ Ä×ÕÓÔÏ-ÒÏÎÎÅÊ ÔÅÎÉ × ÂÕÌÅ×ÏÍ ËÕÂÅ.îÁÚÏ×£Í ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ �[n℄k � ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ �Ï Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊÔÅÎÉ. ÷ [6℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ × �[n℄3 � ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÅÇÏ�ÏÒÑÄËÁ �ÒÉ n > 8. 227



ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ �[n℄k � ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË. ðÕÓÔØ A É B | ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ �[n℄k �, A = fa1; a2; : : : ; akg, B = fb1; b2; : : : ; bkg, É ÜÌÅÍÅÎÔÙA É B Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØ a1 < a2 < : : : < ak,b1 < b2 < : : : < bk. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B(A v B), ÅÓÌÉ ai 6 bi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; k. þÅÒÅÚ I(A) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï fB 2 �[n℄k � j B v Ag.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 [6℄. åÓÌÉ F � �[n℄k � | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ j�rFj =PA2F s(A), ÇÄÅ s(A) = sl(A) + su(A), sl(A) = min([n℄ nA)� 1, su(A) =n�maxA.ðÕÓÔØ A = f1; 2; : : : ;m; am+1; : : : ; ak�1; akg 2 �[n℄k �, am+1 > m + 1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ A0 = f2; 3; : : : ;m+ 1; am+1; : : : ; ak�1; ng. �ÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÍbI(A0) = fB 2 �[n℄k �; B0 = A0g. ðÕÓÔØ p = min(fq : aq > q + 1g [ fkg).þÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (bI(A0);v) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÕÀ ÔÏÞËÕ f1; 2; : : : ; p�1; ap; : : : ; ak�1; ak�1+1g. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÕÀ ÔÏÞËÕ ÞÅÒÅÚ A1.ðÕÓÔØ 4 6 k 6 n2 . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ �[n℄k � ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÊ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÀÀ ÔÅÎØ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË <min. éÚÓ×ÏÊÓÔ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÄ×ÉÇÁ [3℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏ-ÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÉÄÅÁÌÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ A v B ÓÌÅÄÕÅÔ A <min B.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ <min | ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÊ �ÏÒÑÄÏË, É×Ù�ÏÌÎÅÎÏ A <min B <min C É A0 = C0. �ÏÇÄÁ A0 = B0 = C0.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÅÍÅÊÓÔ×Á bI(A0) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÍÉÎÉÍÉÚÉ-ÒÕÀÝÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ <min | ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÊ �ÏÒÑÄÏË, ÄÌÑ×ÓÅÈ C0 v A0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ C0 <min B0, ÄÌÑ ×ÓÅÈ C0 v B0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏC0 <min A0, É s(A1) < s(B1). �ÏÇÄÁ A0 <min B0.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ <min | ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÊ �ÏÒÑÄÏË,ÄÌÑ ×ÓÅÈ C0 v A0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ C0 <min B0, ÄÌÑ ×ÓÅÈ C0 v B0×Ù�ÏÌÎÅÎÏ C0 <min A0, s(A1) = s(B1), maxfsl(A1); su(A1)g >maxfsl(B1); su(B1)g. �ÏÇÄÁ A0 <min B0.ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ v ÔÏÞËÁ�[n℄k � �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C1(n; k) = bI(f2; 3; : : : ; k; ng), Á ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÔÏÞËÁ�[n℄k � n C1(n; k) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ bI(f2; 3; : : : ; k� 1; k+1; ng), ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁC1(n; k) É bC1(n; k) = C1(n; k) [ bI(f2; 3; : : : ; k � 1; k + 1; ng) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ228



ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ <min. óÅÍÅÊÓÔ×Ï �[n℄k �n bC1(n; k) ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÅÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ n 6= 2k �ÏÒÑÄÏË ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 4.ðÕÓÔØ n > 2k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË L �ÏÒÑÄËÁ <minÄÌÉÎÙ jI(f2; 3; : : : ; k�1; k+2; ng)j = 1+k(n�k)+(k�1)(2n�2k�3):üÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I(f2; 3; : : : ; k�2; k; k+1; ng É n�2kÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á bI(f2; 3; : : : ; k � 3; k; k + 1; k + 2; n). ðÏÄÓÞÉ-ÔÙ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒ ÔÅÎÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏj�rLj = j�rI(f2; 3; : : : ; k�1; k+2; ng)j+(n�2k)(k�3), ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ 4 6 k < n2 ÎÉËÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ �[n℄k �ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÍ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ n = 2k, k > 5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍF = I(f3; 4; : : : ; k + 1; ng) [ I(f2; 3; : : : ; k � 2; k; k + 2; ng):÷ ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏf2; 3; : : : ; k � 1; k + 2; ng >min f2; 3; : : : ; k � 2; k; k + 1; ng. ðÏ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑÍ 3 É 4 ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË L �ÏÒÑÄËÁ <min ÄÌÉÎÙ jFj ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× I(f3; 4; : : : ; k + 1; ng), I(f2; 3; : : : ; k � 1; k + 3; ng) ÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 2; : : : ; k � 2; k + 4; k + 5g. ðÏÄÓÞ£Ô ÒÁÚÍÅÒÁ ÔÅÎÉ ÄÁ£Ôj�rLj = j�rFj + k � 4, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀ-ÝÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ 5 6 k = n2 ÎÉËÁËÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ �[n℄k �ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÍ.îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÏÊ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ × �[8℄4 � É �[7℄3 � ÔÁËÖÅÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ×, Á × �[6℄3 � ÔÁËÏÊ�ÏÒÑÄÏË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ10-01-00768-Á). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kruskal J. The number of simplies in a omplex // MathematialOptimization Tehniques. | Berkeley, Los Angeles: Uni. of CaliforniaPress, 1963. | P. 251{278.2. Katona G. O. H. A theorem of �nite sets // Proeedings of TihanyConferene. | 1966. | P. 187{207.3. Ahlswede R., Aydinian H., Khahatrian L. H. More about shiftingtehniques // European J. Combin. | 2003. | �24 (5). | P. 551{556.4. Clements G. F., Lindstr�om B. A generalization of a ombinatorialtheorem of Maaulay // J. Comb. Theory. | 1969. | �7. | P. 230{238.229



5. Bezrukov S. L., Lek U. Maaulay posets // Eletron. J. Com-bin. | 2004. | Dynami Survey DS12.6. âÁÛÏ× í. á. íÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÔÅÎÉ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍËÕÂÅ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2011. | �. 23, �4. | ó. 115{132. ïâ üææåë�é÷îïí ðïéóëå âõë÷åîîùèóïó�á÷ï÷ ÷ æòáçíåî�áè ä÷õíåòîùè óìï÷ä. âÅÌÁÚÚÏÇÕ (ðÁÒÉÖ, æÒÁÎ�ÉÑ),ò. í. ëÏÌ�ÁËÏ× (íÏÓË×Á), M. òÁÆÆÉÎÏ (ðÁÒÉÖ, æÒÁÎ�ÉÑ)ðÏÄ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÓÌÏ×ÏÍ ÒÁÚÍÅÒÁm�n ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ � ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÏ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ � �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑÍÁÔÒÉ�Á Ó m ÓÔÒÏËÁÍÉ É n ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ. ðÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-�Ù, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄÓÔÒÏË Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÓÔÏÌÂ�Ï×, ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊÆÒÁÇÍÅÎÔ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ×Ù-ÓÏÔÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÇÏ ÛÉÒÉÎÅ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ �ÏÌÁÇÁÅÍ,ÞÔÏ m � n. ðÏÄ ÂÕË×ÅÎÎÙÍ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ ×ÄÁÎÎÏÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÅ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÕË×ÅÎÎÙÍ ÓÏÓÔÁ-×ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á, ÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÒÅÁÌÏÍ ÄÌÑ A. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÁÒÅÁÌ ÄÌÑ ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏÓÏÓÔÁ×Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊÆÒÁÇÍÅÎÔ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÁÎÎÙÊ ÁÒÅÁÌ, ÉÍÅÅÔ ÂÕ-Ë×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊÁÒÅÁÌ ÄÌÑ ÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÁÎ-ÎÙÊ ÁÒÅÁÌ, ÉÍÅÅÔ ÂÕË×ÅÎÎÙÊ ÓÏÓÔÁ×, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ A. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁ-ÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×Ï× ÄÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ É Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×Ï× ÄÌÑ ÆÒÁÇÍÅÎ-ÔÏ× ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÌÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × [1{3℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ðÕÓÔØ w |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÒÁÚÍÅÒÁ m�n ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ � ÒÁÚ-ÍÅÒÁ �. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Lr (Ls) ÞÉÓÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÙÈ (Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ) ÁÒÅÁÌÏ× × ÓÌÏ×Å w.230



�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÓÅ ÂÕË×ÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÁ×Ù ÄÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÆÒÁÇ-ÍÅÎÔÏ× ÓÌÏ×Á w ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(nm2�+Lr log�).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ÷ÓÅ ÂÕË×ÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÁ×Ù ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎ-ÔÏ× ÓÌÏ×Á w ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(nm� + Ls log�).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ11-01-00508). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Amir A., Apostolio A., Landau G. M., and Satta G. EÆient text�ngerprinting via parikh mapping // Journal of Disrete Algorithms. |2003. | V. 1, � 5{6. | P. 409{421.2. Chi-Yuan Chan, Hung-I Yu, Wing-Kai Hon, and Biing-Feng Wang.Faster query algorithms for the text �ngerprinting problem // Informa-tion and Computation. | 2011. | V. 209, � 7. | P. 1057{1069.3. Kolpakov R., RaÆnot M. New algorithms for text �ngerprinting //Journal of Disrete Algorithms. | 2008. | V. 6, � 2. | P. 243{255.ó�á�éó�éëé îá VP-íïîï�ïîîùèðåòåó�áîï÷ëáèì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ (ðÅÎÚÁ), í. ì. ûÁÒÁ�Ï×Á (íÏÓË×Á)÷ [1, 2℄ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �=�1 : : : �n,ÇÄÅ � | ÓÌÏ×Ï ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ [n℄=f1; : : : ; ng, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ: rise(�)=#fi : 1 � i � n; �i>�i�1; �0=0g;imal(�)=ardf1; : : : ; ng, ÇÄÅ 1=0, i=#fj : 1 � j � i�1; �j<�ig,i � 2; inv(�)=#f(i; j) : 1 � i<j � n; �i>�jg; maj(�)=Pni=1 i; �i>�i+1;�x(�)=#fi : 1 � i � n; �i=ig; le(�)=Pni=1 inv(�i); pix(�)=jp j.÷ ÚÁ�ÉÓÉ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ�=p�1 : : : �m, ÇÄÅ ËÒÀËÉ �1; : : : ; �m ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ: �m |ÓÕÆÆÉËÓ ÓÌÏ×Á � ×ÉÄÁ �s>�s+1<: : : <�n, ËÒÀË �m�1 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á �1 : : : �s�1 É Ô. Ä.; p | �ÒÅÆÉËÓ ÓÌÏ×Á �, ÎÅÑ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÒÀËÏÍ, Á jp j | ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ.âÉÅË�ÉÑ vp : � 7! � , ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ �2Sn ÎÁ ÓÌÏ×Ï �=�1 : : : �n, �2Tn�Ï �ÒÁ×ÉÌÕ �=� � �, ÇÄÅ �i=�i+�i(mod n), �i=n�i+1; i=1; : : : ; n, Á�i | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ×ÙÞÅÔ, É ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ [3℄: ivp(�)=n�1Pni=1 �i; ex(�)=#fi : 1 � i � n; �i � ig;var(�)=ardf�1; : : : ; �ng, �ÒÉÞÅÍ ivp(�)+ex(�)=n+1.231



÷ÉÄ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P�2Sn tstat(�) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÌÁÓÓÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ stat. �ÁË, stat ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ (E-ÓÔÁÔÉÓÔÉËÏÊ),ÅÓÌÉ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÊÌÅÒÏ×, Ô. Å. ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ A0(t)=1; An(t)=ntAn�1(t)+t(1�t)A0n�1(t); n �1: îÁ�ÒÉÍÅÒ, le (Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ t�1An(t)), rise, imal, ivp, Á ÔÁËÖÅex Ñ×ÌÑÀÔÓÑ E-ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÍÉ [1{3℄.ðÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ Bn(q)=[n℄q!, [n℄q=(1�q)�1(1�qn)stat ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÏÊ íÁË-íÁÇÏÎÁ (M-ÓÔÁÔÉÓÔÉËÏÊ). îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, inv É maj Ñ×ÌÑÀÔÓÑ M-ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÍÉ [1℄.stat ÎÁÚÏ×ÅÍ D-ÓÔÁÔÉÓÔÉËÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ,ËÏÔÏÒÙÊ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ×ÓÔÒÅÞÁÈ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊÆÏÒÍÕÌÏÊ D0(t)=1; Dn(t)=nDn�1(t)+(t�1)n; n � 1 [4℄. îÁ�ÒÉÍÅÒ,�x É pix Ñ×ÌÑÀÔÓÑ D-ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÍÉ [2℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÌÏ×Ï �2Tn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á �=vp�1(�); �2Sn, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ vp-ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÏÊ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË mon(Sn) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÉ-ÅË�ÉÅÊ vp : mon(Sn)! mon(Tn) [5℄).ìÅÍÍÁ 1. Á) åÓÌÉ �2mon(Sn) É �=�n�, ÔÏ �ÒÅÆÉËÓ � É ÓÕÆÆÉËÓ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ.Â) íÎÏÖÅÓÔ×Ï mon(Sn) ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÒÁÎÇÁ n�1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) æÉËÓÁ�ÉÑ × ÓÌÏ×Å �=�n� �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÁn É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �=���, ÇÄÅ �2mon(Tn), ÌÅÇËÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÒÅÂÕÅÍÏÍÕ.Â) åÓÌÉ �2mon(Sn) É �=�n�, ÔÏ ÂÉÅË�ÉÑ ' : � 7! f�g; f�g � [n�1℄Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ f�g � [n�1℄� f�g, ÒÁÎÇ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �2mon(Sn) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÅÛÅÔËÉ ÒÁ×ÅÎ j� j, Á ÒÁÎÇÏ×Ï-�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÅÛÅÔËÉ mon(Sn) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (1 + t)n�1.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×P�2mon(Sn) tstat(�) ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉË.äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ rise, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ: ÉÍÅ-ÅÔÓÑ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �2mon(Sn), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ rise(�)=n, Á ÄÌÑÏÓÔÁÌØÎÙÈ 2n�1 � 1 ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË rise(�)=n�1.�ÅÏÒÅÍÁ 1. Á) ivp(�)=1+le(�), É ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ivp, ex �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ eA(1)n (t)=t(1+t)n�1: Â) äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ imal�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ eA(2)n (t)=tn((1+t�1=2)n+(1�t�1=2)n)=2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÄÌÑ �2mon(Sn) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÅ-ÛÅÔËÉ ÒÁÎÇÁ k ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ex(�)=k+1. �ÁË ËÁË �2mon(Sn)ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÀËÁ, ÔÏ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÍ ex(�)+le(�)=n.232



Â) ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ eA(2)n (t) ÕÓÔÁ-ÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. Á) äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ maj �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ eB(1)n (t)=t(1+t)n�1�tn+1: Â) äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ inv �ÒÏÉÚ-×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ eB(2)n (t)=Hn�1(t; t); Á Hn(t; q) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎòÏÄÖÅÒÓÁ|óÅÇÅ [6℄, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Hn(t; q)=Pnk=0 �nk �q tk;ÇÄÅ �nk �q = [n℄q[k℄q [n�k℄q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ çÁÕÓÓÁ: íÎÏÇÏÞÌÅÎ Hn(t; q) ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ [6℄ H0(t; q) = 1; H1(t; q) = 1 + t; Hn+1(t; q) = (1 + t)Hn(t; q) �(1� qn)tHn�1(t; q):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÄÌÑ �2mon(Sn) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÅ-ÛÅÔËÉ ÒÁÎÇÁ k ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ maj(�)=k+2, ÅÓÌÉ k � n�2, É maj(�)=1,ÅÓÌÉ k=n�1. Â) äÌÑ ×ÓÅÈ �2mon(Sn) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÅÛÅÔËÉ ÒÁÎÇÁk ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �nk �t tk.�ÅÏÒÅÍÁ 3. Á) äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ �x ÉÍÅÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ eD(1)n (t)=tn+(2 � t)�1(2n�1 � tn�1): Â) äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ pix�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ eD(2)n (t)=(1+t)n�1�(1�t)tn�1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ eD(1)n (t) ÕÓÔÁÎÁ-×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1.Â) ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÄÌÑ �2mon(Sn) ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÅÛÅÔËÉ ÒÁÎÇÁ k ×ÙÞÉ-ÓÌÑÅÔÓÑ pix(�)=k, ÅÓÌÉ k � n�2, É pix(�)=n, ÅÓÌÉ k=n�1.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ var ÉÍÅÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ eCn(t)=((1+t)n�(1�t)n)=2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ eCn(t) ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ-×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 1.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ var ÎÁ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Sn ×ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á mon(Sn) Ñ×ÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑ-ÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÛÅÍ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÏÓÔÙÅ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ: eB(1)n (t)� eA(1)n (t)=1�tn;eC2m+1(t)=t�(2m+1) eA(2)2m+1(t2); eC2m(t)+t�2m eA(2)2m(t2)=(1+t)2m:òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁÇÒÁÎÔÏÍ òææé (�ÒÏÅËÔ 11-01-00212Á).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. æÏÁÔÁ ä. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÉ�Á üÊÌÅÒÁ É íÁËÍÁÇÏÎÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. | í.: íÉÒ,233



1980. | ó. 120{141.2. Foata D., Han G. Fix-Mahonian alulus III; a quadruple distri-bution // Monatshefte f�ur Mathematik. | 2008. | 154. | P. 177{197.3. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ì. î., ûÁÒÁ�Ï×Á í. ì. ä×Á ÔÉ�Á r-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÉ r-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ üÊÌÅÒÁ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ"äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ-×ÒÁÌÑ 2010 Ç.). |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁíçõ, 2010. | ó. 217{220.4. òÉÏÒÄÁÎ äÖ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | í.: éÚÄ-×ÏÉÎÏÓÔÒ. ÌÉÔÅÒ., 1963.5. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ì. î., ûÁÒÁ�Ï×Á í. ì. ðÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÍÅÔÏÄÙ ÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÕÞÅÂ-ÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ. ðÏ×ÏÌÖÓËÉÊ ÒÅÇÉÏÎ. æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÕ-ËÉ. | 2010. | � 4. | ó. 50{63.6. üÎÄÒÀÓ ç. �ÅÏÒÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. | í.: îÁÕËÁ, 1982.ó�á�éó�éëé îá çòõððå ðåòåó�áîï÷ïë éðåòíáîåî�ùì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ (ðÅÎÚÁ), í. ì. ûÁÒÁ�Ï×Á (íÏÓË×Á)÷ [1, 2℄ ÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �=�1 : : : �n,ÇÄÅ � | ÓÌÏ×Ï ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ f1; : : : ; ng, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÂÉÅË�ÉÑvp : Sn ! Wn, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ �2Sn �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ËÌÀÞÅ�=�1 : : : �n; �2Sn ÎÁ ÓÌÏ×Ï !=!1 : : : !n; !2Wn �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ !=� � �,ÇÄÅ !i=�i+�i(mod n), i=1; : : : ; n, Á !i | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÊ ×ÙÞÅÔ, É ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÍÙÅ ÅÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ: ivp(�; �)=n�1Pni=1 !i;ex(�; �)=#fi : 1 � i � n; �i+�i>ng (ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÓÙÌËÁ ÎÁËÌÀÞ �=�, ÇÄÅ �=�1 : : : �n; �i=n�i+1; i=1; : : : ; n, ÂÕÄÅÔ Ï�ÕÓËÁÔØÓÑ).÷ [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÒÁÂÏÔÙ [3℄ ivp É ex | ÜÊÌÅ-ÒÏ×Ù ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, Ô. Å.An(t)=P�2Sn tivp(�;�)=P�2Sn tex(�;�) |ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ üÊÌÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍA0(t)=1; An(t)=ntAn�1(t)+t(1�t)A0n�1(t); n � 1; �ÒÉÞÅÍ ÜÔÏÔ ÍÎÏ-ÇÏÞÌÅÎ ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ An(t) = perC(t; �), ÇÄÅÍÁÔÒÉ�Á C(t; �) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÔÒÏË�ÉÒËÕÌÑÎÔÁ C(t)= (ij(t))ni;j=1, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �É-ËÌÉÞÅÓËÉ ÓÄ×ÉÇÁÅÍÙÍ ÎÁ �ÏÚÉ�ÉÀ ×�ÒÁ×Ï ×ÅËÔÏÒÏÍ �t1=n; t2=n; : : : ; t�,Á �ÅÒÍÁÎÅÎÔ perC(t)=P�2Sn 1�1(t) : : : n�n(t):234



ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ ex(�)=#fi : 1 � i � n; �i � ig ÉAn(t) = perT (t), ÇÄÅ T (t)= (tij(t))ni;j=1, tij(t)=t �ÒÉ i � j É tij(t)=1�ÒÉ i > j, �ÒÉÞÅÍ ÍÁÔÒÉ�Á T (t; �) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ T (t) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÔÒÏË. üÔÏ ÄÁÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 1. ðÒÉ ×ÓÅÈ �(1); �(2)2Sn perC(t; �(1))=perT (t; �(2)).ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó [3℄ ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: iivp(�; �)=ivp(��1; �) Éiex(�; �)=ex(��1; �). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË × ÌÅÍÍÅ 1 �ÏÌÕÞÉÍÍÁÔÒÉ�Ù C�(t; �(1)) É T �(t; �(2)), ÇÄÅ "*" ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ.ðÏÌÁÇÁÑ qun(�; �)=#fi : 1 � i � n; !i=1g, ÉÍÅÅÍ qun(�)=�x(�),ÇÄÅ �x(�)=#fi : 1 � i � n; �i=ig ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ × [4℄, Á �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Dn(t) ÄÌÑ �x(�) Ó×ÑÚÁÎ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ×ÓÔÒÅÞÁÈ [5℄ É ÚÁÄÁÅÔ-ÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ D0(t)=1; Dn(t)=nDn�1(t)+(t�1)n; n � 1; �ÒÉÞÅÍDn(t) = perF (t; �), Á F (t; �) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÏÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù F (t)= (fij(t))ni;j=1, fii(t)=t É fij(t)=1; i 6= j.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:detC(t)=t(1�t)n�1, detT (t)=t(t�1)n�1, detF (t)=(t+n�1)(t�1)n�1.÷ [3, 4℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÑÄÁ ÓÔÁ-ÔÉÓÔÉË É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ.�ÁË ËÁË �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ivp, ex, iivp, iex,qun Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÏ×, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÔÁÔÉÓÔÉË.óÉÍÍÅÔÒÉÑ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ fAn;k=n!gnk=1 , ÏÔ×ÅÞÁÀÝÁÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ An(t)=tn+1An(t�1), �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÏÎÑÔÉÀ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. üÊÌÅÒÏ×Ù ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ stat1 É stat2 ÎÁÚÏ×ÅÍÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n � 1, ÅÓÌÉ 8�2Sn stat1=stat2 ÉÌÉstat1+stat2=n+1, É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n � 3 ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ivp(�; �) É ex(�; �) ÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �2Sn, ÔÁËËÁË ivp(�; �)+ex(�; �)=n+1 [1, 2℄, Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉË stat1 Éstat2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ï�É-ÓÙ×ÁÀÝÉÊ ÉÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ n ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×.ìÅÍÍÁ 2. Á) óÔÁÔÉÓÔÉËÉ ivp(�; �(1)) É ex(�; �(2)) ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙ �ÒÉ �(1) 6=�(2). Â) óÔÁÔÉÓÔÉËÉ ivp(�; �) É iivp(�; �), Á ÔÁËÖÅex(�; �) É iex(�; �) ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:1) ËÌÀÞ �2Sn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÉ "=1 : : : n; 2) ËÌÀÞ �(m)2Sn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍÓÌÏ×Á �2Sn ×ÌÅ×Ï ÎÁ m ÓÉÍ×ÏÌÏ×, Á n=2m�1.235



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ivp(�; �(1)) É ivp(�; �(2)) �ÒÉ �(1) 6=�(2) É ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ivp(�; �) É ex(�; �) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �2Sn, Á ×ÔÏÒÁÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÓÌÏ× !=� � �.éÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÕ�-�Å Sn P (t; �(1); s; �(2); z; �(3); u; �(4); v; �(5)) �ÑÔÉÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ(ivp(�; �(1)); iivp(�; �(2)); qun(�; �(3)); ex(�; �(4)); iex(�; �(5))) ÅÓÔØP�2Sn tivp(�;�(1))siivp(�;�(2))zqun(�;�(3))uex(�;�(4))viex(�;�(5)) É ÒÁ×ÅÎ �ÅÒ-ÍÁÎÅÎÔÕ ÍÁÔÒÉ�Ù H=H(t; �(1); s; �(2); z; �(3); u; �(4); v; �(5)); ÇÄÅH=C(t; �(1))ÆC�(s; �(2))ÆF (z; �(3))ÆT (u; �(4))ÆT �(v; �(5)); Á �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ áÄÁÍÁÒÁ{ ûÕÒÁ, Ô. Å.�ÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�.ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÍÁÒÇÉÎÁÌØÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ �ÏÌÕ-ÞÁÀÔÓÑ ÉÚ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÁ ÌÅÍÍÙ 3 �ÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�Å, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ �(1)=�(2)=�(3)=� É �(4)=�(5)=�(1). �ÏÇÄÁP (t; s; z; u; �(1); v; �(1))=per (C(t)ÆC�(s)ÆF (z)ÆT (u; �(1))ÆT �(v; �(1)));É ×ÓÅ ÍÁÒÇÉÎÁÌØÎÙÅ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÊÌÅÒÏ-×ÙÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÍ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍ, Á ÓÔÁÔÉÓÔÉ-ËÁ ex(�; �(1))=1+#fi : 1 � i � n�1; �i>ig ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�ÕÏÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ × [4℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ �(1)=�(2)=�(3)=�(k) É �(4)=�(5)=�(k+1),k=0; : : : ; n�1. �ÏÇÄÁ P (t; �(k); s; �(k); z; �(k); u; �(k+1); v; �(k+1)) ÒÁ-×ÅÎ P (t; �(k+m); s; �(k+m); z; �(k+m); u; �(k+m+1); v; �(k+m+1)) �ÒÉn = 2m É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó P (u; �(n�k); v; �(n�k); z; �(n�k); t; �(n�k+1);s; �(n�k+1)) �ÒÉ n=2m�1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ 3 É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÌÏ× !=�� �.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÍÁÔÒÉ�Ù C É C� × ÌÅÍ-ÍÅ 3 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ T É T � (ÉÌÉ T É T � | ÎÁ C É C�), ÎÏ ÔÏÇÄÁÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÌÅÍÍÙ 3 É ÔÅÏÒÅÍ 1, 2 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉ-ÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÒÁÇÒÁÎÔÏÍ òææé (�ÒÏÅËÔ 11-01-00212Á).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ì. î. ï ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÈ üÊÌÅÒÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏË // íÁÔÅÒÉÁÌÙ IX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ", �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 75-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ236



ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (íÏÓË×Á, íçõ, 18{23 ÉÀÎÑ 2007 Ç.) |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007. |ó. 206{208.2. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ì. î., ûÁÒÁ�Ï×Á í. ì. ä×Á ÔÉ�Á r-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÉ r-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ üÊÌÅÒÁ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ"äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ-×ÒÁÌÑ 2010 Ç.) | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁíçõ, 2010. | ó. 217{220.3. æÏÁÔÁ ä. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÉ�Á üÊÌÅÒÁ É íÁËÍÁÇÏÎÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ: ÓÂ. ÓÔÁÔÅÊ. |í.: íÉÒ, 1980. | ó. 120{141.4. Foata D., Han G. Fix-Mahonian alulus III; a quadruple distri-bution // Monatshefte f�ur Mathematik. | 2008. | 154. | P. 177{197.5. òÉÏÒÄÁÎ äÖ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | í.: éÚÄ-×ÏÉÎÏÓÔÒ. ÌÉÔÅÒ., 1963.éî÷åó�éãéïîîáñ âõìå÷á úáäáþáó ëòé�åòéñíé ÷áìøäá é óü÷éäöá÷ õóìï÷éñè îåïðòåäåìåîîïó�é÷. á. åÍÅÌÉÞÅ×, ÷. ÷. ëÏÒÏÔËÏ× (íÉÎÓË)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÉËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÙÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ Õ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÑ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÑÍÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÏÒÔÆÅÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ íÁÒËÏ-×É�Á [1℄, Ó Ä×ÕÍÑ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ËÒÉÔÅÒÉÑÍÉ | ÍÁËÓÉÍÉÎÎÙÍ ËÒÉ-ÔÅÒÉÅÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÷ÁÌØÄÁ [2℄e(x;E) = mini2Nm Xj2Nneijxj ! maxx2X (1)É ÍÉÎÉÍÁËÓÎÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÒÉÓËÁ óÜ×ÉÄÖÁ [3℄r(x;R) = maxi2Nm Xj2Nnrijxj ! minx2X : (2)Nn = f1; 2; : : : ; ng | ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÎÙÅ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÙÅ �ÒÏÅËÔÙ (ÁË-ÔÉ×Ù); Nm | ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÒÙÎËÁ; x = (x1; x2; : : : ; xn)T 2237



X � f0; 1gn | ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÙÊ �ÏÒÔÆÅÌØ, ÇÄÅ xj = 1, ÅÓÌÉ ÉÎ×Å-ÓÔÉ�ÉÏÎÎÙÊ �ÒÏÅËÔ j 2 Nn ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ, É xj = 0 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ; eij | ÏÖÉÄÁÅÍÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ (ÞÉÓÔÙÊ ÄÏÈÏÄ) �ÒÏ-ÅËÔÁ j 2 Nn × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÒÙÎÏË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ i 2 Nm;rij | ÍÅÒÁ ÒÉÓËÁ, ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÅÓÔÏÒ, ×ÙÂÉÒÁÑ �ÒÏÅËÔj 2 Nn �ÒÉ i-Í ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÒÙÎËÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÅÊ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×Å ÍÁÔÒÉ�Ù | ÍÁÔÒÉ�Á ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉE = [eij ℄ 2 Rm�n É ÍÁÔÒÉ�Á ÒÉÓËÏ× R = [rij ℄ 2 Rm�n.ðÏÄ ÂÉËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Zm(E;R) Ó Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ËÒÉÔÅÒÉÑÍÉ ÷ÁÌØÄÁ É óÜ×ÉÄÖÁ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ�ÏÉÓËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÒÔÆÅÌÅÊ Lm(E;R) ÚÁÄÁÞÉr(x;R) ! minx2Lm(E);ÇÄÅ Lm(E) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÒÔÆÅÌÅÊ ÚÁÄÁÞÉ (1). �ÅÍÓÁÍÙÍ, Lm(E;R) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ�ÏÒÔÆÅÌÅÊ ÚÁÄÁÞÉ (1){(2).÷ÙÓÏËÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ É ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × Ó×ÑÚÉ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅ-ÓËÉÈ É ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ÒÉÓËÁ ÉÎ×Å-ÓÔÉ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÏ× (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄) ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ×ÙÑ×ÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁ-ÞÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ�ÏÒÔÆÅÌÑ. �ÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÌÀÞÅ×ÏÍÕ �ÏÎÑÔÉÀ ÒÁÄÉÕ-ÓÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ �ÏÒÔÆÅÌÑ x0 2 Lm(E;R), �ÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ, ÓÌÅÄÕÑ[5℄, ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÌÏ �m(x0; E;R) = sup �, ÅÓÌÉ � 6= ;, É�m(x0; E;R) = 0, ÅÓÌÉ � = ;, ÇÄÅ� = f" > 0 : 8(E0; R0) 2 
(") (x0 2 Ls(E +E0; R+R0))g;
(") = f(E0; R0) 2 Rm�n �Rm�n : kE0k < " & kR0k < "g:ðÏÄ ÎÏÒÍÏÊ kAk ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A = [aij ℄ 2 Rm�n �ÏÎÉÍÁÅÍ ÞÉÓÌÏPi2Nm Pj2Nn jaij j.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÒÁÄÉÕÓÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ �m(x0; E;R) ÌÀÂÏÇÏ ÌÅË-ÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÒÔÆÅÌÑ x0 2 Lm(E;R) ÂÉËÒÉÔÅ-ÒÉÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Zm(E;R), m � 1, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÏÓÔÉ-ÖÉÍÙÅ Ï�ÅÎËÉ ' � �m(x0; E;R) � 2';238



ÇÄÅ ' = minx2Xnfx0g maxi2Nm mink2Nm (Xj2Nn ekjx0 � Xj2Nn eijx):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÒÉ x0 2 L1(E;R) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ�1(x0; E;R) = ':óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ m = 1 (ËÒÉÔÅÒÉÉ (1) É (2) | ÌÉÎÅÊÎÙÅ), ÍÏÖÎÏÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ, ËÁË ÓÉÔÕÁ�ÉÀ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÒÙÎËÁ ÎÅ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÊ.äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ËÒÉÔÅÒÉÑÍÉ óÜ×ÉÄÖÁ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎ × [6℄.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ âÅÌÏÒÕÓÓËÏÇÏÒÅÓ�ÕÂÌÉËÁÎÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔæ11ë{095). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Markowitz H. M. Portfolio seletion: eÆient diversi�ation of in-vestments. | Oxford: Blakwell Publ., 1991.2. Wald A. Statistial deision funtions. | New York: John Wiley,1950.3. Savage L. J. The foundations of statistis. | New York: DoverPubl., 1972.4. ÷ÉÌÅÎÓËÉÊ ð. ì., ìÉ×ÛÉ� ÷. î., óÍÏÌÑË ó. á. ï�ÅÎËÁ ÜÆÆÅË-ÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÙÈ �ÒÏÅËÔÏ×: ÔÅÏÒÉÑ É �ÒÁËÔÉËÁ. | í.: äÅ-ÌÏ, 2008.5. åÍÅÌÉÞÅ× ÷. á., ëÏÒÏÔËÏ× ÷. ÷. ï�ÅÎËÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÔÉÍÕÍÁ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ËÒÉÔÅ-ÒÉÑÍÉ ÒÉÓËÏ× óÜ×ÉÄÖÁ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ. | 2011. | �. 18, � 2. | ó. 41{50.6. åÍÅÌÉÞÅ× ÷. á., ëÏÒÏÔËÏ× ÷. ÷. áÎÁÌÉÚ ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉËÒÉÔÅÒÉÑÍÉ ÒÉÓËÏ× óÜ×ÉÄÖÁ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (20{25 ÉÀ-ÎÑ 2011 Ç.). | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ï îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÎÉ-×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, 2011. | ó. 159{162.
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ë ïð�éíéúáãéé îá òáúíåýåîéñèï. á. åÍÅ�, A. O. åÍÅ� (ðÏÌÔÁ×Á)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÉÇÒÏ×Ï-ÇÏ ÔÉ�Á ÎÁ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑÈ [1℄ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÊ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÚ-ÍÅÝÅÎÉÑ | ÅÄÉÎÉ�Á [2℄: kXj=1 jxj ! min; (1)x = (x1; :::; xk) 2 Ek��(G); (2)kXj=1 xj = 1; (3)ÇÄÅ G = fg1; :::; g�g | ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, j , gj 2 R1,Ek��(G) | ÏÂÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÊ [3℄.äÌÑ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÀ ÍÅÔÏÄÁ×ÅÔ×ÅÊ É ÇÒÁÎÉ� (í÷ç).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÏÓÏÂ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × í÷ç. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:�1 � �2 � ::: � �l � 0 > �l+1 � ::: � �k ; (4)Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÁG ÓÞÉÔÁÅÍ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ: g1 � g2 � ::: � gk � gk+1 � ::: � g�: (5)÷ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ "× ÇÌÕÂÉÎÕ", Ï�ÒÅÄÅÌÑÑ ÏÄÎÕ ÚÁÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ×ÅËÔÏÒÅ x 2 Ek�� × �ÏÒÑÄËÅ ÎÏÍÅÒÏ× �1; �2; :::;�l�1; �l, Á �ÏÔÏÍ �k; �k�1; :::; �l+2; �l+1, ÇÄÅ �ÏÒÑÄÏË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ (4), �ÒÉÄÁ×ÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ �1; �2; :::;�l �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ g1; g2; :::, Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ �k; �k�1; :::;�l+1 | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ g�; g��1; :::. åÓÌÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ×Å-Ô×ÌÅÎÉÅ "× ÇÌÕÂÉÎÕ" ÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÕÓÔÏÅ ÉÌÉ ÏÄÎÏÜÌÅ-ÍÅÎÔÎÏÅ), �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÏÚ×ÒÁÔ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÄÅÒÅ×Á ×Å-Ô×ÌÅÎÉÊ Ó �ÒÉÓ×ÏÅÎÉÅÍ ÒÁÎÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ× ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.240



òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�ÏÓÏÂ Ï�ÅÎÉ×ÁÎÉÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÅÛÅ-ÎÉÊ × í÷ç. ðÕÓÔØ �ÒÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �ÒÉ ÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁQ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ (1){(3)ÕÖÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉÓØ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x�1 ; x�2 ; :::; x�t . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ(4) ÉÍÅÅÍ: �1 � �2 � ::: � �t : (6)ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ~x1;:::; ~x� , ÇÄÅ t+� = k. îÕÍÅÒÁ�ÉÀ ÜÔÉÈ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅÎÁÒÕÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ~j �ÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ~xj 8j 2 J� :~1 � ~2 � ~� � 0 > ~�+1 � ::: � ~� : (7)úÎÁÞÅÎÉÑ t �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx�1 = gi1 ; :::; x�t = git ; (8)ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �ÒÉ ÏÂ-ÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q, ÏÂßÅÄÉÎÉÍ × ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï GB == fgi1 ; :::; gitg. �ÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÇÕÔ×ÙÂÉÒÁÔØÓÑ ÉÚ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á ~G, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØÀÍÕÌØ- ÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× G É GB : ~G = G�GB = f~g1; :::; ~g�g, ÇÄÅ �+ t = �.ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ~G �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ~g1 � ~g2 � ::: � ~g�: (9)óÕÍÍÉÒÕÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ �ÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx�1 ; :::; x�t , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ × (8), �ÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ:� = tXp=1 �pgip : (10)ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÉÓÌÏ � × ÚÁÄÁÞÅ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ F (x) ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å x 2 D × í÷ç Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÏÊ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Di � D,ÅÓÌÉ � � F (x) 8x 2 Di.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ï�ÅÎËÏÊ � �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÕÓÌÏ×É-ÅÍ (8), ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ (1){(3) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ×ÅÌÉÞÉÎÁ � = � + �; (11)241



ÇÄÅ � ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ (10), Á� = �Xj=1 ~j~gj + ���Xj=1 ~�+j~g���+�+j (12)�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (7), (9).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ × í÷ç ÄÌÑ ÚÁ-ÄÁÞÉ (1){(3) ÔÁË:D�1:::�ri1:::ir = fx = (x1; :::; xk) 2 Rkjx�j = gij 8j 2 Jr;8r 2 Jn; (�1; :::; �r) 2 Erk(Jk); (i1; :::; ir) 2 Er�(J�)g;ÇÄÅ Erk(Jk) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ [3℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï r-ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÊ ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Jk = f1; 2; :::; kg; �j , ij ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (6), (8) �ÒÉ ÕÓÌÏ-×ÉÉ r = t. ï�ÅÎËÕ � ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ(10){(12) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ (6), (7), (9) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ��1:::�ri1:::ir . éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. íÅÖÄÕ Ï�ÅÎËÁÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×D�1:::�ri1:::ir É D�1:::�r:::�r+�i1:::ir:::ir+�Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: ��1:::�ri1:::ir � ��1:::�r+�i1:::ir+� , ÇÄÅ r + � � k, 8r 2Jk�1 8� 2 J0k�1 = Jk�1 [ f0g, (�1; :::; �q) 2 Eqk(Jk); q 2 fr; r + �g,(i1; :::; iq) 2 Eq�(J�); ×ÅÌÉÞÉÎÙ ij 2 J� É �1; :::; �r+� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÓÌÏ×ÉÑÍ (6), (8).äÏËÁÚÁÎÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ï�ÅÎËÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÏÖÍÎÏÖÅÓÔ× ×í÷ç, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ÕÌÕÞÛÁÔØ ÏÔÓÅÞÅÎÉÑ.÷ ÄÏËÌÁÄÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. åÍÅ� ï. á., ïÌØÈÏ×ÓËÁÑ å. ÷. éÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÇÒÏ×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÁ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙÕ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ. | 2011. | � 3. | ó. 69{78.2. åÍÅ�Ø ï. ï., åÍÅ�Ø ïÌ-ÒÁ ï. òÏÚ×'ÑÚÕ×ÁÎÎÑ ÚÁÄÁÞ ËÏÍÂiÎÁ-ÔÏÒÎÏi Ï�ÔÉÍiÚÁ�ii ÎÁ ÎÅÞiÔËÉÈ ÍÎÏÖÉÎÁÈ. íÏÎÏÇÒÁÆiÑ. | ðÏÌÔÁ×Á:ðõå�, 2011.3. óÔÏÑÎ à. ç., åÍÅ� ï. ï. �ÅÏÒÉÑ É ÍÅÔÏÄÙ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÎÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ. | ë.: Î-Ô ÓÉÓÔÅÍÎ. ÄÏÓÌiÄÖÅÎØ ÏÓ×iÔÉ, 1993.242



ëïíâéîá�ïòîáñ úáäáþáîáèïöäåîéñ íáëóéíáìøîïçï ðï�ïëáï. á. åÍÅ�, å. í. åÍÅ�, à. æ. ïÌÅËÓÉÊÞÕË (ðÏÌÔÁ×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ É ÍÅÔÏÄÙ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁ-ÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÌÁÓÓ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ.ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. ðÕÓÔØ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÁÑ ÓÅÔØ [1℄ ÚÁÄÁÎÁ ÇÒÁ-ÆÏÍ � = (V; U) Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V = fv1; v2; : : : ; vjV jg É ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÕÇ U . äÕÇÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ vi Õ ×ÅÒÛÉÎÕ vj ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØuij . ðÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÄÕÇÉ uij ÒÁ×ÎÁ bij � 0. éÓÔÏÞÎÉË ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ vs, ÓÔÏË | vt.ðÏÔÏËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎË�ÉÀ w : U ! R ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ:1. úÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ w ÎÁ ÄÕÇÅ uij ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÙÛÁÔØ �ÒÏ�ÕÓË-ÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÄÕÇÉ, ÔÏ ÅÓÔØ w (uij) � bij .2. óÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ËÒÏÍÅ ÓÔÏËÁ É ÉÓÔÏÞÎÉ-ËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Puiz2U w (uiz) =Puzj2U w (uzj) 8z, z 6= s, z 6= t.÷ÅÌÉÞÉÎÏÀ �ÏÔÏËÁ jwj ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÕÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉw �Ï ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÄÕÇÁÍ: Pusi2U w (usi) = jwj.÷ ÚÁÄÁÞÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ÎÁÌÏÖÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ �ÏÔÏË �Ï ÄÕÇÁÍ uij 2 U 0 � U ÍÏÖÅÔ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔ ÞÉÓÌÏ xij = gl 2 G, ÔÏÅÓÔØ w (uij) � xij , ÇÄÅ G = fg1; g2; :::; g�g | ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï; �ÒÉÞÅÍ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ xij Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÅÍ ÉÚ � ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á G, ÔÏ ÅÓÔØ x = (xi1j1 ; xi2j2 ; :::; xikjk ) 2 Ek�n (G), ÇÄÅn | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÓÎÏ×Ù [2℄.îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ× [3℄ É ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ.íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÚÁÄÁÞÉ. ðÕÓÔØ �ÏÔÏË �Ï ÄÕÇÅ uij ,ÒÁ×ÅÎ yij , ÔÏ ÅÓÔØ yij = w (uij). úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ xij ,yij : f = Xujt2U yjt ! max; (1)�ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ: ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÂÁÌÁÎÓÁ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ243



Xuiz2U yiz = Xuzj2U yzj ; z 6= t; z 6= s; (2)ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÏ�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÄÕÇ0 � yij � bij 8uij 2 U; (3)É �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈyij � xij 8uij 2 U; (4)x = (xi1j1 ; xi2j2 ; : : : ; xikjk ) 2 Ek�n (G) : (5)úÁÄÁÞÁ (1){(5) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Å×ËÌÉ-ÄÏ×ÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑÈ [2℄.íÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ.éÚ×ÅÓÔÎÙ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑÈ (ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2{5℄), ËÏÔÏÒÙÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ [3℄. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ�ÏÔÏËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP-ÔÒÕÄÎÏÊ.õÞÉÔÙ×ÁÑ NP-ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ, ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔ-ËÁ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×. ÷ [6℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ "ÖÁÄÎÙÊ" ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ. éÄÅÑ ÍÅÔÏÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÜÔÁ�ÅÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÁÍÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ �ÕÔØ ÉÚ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ × ÓÔÏË (ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ�ÕÔÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ, ÔÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÕÔØ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊÓ�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ). úÁÔÅÍ xij ÓÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ �ÕÔÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÔ ÄÏ-�ÕÓÔÉÍÙÊ �ÏÔÏË �Ï ÜÔÏÍÕ �ÕÔÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑÓÅÔØ É Ô. Ä. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. ÷ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÖÁÄÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ T (n) = O(jU jnjw�j),ÇÄÅ jU j | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÕÇ × ÇÒÁÆÅ, n |ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× × ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Å G, jw�j | ÉÓËÏÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ ×ÅÔ×ÅÊ É ÇÒÁÎÉ� ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑÚÁÄÁÞÉ. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ÄÕÇÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÌÏÖÅÎÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ: u1, u2, : : :, uk. ëÁË ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÒÅËÏÒÄÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖ-ÎÏ ×ÚÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÖÁÄÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÅÔÁ�ÏÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ244



ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ (ÂÅÚ ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ), ÎÁÞÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÎËÏÊ | ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.÷ÅÔ×ÌÅÎÉÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ui �ÏÌÁÇÁÅÍ xi ÒÁ×ÎÙÍ ×ÓÅÍ ÄÏÓÔÕ�-ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÉÚ G (�Ï �ÏÒÑÄËÕ). ï�ÅÎËÏÊ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó �ÒÏ�ÕÓËÎÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ b�ij = min(bij ; xij). åÓ-ÌÉ Ï�ÅÎËÁ ÂÏÌØÛÅ ÒÅËÏÒÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅ, ÉÎÁ-ÞÅ | ÏÔÓÅËÁÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË). éÚÍÅÎÑÑi = 1; 2; : : : ; k É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕ ÎÁÈÏÄÉÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. æÏÒÄ ì. ò., æÁÌËÅÒÓÏÎ ä. ò. ðÏÔÏËÉ × ÓÅÔÑÈ. | í.: íÉÒ, 1966.2. óÔÏÑÎ à. ç., åÍÅ� ï. ï. �ÅÏÒÉÑ É ÍÅÔÏÄÙ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÎÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ. | ë.: óäï, 1993. | 188 Ó.3. åÍÅ�Ø ï. ï., åÍÅ�Ø å. í., ïÌÅËÓÊÞÕË à. æ. úÎÁÈÏÄÖÅÎÎÑÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÕ × ÍÅÒÅÖi Ú ÄÏÄÁÔËÏ×ÉÍÉ ËÏÍÂiÎÁÔÏÒÎÉÍÉ ÏÂ-ÍÅÖÅÎÎÑÍÉ // �Á×ÒÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÓÔÎÉË ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. |2011. | � 1. | ó. 43{50.4. åÍÅ� ï. á., åÍÅ� å. í., ïÌÅËÓÉÊÞÕË à. æ. ðÒÑÍÏÊ ÍÅÔÏÄÏÔÓÅÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙ-ÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | 2011. |� 6. | C. 116{124.5. âÁÒÂÏÌÉÎÁ �. î., åÍÅ� ï. á. ðÏÌÎÏÓÔØÀ �ÅÌÏÞÉÓÅÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄÏÔÓÅÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑÈ // öÕÒÎ. ×ÙÞÉÓÌ. ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍ. ÆÉÚÉËÉ. |2005. | �. 45, � 2. | ó. 254{261.6. åÍÅ� ï. á., åÍÅ� å. í., ïÌÅËÓÉÊÞÕË à. æ. íÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ 3-Ê ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ, Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ É ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ" (ëÉÛÉÎÅ×, 19{23 ÍÁÒÔÁ 2012 Ç.). | ëÉ-ÛÉÎÅ×: ü×ÒÉËÁ, 2012. | ó. 333{337.
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H-ðåòéíå�ò é L-ïëòõöåîéå íá�òïéäáá. î. éÓÁÞÅÎËÏ, ñ. á. éÓÁÞÅÎËÏ (íÉÎÓË)áËÓÉÏÍÁÔÉÚÁ�ÉÑ ÍÁÔÒÏÉÄÁ ÍÏÖÅÔ �ÒÏ×ÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ: ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÂÁÚÉÓÁ, �ÉËÌÁ, ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÎ-ÇÁ, ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÇÉ�ÅÒ-�ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. õÞÉÔÙ×ÁÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ, ÍÁÔÒÏÉÄ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁËÖÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÂÁÚÉÓÏ×, ËÏ�ÉËÌÏ× É Ô. Ä. ó×ÏÊÓÔ×Á ÕËÁÚÁÎÎÙÈ�ÏÎÑÔÉÊ ÍÁÔÒÏÉÄÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1{3℄.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ ××ÏÄÑÔÓÑ Ä×Á ÎÏ×ÙÈ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÎÑ-ÔÉÑ ÄÌÑ ÍÁÔÒÏÉÄÁ (H-�ÅÒÉÍÅÔÒ É L-ÏËÒÕÖÅÎÉÅ) É �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÁËÓÉ-ÏÍÁÔÉÚÁ�ÉÑ ÍÁÔÒÏÉÄÁ ÎÁ ÉÈ ÏÓÎÏ×Å. äÁÀÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÔÉÍ �ÏÎÑÔÉÑÍ ÏÒÁËÕÌÏ×, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊÓ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ÎÉÍ ÄÒÕÇÉÈ ÏÒÁËÕÌÏ×.ðÕÓÔØ (S; F ) ÍÁÔÒÏÉÄ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× F . H-�ÅÒÉÍÅÔÒÏÍ ÍÁÔÒÏÉÄÁ (S; F ) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀH : 2S ! f0; :::; jSjg ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ H(A) = maxfjCj : C �A;C � �ÉËÌg, ÅÓÌÉ A ÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É (A) = 0, ÅÓÌÉ A 2 F .�ÅÏÒÅÍÁ 1. (áËÓÉÏÍÙ H-�ÅÒÉÍÅÔÒÁ). æÕÎË�ÉÑ H : 2S !! f0; :::; jSjg Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ H-�ÅÒÉÍÅÔÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÔÒÏ-ÉÄÁ (S; F ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ-×ÉÑ:H1) ÅÓÌÉ H(X) > 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y � X, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ H(X) = H(Y ) = jY j;H2) ÅÓÌÉ X � Y , ÔÏ H(X) � H(Y );H3) ÅÓÌÉ H(X) = jX j, ÔÏ H(Xnx) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 X;H4) ÅÓÌÉ H(X) = jX j; H(Y ) = jY j; X 6= Y; x 2 X \ Y , ÔÏH((X [ Y )nx) > 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ (S; F ) ÍÁÔÒÏÉÄ É ÆÕÎË-�ÉÑ H : 2S ! f0; :::; jSjg Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ H-�ÅÒÉÍÅÔÒÏÍ. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÕÓÌÏ×ÉÑ H1) ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ H .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ H2). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ X � Y . ðÕÓÔØ C { �ÉËÌÍÁÔÒÏÉÄÁ (S; F ), �ÒÉÞÅÍ C � Y É H(Y ) = jCj. ðÏÌÕÞÉÍ X � Y � C,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, H(X) � jCj = H(Y ).òÁ×ÅÎÓÔ×Ï H(X) = jX j ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÏÍ ÍÁÔÒÏ-ÉÄÁ (S; F ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Xnx 2 F ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 X , ÞÔÏ ×ÌÅÞÅÔH(Xnx) = 0.åÓÌÉ H(X) = jX j; H(Y ) = jY j, ÔÏ X É Y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �É-ËÌÁÍÉ ÍÁÔÒÏÉÄÁ (S; F ). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÁËÓÉÏÍÁÍ �ÉËÌÏ× �ÒÉ246



X 6= Y; x 2 X \ Y , ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÉËÌ C ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ C � (X [ Y )nx.�Ï ÅÓÔØ H((X [ Y )nx) � jCj > 0.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ S { ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á H : 2S !! f0; :::; jSjg ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ H1){H4). ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× # = fX jX 2 2S ; H(X) = jX jg ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á S. ðÕÓÔØ X 2 #. ÷ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Y ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Y 2 #. �ÏÇÄÁ H(Y ) =jY j É Y � Xnx ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x 2 X . ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ H2) �ÏÌÕÞÉÍH(Xnx) � H(Y ) = jY j > 0, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ H3). �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ,C1) ÅÓÌÉ X;Y ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ #, ÔÏ Y ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ X .÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ H4) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏC2) ÅÓÌÉ X;Y 2 # É x 2 X \ Y , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Z 2 # ÔÁËÏÅ, ÞÔÏZ � (X [ Y )nx.õÓÌÏ×ÉÑ C1), C2) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ �ÉËÌÏ× ÍÁÔÒÏÉÄÁ. óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, # Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÉËÌÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ (S; F ),ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ.L-ÏËÒÕÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÏÉÄÁ (S; F ) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ 'L : 2S !! f1; :::; jSj;1g, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ 'L(A) = minfjLj : A � L;L | ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØg, ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ A ÍÅÎØÛÅ ÒÁÎÇÁ S, É 'L(A) =1, ×�ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÁËÓÉÏÍÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÅÊ �ÏÌÕÞÉÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. æÕÎË�ÉÑ 'L : 2S ! f1; :::; jSj;1g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ L-ÏËÒÕ-ÖÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ (S; F ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÄÌÑ ÎÅÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:L1) ÅÓÌÉ 'L(X) < 1, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y � X, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ 'L(X) = 'L(Y ) = jY j;L2) ÅÓÌÉ X � Y , ÔÏ 'L(X) � 'L(Y );L3) ÅÓÌÉ 'L(X) = jX j < 1, ÔÏ 'L(X [ x) = 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏx 2 SnX;L4) ÅÓÌÉ 'L(X) = jX j; 'L(Y ) = jY j; X 6= Y; x 2 X [ Y , ÔÏ'L((X \ Y ) [ x) <1.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ L-�ÅÒÉÍÅÔÒÁ ÍÁÔÒÏÉÄÁ (S; F ) ËÁË ÆÕÎË�ÉÀL : 2S ! f0; :::; jSjg ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ L(A) = minfjCj : C � A;C | �ÉËÌg, ÅÓÌÉ A ÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É L(A) = 0, ÅÓÌÉ A 2 F .áËÓÉÏÍÙ L-�ÅÒÉÍÅÔÒÁ �ÏÌÕÞÉÍ, ÚÁÍÅÎÉ× × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÚÎÁË ÎÅÓÔÒÏÇÏ-ÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ÚÎÁË ÎÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÕÓÌÏ×ÉÉ H2). 247



H-ÏËÒÕÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÏÉÄÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ 'H : 2S !! f1; :::; jSj;1g, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ 'H (A) = maxfjH j : A �� H; H | ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØg, ÅÓÌÉ ÒÁÎÇ A ÍÅÎØÛÅ ÒÁÎÇÁ S, É'(A) =1, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. úÁÍÅÎÑÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2, × ÕÓÌÏ×ÉÉ L2),ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï,�ÏÌÕÞÉÍ ÁËÓÉÏÍÙ ÆÕÎË�ÉÉ 'H .H-�ÅÒÉÍÅÔÒ, L-�ÅÒÉÍÅÔÒ, H-ÏËÒÕÖÅÎÉÅ É L-ÏËÒÕÖÅÎÉÅ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ Ë (S; F ) ÍÁÔÒÏÉÄÁ (S; F �) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ H-ËÏ�ÅÒÉÍÅÔÒÏÍ, L-ËÏ�ÅÒÉÍÅÔÒÏÍ, H-ËÏÏËÒÕÖÅÎÉÅÍ, L-ËÏÏËÒÕÖÅÎÉÅÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �H ; �L; '�H ; '�L. ðÏÌÕÞÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ X =2 FH(X) = jSj � '�L(S nX); L(X) = jSj � '�H (S nX);ÅÓÌÉ �(X) < �(S), ÔÏ'H (X) = jSj � �L(S nX); 'L(X) = jSj � �H(S nX):äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÒÁËÕÌ u ËÁË ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅWu : (2S ; �(S)) ! E(u). úÄÅÓØ �(S) | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÍÁ-ÔÒÏÉÄÏ× ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S; E(u) = f0; :::; jSjg ÄÌÑ H-�ÅÒÉÍÅÔÒÁ, H-ËÏ�ÅÒÉÍÅÔÒÁ, L-�ÅÒÉÍÅÔÒÁ, L-ËÏ�ÅÒÉÍÅÔÒÁ,E(u) = f1; :::; jSj;1g ÄÌÑH-ÏËÒÕÖÅÎÉÑ, H-ËÏÏËÒÕÖÅÎÉÑ, L-ÏËÒÕÖÅÎÉÑ, L-ËÏÏËÒÕÖÅÎÉÑ. äÌÑÏÒÁËÕÌÏ×, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × ÒÁÂÏÔÁÈ [2,3℄, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏ-ÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ïÒÁËÕÌÙ \ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ", \ËÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ", \ÂÁÚÉÓ",\ËÏÂÁÚÉÓ", \�ÉËÌ", \ËÏ�ÉËÌ", \ÒÁÎÇ", \ËÏÒÁÎÇ", \ÏÓÔÏ×ÎÏÅ", \ËÏ-ÏÓÔÁ×ÎÏÅ", \ÚÁÍÙËÁÎÉÅ", \ËÏÚÁÍÙËÁÎÉÅ", \�ÌÏÓËÏÓÔØ", \ËÏ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØ", \ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ", \ËÏÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ", \�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ",\ËÏ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÅ" �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ Ó×ÏÄÉÍÙ Ë ÏÒÁËÕÌÕ \H-�ÅÒÉÍÅÔÒ"É ÏÒÁËÕÌÕ \L-ÏËÒÕÖÅÎÉÅ".ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Welh D. J. Matroid Theory. | London: Aademi Press., 1976.2. éÓÁÞÅÎËÏ á. î. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÏÉÄÎÙÈ ÏÒÁ-ËÕÌÏ× // éÚ×ÅÓÔÉÑ áî âóóò. CÅÒ. ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1984. |÷Ù�. 6. | ó. 33{36.3. éÓÁÞÅÎËÏ á. î., òÅ×ÑËÉÎ á. í. ï Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÏÉÄÎÙÈ ÏÒÁ-ËÕÌÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË íçáäá. óÅÒ.: æÉÌÏÓÏÆÓËÉÅ, ÓÏ�ÉÁÌØÎÙÅ É ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ. | 2011. | ÷Ù�. 3. | ó. 117{127.
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âáúï÷ï õðïòñäïþåîîùå íá�òïéäùá. î. éÓÁÞÅÎËÏ (íÉÎÓË), A. í. òÅ×ÑËÉÎ (íÏÓË×Á)éÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔ [1{5℄. ðÕÓÔØP (S) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S. óÉ-ÓÔÅÍÁ I � P (S) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ M =(S; I), Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ I | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: (i1) � 2 I; (i2) ÅÓÌÉ A � B É B 2 I, ÔÏ A 2 I;(i3) ÅÓÌÉ A;B 2 I É jAj > jBj, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ a 2 A n B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏB [ fag 2 I.íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊÍÁÔÒÏÉÄÁ M .ðÁÒÁM = (S;B), ÇÄÅ B { ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (ÂÁÚ) ÉÚ S, ÏÂÒÁ-ÚÕÅÔ ÍÁÔÒÏÉÄ, ÅÓÌÉ: (b1) ÎÉËÁËÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÙ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ; (b2) ÅÓÌÉ B1; B2 2 B É x 2 B1, ÔÏ (B1 nfxg)Sfyg 2 BÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ y 2 B2. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A 2 I(M), ÅÓÌÉÎÁÊÄÅÔÓÑ B 2 B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A � B.íÁÔÒÏÉÄ M ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÂÁÚ B1, B2 ÍÁÔÒÏÉÄÁ M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÂÉ-ÅË�ÉÑ � : B1 ! B2, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 B1 ËÁË (B1 n fxg) [ f�(x)g,ÔÁË É (B2 nf�(x)g)[fxg Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÁÍÉ ÍÁÔÒÏÉÄÁM . óËÁÖÅÍ, ÞÔÏÍÁÔÒÏÉÄM Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ ÂÁÚ B1, B2 ÍÁÔÒÏÉÄÁM ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÂÉÅË�ÉÑ � : B1 ! B2,ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A � B1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (B1 n A) [ �(A) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M . ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (B2 n �(A)) [A ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M . ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÏÎ |ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ. îÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.ðÒÉ×ÅÄ£Í ÒÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ É ÓÔÒÏÇÏÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×.ëÌÁÓÓ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ É ËÌÁÓÓ ÓÔÒÏÇÏ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× ÚÁÍËÎÕÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ, ×ÚÑÔÉÑ ÍÉÎÏ-ÒÏ× É �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÁÔÒÏÉÄÁÍ.�ÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ É ÇÁÍÍÏÉÄÙ [6{8℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÍÁÔÒÏÉÄÁÍÉ.ãÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÒÏÉÄ M(K4) �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ K4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏ×ÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ.íÁÔÒÏÉÄ M ÎÁ 9-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �Á��Ï×ÙÍ,ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ðÁ��Á. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÁÔÒÏÉÄ äÅÚ-ÁÒÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. åÓÌÉ × ÍÁÔÒÏÉÄÅ ðÁ��Á ÏÄÎÕ �ÒÑÍÕÀ249



ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÒÅÍÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅ-ÍÙÊ ÎÅ�Á��Ï× ÍÁÔÒÏÉÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ �ÏÌÅÍ.îÅ�Á��Ï× ÍÁÔÒÏÉÄ [1℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ,ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÍÍÏÉÄÏÍ.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÏÉÄ æÁÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏ×Ï Õ�Ï-ÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ.ðÕÓÔØ M | ÍÁÔÒÏÉÄ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S, x 2 S É y =2 S. ðÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M ÎÁ x; y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄsM(x; y) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å SS y, ÂÁÚÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÉÄÁ BS y, ÅÓÌÉ B { ÂÁÚÁ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M , ÉÌÉ BS x, ÅÓÌÉ B | ÂÁ-ÚÁ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M É x =2 B. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉ-ÅÍ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄ pM(x; y) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å SS y,ÂÁÚÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÁÚÙ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ(Bnx)S y, ÅÓÌÉ x 2 B, ÇÄÅ B | ÂÁÚÁ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M . íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ (sM(x; y))� = pM�(x; y). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄ N , ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ M Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÅÒÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÇÁÍÍÏÉÄÁ (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÍÍÏÉÄ(ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ).ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏ-ÉÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅ-ÓËÉÍ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊÍÁÔÒÏÉÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÓÅÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕÄÌÑ ÇÒÁÆÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÓÅÔØ, É �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ ÜÔÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÓÅÔØ [1℄.äÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊÄÌÑ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ M | ÂÉÎÁÒÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ. �ÏÇÄÁ ÜË×É×ÁÌÅÔ-ÎÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ : 1) M | ÇÁÍÍÏÉÄ; 2) M |ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊÍÁÔÒÏÉÄ; 3) M | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÓÅÔØ; 4) M ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÉÎÏÒÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M(K4) �ÏÌÎÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ K4. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ ÂÉÎÁÒÎÙÊ ÂÁÚÏ× Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊÍÁÔÒÏÉÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ.ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×,B | ÍÁÔÒÏÉÄÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,250



C | ÓÔÒÏÇÏ ÂÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ, D | ÇÁÍÍÏÉÄÙ, E |ÓÔÒÏÇÉÅ ÇÁÍÍÏÉÄÙ, F | ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ É G | ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ. �ÏÇÄÁ: D � CTB �ATB, C � A, BnA 6= ; [7℄; �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÒÏÉÄ M(K4) �ÏÌ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ 4 ×ÅÒÛÉÎÁÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ AnC É AnB;ESF � D, G � ETF ; �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÒÏÉÄM(K3;2) 2 EnF ;M |ÓÔÒÏÇÉÊ ÇÁÍÍÏÉÄ [6℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÅÍÕM� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.÷ ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ ÔÁËÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÏÉÄ-ÎÙÈ ÏÒÁËÕÌÏ× [9℄. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Welsh D. J. A. Matroid theory. | London: Aad. Press, 1976.2. Reski A. Matroid theory and its appliations in eletri networktheory and in statis. | Budapest: Akad. Kiado, 1989.3. Oxley J. G. Matroid theory. | N.Y.: Oxford University Press,1992 É 2006.4. Revyakin A. M. Matroids // J. Math. Si. | 2002. | V. 108,� 1. | C. 71{130.5. òÅ×ÑËÉÎ á. í. íÁÔÒÏÉÄÙ: ËÒÉ�ÔÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍÉ ÖÅÓÔËÏÓÔØ ÆÅÒÍ // ÷ÅÓÔÎÉË íçáäá. óÅÒÉÑ "æÉÌÏÓÏÆÓËÉÅ, ÓÏ-�ÉÁÌØÎÙÅ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ". ÷Ù�. 5. | í.: íçáäá, 2010. |C. 96{106.6. Ingleton A. W., Pi� M. J. Gammoids and transversal matroids //J. Combin. Theory. | 1973. | B15, � 1. | P. 51{68.7. Ingleton A. W. Transversal matroids and related strutures //Higher Combinatoris. | Dordreht, Boston, 1977. | C. 117{131.8. Mason J. H. Matroids as the study of geometrial on�gurations //Higher Combinatoris. | Dordreht, Boston, 1977. | ó. 133{176.9. éÓÁÞÅÎËÏ á. î., òÅ×ÑËÉÎ á. í. ï Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÁÔÒÏÉÄÎÙÈ ÏÒÁ-ËÕÌÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË íçáäá. CÅÒ. "æÉÌÏÓÏÆÓËÉÅ, ÓÏ�ÉÁÌØÎÙÅ É ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ". | 2011. | ÷Ù�. 3. | ó. 117{127.
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üë÷é÷áìåî�îïó�ø ðòá÷éì íüúïîáäìñ ðåòåäá�ïþîïê æõîëãéé ÷ çòáæåóéçîáìøîùè ðï�ïëï÷ ïóîï÷îïêæïòíõìå íå�ïäá �òáîóæåò-íá�òéãùì. í. ëÏÇÁÎÏ× (íÏÓË×Á)1. çÒÁÆÙ ÓÉÇÎÁÌØÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× (ÓÉÇÎÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ) ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÁÄÅË×ÁÔÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Á×-ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÇÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ [1, ÇÌ. 2, Ó. 90{157℄, ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊÜÌÅËÔÒÏÔÅÈÎÉËÅ [2, ÇÌ. 2, ÒÁÚÄ. 2.5, Ó. 41, ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ â É ÷ ÎÁ Ó. 161{164℄, ÔÅÏÒÉÉ Ó×£ÒÔÏÞÎÙÈ ËÏÄÏ× [3, Ó. 230{234, 238{244, 277{290℄ É × ÒÑ-ÄÅ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ [4, Ó. 155{169, 188{198℄. ðÒÉ ÜÔÏÍÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÁÇÁÀÝÉÍÉ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÄÌÑ ÒÁÓÞ£ÔÁ �ÅÒÅÄÁÔÏÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ(ËÏÒÏÔËÏ | �ÅÒÅÄÁÞÉ) ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÕÚÌÁÍÉ (×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ-ÍÉ) ÓÉÇÎÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ: ÏÔÄÅÌØÎÏ × ×ÉÄÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÇÒÁÆÁ | ÄÌÑÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, É ÏÔÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ (ÍÉÎÏÒÁÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÎÁËÁ), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Ä×ÕÍ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ �ÏÌÀ-ÓÁÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÁ íÜÚÏÎÁ (íÅÊÓÏÎÁ × ÄÒÕÇÏÊ ÔÒÁÎÓËÒÉ��ÉÉ) [5,ÇÌ.4, Ó. 117{122, 125{126; 2, Ó. 141, 161{162℄.íÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ �ÅÒÅÈÏÄÏ×, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �Ï ÎÁÇÒÕÖÅÎ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÓÍÅÖÎÏÓÔÅÊ (weighted adjaeny matrix), ÍÏÖÅÔ ÔÒÁË-ÔÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÓÉÇÎÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ. üÔÏ ÖÅ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ É ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ Ä×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÉËÁ [6, 7℄. á �ÅÒÅÄÁÞÁÍÅÖÄÕ �ÏÌÀÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊÆÕÎË�ÉÉ �ÕÔÅÊ �Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÅÍÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ | ÄÌÉÎÅ �ÕÔÉ (ÞÉ-ÓÌÕ �ÒÏÊÄÅÎÎÙÈ ÄÕÇ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ). ðÅÒÅÄÁÞÁ, ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÅÓÔØÓÕÍÍÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÁÇÒÕÚÏË ×ÄÏÌØ ×ÓÅÈ �ÕÔÅÊ.îÁ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÎÏ ÂÅÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ × �ÅÒÅ-ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ, ÂÙÌÏ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ×�ÅÒ×ÙÅ ÕËÁÚÁÎÏüÎÄÒÀ ÷ÉÔÅÒÂÉ (Andrew Viterbi) × [8, p. 755℄. �ÁÍ × �ÅÒ×ÏÍ ÁÂÚÁ�Å×ÔÏÒÏÊ ËÏÌÏÎËÉ Ó�ÒÁ×Á ÷ÉÔÅÒÂÉ �ÒÑÍÏ �ÉÛÅÔ: "Now we may evaluatethe generating funtion of all path merging with all zeros at the j-th nodelevel simply by evaluating the generating funtions of all the weights ofthe output sequenes of the �nite-state mahine". é, ÄÁÌÅÅ, × �ÏÄÓÔÒÏÞ-ÎÏÍ �ÒÉÍÅÞÁÎÉÉ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ, ÞÔÏ: "Alternatively, this an be regardedas a transfer-funtion of the diagram as a signal ow graph". (íÙ ÎÁÍÅ-ÒÅÎÎÏ ÄÁ£Í ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ ÉÚ ÜÔÏÊ ÓÔÁ×ÛÅÊ × ÔÅÏÒÉÉ Ó×£ÒÔÏÞÎÙÈ ËÏÄÏ×ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÅÚ �ÅÒÅ×ÏÄÁ | ì. ë.).á×ÔÏÒÕ ÎÁ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ×�ÅÒ×ÙÅ ÕËÁÚÁÌ ì. î. âÏÎÄÁÒÅÎ-ËÏ (ËÁÆÅÄÒÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ðÅÎÚÅÎÓËÏÇÏ çõ) × ÄÉÓËÕÓÓÉÑÈ252



�Ï ÄÏËÌÁÄÁÍ Á×ÔÏÒÁ [7, 9℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ ì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ÓÒÁÚÕ ÏÔÍÅ-ÔÉÌ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ �Ï íÜÚÏÎÕ Ó �ÏÍÏÝØÀÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ [5, ÇÌ.4℄ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÅÒÅÈÏÄÏ× É ÏÂßÅÍ-ÌÀÝÅÇÏ Ä×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÉËÁ. úÁÔÅÍ Á×ÔÏÒÏÍ [9℄, ÂÙÌÁ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÁ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÕÎÉÆÉ�ÉÒÕÀÝÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÌÉÑÎÉÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ,ÒÅÚËÏ Õ�ÒÏÝÁÀÝÁÑ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÌÉÂÏ, ÛÉÒÅ, ÏÂßÅÍÌÀÝÉÊ ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÊ Ä×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÉË.2. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÁ×ÉÌÁ íÜÚÏÎÁ ×ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÔÅÏÒÉÉ ÔÒÁÎÓÆÅÒ-ÍÁÔÒÉ�Ù [10, ÞÁÓÔØ I, ÒÁÚÄ. 4.7, ÔÅÏÒÅÍÁ 4.7.2, ÆÏÒÍÕÌÁ (34)℄. äÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÒÑÄÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÁËÔÏ× ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ [11, ÒÁÚÄ. 34 ÎÁ Ó. 53℄, [12, (ÌÀÂÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 11-ÇÏ), ÚÁÄÁÞÉ � 330 É � 227℄ É �ÏÎÑÔÉÉ �ÏÌÕÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÎÁËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å [13℄. ðÏÌÕÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÎÅ�Õ-ÓÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ-ÕÚÌÏ×) ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ (ompatible) Ó ÇÒÁ-ÆÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÒÇÒÁÆÙ, ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÂÌÏËÁÈ �ÏÌÕÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÓÕÔØ×ÓÅ ÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÅ ÎÅÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÎÔÕÒÙ ÇÒÁÆÁ,�ÒÉÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË. ïÄÎÏ ÉÚ �ÒÁ-×ÉÌ íÜÚÏÎÁ | ÄÌÑ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ �ÒÉÒÁÚÒÙ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ËÏÎÔÕÒÏ× �ÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÄÕÇÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÊ �ÏÌÀ-ÓÙ. ðÒÁ×ÉÌÁ ÚÎÁËÏ× ÄÌÑ Þ£ÔÎÏÓÔÅÊ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÂÏÉÈ �ÒÁ×ÉÌ íÜÚÏÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �É-ËÌÁ × �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�ÕÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ �ÉËÌÁ.3. ïÔÍÅÔÉÍ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, ÞÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÌÕÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, �ÒÁ×ÄÁ,Ó ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ, ÎÁÈÏÄÉÔ ËÒÏÍÅ ×ÙÛÅ-ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏ-ÖÄ£ÎÎÙÈ ÇÒÕ��, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÎÅËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ [14℄ ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ [15℄.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ ì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ÚÁ ÓÔÉÍÕÌÉÒÕÀÝÕÀ, �ÒÏÑÓ-ÎÑÀÝÕÀ ÓÕÔØ ÄÅÌÁ �ÅÒÅ�ÉÓËÕ. éÍÅÎÎÏ × �ÉÓØÍÅ Á×ÔÏÒÁ Ë ì. î. âÏÎ-ÄÁÒÅÎËÏ ÏÔ 25.04.2010 ÂÙÌÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �ÒÁËÓÅÌ äÖ. óÉÎÔÅÚ ÓÉÓÔÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÅÇÕÌÉÒÏ×Á-ÎÉÑ. | í.: íÁÛÇÉÚ, 1959.2. áÂÒÁÈÁÍÓ äÖ., ëÁ×ÅÒÌÉ äÖ. áÎÁÌÉÚ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÈ �Å�ÅÊ ÍÅ-ÔÏÄÏÍ ÇÒÁÆÏ×. | í.: íÉÒ, 1967.3. ÷ÉÔÅÒÂÉ á. ä., ïÍÕÒÁ äÖ. ë. ðÒÉÎ�É�Ù �ÉÆÒÏ×ÏÊ Ó×ÑÚÉ ÉËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ. | í.: òÁÄÉÏ É Ó×ÑÚØ, 1982.4. ÷ÏÌØËÅÎÛÔÅÊÎ í. ÷. æÉÚÉËÁ ÆÅÒÍÅÎÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1967.253



5. íÜÚÏÎ ó., ãÉÍÍÅÒÍÁÎ ç. üÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ �Å�É, ÓÉÇÎÁÌÙ É ÓÉÓÔÅ-ÍÙ. | í.: éì, 1963.6. ëÏÇÁÎÏ× ì. í. ðÅÒÅÄÁÔÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ (ÞÁÓÔØ I). // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ �ÅÄÁÇÏÇÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. \éÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉÚÁ�ÉÑ ÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ". | 2008. | � 1 (12). | C. 30{39.7. ëÏÇÁÎÏ× ì. í. òÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÅÔÏÄÁ ÔÒÁÎÓÆÅÒ-ÍÁÔÒÉ�Ù × �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ // äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ: VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ (íÏÓË×Á, 6{9 Á�ÒÅ-ÌÑ 2009 Ç.). �ÒÕÄÙ. | í: éÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉëíçõ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á; íáëó ðÒÅÓÓ, 2009. | Ó. 130{131.8. Viterbi A. J. Convolutional odes and their performane in om-muniation systems // IEEE Transations on ommuniations tehnol-ogy. | 1971. | V. COM-19, � 5. | P. 751{772.9. ëÏÇÁÎÏ× ì. í. òÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÅÔÏÄÁ ÔÒÁÎÓÆÅÒ-ÍÁÔÒÉ�Ù × �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ. III: ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÌÉÑÎÉÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ è íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ \äÉÓËÒÅÔÎÁÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É Å£ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010). |C. 236{239.10. óÔÅÎÌÉ ò. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ (ÞÁÓÔØ I-Ñ). |í.: íÉÒ, 1990.11. îÅÔÔÏ å. îÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. | ïÄÅÓÓÁ: Mathesis,1912.12. æÁÄÄÅÅ× ä. ë., óÏÍÉÎÓËÉÊ é. ó. úÁÄÁÞÉ �Ï ×ÙÓÛÅÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. |óðÂ: ìÁÎØ, 2001 Ç.13. ëÏÇÁÎÏ× ì. í. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×Á �ÒÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ // �Casopis pro p�estov�ani matematiky. | 1987.| V. 12,� 1. | P. 58{65.14. Armstrong C., Mingo J. A., Speiher R., Wilson J. C. H. The non-ommutative yle lemma // J. Combin. Theory. Series A. | 2010. |A117. | P. 1158{1166.15. Dershowitz N., Zaks S. The yle lemma and some appliations //European J. of Combinatoris. | 1990. | V. 11, � 1. | P. 35{40.
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ðòïéú÷ïäñýéå æõîëãéé ÷ úáäáþå ï òáîãå÷. ë. ìÅÏÎÔØÅ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÎ�Å Ó ÂÕÌÅ×ÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙ-ÍÉ nXj=1 jxj ! max;nXj=1 ajxj � b;xj 2 f0; 1g: (1)íÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÚÁÄÁÞÉ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅÞÉÓÌÁ. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÚÁÄÁÞÉ (1) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏVb(a1; : : : ; an) (0; 1)-ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁnXj=1 ajxj � b: (2)ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Vb(a1; : : : ; an) Ó×ÑÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀÆÕÎË�ÉÀ Pb(z1; : : : ; zn) = Xfx1;:::;xngPnj=1 ajxj�b za1x11 : : : zanxnn :ìÅÍÍÁ 1. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ1Xr=0 Pr(z1; : : : ; zn)ur = (1 + (z1u)a1) : : : (1 + (znu)an)1� u :þÅÒÅÚ Vb ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ (0; 1)-ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁVb = 12�i Ijuj=� (1 + ua1) : : : (1 + uan)ub+1(1� u) du;ÇÄÅ � < 1. 255



óÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁf(x1; : : : ; xn) = nXj=1 jxjÎÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ Vb(a1; : : : ; an):Fb(z1; : : : ; zn) = XPnj=1 ajxj�b z1x11 : : : znxnn :ìÅÍÍÁ 2. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÆÏÒÍÕÌÁ1Xr=0Fr(z1; : : : ; zn)ur = (1 + z11 ua1)(1 + z22 ua2) : : : (1 + znn uan)1� u :ðÕÓÔØ �b(z) = Fb(z; : : : ; z).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ�b(z) = 12�i Ijuj=� (1 + z1ua1) : : : (1 + znuan)ub+1(1� u) du;ÇÄÅ � < 1.ñÓÎÏ, ÞÔÏ �b(1) = Vb | ÏÂßÅÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ (2).äÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÁ �b(z) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ�b(z) = 1Xk=0Akzk;ÇÄÅ Ak | ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Vb(a1; : : : ; an), ÉÍÅÀÝÉÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ �ÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÒÁ×ÎÏÅ k. ñÓÎÏ, ÞÔÏmaxVb f(x1; : : : ; xn) = maxk fk : Ak � 1g:åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅVb(a1; : : : ; an) É �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ P (z) ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ f , ÔÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ P (z) = �b(z)�b(1) :256



äÌÑ \ÓÒÅÄÎÅÇÏ" ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(Vb) �ÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÎÁVb(a1; : : : ; an) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 3. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ�f(Vb) = nXk=1 k �1� Vk(b)Vb � ;ÇÄÅ Vk(b) | ÜÔÏ ÏÂßÅÍ �ÒÏÅË�ÉÉ Vb(a1; : : : ; an); Ô. Å. ÞÉÓÌÏ (0; 1)-ÒÅ-ÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Xj 6=k ajxj � b:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïmax f(x1; : : : xn) � nXk=1 k � nXk=1 k Vk(b)Vb :òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ11{01{00398. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óÉÇÁÌ é. è., é×ÁÎÏ×Á á. ð. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × �ÒÉËÌÁÄÎÏÅ ÄÉÓÒÅÔÎÏÅ�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2002.2. ëÕÚÀÒÉÎ î. î., æÏÍÉÎ ó. ÷. üÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ | í.: íæ�é, 2007.ðòïó�ùå òåûå�ïþîùå íá�òéãùîáä äéó�òéâõ�é÷îùíé òåûå�ëáíé÷. å. íÁÒÅÎÉÞ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ (P;^;_;�) | ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÎÕÌÅÍ e0 É ÅÄÉÎÉ-�ÅÊ e1. íÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ P , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÁ É ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á A = BC, ÇÄÅ B;C 2 Pn�n, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ BÉÌÉ C | ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3℄, [4℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ÆÁËÔÙ: ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ 2; ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÍÉ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ; ÎÁÊÄÅÎÙ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ n � n ÍÁÔÒÉ�, ÇÄÅ n � 3; ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙÓ×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÍÁÔÒÉ�. 257



òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÏÂÑ-ÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙ.ðÒÏÓÔÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ �Å�ÑÍÉ. ðÕÓÔØ (P;^;_;�) | �Å�Ø ÓÎÕÌÅÍ e0 É ÅÄÉÎÉ�ÅÊ e1.�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ �ÒÏÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.i) íÁÔÒÉ�Á A ×�ÏÌÎÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ.ii) íÁÔÒÉ�Á A �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å,� B11 0t�s0s�t Es�s � = B11 �Es�s;ÇÄÅ B11 | ×�ÏÌÎÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ t � t ÍÁÔÒÉ�Á, ÞÉÓÌÁ 1 �s; t � n� 1, s+ t = n.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ 1 � t � n. åÓÌÉ �ÒÏÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á B 2 P t�t;ÔÏ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ B �E(n�t)�(n�t) | �ÒÏÓÔÁÑ n� n ÍÁÔÒÉ�Á.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ É ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� �ÒÏÓÔÏÊ ÍÁÔ-ÒÉ�Ù A 2 Pn�n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÕÌØ e0 É ÅÄÉÎÉ�Õ e1.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.i) ëÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ×ÉÄÁ0� e0 � �� e0 �� � e0 1A ; (1)ÇÄÅ ÎÁ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀÔÁË; ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ É ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÍÁÔÒÉ�Ù (1) ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ e1; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ.ii) ëÁÖÄÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ 3�3 ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ (1).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÅÒÍÁÎÅÎÔÙ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ �Å�ÑÍÉ ÍÏÇÕÔ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.ðÒÏÓÔÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ �ÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÒÅÛÅÔÏË.ðÕÓÔØ ÒÅÛÅÔËÁ (L;^;_;�) ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×-ÎÙÈ ÒÅÛÅÔÏË (Pz ;_;^;�) Ó ÎÕÌÅÍ e0 É ÅÄÉÎÉ�ÅÊ e1, ÇÄÅ ÉÎÄÅËÓ z 2 I .�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.i) íÁÔÒÉ�Á A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ P .ii) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ w 2 I ÔÁËÏÊ; ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ prw(A) Ñ×-ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ Pw; Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ258



u 6= w �ÒÏÅË�ÉÑ pru(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÎÁÄ ÒÅÛÅÔ-ËÏÊ Pu.ðÒÏÓÔÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÂÕÌÅÁÎÏÍ. ðÕÓÔØ U | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï, e0 = ;, e1 = U . âÕÌÅÁÎ Bul(U) ÅÓÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÄ×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �Å�ÅÊ,Bul(U) �= �Yz2U [;; fzg℄�;ÇÄÅ [;; fzg℄� | Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÁÑ �Å�Ø.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ n � 3. �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÙÍÉ n� n ÍÁÔÒÉ-�ÁÍÉ ÎÁÄ ÂÕÌÅÁÎÏÍ Bul(U) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁfugB + Xz2U�fug fzgM(�z); (1)ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔ u 2 U; B | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n�n;M(�z) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n � n ÎÁÄÄ×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ fe0;e1g.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ëÁÖÄÁÑ �ÒÏÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ ÂÕÌÅÁÎÏÍ ÅÓÔØ ÌÉ-ÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÅÒÍÁÎÅÎÔ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÂÕÌÅÁ-ÎÏÍ Bul(U) ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å e1 = U .ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ U | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔ u 2 U . íÁ-ÔÒÉ�Á A =  U � fug fug fugfug U � fug fugfug fug U � fug !| �ÒÏÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ ÂÕÌÅÁÎÏÍ Bul(U). íÁÔÒÉ�Á A ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÂÕÌÅÁÎÁ Bul(U).ðÒÏÓÔÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ. ðÕÓÔØ(P;^;_;�) | ÂÕÌÅ×Á ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÎÕÌÅÍ e0 É ÅÄÉÎÉ�ÅÊ e1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍLbul(A) ËÏÎÅÞÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ �ÏÄÒÅÛÅÔËÕ ÒÅÛÅÔËÉ P , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÕÀ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A 2 Pn�n.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n: óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.i) íÁÔÒÉ�Á A �ÒÏÓÔÁ ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ P:ii) íÁÔÒÉ�Á A �ÒÏÓÔÁ ÎÁÄ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ �ÏÄÒÅÛÅÔ-ËÏÊ Q ÒÅÛÅÔËÉ P; ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ �ÏÄÒÅÛÅÔËÕ Lbul(A).259



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÅÒÍÁÎÅÎÔ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÂÕÌÅ-×ÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ P ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å e1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Ù SM(n), SM(x; n), n � 3, ÇÄÅ x | ÁÔÏÍÒÅÛÅÔËÉ P , SM(n) = 0BBBB� e0 : : : e0 e1 e1e0 : : : e1 e0 e1: : : : : : : : :e1 : : : e0 e0 e1e1 : : : e1 e1 e0 1CCCCA ;
SM(x; n) = 0BBBB� �x : : : e0 x xe0 : : : x e0 x: : : : : : : : :x : : : e0 �x xx : : : x x �x 1CCCCA :åÓÌÉ n � 3, ÔÏ SM(x; n) | �ÒÏÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ P .�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ ÂÕÌÅ×Á ÒÅÛÅÔËÁ P ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎÁÔÏÍ: �ÏÇÄÁ ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ P ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÓÔÙÅ n�n ÍÁÔÒÉ�Ù,ÄÌÑ ×ÓÅÈ n � 3: ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kim K. X. Boolean matrix theory and appliations | New York:Marel Dekker, 1982.2. óÁÞËÏ× ÷. î., �ÁÒÁËÁÎÏ× ÷. å. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. | íÏÓË×Á: ÎÁÕÞÎÏÅ ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï "�÷ð", 2000.3. íÁÒÅÎÉÞ ÷. å. ðÒÏÓÔÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÙÍÉ ÒÅ-Û£ÔËÁÍÉ // æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ É �ÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2008. |T. 14, � 7. | Ó. 157{173.4. Marenih V. E. Prime lattie matries over distributive latties //Journal of mathematial Sienes. | 2010.| V. 164, � 2. | P. 260{271.�åïòåíá æòïâåîéõóá äìñ ðïìõçòõððù íá�òéãîáä äéó�òéâõ�é÷îïê òåûå�ëïêå. å. íÁÒÅÎÉÞ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ (P;^;_;�) | ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÎÕÌÅÍ e0 É ÅÄÉÎÉ-�ÅÊ e1, Pn�n | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n� n ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ P .260



óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ P Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑËÁË ÏÂÙÞÎÏ: ×ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ^, Á ×ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ _.ðÏÌÕÇÒÕ��Á hAi = fA;A2; A3; : : :g, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A 2Pn�n ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÁË ËÁË ÆÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA 2 Pn�n �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ L = Lattie(A).ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ ind(A) É�ÅÒÉÏÄ peri(A) ÍÁÔÒÉ�Ù A.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏGr(A) = fAind(A); Aind(A)+1; : : : ; Aind(A)+peri(A)�1g == Aind(A)fEn�n; A;A2; : : : ; Aperi(A)�1g| ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ peri(A) Ó ÅÄÉ-ÎÉ�ÅÊ Am, ÇÄÅ peri(A)jm; ind(A) � m < ind(A) + peri(A): íÁÔÒÉ�ÁAm | ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔ. ïÂÒÁÚÕÀÝÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕ��Ù Gr(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÁÔÒÉ�Á Ap, ÇÄÅ p � 1(modperi(A)); ind(A) � p < ind(A) + peri(A):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ En�n ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ n�n ÍÁÔÒÉ�Õ. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔ-ÒÉ�ÁM(�) = (m(�)ij) �ÏÒÑÄËÁ n Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ � 2 Sn,m(�)ij = � e1; j = �(i)e0; j 6= �(i); i; j = 1; : : : ; n:éÚ×ÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÒÅÛÅÔËÁ P = fe0;e1g; ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n; t =ind(A); s = rank(At): �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù B 2 Pn�s É C 2P s�n; ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M(�) 2 P s�s ÔÁËÁÑ;ÞÔÏ Gr(A) = BfEn�n;M(�); : : : ;M(�peri(A)�1)gC; At+j = BM(�j)C;j 2 N0: ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, C = [Es�s; D℄M(�); ÇÄÅ ÍÁÔÒÉ�Á D 2 P s�(n�s)É �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M(�) 2 Pn�n:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÒÅÛÅÔËÁ P = fe0;e1g; ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n:åÓÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÊ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ n; ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M(�) 2 Pn�n ÔÁËÁÑ; ÞÔÏGr(A) = Aind(A)fEn�n;M(�); : : : ;M(�peri(A)�1)g: (1)òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ É ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� A, ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1. 261



�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n; At � At�1M(�) ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ t � 1 É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙM(�): �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M(�) 2 Pn�nÔÁËÁÑ; ÞÔÏGr(A) = Aind(A)fEn�n;M(�);M(�2); : : : ;M(�peri(A)�1)g; (2)Aind(A)+j = Aind(A)M(�j); j � 0:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. äÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ j � ind(A),Gr(A) = AjfEn�n;M(�);M(�2); : : : ;M(�peri(A)�1)g:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.i) ðÅÒÉÏÄ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ lÔÁËÏÍÕ; ÞÔÏ Aind(A) = Aind(A)M(�l): ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÅÒÉÏÄ ÍÁÔÒÉ-�Ù A ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÏÒÑÄËÁ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �.ii) ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï peri(A) � minfm!; l!g; ÇÄÅ m |ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏË; l | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�ÙAind(A):iii) åÓÌÉ ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù Aind(A) �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fEn�n;M(�);M(�2); : : : ;M(�peri(A)�1)g | �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑÇÒÕ��Á.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n, At � M(�)At�1 ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ t � 1 É ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙM(�): �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á M(�) ÔÁËÁÑ;ÞÔÏ Gr(A) = fEn�n;M(�);M(�2); : : : ;M(�peri(A)�1)gAind(A); (3)Aind(A)+j =M(�j)Aind(A); j � 0:ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ P = [0; 1℄ | ÎÅÞÅÔËÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ. äÌÑ ÎÅÞÅÔËÏÊÍÁÔÒÉ�Ù A =  0 0; 1 10; 3 0 10 1 0; 2 !ÉÍÅÅÍ: Gr(A) = fA5; A6g;A4 =  0; 2 1 0; 30; 3 1 0; 30; 3 0; 3 1 ! ; A5 =  0; 3 0; 3 10; 3 0; 3 10; 3 1 0; 3 ! ;262



A6 =  0; 3 1 0; 30; 3 1 0; 30; 3 0; 3 1 ! ; A5 > A4M(�); M(�) =  1 0 00 0 10 1 0 ! :ðÏÜÔÏÍÕ Gr(A) = Aind(A)fEn�n;M(�)g, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏfEn�n;M(�)g| ÇÒÕ��Á. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Õ A6 ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A5.íÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ èÏÌÌÁ, ÅÓÌÉ A �M(�)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù M(�) 2 Pn�n.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á èÏÌÌÁ A 2 Pn�n. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ-×ÕÀÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù M(�);M(�) 2 Pn�n ÔÁËÉÅ; ÞÔÏGr(A) = Aind(A)fEn�n;M(�);M(�2); : : : ;M(�peri(A)�1)g == Aind(A)fEn�n;M(�);M(�2); : : : ;M(�peri(A)�1)gAind(A);Aind(A)+j = Aind(A)M(�j) =M(�j)Aind(A); j � 0:äÌÑ ÍÁÔÒÉ� A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÉÌÉ (3),ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ, ÞÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ëÉÍÁ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ �ÅÒÉÏÄÁ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kim K. X. Boolean matrix theory and appliations | New York:Marel Dekker, 1982.ëïïòäéîá�éúáãéñ íá�òïéäï÷A. í. òÅ×ÑËÉÎ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ-ÓÔØÀ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× [1{3℄. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÒÁÂÏÔ [4{5℄.íÁÔÒÏÉÄ M ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ F , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F ÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : S �! V , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ A � S ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ × M ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �jA ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É �(A) | ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× × V . ðÒÏÂÌÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÚÁ�ÉÉÍÁÔÒÏÉÄÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ: "ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ZÎÁÊÔÉ ÍÁÔÒÏÉÄÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ �ÏÌÑÍÉ263



Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ ÉÚ Q É ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ �ÏÌÅÍÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÅÓÌÉ p =2 Q".ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË �ÏÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÁÔÒÏÉÄ M ÞÅÒÅÚ Char(M). ðÕÓÔØ GF (q) | ËÏÎÅÞÎÏÅ�ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ q. íÁÔÒÏÉÄ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ GF(2)(GF(3)), ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÙÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÅÒÎÁÒÎÙÍ). íÁÔÒÏ-ÉÄÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ �ÏÌÅÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙ-ÍÉ (ÉÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ). �ÁÔÔ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p 6= 2 É f2; pg �Char(M), ÔÏ Char(M) = Z. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ×Ï�ÒÏ-ÓÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÎÅÂÉÎÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×. íÁÔÒÏÉÄM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ �ÏÌÅÍ, ËÒÏÍÅ�ÏÌÑ GF(2).íÁÔÒÏÉÄ æÁÎÏ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ GF (2) É ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ ÄÒÕÇÉÍ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 2. íÁÔÒÏ-ÉÄ ��; �ÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÉÚ � ÚÁÍÅÎÏÊ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ ÔÒÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ�ÒÑÍÙÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. íÁÔÒÏÉÄ M ÎÁ 10-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÚÁÒÇÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-�ÉÉ äÅÚÁÒÇÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÍÁÔÒÏÉÄ äÅÚÁÒÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ. åÓ-ÌÉ × ÍÁÔÒÏÉÄÅ äÅÚÁÒÇÁ ÏÄÎÕ �ÒÑÍÕÀ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÔÒÅÍÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ�ÒÑÍÙÍÉ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ "ÎÅ-ÄÅÚÁÒÇÏ×" ÍÁÔÒÏÉÄ, ËÏ-ÔÏÒÙÊ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ �ÏÌÅÍ. íÁÔÒÏÉÄ ÷ÁÍÏÓÁ [3{4℄ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ �ÏÌÅÍ.ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÆ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ V É ÒÅÂÅÒ E. �ÏÇÄÁ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÉËÌÏ× (ÒÁÚÒÅÚÏ×) ÇÒÁÆÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ�ÉËÌÏ× (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÁÚÒÅÚÏ×) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁM(G) ÎÁE,ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÁÔÒÏÉÄÏÍÒÁÚÒÅÚÏ×) ÇÒÁÆÁ G. íÁÔÒÏÉÄ M ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ (ËÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÉÍ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ G, �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÒÏÉÄ (ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÁÔÒÏÉÄ ÒÁÚÒÅÚÏ×) ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ M . çÒÁÆÉÞÅÓËÉÅÉ ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍÉ. ìÁÚÁÒÓÏÎÁ�ÏÓÔÒÏÉÌ ÍÁÔÒÏÉÄÙ Mp, Õ ËÏÔÏÒÙÈ Char(M) = fpg. âÒÉÌÁ×ÓËÉÊ ÉëÜÌÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ÍÁÔÒÏÉÄ Ó Char(M) = f1103; 2089g. îÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ M Ó Char(M) = fp; qg, ÇÄÅ p 6= q Ép; q 6= 2.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÕÄÏÂÎÏ Ï�É-ÓÙ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉ�. ðÕÓÔØ M | ÍÁÔÒÏÉÄ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å S , �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F , jSj = n É � : S �! V |ÅÇÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÚÁ�ÉÑ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F . �ÏÇÄÁ (k� n)-ÍÁÔÒÉ�Á A Ó ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ F , ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ �(p),ÇÄÅ p 2 S, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÚÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M ÎÁÄ�ÏÌÅÍ F . 264



ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á0BBB� 1 0 0 0 0 �1 1 0 0 10 1 0 0 0 1 �1 1 0 00 0 1 0 0 0 1 �1 1 00 0 0 1 0 0 0 1 �1 10 0 0 0 1 1 0 0 1 �1 1CCCAÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÏÉÄÁ R10 ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÁÔÒÏÉÄ R10 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ óÅÊÍÕÒÁ [6℄. íÁ-ÔÒÏÉÄ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÍÁÔÒÏÉÄÕ óÅÊÍÕÒÁ R10, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó R10. ÷ÓÅÍÉÎÏÒÙ R10 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÂÏ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍÉ, ÌÉÂÏ ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍÉ.ïÄÎÁËÏ, ÓÁÍ ÍÁÔÒÏÉÄ R10 ÔÁËÏ×ÙÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. éÓËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ ÍÁÔÒÏÉÄÁ óÅÊÍÕÒÁ ×ÅÄÅÔ Ë ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÍÁ-ÔÒÏÉÄÁ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÇÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÍÁÔÒÏÉÄÕ �ÏÌÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏÇÒÁÆÁ ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ K3;3. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, R10 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒ-ÎÙÍ.ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×, B | ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ, C |ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ, D | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ, E | ÂÉÎÁÒÎÙÅ, F | ÔÅÒÎÁÒ-ÎÙÅ É G | �ÌÁÎÁÒÎÙÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ. �ÏÇÄÁ D = ETF , B;C � D,G = BTC, R10 2 D, R10 =2 BSC, � 2 EnF , U4;2 2 FnD,M(K3;3);M(K5) 2 BnC, M�(K3;3);M�(K5) 2 CnB, ÇÄÅ M(K3;3) ÉM(K5) | �ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ ÇÒÁÆÏ× ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ K3;3 É K5,Á M�(K3;3) É M�(K5) | ÉÈ ÍÁÔÒÏÉÄÙ ÒÁÚÒÅÚÏ×.äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÏÉÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ GF (p) ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ p, ÔÏ ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. íÁÔÒÉ�Á Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÄ×ÏÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÍÉÎÏÒÙ ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ �2i, ÇÄÅ i | ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÅ �ÅÌÏÅ. íÁÔÒÏÉÄ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ.6p1-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÉÎÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ ËÏÒÎÑÍ ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. 6p1-ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ 6p1-ÍÁÔÒÉ�Ù. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÏÉÄMÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÏ Ä×ÏÉÞÎÙÍ É 6p1-ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ (ÉÌÉM �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ�ÏÌÑÍÉ GF (3), GF (4) É GF (5)).ðÕÓÔØ S | n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, k | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÌÏÅ ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ 1 � k � n, É I = fA � S : jAj � kg. íÁÔÒÏÉÄ (S; I) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ Uk;n. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊÍÁÔÒÏÉÄ Uk;n �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ GF(q) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ265



n � N É ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ k = 3; N = q+1 É q�ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÌÉÂÏ k = 3; N = q+2É q�ÞÅÔÎÏÅ, ÌÉÂÏ k = 4; N = 5 É q � 3, ÌÉÂÏ k = 4; N = q+1 É q � 4,ÌÉÂÏ k = 5; N = 6 É q � 4 ÉÌÉ k = 5; N = q + 1 É q � 5. úÁÄÁÞÁÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄUk;n ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k; n, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ.äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M | ÔÅÒÎÁÒÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ, ÔÏ ÄÌÑ M Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ: M �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÔÒÉ, M | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÉÌÉ M | �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊÍÁÔÒÏÉÄ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Welsh D. J. A. Matroid theory. | London: Aad. Press, 1976.2. Reski A. Matroid theory and its appliations in eletri networktheory and in statis. | Budapest: Akad. Kiado, 1989.3. Oxley J. G. Matroid theory. | N.Y.: Oxford University Press,1992 É 2006.4. òÅ×ÑËÉÎ á. í. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÉÚÁ�ÉÑ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÏÉ-ÄÏ× // ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒ. ÁÎÁÌÉÚ. ÷Ù�. 8. | í.: íçõ, 1989. | ó. 6{37.5. Revyakin A. M. On some lasses of linear representable ma-troids // Formal Power Series and Algebrai Combinatoris: 12 Inter-national Conferene. Proeedings. FPSAC'oo, Mosow, Russia. June,2000. | Berlin, N.Y.: Springer, 2000. | C. 564{574.6. Seymour P. D. Matroid representation over GF (3) // J. Combin.Theory. | 1979. | B26, � 2. | ó. 159{173.
ï þéóìå íîïöåó�÷, ó÷ïâïäîùè ï� îõìñ,÷ çòõððáè ðòïó�ïçï ðïòñäëá÷. ç. óÁÒÇÓÑÎ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ Zp | ÇÒÕ��Á ×ÙÞÅÔÏ× �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p. ðÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï A � Zp ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅa+ b+  = 0 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A: óÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×, Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, × ÇÒÕ��Å Zp; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(p):ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ jS(p)j.266



�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C; ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ2b(p�2)=3(p� 1)(1 +O(2�Cp)) � jS(p)j � 2p=3+�(p);ÇÄÅ �(p)=p! 0 �ÒÉ p!1:äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ A � Zp É ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ d �ÏÌÏÖÉÍ d ? A =fda : a 2 Ag É ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ �A(x) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ(�A � �A)(x) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× (x1; x2) 2 A2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ x =x1+x2: ðÏÌÏÖÉÍ A+A = fx1+x2 : x1; x2 2 Ag, �A = fp�x : x 2 AgÉ Sh(A) = fx 2 Zp : (�A � �A)(x) � hg; ÇÄÅ h > 0:�ÅÏÒÅÍÁ 2 [1℄. ðÕÓÔØ A | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù Zp É jAj < p=3 + 1: �ÏÇÄÁjfd ? B : B � A; d 2 Zpgj = 2jAj(1�2�jAn(�A)j�1)(p�1)+O(25jAj=6p2):ìÅÍÍÁ 1 [2℄. ðÕÓÔØ A | ÎÅ�ÕÓÔoÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÕ��Ù Zp Éh � jAj. �ÏÇÄÁ jSh(A)j � min(p; 2jAj)� 2(hp)1=2:ðÕÓÔØ L | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y 2 f0; : : : ; p � 1gÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ry;L ÇÒÕ��Ù Zp ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×ÉÄÁJyi = f(iL+ 1 + y); : : : ; ((i+ 1)L+ y)g; 0 � i � bp=L � 1:÷ÓÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ Jyi ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ry;L ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ L, a ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏJy = Zp nSi Jyi ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ p�Lbp=L < L. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A � ZpÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑL- ÇÒÁÎÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ (ÓÍ. [2℄), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ d É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ry;L ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅ d?A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× Jyi ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ry;L (ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔJy). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L-ÇÒÁÎÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÇÒÕ�-�Ù Zp ÞÅÒÅÚ GL(Zp).ìÅÍÍÁ 2. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jGL(Zp)j � p2p=L:ìÅÍÍÁ 3 [2℄. ðÕÓÔØ A � Zp | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ �p;"1; "2; "3 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ É L | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÁ, Á p| �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïp > (4L)256�2"�41 "�22 "�13 : (1)�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ A0 � Zp ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:267



(i) A0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ L-ÇÒÁÎÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ;(ii) jA nA0j � "1p;(iii) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A+A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x 2 Zp, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÙÈ (�A0 ��A0)(x) � "2p; ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ "3p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ÷ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ, Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÍÏÝÎÏÓÔÉb(p� 2)=3+1 Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 1, × Zp. ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 �ÏÌÕÞÉÍ,ÞÔÏ 2b(p�2)=3(p� 1)(1 +O(2�Cp)) � jS(p)j;ÇÄÅ C {�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.ðÕÓÔØ s | ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 3es � 2s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S(p) ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ:S(p) = S0s(p) [ S00s (p);ÇÄÅS0s(p) = fA 2 S(p) : jAj < p=3sg; S00s (p) = fA 2 S(p) : jAj � p=3sg:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ jS(p)j = jS0s(p)j + jS00s (p)j: îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ��S0s(p)�� � 2p=3: �Å�ÅÒØ Ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ jS00s (p)j. ðÕÓÔØ A 2 S00s (p) É p |�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (1). �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍÍÅ3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A0, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (i) � (iii):ï�ÅÎÉÍ jS00s (p)j �ÕÔÅÍ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÒ (A0; A):ðÕÓÔØ A0 2 GL(Zp) | ×ÙÂÒÁÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ: jA0j �p=3 É jA0j < p=3:÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (iii) ÌÅÍÍÙ 3 ÉÍÅÅÍjS"2p(A0) n (A+A)j � "3p:�ÁË ËÁË A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ(A+A) \ (�A) = ;; �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏjAj � p� jS"2p(A0)j+ "3p:÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÍÅÅÍjS"2p(A0)j � min(p; 2jA0j)� 2("2p2)1=2:ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ jA0j � p=3; �ÏÌÕÞÁÅÍjS"2p(A0)j � 2p=3� 2"21=2p:268



ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ A �ÒÉ ÚÁÄÁÎÏÍ A0 ÍÏÝ-ÎÏÓÔÉ, �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÊ p=3, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ2p=3+(2"21=2+"3)p:åÓÌÉ jA0j < p=3, ÔÏ × ÓÉÌÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ii) ÌÅÍÍÙ 3 ÉÍÅÅÍjA nA0j � "1p:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ jAj � jA0j+ "1p:éÔÁË, ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ×ÙÂÏÒÁ A �ÒÉ ÚÁÄÁÎÏÍ A0 ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÎÅ�ÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÊ p=3, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ2p=3+"1p:÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2 Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 3 Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ L = 1 +b1=" É "1 = "3 = "1=22 = ", �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏjS00s (p)j � 2p=3+"p:ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏjS(p)j � 2p=3 + 2p=3+"p = 2p=3+"p:ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ " = O(log log p)2=3(log p)�1=9):òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ 10{01{00768-a).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Lev V. F., Shoen T. Cameron|Erdos modulo a prime // FiniteFields Appl. | 2002. | V. 8, � 1. | P. 108{119.2. Green B., Ruzsa I. Counting sum-sets and sum-free sets modulo aprime // Studia Si. Math. Hungaria. | 2004. | V. 41. | P. 285{293.3. Bajnok B. On the maximum size of a (k; l)-sum-free subset of anabelia group // International Journal of Number Theory. | 2009. |V. 5, � 6. | P. 953{971.
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ï ðïäïâéé íá�òéãù ÷�ïòïçï ðïòñäëáé �òáîóðïîéòï÷áîîïê ë îåê íá�òéãùîáä ëïìøãïí ãåìùè þéóåìó. ÷. óÉÄÏÒÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ [1℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï �Ï-ÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B �ÏÒÑÄËÁ n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÏÂÎÙÍÉÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á X 2Qn�n; ÞÔÏ AX = XB É detX 6= 0ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B �ÏÒÑÄËÁ n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÏÂÎÙÍÉÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á X 2 Zn�n;ÞÔÏ AX = XB É detX 2 f1;�1gèÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁÔÒÉ�ÙA É A> �ÏÄÏÂÎÙ. îÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ-×ÏÒÑ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ. úÄÅÓØ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÔÏÒÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ, ×ÓÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÅ.÷ ÓÔÁÔØÅ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÓ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÉÄÁ d(x) = (x � �)(x � �) ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑ, ÅÓÌÉ � = �; É ÎÁ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ×, ÅÓÌÉ � 6= �: ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÍÉÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ� � k0 � � ; ÇÄÅ k � 0: ÷Ï ×ÔÏÒÏÍÓÌÕÞÁÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù - ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ � � k0 � � ; ÇÄÅ0 � k � j���2 k : óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, �ÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×É-ÑÈ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÄÏÂÎÙ Ó×ÏÉÍ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ A = � � k0 � � É A> = � � 0k � � :1) åÓÌÉ � = �; ÔÏ A É A> �ÏÄÏÂÎÙ ÎÁÄ Z:2) åÓÌÉ � 6= �; ÔÏ A É A> �ÏÄÏÂÎÙ ÎÁÄ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÌÉÂÏ k2+d2d(���) ; ÌÉÂÏ k2�d2d(���) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÇÄÅ d =îïä(� � �; k):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÕÞÁÊ k = 0 ÏÞÅ×ÉÄÅÎ, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ k 6= 0. åÓÌÉ � = �; ÔÏ AS = SA>; ÇÄÅ S = � 0 11 0 � ;�ÏÜÔÏÍÕ A É A> �ÏÄÏÂÎÙ ÎÁÄ Z: �Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ270



� 6= �: åÓÌÉ T = � t1 t2t3 t4 � | �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ AT = TA>; ÔÏ �t1+kt3 = �t1+kt2; �t2+kt4 = �t2;�t3 = �t3 + kt4: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, t2 = t3 É t4 = (���)t2k : ïÂÏÚÎÁÞÉÍt1 = x; d = îïä(���; k); t = kd ; s = ���d ; y = t2t : äÁÌÅÅ, t4 2 Z ÔÏÌØ-ËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ y 2 Z: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÁÔÒÉ�Á T ÉÍÅÅÔ ×ÉÄT = � x ytyt ys � : ðÏÓËÏÌØËÕ detT ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ 1 ÉÌÉ �1; ÔÏÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ detT = y(xs � yt2) = �1: äÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÅÓÌÉ y = �1 É xs � t2 = �1; ÏÔËÕ-ÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ x = �t2�1s = �k2�d2d(���) . ðÏÓËÏÌØËÕ x ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ �ÅÌÙÍÞÉÓÌÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î., óÉÄÏÒÏ× ó. ÷. ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÕÚÏ×. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2006. | � 4. | ó. 57{64.
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óÅË�ÉÑ��ÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×�
çòáæ íîïçïçòáîîéëá úáäáþéòáúâéåîéå îá �òåõçïìøîéëéá. é. áÎÔÏÎÏ×, ÷. á. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ. úÁÄÁÎ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ G ÓÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ Nn = f1; : : : ; ng, ÇÄÅ n = 3k, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅ-ÂÒÁ (t; s) (t < s) ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÄÁÎÁ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ts. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ Nn ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ k ÔÒÏÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ �ÅÒÉÍÅÔÒÏ× ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÙÌÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ.óÕÖÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÕÖÉÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ NP-�ÏÌÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �òÁÚ-ÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ� [1℄.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ó ÜÔÏÊ �Å-ÌØÀ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rm, ÇÄÅ m ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G,Ô. Å. m = n (n� 1) =2, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Æ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ×ÅËÔÏÒ x = x (Æ). ðÕÓÔØ X |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ x. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ M ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÕÖÉÔ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ onvX . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÅÒÛÉÎÙ x1 É x2 (xi = x (Æi)) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ÂÕ-ÄÕÔ ÓÍÅÖÎÙ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒ-ÛÉÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ �ÏÓÌÅ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÑ ÏÂÝÉÈÄÌÑ Æ1 É Æ2 ÔÒÏÅË, ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÁÖÄÏÅÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÊËÉ ÄÌÑ Æ1 É ÄÌÑ Æ2.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ: x1 É x2 ÎÅ ÓÍÅÖÎÙ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x 2 X , x 6= x1, x 6= x2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x � x1 + x2.ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÕÄÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÎÉÖ-ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ËÌÉËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÒÁÆÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M .�ÅÏÒÅÍÁ 2. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï p �Ï�ÁÒÎÏ ÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õp (X) � 2pk=2�2: (1)272



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ k = (2r + 1)2, ÇÄÅ rÎÁÔÕÒÁÌØÎÏ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ÇÄÅ n = 3(2r + 1)2, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:u(i; j); v(i; j); w(i; j);ÇÄÅ i; j = 0; 1; : : : ; 2r.ðÕÓÔØ I | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ:I = fi0; i1; : : : ; irg ; (2)ÇÄÅ 0 = i0 < i1 < � � � < ir � 2r É �ÒÉ ÌÀÂÏÍ s = 1; : : : ; r ×ÅÌÉÞÉÎÁis �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ: 2s� 1 É 2s. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒÔÒÏÅË ×ÅÒÛÉÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ:fu(is; it+1); v(is; it); w(it; is)g s; t = 0; 1; : : : ; r; (3)ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ir+1 = i0 = 0. äÏ�ÏÌÎÉÍ ÎÁÂÏÒ (3) ÔÒÏÊËÁÍÉ ×ÉÄÁfu(i; j); v(i; j); w(i; j)g ; (i; j) =2 I � I ; (4)�ÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ k ÔÒÏ-ÅË. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Y ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ××ÓÅÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, Y �X . ëÁÖÄÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ I , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,jY j = 2r: (5)ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ onvX .ðÕÓÔØ x1; x2 2 Y; x1 6= x2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ix1 É Ix2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÉÄÁ (2), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ �Ï ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ �ÒÁ×ÉÌÕ ÎÁÂÏÒÙ ÔÒÏÅËÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÌÑ x1 É x2:Ix1 = fi0; i1; : : : ; irg ; Ix2 = fi00; i01; : : : ; i0rg :ðÕÓÔØ i 2 Ix1 É i =2 Ix2 ; ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Q ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÒÏÊËÉ ÉÚ Æ1 É ÉÚ Æ2 ÉËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÕ v(i; 0). ÷ÅÒÛÉÎÁ v(i; 0) ×ÈÏÄÉÔ × ÔÒÏÊËÕ×ÉÄÁ (3) ÉÚ Æ1 É ×ÉÄÁ (4) ÉÚ Æ2. ðÏÜÔÏÍÕ u(i; i1) 2 Q; v(i; i1) 2 Q É,273



�Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ, u(i; j); v(i; j) 2 Q ÄÌÑ ×ÓÅÈ j 2 Ix1 . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,ÞÔÏ w(j; i) 2 Q, ÅÓÌÉ j 2 Ix1 , É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, v(j; i) 2 Q. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �Ï×ÔÏÒÉÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ,×ÚÑ× × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÕ v(j; i) ×ÍÅÓÔÏ v(i; 0). ÷ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÏÍÅÒÁ i; j ÉÚ Ix1 , É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ×ÈÏÄÉÔ × Ix2 , ÔÏ v(i; j) 2 Q.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÏÍÅÒ s, 0 � s � r � 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏis = i0s, is+1 =2 Ix2 , i0s+1 2 Ix1 ; ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ× Ix1 É Ix2 ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ s. éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏv(0; is+1) 2 Q, �ÏÜÔÏÍÕ u(0; is+1) 2 Q É v(0; is) = v(0; i0s) 2 Q. ïÔÓÀ-ÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ u(0; i0s+1) 2 Q, v(0; i0s+1) 2 Q, w(0; i0s+1) 2 QÉ, ÎÁËÏÎÅ�, v(i0s+1; 0) 2 Q. ÷ÎÏ×Ø ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÅÇÏ ÁÂÚÁ�Á, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ×Ù×ÏÄÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ v(i; j) 2 Q, ÅÓÌÉ i; j ÉÚIx2 É ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× i É j ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ × Ix1 .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ v(i; j) ×ÅÒÛÉÎÕ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÈÏ-ÄÉÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÉÚ Æ1 É Æ2. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÎÏÍÅÒÁ iÉ j �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ix1 ÉÌÉ Ix2 . åÓÌÉ i É jÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÈÏÄÑÔ ÌÉÛØ × ÏÄÎÏ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÏ ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÒÁÎÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ v(i; j) 2 Q.åÓÌÉ ÖÅ i; j 2 Ix1 É i; j 2 Ix2 , ÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ s É t ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Á is = i0s = i É it = i0t = j, �ÒÉÞÅÍ it+1 6= i0t+1, ÔÁË ËÁË �Ï�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ v(i; j) ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÉÚ Æ1 É Æ2, ËÏÔÏÒÙÅÉÍÅÀÔ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÉÄ (3). ðÏÜÔÏÍÕ it+1 =2 Ix2 É v(is; it+1) 2 Q. óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, u(is; it+1) 2 Q É, ÎÁËÏÎÅ�, v(is; it) = v(i; j) 2 Q. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, Q �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÉÓÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ ÏÂÝÉÈÄÌÑ Æ1 É Æ2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ó ÕÞÅÔÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á QÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÍÅÖÎÏÓÔØ x1 É x2.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ (1) �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ k ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ (5) É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØÀ p(X3k).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ �Ï�ÏÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ � 220, ÄÏÇÏ×ÏÒ � 11.G34.31.0053.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÜÒÉ ä., äÖÏÎÓÏÎ ä. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁ-ÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. | í.: íÉÒ, 1982.
274



ðåòåþéóìåîéå ðïíåþåîîùèüêìåòï÷ùè ëáë�õóï÷÷. á. ÷ÏÂÌÙÊ (íÏÓË×Á)ëÁËÔÕÓÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅÔ ÒÅÂÅÒ, ÌÅÖÁ-ÝÉÈ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÏÍ �ÒÏÓÔÏÍ �ÉËÌÅ [1, Ó. 93℄. ÷ÓÅ ÂÌÏËÉ ËÁËÔÕÓÁ|ÒÅÂÒÁ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÙÅ �ÉËÌÙ (ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ) [2℄. æÏÒÄ É õÌÅÎÂÅË �Å-ÒÅÞÉÓÌÉÌÉ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÁËÔÕÓÙ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÞÉÓÌÁ×ÅÒÛÉÎ �Ï ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ [2℄. üÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆ | ÜÔÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ,×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÞÅÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ [1, Ó. 22℄.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ Dn | ÞÉÓÌÏ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ ËÁËÔÕÓÏ×Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ðÒÉ n � 3 ×ÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁDn = (n� 1)! [n�12 ℄Xk=1 nk�1k!2k �n� k � 2k � 1 �:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÏÓÔÏÍ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ,�ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ [3, Ó. 41℄.üÊÌÅÒÏ×Ù ÇÒÁÆÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÁÍÉ ÂÅÚ ÍÏÓÔÏ×. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ �ÉËÌÙ[3, ÔÅÏÒÅÍÁ 7.1℄. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÍÏÓÔ ÇÒÁÆÁ ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏ-ÍÕ ÅÇÏ �ÒÏÓÔÏÍÕ �ÉËÌÕ [3, ÔÅÏÒÅÍÁ 3.2℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈËÁËÔÕÓÏ× ×ÓÅ ÂÌÏËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ �ÉËÌÁÍÉ.ðÕÓÔØ Cn | ÞÉÓÌÏ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ,Á Bn | ÞÉÓÌÏ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÂÌÏËÏ× Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉC(z) = 1Xn=1Cn znn! ; B(z) = 1Xn=3Bn znn! :÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [4, 5℄ Á×ÔÏÒÏÍ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅCn = (n� 1)!n [zn�1℄ exp(nB0(z)):ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÞÅÒÅÚ �B(z) ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÂÌÏËÏ× �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ ËÁËÔÕÓÏ×, �ÏÌÕÞÉÍDn = (n� 1)!n [zn�1℄ exp(n �B0(z)):275



�ÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ �ÉËÌÏ× Ó n �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ (n �1)!=2, ÉÍÅÅÍ�B(z) = 1Xn=3 12(n� 1)!znn! = �12 ln(1� z)� z2 � z24 ;�B0(z) = 12(1� z) � z2 � 12 = z22(1� z) :Dn = (n� 1)!n [z�1℄ exp� nz22(1� z)� z�n:òÁÚÌÁÇÁÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÕ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ, ÎÁÊÄÅÍDn = (n� 1)!n [z�1℄ z�n + 1Xk=1 nkz2k�nk!2k(1� z)k! :ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÒÑÄÁ [6, Ó. 141℄(1� z)�k = 1Xm=0�m+ k � 1k � 1 �zm�ÏÌÕÞÉÍDn = (n� 1)![z�1℄ 1Xk=1 nk�1k!2k 1Xm=0�m+ k � 1k � 1 �z2k+m�n == (n� 1)! 1Xk=1 nk�1k!2k �n� k � 2k � 1 �:õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ �ÒÉn � k � 2 < k � 1, Ô. Å. �ÒÉ 2k > n � 1, ÚÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. èÁÒÁÒÉ æ., ðÁÌÍÅÒ ü. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×. | í.: íÉÒ, 1977.2. Ford G. W., Uhlenbek G. E. Combinatorial problems in theorygraphs. III. | Pro. Nat. Aad. Si. USA. | 1956. | V. 42. | P. 529{535.3. èÁÒÁÒÉ æ. �ÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×. | í.: íÉÒ, 1973.276



4. ÷ÏÂÌÙÊ ÷. á. ï �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ Ó×ÑÚÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× �ÏÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË ÓÏÞÌÅÎÅÎÉÑ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2008. |T. 20,×Ù�. 1. | C. 14{23.5. ÷ÏÂÌÙÊ ÷. á. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ Ó×ÑÚÎÙÈÇÒÁÆÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (× �ÅÞÁÔÉ).6. òÉÏÒÄÁÎ äÖ. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á. | í.: îÁÕËÁ, 1982.
ï çòáæáè äåúá, ñ÷ìñàýéèóñçòáæáíé ëüìéó. ÷. çÏÒÑÉÎÏ×, ì. ÷. ûÁÌÁÇÉÎÏ× (þÅÌÑÂÉÎÓË)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× äÅÚÁÉÚ ÇÒÕ��, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÓÔÁÔØÅ [1℄, × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÉ Ë ÇÒÕ��ÁÍ ÎÅ-ÂÏÌØÛÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ÎÁÊÄÅÎÙ ×ÓÅ ÎÅÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ëÜÌÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÇÒÁÆÁÍÉ äÅÚÁ.÷ÓÅ ÇÒÁÆÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ËÏÎÅÞÎÙ, ÎÅÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÙ, ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ.çÒÁÆÏÍ äÅÚÁ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (v; k; b; a), ÇÄÅ b � a, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÒÁÆ ÎÁ v ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ k, ÉÌÀÂÙÅ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ a ÉÌÉ b ÏÂÝÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ.�ÏÞÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ äÅÚÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ äÅÚÁ ÄÉÁÍÅÔÒÁ 2, ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÝÉÊÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.ðÕÓÔØ G | ÇÒÕ��Á É D � G. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ D�1 ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ïfd�1 : d 2 Dg. ðÕÓÔØ � | ÇÒÁÆ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ |×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕ��Ù G, É ×ÅÒÛÉÎÙ u É v ÓÍÅÖÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v�1u 2 D. åÓÌÉ ÅÄÉÎÉ�Á ÇÒÕ��Ù G ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×D É D�1 = D, ÔÏ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ ëÜÌÉ ÇÒÕ��Ù G �Ï ÓÉÓÔÅÍÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ D É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Cay(G;D).ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ×D É D0 ÇÒÕ��Ù G ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ � 2 Aut(G), ÞÔÏ �(D) = D0. åÓÌÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁD É D0 ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ É ÇÒÁÆÙ Cay(G;D) É Cay(G;D0).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ DD�1 ËÁË ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fdd0�1 : d; d0 2 Dg (×DD�1 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ). äÌÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A ÉB ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G É �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ DD�1 =aA + bB, ÅÓÌÉ × DD�1 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ a ËÏ�ÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ AÉ b ËÏ�ÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ B.277



�ÅÏÒÅÍÁ 1 [1℄. ðÕÓÔØ D �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù G,ÔÁËÏÅ ÞÔÏ1) jGj = v É jDj = k;2) DD�1 = aA+ bB + ke, ÇÄÅ A, B É feg | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ G.�ÏÇÄÁ Cay(G;D) | ÇÒÁÆ äÅÚÁ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (v; k; b; a).äÌÑ �ÏÉÓËÁ ÇÒÁÆÏ× ÂÙÌÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ. îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÜÔÁ�ÅÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÂÉÒÁÌÉÓØ ×ÓÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆÏ× ëÜÌÉ. îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁ-�Å ÏÔÂÉÒÁÌÉÓØ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÉÚËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ ÇÒÁÆÙ äÅÚÁ. �Ï ÅÓÔØ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÇÒÁÆÏ× äÅÚÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÇÒÁÆÁÍÉ ëÜÌÉ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÕ��. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÂÙÌ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ Ó�ÉÓÏËÇÒÁÆÏ× ëÜÌÉ. îÁ ÔÒÅÔØÅÍ ÜÔÁ�Å ÉÚ ÜÔÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ ÏÔÂÉÒÁÌÉÓØ ×ÓÅ ÎÅ-ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÁÆÙ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÓ×ÏÊÓÔ× ÇÒÁÆÏ× äÅÚÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÇÒÁÆÁÍÉ ëÜÌÉ, É ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×,�ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÕ��. �ÁË ËÁË ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅÇÒÁÆÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, ÔÏÏÄÎÉÍ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÇÒÕ��Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÕ��.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎ-ÔÁ òæ ÄÌÑ ÍÏÌÏÄÙÈ ÕÞÅÎÙÈ (�ÒÏÅËÔ íë-938.2011.1).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Erikson M., Fernando S., Haemers W. H., Hardy D., Hemmeter J.Deza graphs: a generalization of strongly regular graphs // J. Comb.Designs. | 1999. | V. 7. | P. 359{405.
ï îåúá÷éóéíùè íîïöåó�÷áè÷ õîéãéëìéþåóëéè çòáæáèá. â. äÁÊÎÑË (íÏÓË×Á)÷ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ËÎÉÇÁÍ [1℄ É [2℄ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÙÈ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÄÁÌÅÅ, Í. Î. Í.) ×ÕÎÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆÁÈ.÷ÉÓÑÞÉÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÅ ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Í. Î. Í. ×278



ÕÎÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆÁÈ. ðÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏ× Ó ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÂÈ×ÁÔÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ�ÏÂÙÞÎÙÈ� Î. Í. ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × [4℄.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G | ÕÎÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n (n � 9) ×ÅÒ-ÛÉÎÁÈ Ó ÏÂÈ×ÁÔÏÍ g, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Í. Î. Í.ÓÒÅÄÉ ÇÒÁÆÏ× Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÂÈ×ÁÔÏÍ. �ÏÇÄÁ:ðÒÉ g = 3 É ÎÅÞÅÔÎÙÈ n ÇÒÁÆ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍn�32 ÌÉÓÔØÅ× Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ C3 É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ.ðÒÉ g = 3 É ÞÅÔÎÙÈ n ÇÒÁÆ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ n�82ÌÉÓÔØÅ× Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ C3, �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÉÓÑÞÉÈÒÅÂÅÒ É ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ �Å�É Ë ×ÅÒÛÉÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ.ðÒÉ g = 4 É ÞÅÔÎÙÈ n ÇÒÁÆ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ t É�n�42 � t� ÌÉÓÔØÅ× Ë �ÁÒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ C4 É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÏÄ-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ. þÉÓÌÏ t ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ× ÄÉÁ�ÁÚÏÎÅ ÏÔ 0 ÄÏ �n�44 �.ðÒÉ g � 4 É ÎÅÞÅÔÎÙÈ (n�g) ÇÒÁÆ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ1 É n�g�12 ÌÉÓÔØÅ× Ë �ÁÒÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ Cg É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÏÄ-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÅ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.ðÒÉ g � 4 É ÞÅÔÎÙÈ (n� g) ÇÒÁÆ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍn�g2 ÌÉÓÔØÅ× Ë ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ Cg É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ.÷ÔÏÒÁÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÕÎÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈÇÒÁÆÏ× Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ É ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ. áÎÁÌÏÇ ÜÔÏÊÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÙÈ Î. Í. ÄÏËÁÚÁÎ × [3℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ G | ÕÎÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ ÄÉÁÍÅÔÒÁ d (d �8) ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Í. Î. Í. ÓÒÅÄÉÇÒÁÆÏ× Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ É ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ. �ÏÇÄÁ:ðÒÉ (n� d) ÎÅÞÅÔÎÏÍ, ÇÒÁÆ G �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ë ÏÄ-ÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ C3 n�d�12 ÌÉÓÔØÅ×, É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ (d� 2){ËÒÁÔÎÙÍ�ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ É ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍ �ÏÄÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÉÓÑÞÉÈ ÒÅÂÅÒ × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ.ðÒÉ (n � d) ÞÅÔÎÏÍ, G ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÇÒÁÆÕ. ðÏÄÒÁÚÏ-ÂØÅÍ Õ Ú×ÅÚÄÙ Kn�d2 ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ×ÓÅ ÌÕÞÉ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, Á ÏÄÉÎ ÌÕÞ�ÏÄÒÁÚÏÂØÅÍ (d� 2){ËÒÁÔÎÏ, Á ÂÙ×ÛÉÊ �ÅÎÔÒ Ú×ÅÚÄÙ ÚÁÔÅÍ ÓÏÅÄÉ-ÎÉÍ Ó ÌÀÂÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ C3.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÎÉÖÎÉÍ Ï�ÅÎËÁÍ. ðÕÓÔØ G = (V;E) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-279



ÎÙÊ ÇÒÁÆ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R = f(u; v) � V 2 j N(u) = N(v)gÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V . ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ V1; : : : ; Vq ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ R. îÁÚÏ×ÅÍÓÖÁÔÉÅÍ ÇÒÁÆÁ G ÇÒÁÆ s(G), × ËÏÔÏÒÏÍ V (s(G)) = fV1; : : : ; Vqg ÉE(s(G)) = fViVj j 9u; v : (u 2 Vi ^ v 2 Vj ^ uv 2 E(G)g. îÅÆÏÒÍÁÌØ-ÎÏ, ÇÒÁÆ s(G) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ G ÚÁÍÅÎÏÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Vi ÎÁÌÀÂÏÇÏ ÉÚ Ó×ÏÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÆ ÏÂÈ×ÁÔÁ g, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ Í. Î. Í. ÓÒÅÄÉ ÇÒÁÆÏ× Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÂÈ×ÁÔÏÍ, É�ÕÓÔØ 4 < g < jGj. �ÏÇÄÁ s(G) ' G00g , ÇÄÅ G00g | ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÊÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë Cg ×ÉÓÑÞÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.åÓÌÉ G | ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Í. Î. Í. ÓÒÅÄÉ ÇÒÁ-ÆÏ× Ó ÏÂÈ×ÁÔÏÍ 4, ÔÏ G | �ÏÌÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ.åÓÌÉ G | ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Í. Î. Í. ÓÒÅÄÉ ÇÒÁ-ÆÏ× Ó ÏÂÈ×ÁÔÏÍ 3, ÔÏ s(G) ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÒÅÈÇÒÁÆÏ×: K3, K3 Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÌÉÓÔÏÍ, K3 Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ Ë Ä×ÕÍÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÌÉÓÔØÑÍÉ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ íë-3429.2010.1 É ÇÒÁÎÔÁ òææé �10-01-00768Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. åÍÅÌÉÞÅ× ÷.á., íÅÌØÎÉËÏ× ï.é., óÁÒ×ÁÎÏ× ÷.é., �ÙÛËÅ-×ÉÞ ò.é. ìÅË�ÉÉ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×. | í.: ëÎÉÖÎÙÊ ÄÏÍ �ìÉÂÒÏ-ËÏÍ�, 2009.2. Diestel R. Graph Theory. Fourth Edition. | Springer-Verlag, 2010.3. Li S., Zhu Zh. The number of independent sets in uniyli graphswith a given diameter // Disrete Appl. Math. | 2009.| V. 7, � 157.|P. 1387{1395.4. Pedersen A. S., Vestergaard P. D. The Number of Independent Setsin Uniyli Graphs // Disrete Appl. Math. | 2005. | V. 3, � 152. |P. 246{256.
çéðï�åúá ìïúéîá äìñ ðïäëìáóóï÷ëìáóóá çòáæï÷ âåú K1;3÷. á. úÁÍÁÒÁÅ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏ-ÔÏÒÙÈ �ÏÍÅÞÅÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. åÓÌÉ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁ-ÆÏ×, ÔÏ ÞÅÒÅÚ Xn ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×280



ÉÚ X . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ, ÅÓÌÉÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ. îÁ-ÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ �Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×. ðÕÓÔØM| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×, ÔÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚFree(M) �ÒÉÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÉÈ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÒÁÆÁÍ ÉÚ M. ïÂÝÅÉÚ-×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ× X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ X = Free(M) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏM.÷ [1℄ ÷. å. áÌÅËÓÅÅ× ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁ-ÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ X ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ×, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:log2 jXnj = �1� 1k(X)� n22 + o(n2): (1)ÇÄÅ k(X) | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ ËÌÁÓÓÁX. íÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ-ÅÍ. ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÎÅ ÄÁÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÎËÉÆÕÎË�ÉÉ log2 jXnj ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÓÌÏÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏÑ ÓÉÎÄÅËÓÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ 1. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ÜÔÏÍÕ ÓÌÏÀ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏ-ÇÉÅ ×ÁÖÎÙÅ Ó �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ É ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÙ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÅÓÁ, �ÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÒÅÂÅÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÙÅÇÒÁÆÙ, ËÏÇÒÁÆÙ, ÈÏÒÄÁÌØÎÙÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ É ÄÒ.äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ log2 jXnjÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÷. å. áÌÅËÓÅÅ× ××ÅÌ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÁ×ÎÏ-×ÅÌÉËÏÓÔÉ [2℄. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÒÁÆÏ× X É Y ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉ-ÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1; 2; n0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏjYnj1 � jXnj � jYnj2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > n0. íÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ ; n0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ jXnj � nn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > n0 É ÆÁËÔÏÒÉ-ÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1; 2; n0 ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ n1n � jXnj � n2n ÄÌÑ ×ÓÅÈ n > n0. ó×ÅÒÈÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ ÎÁÚÙ-×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ× X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É n0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ n > n0, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ jXnj > nn. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÌÁÓÓÙÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁ-ÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÑÒÕÓÁÍÉ.÷ [3℄ ü. ûÁÊÎÅÒÍÁÎ É äÖ. úÉÔÏ ×ÙÄÅÌÉÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ÓÁÍÙÈ ÎÉÖÎÉÈÑÒÕÓÁ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÓÌÏÑ: ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÊ, �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ, ÜËÓ�ÏÎÅÎ-�ÉÁÌØÎÙÊ É ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ. äÌÑ ÜÔÉÈ ÑÒÕÓÏ× log2 jXnj �Ï �ÏÒÑÄËÕÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó 1; logn; n É n logn ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. á×ÔÏÒÙ [3℄ ÔÁËÖÅ �Ï-ËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÉËÁËÉÈ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ281



ÔÉ�Ï× �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, ÔÁËÏÊ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÷. å. áÌÅËÓÅÅ×ÙÍ [2℄. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ÑÒÕ-ÓÏ× ÷. å. áÌÅËÓÅÅ× �ÏÌÕÞÉÌ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ É × ËÁÖÄÏÍ ÉÚÞÅÔÙÒÅÈ ÎÁÛÅÌ ×ÓÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÏÚÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ äÖ. âÁÌÏÇÈÏÍ, â. âÏÌÏÂ�ÁÛÅÍ É ä. ÷ÁÊÎ-ÒÁÊÈÏÍ [4℄.æÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÑÒÕÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÇÁÞÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÔÒÅÈ, ÁËÌÁÓÓÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÑÒÕÓÁ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. úÎÁ-ÞÉÍÏÓÔØ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÏÇÏ ÑÒÕÓÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÍÎÏÇÉÅ ËÌÁÓÓÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓ Ó ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ É�ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÅË ÚÒÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÑÒÕÓ ÄÏ ÓÉÈ�ÏÒ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÏÌÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ. ÷ ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÛÁÇÏ× ÎÁ �ÕÔÉ Ë �ÏÌÕÞÅÎÉÀ ÔÁËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ× [5℄ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ.çÉ�ÏÔÅÚÁ ìÏÚÉÎÁ: îÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ X ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÆÁËÔÏ-ÒÉÁÌØÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× X \ B,X \ eB É X \ S ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ.úÄÅÓØB|ËÌÁÓÓ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, eB|ËÌÁÓÓ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈË Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ (ËÏÄ×ÕÄÏÌØÎÙÈ) ÇÒÁÆÏ× É S | ËÌÁÓÓ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈÇÒÁÆÏ×, Ô. Å. ÇÒÁÆÏ×, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁËÌÉËÕ É ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ É ÚÎÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄ-ËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ, ËÏÄ×ÕÄÏÌØÎÙÈ É ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ×ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÏÍÏÝØ �ÒÉ ÏÔ×ÅÔÅ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ X ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÍ.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÇÉ�Ï-ÔÅÚÙ ìÏÚÉÎÁ ÄÌÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁK = Free(K1;3),ÇÄÅ K1;p | Ú×ÅÚÄÁ Ó p ÌÉÓÔØÑÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×. ëÌÁÓÓFree(M)\K| ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Free(M) \ eB | ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ìÏÚÉÎÁ ÄÌÑ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ K). ðÕÓÔØM | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×. ëÌÁÓÓ X = Free(M) \ K ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚËÌÁÓÓÏ× X \B, X \ eB É X \ S ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ.ðÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 1 × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍÉÚ [6℄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙÓ Ä×ÕÍÑ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ K1;3.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �p;q ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÉÚ Ä×ÕÈ Ú×ÅÚÄK1;p ÉK1;qÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÉÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÏÓÔÙÍ �ÕÔÅÍ ÄÌÉÎÙ 2, ÞÅÒÅÚ282



T1;2;3 | ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÉÚ Ú×ÅÚÄÙ K1;3 ÏÄÉÎÏÞÎÙÍ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉ-ÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Å£ ÒÅÂÅÒ É Ä×ÏÊÎÙÍ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ Å£ ÒÅÂÒÁ.þÅÒÅÚ P7, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÅÍÉ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ �ÕÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ G ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ �ÏÄÇÒÁÆÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× T1;2;3;�p;q +K1 ÉÌÉ P7, ÔÏ ËÌÁÓÓ Free(K1;3; G) |Ó×ÅÒÈÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ. åÓÌÉ G | �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ T1;2;3ÉÌÉ �p;q +K1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ p; q, ÔÏ Free(K1;3; G) |ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌØÎÙÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏ-ÅËÔÙ 11-01-00107-Á É 12-01-00749-Á), æãð �îÁÕÞÎÙÅ É ÎÁÕÞÎÏ-�ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÁÄÒÙ ÉÎÎÏ×Á�ÉÏÎÎÏÊ òÏÓÓÉÉ ÎÁ 2009{2012 ÇÇ.� (çë16.740.11.0310) É ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÁÎÁÌÉ-ÚÁ ÓÅÔÅ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ îéõ ÷ûü, ÇÒÁÎÔ �ÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ ÄÏÇ.11.G34.31.0057. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÌÅËÓÅÅ× ÷. å. ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1992. | �. 4,×Ù�. 2. | ó. 148{157.2. áÌÅËÓÅÅ× ÷. å. ï ÎÉÖÎÉÈ ÑÒÕÓÁÈ ÒÅÛ£ÔËÉ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÇÒÁÆÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. |1997. | �. 4. | ó. 3{12.3. Sheinerman E. R., Zito J. On the size of hereditary lasses ofgraphs // Journal of Combinatorial Theory. Series B. | 1994. |V. 61. | P. 16{39.4. Balogh J., Bollob�as B., Weinreih D. The speed of hereditary prop-erties of graphs // Journal of Combinatorial Theor. Series B. | 2000. |V. 79. | P. 131{156.5. Lozin V. V., Mayhill C., Zamaraev V. A note on the speed of hered-itary graph properties // The Eletroni Journal of Combinatoris. |2011. | V. 18, � 1.6. Lozin V. V., Mayhill C., Zamaraev V. Loally bounded overingsand fatorial properties of graphs // European Journal of Combina-toris. | 2012. | V. 33, � 4. | P. 534{543.
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óéííå�òéþåóëéå ìéîåêîùå ðòïó�òáîó�÷áä÷õäïìøîùè çòáæï÷ä. ÷. úÁÈÁÒÏ×Á (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÔÏÅ × [1, 2℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÁÎÓÔ× ÇÒÁÆÏ×. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀÇÒÁÆÏ× G1 = (V;E1) É G2 = (V;E2) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ G1 � G2 =(V; (E1�E2)[ (E2�E1)). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ× Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÇÒÁÆÏ× (óìðç), ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÅÒÛÉÎ. ÷ [2℄ Ï�ÉÓÁÎÙ ×ÓÅ óìðç,ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 14 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ. úÄÅÓØ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈÇÒÁÆÏ× (óìðäç). óìðäç | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÓÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÄÏÌÑÍÉ, ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÒÁÚÎÏÓÔÉ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÅÒÛÉÎ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÄÏÌÉ. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ óìðäç, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ óìðç. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÍÅÒÁÈ ÄÏ-ÌÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 12 óìðäç. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÇÒÁÆÏ×:D1 | ×ÓÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ;D2 | Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ Ó ÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÂÅÒ;D3| Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÍÅÀÔÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ;D4| Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÍÅÀÔÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÞÅÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ;D5| Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÅÒÛÉÎ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÉÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÞÅÔÎÏÓÔØ (Ä×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á);D6| Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÉ ÉÍÅÀÔÞÅÔÎÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ (Ä×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á);D7 | Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ Ó ÞÅÔÎÙÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÑÍÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ;D8 = D2 \D3 | Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ Ó ÞÅÔÎÙÍÉ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÂÅÒ ÉÓ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ;D9 = D2\D8 | �ÏÌÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ É ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÅ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈ �ÏÌÎÙÈ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ (ÇÒÁÆ Ó ÏÄÎÏÊ �ÕÓÔÏÊ ÄÏÌÅÊ ÓÞÉ-ÔÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ);D10 | �ÏÌÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ É �ÕÓÔÏÊ ÇÒÁÆÙ.úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÒÁÚÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ X | óìðäç, ÔÏ X ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× D1{D10. 284



òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ12-01-00749). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÌÅËÓÅÅ× ÷. å., úÁÈÁÒÏ×Á ä. ÷. ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÁÈ ÇÒÁÆÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅ-ÒÉÑ 1. | 2007. | �. 14, ×Ù�. 1. | C. 21{26.2. úÁÈÁÒÏ×Á ä. ÷. óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÇÒÁ-ÆÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2011. | �. 23, ×Ù�. 2. | ó. 104{107.éúâù�ïþîïó�ø ëïîó�òõë�é÷îùè ïðéóáîéêçáíéìø�ïîï÷ùè ðìáîáòîùè çòáæï÷í. á. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ, ËÏÎÅÞÎÙÅ, ÎÅ-ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. éÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÏÒ ÇÒÁÆÏ×, ×ËÌÀ-ÞÁÀÝÉÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÅÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏ�ÉÉ. ë ÇÒÁÆÁÍËÏÎÓÔÒÕËÔÏÒÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÂÉÎÁÒÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓËÌÅÊËÉ, �ÒÉ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ �ÏÄÇÒÁ-ÆÏ× G01 � G1 É G02 � G2 ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ× G1 É G2. çÒÁÆ ~G, ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆÁÍ G01 É G02, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÁÆÏÍ ÓËÌÅÊËÉ.ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÓËÌÅÊËÉ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ× ×ÙÂÉÒÁ-ÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÚÁÄÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. äÌÑÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á Õ ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉÓËÌÅÊËÉ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ H , ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ × ÓÅÂÑ× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ×ÉÄ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, ÉÈ×ÙÂÏÒ × ÇÒÁÆÁÈ-Ï�ÅÒÁÎÄÁÈ É Ó�ÏÓÏÂ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ [1℄.ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÅÓÌÉ ËÁ-ÖÄÏÊ �ÁÒÅ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÓÍÅÖÎÙÈ × �ÏÄÇÒÁÆÅ ÓËÌÅÊËÉ ~G ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÎÅÓÍÅÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ×. �ÁËÉÅÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ËÁË � H �-ÓËÌÅÊËÉ.ï�ÅÒÁ�ÉÉ Hg-ÓËÌÅÊËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÏÓÔÉ, ÅÓ-ÌÉ jV ( ~G)j = minfjV (G1)j; jV (G2)jg ÌÉÂÏ jV ( ~G)j = 2 É ÜÔÉ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍÉ × ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ �ÉËÌÁÈ ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ× G1É G2 [1℄. 285



ï�ÅÒÁ�ÉÉ Hp-ÓËÌÅÊËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á V (G01) É V (G02) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ × �ÌÏÓËÉÈ ÕËÌÁÄËÁÈ ÇÒÁÆÏ× G1 É G2 É �ÁÒÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÈ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ ËÒÕÇÏ×ÙÈ ÏÂÈÏÄÏ×ÜÔÉÈ ÇÒÁÎÅÊ [2℄.ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÙËÎÏ-×ÅÎÎÙÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ËÁË Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ � Hgp �-ÓËÌÅÊËÉ.÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÁÆÏ× ÏÓÎÏ-×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔÉ, ×ÎÏÓÉÍÏÊ × ÚÁÄÁÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÇÒÁ-ÆÁÈ �ÒÉ ÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÏÊ ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔØÀ.÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ï�ÅÎËÉ ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔÉ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ Ï�É-ÓÁÎÉÊ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÄÌÑ ÆÕÎË-�ÉÉ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á. éÓÈÏÄÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉËÌÙCn; n � 3, Á ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÍÉ �ÏÄÇÒÁÆÁÍÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ �Å�É L2ÉÌÉ �Å�É Ln; n = minfjV (G1)j; jV (G2)jg, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÇÁÍÉÌØÔÏ-ÎÏ×ÙÍ �ÉËÌÁÍ ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ×, ÌÉÂÏ, �ÒÉ jV (G1)j = jV (G2)j, ÇÁ-ÍÉÌØÔÏÎÏ×Ù �ÉËÌÙ ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ×.äÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Is(G) | ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ sÏ�ÅÒÁ�ÉÊ � Hgp �-ÓËÌÅÊËÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÇÒÁÆ G, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÁ Is(G) = Pqi=1 jE( ~Gi)jjE(G)j ;ÇÄÅ ~Gi | �ÏÄÇÒÁÆ ÓËÌÅÊËÉ i-Ê Ï�ÅÒÁ�ÉÉ; q | ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ� Hgp �-ÓËÌÅÊËÉ × ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ s.ðÕÓÔØ =n | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÇÁÍÉÌØÔÏ-ÎÏ×ÙÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×; S | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÊ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ � Hgp �-ÓËÌÅÊËÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆ G 2 =n Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ�ÏÄÇÒÁÆÏ× ÓËÌÅÊËÉ ~G 2 fL2; L3; L4; C4; L5; C5; :::g. ÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ mins2S Is(G) = I(G); maxG2=n I(G) = I(=n):�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ n � 31� 1n� 2 � I(=n) � 1:286



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ. ìÀÂÏÊ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÊ �ÌÁÎÁÒ-ÎÙÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× ÇÒÁÆG, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ Cn, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÉÚ-ÂÙÔÏÞÎÏÓÔÉ Is(G) � 1. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G; jE(G)j = m ×ÎÅÛÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÊ,ÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ m � n ÒÁÚ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ� Hgp �-ÓËÌÅÊËÉ �Ï �ÏÄÇÒÁÆÕ ~G �= L2. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆG ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÊËÉ �Ï Cn Ä×ÕÈ ×ÎÅÛ-ÎÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ×ËÌÀÞÅÎÎÙÈ ×Ï×ÓÅ �ÏÄÇÒÁÆÙ ÓËÌÅÊËÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ.÷ ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ G �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÉ ÜÔÏÍ I(=n) � 1.ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÌÏÓËÕÀ ÕËÌÁÄËÕ ÇÒÁ-ÆÁ G. òÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E(G) ÎÁ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ÷ �ÅÒ×ÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÎÅÓÅÍ ÒÅÂÒÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÞÅÒÅÚ m0. ÷Ï ×ÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÒÅÂÒÁ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎÉ; ÉÈ ÞÉ-ÓÌÏ ÒÁ×ÎÏm�m0. ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁG ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ �ÉË-ÌÏ× Cn; n � 3 �Ï �ÏÄÇÒÁÆÁÍ ÓËÌÅÊËÉ ~G 2 fL2; L3; L4; C4; L5; C5; :::gÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × �ÏÄÇÒÁÆÅ ÓËÌÅÊËÉ ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓ-ÌÁ �ÏÑ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÒÅÂÅÒ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÓÂÏÒËÉ ÇÒÁÆÁ G Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅI(G) � m�m0m = 1� m0m :ðÏÓËÏÌØËÕ m0 � 3, Á m � 3n� 6, ÔÏmaxG2=n I(G) � 1� 1n� 2 :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÒÉ n!1.I(=n)! 1:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× // äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1996. | �. 3, � 4. |ó. 35{63.2. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈÇÒÁÆÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÍ. î. é. ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ. | 2012. { � 3 (1). | ó. 137{140.287



áóéíð�ï�éþåóëáñ æïòíõìá äìñ þéóìáüêìåòï÷ùè ïòéåî�áãéê ÷ çòáæáèó âïìøûïê áìçåâòáéþåóëïê ó÷ñúîïó�øàí. é. éÓÁÅ× (íÏÓË×Á)üÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÅÇÏ ÒÅ-ÂÅÒ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÒÅÂÅÒ É×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÒÅÂÅÒ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. ðÕÓÔØ EO(G) | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ üÊ-ÌÅÒÏ×ÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ EO(G) = 0, ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎØÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ G ÎÅÞÅÔÎÁÑ. òÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÔÕÒÎÉÒÏÍ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ üÊÌÅÒÏ×Á ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Kn.îÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ [5℄:1. úÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÞÎÏÍ �ÏÄÓÞÅÔÅ ÞÉÓÌÁ üÊÌÅÒÏ×ÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ �ÒÏ-ÓÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ #P . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÕÄÎÏÊ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.2. äÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë �ÏÄÓÞÅÔÕ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÎÙÈ �ÁÒÏÓÏ-ÞÅÔÁÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.äÁÖÅ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Kn ÔÏÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, É ÔÏÌØËÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÙÌÁ�ÏÌÕÞÅÎÁ [6℄: �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n!1EO(Kn) = �2n+1�n �(n�1)=2 n1=2e�1=2 �1 +O(n�1=2+")� (1)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÏÂÏÂÝÅÎ �ÏÄÈÏÄ [6℄. ðÏÌÕÞÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓ-ËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ üÊÌÅÒÏ×ÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ × �ÒÏÓÔÙÈ ÇÒÁÆÁÈ ÓÂÏÌØÛÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ. äÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÔÁÌØÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÉÖÅ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1.äÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ n � n ÍÁ-ÔÒÉ�Õ: Qjk = ( �1; fvj ; vkg 2 EG;dj ; j = k;0; × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ,ÇÄÅ n = jV Gj, dj ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ vj 2 V G. íÁÔÒÉ�ÁQ = Q(G) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ìÁ�ÌÁÓÁ ÇÒÁÆÁ G. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ �1 � �2 � : : : � �n ÍÁÔÒÉ�Ù Q Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ288



×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, × ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, �1 = 0. þÉÓÌÏ �2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ ÇÒÁÆÁG. (äÌÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ìÁ�ÌÁÓÁ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3, 7℄.)ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÉÒÈÇÏÆÁ (ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÒÅ×ØÑÈ), ÓÍ. [4℄,t(G) = 1n�2�3 � � ��n; (2)ÇÄÅ t(G) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÇÒÁÆÁ G.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G | �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v1; : : : ; vn,ÉÍÅÀÛÉÍÉ ÞÅÔÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, �ÒÉÞÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÇÒÁ-ÆÁ �2(G) � n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ  > 0. �ÏÇÄÁEO(G) = (1 + Æ(G))0�2jEGj+n�12 ��n�12 1pt(G) Y(vj ;vk)2EGPjk1A ;ÇÄÅ dj | ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ vj , t(G) | ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× G,Pjk = 1� 14(dj + 1)2 � 12(dj + 1)(dk + 1) � 14(dk + 1)2 ;É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 jÆ(G)j � Cn�1=2+";ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ  É ".úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. éÓ�ÏÌØÚÕÑ (2), ÞÉÓÌÏ t(G) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÏÓ �ÏÍÏÝØÀ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ ÍÉÎÏÒÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ìÁ�ÌÁÓÁ Q.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. äÌÑ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �2(Kn) = n, EKn = n(n�1)2 ,t(Kn) = nn�2,Yfvj ;vkg2EKn Pjk = �1� 14n2 � 12n2 � 14n2�n(n�1)2 == �eln(1� 1n2 )�n(n�1)2 = e�1=2 +O(n�1):òÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë (1).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ ó. ð. �ÁÒÁÓÏ×Á �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 11-01-00398Á.289
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ïâ ïäîïí áìçïòé�íå òåûåîéñ úáäáþéíéîéíáìøîïçï K-òáúòåúáé. ÷. ëÏÚÌÏ× (äÏÌÇÏ�ÒÕÄÎÙÊ)ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÇÒÁÆ G(V;E) : jV j = n; jEj = m (V | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, E|ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ) É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k. úÁÄÁÞÁÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ k-ÒÁÚÒÅÚÁ (min k-ut) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÉÓËÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑV ÎÁ k ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× V = fV1; : : : ; Vkg ÔÁËÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÂÙÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ.ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÍÅÖÄÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØk-ÒÁÚÒÅÚÏÍ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÏÊ ÒÁÚÒÅÚÁ.÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 2, 2-ÒÁÚÒÅÚ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ÒÁÚÒÅÚÏÍ. óÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ k-ÒÁÚÒÅÚÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ290



ÏÂÙÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ (min ut). ÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 2,ÒÁÚÒÅÚ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÊ × ÇÒÁÆÅ G ×ÅÒÛÉÎÙ s É t, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ s� tÒÁÚÒÅÚÏÍ.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ × ÇÒÁÆÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ(k > 2) ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ min ut.÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÁÄÁÞÁ min ut Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ × ÓÅÔÉ (min s-t ut), ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ min k-ut �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÍ k ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ O(nk2 ). ÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄, ×Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁmin k-ut ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕÓÌÏÖÎÏÓÔÉ FPT É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÔÅÏÒÉÉ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ Õ ×ÓÅÈ ÔÏÞÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÒÅÛÁÀ-ÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, �ÁÒÁÍÅÔÒ k ÄÏÌÖÅÎ ×ÈÏÄÉÔØ × �ÏËÁÚÁÔÅÌØ ÓÔÅ-�ÅÎÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÉÓËÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÉÂÌÉ-ÖÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.÷ ÒÁÂÏÔÅ óÁÒÁÎÁ É ÷ÁÚÉÒÁÎÉ [3℄ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÖÁÄ-ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ min k-ut. ÷ ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ, × [3℄ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÓÈÅÍÁ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ SPLIT, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ�ÏÌÕÞÉÔØ (2 � 2k )-�ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ ÓÈÅÍÕSPLIT, �ÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÄÁÌÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ.1. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚ × ÇÒÁÆÅ, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÝÉÊ ÞÉÓÌÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ.2. õÄÁÌÉÔØ ÒÅÂÒÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÍÕ ÒÁÚÒÅÚÕ.3. ðÏ×ÔÏÒÑÔØ ÛÁÇÉ 1,2, �ÏËÁ × ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ.÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÒÅÚ × ÇÒÁÆÅ ×Ù-ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ k � 1 ÒÁÚ, �ÏÜÔÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ k � 1 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ, Á ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÁ SPLIT ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ O(kF ), ÇÄÅ F | ×ÒÅÍÑ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑÚÁÄÁÞÁ min ut.÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ × ÒÁÍËÁÈ ÓÈÅÍÙ SPLIT × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ �ÒÏ-�ÅÄÕÒÙ �ÏÉÓËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ èÁÏ-ïÒÌÉÎÁ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [5℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍëÁÒÇÅÒÁ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [6℄. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅËÏÒÄÎÙÍ �Ï ÓËÏÒÏ-ÓÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÔÉ�Á ìÁÓ-÷ÅÇÁÓ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉmin ut.óÏ×ÍÅÝÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÁÈ [4℄ É [6℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ291



ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ. áÌÇÏÒÉÔÍ SPLIT, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÏÉÓËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ ëÁÒÇÅÒÁ, ÎÁÈÏÄÉÔ (2� 2k )-�ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉmin k-ut ÚÁ ×ÒÅÍÑ ~O(kn3=2), ÇÄÅ  | ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚ-ÒÅÚÁ × ÇÒÁÆÅ, Á ~O(f) = O(f � poly logn).ðÏ ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ Õ Á×ÔÏÒÁ Ó×ÅÄÅÎÉÑÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØÀ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏ×, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈ 2-�ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ min k-ut. áÌ-ÇÏÒÉÔÍ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× [6℄, ÉÅÇÏ × �ÒÉÎ�É�Å ÍÏÖÎÏ ÄÅÒÁÎÄÏÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 11-01-00398.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Goldshmidt ï., Hohbaum D. Polynomial algorithm for the k-utproblem // Proeedings of the 29th Annual Symposium on Foundationsof Computer Siene. | 1988. | P. 444{451.2. Downey R. Cutting up is hard to do: the parametrized omplexityof k-ut and related problems // Eletroni Notes in Theoretial Com-puter Siene. | 2003. | V. 78. | P. 205{218.3. Saran H. Vazirani V. Finding k-uts within twie the optimal //Proeedings of the 32th Annual Symposium on Foundations of ComputerSiene. | 1991. | P. 743{751.4. ëÏÚÌÏ× é. ÷. ï�ÅÎËÁ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑÚÁÄÁÞÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ k-ÒÁÚÒÅÚÁ // �ÒÕÄÙ 54-Ê ÎÁÕÞÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉíæ�é. õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ É �ÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2011. | ó. 59{60.5. Hao J. Orlin J. A faster algorithm for �nding the minimum ut ina direted graph // Journal of Algorithms. | 1994. | V. 17, � 3. |P. 424{446.6. Karger D. Random sampling in ut, ow and network design prob-lems // Mathematis of Operations Researh. | 1999. | V. 24, � 2. |P. 383{413.
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ëïîåþîùå ðïìñé 1-èòïíá�éþåóëïå þéóìïïòéåî�éòõåíùè ä÷õíåòîùè ðï÷åòèîïó�åê÷. ð. ëÏÒÖÉË (þÅÒÎÏ×�Ù)÷ÓÅÇÄÁ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ, ÎÁ�ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁ-ÍÉ. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ (�ÏÌÑ çÁÌÕÁ) ÂÙÌÉ ×�ÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ �ÒÉ ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ, �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÒÎÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏ-ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ É ÒÁÄÉËÁÌÏ×. çÒÁÆ1-×ÌÏÖÅÎ × Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ ÎÁ ÜÔÏÊ �Ï-×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÏÄÎÉÍ ÄÒÕÇÉÍ ÒÅÂÒÏÍ. 1-ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �1(S) �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉS ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ1-×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × ÜÔÕ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ. îÉÖÅ ÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÅÞ-ÎÙÈ �ÏÌÅÊ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÉ�Ù 1-ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÅÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sp ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ p � 0.òÉÎÇÅÌØ [1℄ �ÏÌÕÞÉÌ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉ�Õ�1(Sp) � R(Sp) = �9 +p64p+ 172 �ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ Sp, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÓÆÅÒÙ, É�1(Sp) � �13 +p144p+ 253 � � R(Sp);ËÏÇÄÁ �1(Sp) Þ£ÔÎÏÅ. òÉÎÇÅÌØ ×ÙÄ×ÉÎÕÌ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÒÈÎÑÑÇÒÁÎÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ÚÁÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ ÍÁÌÏÇÏ ÒÏÄÁ).÷Ó£, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ × ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 1-ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: òÉÎÇÅÌØ [1℄ �ÏËÁ-ÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ÄÌÑ p = 1; 89; Á×ÔÏÒ[2℄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ R(Sp)� 10 � �1(Sp) (1)ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ p � 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 1-ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏ-ÓÔÅÊ: × [3℄ ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1-ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÌÑ293



�ÒÉÍÅÒÎÏ 7=12 ×ÓÅÈ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ É ÂÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÏÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÅÄÉÎÉ�Ù 1-ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÕÅÍÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÏÄÁ.äÌÑ �ÅÌÏÇÏ ` � 0, ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÏÊ `-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S(1); S(2); S(3); : : : ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ, ÞÔÏ R(S(i)) � ` � �1(S(i)) ÄÌÑ i = 1; 2; : : :. þÔÏÂÙ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎÉ�Õ (1), Á×ÔÏÒ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÌÏÖÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÔÏËÏ×, �ÏÓÔÒÏÉÌ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÅ 3-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.äÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÙÈ `-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ` � 2.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ F (n) �ÏÒÑÄËÁ n > 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÉÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n = pr, ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, r | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �Å-ÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ p 6= 2, ÉÍÅÅÍ ÉÌÉ p � 1 (mod 4) (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ pr � 1(mod 4) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ r � 1), ÉÌÉ p � 3 (mod 4) (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p2r � 1(mod 4) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ r � 1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÅÊ F (n), n � 1(mod 4). ðÏÌÅ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÂÉÎÁÒÎÙÅÏ�ÅÒÁ�ÉÉ: + (ÓÌÏÖÅÎÉÅ) É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑF (n) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ " (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏ-ÇÏ �ÏÌÑ) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1; "; "2; "3: : : : ; "n�2 ÅÓÔØ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ F (n) �ÏÒÑÄËÁ n =4m+ 1, ÇÄÅ m | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, m � 3, ÔÏ8m+ 2 � �1(S4m2�m+1) � 8m+ 3 = R(S4m2�m+1):óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ Kn, ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ F (n).ðÕÓÔØ "| �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x 2 F (n),ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H(x) (n� 1)-ÕÇÏÌØÎÕÀ ÇÒÁÎØ, ÇÒÁÎÉ�ÅÊ ËÏÔÏÒÏÊÅÓÔØ �ÉËÌ x + 1; x + "; x + "2; x + "3; : : : ; x + "n�2 ÇÒÁÆÁ Kn. üÔÉn (n � 1)-ÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÔÁËÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁKn × ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ 1 � n + n(n�1)4 , ËÁÖÄÙÅ Ä×ÅÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÜÔÏÇÏ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÑ, ÄÏÂÁ×ÉÍ ÎÏ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ × ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÜÔÕÎÏ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÒÅÂÒÁÍÉ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ É ÓÏ ×ÓÅ-ÍÉ ÎÏ×ÙÍÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÓÍÅÖÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ. ðÏÌÕÞÉÍ1-×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ K2n ÂÅÚ 1-ÆÁËÔÏÒÁ. äÏÂÁ×ÌÑÑ bn2 +1 ÒÕÞÅË, ÍÏÖ-ÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ Ò£ÂÒÁ ÜÔÏÇÏ 1-ÆÁËÔÏÒÁ. ðÏÌÕÞÁÅÍ 1-×ÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁK2n = K8n+2 × ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÍÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÒÏÄÁ 4m2 �m + 1, ÞÔÏ294



É ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ.ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [4℄.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Ringel G. A nine olor theorem for the torus and the Klein bottle //The Theory and Appliations of Graphs. | New York: Wiley, 1981. |P. 507{515.2. Korzhik V. A tighter bounding interval for the one-hromati num-ber of a surfae // Disrete Math. | 1997. | V. 169. | P. 95{120.3. Korzhik V. On the 1-hromati number of nonorientable surfaeswith large genus //Journal of Combin. Theory Ser. B. | 2012. |V. 102. | P. 283{328.4. Korzhik V. Finite �elds and the 1-hromati number of orientablesurfaes // Journal of Graph Theory. | 2010. | V. 63. | P. 179{184.óðåë�ò èòïíá�éþåóëéè þéóåì óðéîáìøîùèë÷áäòáîçõìñãéê úáíëîõ�ïê ðï÷åòèîïó�éó. á. ìÁ×ÒÅÎÞÅÎËÏ (íÏÓË×Á)ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÅÊ ÓÆÅÒÙ Ó g ÒÕÞËÁÍÉ Sg Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÎÅÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÏÍ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 2-ËÌÅÔÏÞÎÁÑ ÕËÌÁÄËÁ G ,! Sg, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÙÊ ÒÅÇÉÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ�ÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ 4 ÇÒÁÆÁ G. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÆÁ G, Á ÔÁËÖÅÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÇÒÁÆÏÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �(G) É Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �×ÅÔÏ×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÁÓËÉ×ÅÒÛÉÎ Õ G ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÁÑ �ÁÒÁ ÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÂÙÌÁ ÂÙÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.þÉÓÌÏ âÅÔÔÉ (�ÅÒ×ÏÅ) Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ×Ù-ÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �(G) = jE(G)j�jV (G)j+1, ÇÄÅ jV (G)j É jE(G)j|ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ Õ G (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ). ä×ÏÊÎÏÅÓ�ÌÅÔÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G ÅÓÔØ ÇÒÁÆ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÊG[:℄, Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒ-ÛÉÎ V (G[:℄) = V (G0) [ V (G00), ÇÄÅ G0 É G00 | Ä×Å ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑËÏ�ÉÉ ÇÒÁÆÁ G, É Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÂÅÒ E(G[:℄) = E(G0)[E(G00) �ÌÀÓÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ v0 2 V (G0) Ó ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÏÊ × G00, ÓÍÅÖÎÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v00 2 V (G00) (ÎÏ ÎÅ ÓÓÁÍÏÊ v00). óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [1℄.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ G[:℄ ,! S�(G):ìÀÂÁÑ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ ×ÉÄÁ G[:℄ ,! S�(G) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÉÎÁÌØ-ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÅÊ ÒÏÄÁ g = �(G) Ó �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÏÍ G: ðÏ ÌÅÍÍÅ 1295



ÒÏÄ Ó�ÉÎÁÌØÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ âÅÔÔÉ �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÁ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ | ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ, ÎÏ �ÏÌÅÚÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 2. �(G[:℄) = �(G):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á T ÌÀÂÁÑÕËÌÁÄËÁ T [:℄ ,! S0 ÅÓÔØ ÂÉÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ ÓÆÅÒÙ:÷ ÜÔÏÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÁÎÁ-ÌÏÇ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ [2℄ Ï ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑÈ (�ÉÔÉÒÕÅÍÏÇÏ × ÕÞÅÂ-ÎÉËÅ õÁÊÔÁ [3℄) É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÔÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ ÈÒÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÒÏÄÅ. þÅÒÅÚ �(Kn) = 12 (n �1)(n�2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁKn ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ g � 0 É n � 2 ÔÁËÉÈ; ÞÔÏg � �(Kn); ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ó�ÉÎÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ SgÓ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ n:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÌÅÍÍÁÍ 1 É 2 × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÁ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ G Ó �(G) = g É �(G) = n. þÔÏÂÙ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉË, ÂÅÒÅÍKn. åÓÌÉ �(Kn) = g, �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÇÏÔÏ×. åÓÌÉ ÖÅ �(Kn) < g, ÂÅÒÅÍ ÌÅÓÔÎÉÞÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó g � �(Kn) ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ �ÉËÌÁÍÉ É ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ Ó ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ×ÅÒÛÉÎÏÊ Õ Kn. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.îÉÖÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÞÉ-ÓÅÌ fng �ÏÌÏÎ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÒÏÄÅ g � 0.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÉÍÅÅÍ(2�(G)� 3)2 � 1 + 8�(G): (1)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕË�ÉÑ �Ï ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ Õ G. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ G = K1 É K2. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ(1) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó� n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, É �ÕÓÔØG | Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó n + 1 ×ÅÒÛÉÎÏÊ (n � 2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ HÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÉÚ G ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ HÏÓÔÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ. �ÏÇÄÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,�(G) = �(H) + degG(v) � 1; (2)ÇÄÅ degG(v) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ v × G.óÌÕÞÁÊ 1. �(G) = �(H). �ÏÇÄÁ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÉÍÅ-ÅÍ (2�(G)� 3)2 = (2�(H)� 3)2 � 1 + 8�(H) � 1 + 8�(G).óÌÕÞÁÊ 2. �(G) = �(H) + 1. �ÏÇÄÁ degG(v) � �(H) É × ÓÉÌÕ (2)�(G) � �(H) + �(H) � 1, É �ÏÜÔÏÍÕ (2�(G) � 3)2 = (2�(H) � 3)2 +8�(H)�8 � 1+8�(H)+8�(H)�8 � 1+8�(G). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.296



òÏÄ ÌÀÂÏÊ Ó�ÉÎÁÌØÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ Ó �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÏÍ G ÒÁ×ÅÎg = �(G) �Ï ÌÅÍÍÅ 1, Á ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ n = �(G) �Ï ÌÅÍÍÅ2. ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÉÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g � �(Kn) = 12 (n� 1)(n� 2)× ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 �ÕÔÅÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1) É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØÎÙÍ × ËÌÁÓÓÅ Ó�ÉÎÁÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ.ðÏ�ÕÔÎÏ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÇÄÅ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ × [4℄.(ïÂÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÏÌÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ.)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÉÍÅÅÍjV (G)j2jV (G)j2 � 2jE(G)j � �(G) � 3 +p9� 8jV (G)j+ 8jE(G)j2 :÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÁÄÉÍ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÒÍÉÎÁ �Ó�ÉÎÁÌØÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÎ-ÇÕÌÑ�ÉÑ�. �Ï�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ d-ÍÅÒÎÙÊ �ÏÌÉÜÄÒ jKj ÅÓÔØ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅ-ÓËÁÑ ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ K ,! Rn ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ K ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d � n � 1: ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Nn = Nn(jKj) ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ Õ jKj,Á ÞÅÒÅÚ �k(jKj) | k-Å ÞÉÓÌÏ âÅÔÔÉ Õ jKj. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ËÏÍ�ÏÚÉ-�ÉÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ~Hk(�Nn;Q) �= ~Hk(Nn;Q) � ~Hk(Rn � Nn;Q) �=~Hk(jKj;Q)�Hn�k�1(jKj;Q), × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒ×ÙÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÔÏÞ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ íÁÊÅÒÁ-÷ØÅÔÏÒÉÓÁ, Á ×ÔÏÒÏÊ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ-ÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØÀ áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ:�k(�Nn(jKj)) = �k(jKj) + �n�k�1(jKj); (3)ÇÄÅ 0 � k � n � 1. ðÒÉ n = 3 ÇÒÁÎÉ�Á �N3 | ÎÅÓ×ÑÚÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÅ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÆÅÒ Ó ÒÕÞËÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÕÞÅËÞÅÒÅÚ ℄hand �N3. ðÒÉ n = 3 É k = 1 ÆÏÒÍÕÌÁ (3) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÁËÏÊ:℄hand �N3(jKj) = �1(jKj) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 1- ÉÌÉ 2-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁ jKj× R3. âÏÌÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × R3 ÇÒÁÆÁG ÉÍÅÅÍ ℄hand �N3(G) = �(G). �ÅÌÏN3(G) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ËÁËÔÅÌÏ Ó ÒÕÞËÁÍÉ, �ÒÉÞÅÍ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÏÍ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÏÄ ÔÅÌÁ Ó ÒÕÞËÁÍÉ Ó �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÏÍ G ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ âÅÔ-ÔÉ �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÁ G: �Å�ÅÒØ ÌÅÍÍÕ 1 ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÆÒÁÚÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:Ä×ÏÊÎÏÅ Ó�ÌÅÔÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÉÒÕÅÔ ÇÒÁÎÉ�Õ ÌÀÂÏÇÏ ÔÅÌÁÓ ÒÕÞËÁÍÉ Ó �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÏÍ G: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÆ G ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÚ×ÏÎÏÞÎÉËÏÍ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ G[:℄ ,! S�(G), ÁÓÁÍÕ Ë×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ Ó�ÉÎÁÌØÎÏÊ.297



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. White A. T. On the genus of the omposition of two graphs //Pai� j. math. | 1972. | V. 41, � 1. | P. 275{279.2. Harary F., Lawrenenko S., Korzhik V. Realizing the hromat-i numbers of triangulations of surfaes // Disrete math. | 1993. |V. 122, � 1{3. | P. 197{204.3. White A. T. Graphs of groups on surfaes: interations and mod-els. | Amsterdam: North-Holland, 2001.4. Myers B. R., Liu R. A lower bound on the hromati number of agraph // Networks. | 1971. | V. 1, � 3. | P. 273{277.ï òåâåòîïê òáóëòáóëå ä÷õäïìøîïçï çòáæáá. í. íÁÇÏÍÅÄÏ× (íÁÈÁÞËÁÌÁ)íÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ�, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ | ÞÅÒÅÚ n. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ò£ÂÅÒÎÕÀ �-ÒÁÓËÒÁÓËÕÇÒÁÆÁ G = (X;Y;E) ËÁË ÓÀÒßÅË�ÉÀ E ! f1; : : : ;�g. ò£ÂÅÒÎÕÀ �-ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ v ÇÒÁÆÁ �×ÅÔÁ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÁÂÏÒ ÉÚ dGv �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ G = (X;Y;E) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (�; �){ÂÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÒÁ×ÎÁ �, Á ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁ-ÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y ÒÁ×ÎÁ �.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ (�; 2){ÂÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁ-ÄÁÅÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ �{ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ �ÒÉ Þ£ÔÎÏÍ � É ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ(� + 1){ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ | �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÍ �. ó �ÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÅÍ ËÏÍ�ØÀ-ÔÅÒÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆÓ n � 14 ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏ-ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÅÍ. ÷ [2℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ NP -�ÏÌÎÏÔÁÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ,�ÏÓÔÒÏÅÎÙ ó.÷.óÅ×ÁÓÔØÑÎÏ×ÙÍ, M.Mala�ejki, A.Hertz, D. deWerraÉ P.Erd}os. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.÷ [3℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ NP -�ÏÌÎÏÔÁ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ 6-ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ (6; 3)-ÂÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ðÏÓÔÒÏÉÍ (6; 3){ÂÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÇÒÁÆ G = (X;Y;E)  n = 33: X = fx1; : : : ; x11g,Y = fy1; : : : ; y22g, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ E �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Ó�ÉÓËÁÍÉ ÓÍÅÖÎÏ-ÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X :x1(y1; y2; y3; y4; y5; y6), x2(y1; y2; y3; y4; y7; y8),298



x3(y5; y6; y7; y8; y9; y10), x4(y1; y2; y3; y4; y11; y12),x5(y9; y10; y11; y12; y13; y14), x6(y5; y6; y13; y14; y15; y16),x7(y7; y8; y16; y17; y21; y22), x8(y9; y10; y15; y17; y19; y20),x9(y11; y12; y15; y18; y21; y22), x10(y13; y14; y16; y18; y19; y20),x11(y17; y18; y19; y20; y21; y22).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. âÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÇÒÁÆ G = (X;Y;E) ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ 6-ÒÁÓËÒÁÓËÉ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ �-ÒÁÓËÒÁÓËÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁ-ÆÁ. îÁÂÏÒ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ Ò£ÂÅÒ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÕÞËÏÍ. éÎÔÅÒ×ÁÌØ-ÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ × �ÕÞËÅ,ÅÓÌÉ �×ÅÔÁ Ò£ÂÅÒ �ÕÞËÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ.úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÓËÒÁÓËÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ. õÓÌÏ×ÉÅ: úÁ-ÄÁÎ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆ G = (X;Y;E), ÇÄÅ X = fx1; x2g,dGx1 = dGx2 = �, dGy � d�=2 e ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ y 2 Y .÷Ï�ÒÏÓ: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÁÑ �-ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁG, ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÁÑ × ËÁÖÄÏÍ �ÕÞËÅ?�ÅÏÒÅÍÁ. úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÓËÒÁÓËÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ NP -�ÏÌÎÁ.îÁ�ÏÍÎÉÍ [4℄, ÞÔÏ ÅÓÌÉ minfjX j; jY jg � 3, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÓÔÏ-ÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁG = (X;Y;E) Ò£ÂÅÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓ-ËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÏÓÚÁÄÁÎÉÑ (�ÒÏ-ÅËÔ 1.1923.2011). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Giaro K. Compat task sheduling on dediated proessors withno waiting period (in Polish). PhD thesis. | Tehnial University ofGdansk, IETI Faulty. Gdansk, 1999.2. óÅ×ÁÓÔØÑÎÏ× ó. ÷. ïÂ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ Ò£ÂÅÒÄ×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. | 1990. |�. 50. | C. 61{72.3. Asratian A. S., Casselgren C. J. Some results on interval edge olor-ings of (�; �)-biregular bipartite graphs // Department of Mathematis,Linkoping University S{581 83, Sweden, 2007.4. Giaro K., Kubale M., Mala�ejki M. On the de�ieny of bipartitegraphs // Disrete Applied Mathematis. | Gdansk, 1999. | V. 94. |P. 193{203.
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òáóûéòñàýéå ïðåòá�ïòù ðòéíåîé�åìøîïë úáäáþå ï îåúá÷éóéíïí íîïöåó�÷åä. ó. íÁÌÙÛÅ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁËÏ�ÌÅÎÏ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÁËÔÏ× Ï�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ É Ï NP-�ÏÌÎÏÔÅ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÚÁÄÁÞ�ÒÉ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ�ÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ�ÏÉÓËÏ×ÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ËÏÍ�ÁÎÉÉ Google ×ÙÄÁÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ 13000000 ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÏÉÓËÁ �Ï ÚÁ�ÒÏÓÕ �NP-ompleteness� É �ÒÉÍÅÒÎÏ 400000ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÏÉÓËÁ �Ï ÚÁ�ÒÏÓÕ �polynomial-time solvability�. îÁ�ÒÁ-×ÌÑÀÝÉÅ ÍÏÔÉ×Ù Ë �ÏÌÕÞÅÎÉÀ ÎÏ×ÙÈ Ó×ÅÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÓÁÍÉÍÉ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ Ä×Á ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓ-�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ:1. ðÏÉÓË ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÈ ��ÒÏÓÔÙÈ� ËÌÁÓÓÏ×, ÏÂßÅÍÌÀÝÉÈ ÒÁÎÅÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ.2. ðÏÉÓË NP-�ÏÌÎÙÈ ÓÕÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÓÌÏÖÎÙÈ� ÓÌÕÞÁÅ×.÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ �ÅÌÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ËÌÁÓÓÏ× ÉÎÄÉ×É-ÄÕÁÌØÎÙÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÍÁÓÓÏ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÓÔÁ-×ÉÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ÞÅÍ ÁÎÁÌÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÌØÀ ×ÙÑ×ÌÅ-ÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ×, ÄÏ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÓÕÖÅÎÉÑ Ó ��ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ� ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÓÔÁÔÕÓÏÍ.äÒÕÇÏÊ �ÅÌØÀ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ �ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ� (Ô. Å. �ÒÉÇÏÄ-ÎÙÈ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ) ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÈ (ÓÕÖÁÀ-ÝÉÈ) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ(NP-�ÏÌÎÏÔÕ). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ Ä×Á ÔÁËÉÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å× ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ×.ëÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ× X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÚÁÍËÎÕÔÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ. ìÀÂÏÊ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ ËÌÁÓÓ (É ÔÏÌØËÏ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ) ÇÒÁÆÏ× X ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁÄÁÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ó×ÏÉÈ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× S.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÎÑÔÁ ÚÁ�ÉÓØ X = Free(S). óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÎÁÓÌÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØÎÙÍËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ É ×ËÌÀÞÁÅÔ ÔÁËÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ �ÏÄÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ É ÍÉÎÏÒÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁ-ÆÏ×.ðÕÓÔØ � | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ NP-�ÏÌÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ. îÁÓÌÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ× Ó �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ � ÂÕ-ÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �-�ÒÏÓÔÙÍ. ÷ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Á×ÔÏÒÕ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÙ ÒÁÂÏÔ �Ï ×ÙÑ×ÌÅÎÉÀ ÎÏ×ÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ-ÓÔÉ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÅ Ó�Å�ÉÆÉËÕ300



ÓÔÁÒÙÈ, ÂÏÌÅÅ ÕÚËÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ (ËÁË ÕÖÅ ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅ-ÎÏ ÒÁÎÅÅ), ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÍÅÔØ �ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ� ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏÒÏÄÁ. éÍÅÎÎÏ, �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑf : S �! S 0 (ÆÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÍÎÏÇÉÈ (ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ) ÁÒÇÕÍÅÎ-ÔÏ× | ÇÒÁÆÏ× ÉÚ ÞÁÓÔÉ S), ÞÔÏ Free(S) � Free(S 0) É ÉÚ �-�ÒÏÓÔÏÔÙËÌÁÓÓÁ Free(S) ÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÂÙ �-�ÒÏÓÔÏÔÁ ËÌÁÓÓÁ Free(S 0). �ÁËÏÇÏÒÏÄÁ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �-ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÍÉ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁÍÉ.ðÏÌÅÚÎÏÓÔØ �ÏÎÑÔÉÑ ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ,ÞÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ(�ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�) �ÏÒÏÖÄÁÔØ ÎÏ×ÙÅ �-�ÒÏÓÔÙÅ ÓÌÕÞÁÅ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ Free(S) | ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ �-�ÒÏÓÔÏÊ ËÌÁÓÓ, Á f | ÒÁÓ-ÛÉÒÑÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ S ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÁÓÔØ ÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ, ÔÏ Free(f(S));Free(f(f(S)));Free(f(f(f(S)))) | ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �Å�Ø (�Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ) ÉÚ �-�ÒÏÓÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÏÌÅÚÎÙÍÉ, ËÏÇÄÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÓÒÁÚÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÉÈ ÓÕ�ÅÒ�Ï-ÚÉ�ÉÊ). úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎÏ Ë ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ë ÚÁÄÁÞÅÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �| ÚÁÄÁÞÁ ÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (ÄÁÌÅÅ ÚÁÄÁÞÁ îí, Ô. Å. ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ× ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÅÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ) É ËÏÇÄÁ S = fP5; C5; Gg. éÎÔÅÒÅÓ Ë ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ �ÏÄËÌÁÓÓÁÍ Free(fP5; C5g) ÎÅ ÓÌÕÞÁÅÎ. �ÁË, ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ Ó×ÑÚ-ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× G Ó �ÑÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÕÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÁÔÕÓ ÚÁÄÁÞÉ îí × ËÌÁÓÓÅ Free(fGg)ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ×Ï�ÒÏÓÏÍ [1℄. �ÁÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÇÒÁÆÁ G Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 5 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ P5 É C5, ÚÁÄÁ-ÞÁ îí �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ × ËÌÁÓÓÅ ÇÒÁÆÏ× Free(fP5; Gg).÷Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ Free(fP5; C5g) �ÏËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.äÁÌÅÅ ÂÕÄÕÔ ÕËÁÚÁÎÙ Ä×Á ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ îí-ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁ. ðÏÄ ÓÕÍÍÏÊ G1 � G2 �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× G1 ÉG2  ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÄ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍG1 Æ G2 ÇÒÁÆÏ× G1 É G2 �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ (V (G1) [ V (G2); E(G1) [E(G2)[V (G1)�V (G2)). ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [2℄ É [3℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ fP5; C5; Gg �! fP5; C5; GÆK1g Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ îí-ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ fP5; C5; Gg �!301



fP5; C5; G ÆO2; G�K1;pg Ñ×ÌÑÅÔÓÑ îí-ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ � 11-01-00107-Á), �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ æãð �îÁÕÞÎÙÅ É ÎÁÕÞÎÏ-�ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÁÄÒÙÉÎÎÏ×Á�ÉÏÎÎÏÊ òÏÓÓÉÉ ÎÁ 2009-2013� (çë � 16.740.11.0310) É ÌÁÂÏ-ÒÁÔÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÅÔÅ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ îéõ-÷ûü, ÇÒÁÎÔ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ, ÄÏÇ. � 11.G34.31.0057,ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Mosa R. Some observations on maximum weight stable sets inertain P // European Journal of Operational Researh. | 2008. |V. 184, �3. | P. 849{859.2. íÁÌÙÛÅ× ä. ó. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× ÂÅÚ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÕÔÉ É�ÒÏÓÔÏÇÏ �ÉËÌÁ Ó �ÑÔØÀ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ �ÏÒÏÇÏ×ÏÇÏ ÇÒÁ-ÆÁ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | (îÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ× ÖÕÒÎÁÌ.)3. íÁÌÙÛÅ× ä. ó. òÁÓÛÉÒÑÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. |(îÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ × ÖÕÒÎÁÌ.)ó�òõë�õòîùå é óìïöîïó�îùåèáòáë�åòéó�éëé ë�åîéçï÷ùè çòáæï÷ï�îïóé�åìøîï 3-ðõ�åêä. â. íÏËÅÅ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)ðÕÓÔØ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ×. X-Õ�ÁËÏ×ËÏÊ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÁÆÕ ÉÚ X. îÁÉÂÏÌØ-ÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÇÒÁÆÏ× × X-Õ�ÁËÏ×ËÅ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚpak(X;G). X-�ÏËÒÙÔÉÅÍ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ,�ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ X. îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × X-�ÏËÒÙÔÉÉ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ over(X;G). ÷ ÓÌÕÞÁÅ,ËÏÇÄÁ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ H , ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÏÓÔÏÏÂ H-�ÏËÒÙÔÉÉ É H-Õ�ÁËÏ×ËÅ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, K2- Õ�ÁËÏ×ËÉ | ÜÔÏ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, Á K2-�ÏËÒÙÔÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÁË ×ÅÒÛÉÎÎÙÅ �ÏËÒÙÔÉÑ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pak(X;G) �� over(X;G). �ÅÏÒÅÍÁ ë�ÅÎÉÇÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈÇÒÁÆÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pak(P2;G) = over(P2;G). ÷ÅÒÎÏ É ×302



ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G É ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ, ÔÏ ÜÔÏÔÇÒÁÆ | Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ.çÒÁÆ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ë�ÅÎÉÇÏ×ÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁX, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ H ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pak(X;H) = over(X;H). ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ Ë�ÅÎÉÇÏ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ×ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K(X).ëÌÁÓÓ K(X) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ X Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ É, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÉÓÁÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ(�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ) �ÏÄÇÒÁÆÏ×. äÌÑ P2 ÔÁËÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÄÁÅÔ ÔÅ-ÏÒÅÍÁ ë�ÅÎÉÇÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅÜÔÏÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÅÝÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÌÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× | × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ Ï�ÉÓÁÎÙ×ÓÅ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÅ �ÏÄÇÒÁÆÙ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ K(C), ÇÄÅ C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ �ÒÏÓÔÙÈ �ÉËÌÏ×.ãÅÌØ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ | ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ É ÄÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× ËÌÁÓÓÁ K(P3). ðÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ "ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×-ÎÙÊ" �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ: �ÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏ-ÉÔØ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÑÒÅÂÅÒ É ÚÁÍÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎ ËÌÉËÁÍÉ. îÁ ÜÔÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ �ÏÓÔÒÏÅÎ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ Ë�ÅÎÉÇÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 3-�ÕÔÉÇÒÁÆÏ×.äÁÌÅÅ ×ÍÅÓÔÏ pak(P3;G) É over(P3;G) �ÉÛÅÍ �ÒÏÓÔÏ pak(G) Éover(G), �ÏÄ �ÏËÒÙÔÉÅÍ É Õ�ÁËÏ×ËÏÊ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÍ P3-�ÏËÒÙÔÉÅÉ P3-Õ�ÁËÏ×ËÕ, Á �ÏÄ Ë�ÅÎÉÇÏ×ÙÍ ÇÒÁÆÏÍ | Ë�ÅÎÉÇÏ× ÇÒÁÆ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ P3.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ Ë�ÅÎÉÇÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ | Ë�ÅÎÉÇÏ× ÇÒÁÆ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ.ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÚÁÍÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ x t-ËÌÉËÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÁ, Ë ÎÅÍÕ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ t ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ,×ÓÅ ÏÎÉ �Ï�ÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÅÄÉ-ÎÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÌÁ ÓÍÅÖÎÁ x. çÒÁÆ,�ÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÉÚ ÇÒÁÆÁG ÚÁÍÅÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 É 2ËÌÉËÁÍÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ), ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁG, Á ËÌÉËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÅË�ÉÑÍÉ. ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÎÅ �ÏÄ×ÅÒÇÁ×ÛÁÑÓÑ ÚÁÍÅÎÅ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÓÅË�ÉÅÊ.ìÅÍÍÁ. ëÁÖÄÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏËÒÙÔÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÅÌÙÈ ÓÅË�ÉÊ.ó×ÑÚÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÉÚ ËÌÁÓÓÁK(P3) ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Å ËÁÔÅÇÏ-ÒÉÉ: ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÅ �ÉËÌÙ É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÉÈ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ303



ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍÉ.ðÕÓÔØ H | ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ. ëÁÖÄÏÅ �ÉËÌÏ×ÏÅ ÒÅÂÒÏ (ÒÅ-ÂÒÏ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ �ÉËÌÕ) ÜÔÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ �ÏÄ-ÒÁÚÏÂØÅÍ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. üÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÍÉ.úÁÍÅÎÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÎÏ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ É ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 ÉÌÉ 2,ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ �ÉËÌÕ, ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ËÌÉËÏÊ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ÇÒÁÆ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁ-ÆÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÏÊ ÏÒÄÉÎÁÒÎÙÊ Ë�ÅÎÉÇÏ× ÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ �ÒÏÓÔÏÇÏ�ÉËÌÁ.äÌÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÉËÌÏ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÉËÌÁ Cn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë�ÅÎÉÇÏ×ÙÍ ÇÒÁÆÏÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒ£È ÓÅË�ÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈÉ ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÛÉÎ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ k1; k2; k3 ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÄÅ k1 � k2 � k3 � 1(mod3) É k1 � 4; k2 � 4; k3 � 4.îÁÚÏ×�ÅÍ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ x É y �ÏÄÏÂÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÍÅÖÎÙ É ÅÓÌÉÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÓÍÅÖÎÁÑ Ó x ÓÍÅÖÎÁ É Ó y.éÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ "ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÇÏ" Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ë�ÅÎÉÇÏ×ÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÇÒÁ-ÆÏ×:G | Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. 8v 2 V (G) w(v) = 1while 9(x; y) 2 E(G); x É y �ÏÄÏÂÎÙ do f w(x) = w(x) + w(y),ÕÄÁÌÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ y. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G0.gif 9v 2 V (G0); w(v) > 1 & deg(v) > 2 then çÒÁÆ G ÎÅ Ë�ÅÎÉÇÏ×.ëÏÎÅ�.if 8v 2 V (G0)w(v) = 2 then ÓÍ. �. 6 else ÓÍ. �. 7if 9v1; v2; v3; d(v1; v2) = k1; d(v2; v3) = k2; d(v3; v1) = k3, ÇÄÅ k1 �k2 � k3 � 1(mod3) É k1 � 4; k2 � 4; k3 � 4 then çÒÁÆ G ÎÅ Ë�ÅÎÉÇÏ×.ëÏÎÅ�. else çÒÁÆ G Ë�ÅÎÉÇÏ×. ëÏÎÅ�.8v 2 V (G0)deg0(v) = deg(v); g(v) = �1if G0 | ÄÅÒÅ×Ï then çÒÁÆ G Ë�ÅÎÉÇÏ× else òÁÚÏÂØ£Í G0 ÎÁ ÂÌÏËÉ.B1; B2; :::; Bk | ÂÌÏËÉ G0, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ 3 É ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÛÉÎfor i = 1 to k dof÷ÙÂÅÒÅÍ × Bi ×ÅÒÛÉÎÙ v0; v1; v2; :::; vn�1, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ �ÉËÌ, ÇÄÅdeg0(v0) � 38i = 1:::n� 1 g(vi) = i mod 3if n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3 then çÒÁÆ G ÎÅ Ë�ÅÎÉÇÏ×. ëÏÎÅ�.if 9v 2 Bi; g(v) = 0 & w(v) > 1 then çÒÁÆ G ÎÅ Ë�ÅÎÉÇÏ×. ëÏÎÅ�.if 9v 2 Bi; g(v) > 0 & deg0(v) > 2 then çÒÁÆ G ÎÅ Ë�ÅÎÉÇÏ×. ëÏÎÅ�.304



ðÏ×ÔÏÒÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÉËÌÁ ÂÌÏËÁ BigçÒÁÆ G Ë�ÅÎÉÇÏ×. ëÏÎÅ�.�ÅÏÒÅÍÁ 3. �ÒÕÄÏ�ÅÍËÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ |O(nm), ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, Á m | ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ Ò�ÅÂÅÒ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏ-ÅËÔÙ 11-01-00107-Á É 12-01-00749-Á), æãð îÁÕÞÎÙÅ É ÎÁÕÞÎÏ-�ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÁÄÒÙ ÉÎÎÏ×Á�ÉÏÎÎÏÊ òÏÓÓÉÉ ÎÁ 2009{2012 ÇÇ. (ÎÏ-ÍÅÒ çë 16.740.11.0310), �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÅÔÅ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ îéõ ÷ûü, ÇÒÁÎÔ ðÒÁ×ÉÔÅÌØ-ÓÔ×Á òæ (ÄÏÇ. 11.G34.31.0057)ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Ding G., Xu Z., Zang W. Paking yles in graphs. II // Journalof Combinatorial Theory. Ser. B. | 2003. | V. 87. | P. 244{253.C÷ïêó�÷á çòáæï÷ íéîéíáìøîùè âáúéóï÷ðòïåë�é÷îïê ðìïóëïó�é é �ïòá÷. é. ðÅÔÒÅÎÀË, á. ñ. ðÅÔÒÅÎÀË (ëÉÒÏ×ÏÇÒÁÄ)ðÒÏ×ÅÒÉÍ: 1) ÇÉ�ÏÔÅÚÕ Ï �ÏËÒÙÔÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÉÎÏÒÏ× ÎÅ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÉÈ ÇÒÁÆÏ× Ä×ÕÍÑ ÇÒÁ-ÆÁÍÉ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fK5;K3;3g, 2)ÇÉ�ÏÔÅÚÕ Ï �ÏËÒÙÔÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÍÉÎÏÒÏ× ÎÅÔÏÒÏÉÄÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× �ÁÒÏÊ ÉÌÉ ÔÒÏÊËÏÊ ÇÒÁÆÏ×,ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ, ÌÉÂÏ ÇÒÁÆÕK5, ÌÉÂÏ ÇÒÁÆÕK3;3. ðÏÎÑÔÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÉÎÏÒÏ× ÎÅ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÍÉÎÏÒÏ× ÎÅÔÏÒÏÉÄÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ××ÅÄÅÎÙ Ó �ÅÌØÀ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑÏÂß£ÍÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÖÁÔÉÑ ÉÌÉ ÕÄÁÌÅÎÉÑ Ò£ÂÅÒ ÎÅ�ÒÏÅËÔÉ×-ÎÉÈ ÇÒÁÆÏ× (Ô. Å. ÍÉÎÏÒÏ× ÄÌÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ), �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ×[1, 1Ó℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈÎÅ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× �ÒÉ×ÅÄÅÎ × [1Á, 1×, 3, 5℄, Á Ó�Å�ÉÆÉÞÅÓËÉÅ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ×, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × [4℄, ×ÎÏÓÑÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏËÉ ÚÁËÌÀÞÁÀÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ: 1) ÕÄÁÌÅÎÉÉ ×ÉÓÑÞÉÈ Ò£ÂÅÒÉ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, 2) ÓÖÁÔÉÉ × ÔÏÞËÕ ÒÅÂÅÒ Ó ËÏÎ�Å×ÉÍÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ (�Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏÊ) ÓÔÅ�ÅÎÉ 2 ÉÌÉ ËÏÎ�Å×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 3; 3) úÁÍÅÎÅ Ú×ÅÚÄÙ Ó ÔÒÅÍÑ ÌÕÞÁÍÉ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÊ305



�ÉËÌ ÄÌÉÎÙ 3 ÎÁ ËÏÎ�Å×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÌÕÞÅÊ; 4) ðÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÏ-×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÒÅÂÒÁ Ó ËÏÎ�Å×ÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3 É ÚÁÍÅÎÁËÁÖÄÏÊ Ú×ÅÚÄÙ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × ËÏÎ�Å×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉÓ ÏÂÝÅÊ ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. éÄÅÑ ÜÔÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÊ �Ï ÒÁÓÝÅ�ÌÅÎÉÀ ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × [1Á, 1×, 3℄ É ÎÁÚ×ÁÎÙÈY4-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÁËÉÈ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÑÈ ÎÁÄ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ Ò£ÂÒÁÍÉ ÉÌÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÚÁÄÁÎÏÇÏ ÇÒÁ-ÆÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÔ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ É ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔØ Ë ÚÁÍÅÎÅÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÇÒÁÆÁ. ÷ [3℄ ××ÅÄÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅ�ÒÏÜËÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É ÄÏ-ËÁÚÁÎÁ �ÏÌÎÏÔÁ Ó�ÉÓËÁ ÉÚ 12-ÔÉ ÇÒÁÆÏ×, Á ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄÒÅÌÑÔÉ×ÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó �ÅÌØÀ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× GÜÊÌÅÒÏ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ (G) ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ S ÒÏÄÁ (S), ÇÄÅ(G) = (S) + 1.�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:1: íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ò£ÂÅÒ �Á-ÒÙ ÇÒÁÆÏ× ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× fK5;K3;3g, �ÒÉÞ£Í ÏÄÉÎÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ.2: õÄÁÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (a; b) ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ G �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚÄ×ÕÈ ÇÒÁÆÏ× �ÏËÒÙÔÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË fa; bg Ó ÞÉÓÌÏÍÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÎÁ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙÍ 2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. ðÒÉÍÅÒÏÍÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ A2 �ÁÒÏÊ ÇÒÁÆÏ×(K5;K5n(a; b)).�ÅÏÒÅÍÁ 2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:1: íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÔÏÒÁ�ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ò£ÂÅÒ �ÁÒÙ, ÔÒÏÊËÉ ÉÌÉ ÞÅ-Ô×£ÒËÉ ÇÒÁÆÏ× ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× fK5;K3;3g, �ÒÉÞ£ÍÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ.2: õÄÁÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (a; b) ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÔÏÒÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ÇÒÁÆÏ×�ÏËÒÙÔÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË fa; bg Ó ÞÉÓÌÏÍ ÄÏÓÔÉÖÉ-ÍÏÓÔÉ ÎÁ ÔÏÒÅ, ÒÁ×ÎÙÍ 2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÏÓÉÔ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Arhdeaon D. A Kuratowski theorem for the projetive plane //J. Graph Theory. | 1981. | V. 5, � 3. | P. 243{246.1a. Bodendiek R., Shumaher H., Wagner K. Die Minimalbasis derMenge aller niht in die projektive Ebene einbettbaren Graphen // J.306



Reine Angew. Math.. | 1981. | V. 327. | P. 119{142.1b. Bodendiek R., Shumaher H., Wagner K. Uber Relationen aufGraphenmengen // Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg. | 1981. |V. 51. | P. 232{243.1. Bodendiek R., Shumaher H., Wagner K. Zur Minimalstruk-tur derniht in die projektive Ebene einbettbaren Graphen // J. ReineAngew. Math. | 1981. | V. 321. | P. 99{112.2. Bodendiek R., Shumaher H., Wagner K. Uber Graphen aufFlahen und Spindelhen // Graphs in researh and teahing. | Kiel,1985. | P. 18{47.3. Bodendiek R., Shumaher H., Wagner K. A haraterization of theminimal basis of the torus // Combinatoria. | 1986. | V. 6, � 3. |P. 245{260.4. Epifanov G.V. Redution of a plane graph to an edge by star-triangle transformations // Dokl. Akad. Nauk SSSR. | 1966. |V. 166. | P. 19{22.5. Truemper K. On the delta-wye redution for planar graphs // J.Graph Theory. | 1989. | V. 13, � 2. | P. 141{148.ðåòåþéóìåîéå îåéúïíïòæîùè ëõâéþåóëéèòáúìïöåîéê çòáæá K10ä. á. ðÅÔÒÅÎÀË (ëÉÅ×), á. ñ. ðÅÔÒÅÎÀË (ëÉÒÏ×ÏÇÒÁÄ)ëÕÂÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ Kn ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3 (ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ �ÏÄ-ÇÒÁÆÙ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÆÁ KnÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k > 2. ðÅÒ×ÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ-×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÆÁ Kn ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ k > 2, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏ-ÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ, ËÒÁÔÎÏÅÞÉÓÌÕ k, É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: n = 1 (mod k): (1)åÝÅ ÏÄÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ Kn ÎÁ ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÙÅ �ÏÄÇÒÁÆÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ k > 2 ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÕ ÇÒÁÆÁ. ëÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÏÒÑÄËÁ m ÓÔÅ�ÅÎÉ k ÒÁ×ÎÏ km=2.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ Kn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ n(n � 1)=2.307



�É�ÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅËÔÏÒ a = a4; a5; a6; :::; an, ÇÄÅ ai { ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ �ÏÒÑÄËÁ i × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ:X(ki=2)ai = n(n� 1)=2: (2)÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 3 ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Kn ÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. õÓÌÏ×ÉÅ (2) ÄÌÑ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:X(3i=2)ai = n(n� 1)=2: (3)�ÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÏÒÑÄËÁ i Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ 3i=2 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÔÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÌÉÛØ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ i { ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, i � 4. �ÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3)ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÁË:2a4 + 3a6 + 3a8 + :::+ (n=2)an = n(n� 1)=6: (4)ðÒÉ n = 4 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Kn ÎÁ ËÕ-ÂÉÞÅÓËÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ (1),ÜÔÏ n = 7. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÔÉ� ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ K7 ÜÔÏa = f2; 1g. éÚÕÞÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÑ n = 10 ÂÙÌÏ ÎÁÞÁÔÏ [1℄, ÇÄÅ ÂÙÌÉ Ï�ÕÂÌÉ-ËÏ×ÁÎÙ 14 ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ K10 ÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÉÅËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (4) ÄÌÑ n = 10. âÙ-ÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉ�Á. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁ-ÞÉ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÔÉ�Ï× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ: 3, 3, 0, 0; 5, 0, 0, 1; 1, 3, 1, 0. äÌÑ ÔÉ�Á3, 3, 0, 0 ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÉÖÅ:2-3 2-4 2-7 3-4 3-7 4-7; 4-8 4-9 4-10 8-9 8-10 9-10; 5-6 5-7 5-10 6-76-10 7-10; 1-2 1-3 1-4 2-5 2-6 3-5 3-6 4-5 4-6; 1-5 1-6 1-7 5-8 5-9 6-8 6-97-8 7-9; 1-8 1-9 1-10 8-2 8-3 9-2 9-3 10-2 10-3.äÌÑ ÔÉ�Á 5, 0, 0, 1 ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÌÉÛØ ÏÄÎÁ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ:1-5 1-8 1-10 5-8 5-10 8-10; 1-6 1-7 1-9 6-7 6-9 7-9; 2-3 2-9 2-10 3-93-10 9-10; 2-4 2-7 2-8 4-7 4-8 7-8; 3-4 3-5 3-6 4-5 4-6 5-6; 1-2 1-3 1-4 2-52-6 3-7 3-8 4-9 4-10 5-7 5-9 6-8 6-10 7-10 8-9.äÌÑ ÔÉ�Á 1, 3, 1, 0 �ÏÌÕÞÅÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ:1. 4-8 4-9 4-10 8-9 8-10 9-10; 1-5 1-6 1-7 5-2 5-9 6-2 6-9 7-2 7-9; 1-81-9 1-10 8-2 8-3 9-2 9-3 10-2 10-3; 3-4 3-7 3-6 4-7 4-5 7-10 6-10 6-5 10-5;1-2 1-3 1-4 2-3 2-4 3-5 4-6 5-7 5-8 6-7 6-8 7-8.308



2. 4-8 4-9 4-10 8-9 8-10 9-10; 1-5 1-6 1-7 5-9 5-10 6-9 6-10 7-9 7-10;1-8 1-9 1-10 8-2 8-3 9-2 9-3 10-2 10-3; 2-4 2-6 2-7 4-6 4-3 6-5 7-5 7-3 5-3;1-2 1-3 1-4 2-3 2-5 3-6 4-5 4-7 5-8 6-7 6-8 7-8.3. 4-6 4-9 4-10 6-9 6-10 9-10; 1-5 1-6 1-7 5-6 5-9 6-2 7-2 7-9 2-9; 1-81-9 1-10 8-9 8-7 9-3 10-3 10-7 3-7; 2-8 2-10 2-4 8-10 8-3 10-5 4-5 4-3 5-3;1-2 1-3 1-4 2-3 2-5 3-6 4-7 4-8 5-7 5-8 6-7 6-8.4. 4-8 4-9 4-10 8-9 8-10 9-10; 1-5 1-6 1-7 5-9 5-10 6-9 6-10 7-9 7-10;1-8 1-9 1-10 8-2 8-3 9-2 9-3 10-2 10-3; 2-3 2-4 2-7 3-4 3-6 4-5 7-5 7-6 5-6;1-2 1-3 1-4 2-5 2-6 3-5 3-7 4-6 4-7 5-8 6-8 7-8.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Petrenjuk A. J. Deomposing K10 into ubi graphs of order 6 //Bull. Inst. Combin. Appl. | 1994. | V. 12. | P. 9{14.
äìéHHùå ãéëìù ÷ óéìøHï ó÷ñúHùè�õòHéòáè ðïòñäëá N é äéáíå�òá Dó. ÷. óÁ×ÞÅÎËÏ (þÅÒÎÏÇÏÌÏ×ËÁ)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÕÒÎÉÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ ÒÅÂÅÒ �ÏÌÎÏÇÏÇÒÁÆÁ. éÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÎÁ [1℄ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊÔÕÒÎÉÒ T �ÏÒÑÄËÁ n ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ �ÁÎ�ÉËÌÉÞÎÏ-ÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ` = 3; :::; n ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ × T ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÉËÌÅÄÌÉÎÙ `: ïÄÎÉÍ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÎÉÚÕ `(T ) � n� `+1 ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ `(T ) �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ ` × T;ÇÄÅ 3 � ` � n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÓ-÷ÅÒÎØÑÓÁ [2℄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï `(T ) = n�`+1�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ` = 4; :::; n � 1 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ T : ÏÎ ÄÏÌ-ÖÅÎ ÂÙÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ (Ï�ÑÔØ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÁ) ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÏÍÕ ÔÕÒÎÉÒÕ Tn�1;n �ÏÒÑÄËÁ n É ÄÉÁÍÅÔÒÁn � 1: üÔÏÔ ÔÕÒÎÉÒ ÎÅÔÒÕÄÎÏ Ï�ÉÓÁÔØ: ÅÓÌÉ v0; v1; :::; vn�2; vn�1 |(ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ) �ÕÔØ ÉÚ v0 × vn�1 ÄÌÉÎÙ n � 1; ÔÏ vj ! vi �ÒÉ ÌÀ-ÂÏÍ j > i + 1: åÓÌÉ ÖÅ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ËÁÖÄÏÊ ÄÕÇÉ ×v0; v1; :::; vn�2; vn�1 ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÊÔÕÒÎÉÒ TTn �ÏÒÑÄËÁ n; ËÏÔÏÒÙÊ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔÎÉËÁËÉÈ �ÉËÌÏ×.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ) ÔÅÏÒÅÍÙÕÔÏÞÎÑÀÔÓÑ × ËÌÁÓÓÅ Td;n ×ÓÅÈ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ÔÕÒÎÉÒÏ× �ÏÒÑÄËÁ n309



É ÄÉÁÍÅÔÒÁ d: ðÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [3℄.äÌÑ ÔÕÒÎÉÒÁ T Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v0; :::; vm É m+1 ÔÕÒÎÉÒÏ× T0; :::; TmÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ T (T0; :::; Tm) ËÁË ÔÕÒÎÉÒ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚT �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÚÁÍÅÎÙ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ v0; :::; vm É ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ ! ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÁ ÔÕÒÎÉÒÙ T0; :::; Tm É ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ) ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÄÅ Ti ) Tj ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ×ÅÒÛÉÎÁ × Ti ÄÏÍÉÎÉÒÕÅÔ ÌÀÂÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ × Tj : ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚbn�d+12  ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ n�d+12 ; Á ÞÅ-ÒÅÚ dn�d+12 e ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÏÅ n�d+12 ; É�ÒÉ n > d � 3 �ÏÌÏÖÉÍTd;n = Td;d+1(TTbn�d+12 ; v1; :::; vd�1; TTdn�d+12 e):çÉ�ÏÔÅÚÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ T �ÏÒÑÄËÁ n �4; ÞÅÊ ÄÉÁÍÅÔÒ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ d � 3; Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï`(T ) � `(Td;n) �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ ` = 3; :::; n: ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ d � n+32 ;ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï `(T ) = `(Td;n) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ` = n � d + 3; :::; dÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ T ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ Td;n ÉÌÉ ÅÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÍÕ T�d;n:HÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Td;n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÇÁÍÉÌØÔÏ-ÎÏ× �ÉËÌ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ` = n ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÎÁ ×ÌÅÞÅÔ �ÅÒ×ÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ 1. ïÎÏ ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉ ` = 3: ïÄÎÁ-ËÏ, × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ` ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë n:ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ×ÅÒÛÉÎÁ v ÒÁÚÄÅÌÑÅÔ T; ÅÓÌÉ �ÏÄÔÕÒÎÉÒ T � v�ÏÒÑÄËÁ n � 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÔÕÒÎÉÒÁ Td;n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ v1; :::; vd�1:ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÌÉÞÉÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á �ÉËÌÁÎÁÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍÉ �ÏÄÔÕÒÎÉÒÁÍÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,Td;n ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n� d+ 1 �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ n� 1: HÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ �ÒÉ n > d � 3 ËÁÖÄÙÊ ÔÕÒÎÉÒ T 2 Td;n ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ d � 1 ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÇÉ�ÏÔÅÚÙ 1 ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÉ` = n� 1:þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÔÏ �ÒÉ d = n�1 ÏÎÏ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÓ-÷ÅÒÎØÑÓÁ. HÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉÄÌÑ d = n � 2 ÚÁÎÉÍÁÅÔ × [3℄ ÔÒÉ ÓÔÒÁÎÉ�Ù. óÌÕÞÁÊ d � n� 3 �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÒÕÄÎÙÍ. äÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÊ �Ï�ÒÏÂÕÅÔÄÏËÁÚÁÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ 1 × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÌÉ-310



ÞÉÎÙ `(Td;n) �ÒÉ d � n+32 É ` = n� d+ 3; :::; d :`(Td;n) = d� `+ 2dn�d+12 e + 2bn�d+12  � 2:ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ T | ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ �ÏÒÑÄËÁ n É ÄÉÁÍÅÔÒÁ2: ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÊ �ÉËÌ ~K3 ÄÌÉÎÙ 3: HÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ v | ÒÁÚÄÅÌÑÀ-ÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ × T; ÔÏ T = ~K3(v; T1; T2), ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÕÒÎÉÒÏ× T1É T2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍ É ÉÌÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÍÅÔÒ Ä×Á. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÕÎÁ-âÕÛÁ [4℄ ÔÕÒÎÉÒ T � v(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ T1 ) T2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ�n�3 ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ �ÕÔÅÊ, ÇÄÅ � = 5 13 : ðÏÓËÏÌØËÕ T2 ) v ) T1; ÔÏÌÀÂÏÊ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ× �ÕÔØ × T �v �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á �É-ËÌÁ × ÓÁÍÏÍ T: ðÏÜÔÏÍÕ T ÓÏÄÅÒÖÉÔ �n�3 ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ �ÉËÌÏ×. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ �ÏÍÁÓÓÅÎÁ-âÕÛÁ [4℄ ËÁÖÄÙÊ 2-Ó×ÑÚÎÙÊÔÕÒÎÉÒ �ÏÒÑÄËÁ n ÉÍÅÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ � n32�1 ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ �É-ËÌÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ h = 0 ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ h = 0; :::; n� 3 ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ T�ÏÒÑÄËÁ n É ÄÉÁÍÅÔÒÁ 2 ÉÍÅÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅminf� n�h32 �1; � 23 (n�h�1)�(h)�hg�ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ n� h; ÇÄÅ � = 5 13 É (h) = (h+ 1)(h+ 4)=2.ëÁË ×ÉÄÉÍ, �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ h � 0 ÍÉÎÉÍÕÍ n�h(T )× ËÌÁÓÓÅ T2;n ÒÁÓÔÅÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÂÙÓÔÒÏ �Ï n: úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏÅÓÌÉ 2h � n � d + 1; ÔÏ n�h(Td;n) = �n�d+1h �: ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÄÁÎÎÙÈd � 3 É h � 0 ÍÉÎÉÍÕÍ n�h(T ) × ËÌÁÓÓÅ Td;n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ O(nh): �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÕÞÁÉ d � 3 É d = 2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Moon J. W. Topis on Tournaments. | New York: Holt, Rinehartand Winston, 1968.2. Las Vergnas M. Sur le nombre de iruits dans un tournoi fortementonnexe // Cahiers Centre �Etudes Reherhe Op�er. | 1975. | V. 17. |P. 261{265.3. Savhenko S. V. Non-ritial verties and long iruits in strongtournaments of order n and diameter d // Journal of Graph Theory. |DOI 10.1002/jgt.20615. 311



4. Bush A. H. A note on the number of hamiltonian paths in strongtournaments // Eletroni Journal of Combinatoris. | 2006. | V. 13,� 3.îåëï�ïòùå �éðù çòáæï÷, äïðõóëáàýéåäéó�áîãéïîîõà íáçéþåóëõà òáúíå�ëõí. æ. óÅÍÅÎÀÔÁ (ëÉÒÏ×ÏÇÒÁÄ), ö. �. þÅÒÎÏÕÓÏ×Á (ëÉÅ×)äÌÑ ÎÕÖÄ ÒÁÄÉÏÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÉ ×ÏÚÎÉËÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ××ÅÄÅÎÉÑÒÁÚÍÅÔÏË ÇÒÁÆÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ÷Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ, í. íÉÌÌÅÒ É ÄÒ. × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ 1-×ÅÒÛÉÎÎÏÍÁÇÉÞÅÓËÕÀ ×ÅÒÛÉÎÎÕÀ ÒÁÚÍÅÔËÕ, ÎÁÚ×ÁÎÎÕÀ Á×ÔÏÒÁÍÉ [2℄ ÄÉÓÔÁÎ-�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÇÉÞÅÓËÏÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÕÓ�ÅÈÉ ÄÏ-ÓÔÉÇÎÕÔÙ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÇÉ-ÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G[Kn℄ , ÇÄÅ G | r-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÇÒÁÆ,Kn | ÂÅÚÒÅÂÅÒÎÙÊ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ [1{4℄. ÷ [1{4℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÄÌÑÇÒÁÆÏ× mCp[Kn℄;mKp[Kn℄. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �Ï ÇÒÁÆÁÍPm[Pn℄; Pm[Cn℄ É mC4, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 1{3.�ÅÏÒÅÍÁ 1. çÒÁÆ Pm[Pn℄ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅ-ÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÔËÕ: 1) ÄÌÑ m = 1 ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 1 ÉÌÉ n = 3; 2) ÄÌÑm = 3 ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 1. ðÒÉ m = 2 É n � 1, Á ÔÁËÖÅ �ÒÉ m > 3 Én = 1; n = 2; n � 4 ÇÒÁÆ Pm[Pn℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉ-ÞÅÓËÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ m = 1, ÔÏ ÇÒÁÆ P1[Pn℄ = Pn Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ [1℄ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 1 ÉÌÉ n = 3. åÓ-ÌÉ n = 1, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÇÒÁÆ Pm[P1℄ = Pm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ m = 1 ÉÌÉ m = 3. äÌÑ m � 2; n = 2 Ém = 3; n = 3 × ÇÒÁÆÅ Pm[Pn℄ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ u É v ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ jN(u) \N(v)j = deg(u) � 1 = deg(v) � 1, ÇÄÅ N(u); N(v) | ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ u É v ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄ ÇÒÁÆPm[Pn℄ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊm = 2; n = 3. ðÕÓÔØ V (P2) = fx1; x2g É V (P3) = fy1; y2; y3g, ÔÏÇÄÁV (P2[P3℄) = f(x1; y1); (x1; y2); (x1; y3); (x2; y1); (x2; y2); (x2; y3)g. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ P2[P3℄ ÉÍÅÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚ-ÍÅÔËÕ f , ÔÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ 2f((x1; y2)) + 2f((x2; y2)) = 21. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ f((x1; y2)) É312



f((x2; y2)). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, P2[P3℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉ-ÞÅÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ. ðÕÓÔØ m � 2; n � 4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x1; x2; : : : ; xm×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ Pm É ÞÅÒÅÚ y1; y2; : : : ; yn | ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ Pn. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Pm[Pn℄ ÉÍÅÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÔËÕ f .õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ w((x1; y1)) = w((x1; y3)), �ÏÌÕÞÉÍ f((x1; y4)) = 0. üÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÁÇÉÞÎÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÆ Pm[Pn℄ ÎÅÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÊ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. çÒÁÆ Pm[Cn℄ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅ-ÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÔËÕ: 1) ÄÌÑ m = 1 ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 1 ÉÌÉ n = 4; 2) ÄÌÑm = 2 ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 4; 3) ÄÌÑ m = 3 ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 1. ðÒÉ m > 3É n = 1; n = 2; n = 3; n � 5 ÇÒÁÆ Pm[Cn℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÒÁÆ P1[Cn℄ = Cn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ [1℄ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ n = 4. çÒÁÆ Pm[C1℄ = Pm Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉ-ÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ [1℄ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ m = 1 ÉÌÉ m = 3. ðÒÉm = 2; n = 2 ÇÒÁÆ P2[C2℄ = K4 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉ-ÞÅÓËÉÍ [1℄. ðÕÓÔØ m = 2; n = 3. çÒÁÆ P2[C3℄ | ÜÔÏ 5-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊÇÒÁÆ. óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄ ÏÎ ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚ-ÍÅÔËÕ. ðÕÓÔØ m = 2; n = 4: çÒÁÆ P2[C4℄ ÂÕÄÅÔ r-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ �Ï-ÒÑÄËÁ 2n = 8, ÇÄÅ r = n + 2 = 6. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ P2[C4℄ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÁÑ ÍÁÇÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ f . ðÕÓÔØ V (P2) =fx1; x2g É V (C4) = fy1; y2; y3; y4g. äÌÑ P2[C4℄ ÉÍÅÅÍ V (P2[C4℄) =f(x1; y1); (x1; y2); (x1; y3); (x1; y4); (x2; y1); (x2; y2); (x2; y3); (x2; y4)g.îÁÊÄÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÇÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ k = r(1 + 2n)=2 = 27.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÍÅÔËÕ ×ÅÒÛÉÎ: f(x1; y1) = 1; f(x1; y2) = 4; f(x1; y3) =8; f(x1; y4) = 5; f(x2; y1) = 2; f(x2; y2) = 3; f(x2; y3) = 7; f(x2; y4) = 6.äÌÑ f ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÁÇÉÞÎÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÁÆP2[C4℄ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÔËÕ. ðÕÓÔØ m =2; n � 5. çÒÁÆ P2[Cn℄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ u É v ÔÁËÉÅ, ÞÔÏjN(u)\N(v)j = deg(u)�1 = deg(v)�1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ u É v | ÜÔÏ ÌÀ-ÂÙÅ Ä×Å ÎÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏ�ÉÉ Cn × ÇÒÁÆÅ P2[Cn℄, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ Ä×ÕÍ. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ [1℄ ÇÒÁÆ P2[Cn℄ ÎÅ ÄÏ�ÕÓ-ËÁÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ. ðÕÓÔØm � 3; n = 2. çÒÁÆPm[C2℄ = Pm[P2℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ1). ðÕÓÔØ m � 3; n � 5. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x1; x2; : : : ; xm ×ÅÒÛÉÎÙÇÒÁÆÁ Pm É ÞÅÒÅÚ y1; y2; : : : ; yn | ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ Cn. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ,ÞÔÏ Pm[Cn℄ ÉÍÅÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÔËÕ f . õÞÉÔÙ-×ÁÑ, ÞÔÏ w(x1; y1) = w(x1; y3), �ÏÌÕÞÉÍ f((x1; yn)) = f((x1; y4)). üÔÏ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÍÁÇÉÞÎÏÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Pm[Cn℄ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÁÆÏÍ. ðÕÓÔØ m � 3; n = 3. ðÒÉ-313



ÍÅÎÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ �ÒÉm � 3; n � 5, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎ (x1; y1) É (x1; y3). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ�ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Pm[Cn℄ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÁÇÉÞÅÓËÉÍ ÇÒÁ-ÆÏÍ ÄÌÑ m � 3; n = 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ m = 3; n = 4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ�i = P4j=1 f((xi; yj)), ÇÄÅ i = 1; 2; : : : ;m. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁP3[C4℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÁÑ ÍÁÇÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÍÅÔËÁ. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÁÇÉÞÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �1=2+�2 = �2=2+�1+�3;�1 = �3; ÔÏÇÄÁ�2 = 3�1. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �1 + �2 + �3 = 78, ÉÍÅÅÍ 5�1 = 78. ðÒÉ-ÛÌÉ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, �ÏÜÔÏÍÕ P3[C4℄ ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÊÍÁÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. çÒÁÆ mC4 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅÓËÕÀÒÁÚÍÅÔËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m � 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. çÒÁÆ mC4 | ÜÔÏ 2-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó 4m ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ. ðÕÓÔØ xij , ÇÄÅ i = 1; 2; : : : ;m; j = 1; 2; 3; 4 | ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁmC4. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ xi1; xi2; xi3; xi4 �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ i-ÏÊ ËÏ�ÉÉ �É-ËÌÁ C4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÍÅÔËÕ ×ÅÒÛÉÎ f , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅf(xij) = 8>><>>:i; 1 � i � m; j = 1;2m+ 1� i; 1 � i � m; j = 2;4m+ 1� i; 1 � i � m; j = 3;2m+ i; 1 � i � m; j = 4:ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ mC4 ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f1; 2; : : : ; 4mg. ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ xij i-ÏÊËÏ�ÉÉ �ÉËÌÁ C4; j = 1; 2; 3; 4, �ÏÌÕÞÉÍ w(xi1) = w(xi3) = f(xi2) +f(xi4) = 4m+1; w(xi2) = w(xi4) = f(xi1)+ f(xi3) = 4m+1: óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÔËÁ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÇÉ-ÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ ÇÒÁÆÁ mC4 Ó ÍÁÇÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ k = 4m+ 1.�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Miller M., Rodger C., Simanjuntak R. Distane magi labelingsof graphs // Australian Journal of ombinatoris. | 2003. | V. 28. |P. 305{315.2. Sugeng K. A., Fronek D., Miller M., Ryan J., Walker J. On dis-tane magi labeling of graphs // JCMCC.| 2009.| V. 71. | P. 39{48.3. Sha�q M. K., Ali G., Simanjuntak R. Distane magi labelings of aunion of graphs // AKCE J. Graphs. Combin. | 2009. | V. 6, � 1. |P. 191{200.4. Fronek D., Kov�ar P., Kov�arov�a P. Fair inomplete tournaments //Bull. Inst. Combin. Appl. | 2006. | V. 642. | P. 31{33.314



ï ëòé�åòéñè íéîéíáìøîïó�éëïíðìåëóï÷ çòáîåê ÷ åäéîéþîïí ëõâåé. ð. þÕÈÒÏ× (íÏÓË×Á)ëÏÍ�ÌÅËÓÏÍ ÇÒÁÎÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ Bn. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ NM | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÅÒÛÉÎ ËÕÂÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÇÒÁÎÑÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÁM . ëÏÍ�ÌÅËÓÇÒÁÎÅÊ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ ÇÒÁÎÅÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÅÓ-ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Õ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ NM . éÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ,ÎÏ ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1{3℄.ëÏÍ�ÌÅËÓÙ ÇÒÁÎÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔ ÏÄÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ, Ô.Å. Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ-�ÌÅËÓÁÍÉ ÇÒÁÎÅÊ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ëÏÍ�ÌÅËÓÙ ÇÒÁÎÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ËÏÍ-�ÌÅËÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÒÁÎÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÇÒÁÎØ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ëÏÍ�ÌÅËÓÙ ÇÒÁ-ÎÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �-ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ�ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÚÁÍÅÎÏÊ ÇÒÁÎÅÊ ÎÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÇÒÁ-ÎÉ.æÕÎË�ÉÏÎÁÌ L, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÇÒÁ-ÎÅÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ [2, Ó. 298℄.ëÏÍ�ÌÅËÓ ÇÒÁÎÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ L-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÕÀ ÍÅÒÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ L ÓÒÅÄÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÇÒÁ-ÎÅÊ.ëÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ l-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ É ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ L-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ, ÇÄÅ l | ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÉL | ÓÕÍÍÁ ÒÁÎÇÏ× ÇÒÁÎÅÊ × ËÏÍ�ÌÅËÓÅ.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ C ËÏÍ�ÌÅËÓ ÇÒÁÎÅÊ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ C-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ (ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏËÌÁÓÓÁ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ C), ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ L-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÊ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ C.íÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ L ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÉÌÅÎÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÉÎ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÅÓÌÉ �-ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅË-ÓÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ L-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÇÒÁÎÅÊ É ÞÅÒÅÚ �� | ËÌÁÓÓ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÉÌÅÎÎÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ315



ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ. éÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ �ÒÉ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÅ-ÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ��.ëÏÍ�ÌÅËÓ ÇÒÁÎÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑÉÚ ÎÅÇÏ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÇÒÁÎÅÊ.÷ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÅ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ×ÅÒÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ.�ÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÇÒÁÎÉ × ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÏÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ IM;~x | ÇÒÁÎØ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏ-ÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ M , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ~x. ìÀÂÁÑÇÒÁÎØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅNM ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊÇÒÁÎØÀ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ M . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÎØ I ÄÏÍÉÎÉÒÕ-ÅÔ ÇÒÁÎØ I 0, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �, ÞÔÏ� (I 0) � I .ìÏËÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [1, Ó. 95℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅ ÌÏËÁÌØÎÙÅ, Á ÇÌÏÂÁÌØÎÙÅÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÇÒÁÎÅÊ.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÙËÁÀÝÉÍ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÇÒÁÎÅÊ, ÅÓÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ×ÅÒÛÉÎÁ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ Q � Bn �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ X � QÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÄÌÑ Q ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ,ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÇÒÁÎØ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ X . äÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÇÒÁÎÅÊ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØ-ÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á NM .ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ BM | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÄÌÑÇÒÁÎÅÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ M É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1: ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï BM Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ É�ÒÏÔÙËÁÀÝÉÍ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÇÒÁÎÅÊ.2: äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ~x 2 BM ÒÁÎÇ ÇÒÁÎÉ IM;~x ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍÒÁÎÇ ÌÀÂÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÇÒÁÎÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÕ ~x.3: äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ~x 2 BM ÇÒÁÎØ IM;~x ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÉÌÉ ÄÏ-ÍÉÎÉÒÕÅÔ ÌÀÂÕÀ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ ÇÒÁÎØ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÅÒÛÉ-ÎÕ ~x.�ÏÇÄÁ ËÏÍ�ÌÅËÓ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ| ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1;| ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ É ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1 É 2;| ��-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1 É 3:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ, ÍÏÖÅÔ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ316



ÕÓÌÏ×ÉÅ 1, Ô.Å. ÎÅÌØÚÑ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ É �ÒÏÔÙ-ËÁÀÝÅÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ BM . óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÍÏ-ÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 1 É ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2 ÄÌÑ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÇÒÁÎÉ IM;~x ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ~x 2 BM [1, Ó. 92{93℄.ëÒÁÔÞÁÊÛÉÅ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍÓÕÍÍÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ [1, Ó. 117℄, ÎÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ×ÅÒÎÏ.ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ÇÒÁÎÅÊ M1 É M2 ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1 É 3 ÌÅÍÍÙ 1 É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÈÓÑ × ËÏÍ�ÌÅËÓÁÈ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ × ÅÄÉ-ÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ, ÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ M1 [M2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ìÀÂÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ��ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ Bn :Mnker | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÑÄÒÏ×ÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÇÒÁÎÅÊ;Mn\�� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ��-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÇÒÁÎÅÊ;Mn\� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÇÒÁÎÅÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ;�\� (n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÆÕÎË-�ÉÉ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏMnker �Mn\� �Mn\�� . îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÓÔÒÏÇÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ n � 4Mnker �Mn\� �Mn\�� ; �\� (n) � Cbn�22 n�2 :ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÉ. �. 1. | í.: îÁÕËÁ, 1974.2. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2003.3. þÕÈÒÏ× é. ð. ï ÑÄÒÏ×ÙÈ É ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÈ ÇÒÁÎÅÊ ×ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. |2011. | �. 18, � 2. | ó. 75{94.
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óÅË�ÉÑ�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ�ï ÷ïóó�áîï÷ìåîéé éúïâòáöåîéê ðï ëïäáí÷ îåëï�ïòùè ÷ùòïöäåîîùè óìõþáñèð. ç. áÇÎÉÁÛ×ÉÌÉ (íÏÓË×Á)ïÄÎÏÊ ÉÚ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏËÏÄ. ðÏ Ó×ÏÅÍÕ ÓÍÙÓÌÕ ËÏÄ ÄÏÌÖÅÎ ÏÔÒÁÖÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÏÂÝ-ÎÏÓÔØ × ×ÏÓ�ÒÉÑÔÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏ-ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÏÂÝÉÍ �ÒÉÚÎÁËÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. äÁÎÎÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÉÌÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ×ÒÁÂÏÔÅ [1℄, ÇÄÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅ-ÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �Ï ÉÈ ËÏÄÁÍ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ É ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ.÷ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ × ÏÂ-ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ïÔÄÅÌØÎÏÅ ×ÎÉÍÁ-ÎÉÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ × Ä×ÕÈ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ.÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn , n � 2. ðÏÄ ÔÏÞ-ËÏÊ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ p 2 N ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ �ÁÒÕ (x; p),ÇÄÅ x = (x1; : : : ; xn) | ×ÅËÔÏÒ ÉÚ Rn .éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ × Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ 1; : : : ; k × ÓÌÕÞÁÅ k ÔÏÞÅË, k 2 N. äÌÑÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ A ÞÅÒÅÚ jAj ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÏ-ÞÅË × ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, Á ÞÅÒÅÚ NjAj = f1; : : : ; jAjg | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅË-ÓÏ× Õ ÔÏÞÅË ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ä×Á ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ A1 É A2,ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË (jA1j = jA2j), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Á'-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ A1 Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ p 2 NjA1 j ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ×ÔÏÞËÕ ÉÚ A2 Ó ÔÅÍ ÖÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ p 2 NjA2 j.éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ �Ï�ÁÒÎÏ Á'-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A (�ÅÒ×ÏÇÏ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ). ÷×Å-ÄÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × Rn É �ÕÓÔØ(xp1;: : :; xpn) { ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ p 2 NjAj × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ318



ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× r1; : : : ; rn+1; s1; : : : ; sn+1 2NjAj Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �r1:::rn+1s1:::sn+1 �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ:�r1:::rn+1s1:::sn+1 = ������� xr11 � � � xr1n 1... . . . ... ...xrn+11 � � � xrn+1n 1�������,������� xs11 � � � xs1n 1... . . . ... ...xsn+11 � � � xsn+1n 1������� :÷ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÎÕÌÀ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ�r1:::rn+1s1:::sn+1 ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÎÁËÏÍ1. ÷ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÉÎÄÅËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÂßÅÍÏ× n-ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ ÔÏÞËÁÈ [2℄.í-ËÏÄÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎÄÅËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �-TA = f�r1:::rn+1s1:::sn+1 jri; sj 2 NjAjg.�ÅÏÒÅÍÁ 1. íÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Í-ËÏÄÏ× É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÚÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅË�ÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÑÑ ËÁ-ÖÄÏÍÕ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÅÇÏ Í-ËÏÄ.ëÏÄÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎÄÅËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ TA = f�r1:::rn+1s1:::sn+1 jri; sj 2 NjAjg, ÇÄÅ �r1:::rn+1s1:::sn+1 = j�r1:::rn+1s1:::sn+1 j.äÁÎÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ É ÏÂÏÂÝÁÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÄÁ ÉÚ [1℄.óÉÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏ× ÄÌÑ Í-ËÏÄÁ �-TA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ-ÂÏÒ S = (i1; : : : ; in+1), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �r1;:::;rn+1i1;:::;in+1 6= 1 �ÒÉ ÌÀÂÙÈri 2 NjAj . äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÏÞËÉ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ i1; : : : ; in+1 ÎÅ ÌÅ-ÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁ ÞÔÏ É ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÎÁÂÏÒÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �sj ÜÌÅÍÅÎÔ Í-ËÏÄÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÉÖÎÉÊ ÎÁÂÏÒÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ (i1; : : : ; in+1), Á ×ÅÒÈÎÉÊ ÎÁÂÏÒ ÏÔÌÉ-ÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÉÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ × j-ÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ: (i1; : : : ; ij�1; s; ij+1; : : : ; in+1).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A É Â ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:jAj = jÂj, S = (i1; : : : ; in+1) | ÏÂÝÉÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, É ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á j�sj j = j�̂sj j, s 2 NjAj ; j 2 Nn+1 . ðÏÌÏÖÉÍMs+ = fij 2 Sj�sj = �̂sj 6= 0g É Ms� = fij 2 Sj�sj = ��̂sj 6= 0g.òÁÚÄÅÌÑÀÝÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÎÁÂÏÒÁ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×(S1; S2), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ: S = S1tS2 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁs 2 NjAj ÌÉÂÏ Ms+ � S1;Ms� � S2, ÌÉÂÏ Ms+ � S2;Ms� � S1.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ëÏÄÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ A É Â Ó �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚ-ÄÅÌÑÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ S.áÆÆÉÎÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅËM × Rn ÎÁÚÙ×Á-ÅÍ ÇÒÁÎØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ <M> [3℄. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ319



ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÇÒÁÎÅÊ<M1>É <M2>, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ: dim(M1) + dim(M2) = dim(A)� 1.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÏÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ × [1℄ ÄÌÑÓÌÕÞÁÅ× R2 É R3 , Á ÔÁËÖÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ òÕÄÅÎ-ËÏ á. ä. ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ, ËÏÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Á'-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅÌÅÖÉÔ × Ä×ÕÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ. �ÅÏÒÅÍÁ 3 �ÒÉÍÅÎÉÍÁÉ Ë ÔÁËÏÍÕ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅÄÅÔÁÌØÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A = A1 t A2, É < A1 > \ < A2 >= ?.éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ , dim(A1) + dim(A2) = dim(A) � 1 , ÉA1, A2 ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ.éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÄÏ�ÕÓÔÉ-ÍÙÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ × Ä×ÕÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÈ,× ÓÌÕÞÁÑÈ dim(A) = 2 É dim(A) = 3.óÌÕÞÁÊ dim(A) = 2. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ä×ÕÈ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ. ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ É × ÔÏÞËÅ,ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ.óÌÕÞÁÊ dim(A) = 3. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ä×ÕÈ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ:1. ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É × ÔÏÞËÅ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÊÎÁ ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ Ä×ÕÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ.2. ÷ÓÅ ÔÏÞËÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ �ÒÑÍÙÈ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÚÌÏ× ÷. î. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÚÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ×ÏÓ�ÒÉÑÔÉÑ. | í.: éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ãÅÎÔÒÁ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ�ÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ, 2001.2. ëÌÅÊÎ æ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ×ÙÓÛÅÊ,ÔÏÍ 2, ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. | í.: îÁÕËÁ, 1987.3. ëÏÓÔÒÉËÉÎ á. é., íÁÎÉÎ à. é. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÑ. | í.: ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1980.
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óòá÷îé�åìøîùê áîáìéú úáðòïóîùè�åèîïìïçéê äìñ óèåí âáú äáîîùè óõâä DIMä. ÷. áÎÔÏÎÏ×, ÷. ó. òÕÂÌÅ× (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ)äÌÑ ÍÁÎÉ�ÕÌÑ�ÉÉ ÄÁÎÎÙÍÉ óõâä DIM [1℄ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÚÁ�ÒÏÓÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. ïÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÚÙËÚÁ�ÒÏÓÏ× ODQL ÄÌÑ óõâä DIM É �ÏÒÑÄÏË ËÏÍ�ÉÌÑ�ÉÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ××Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × [1℄. îÏ ÔÁË ËÁË ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÉÄÅÔ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÅÔÁ-ÕÒÏ×ÎÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍÏÇÏ ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÍÉâä, ÔÏ ×ÏÚÍÏÖÅÎ �ÏÄÈÏÄ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏÚÁ�ÒÏÓÁ Ë ÍÅÔÁ-ÕÒÏ×ÎÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓ ODQL ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÓ-ÌÉÒÏ×ÁÎ × ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÚÁ�ÒÏÓ.�ÁË ËÁË ÎÅÑÓÎÏ, ËÁËÁÑ ÉÚ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÅÊ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ (ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑ ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ Ë ÍÅÔÁ-ÕÒÏ×ÎÀÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÔÒÁÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÀ × ÒÅÌÑ�É-ÏÎÎÙÊ ÚÁ�ÒÏÓ, ÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÚÁ�ÒÏÓ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ ÂÙÓÔÒÅÅ)ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×.äÌÑ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÑ �ÏÌÎÏÊ ËÁÒÔÉÎÙ ÎÕÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÔÅÈ-ÎÏÌÏÇÉÅÊ, ËÏÇÄÁ ÄÁÎÎÙÅ ÒÁÚÍÅÝÑÀÔÓÑ × ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ âä É ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÚÁ�ÒÏÓ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ÎÅÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ�É-ÓÁÎÉÅ ÓÁÍÏÇÏ ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ,Á ×ÒÅÍÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÓÎÉÖÅÎÏ. ðÏÔÏÍÕ ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÔÒÅÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ.÷ÏÚØÍÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÓÈÅÍÙ âä ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÔÁËÏÅÚÁÄÁÎÉÅ:ëÏÒÁÂÌÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ships, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ns, �ÅÒÅ×ÏÚÑÔ ÇÒÕ-ÚÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Cargoes, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ n, × �ÏÒÔÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁPorts, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ np. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÒÁÂÌØ s ×ÅÚÅÔ ÇÒÕÚ  × �ÏÒÔ p× ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å k(s,p).îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ�ÒÏÓ:ó�ÉÓÏË ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÊ ÇÒÕÚÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÚÕÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÎÁÇÒÕ-ÖÅÎÎÙÅ ËÏÒÁÂÌÉ É �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÒÔÏ× ÓÒÅÄÉ ÔÁ-ËÉÈ ËÏÒÁÂÌÅÊ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÚÁ�ÒÏÓ Ë ÓÈÅÍÅ, ÓÏÚÄÁÎÎÏÊ × ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊóõâä, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ �Ï ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔÉ, �ÒÉÍÅÒ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1℄.úÁÔÅÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÊ ÚÁ�ÒÏÓ Ë ÍÅÔÁ-ÕÒÏ×ÎÀ óõâäDIM:Selet Distint Parameters.NameFrom Parameters,(//(ÂÏÌÅÅ 50 ÓÔÒÏË) 321



)Where s.Value=.Value AND s.IdParameter=.IdParameterAND Parameters.Name=ShipNameë ÓÈÅÍÅ, ÓÏÚÄÁÎÎÏÊ × óõâä DIM, ÚÁ�ÒÏÓ ÎÁ ÑÚÙËÅ SQL ×ÙÇÌÑÄÉÔÓÌÏÖÎÅÅ, ÞÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÚÁ�ÒÏÓ Ë ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ óõâä, ÔÁË ËÁËÄÁÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÕÀ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÀ. úÁ�ÒÏÓ ÎÁ ÑÚÙËÅODQL ÄÌÑ ÎÅÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:selet .CargoName from Cargoes , Ships Cargoes s,( (selet objmaxsum (s.Quantity) on s from Ships s links sontains(s) ) s1intersetion(selet objminount (p.obj ) on s1 from s1, Ports p links s1 on-tains(s) , p parent s)) s2links s2 ontains(s) äÁÌÅÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ËÓÈÅÍÁÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÅÊ × ÔÁÂÌÉ�ÁÈ. äÌÑ�ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ, ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÚÁ�ÒÏÓÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ É�ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ.÷ ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ (ÕËÁÚÁÎÏ × ÓÅËÕÎ-ÄÁÈ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÚÁ�ÒÏÓÏ× Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÕËÁ-ÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÚÁ�ÒÏÓÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. �ÁËÖÅ, × ÎÅÊ ÉÍÅÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÚÁ�ÉÓÅÊ × 3 ÔÁÂÌÉ�ÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ�ÏÌÎÅ-ÎÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ. ä×Á ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÏÓÏÂÙÅ ÓÌÕÞÁÉ:÷ÏÓØÍÏÊ | ËÁÖÄÙÊ ËÏÒÁÂÌØ ×ÅÚÅÔ ËÁÖÄÙÊ ÇÒÕÚ × ËÁÖÄÙÊ �ÏÒÔ(ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔÉ).äÅ×ÑÔÙÊ | ÏÄÉÎ ËÏÒÁÂÌØ ×ÅÚÅÔ ÏÄÉÎ ÇÒÕÚ × ÏÄÉÎ �ÏÒÔ(ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔÉ).óÕÍÍÁÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÅÊ SQL ODQL SQL(DIM)1 458752 2,265 3,397 2,7182 917504 6,162 9,011 8,3943 1736704 8,678 14,017 13,3144 1818624 8,084 14,318 13,5925 1835008 8,175 14,628 13,6936 3637248 19,357 29,1 28,2287 3997696 26,357 36,536 34,9938 15000 43,1 50,1 51,69 15000 0,144 0,263 0,221322



ðÏ ÔÁÂÌÉ�Å ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÎÁÑÚÙËÅ SQL ×ÓÅ ÖÅ ÉÄÅÔ ÂÙÓÔÒÅÅ. é, ÈÏÔÑ ODQL ÚÁ�ÒÏÓ É ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ-ÓÑ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÁ 35% ÄÏÌØÛÅ, ÞÅÍ SQL ÚÁ�ÒÏÓ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÁËÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ�ÒÏÂÌÅÍÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÄÏÂÓÔ×Ï ÑÚÙËÁ ODQL, ÓÉÎÔÁËÓÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï-ÎÑÔÎÅÅ É �ÒÉÑÔÎÅÊ, ÞÅÍ Õ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÎÁ SQL. úÁ�ÒÏÓ ÎÁ ÑÚÙËÅ SQL, �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Ë ÍÅÔÁ-ÕÒÏ×ÎÀ, ÏËÁÚÁÌÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÅÅ, ÎÏ ÚÄÅÓØÓÌÅÄÕÅÔ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÁÂÌÉ�Å ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÏ ×ÒÅÍÑ ÚÁ�ÒÏÓÁ, ÔÏÇÄÁËÁË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÅÝÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÀ ODQL × SQL.ðÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×Á× ×ÒÅÍÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ × ÏÓÏÂÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÍÏÖÎÏÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉ�Á ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÖÄÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ É ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÓÌÕÞÁÑÍÉ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ SQL ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ42,956 Ó., ODQL | 49,837 Ó., ÔÏÇÄÁ ËÁË SQL Ë ÍÅÔÁ-ÕÒÏ×ÎÀ |51,379 Ó.÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÍÅÔÎÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÒÁÚÎÉ�Ù ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁ�ÒÏ-ÓÁ ÍÅÖÄÕ ODQL É SQL Ó 35% ÄÏ 16 %.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ×ÓÅ ÜÔÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù-×ÏÄ Ï �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏÓÔÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ�ÒÏÓÎÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ODQL.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÉÓÁÒÅÎËÏ ä. ó., òÕÂÌÅ× ÷. ó. äÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎ-ÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ. ëÏÎ�Å��ÉÑ ÎÏ×ÏÊ ÏÂßÅËÔÎÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ. |LAP LAMBERT Aademi Publishing, Saarbr�uken, Germany, 2011. |112 | 112 .2. òÕÂÌÅ× ÷. ó., óÍÉÒÎÏ×Á å. á. ïÂßÅËÔÎÁÑ óõâä DIM É �Õ-ÔÉ ÅÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ\éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ É ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÎÁÕËÉ" | 2011. í.:íÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íçõ, 2011 | C. 92{95.úáäáþá ðïéóëá �ïþëé, ðïðáäáàýåê÷ ðïìõðìïóëïó�øé. á. âÁÂÉÎÏ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁ-ÄÁÞÅÊ �ÏÉÓËÁ ÔÏÞËÉ; �Ï�ÁÄÁÀÝÅÊ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ. ðÕÓÔØ M =fmijmi = (xi; yi) 2 R2 ; i = 1::ng | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅ-ÎÉÑ. îÕÖÎÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ A;B;C ÎÁÊÔÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕmi = (xi; yi) 2 M , ÞÔÏ Axi + Byi + C > 0, ÉÌÉ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈÎÅÔ. 323



óÒÁÚÕ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁ�ÒÏÓ | �ÒÑ-ÍÁÑ Ax+By +C. òÅÚÕÌØÔÁÔ | ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÜÔÕ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁ-ÀÔ ÚÎÁËÉ A;B;C).üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, Á ÔÁË ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ × [1℄ ÓÞÉ-ÔÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ 2-3 ÄÅÒÅ×Á.÷ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÚÏ×£Í ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅ-ÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ.óÌÏÖÎÏÓÔØÀ �Ï �ÁÍÑÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÁÍÑÔÉ, ËÏ-ÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ÔÁË ÖÅ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÙ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ×, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×[1℄.�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁÔÏÞËÉ, �Ï�ÁÄÁÀÝÅÊ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ, Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ �Ï �ÏÒÑÄ-ËÕ ÒÏÓÔÁ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÂÁÚÙ ÄÁÎ-ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ �Ï �ÁÍÑÔÉ.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÔÏÒÏÎÙ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM ÚÁ Ei; i = 1::n, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÚÁ Vi; i = 1::n, �ÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ViVi+1ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙ ÓÔÏÒÏÎÅ Ei. ÷ ÂÁÚÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Ei; i = 1::nÂÕÄÕÔ ÈÒÁÎÉÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÁÎÎÙÅ.1) Vi; Vi+1 (ÅÓÌÉ i = n, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ Vi+1 ÂÕÄÅÔ V1).2) fVkj8j : �(Vk; Ei) � �(Vj ; Ei)g (ÚÄÅÓØ �(A; a) ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔÔÏÞËÉ A ÄÏ �ÒÑÍÏÊ a × ÍÅÔÒÉËÅ R2 ). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ (ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ).3) îÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ (ÏÔ 0 ÄÏ �), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ �ÒÑÍÁÑ Ei, ÏÔÓÞÉÔÁÎÎÙÊ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ.÷ÓÅ ÜÔÉ ÄÁÎÎÙÅ ÂÕÄÕÔ ÈÒÁÎÉÔØÓÑ × Ä×ÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å �ÏÉÓËÁ, ÇÄÅËÌÀÞÏÍ ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÕÇÏÌ ÉÚ 3).úÁ �q ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕÇÏÌ �ÒÑÍÏÊ-ÚÁ�ÒÏÓÁ (ÏÔÓÞÉÔÁÎÎÙÊ ÔÁË ÖÅ ËÁË ×3)), �e | ÕÇÏÌ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. ïÂÒÁÂÏÔËÁ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÂÕÄÅÔÚÁËÌÀÞÁÔØÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÈ:1) ðÏÉÓË ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ �Ï ÕÇÌÕ ÓÔÏÒÏÎÙ Ë �ÒÑÍÏÊ-ÚÁ�ÒÏÓÕ. �Ï ÅÓÔØÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ min(|�e � �q|,|� � (�e � �q)|) �Ï ×ÓÅÍÓÔÏÒÏÎÁÍ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ.ïÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ �ÏÉÓË ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ. ðÅÒ×ÙÍ ÄÅÌÏÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉÂÌÉÖÁÊÛÉÅ Ë �q Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á. âÉÎÁÒÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÉÓËÁ �ÏÄÄÅÒÖÉ-×ÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ �ÏÉÓËÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÎÕÖÎÏ324



�ÒÏ×ÅÒÎÕÔØ ÄÌÑ � � �q. ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È×ÁÒÉÁÎÔÏ×.2) ðÒÏ×ÅÒËÁ 3-È ÉÌÉ 4-È ÔÏÞÅË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÓÔÏ-ÒÏÎÅ: Ä×ÕÈ ËÏÎ�Ï× ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË, ÄÁÌØÎÉÈÏÔ ÓÔÏÒÏÎÙ.3) åÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË �Ï�ÁÄÁÅÔ × �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏ×ÙÄÁÔØ ÅÅ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ �ÏÄÈÏÄÑÔ, ÄÁÔØ ÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓ.áÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁËÏÎÞÅÎ.�Å�ÅÒØ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ.äÏËÁÖÅÍ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï �ÒÏ×ÅÄ£Í �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÌÁÎÕ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÓØ ÍÎÏ-ÇÏÕÇÏÌØÎÉË (×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ) ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙ-ÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÏÊ-ÚÁ�ÒÏÓÕ É �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍÉ ÞÅÒÅÚ Ï�ÒÅÄÅ-Ì£ÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. á �ÏÔÏÍ Õ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÌÉÛØÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ.äÏËÁÖÅÍ �ÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ. ðÕÓÔØ E1 | ÓÔÏÒÏÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÎÁÛ£Ì × 1 �ÕÎËÔÅ. �ÏÇÄÁ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑ-ÍÕÀ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÚÁ�ÒÏÓÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÓØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÌÅÖÉÔ�Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ-ÓÔÉ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÏÊ É ÚÁ�ÒÏÓÏÍ. ðÒÏ×ÅÄ£Í ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ É ÎÁ-ÚÏ×£Í l. ðÕÓÔØ (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ) ÏÎÁ �ÒÏÛÌÁ ÞÅÒÅÚ V1.ðÕÓÔØ Vi | ÄÁÌØÎÑÑ ÏÔ E1 ×ÅÒÛÉÎÁ. �ÏÇÄÁ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÄÁÌØÎÅÊ É ÄÌÑl (ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÓÔÉ ÕÇÌÁ É ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. úÎÁÞÉÔ, �ÒÏ×ÅÄÑ �ÒÑÍÕÀl0 �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ l ÞÅÒÅÚ Vi, ÍÙ ÄÏÂØ£ÍÓÑ ÖÅÌÁÅÍÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. åÓÌÉÖÅ Õ E1 Ä×Å ÄÁÌØÎÉÈ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÄÁÌØÎÅÊÄÌÑ l (ÅÓÌÉ, ËÏÎÅÞÎÏ, l ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó E1, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÅ ÔÏÞËÉÂÕÄÕÔ ÄÁÌØÎÉÍÉ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÏÞÅËV1, V2 �ÒÏÊÄ£Ô l, É ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÉÚ ÄÁÌØÎÉÈ ÄÌÑ E1 �ÒÏÊÄ£Ô l0. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜÔÉÈ 3 ÉÌÉ 4 ÔÏÞÅË ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.�Å�ÅÒØ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, Ï�ÅÎÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉËÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ï�ÅÎÉÍ ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.1) ðÅÒ×ÙÊ ÜÔÁ� | �ÏÉÓË × ÂÉÎÁÒÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å ÍÏÝÎÏÓÔÉ n. éÍÅÅÔ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, O(log2 n).2) ÷ÔÏÒÏÊ ÜÔÁ� | 3 (ÉÌÉ 4) Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, Ó×ÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÅÓËÏÌØËÉÍ(ÎÅ ÂÏÌÅÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ.ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÔÁ�Ù ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. úÎÁÞÉÔ ÏÂÝÁÑ ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁO(log2 n). 325



ï�ÅÎÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �Ï �ÁÍÑÔÉ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÈÒÁÎÉÔ ÄÁÎÎÙÅ Ï ËÁ-ÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ × ÂÉÎÁÒÎÏÍ ÄÅÒÅ×Å �ÏÉÓËÁ. ï ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÄÁÎÎÙÈ (×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ), ÂÉ-ÎÁÒÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ�Ï �ÁÍÑÔÉ (Ï�ÉÓÁÎÏ × [1℄). úÎÁÞÉÔ ÏÂÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �Ï �ÁÍÑÔÉ ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÌÉÎÅÊÎÁ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ, Ä.Æ.-Í.Î.ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Á. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÎÕÔ ä. éÓËÕÓÓÔ×Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. �ÏÍ 1. 3-Å ÉÚÄÁÎÉÅ. |í.: íÉÒ, 2001.òáúòáâï�ëá é éóóìåäï÷áîéå óåò÷éóáòåëïíåîäáãéê ÷ íïâéìøîïê ëïííåòãééîá ïóîï÷å áìçïòé�íá APRIORIá. ó. âÅÓÓÁÌÏ×, á. ð. òÙÖÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÏÆÉÌÑ ËÌÉÅÎÔÁ ÔÅÌÅËÏÍ-ÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Apriori �ÏÉÓËÁ ÁÓÓÏ-�ÉÁÔÉ×ÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÓÏÓÔÁ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØ-ÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÁÎÎÙÈ (Data Mining). ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �ÒÏÆÉÌØ �ÏÚ×ÏÌÉÌ×ÙÑ×ÉÔØ ÓËÒÙÔÙÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ-ÍÉ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÍÉ ËÌÉÅÎÔÁ (ÌÉÞÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ É ÔÒÁÎÚÁË�ÉÏÎÎÙÅÄÁÎÎÙÅ). üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ �Ï×ÙÓÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ ÂÉÚÎÅÓÁ ÚÁ ÓÞÅÔÂÏÌÅÅ ÔÁÒÇÅÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ ËÌÉÅÎÔÕ. áÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏÔÅÓÔÉ-ÒÏ×ÁÎ ÎÁ ÄÁÎÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÔÅÌÅËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ É ÛÉÒÏËÏ�ÒÉÍÅÎÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ, ÉÍÅÑ ×ÙÓÏËÉÅ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÏÔËÌÉËÁ ËÌÉÅÎ-ÔÏ× ÎÁ ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÉáÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉÍÅÖÄÕ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÁ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÉ�ÉÞÎÙÈ ÛÁÂÌÏÎÏ× �ÏËÕ�ÏË, ÓÏ×ÅÒÛÁÅÍÙÈ× ÓÕ�ÅÒÍÁÒËÅÔÁÈ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÎÏÇÄÁ Å£ ÅÝ£ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÒÙ-ÎÏÞÎÏÊ ËÏÒÚÉÎÙ (market basket analysis) [1℄. ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ �ÒÁ-×ÉÌÁ ÓÌÕÖÉÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ, �ÒÉÏÂÒÅÔÁÀÝÉÊ ÔÏ×ÁÒá, �ÒÉÏÂÒÅÔÅÔ ÔÏ×ÁÒ ÷ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 75%. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ:ðÕÓÔØ I = fi1; i2 � � � ; ing | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×ÔÒÁÎÚÁË�ÉÀ. D | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÁÎÚÁË�ÉÊ.326



áÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ X ! Y , ÇÄÅX � I; Y � I , É X \ Y = ?.ðÒÁ×ÉÌÏX ! Y ÉÍÅÅÔ �ÏÄÄÅÒÖËÕ s(support), ÅÓÌÉ s% ÔÒÁÎÚÁË�ÉÊÉÚ D ÓÏÄÅÒÖÁÔ X [ Y ,supp(X ! Y ) = supp(X [ Y ) (1)ðÒÁ×ÉÌÏ X ! Y Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï Ó ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔØÀ (on�dene) ,ÅÓÌÉ  % ÔÒÁÎÚÁË�ÉÊ ÉÚ D, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ X, ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ Y.onf(X ! Y ) = supp(X [ Y )supp(X) (2)ìÉÆÔ | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ × ÔÒÁÎÚÁË-�ÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, Ë ÞÁÓÔÏÔÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ × �ÅÌÏÍ: lift(X ! Y ) = onf(X ! Y )supp(Y ) (3)ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �Ï�ÕÌÑÒÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÏÉÓËÁ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×-ÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Apriori, ×ÙÑ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÓÅ �ÒÁ×ÉÌÁ �ÏÚÁÄÁÎÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍ �ÏÄÄÅÒÖËÉ É ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔÉ [1,2℄.ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÏÆÉÌÑ. ÷ÏÚØÍ£Í × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÒÁÎÚÁË�ÉÊ ÌÉÞÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ËÌÉÅÎÔÅ, ÄÏÂÁ×É×�ÒÅÄ�ÏÞÉÔÁÅÍÙÅ ÉÍ ÕÓÌÕÇÉ, É �ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍApriori.ðÌÀÓÙ ÔÁËÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÙ: ÍÏÖÎÏ ×ÙÑ×ÉÔØ ÓËÒÙÔÙÅ ÚÁ-ËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ �ÒÉÚÎÁËÁÍÉ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÍÉ ËÌÉÅÎÔÁ; ÍÏÖÎÏ×ÙÑ×ÉÔØ ÓÅÇÍÅÎÔ ÌÀÄÅÊ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÁÇÁÔØ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀÕÓÌÕÇÕ;óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÆÉÌÅÍËÌÉÅÎÔÁ.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÏÆÉÌÑ ËÌÉÅÎÔÁ. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÉÚ×ÌÅ-ÞÅÎÉÑ ÚÎÁÎÉÊ ÉÚ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ (Knowledge disovery in databases ÉÌÉKDD) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÁÇÏ×:1) ÷ÙÂÏÒËÁ ÄÁÎÎÙÈ;2) ïÞÉÓÔËÁ;3) �ÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÑ;4) éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÄÁÎÎÙÈ (data mining);327



5) éÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.÷ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ �ÌÁÔÆÏÒÍÅ Dedutor ÂÙÌ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ Ó�ÅÎÁ-ÒÉÊ, ÓÔÒÏÑÝÉÊ �ÒÏÆÉÌØ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÕÇÁÍÉÓÏÔÏ×ÏÊ Ó×ÑÚÉ (VAS ÕÓÌÕÇÁÍÉ), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÏ�ÅÄÕÒÅKDD [3℄.ðÒÏÆÉÌØ �ÏÓÔÒÏÅÎ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏËÌÉÅÎÔÅ ÔÅÌÅËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÂÙÌÉ ÕÓÔÒÁÎÅ-ÎÙ ÓÉÌØÎÏ ËÏÒÒÅÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ: �×ÅÔÎÏÊ ÄÉÓ�ÌÅÊ ÔÅÌÅÆÏÎÁÉ touh sreen (ÉÚ ÎÁÌÉÞÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÌÉÞÉÅ ×ÔÏÒÏÇÏ), �ÅÎÁÔÅÌÅÆÏÎÁ É ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÜËÒÁÎÁ ÔÅÌÅÆÏÎÁ.áÌÇÏÒÉÔÍ Apriori ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÌÓÑ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁ-ÍÅÔÒÁÍÉ. äÌÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÏÇÏ Ó�ÅÎÁÒÉÑ ÂÙÌÉ �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÙ 508669 ÚÁ�ÉÓÉ, 62 563 ÔÒÁÎÚÁË�ÉÉ, 55 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÔÒÁÎÚÁË�ÉÊ. îÁÉÌÕÞÛÉÅ�ÒÁ×ÉÌÁ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÌÉÓØ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ×ÈÏÄÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ Apriori (ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ �ÕÔ£Í): �ÏÄÄÅÒÖ-ËÁ ÂÏÌÅÅ 0,1%, ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ 5%, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÞÁ-ÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 4. ðÏÌÕÞÅÎÏ 89 690 �ÒÁ×ÉÌ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ × �ÒÏÆÉÌÅ �ÒÁ×ÉÌÁ �ÒÉ×ÅÄ£ÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ËÌÉÅÎÔ ÉÚ íÏÓË×Ù, Ï�ÌÁÔÉ×ÛÉÊ ÔÅÌÅÆÏÎÉÀ, Ó ×ÙÓÏËÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÄÅÌÁÅÔ ËÏÍÍÕÎÁÌØÎÙÊ �ÌÁÔÅÖ.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÒÏÆÉÌÑ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �ÒÏÆÉÌØ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÁËÔÉËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÅ �ÒÁ×ÉÌÁ, ÇÄÅ × ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÉ ÓÔÏÉÔ ÕÓÌÕÇÁ, �ÒÏÇÏÎÑÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÁËÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ËÌÉÅÎÔÏ× ËÏÍ-�ÁÎÉÉ: ÄÌÑ �ÒÁ×ÉÌÁ A! B ÎÁÈÏÄÉÍ ËÌÉÅÎÔÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ A, ÎÏÎÅÔ B, É �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÅÍÕ B. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÉÍ ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÉ ÓÒÁÚÎÙÍÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ �ÏÄÄÅÒÖËÉ, ÄÏÓÔÏ×ÅÒÎÏÓÔÉ É ÌÉÆÔÁ. ÷ÏÚÎÉ-ËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: ËÁËÁÑ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏ-ÌÅÅ �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÏÊ? ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏ×ÏÊ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÌÉÆÔ, ÏÄÎÁËÏ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ �Õ-Ô£Í, ÚÁÍÅÒÉ× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÏÔ ÏÔËÌÉËÁ ËÌÉ-ÅÎÔÏ× ÎÁ ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÉ.ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ �ÒÏÄÁÖÉ ÎÁ ÄÅ-ÓÑÔËÉ �ÒÏ�ÅÎÔÏ×, ÏÔËÌÉË | × 5{7 ÒÁÚ. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ×Ù×ÏÄÏ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ × ÂÉÚÎÅÓÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÈ ÕÓÌÕÇ ÓÏÔÏ×ÏÊ Ó×ÑÚÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÁËÌÉÎ î. â., ïÒÅÛËÏ× ÷. é. âÉÚÎÅÓ-ÁÎÁÌÉÔÉËÁ: ÏÔ ÄÁÎÎÙÈ ËÚÎÁÎÉÑÍ. | óðÂ., 2012.2. Xindong Wu, Vipin Kumar. Top 10 algorithms in data mining. |Springer-Verlag London Limited, 2007.3. BaseGroupLabs: http://www.basegroup.ru.328



ïâ ïâïóîï÷áîéé áìçïòé�íï÷ó�á�éó�éþåóëïçï áîáìéúá÷ óéó�åíáè áë�é÷îïçï áõäé�áá. ÷. çÁÌÁÔÅÎËÏ, é. î. åÍÅÌØÑÎÏ×,á. å. ìÅÂÅÄÅ× (íÏÓË×Á)óÉÓÔÅÍÙ ÁËÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÕÄÉÔÁ [1℄ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÑ ÁÎÏ-ÍÁÌØÎÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏ-×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×,×ÙÚ×ÁÎÎÏÇÏ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÚÌÏÕÍÙÛÌÅÎÎÉËÏ×, ÏÛÉÂËÁÍÉ ÌÅÇÁÌØÎÙÈ�ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ, ÓÂÏÑÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ ÉÌÉ Á��ÁÒÁÔÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÉÄÒÕÇÉÍÉ �ÏÄÏÂÎÙÍÉ ÉÍ �ÒÉÞÉÎÁÍÉ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ ÁËÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÕÄÉÔÁ ×ÙÑ×ÌÑÀÔ ÁÎÏÍÁÌØÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Ó �ÏÍÏÝØÀÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, × ÆÏÒÍÅ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (× ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÏ× �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ [2℄).ïÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÔÁËÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÁÔÁË, ÎÅ ÚÁÎÅÓÅÎÎÙÈ × ÂÁÚÕ ÓÉÇÎÁÔÕÒ. äÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÛÁÇ �ÏÚÁÄÉ ÚÌÏÕÍÙÛÌÅÎÎÉËÏ×. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÚÁÔÒÕÄÎÅÎÏ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅÍÁÓËÉÒÕÀÝÉÈÓÑ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÓÉÇÎÁÔÕÒ-ÎÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÁÔÏÒÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚÁÔÏÒ[3, 4℄. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÁÎÁÌÉÚÁÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÎÅÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ | �ÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏ× ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ Ü×ÒÉÓÔÉËÁÈ; ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÍÏÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. òÁÂÏÔÙÓÏ ÓÔÒÏÇÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÍ, ÔÁËÉÅ ËÁË [5, 6℄, Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÒÅÄËÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ×Ù-Ñ×ÌÅÎÉÑ ËÁË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ, ÔÁË É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏÁÎÁÌÉÚÁ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ÔÉ-�ÉÞÎÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÓÕÂßÅËÔÏ× É ÏÂßÅËÔÏ× ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÂÏÔÙ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁÔÏÒÁ1. óÔÒÏÉÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÄÏÌÇÏ-ÓÒÏÞÎÙÍ �ÒÏÆÉÌÅÍ. ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÄÏÌÇÏÓÒÏÞÎÙÊ �ÒÏÆÉÌØ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �Ï×Å-ÄÅÎÉÑ �Ï \ÓËÏÌØÚÑÝÅÍÕ ÏËÎÕ" | ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑÍ ÚÁ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ�ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ, ÉÌÉ �Ï ×ÓÅÊ ÉÓÔÏÒÉÉ, ÎÏ Ó ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ (ËÁË�ÒÁ×ÉÌÏ, ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ) ×ÅÓÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÂÏÌÅÅ ÄÁ×ÎÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÉÍÅ-ÌÉ ÍÅÎØÛÅÅ ×ÌÉÑÎÉÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ÔÒÅÎÄÁ × ÔÉ-�ÉÞÎÏÍ �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÔÁËÉÅ Ï�ÅÎËÉ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏ-ÑÔÅÌØÎÙÍÉ, É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ÚÁÄÁÎÉÅ�ÒÏÆÉÌÑ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ Ï�ÅÎËÉ �ÏÇÒÅÛÎÏ-ÓÔÉ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.329



2. ÷ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÔÅËÕÝÅÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÓÕÂßÅËÔÁ (ËÒÁÔ-ËÏÓÒÏÞÎÙÅ �ÒÏÆÉÌÉ), É �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÒÁÔËÏÓÒÏÞÎÙÈ�ÒÏÆÉÌÅÊ Ó ÄÏÌÇÏÓÒÏÞÎÙÍÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÏÔÌÉÞÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉ-ÞÅÓËÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ, �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÒÏÇ), ÔÅËÕÝÅÅ �Ï×ÅÄÅ-ÎÉÅ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÔÉ�ÉÞÎÙÍ.ï�ÅÎËÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÁ ÞÁÓÔÏÔ Ë ×ÅËÔÏÒÕ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÏÌÇÏÓÒÏÞÎÙÈ �ÒÏÆÉÌÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÏ�ÉÓÁÎÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÍÏÄÅÌÉ. ðÕÓÔØ fxtg1t=1 | �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, �ÒÉÎÉ-ÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; : : : ;Mg. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ÄÌÑ ËÒÁÔ-ËÏÓÔÉ, ÞÅÒÅÚ Pl ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(t1; : : : ; tl) 2 Rl j tj > 0; lPj=1 tj = 1g.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï M -ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× P (t) =(p1(t); : : : ; pM (t)) 2 PM . ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁxt ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ×ÅËÔÏÒÏÍ P (t), Ô.Å. Pfxt = mg =pm(t) ÄÌÑ ×ÓÅÈ m; t. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÞÅÒÅÚ q(t) ÒÁÚÎÏÓÔØ1� p(t).ðÏÌÏÖÉÍ ~pm(t) = tP�=1!� (t)Ifx�=mg, ÇÄÅ !(t) = (!1(t); : : : ; !t(t)) |ÎÅËÏÔÏÒÙÊ t-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅÓÏ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ (!� > 0; � = 1; : : : ; t), ÚÁ-ÄÁÎÎÙÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t. �ÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ ~P (t) =(~p1(t); : : : ; ~pM (t)) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÞÁÓÔÏÔ; ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅÓÏ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ !(t))ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÅ \ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ×ÅÓÁÍÉ", Á ÓÌÕÞÁÊ !(t) =(0; : : : ; 0| {z }t�n ; 1n; : : : ; 1n| {z }n ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÅ \ÓËÏÌØÚÑÝÅÅ ÏËÎÏ".�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ " > 0 ÉÍÅÌÏ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï limt!1 Pfj~pm(t) � M~pm(t)j > "g = 0, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ,ÞÔÏÂÙ limt!1 tP�=1!2� (t)pm(�)qm(�) = 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁPfj~pm(t)� M~pm(t)j > "g . 1"2 tP�=1!2� (t)pm(�)qm(�):330



ðÕÓÔØ !� (t) = !�  tPj=1!j!�1, ÇÄÅ f!ng1n=1 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ(ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÎÅÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÒÁÎØÛÅ ÂÙ-ÌÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, ÔÅÍ ÍÅÎÅÅ ÏÎÏ ÚÎÁÞÉÍÏ). �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×Ù-ÉÓÌÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÞÁÓÔÏÔ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t + 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÒÁ-ÎÉÔØ ×ÅËÔÏÒ ÞÁÓÔÏÔ ~P (t), ÔÅËÕÝÅÅ ×ÒÅÍÑ t É ÓÕÍÍÕ 
t = tPn=1!n,ÔÏ ÅÓÔØ M + 2 ÞÉÓÌÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÅÒÅÓÞÅÔ ×ÅËÔÏÒÁ ÞÁÓÔÏÔ ÉÈÒÁÎÉÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ 
t+1 = 
t + !t+1,~pm(t+ 1) = 
t(~pm(t)+!t+1Ifxt+1=mg)
t+1 .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ !n = na; a > 0. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÈÏÄÉ-ÍÏÓÔØ ~pm(t) Ë Ó×ÏÅÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÖÉÄÁÎÉÀ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÌÁÔÅÎËÏá.÷. áËÔÉ×ÎÙÊ ÁÕÄÉÔ // JetInfo. | � 8. | 1999.http://www.jetinfo.ru/1999/8/1/artile1.8.1999.html2. íÁÔÅÒÉÁÌÙ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ ÁËÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÕÄÉÔÁ Snort // www.snort.org3. íÁÒËÅÌÏ×ë.ë. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÁÎÏÍÁ-ÌÉÊ // ëÒÉÔÉÞÅÓËÉ ×ÁÖÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ É ËÉÂÅÒÔÅÒÒÏÒÉÚÍ. þÁÓÔØ 1. |í.: íãîíï, 2008.4. JavitzH. S, ValdesA. The NIDES statistial omponent desrip-tion and justi�ation // Tehnial report. Computer Siene Laborato-ry. | SRI International, 1994.5. çÁÌÁÔÅÎËÏá.÷. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÚÁÝÉ-ÝÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ \íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÂÅÚÏ�ÁÓ-ÎÏÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ". íÏÓË×Á, 2003. | C. | 234{236.6. çÒÕÛÏá.á., �ÉÍÏÎÉÎÁå.å. îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÄÉÓËÒÅÔ-ÎÙÍÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ É Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒÎÁ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2006. | �. 18, � 4. | C. 128{136.
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òáóûéæòï÷ëá ìéîåêîùè æõîëãéêòáîöéòï÷áîéñü. ü. çÁÓÁÎÏ× (íÏÓË×Á)éÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ×ÅÂ-ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ �ÒÉ×ÅÌÏ Ë �ÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÎÁÒÙÎËÅ ËÏÍ�ÁÎÉÊ, �ÒÅÄÌÁÇÁÀÝÉÈ ÕÓÌÕÇÉ �Ï �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÀ ÓÁÊÔÏ×.úÁÄÁÞÁ ÔÁËÉÈ ËÏÍ�ÁÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �Ï-ÉÓËÏ×ÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÔÁË ÉÚÍÅÎÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ×ÅÂ-ÓÁÊÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÏËÁ-ÚÁÌÓÑ × �ÅÒ×ÙÈ ÓÔÒÏÞËÁÈ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-�ÏÉÓËÏ×ÉËÏ× �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÚÁ-�ÒÏÓÕ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÏÉÓËÏ×ÏÍ ÚÁ�ÒÏÓÅÉÎÔÅÒÎÅÔ-�ÏÉÓËÏ×ÉË ËÁÖÄÏÍÕ ÓÁÊÔÕ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅË-ÔÏÒ n-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÁÊ-ÔÁ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-�ÏÉÓËÏ×ÉË Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÅÔ ×ÅËÔÏÒÁ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓÁÊÔÁÍ, É × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ×Ù×ÏÄÉÔ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÄÁÎ-ÎÙÊ ÚÁ�ÒÏÓ. âÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÍ ÎÅ ÉÚ-×ÅÓÔÎÁ, ÎÏ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÅÅ ÕÚÎÁÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ �ÏÍÏÖÅÔ ×Ù×ÅÓÔÉÎÁÛ ÓÁÊÔ × ×ÅÒÈÎÉÅ ÓÔÒÏÞËÉ Ó�ÉÓËÁ �ÏÉÓËÏ×ÉËÁ. óÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ �ÒÏ-�ÅÄÕÒÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ [1,2℄, �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÝÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÓ�ÒÏÓÉÔØ Õ ÏÒÁËÕÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÏ×, ÚÄÅÓØ ÎÅ �ÒÏÊÄÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ ÄÁÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ÓÁÊÔ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ ÓÁÊÔÁ, ÔÏ �ÏÉÓ-ËÏ×ÉË ÎÅ ÓÏÏÂÝÉÔ ÎÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ×ÅËÔÏÒÅ. úÁÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÆÏÒÍÉÒÕÅÍ Ä×Á ÓÁÊÔÁ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ,ÔÏ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÕÚÎÁÔØ ÎÁ ËÁËÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÏÌØÛÅ, ÔÏÌØËÏ ×ÚÇÌÑÎÕ× ËÁËÏÊ ÉÚ ÓÁÊÔÏ× ×ÙÛÅ× Ó�ÉÓËÅ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Õ ÎÁÓ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ Ó ÎÏ×ÙÍ×ÉÄÏÍ ÚÁ�ÒÏÓÏ× Ë ÏÒÁËÕÌÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÚÁ�ÒÏÓÏÍ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ �n ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÚ Rn × R.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ � : �n ! Z ÎÁÚÏ×ÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÆÕÎË�ÉÊÉÚ �n. åÓÌÉ f 2 �n, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(f) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ �n.ðÏÄ ÚÁ�ÒÏÓÏÍ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÁÒÕ ÎÁÂÏÒÏ× (�; �)ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f , Á �ÏÄ ÏÔ×ÅÔÏÍ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓ ÎÁ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÅ ÚÎÁË ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÎÁÂÏÒÁÈ, Ô.Å. ÞÉÓÌÏsign(f(�) � f(�)). ðÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔ ÚÁ�ÒÏ-ÓÙ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁ�ÒÏÓÙ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ� ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ �n, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÙ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ,ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ332



ÞÉÓÌÏ �(f) �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ f 2 �n. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉ-ÆÒÏ×Ù×ÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �n, ÅÓÌÉ ÏÎ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù-×ÁÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ �n.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÀÝÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ËÕ � ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ �n, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(�n; �).óÌÏÖÎÏÓÔØÀ '(A;�; f) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ �ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÔÒÅÂÕÅ-ÍÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ A ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ � ÆÕÎË�ÉÉ f .âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ� ÎÁ ËÌÁÓÓÅ �n ×ÅÌÉÞÉÎÕ '(A;�n; �) = maxf2�n '(A;�; f). æÕÎË�ÉÀ'(�n; �) = minA2A(�n;�)'(A;�n; �) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÓ-ÛÉÆÒÏ×ËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ � ÎÁ ËÌÁÓÓÅ �n.ðÕÓÔØ Ln | ËÌÁÓÓ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ô.Å. ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ C1x1 +C2x2+ : : :+Cnxn+Cn+1, ÇÄÅ Ci 2 R, i = 1; 2; : : : ; n+1. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÒÁÚÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ, �ÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Cn+1 = 0.þÅÒÅÚ ai, a 2 R, i 2 f1; 2; : : : ; ng, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ Rn , ÕËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ a, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÏÚÉ�ÉÑÈ ÞÉÓÌÏ0. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 01 | ÜÔÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ.÷ÅÚÄÅ ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f(x1; : : : ; xn) = C1x1+ : : :+Cnxn.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ Si(f) = sign(Ci), i 2 f1; 2; : : : ; ng,ÒÁ×ÎÕÀ ÚÎÁËÕ i-ÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i 2 f1; 2; : : : ; ng ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï '(Ln; Si) = 1.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ Si(f) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÁÓ �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1i; 01).äÌÑ s = (s1; : : : ; sn) 2 f�1; 0; 1gn ÏÂÏÚÎÁÞÉÍLsn = fC1x1 + : : :+ Cnxn : sign(Ci) = si; i = 1; 2; : : : ; ng:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ M(f) = argmax1�i�njCij, ÒÁ×ÎÕÀÉÎÄÅËÓÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s 2 f�1; 0; 1gn ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï '(Lsn;M) = n� 1.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ sign(Ci) = a, sign(Cj) = b, ÔÏ �ÏÎÑÔØ ËÁËÏÅ ÉÚÞÉÓÅÌ jCij, jCj j ÂÏÌØÛÅ ÍÏÖÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅ-ÎÉÅ (ai; bj). á ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ n� 1 ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ.÷×ÅÄÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ R"i (f) = jCij"�jCM(f)j , i 2 f1; 2; : : : ; ng, " 2(0; 1), ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ jCij Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ", ÅÓÌÉ ×333



ËÁÞÅÓÔ×Å ÅÄÉÎÉ�Ù ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ×ÚÑÔØ ÍÏÄÕÌØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁ.äÌÑ s = (s1; : : : ; sn) 2 f�1; 0; 1gn É m 2 f1; : : : ; ng, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍLs;mn = ff = C1x1+: : :+Cnxn :M(f) = m; sign(Ci) = si; i = 1; : : : ; ng:õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ s 2 f�1; 0; 1gn, m; i 2 f1; : : : ; ng,i 6= m, " 2 (0; 1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(Ls;mn ; R"i ) =℄� log2 "[.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ i 2 f1; : : : ; ng, ÔÏ 0 � jCijjCmj � 1. òÁÚÄÅÌÉÍÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ ". ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ R"i (f) ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ ", × ËÏÔÏÒÙÊ �Ï-�ÁÄÁÅÔ ÔÏÞËÁ jCijjCmj . åÓÌÉ sign(Ci) = a, sign(Cm) = b,  = b=2, ÔÏÚÁÄÁ× ÚÁ�ÒÏÓ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ (ai; m), ÍÙ ÓÒÁ×ÎÉÍ ÔÏÞËÕ jCijjCmj Ó ÔÏÞËÏÊ1=2. äÁÌÅÅ, ÄÅÊÓÔ×ÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÍÙ ÂÉÎÁÒÎÙÍ �ÏÉÓËÏÍ ÚÁ ℄� log2 "[ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÎÏÍÅÒ R"i (f).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1{3 ÄÁÀÔ ÎÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÑ. óÎÁÞÁ-ÌÁ ÚÁ n ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÚÎÁËÉ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÆÕÎË�ÉÉ. äÁÌÅÅ ÚÁ n� 1 ÚÁ�ÒÏÓ ÎÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÙ ÎÁÈÏ-ÄÉÍ ÉÎÄÅËÓ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ. é ÎÁËÏÎÅ� ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÇÏ " ÍÙ ÚÁ (n � 1)�℄ � log2 "[ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ " ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÚÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ×ÚÑÔ ÍÏÄÕÌØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-ÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ. ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×�ÏÌÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÕÓ�ÅÛÎÏÇÏ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÑ ÓÁÊÔÏ×. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-�ÏÉÓËÏ×ÉËÁÍ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÒÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÒÏÂËÏ× ÷. ë. ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ //ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1965. | ÷Ù�. 13. | ó. 5{28.3. D. Angluin. Queries and onept learning // Mahine Learning. |1988. | V. 2. | P. 319{342.
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òáóûéæòï÷ëá áòéæíå�éþåóëéè óõíííáìïçï þéóìá íïîï�ïîîùè ëïîÿàîëãéêü. ü. çÁÓÁÎÏ× (íÏÓË×Á), ú. á. îÉÑÚÏ×Á (�ÁÛËÅÎÔ)òÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ ÆÕÎË�ÉÊ | ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏËÌÁÓÓÁ, ÚÁÄÁ×ÁÑ ×Ï�ÒÏÓÙ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁÂÏ-ÒÁÈ, ÚÁ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ× �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ. òÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ | ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁ, ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÔÁÔØÑÈ ËÁË ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ, ÔÁË ÉÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ Á×ÔÏÒÏ×, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ö. áÎÓÅÌÑ �Ï ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [1℄ ÉÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÓÔÁÔØÀ ä. áÎÇÌÕÉÎ [2℄. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ �ÓÅ×ÄÏ-ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÊ×ÉÄÁ f : f0; 1gn ! N.ðÏÄ ÚÁ�ÒÏÓÏÍ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÄ ÏÔ×ÅÔÏÍ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓ | ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ. ðÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÂÕÄÅÍ �Ï-ÎÉÍÁÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÇÅÎÅÒÉÒÕ-ÅÔ ÚÁ�ÒÏÓÙ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ �ÒÅ-ÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁ�ÒÏÓÙ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔÆÕÎË�ÉÀ f ÉÚ F , ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ, ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÔÁÂÌÉ�ÕÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ f 2 F . óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ F , ÅÓÌÉ ÏÎ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔËÁÖÄÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÉÚ F .îÁ ÎÁÂÏÒÁÈ � = (�1; : : : ; �n) É � = (�1; : : : ; �n) n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÂÕÌÅ×ÏÇÏËÕÂÁ En = f0; 1gn ××ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ "�", ÚÁÄÁ-×ÁÅÍÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: � � � , �i � �i ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i 2 f1; 2; : : : ; ng.âÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ � < �, ÅÓÌÉ � � � É � 6= �. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒÙ � É� ÉÚ En ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÅÓÌÉ � 
 � É � 
 �. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÏÇÏËÕÂÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÏÓÉÔÅÌÅÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÂÕÌÅ×ÏÇÏ ËÕÂÁ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Bn.ðÓÅ×ÄÏ-ÂÕÌÅ×ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ÂÕÌÅ×ÏÍËÕÂÅ En É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏÒÑÄÁ N = f0; 1; 2; : : :g, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁ-ÂÏÒÏ× � É � ÉÚ En, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ � � �, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï f(�) � f(�).îÁÂÏÒ � ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÉÖÎÅÊ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÅÓÌÉf(�) = 1 É f(�) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ � ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ � < �.335



ðÕÓÔØ � = (�1; : : : ; �n) 2 En. âÕÌÅ×ÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀK�(x1; : : : ; xn) = ^i:�i=1xiÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ËÏÎßÀÎË�ÉÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁÂÏ-ÒÕ �. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑÎÕÌÅ×ÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ, | ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÅÄÉÎÉ�Á.ðÕÓÔØ B 2 Bn | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÓÅ×ÄÏ-ÂÕÌÅ×-ÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ fB , ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ x ÉÚ En ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÔØÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ B, ÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÅÍ x, Ô.Å. fB(x) = jBxj,ÇÄÅ Bx = f� 2 B : � � xg. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏB Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÉÖÎÉÈ ÅÄÉÎÉ� ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fB ÉfB = P�2BK�, ÇÄÅ ÚÎÁË ÓÕÍÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÙÞÎÕÀ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ. ëÌÁÓÓ �n = ffB : B 2 Bng ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÌÁÓÓÏÍÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ gB = P�2B k�K�, ÇÄÅB 2 Bn, k� 2 N. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �n = fgB : B 2 Bng.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÀÝÉÈ ËÌÁÓÓ �n, ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(�n).óÌÏÖÎÏÓÔØÀ '(A; f) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÞÉÓÌÏ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ A ÄÌÑÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÉ f . âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁA ÎÁ ËÌÁÓÓÅ �n ×ÅÌÉÞÉÎÕ '(A;�n) = maxf2�n '(A; f). æÕÎË�ÉÀ '(�n) =minA2A(�n)'(A;�n) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ËÌÁÓÓÁ�n.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �n;p ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ �n,ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ p ÎÉÖÎÉÍÉ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, Ô.Å.�n;p = ffB 2 �n : jBj � pg:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �n;p = fgB 2 �n : jBj � pg:ðÕÓÔØ A 2 A(�n). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ '(A;�n; p) = maxf2�n;p '(A; f). åÝÅÒÁÚ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔ ËÌÁÓÓ �n, Ô.Å. ÏÎ,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÉÖÎÉÈÅÄÉÎÉ� Õ ÆÕÎË�ÉÉ f .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ '(�n; p) = minA2A(�n)'(A;�n; p).336



÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A1 ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ËÌÁÓÓÁ �n,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁ'(A1;�n; p) � np+ p� p log2 :÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A2, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÉÊ ÏÓÏ-ÂÅÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ �n.�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A2 ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ËÌÁÓÓÁ �n,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'(A2;�n; p) = � np� p� pblog2 p+ 2blog2 p+1; ÅÓÌÉ 0 < p < C [n2 ℄n ,1; ÅÓÌÉ p = 0.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [3℄.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁÚÁ�ÒÏÓÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÓÛÉÆÒÏ-×Ù×ÁÀÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ×Ï�ÒÏÓÏ×. üÔÏÔÁÌÇÏÒÉÔÍ × ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ A2 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ�ÏÌÕÞÉÔØ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈËÌÁÓÓÏ× ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á'(�n; 1) = n+ 1; '(�n; 2) = 2n; '(�n; 3) = 3n� 2:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÎÓÅÌØ ö. ï ÞÉÓÌÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË. îÏ×ÁÑ ÓÅÒÉÑ. | í.: íÉÒ, 1968. |÷Ù�. 5. | ó. 53{57.2. Angluin D. Queries and onept learning // Mahine Learning. |1988. | V. 2. | P. 319{342.3. Nakamura A., Abe N. Exat learning of linear ombinations ofmonotone terms from funtion value queries // Theoretial ComputerSiene. | 1995. | V. 137, I. 1. | P. 159{176.
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áìçïòé�íéþåóëáñ òáúòåûéíïó�øðòïâìåíù áìæá÷é�îïçï äåëïäéòï÷áîéñ÷ òåçõìñòîùè ñúùëáèð. ó. äÅÒÇÁÞ (íÏÓË×Á)ãÅÌØÀ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÅËÓÔÏ×.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÎÁÂÏÒV = (A;Q;B; ';  ), ÇÄÅ A;Q;B | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ' | ÆÕÎË-�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q � A É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÉÚ Q,  | ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q � A É �ÒÉÎÉ-ÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ B. íÎÏÖÅÓÔ×Á A;Q;B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÈÏÄÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ, ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ É ×ÙÈÏÄÎÙÍÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ V . æÕÎË�ÉÑ ' ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅÈÏ-ÄÏ×, Á ÆÕÎË�ÉÑ  | ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÙÈÏÄÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁ V . ÷ÈÏÄÎÙÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ V , V = (A;Q;B; ';  ) ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ËÏÎÅÞ-ÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÔÁËÖÅ "�ÕÓÔÏÅ" ÓÌÏ×Ï, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏÓÉÍ×ÏÌÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ �. ÷ÙÈÏÄÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ V ÎÁÚÙ-×ÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ B, ÓÌÏ×ÁÍÉÓÏÓÔÏÑÎÉÊ | ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ Q(× ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ É �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ V ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁÂÏÒ (A;Q;B; ';  ; q), Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ V Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ q. �ÁËÉÅÎÁÂÏÒÙ (A;Q;B; ';  ; q) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍÉËÏÎÅÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ; ÄÌÑ ÎÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Vq .æÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁ V = (A;Q;B; ';  ) ÄÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q�A� (ÓÏÈÒÁÎÉÍ ÚÁ ÎÉÍÉ ÔÅ ÖÅ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÅÎÉÑ). éÍÅÎÎÏ, �ÏÌÁÇÁÅÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ'(q;�) = q; '(q; �a) = '('(q; �); a),ÇÄÅ q 2 Q; � 2 A�; a 2 A. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, (q;�) = �;  (q; �a) =  ('(q; �); a).ðÕÓÔØ Vq = (A;Q;B; ';  ; q) | ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊÁ×ÔÏÍÁÔ, B0 � B. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M = f� j � 2 A�;  (q; �) 2 B0gÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ × ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÅ Vq Ó�ÏÍÏÝØÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á B0 ×ÙÈÏÄÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. çÏ×ÏÒÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏÁ×ÔÏÍÁÔ Vq �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ M �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ B0. ðÕÓÔØ M � A� n f�g.åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Vq , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÓÏÂÙÔÉÅ338



M �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á B0 � B, ÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ MÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ.ðÕÓÔØ A = fa1; : : : ; arg | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ÁÌ-ÆÁ×ÉÔ. ðÕÓÔØ P1; P2 |ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅA. úÄÅÓØÉ ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÚÁ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A� ÎÅ ÓÞÉ-ÔÁÅÔÓÑ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ P1 É P2:1. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× P1 É P2 (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ P1 �P2) ÅÓÔØ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ×ÉÄÁ �1�2, ÇÄÅ �1 2 P1; �2 2 P2.2. éÔÅÒÁ�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P1 (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ (P1)�) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÓÌÏ× ×ÉÄÁ �1 : : : �k, ÇÄÅ �1 2 P1; : : : ; �k 2 P1; k � 1.íÎÏÖÅÓÔ×Ï P; P � A�, ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, ÅÓÌÉÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÉÄÁ fag; a 2 A, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ [; �; ()�.÷×ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A. òÅÇÕÌÑÒ-ÎÙÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ-×ÉÔÅ A [ f_; �; (; ); �g, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:1. âÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A;2. ðÕÓÔØ �; � | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A. �ÏÇÄÁ(� _ �); (� � �); (�)� | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A;3. òÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ÕÓÔÁÎÁ-×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑÍÉ Ó ��. 1, 2 ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×.óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ P ×ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï jPj × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A:1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï fag | × ÓÌÕÞÁÅ P = a; a 2 A;2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï jP1j [ jP2j | × ÓÌÕÞÁÅ P = (P1 _P2);3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï jP1j � jP2j | × ÓÌÕÞÁÅ P = (P1 �P2);4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï (jP1j)� | × ÓÌÕÞÁÅ P = (P1)�.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A É B.ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : A! B�:f(a1) = �1f(a2) = �2...f(ar) = �rüÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ. äÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÄÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ~f : A� ! B� ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:~f(ai1ai2 : : : ain) = �i1�i2 : : : �in :339



üÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ~f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÙÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ÉÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ f . ðÕÓÔØ � 2 ~f(P ). �ÏÇÄÁ � 2 PÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÏÊ � �ÒÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ~f ÎÁ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P ÉÌÉ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÏÊ �, ÅÓÌÉ f(�) = �. �ÁËÉÈÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�1; �2 2 P ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ~f(�1) 6= ~f(�2), ÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×Á-ÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁ P �Ï ~f .�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ �Ï �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ �ÁÒÅ ( ~f;P), ÇÄÅ ~f | ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁA × ÁÌÆÁ×ÉÔ B, Á P | ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÏ ÌÉ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ jPj �Ï ~f .ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:îÁÕËÁ, 1986.2. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ× ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.íéîéíéúáãéñ óòåäîåçï ÷òåíåîé ä÷éöåîéñ÷ �òáîóðïò�îïê óå�éç. ÷. ëÁÌÁÞÅ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. äÁÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÁÑ ÓÅÔØ, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ N �ÕÎËÔÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓËÏÌØËÏ ÍÁÛÉÎ �ÒÏÅÚÖÁÅÔ ÉÚ i-ÇÏ �ÕÎËÔÁ × j-Ê ÚÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ÒÅÍÅÎÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÏÒÏÇÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÅÅ �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ É ×ÒÅÍÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �Ï ÎÅÊ �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊÚÁÇÒÕÖÅÎÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÁ-ÛÉÎ × ÜÔÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÓÅÔÉ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÜÔÕ ÓÅÔØ, ËÁË ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (V;E) Ó N ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÉÈ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ N .òÅÂÒÏ ÉÚ i-Ê ×ÅÒÛÉÎÙ × j-À ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ (ij).úÁÄÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ N �N :1. íÁÔÒÉ�Á ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÊ �, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ | ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ 'ij | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞÅÍ 'ii =0; i = 1; N . üÔÕ ÍÁÔÒÉ�Õ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÈÏÄÑÝÉÍ �ÏÔÏËÏÍ.340



2.íÁÔÒÉ�Á �ÒÏ�ÕÓËÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÅÊ C, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ij 2R+ [ f1g. åÓÌÉ ÒÅÂÒÁ (ij) ÎÅÔ × ÇÒÁÆÅ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ij = 0.3. íÁÔÒÉ�Á P , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ pij | ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ R+ × R+:pij(') | ×ÒÅÍÑ �ÒÏÅÚÄÁ �Ï ÒÅÂÒÕ (ij), ÅÓÌÉ �ÏÔÏË �Ï ÎÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ '.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ('ijkl)Ni;j;k;l=1 | ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ �Ï-ÔÏËÁ �, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ i É j, 'ijkl | ÏÂÙÞÎÙÊ �ÏÔÏË ÓÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ i, ÓÔÏËÏÍ j É ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ �ij , Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ:8i; j; k : i 6= j ) NXl=1;l6=k('ijkl � 'ijlk) =8<: 'ij ; ÅÓÌÉ i = k;�'ij ; ÅÓÌÉ j = k;0; ÉÎÁÞÅ: (1)÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: 'jkl := PNi=1 'ijkl | ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ �ÏÔÏË × j-À ×ÅÒÛÉÎÕ, ÉÄÕÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ (kl); 'kl := NPj=1'jkl | ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ�ÏÔÏË �Ï ÒÅÂÒÕ (kl).�ÏÇÄÁ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ j, ('jkl) | �ÏÔÏË ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÉÓÔÏÞ-ÎÉËÁÍÉ É ÏÄÎÉÍ ÓÔÏËÏÍ × ×ÅÒÛÉÎÅ j. éÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÚÁ-ÄÁÅÔÓÑ j-Í ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù �: ÓÕÍÍÉÒÕÑ (1) �Ï i, ÄÌÑ ×ÓÅÈ k É j�ÏÌÕÞÉÍ NXl=1;l6=k('jkl � 'jlk) = 8<: 'kj ; ÅÓÌÉ j 6= k;� NPi=1;i6=j 'ij ; ÅÓÌÉ j = k:òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ('ijkl) �ÏÔÏËÁ � ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ:1) 'ijkl � 0, Ô.Å. ËÁÖÄÙÊ �ÏÔÏË ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ2) 'kl � kl, Ô.Å. ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ �ÏÔÏË �Ï ÒÅÂÒÕ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ �ÒÏ-�ÕÓËÎÕÀ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÒÅÂÒÁ.çÒÁÆ �ÒÏ�ÕÓËÁÅÔ ×ÈÏÄÑÝÉÊ �ÏÔÏË �, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏ�ÕÓÔÉ-ÍÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ('jkl) �ÏÔÏËÁ �.úÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÏÔÏËÏ× ~', ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌP [~'℄ := NXk;l=1 pkl('kl)'kl| {z }qkl('kl) :341



ïÎ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ, ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �Ï ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊÓÅÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁÛÅÍÕ ÇÒÁÆÕ, ÇÄÅ pkl('kl) | ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑÄ×ÉÖÅÎÉÑ �Ï ÄÏÒÏÇÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÒÅÂÒÕ kl, ÅÓÌÉ �ÏÔÏË �Ï ÎÅÊÒÁ×ÅÎ 'kl.åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ P [~'℄ ÌÉÎÅÊÎÙÊ (Ô.Å. pij | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), ÔÏ ÜÔÁÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ qij(x) ×Ù�ÕËÌÙ ×ÎÉÚ �ÒÉ x > 0.�ÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ P [~'℄ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÏ�Õ-ÓÔÉÍÙÈ �ÏÔÏËÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1, ÔÏ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÚÁ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÍÅÔÏÄÁ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÏ×.îÕÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÔÏÄÁ ÜÌÌÉ�ÓÏÉÄÏ× ÚÄÅÓØ ÏÞÅÎØÂÏÌØÛÁÑ, ÈÏÔÑ É �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Õ�ÒÏÝÅÎ-ÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ïÔËÁÖÅÍÓÑ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ �ÏÔÏËÏ× �ÒÏ-�ÕÓËÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ (�ÏÌÏÖÉÍ ij = 1). ðÕÓÔØ qij(x) ÓÔÒÏÇÏ×Ù�ÕËÌÙ ×ÎÉÚ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ. �ÏÇÄÁ q0ij ÓÔÒÏÇÏ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ,ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ  ij . åÓÌÉ ÒÅÂÒÁ (ij) × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ ij � 0. ðÒÉ y < q0ij(0) ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ  ij(y) = 0.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× É ÏÄÉÎÓÔÏË × 0-Ê ×ÅÒÛÉÎÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: �j | �ÏÔÏË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ j-Ê ×ÅÒ-ÛÉÎÙ (j > 0); gij(y) :=  ij(y)� ji(�y). �ÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁP ['℄ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÎÁ �ÏÔÏËÅ ×ÉÄÁ '̂ij = max(gij(�i � �j); 0),ÇÄÅ �i | ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊgi0(�i) + NXj=1 gij(�i � �j) = �i; i = 1; N: (2)åÓÌÉ gij ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ, gi0 ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (2) ÉÍÅ-ÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÍÅÔÏÄîØÀÔÏÎÁ, �ÒÉÞÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ �ÒÉÄÅÔÓÑ ÒÅÛÁÔØ óìõ ÓÍÁÔÒÉ�ÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × i�Ê ÓÔÒÏ-ËÅ ÎÁ 1 ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ i-Ê ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ.ïÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ îØÀÔÏÎÁ ÓÉÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÆÕÎË-�ÉÊ gij : ÞÅÍ ÏÎÉ ÂÌÉÖÅ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.óÌÕÞÁÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ pij(x) = ax. ðÏÓËÏÌØ-ËÕ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÓÅÔÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÔÏÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ óìõ Ó ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÍÉ ÍÁ-ÔÒÉ�ÁÍÉ. 342



åÓÔØ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (2) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ:�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÓÈÅÍÁ Ó N+1 ÕÚÌÏÍ, Á ÒÅÂÒÁ |ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÔÏËÁ ÏÔÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ gij . �ÏÇÄÁ �j ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï-×ÁÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÕ × j-Ê ×ÅÒÛÉÎÅ, × 0-Ê ×ÅÒÛÉÎÅ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ ÎÕÌÅ×ÏÊ,ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁÚÅÍÌÅÎÁ. îÁ i-À ×ÅÒÛÉÎÕ �ÏÄÁÅÔÓÑ ÔÏË,ÒÁ×ÎÙÊ �i. òÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÉÓË �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏ× × ÕÚÌÁÈÓÈÅÍÙ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÁ, ÔÏ ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÒÅÚÉ-ÓÔÏÒÏ×.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÒÍÅÎ �., ìÅÊÚÅÒÓÏÎ þ., òÉ×ÅÓÔ ò. áÌÇÏÒÉÔÍÙ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅÉ ÁÎÁÌÉÚ. | í.: íãíîï, 2001.ïâ á÷�ïíá�îïê óìïöîïó�é îåëï�ïòùèëìáóóï÷ ðïó�á âõìå÷ùè æõîëãéêí. á. ëÉÂËÁÌÏ (íÏÓË×Á)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÑÚÙËÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ | ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ �ÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀÑÚÙËÁ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍ ÅÇÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎ-ÎÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ É ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÞ-ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÒÅÛÅÔËÕðÏÓÔÁ.÷ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÌÁÓÓ ËÏÎÅÞ-ÎÙÈ ÑÚÙËÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÓÌÏ×Á ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ: Ln(A) = fL � Ang.ëÁÖÄÏÊ f 2 Pn2 ÍÏÖÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÎÅÞÎÙÊÑÚÙË L(f) 2 Ln(E); ÇÄÅ E = f0; 1g �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ÓÌÏ×Ï ~� = �1 : : : �n 2L(f), f(~�) = f(�1; : : : ; �n) = 1; �i 2 E; i 2 1; : : : ; n.÷×ÅÄÅÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ [1℄ �ÏÎÑÔÉÑ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ(éëá) É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ × éëá. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,ÞÔÏ éëá Vq = (E;Q;E; ';  ; q) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ f 2 Pn2 , ÅÓÌÉ ÏÎ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ L(f) 2 Ln(E):CÌÏÖÎÏÓÔØÀ S(Vq) éëá Vq ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÎÅÍ. á×ÔÏ-ÍÁÔÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 Pn2 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ343



ÓÌÏÖÎÏÓÔØ éëá, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÑÚÙË L(f) 2 Ln(E) : S(f; n) =minVqsL(f) S (Vq): ðÕÓÔØ K � P2 | ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, K(n) =K \ Pn2 . óÌÏÖÎÏÓÔØÀ K(n) (ÆÕÎË�ÉÅÊ ûÅÎÎÏÎÁ ËÌÁÓÓÁ K) ÎÁÚÏ×ÅÍS(K; n) = maxf2K(n) S(f; n): ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K(n) Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÑÚÙËÏ× ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Ln(E), ÎÁÚÏ×ÅÍ S(K; n) ÆÕÎË�ÉÅÊûÅÎÎÏÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÑÚÙËÏ×.äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÏÔÁ�ÉÅÊ ËÌÁÓÓÏ× ðÏÓÔÁ, ××ÅÄÅÎÎÏÊ× [2℄. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ× ðÏÓÔÁ Ci; i = 1 � 4; D1; D3; F�j (n); j =1; 4; 5; 8; � > 1; � 2 N; Ai; i = 1 � 4; F1r (n); r = 1 � 8; F�t (n); t =2; 3; 6; 7; � > 2; � 2 N Ï�ÉÓÁÎÏ × [4,5℄.ðÏÌÏÖÉÍ A(n) � B(n), ÅÓÌÉ 91; 2; 0 < 1 6 2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ1 �B(n) . A(n) . 2 �B(n)äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎÏË ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ðÏÓÔÁ D2 ÉF 2t ; t = 2; 3; 6; 7 ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × [4{7℄.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ K | ÏÄÉÎ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× D2; F 2t ; t = 2; 3; 6; 7:�ÏÇÄÁ: S(K; n) � 2nn � plogn:ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1; 2 ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ � ÒÁ×ÎÙ1 =p2=�; 2 = 2p2=�:ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎ-ÎÏÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ðÏÓÔÁ. äÌÑ p 2 N �ÏÌÏÖÉÍ en(p) = 2p+p:�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ p 2 N; n 2 [en(p); en(p + 1)) É K 2 fCi; i =1� 4g ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ fn 2 K(n), ÞÔÏS(K; n) = S(fn; n) = 2n�p � p� 2 + pXi=0 22i :�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ p 2 N; n 2 [en(p); en(p+1)) É K 2 fD1; D3gÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ fn;s 2 K(n), ÞÔÏS(K; n) = S(fn;s; n) = 2n�p � p� 2� u(p) + pXi=0 22i ;344



ÇÄÅ u(p) = (22p�1�1; �ÒÉ n = en(p);0; ÉÎÁÞÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ p 2 N; p � 2 É K 2 fF1j ; j = 1; 4; 5; 8gÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ fn;1 2 K(n), ÞÔÏ �ÒÉ n 2 [en(p) + 1; en(p+1)+ 1)S(K; n) = S(fn;1; n) = 34 � 2n�p � p� v(j) + pXi=0 22i ;Á �ÒÉ n = en(p) + 1S(K; n) = S(fn;1; n) = 2n�p � p� 1� v(j) + pXi=0 22i ;ÇÄÅ v(j) = �1; �ÒÉ j = 1; 4;2; �ÒÉj = 5; 8:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÎÅÞÎÙ-ÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ ÎÅ ËÏÒÒÅÌÉÒÕÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ öÅÇÁÌËÉÎÁ. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÁ öÅÇÁÌËÉÎÁÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ SL(f): ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÏ×öÅÇÁÌËÉÎÁ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈÓÌÏÖÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ, ÍÏÖÅÔ ËÁÒÄÉÎÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ np !1 �ÒÉ p!1, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ f 0np ; f 00np 2 Pnp2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: S(f 0np ; np) =S(f 00np ; np) � 2np+1np ; ÎÏ SL(f 0np) � np É SL(f 00np) � 2np : á×ÔÏÒ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ëÕÄÒÑ×�Å×Õ ÷. â. É âÁÂÉÎÕ ä. î. ÚÁ �ÅÎÎÙÅÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. |í.: îÁÕËÁ, 1985.2. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷., çÁ×ÒÉÌÏ× ç. ð., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. æÕÎË�ÉÉÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ É ËÌÁÓÓÙ ðÏÓÔÁ. |í.: îÁÕËÁ, 1966.3. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. |M.: îÁÕËÁ, 1988. | ÷Ù�. 1. | C. 90{114.4. ëÕÚØÍÉÎ á. ä. òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ-ÍÉ, ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÆÍÁÍÉ É ÍÁÛÉÎÁÍÉ �ØÀÒÉÎÇÁ // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | í.: îÁÕËÁ, 1955. | ÷Ù�. 13. | C. 75{96.345



5. ëÉÂËÁÌÏ í. á. ïÂ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2011. | �. 14.6. ëÏÒÛÕÎÏ× á. ä. ï ÞÉÓÌÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1981. | ÷Ù�. 38. | C. 5{109.7. óÁ�ÏÖÅÎËÏ á. á. ï ÞÉÓÌÅ ÁÎÔÉ�Å�ÅÊ × ÍÎÏÇÏÓÌÏÊÎÙÈ ÒÁÎÖÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1989. | �. 1,×Ù�. 2. | C. 110{128.
òåäõëãéñ ïâìáó�åê úá÷éóéíïó�éäìñ áâó�òáë�îùè ðòïãåóóï÷÷ ðòïó�òáîó�÷áè úîáîéêë. é. ëÏÓÔÅÎËÏ (ëÒÁÓÎÏÄÁÒ)áÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÎÁÎÉÊ | ÜÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÏÒ-ÍÁÌÉÚÍ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ É ÎÏ×ÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ. ïÎ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ M , ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍÉ ÏÂÒÁÚÁÍÉ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÚÎÁ-ÎÉÊ [1℄. ðÏÌÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ (ðóð)ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× Ó ËÏÎÅÞÎÙ-ÍÉ Ä×ÏÉÞÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ �ÕÔÉ ÉÚ ËÏÒÎÑ, × ËÁÞÅÓÔ×Å×ÅÒÛÉÎ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ðóð ÒÁÚÍÅÞÅÎÙ �ÅÌÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ. òÁÚÍÅÔËÁ ×ÉÓÑÞÉÈ (×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ) ×ÅÒÛÉÎ ðóð ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ (ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÅÖÄÕ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍÉ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÅ× ÔÁËÉÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ). ðÕÓÔØ I (I�) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (ÎÁÂÏ-ÒÏ×, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó � 2 I). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ðóð ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉz 2M ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË D(z). ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ (z)� ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-�ÉÀ, ðóð ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ �ÏÄÄÅÒÅ×ÏÍ ÄÅÒÅ×Á D(z) Ó ËÏÒÎÅÍ � ×ðóð z.ïÄÎÉÍ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏ× ÆÏÒÍÁÌÉÚÍÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÚÎÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ �ÒÏ-�ÅÓÓÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÒÅÍÑ, ÕÎÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÁÔÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÄÁÎ-ÎÙÈ, ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÉÓÈÅÍÙ ÉÈ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ. ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× Ñ×ÌÑÀÔ-ÓÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ [2℄. 346



òÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ É ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. ÷ÓÑËÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÁ M ÚÁ-ÄÁ�ÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÅÒÅÈÏÄÁ É ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ,ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ðóð ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ. üÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �(T�; S�), ÇÄÅ � 2 I0. úÄÅÓØT� : M ! N [ ; | Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÅÒÅÈÏÄÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÒÁÚÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎÙ � ÚÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ �ÒÏ�ÅÓÓÁ. ó�Å�ÉÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ;ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × ðóðËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ S� : M ! f0; 1; ;g ÉÄÅÎÔÉÆÉ-�ÉÒÕÀÔ ×ÅÒÛÉÎÕ � ðóð ×ÓÑËÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ËÁË ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÕÀ(S�(z) = 0) É ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÕÀ (S�(z) = 1). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, S�(z) = ;Ô. É Ô. Ô., ËÏÇÄÁ � =2 D(z).ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ �ÒÏ�ÅÓÓ E = �(T�; S�). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË DT� É DS��ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I , ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙ-ÍÉ × ðóð �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÑÔ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÙ T� É S�. îÁÚÏ×�ÅÍ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÒÏ�ÅÓÓ Ó ÂÁÚÉÓÏÍ �(T�; S�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× T� É S�, � 2 I0, | ËÏ-ÎÅÞÎÙÅ.îÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ×ÓÑËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÅ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f(zi; ti)ji 2 Ng. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË 
. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ! 2 
 �ÒÏ�ÅÓÓ E Ó ÂÁ-ÚÉÓÏÍ �(T�; S�) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ�ÒÁ×ÉÌÁÍÉ.1. ðóð ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ zi × ÓÏÓÔÁ×Å ! ÒÁÚÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ I1× ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ti. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ I1ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ.2. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ t = 0 ÒÁÚÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ I0 | �ÕÓÔÙÅ.÷ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ I0 ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÅÒÅÈÏÄÁ T�, � 2 T0, �Ï ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ I .òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ �ÒÏ�ÅÓÓÁ E ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÄÁÎÎÏÍ !, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(zi; i)ji 2 Ng, ÇÄÅ zi | ÜÔÏ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-�ÉÑ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ × I × ÍÏÍÅÎÔ i. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ �ÒÏ�ÅÓÓÁE, ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ � 2 I0, ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× S�.òÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏ�ÅÓÓÁ E × � 2 I0 ÏÂÒÁÚÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(zi)�; ti)jS�(zi) = 0g.ëÁÖÄÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ E Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ �(E) = fue� : 
 ! 
j� 2 Ig. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊue�(!1) = !2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏ�ÅÓÓÁ E ÎÁÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÄÁÎÎÏÍ !1 × ×ÅÒÛÉÎÅ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ !2. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏÍ E, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÁË �(E).347



ïÂÌÁÓÔÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÌÏËÁÌØÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×. ïÂÌÁÓÔÉ I� É I�ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍÉ (ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍÉ) ÄÌÑ �ÒÏ�ÅÓÓÁ E , ÅÓÌÉ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D � I (D = ;), ÞÔÏ8 2 I� [ I�(DT  [DS � I� [ I� [D).ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ E ÚÁÄÁÎÙ Ó×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ I� É I�, ÇÄÅ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ � , Á � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ �. äÌÑ ÔÁËÉÈ�ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ. åÓÌÉ ÏÂÌÁÓÔÉ I� É I� | ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚ-ÎÙÅ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ E� = �(T ��; S��), ×ËÏÔÏÒÏÍ I� É I� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÍÉ É ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) �(E) = �(E�);2a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D � I� [ I� ,ÞÔÏ 8 2I�((DT  [DS) \ I� � D) É 8 2 I�((DT  [DS) \ I� � D).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2a. ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ ÕÓÌÏ×ÉÅ2b) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D � I , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÓÔÉÎ-ÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÚ 2a.òÅÛÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ E, ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÉÌØ-ÎÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ I� É I�, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÇÏÌÏËÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ 1) É 2a).�ÅÏÒÅÍÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÏ-ËÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ E, ÉÍÅÀÝÅÇÏ Ó×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ I� É I�, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ ÔÁËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ Ó×ÏÊÓÔ×Á1) É 2b).�Ï ÅÓÔØ, ÄÌÑ Ó×ÑÚÎÙÈ ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ×ÓÑËÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÒÅÄÕË�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÅÒÅÈÏÄÁ ÉÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ ÂÁÚÉÓÁ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ I .ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÓÔÅÎËÏ ë. é. áÂÓÔÒÁËÔÎÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÚÎÁ-ÎÉÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ úïî�2011. îÏ×ÏÓÉ-ÂÉÒÓË, 3{5 ÏËÔÑÂÒÑ 2011. T. 2. | ó. 25{31.2. ëÏÓÔÅÎËÏ ë. é. ïÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ü×ÏÌÀ�ÉÊ ÚÎÁÎÉÊ // üËÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÓÔÎÉË ÎÁÕÞÎÙÈ �ÅÎÔÒÏ× þÅÒ-ÎÏÍÏÒÓËÏÇÏ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÅÓÔ×Á. | 2007. | �4. |ó. 14{20.
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ãéëìï÷ùå éîäåëóù éúáäáþá ÷ùòáúéíïó�é á÷�ïíá�ï÷ï�îïóé�åìøîï óõðåòðïúéãééâåú ïâòá�îïê ó÷ñúéá. á. ìÅÔÕÎÏ×ÓËÉÊ (íÏÓË×Á)÷×ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ �ÉËÌÏ×ÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ. ðÏËÁÚÁÎÁ Ó×ÑÚØ�ÉËÌÏ×ÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÙÒÁÚÉÍÙÈ ÞÅÒÅÚ Á×ÔÏ-ÍÁÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ. �ÁËÖÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÉËÌÏ×ÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁ ÄÏËÁ-ÚÁÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈÁ×ÔÏÍÁÔÏ× íÅÄ×ÅÄÅ×Á.âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÉÚ [1℄. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P2 |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. P | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÁÔ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. R � P | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. [R℄ | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÂÅÚ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ó×ÑÚÉ. Z | Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ ÚÁÄÅÒÖËÉ. T | Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ "ÔÒÉÇÇÅÒ". ïÂÏÚÎÁÞÉÍ< R >= [R [ fZ; P2g℄.îÁÚÏ×ÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ×ÈÏÄÁ, ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÎÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ Á×-ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ K. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÎÕÀ Á×ÔÏÍÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÓÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ-×ÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ×ÙÈÏÄÏÍ.ðÕÓÔØ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï � ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ � = �1. ÷ÙÂÅ-ÒÅÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ  É � ÉÍÅÀÔ ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÕÀ ÄÌÉÎÕ. äÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ  | ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÉÍ �ÒÅÄ�ÅÒÉÏÄÏÍ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á �,Á � ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ �ÅÒÉÏÄÏÍ Ó×ÅÒÈ-ÓÌÏ×Á �, Á ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ ��:::�| {z }n ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÅÒÉÏÄÏÍ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á �,ÚÄÅÓØ n 2 N . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ j�j ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á �.äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ K 0 � K ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(K 0) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÉÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �ÅÒÉÏÄÏ×Ó×ÅÒÈÓÌÏ× f�Ki : Ki 2 K 0g. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á � = �1 ÂÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �(�) = j�j.îÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÂÕÄÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �(< R > \K) ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ R | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏÇÄÁ 9b; q, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ R, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ�(< R > \K) = ft : 9i 2 N tjbqig.349



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ R | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ É � | ËÏÎÓÔÁÎÔÎÁÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï� 2< R >.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ R | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �ÒÏ×ÅÒÉÔØÓ×ÏÊÓÔ×Ï j �(< R > \K) j<1.ãÉËÌÏ×ÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏÂÉÔØÓÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÁ × ÒÅ-ÛÅÎÉÉ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ [2, 3℄. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ×ÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ R | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÏ×,M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ íÅÄ×ÅÄÅ×Á, ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ M 2< R > Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ R | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÏ×,M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÔÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑM 2< R;Z2 > Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ R| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÔÏ-ÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ < R; T >� Pna Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.2. ìÅÔÕÎÏ×ÓËÉÊ á. á. ï ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2009. | �. 13,×Ù�. 1{4. | ó. 397{406.3. ìÅÔÕÎÏ×ÓËÉÊ á. á. ï ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×Ó ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2010. |�. 14, ×Ù�. 1{4. | ó. 379{392.ïâ ïäîïí áìçïòé�íåòåûåîéñ úáäáþé ï ðòï�ùëáîéé�. ó. ìÕÛÎÉËÏ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÒÏÔÙËÁÎÉÉ (ÄÁÌÅÅ | áÌÇÏÒÉÔÍ A1).úÁÄÁÞÁ Ï �ÒÏÔÙËÁÎÉÉ (ÄÒÕÇÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ | Ï �ÒÏËÁÌÙ×ÁÎÉÉ) |ÜÔÏ �ÁÒÁ (X;V ), ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÒÏÓÏ× X = [0; 1℄, Á ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁV �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ×Ó ËÏÎ�ÁÍÉ ÉÚ [0; 1℄, Ô.Å. V = f[ai; bi℄; 0 � ai < bi � 1; i = 1::ng.350



òÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁ�ÒÏÓÁ x 2 X | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÚ V ,ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÏÞËÁ x.óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ P 2 X , �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÚ V ,× ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�ÁÄÁÅÔ ÔÏÞËÁ P . âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉ Õ ËÁËÉÈÏÔÒÅÚËÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÁÞÁÌÁ ÉÌÉ ËÏÎ�Ù.óÔÒÕËÔÕÒÁ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ. ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅÉÚ ÎÁÞÁÌ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÚ V , Á B|ÉÚ ËÏÎ�Ï× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.óÏÚÄÁÄÉÍ ÎÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ× C = A [B. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ 8i; j : i < j )i < j . ÷ÏÚØÍÅÍ 0 = 0; ::; k+1 = 1 (ÅÓÌÉ 1 6= 0; k 6= 1). ðÏÌÕ-ÞÉÍ ÏÔÒÅÚËÉ [i; i+1℄; i = 0::k + 1; k < 2n + 2 (ÇÄÅ n | ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÉÓÈÏÄÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×).óÔÒÏÉÍ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÉÓËÁ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔÒÅÚËÏ× ó. îÁ×ÙÈÏÄÅ ÉÍÅÅÍ ÏÔÒÅÚÏË Ci = [i; i+1℄. �Å�ÅÒØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ,ËÁËÉÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ [aj ; bj ℄; j = 1::n �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔÒÅÚÏË Ci.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÔÏÞËÁ P ËÒÁÊ-ÎÅÊ ÄÌÑ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. �ÏÇÄÁ × ÏÔ×ÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×Ù�ÉÓÁÔØÅÝÅ É ×ÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÏÓÅÄÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË Ci+1.ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ× m = 2r, Ô.Å. jCj = 2r + 1.óÔÒÏÉÍ ÉÄÅÁÌØÎÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÉÓËÁ. ëÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÌÉÓÔØÅ× | m. ðÒÉ�ÉÛÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË [i; i+1℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË [i; i+1℄ É ÓÏÓÅÄÎÉÊ Ó ÎÉÍ[i+1; i+2℄ (�ÕÓÔØ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÒÏÄÉÔÅÌÑ). ðÕÓÔØ ÜÔÉÍ ÏÔÒÅÚ-ËÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÓÔØÑ ÄÅÒÅ×Á Mi,Mi+1. éÈ ÒÏÄÉÔÅÌØ M0.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mi;Mi+1 ×ÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ [aj ; bj ℄, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÏÔ-ÒÅÚÏË Ci; Ci+1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Mi \Mi+1) ÕÖÅ ÇÄÅ-ÔÏ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ, É ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÅÝÅ ÇÄÅ-ÔÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÔÏÌØËÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Mi[Mi+1)n(Mi\Mi+1). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ [al; bl℄(Ô.Ë. ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÓÅÄ-ÎÉÅ). ðÒÉ�ÉÛÅÍ ×ÅÒÛÉÎÅ Mi(ÉÌÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Mi+1) ÓÓÙÌËÕ ÎÁÏÔÒÅÚÏË [al; bl℄. ðÏÄÎÉÍÅÍÓÑ × ÄÅÒÅ×Å ÎÁ ÕÒÏ×ÅÎØ ×ÙÛÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÔ×É. éÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï | m=2. óÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÔ×É ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ. ðÒÉ�ÉÛÅÍ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÎÉÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ. é Ô.Ä.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÜÔÁ�Ï×:1. îÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ �ÏÄÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ P . óÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ P É ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ, �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÏÅ ËÏÒÎÀ ÄÅÒÅ×Á (�ÕÓÔØ k). åÓÌÉ k < P , ÔÏÇÄÁÄÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï k, ÉÎÁÞÅ | ÌÅ×ÏÅ. ðÕÓÔØk < P É ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÁ×ÏÇÏ "ÓÙÎÁ" k ÒÁ×ÎÏ l. �Å�ÅÒØ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍ351



l É P , É, ËÁË É ×ÙÛÅ, ÅÓÌÉ l < P , ÔÏÇÄÁ ÄÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ�ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï l, ÉÎÁÞÅ | ÌÅ×ÏÅ. ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÏ ÔÅÈ�ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄÅÍ ÄÏ ÌÉÓÔÁ ÄÅÒÅ×Á.ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÏ Ó�ÕÓËÏÍ ×ÎÉÚ �Ï ÄÅÒÅ×Õ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÍ × ÏÔ×ÅÔÏÔÒÅÚËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÏÔÒÅÚÏË [i; i+1℄, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ P 2[i; i+1℄ É ×ÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ×Ù�ÉÓÁÔØ × ÏÔ×ÅÔ.2. åÓÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÛÁÇÁÈ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ P = i+1, ÔÏÉÄÅÍ ××ÅÒÈ �Ï ÄÅÒÅ×Õ É "ÓÏÂÉÒÁÅÍ" ÏÔÒÅÚËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÏÔÒÅÚÏË[i+1; i+2℄.�ÅÏÒÅÍÁ. áÌÇÏÒÉÔÍ A1 ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ Ï �ÒÏËÁÌÙ×ÁÎÉÉ (X;V )ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÎÉ Õ ËÁËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÎÅ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ ÎÁÞÁÌÁ ÉÌÉ ËÏÎ�Ù. áÌÇÏÒÉÔÍ A1 ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉËÉ: TA1(P ) � log2 n+ h(P );QA1 � n log2 n;ÇÄÅ h(P ) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ× × ÏÔ×ÅÔÅ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓ P .ïÂßÅÍ �ÁÍÑÔÉ. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÒÁÎÉÍÏÊ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ:îÁ ÎÉÖÎÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ m=2 ÏÔÒÅÚËÏ×, ÎÁ ÕÒÏ-×ÅÎØ ×ÙÛÅ | (m=4) � 2, ÎÁ i-Í ÕÒÏ×ÎÅ ÓÎÉÚÕ | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (2i�1)m=(2i), Ô. Å. ÏÂßÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ | ÜÔÏ ÓÕÍÍÁ ÏÂßÅÍÁ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÄÅÒÅ-×Á (4n) É ÏÂßÅÍÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÓÙÌÏË, Ô.Å. (m=2+ 2 �m=4+ :::+ h) =(log2m)m=2 + 4n = 4n+ n log2 n.óÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÔ-ÄÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÔÁ�Á. 1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÄÁÎÎÏÍ ÜÔÁ�Å ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ: ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ �Ï-ÉÓËÁ (log2m), ÇÄÅ m = jCj É ÄÌÉÎÙ ÏÔ×ÅÔÁ.2. åÓÌÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ P = i+1, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÍ log2m Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.éÎÁÞÅ | 0.ðÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ. äÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÙÌ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ× ×ÉÄÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ. ï�ÙÔÎÙÍ �ÕÔÅÍ ÂÙÌ ×ÙÞÉÓÌÅÎ ÏÂßÅÍ �ÁÍÑÔÉ,ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓÓÙÌÏË ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:� �ÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ: ÏÂßÅÍ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ n log2 n� ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÒÅÚËÉ: ÏÂßÅÍ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ 2n� ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ Ó 1 ÏÔÒÅÚËÏÍ: ÏÂß-ÅÍ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ 3n 352



� ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ | k, É k ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n: ÏÂßÅÍ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ  �n, ÇÄÅ | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ É  < 2 log2 k� ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ×, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÏÄÎÏÊÔÏÞËÅ | k, É k ÂÌÉÚËÏ n: ÏÂßÅÍ ÂÌÉÚÏË Ë n log2 ná×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Á ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁ-ÄÁÞÉ É �ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÓÁÎÏ× ü. ü., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. �ÅÏÒÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ É �ÏÉÓËÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. | í.: æéúíá�ìé�, 2002.
ï ÷ïóó�áîï÷ìåîéé þáó�éþîï úáäáîîùèíïîï�ïîîùè âõìå÷ùè æõîëãéê ðï ëòé�åòéàðïìîïçï óëïìøúñýåçï ëïî�òïìñç. á. íÁÈÉÎÁ (óÉÍÆÅÒÏ�ÏÌØ), ë. ÷. ÷ÏÒÏÎ�Ï× (íÏÓË×Á)úÁÄÁÞÁ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ Å£ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ïÂÙÞÎÏ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ ÉÝÕÔ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ [1℄. ïÄÎÁËÏ �ÒÏÓÔÏÔÁÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ, �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍÙÍË ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍ ÂÕÌÅ×ÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ × �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ. ÷ ÚÁÄÁ-ÞÁÈ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ ÏÂÕÞÁÀÝÅÊ×ÙÂÏÒËÉ �ÏÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂÏË. äÌÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ × ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ [2℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÅ-ÎÅÒÁÌØÎÁÑ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ É �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ Å£ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÏÂÕÞÁÀÝÕÀ É ËÏÎÔÒÏÌØÎÕÀ ×ÙÂÏÒËÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ. æÕÎË�ÉÏÎÁÌ�ÏÌÎÏÇÏ ÓËÏÌØÚÑÝÅÇÏ ËÏÎÔÒÏÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÏÛÉÂÏË ÎÁ ËÏÎÔÒÏÌÅ. åÇÏ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ × [2℄ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. üÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ�ÏÌÕÞÅÎÙ × [3℄ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÔÏÒÁ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÓÏÓÅ-ÄÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ × ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÔÏÒÁ353



ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÓÏÓÅÄÁ ××ÏÄÉÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ, �ÏÚ×ÏÌÑÀ-ÝÉÊ ÓÍÅÝÁÔØ ÇÒÁÎÉ�Õ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÎÉÖÅ ÉÌÉ ×ÙÛÅ, É �ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÉÌÕÞÛÁÑ ÏÂÏÂÝÁÀÝÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ �ÒÉ�ÒÏ×ÅÄÅÎÉÉ ÇÒÁÎÉ�Ù �ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÅ× ÓÉÌØÎÏÊÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ×.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÂÉÎÁÒÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÏÂßÅËÔÏ×, Ï�ÉÓÙ-×ÁÅÍÙÈ n ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ �ÒÉÚÎÁËÁÍÉ. ðÕÓÔØ U = fx1; : : : ; xLg � Bn |ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×, yi = y(xi) 2 B | ËÌÁÓÓ ÏÂßÅËÔÁ xi,B = f0; 1g. þÁÓÔÏÔÁ ÏÛÉÂÏË ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÔÏÒÁ a : U ! B ÎÁ ×ÙÂÏÒËÅX � U ÅÓÔØ �(a;X) = 1jXj Pxi2X�a(xi) 6= yi�. íÅÔÏÄÏÍ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : 2U !Mn, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÂÕÞÁÀÝÅÊ×ÙÂÏÒËÅX � U ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÔÏÒ ÉÚMn | ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.ðÕÓÔØ ×ÓÅ CL̀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U = X t �X ÎÁ ÏÂÕÞÁÀÝÕÀ×ÙÂÏÒËÕ X ÄÌÉÎÙ ` É ËÏÎÔÒÏÌØÎÕÀ �X ÄÌÉÎÙ k=L�`, ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔ-ÎÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ �ÏÌÎÏÇÏ ÓËÏÌØÚÑÝÅÇÏ ËÏÎÔÒÏÌÑ [2℄ ËÁËÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÏÛÉÂÏË ÎÁ ËÏÎÔÒÏÌÅ:Q(�;U) = 1CL̀ XX�U : jXj=` ���(X); �X�:îÁÚÏ×ÅÍ ÔÅÎØÀ ÏÂßÅËÔÁ xi ÉÚ X ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏSX(xi) = �fx 2 Bn : x � xig; ÅÓÌÉ yi = 0;fx 2 Bn : x � xig; ÅÓÌÉ yi = 1:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÏÂßÅËÔÁ u 2 U ÄÏ ÏÂßÅËÔÁ xi 2 X ËÁË ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ d(u; x) ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÏÂßÅËÔÁ x ÉÚ ÅÇÏ ÔÅÎÉ:�(u; xi) = minx2SX(xi) d(u; x):ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÏÂßÅËÔÁ u × ×ÙÂÏÒËÅ X :NX(u) = Arg minxi2X �(u; xi):åÓÌÉ jNX(u)j > 1, ÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÔÏÒ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÓÏÓÅÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÔ-ÎÏÓÉÔØ ÏÂßÅËÔ u Ë ÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ, × ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎ �ÇÌÕÂÖÅ �ÏÇÒÕÖÅÎ�:a(u) = y(arg maxxi2NX(u) d(u; xi)):354



�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ×ÙÂÏÒËÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ×ÓÅÈ xi; xj 2 UÉÚ xi � xj ÓÌÅÄÕÅÔ yi � yj, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ a(x) ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ��(u; xi) ÏÔ ÏÂßÅËÔÁ u ÄÏ ÏÂÕÞÁ-ÀÝÅÇÏ ÏÂßÅËÔÁ xi, ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ � 2 (�1; 1):��(u; xi) = (1 + �� 2yi�)�(u; xi);ðÁÒÁÍÅÔÒ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ: ÞÅÍÍÅÎØÛÅ �, ÔÅÍ ÎÉÖÅ (ÂÌÉÖÅ Ë ÎÕÌÑÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ) �ÒÏÈÏÄÉÔÇÒÁÎÉ�Á; �ÒÉ � = 0 ÏÎÁ �ÒÏÈÏÄÉÔ ��ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ� ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁ Q ××ÅÄ£Í �ÅÓÓÉÍÉ-ÓÔÉÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÂÕÞÅÎÉÑ �p, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÒÏÉÔ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÔÏÒ �p(X),ÏÛÉÂÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÁÈ, ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÏÂÏÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ Qo �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÉÓÔÉÞÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ �o, �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ �o(X) �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÕÅÔ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ xi 2 U Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÒÉ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÁ m 2 f0; : : : ; ng:ti(m) = Xxj2Xnxi���(xi; xj) < (1� �+ 2yi�)m�;si(m) = Xxj2Xnxi���(xi; xj) = (1� �+ 2yi�)m��yi 6= yj�;pi(m) = Xxj2Xnxi���(xi; xj) = (1� �+ 2yi�)m��yi = yj��ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ×ÙÂÏÒËÁ U ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, ÔÏ Qo � Q(�;U) � Qp,Qp = LXi=1 nXm=0 CL̀�ti(m)�1 � CL̀�ti(m)�si(m)�1kCL̀ ;Qo = LXi=1 nXm=0 CL̀�ti(m)�pi(m)�1 � CL̀�ti(m)�si(m)�pi(m)�1kCL̀ :þÉÓÌÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉ�Ù Qo, Qp ÏÔ-ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ É ÄÏÓÔÉÇÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÉ � = 0.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ�11-07-00480) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ�. 355



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Akers S. B. A truth table method for synthesis of ombinationallogi // IRE Trans. | 1961. | V. EC-10, �. 4. | P. 604{615.2. ÷ÏÒÏÎ�Ï× ë.÷. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÅÎËÅ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÕ-ÞÁÅÍÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù-�ÕÓË 13. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2004. | ó. 5{36.3. íÁÈÉÎÁ ç.á. ï�ÅÎËÁ ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ // 16-Ñ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ-�ÉÑ �ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ�. îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÉÀÎÑ 2011. | ó. 307{310.çéó�ïçòáííîáñ æõîëãéñ á÷�ïíá�áé ó÷ñúáîîùå ó îåà ëìáóóù ñúùëï÷ä. ÷. ðÁÒÈÏÍÅÎËÏ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ [1℄ V =(A;Q;B; ';  ; q0), jAj = jBj, É ÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ fV : A� ! B�.æÕÎË�ÉÀ � : B� ! N[f0g, �(�) = jf� 2 A� j fV (�) = �gj ÎÁÚÏ×ÅÍÇÉÓÔÏÇÒÁÍÍÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ V [2℄.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ p : Lp(V ) = f� 2 B�j�V (�) � pg. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ p = 1; L1(V ) ÓÕÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ Á×-ÔÏÍÁÔÏÍ V. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ V : Lp(V ) � Lp�1(V );ÄÌÑ ×ÓÅÈ p � 2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ V ÉÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ p � 1, Lp(V ) | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ V ÚÁ-ÄÁÅÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �Å�ÏÞËÕ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÏ×:L1(V ) � L2(V ) � L3(V ) � :::ðÒÉÞÅÍ, ËÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÑÚÙËÉ�ÒÏÄÏÌÖÁÅÍÙ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ Á×ÔÏÍÁÔ V . åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ p, ÓÌÏ×Ï � 2 Lp(V ), ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÕË×Á b ×ÙÈÏÄÎÏÇÏÁÌÆÁ×ÉÔÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ V ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �b 2 Lp(V ).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ p É Á×ÔÏÍÁÔÁ V; Lp(V )ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÌÉÂÏ �ÕÓÔÏÅ.356



äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ×A;B ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Lp = fLp(V )jV |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÎÁÄ A;Bg. �ÏÇÄÁ ×ÅÒ-ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ i 6= j ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: Li * Lj :úÁÍËÎÕÔÏÓÔØ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÑÚÙËÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. 1) L1 ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÑ, ×ÚÑÔÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ É ÉÔÅÒÁ�ÉÉ. îÏ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ. 2) Lp, �ÒÉ p > 1, ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÎÏ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÚÑÔÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ.óÏÇÌÁÓÎÏ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p, ËÁÖÄÙÊ ÑÚÙË ÉÚLp | ÓÕÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ. ïÄÎÁËÏ ÎÅ ×ÓÑËÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÑÚÙËÏÍ ÔÉ�Á Lp. äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉÑÚÙËÁ ÔÉ�Á Lp ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ V =(A;Q;B; ';  ; q0), jAj = jBj Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÏÍÅÞÅ-ÎÙ, ËÁË ÆÉÎÁÌØÎÙÅ Q = QF F Q�QF .÷ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ p > 1 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ, Á Á×ÔÏÍÁÔ V =(A;Q;B; ';  ; q0) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÑÚÙË L Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÆÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ QF . óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒ-ËÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ L 2 Lp ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊO(p(p� 1) � jQj):òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÎÁ ËÁÆÅÄÒÅ íÁ�éó ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á �Ï ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ Ä.Æ.Í.Î.�ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ä. î. âÁÂÉÎÁ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. üÌÅÍÅÎÔÙÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1985.2. ðÁÒÈÏÍÅÎËÏ ä. ÷. íÅÔÏÄ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÌÏ× Á×ÔÏ-ÍÁÔÏÍ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |2011. | T.15, ×Ù�. 1{4.3. âÁÂÉÎ ä. î. ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //íÁÔÅÒÉÁÌÙ 9-Ê ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ É ËÏÍ�ØÀ-ÔÅÒÎÙÅ ÎÁÕËÉ. | 2005. | T.1, Þ. 1. | C. 48{53.
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ï óìïöîïó�é ðïéóëá ðïäóìï÷á ÷ óìï÷åó ðïíïýøà äòå÷ï÷éäîùè çòáæï÷å. í. ðÅÒ�ÅÒ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ W kn = [ns=1f1; 2; : : : ; kgs | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅÂÏÌÅÅ n ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ f1; 2; : : : ; kg. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á w 2 W knÅÇÏ ÄÌÉÎÕ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÁË l(w). þÅÒÅÚ w[a::b℄, ÇÄÅ 1 � a �l(w); 1 � b � l(w), ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á w, ÎÁÞÉÎÁ-ÀÝÅÅÓÑ Ó ÅÇÏ a-Ê ÂÕË×Ù É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÅÇÏ b-Ê ÂÕË×ÏÊ, ÅÓÌÉa � b, É �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÎÁÞÅ. þÅÒÅÚ w[a℄; 1 � a � l(w); ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ a-À ÂÕË×Õ ÓÌÏ×Á w. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Á w 2 W kn Év 2 W kn ÒÁ×ÎÙ ÉÌÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ (É �ÉÓÁÔØ w = v) , ÅÓÌÉ l(v) = l(w) Év[1℄ = w[1℄; v[2℄ = w[2℄; : : : ; v[l(v)℄ = w[l(w)℄. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀ-ÂÙÅ Ä×Á �ÕÓÔÙÈ ÓÌÏ×Á ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏ×Ï w ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ÓÌÏ×ÏÍ v, Á ÓÌÏ×Ï v ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ �ÒÅÄÛÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÏ×Õ w, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) 9i 2 N; i � min(l(v); l(w)) : v[i℄ < w[i℄ É 8j 2 N; j < i : v[j℄ = w[j℄;2) l(v) < l(w) É 8j 2 N; j � l(v) : v[j℄ = w[j℄. âÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÜÔÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: w > v (ÌÉÂÏ v < w). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ X = W kn |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÒÏÓÏ×; Y = f1; 2; : : : ; kgn | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÅÊ. ÷×Å-Ä£Í ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÉÔ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ, ËÏÇÄÁÚÁ�ÉÓØ y 2 Y ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÚÁ�ÒÏÓÕ x 2 X (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÉÓËÁ):x�y , 9i 2 N : x = y[i::l(x) + i � 1℄; x 2 X; y 2 Y . âÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ (úéð) I =< X; V; � >,ÇÄÅ V = fv1; v2; : : : ; vpg; V � Y . îÁÚÏ×£Í ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÚÁÄÁÞÅÊ �ÏÉÓ-ËÁ �ÏÄÓÌÏ×Á. íÎÏÖÅÓÔ×Ï V × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÉÂÌÉÏ-ÔÅËÏÊ. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ I =< X; V; � >ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ x 2 X×ÓÅÈ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ ÉÚ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÉ � Ó ÚÁ�ÒÏÓÏÍ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÚÁ�ÒÏÓÕ x. úÁÄÁÞÕI ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ × ÒÁÍËÁÈ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏ-ÇÒÁÆÏ×ÏÊ ÍÏÄÅÌÉÄÁÎÎÙÈ [1,2℄. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (éç) | ÜÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÇÒÁÆ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÉÊ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ ÚÁ�ÒÏÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ × ËÏÒÎÅ ÇÒÁÆÁ, �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×:�ÒÅÄÉËÁÔÏ× É �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÅÊ. ðÒÅÄÉËÁÔ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÕ É�ÒÉÎÉÍÁÅÔ Ä×Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ: 1 (É ÔÏÇÄÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÚÁ�ÒÏÓ �ÒÏÈÏÄÉÔ�Ï ÜÔÏÍÕ ÒÅÂÒÕ) É 0 (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁ�ÒÏÓ �Ï ÒÅÂÒÕ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ).ðÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÅ; ÅÓÌÉ ÉÚ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÓ-ÈÏÄÉÔ t Ò£ÂÅÒ, ÔÏ ÏÎÉ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ t, É ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ,ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ358



ÒÅÂÒÁ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÏÊÄ£Ô ÚÁ�ÒÏÓ. îÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ�ÒÉ�ÉÓÁÎÏ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁ�ÒÏ-ÓÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×, �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÍ, × ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÚÁ-�ÒÏÓ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏ× ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÚÁ�ÒÏÓÕ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÒÅÛÁÅÔ úéðI . ä×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ | ÏÂß£ÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ïÂß£Í Q(u) ÇÒÁÆÁ u | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ò£ÂÅÒ × ÇÒÁÆÅu. óÌÏÖÎÏÓÔØ T (u; x) ÇÒÁÆÁ u ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÅ x ÅÓÔØ ×ÒÅÍÑ ÏÂÒÁÂÏÔ-ËÉ ÇÒÁÆÏÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÉËÁÔÏ× É �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅ-ÌÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ | ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÌÉÂÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÂÕË×Ù �Ï Å£�ÏÚÉ�ÉÉ × ÓÌÏ×Å, É ×ÒÅÍÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ ÒÁ×ÎÙÍ 1. þÉÓÌÏ T (u) = maxx2X T (u; x) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔØÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ u. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÙÅ éç. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÒÅ×Ï×ÉÄ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÒÎÑ, × ËÁÖÄÕÀ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÏÊÎÅ �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ, ×ÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ (�ÒÉÜÔÏÍ ÉÚ ÎÅ£ ÍÏÖÅÔ ×ÙÈÏÄÉÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ Ò£ÂÅÒ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÙÈ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÒÅÛÁÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÕI =< X; V; � >, ÇÄÅ X = W kn ; V � f1; 2; : : : ; kgn; jV j = p, ÞÅÒÅÚ D(V ).ðÕÓÔØ Q(p; n) = maxV�f1;2;:::;kgn;jV j=pmind2D(V )Q(d).�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ h = (n + 1)=2 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É p � (kh �k)=h. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ V � f1; 2; : : : ; kgn; jV j = p,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ d 2 D(V ), ÔÏ Q(d) & pn2=8 �ÒÉ p!1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ V 0 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ h ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÀÂÏÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅÓ×ÏÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× (ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ). ÷ÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× (kh�k)=h,Ô.Å. ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ p. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÓÌÏ×Á ÉÚ V 0 × �ÏÒÑÄËÅ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁ-ÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. ëÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×Õ v0i 2 V 0; 1 � i � p, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍÓÌÏ×Ï vi 2 V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ vi[j℄ = vi[h+ j℄ = v0i[j℄; 1 � j � h� 1; vi[h℄ =v0i[h℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÏÄÓÌÏ×Á ÄÌÉÎÙ h ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÉÚ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉV ÒÁÚÎÙÅ. �ÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÏÄÓÌÏ×Á ÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ ÔÏÖÅ ÒÁÚÎÙÅ. éÔÏÇÏ,× ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ V ÎÅ ÍÅÎÅÅ (h + (h � 1) + : : : + 1) � p = ph(h + 1)=2 =p(n+ 1)(n+3)=8 ÒÁÚÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ h. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ-�ÅÒØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÙÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ d, ÒÅÛÁÀÝÉÊÚÁÄÁÞÕ I =< X; V; � >. ðÕÓÔØ w | �ÏÄÓÌÏ×Ï ÓÌÏ×Á v 2 V , �ÒÉÞ£Íl(w) � h. ìÀÂÕÀ ÂÕË×Õ ÓÌÏ×Á w ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÎÅ ÂÙÌÏ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ v, ÔÁË ËÁË Õ ÌÀ-ÂÏÊ �ÁÒÙ �ÏÄÓÌÏ× v ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �Ï ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ 2 ÂÕË×Ù. úÎÁÞÉÔ,8i � l(w) ×ÄÏÌØ �ÕÔÉ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÚÁ�ÒÏÓ w, ÄÏÌÖÎÁ ÎÁÊ-359



ÔÉÓØ ÆÕÎË�ÉÑ fw;i ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ fw;i(x) 6= fw;i(w), ÅÓÌÉ x[i℄ 6= w[i℄, ÇÄÅx| ÚÁ�ÒÏÓ, l(x) � i. úÎÁÞÉÔ, �ÕÔÉ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÚÁ�ÒÏÓÙ wÉ x, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ðÕÓÔØ w1 É w2 | 2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÓÌÏ×Á ÓÌÏ× ÉÚ V ,l(w1) � h; l(w2) � h. åÓÌÉ l(w1) = l(w2), ÔÏ 9i : w1[i℄ 6= w2[i℄. ðÕÓÔØÔÅ�ÅÒØ l(w1) 6= l(w2). îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏl(w1) > l(w2); ÔÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ fw1;l(w1) ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë w2. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÕÔÉ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÚÁ�ÒÏÓÙ w1 É w2, ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÁË ËÁË ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ d ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÙÊ, ÔÏ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ �ÏÄÓÌÏ×Á w; l(w) � h ÓÌÏ×Á ÉÚ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÒÅÂÒÏ,�Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÚÁ�ÒÏÓ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÜÔÉÍ �ÏÄÓÌÏ-×ÏÍ. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅÇÏ Ò£ÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ p(n+ 1)(n+ 3)=8,ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ V � f1; 2; : : : ; kgn; jV j = pÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÇÒÁÆ d 2 D(V ) ÔÁËÏÊ ÞÔÏ Q(d) . pn2k=2 É T (d) � 2n +r �ÒÉ p ! 1, ÇÄÅ r = r(V ) | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÚÁ�ÒÏÓÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÉÚ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ V � Y , ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÚÁ�ÒÏÓÕ.üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ×ÒÁÂÏÔÅ [3℄.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ h = (n + 1)=2 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É p � (kh �k)=h. �ÏÇÄÁ Q(p; n) = O(pn2) �ÒÉ p!1.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ üÌØÑÒÕ üÌØÄÁÒÏ×É-ÞÕ çÁÓÁÎÏ×Õ ÚÁ ÎÁÕÞÎÏÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÓÁÎÏ× ü. ü., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. �ÅÏÒÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ É �ÏÉÓËÁ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2002.2. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., çÁÓÁÎÏ× ü. ü., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ ÆÁ-ËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉë íçõ, 2006. | ó. 94{117.3. ðÅÒ�ÅÒ å. í. ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÉÓËÁ �ÏÄÓÔÒÏ-ËÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2011. | �. 15, ×Ù�. 1{4. |ó. 553{570.óìáâïúáíëîõ�ùå ëìáCCù âõìå÷ùè æõîëãéêï. á. ðÅÔÒÏ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ É �ÁÒÙ (f; t), ÇÄÅf |ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, t | ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÚÁÄÅÒÖËÁ (ÂÏÌØÛÁÑ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÁÑ 0).360



îÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉC 01 = (f; t); f 2 C1; t = 0; 1; 2; : : :É C 001 = (f; t); f 2 C1; t = 1; 2; : : :;ÇÄÅ C1 | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ××ÏÄÑÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÑ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ É ÓÉÎÈÒÏÎÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ, Á ÔÁËÖÅ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑÉ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏÊ �ÏÌÎÏÔÙ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. óÉÎÈÒÏÎÎÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × C 01 ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ C 01 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ �ÅÒ×ÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÄÁÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÅÒÖËÏÊ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏ-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ × C 01.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÁÂÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏ-ÚÁÍËÎÕ-ÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ × C 001 .ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ.ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ËÌÁÓÓÙðÏÓÔÁ, ÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.âÕÄÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔØ �ÁÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (M1;M2), ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏM2 �M1, Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÔÉ�Õ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ L, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ M2 � L �M1.âÕÄÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔØ �ÁÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (M1;M2), ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏM2 �M1, ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÔÉ�Õ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ L, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ M2 � L � M1, ÎÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ L0 (ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÍ), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M2 � L0 �M1.âÕÄÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔØ �ÁÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (M1;M2), ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏM2 �M1, Ë ÔÒÅÔØÅÍÕ ÔÉ�Õ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ L, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ M2 � L �M1.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÅÎÙ ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÅ É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕ-ÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ. ÷ÓÅ �ÁÒÙ ËÌÁÓ-ÓÏ× ðÏÓÔÁ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒ ËÌÁÓÓÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ, ×ÔÏÒÏÇÏ ÉÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉ�Á.÷ ËÌÁÓÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ×ÓÅ ÓÄÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÅ É�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ, �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÜÔÉÈËÌÁÓÓÏ× �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ.ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ:361



�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ×(L5; L4), (L5; O4), (L4; O1), (Oi; Oj), ÇÄÅ Oj Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ× Oi, ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÔÉ�Õ; �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (L1; L2), (L1; L3),(L1; L5), (L2; L4), (L3; L4), (L2; O5), (L3; O6), (L1; O9) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÏ×ÔÏÒÏÍÕ ÔÉ�Õ. ÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÓÅÇÏ 28 ÓÌÁÂÏÚÁ-ÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, 14 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉðÏÓÔÁ, É ×ÓÅÇÏ 17 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ-ÓÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, 14 ÉÚËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ðÏÓÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (D3; D1), (D2; O1), (D1; D2), (D1; L4),(D3; L5) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÔÉ�Õ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (A1; A2), (A1; A3), (A2; A4), (A3; A4)ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÔÉ�Õ; �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (A1; S6), (A1; P6), (A3; S5),(A2; P5) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÔÉ�Õ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (C1; C2), (C1; C3), (C2; C4), (C3; C4)ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÔÉ�Õ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (P6; P5), (P6; P3), (P5; P1), (P3; P1),(P6; O8), (P5; O5), (P3; O6), (P1; O1), (S6; S5), (S6; S3), (S5; S1),(S3; S1), (S6; O8), (S5; O6), (S3; O5), (S1; O1) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë �ÅÒ×ÏÍÕÔÉ�Õ.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (F 5� ; F 6�), (F 7� ; F 6� ), (F 5� ; F 5�+1),(F 6� ; F 6�+1), (F 7� ; F 7�+1), (F 61; P1), (F 71; P3), (F 1� ; F 2�), (F 3� ; F 2�), (F 1� ;F 6�+1), (F 2� ; F 2�+1), (F 3� ; F 3�+1), (F 21; S1), (F 31; S3) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë �ÅÒ-×ÏÍÕ ÔÉ�Õ; �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (F 8� ; F 7�), (F 8� ; F 5�), (F 8� ; F 8�+1), (F 4� ; F 3� ),(F 4� ; F 1�), (F 4� ; F 4�+1) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÔÉ�Õ.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (C4; D1), (C4; A4), (C4; F 52 ), (A4; F 62 ),(F 62 ; D2) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë �ÅÒ×ÏÍÕ ÔÉ�Õ; �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (C2; A2),(C3; A3), (C1; L1), (C2; L2), (C3; L3), (C3; F 82 ), (A3; F 72 ) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÏ×ÔÏÒÏÍÕ ÔÉ�Õ; �ÁÒÙ ËÌÁÓÓÏ× (C1; A1), (C1; D3) ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÔÒÅ-ÔØÅÍÕ ÔÉ�Õ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., âÌÏÈÉÎÁ ç. î., ëÎÁ� ö., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. ÷.áÌÇÅÂÒÁ ÌÏÇÉËÉ. | íÏÓË×Á|ìÀÂÌÑÎÁ, 2006.
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ïâ áóéíð�ï�éþåóëéè ïãåîëáèäìñ âéçòáííîùè ñúùëï÷á. á. ðÅÔÀÛËÏ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ A (jAj <1) | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÉÇÒÁÍÍÏÊ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÈÂÕ-Ë×ÅÎÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ab 2 A�; a; b 2 A (ab 6= ba �ÒÉ a 6= b).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÚÏ×ÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ � × ÓÌÏ×Å � É ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ��(�), ÇÄÅ � 2 A�; � 2 A�, �ÒÉÞÅÍ � | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï,ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A� ! N [ f0g, ËÏÔÏÒÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÏ×Á � × ×ÉÄÅ � = �0��00 (�0 É �00 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÕÓÔÙÍÉ). ðÒÉ ÄÌÉÎÅ ÓÌÏ×Á �, ÍÅÎØÛÅÍ ÞÅÍ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏ×Á �, ÚÎÁÞÅÎÉÅ��(�) �ÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÙÍ 0.ó ÕÞÅÔÏÍ ××ÅÄÅÎÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×Õ � 2 A�ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÂÉÇÒÁÍÍ (�(�))jAji;j=1 ÒÁÚÍÅÒÁjAj � jAj ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ�aiaj (�) (�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A = fa1; a2; :::; ajAjg�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ É ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÁ).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ jAj�jAj, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ �ÅÌÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ. �.Ï., 8� 2 A� ÉÍÅÅÍ �(�) 2 �. �ÁËÖÅ, ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÞÅÒÅÚ �(�)ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ ÂÉÇÒÁÍÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ �Ï ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕÓÌÏ×Õ �, Á ÞÅÒÅÚ � - �ÒÏÓÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÉÚ �, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÍÁÔÒÉ�Ù � ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �aiaj .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. îÁÚÏ×ÅÍ ÂÉÇÒÁÍÍÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ L(�), �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ � 2 �, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅÍÁÔÒÉ�Õ ÂÉÇÒÁÍÍ �, Ô.Å. L(�) = f� 2 A�j�(�) = �g.ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï ÍÁÔÒÉ�Å �(�) (ÉÌÉ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å � 2 �)ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ G�(�) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ÅÒÛÉÎÁÍÉ Õ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁ-ÆÁ ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ ÂÕË×Ù ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÂÉÇÒÁÍÍÁÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÉÈ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, Ô.Å. ËÒÁÔÎÏÓÔØ �ab(�)ÂÕÄÅÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØ �ab(�) ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÅÂÅÒ a! b. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,ËÒÁÔÎÏÓÔØ �(�) ÂÕÄÅÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØ �(�) �ÅÔÅÌØ ! .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. íÁÔÒÉ�ÅÊ ëÉÒÈÇÏÆÁ ML(�), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �ÏÍÁÔÒÉ�Å ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÏÍjAj � jAj, Ô. Þ. ÎÁ ÍÅÓÔÅ (i; j) ÓÔÏÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔlij = � ��aiaj ; i 6= j;Paj 6=ai �aiaj ; i = j:363



ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 � ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ G� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ [1℄, ÔÏ×ÓÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÍÉÎÏÒÙ D(i;i), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÉÚ ML(�) i-Ê ÓÔÒÏËÉ É i-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ i (ÉÒÁ×ÎÙ D).îÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÂÏÔÙ [2℄ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ �, ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÊÌÅÒÏ× ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ÜÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆ G�, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ8i9j 6= i, Ô.Þ. �aiaj > 0 ÉÌÉ �ajai > 0. �ÏÇÄÁ:1: åÓÌÉ 9i0, Ô.Þ. Pai2A �aiai0 >Pai2A �ai0ai , ÔÏN� = Qai2A(Paj2A �aiaj � 1 + Æi0i)!Qai;aj2A �aiaj ! D(i0i0);ÇÄÅ Æi0i | ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ.2: åÓÌÉ 8i; j Pai2A �aiaj =Pai2A �ajai , ÔÏN� = 0� Xai;aj2A �aiaj1A Qai2A(Paj2A �aiaj � 1)!Qai;aj2A �aiaj ! D:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. îÁÚÏ×ÅÍ ÞÁÓÔÏÔÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ ÎÁ ÂÉÇÒÁÍÍÁÈ ÓËÒÁÔÎÏÓÔÑÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÑÚÙË�ÒÉ k 2 N : F� = 1[k=1L(k�)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Å ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �1 É �2 ÉÚ� ËÒÁÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ  2R;  6= 0, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ �1 = �2. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅËÒÁÔÎÙÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ � ÚÁÄÁÅÔ ÜÊÌÅÒÏ× ÇÒÁÆG�. �ÏÇÄÁ:1: åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ � × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÈ ÎÅËÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� � = �1 + �2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÍÁÔÒÉ�Ù �1É �2 ÚÁÄÁÀÔ ÜÊÌÅÒÏ×Ù ÇÒÁÆÙ G�1 É G�2 , ÔÏ ÑÚÙË F� ÎÅÒÅÇÕÌÑÒÅÎ.2: ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÑÚÙË F� ÒÅÇÕÌÑÒÅÎ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. íÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.364



�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ �Ó ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ ÇÒÁÆÏÍ G�. �ÏÇÄÁ �ÒÉ k !1 ÍÏÝÎÏÓÔØ ÑÚÙËÁ L(k�)jL(k�)j �= 2 � k1kn(n�1)=2 ;ÇÄÅ 1 = 1(�) > 1; 2 = 2(�) | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅÔÏÌØËÏ ÏÔ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÉÇÒÁÍÍ �, Á n = jAj | ÍÏÝ-ÎÏÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �k ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ jAj�jAj, ËÁÖÄÙÊÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ,ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ k > 0. �ÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ jAj = n > 1.þÅÒÅÚ Nkf ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �k, ÚÁ-ÄÁÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÅ (ÎÅ�ÕÓÔÙÅ) ÑÚÙËÉ F�; Nki | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ�ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �k, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÞÅÔÎÙÅ ÑÚÙËÉ F�; Nkreg | ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍÁÔÒÉ� ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �k, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÞÅÔÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÑÚÙËÉ F�;Nknreg | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÂÉÇÒÁÍÍ � 2 �k , ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÓÞÅÔÎÙÅÎÅÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÑÚÙËÉ F�; Nk | ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÂÉÇÒÁÍÍ� 2 �k.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ó ÕÞÅÔÏÍ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÒÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:1) 9k0, Ô.Þ. 8k > k0 1n(n�1) < NkiNkf < 1;2) limk!1 NkiNk = 0;3) limk!1 NkregNknreg = 0.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÚÁ Nkq ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÂÉ-ÇÒÁÍÍ � 2 �k, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÑÚÙËÉ F�, ÔÏ limk!1 NkqNk = 0.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ïÒÅ ï. �ÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1980.2. Huthinson J. P., Wilf H. S. On Eulerian iruits and words withpresribed adjaeny patterns // Journal of Combinatorial Theory. |1975. | Ser. A, V. 18. | P. 80{87.
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òåûåîéå äéîáíéþåóëïê úáäáþé ðïéóëáéäåî�éþîùè ïâÿåë�ï÷á. á. ðÌÅÔÎÅ× (íÏÓË×Á)æÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ | ÜÔÏ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ �ÏÔÏËÁ ÚÁ�ÒÏ-ÓÏ× ÔÉ�Á �ÏÉÓË, ×ÓÔÁ×ËÁ É ÕÄÁÌÅÎÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁ�ÒÏÓÏ×ÔÉ�Á ×ÓÔÁ×ËÁ É ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÂÁÚÁ ÄÁÎÎÙÈ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, Á ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÙ ÔÉ�Á�ÏÉÓË ×ÙÄÁÅÔÓÑ ÏÔ×ÅÔ. åÓÌÉ �ÏÔÏË ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ �ÏÉÓË ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ�ÒÅÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÁÄ ÚÁ�ÒÏÓÁÍÉ ÎÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ, ÔÏ ÔÁËÉÅ ÂÁ-ÚÙ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ. äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÂÁÚÄÁÎÎÙÈ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ (éç) [1℄. åÓÌÉ ÖÅ�ÏÔÏË ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ ÓÒÁ×ÎÉÍ Ó �ÏÔÏËÏÍ ÚÁ�ÒÏ-ÓÏ× ÎÁ �ÏÉÓË, ÔÏ ÔÁËÉÅ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍÉ, ÉÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÔÁËÉÈ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ.ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÎÁ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ É ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. úÁÄÁÞÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÅÒÅÓÔÒÁÉ×ÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÑ ÄÉ-ÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÚÁ�ÒÏÓÙ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ. üÔÕ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ.÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÏÎÑÔÉÑ éç ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ 4 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÚÁ�ÒÏÓÏ× X ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÅÊ Y ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ�ÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ�ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÅÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X . ðÏÎÑÔÉÅ éç ÎÁÄ ÂÁÚÏ-×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ F = hF;Gi, ÇÄÅ F = ffj ; j 2 Ig, G = fgi; i 2 Jg, I; J| ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎÄÅËÓÏ×, ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÚ [1℄. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏ×:R1 = fr1 : In1�Jn2�Y n3 ! I;  2 C1g,R2 = fr2 : In1�Jn2�Y n3 ! J;  2 C2g , R3 = fr3 : Y n ! Y;  2 C3g.÷×ÅÄÅÍ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ: Z = fzig1i=1, ÇÄÅ zi �ÒÉÎÉÍÁ-ÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ I , V = fvjg1j=1, ÇÄÅ vj �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ J ,W = fwkg1k=1, ÇÄÅ wk �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ Y .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ éç U . úÁÍÅÎÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ �ÒÅ-ÄÉËÁÔÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÚ Z, ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅËÌÀÞÁ-ÔÅÌÑ ÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÚ V , Á ËÁÖÄÕÀ ÚÁ�ÉÓØ ÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÉÚ W .ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÍ ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ-ÚÏ×ÅÍ �ÒÏÓÔÙÍ ÛÁÂÌÏÎÏÍ. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ �ÒÅÄÉËÁÔÁ ÍÙ ÚÁÍÅ-ÎÉÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Z É ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ R1, ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÑ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ V É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ R2, Á ËÁÖÄÕÀÚÁ�ÉÓØ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ W É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÆÕÎË�ÉÊ R3, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÛÁÂÌÏÎÏÍ.366



âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ éç U É �ÒÏÓÔÏÊ ÛÁÂÌÏÎ T ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ, ÅÓÌÉÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ËÁË ÇÒÁÆÙ, É ÅÓÌÉ × éç U ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅÉÎÄÅËÓÙ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× (�ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÅÊ É ÚÁ�ÉÓÅÊ), ÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÈ ÍÅÓÔÁÈ ÛÁÂÌÏÎÁ T ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ Z(VÉ W ). ÷ÏÚÎÉËÛÅÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ É ÉÎÄÅËÓÁÍÉÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ.ìÏËÁÌØÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÕ p = (T1; T2), ÇÄÅ T1 |�ÒÏÓÔÏÊ ÛÁÂÌÏÎ, T2 | ÛÁÂÌÏÎ, × ÆÏÒÍÕÌÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑÔÏÌØËÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × �ÒÏÓÔÏÊ ÛÁÂÌÏÎ T1, É ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÅÝÅÏÄÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W .åÓÌÉ éç U É �ÒÏÓÔÏÊ ÛÁÂÌÏÎ T1 ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍÌÏËÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ p = (T1; T2) Ë éç U ÎÁÚÏ×ÅÍ éç U 0, �Ï-ÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ ÛÁÂÌÏÎÁ T2 �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ×ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ éç U É�ÒÏÓÔÏÇÏ ÛÁÂÌÏÎÁ T1.äÉÁÍÅÔÒÏÍ éç ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ �ÒÏÓÔÏÊ �Å�É ÇÒÁ-ÆÁ. äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÌÁÓÓ G(N;D), N;D 2 N, ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅD, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÉÎ�ÉÄÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N .îÁÚÏ×ÅÍ ËÏÄÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ éç �ÁÒÕ (k1; k2), ÇÄÅ k1 = 0, ÅÓÌÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÁ �ÒÅÄÉËÁÔÎÁÑ; k1 = 1, ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØÎÁÑ; k2 = 0, ÅÓÌÉ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÒÅÎØ; k2 = 1, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ ÌÉÓÔÏ×ÁÑ; k2 = 2 × ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ëÏÄÏÍ ÒÅÂÒÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ 0, ÅÓÌÉÏÎÏ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÅ É 1, ÅÓÌÉ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØÎÏÅ. ëÏÄÏÍ éç ÎÁ ÚÁ�ÒÏ-ÓÅ x ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ËÏÄÅ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÒÅÂÒÁ éç, ÁÔÁËÖÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× É �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅ-ÌÅÊ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÅ x (ÔÁË ÖÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ËÏÄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï �ÏÍÅÔËÁÈ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ É ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ). þÅÒÅÚK(N;D) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÄÏ× éç ÉÚ G(N;D). ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏjK(N;D)j <1.ðÕÓÔØ N;D 2 N, P | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÏËÁÌØÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÛÁÂÌÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ éç ÉÚ G(N;D), U |éç ÎÁÄ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ F = hF;Gi ÉÚ ËÌÁÓÓÁ G(N;1), A| ËÏ-ÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ×ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ K(N;D), Á ×ÙÈÏÄ-ÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÅÁË�ÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÔÁËÉÅ ËÁË �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅÁ×ÔÏÍÁÔÁ �Ï ÇÒÁÆÕ, ×ÙÂÏÒ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ P , ÓÉÇÎÁÌÎÁ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÒÁÂÏÔÙ É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÉÌÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ �Ï-ÍÅÔÏË ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ. ðÁÒÕ (A; U) ÎÁÚÏ×ÅÍÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ (äéç) ÔÉ�Á (N;D) ÎÁÄ FÉ P .ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ äéç (A; U) ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÅ. åÓÌÉ ÚÁ-367



�ÒÏÓ ÅÓÔØ ÚÁ�ÒÏÓ ÎÁ �ÏÉÓË, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ äéç ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ éç U É ÎÅ ÚÁÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÍÁÔ A. åÓÌÉ ÚÁ-�ÒÏÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ�ÒÏÓÏÍ ÎÁ ×ÓÔÁ×ËÕ ÉÌÉ ÕÄÁÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ-×ÁÎÉÅ äéç �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ éç É ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÉÛÎÉÈ�ÏÍÅÔÏË ÎÁ ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ. îÁ ×ÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÏÄÁÅÔÓÑ ËÏÄ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ. åÓÌÉ ×ÙÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔ �ÅÒÅÄ×ÉÖÅ-ÎÉÅ �Ï ÇÒÁÆÕ, ÔÏ ÔÅËÕÝÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. åÓÌÉ ×ÙÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ�ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÏËÁÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÌÉÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÔÅËÕÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ,ÔÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ Ó ÏÛÉÂËÏÊ. åÓÌÉ ×ÙÈÏÄ Á×ÔÏÍÁ-ÔÁ �ÒÅÄ�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ �ÏÍÅÔÏË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ,ÔÏ ÜÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ. åÓÌÉ ×ÙÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÓÉÇÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÉ ÒÁÂÏÔÙ, ÔÏ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÕÓ�ÅÛÎÏ.ðÕÓÔØ B � Y , jBj <1. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ äéç ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ �ÏÉÓËÁÉÄÅÎÔÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× (úðéï) I = hX;B;=i, ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÊ ÚÁ�ÒÏÓ x 2 X ÔÉ�Á �ÏÉÓËÁ ÒÁ×ÅÎ fxg, ÅÓÌÉ x 2 B, É �ÕÓÔ× �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ; É ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÚÁ-�ÒÏÓÅ ÔÉ�Á ×ÓÔÁ×ËÉ (ÕÄÁÌÅÎÉÑ) ÚÁ�ÉÓÉ y 2 Y ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÕÓ�ÅÛ-ÎÏ, ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛÎÉÈ �ÏÍÅÔÏË É ÒÅÛÁÅÔúðéï hX;B [ fyg;=i (hX;B n fyg;=i).�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ äéç ÔÉ�Á (4; 4) ËÏÔÏÒÙÊ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁ-ÞÕ �ÏÉÓËÁ ÉÄÅÎÔÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Á ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁ-ÄÁÞÉ É �ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÓÁÎÏ× ü. ü., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. �ÅÏÒÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ É �ÏÉÓËÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. | í.: æéúíá�ìé�, 2002.ïâ ü÷ïìàãéé óèåí âáú äáîîùè óõâä DIM÷. ó. òÕÂÌÅ× (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ)÷ ÏÓÎÏ×Å ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÏ×ÏÊ ÏÂßÅËÔÎÏÊ óõâä DIM [1, 2℄ ÌÅÖÉÔ ÄÉÎÁ-ÍÉËÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, Ô. Å. ÄÁÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×, ÔÉ�Ï× É ÍÅÔÏ-ÄÏ× ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÄÁÎÎÙÈ. ðÏÓËÏÌØËÕ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÔÅÍ�ÏÒÁÌØ-ÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÓÔÏÒÉÉ ÏÂßÅËÔÏ×,368



Ó×ÏÊÓÔ×, ËÌÁÓÓÏ×, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÕÝÎÏÓÔÅÊ, ÉÓÔÏ-ÒÉÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÈÒÁÎÉÔØ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, ××ÏÄÑÔÓÑ Ä×ÁÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ: ÍÏÍÅÎÔ ÒÏÖÄÅÎÉÑ É ÍÏÍÅÎÔ ÓÍÅÒÔÉ.äÉÎÁÍÉËÁ ÓÈÅÍ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ DIM, ×ËÌÀÞÁÀÝÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÕ ËÌÁÓÓÏ×É ÉÈ Ó×ÑÚÅÊ, ÏÔÒÁÖÅÎÁ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ (ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3{5℄) ËÁËÜ×ÏÌÀ�ÉÑ ÓÈÅÍ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ. ïÄÎÁËÏ ÏÔ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÄÉÎÁÍÉËÕ ÓÈÅÍ ÂÁÚÄÁÎÎÙÈ ÏÔÌÉÞÁÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÉÓÔÏÒÉÉ ËÌÁÓÓÏ×, Ó×Ñ-ÚÅÊ, ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÉÎÁÍÉËÕ ÜÔÉÈ ÓÕÝÎÏÓÔÅÊ. �ÁËËÁË ÄÉÎÁÍÉËÁ ÓÈÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ, ÄÌÑ DIM ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ Ó×ÏÊ �ÏÄÈÏÄ. ðÒÉÜÔÏÍ �ÏÍÉÍÏ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÙÈ (ÏÂßÅËÔÏ× É ÉÈ Ó×ÑÚÅÊ)×ÙÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅ-ÍÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÒÕÞÎÕÀ �ÒÉ ÂÏÌØÛÏÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉÓÈÅÍÙ.äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÈÅÍÙ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ ××ÏÄÉÔ-ÓÑ ÏÒÇÒÁÆ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÈÅÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:1. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ ÏÒÇÒÁÆÁ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÓÔÁÒÏÊ ÓÈÅ-ÍÙ, ÎÅ ×ÏÛÅÄÛÉÅ × ÎÏ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÔÁÒÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ), É ËÌÁÓÓÙ ÎÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÌÉÉÚÍÅÎÅÎÎÙÅ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÔÁÒÏÊ ÓÈÅÍÅ (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÉÈÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÏ×ÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ), Á ÔÁËÖÅ ÏÂÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÁÒÏÊ ÉÎÏ×ÏÊ ÓÈÅÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ Ó×ÑÚÉ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ (×ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÉÈ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÝÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ).2. éÚ ÓÔÁÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ËÌÁÓÓÕ ÓÔÁÒÏÊ ÓÈÅÍÙ,�ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÕÇÁ × ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÅÅ ÎÏ×ÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÕÀ ËÌÁÓÓÕ ÎÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ�ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ. �ÁËÁÑ ÄÕÇÁ �ÏÍÅÞÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÁÍÉ �ÅÒÅÎÏÓÉ-ÍÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÕÇÏÊ �ÅÒÅÎÏÓÁ.3. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÁÒÏÊ ÓÈÅÍÙ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ Ó×ÑÚÑÍÉ ËÌÁÓÓÏ× ÓÔÁÒÏÊÓÈÅÍÙ. �Ï ÖÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎ ÎÏ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÎÏ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÏ-×ÙÅ É ÉÚÍÅÎÉ×ÛÉÅÓÑ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÔÁÒÏÊ ÓÈÅÍÅ Ó×ÑÚÉ, ËÏÔÏÒÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÄÕÇÉ Ó×ÑÚÉ ÄÌÑ ÎÏ×ÙÈ É ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÏÒÇÒÁÆÁ.éÚ ÏÒÇÒÁÆÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÈÅÍÙ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ,× ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �ÏÄÇÒÁÆÁÎÏ×ÙÈ É ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ ÄÕÇÁÍÉ Ó×ÑÚÉ É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÁÑ ÔÏÌØ-ËÏ ÔÅÍÉ ÓÔÁÒÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÅÅ ÎÏ×ÙÍÉ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍÉ ÄÕÇÁÍÉ �ÅÒÅÎÏÓÁ.ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÏÌÎÏ×ÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÏÒÇÒÁÆÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ:1. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÎÏ×ÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓÕ Ó×ÑÚÉ ÎÏ×ÏÊÓÈÅÍÙ É ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÕÇ Ó×ÑÚÉ Ó ÒÏÄÉÔÅÌØÓËÉÍÉ É ×ËÌÀÞÁÀÝÉ-369



ÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ-ËÌÁÓÓÁÍÉ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ-ËÌÁÓÓÁ. �ÁËÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁÄÏÌÖÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÓÉÌÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ (ÓÍ. [1℄).2.1. äÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É ËÁÖÄÏÊ ÄÕÇÉ �ÅÒÅÎÏÓÁ, ×ÅÄÕÝÅÊ ×ÎÅÅ ÉÚ ÓÔÁÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÎÏÓ ÄÁÎÎÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó ÉÍÅÎÁÍÉ �ÅÒÅÎÏÓÉÍÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÄÕÇÉ.2.2. ÷×ÏÄÉÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÎÁÞÁÌÁ ÄÕÇ�ÅÒÅÎÏÓÁ É ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ (ÄÌÑ �ÅÒ×ÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÔÅËÕÝÁÑ ÄÁÔÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ äÁÔÁ ÓÍÅÒÔÉ, Á ÄÌÑËÌÁÓÓÁ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÁ äÁÔÁ ÒÏÖÄÅÎÉÑ).2.3. åÓÌÉ �ÒÉ �ÅÒÅÎÏÓÅ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔ ÓÔÁÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ë ÎÏ×ÏÍÕ ÄÏÌ-ÖÅÎ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ �ÅÒÅÎÏÓ Ó×ÑÚÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ Ë ËÌÁÓÓÕ ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÔÉ� ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ××ÏÄÉÔÓÑ ÉÓÔÏÒÉÑ ÔÁËÏÊ Ó×ÑÚÉ.2.4. äÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ �Å-ÒÅÎÏÓÉÍÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ××ÏÄÉÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÓÔÏÒÉÉ ÏÂßÅËÔÏ×, �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÁÒÙÊ ÏÂßÅËÔ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÔÅËÕÝÕÀ ÄÁÔÕ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ äÁÔÁ ÓÍÅÒÔÉ, Á ÎÏ×ÙÊ ÏÂßÅËÔ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÜÔÕ ÄÁÔÕ ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ äÁÔÁ ÒÏÖÄÅÎÉÑ.2.5. åÓÌÉ × �. 2.3 Ó×ÑÚØ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÉÌÁ ÉÓÔÏÒÉÀ, ÔÏ × ÔÁÂÌÉ-�Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÓÔÁÒÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÔÁÒÏÊ Ó×ÑÚÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÏÌÑ äÁÔÁ ÓÍÅÒÔÉÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅËÕÝÅÊ ÄÁÔÙ, Á × ÔÁÂÌÉ�Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀÎÏ×ÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÚÁÎÏÓÑÔÓÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÄÌÑ ÎÏ×ÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏÂßÅËÔÏ×ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ äÁÔÁ ÒÏÖÄÅÎÉÑ, ÒÁ×ÎÏÇÏ ÔÅËÕÝÅÊ ÄÁÔÅ.2.6. ÷ÙÂÒÁÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÏÍÅÞÁÅÔÓÑ.3. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÅÝÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ; ÉÎÁÞÅ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ.4. åÓÌÉ ÅÓÔØ ÅÝÅ ÎÅ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ÔÏ ×ÙÂÉÒÁ-ÀÔÓÑ ÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ Ó×ÑÚÉ, ÎÅÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ Ó×ÑÚÑÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÉ�Á ×ËÌÀÞÅÎÉÑ É ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÛÁÇ 2 ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.5.1. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÅÓÔØ ÅÝÅ ÎÅ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÁÍÉ Ó×ÑÚÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÓ×ÑÚÁÎÙ Ó �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ Ó×ÑÚÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍ Ó×ÑÚÑÍ ×ËÌÀÞÅ-ÎÉÑ Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÔÉ�Á ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎÉ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ; ÉÎÁÞÅ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ.5.2. åÓÌÉ Ó×ÑÚØ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÔÉ�, ÔÏ ××ÏÄÉÔÓÑ ÉÓÔÏÒÉÑÔÁËÏÊ Ó×ÑÚÉ.5.3. äÌÑ ÎÏ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ó×ÑÚÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ,�Ï�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �ÅÒÅÎÏÓÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �ÅÒÅÎÏÓÁ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØÄÕÇÉ �ÅÒÅÎÏÓÁ, ×ÅÄÕÝÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ.370



5.4. ÷ÙÂÒÁÎÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ Ó×ÑÚÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ �ÏÍÅÞÁÅÔÓÑ É ÓÎÏ×Á ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÛÁÇ 5.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÉÓÁÒÅÎËÏ ä. ó., òÕÂÌÅ× ÷. ó. ïÂßÅËÔÎÁÑ óõâä äÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ DIM É ÅÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ËÏÎ�Å��ÉÉ // íÏÄÅÌÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, Ô.16, 1 | ñÒÏÓÌÁ×ÌØ:ñÒçõ, 2009. | ó. 62{91.2. òÕÂÌÅ× ÷. ó., ðÉÓÁÒÅÎËÏ ä. ó. äÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÁÑÍÏÄÅÌØ. ëÏÎ�Å��ÉÑ ÎÏ×ÏÊ ÏÂßÅËÔÎÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ. | LapLambert Aademi Publishing, Saarbr�uken, Germany, 2011.3. ëÕËÓ ó. ÷. áËÓÉÏÍÁÔÉÚÁ�ÉÑ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÈÅÍÙ xml-ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ //ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 2003. | �. 29, � 3. | ó. 140{146.4. Leonardi E., Bhowmik S. S. Deteting hanges on unordered xmldouments using relational databases: a shema-onsious approah //CIKM. | 2005. | P. 509{516.5. óÉÍÁÎÏ×ÓËÉÊ á. á. ðÏÄÄÅÒÖËÁ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÈÅÍ ÄÁÎÎÙÈ XML-ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÈ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ. // ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 2008. |�. 34, � 1. | ó. 16{26.ïâ áìïòé�íáè ðòï÷åòëé ðòá÷éìøîïó�éóåíåêó�÷ æõîëãéêä. ï. òÙËÏ× (íÏÓË×Á)äÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÚÕÞÅÎÉÀ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÌÁÔÉÎÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× [2{4℄. ïÄÉÎ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØÏ�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ × ÒÁÂÏÔÅ[1℄. úÁÄÁÞÁ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ-ÓÑ �ÒÉ ××ÅÄÅÎÉÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁ-ÂÏÔÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ × ÓÔÁÔØÅ [1℄ ËÒÉÔÅÒÉÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÁËÖÅ ÂÕ-ÄÅÔ ÕÞÔÅÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÇÒÁÆÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÉ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÎÁ �ÒÏ×ÅÒËÕ ×ÒÅÍÅÎÉ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ Ï�ÉÓÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÜÔÕ ÉÄÅÀ. �ÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÉ Ï�ÅÎÅÎÁ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f = (f1; : : : ; fn) ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ371



ÎÁÂÏÒÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x0 = (x01; : : : ; x0n) É x00 = (x001 ; : : : ; x00n)ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � 2 1; n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ x0� 6= x00�, f�(x0) = f�(x00).çÒÁÆÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ f =(f1; : : : ; fn) ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÇÒÁÆ Gf = (V;E), ÇÄÅ V = f1; 2; : : : ; ng, Á E = f(i; j) : fj ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ xig.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [1℄. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f = (fi), i 2 [1; n℄�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁI, I � [1; n℄, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ Qi2I fi ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xI = (xi), i 2 I.�ÅÏÒÅÍÁ 2. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f = (fi), i 2 [1; n℄ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á I,I � [1; n℄, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ < I > - ÓÉÌØÎÙÊ, �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÊ Qi2I fi ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xI = (xi), i 2 I.íÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ.ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï f = (f1; : : : ; fn) ÉÚ n ÆÕÎË�ÉÊ ÉÅÇÏ ÇÒÁÆ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÓÉÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔS1; : : : ; Sk, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ l1; : : : ; lk ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É ÚÁÎÕÍÅ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏ × ËÏÎÄÅÎÓÁ�ÉÉ G� ÇÒÁÆÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ G ÄÕÇÉ ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÓÉÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÓ ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ Ë ÓÉÌØÎÙÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ.�ÏÇÄÁ r-ÙÊ ÛÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÉÔØ ÔÁË.ûÁÇ r. ðÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï fSr = (fsr ), sr 2 Sr.æÕÎË�ÉÉ ÓÉÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Sr ÍÏÇÕÔ ÚÁ×ÉÓÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ ÓÉÌØÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ S1; : : : ; Sr. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊÓÉÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Sr �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÅÒÅÂÏÒÕ�Ï �ÁÒÁÍ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ l1+l2+� � �+lr, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÙÅ l1+� � �+lr�1ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï fSr ÏËÁÚÁÌÏÓØ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÍ, �ÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÛÁÇÕ r + 1. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎÏ ÎÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÍ, ÔÏ É ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï f = (f1; : : : ; fn) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ.îÁ r-Í ÛÁÇÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÄÅÌÁÔØ O(lr2l1+l2+���+lr�1+2lr) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.úÎÁÞÉÔ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁ×ÎÁ f(n) = O( kPt=1 lt2 tPp=1(lp+lt)), ÇÄÅl1 + � � �+ lk = n.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, �ÒÉÞÅÍ �ÒÉÕÄÁÌÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ä×Á �ÒÁ×ÉÌØ-372



ÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï f = (f1; : : : ; fn) ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ.ûÁÇ 1. óÌÕÞÁÊ 1. n = 1.1) f1 = 0 ÉÌÉ f1 = 1. úÁ×ÅÒÛÉÍ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ: "f | �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï".2) f1 6= 0 É f1 6= 1. úÁ×ÅÒÛÉÍ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ: "ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï f ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ".óÌÕÞÁÊ 2. n 6= 1. ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ 2.ûÁÇ 2. éÝÅÍ ÓÒÅÄÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á f ËÏÎÓÔÁÎÔÕ �ÕÔÅÍ �ÒÏ-×ÅÒËÉ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍ 0 É 1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÉ:óÌÕÞÁÊ 1. åÓÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÉÍÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ: "ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ".óÌÕÞÁÊ 2. fk = 0 ÉÌÉ fk = 1. �ÏÇÄÁûÁÇ 3. äÌÑ i 2 [1; k � 1℄ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ gi(x1; : : : ; xn�1) :=fi(x1; : : : ; xk�1; 0; xk; : : : ; xn�1). äÌÑ i 2 [k; n � 1℄ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎË-�ÉÉ gi(x1; : : : ; xn�1) := fi+1(x1; : : : ; xk�1; 0; xk; : : : ; xn�1). ðÅÒÅÊÔÉ ËÛÁÇÕ 4.ûÁÇ 4. òÅËÕÒÓÉ×ÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï g = (g1; : : : ; gn�1) ÎÁ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ.1) óÅÍÅÊÓÔ×Ï g �ÒÁ×ÉÌØÎÏ. ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ 5.2) óÅÍÅÊÓÔ×Ï g ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ. úÁ×ÅÒÛÉÍ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ-×ÅÔÏÍ: "ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ".ûÁÇ 5. äÌÑ i 2 [1; k � 1℄ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ gi(x1; : : : ; xn�1) :=fi(x1; : : : ; xk�1; 1; xk; : : : ; xn�1). äÌÑ i 2 [k; n� 1℄ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉgi(x1; : : : ; xn�1) := fi+1(x1; : : : ; xk�1; 1; xk; : : : ; xn�1). ðÅÒÅÊÔÉ Ë ÛÁÇÕ6. ûÁÇ 6. òÅËÕÒÓÉ×ÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï g = (g1; : : : ; gn�1) ÎÁ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ.1) óÅÍÅÊÓÔ×Ï g �ÒÁ×ÉÌØÎÏ. úÁ×ÅÒÛÉÍ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ: "f |�ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï".2) óÅÍÅÊÓÔ×Ï g ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ. úÁ×ÅÒÛÉÍ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ-×ÅÔÏÍ: "ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ".óÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁ×ÎÁ f(n) = O(n22n).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. îÏÓÏ× ÷. á. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÓËÏÇÏ ÎÅÁ×ÔÏÎÏÍÎÏÇÏÁ×ÔÏÍÁÔÁ Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍ ×ÈÏÄÏÍ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |1998. | �. 3, ×Ù�. 3{4. | ó. 269{280.373



2. îÏÓÏ× ÷. á. ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÌÁÔÉÎÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× × ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 1999. | �. 4,×Ù�. 3{4. | ó. 307{320.3. îÏÓÏ× ÷. á. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÌÁÔÉÎ-ÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× × ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ. | 2004. | �. 8, ×Ù�. 1{4. | ó. 517{528.4. îÏÓÏ× ÷. á., ðÁÎËÒÁÔØÅ× á. å. ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÚÁÄÁÎÉÉ ÌÁ-ÔÉÎÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2008. | �. 12,×Ù�. 1{4. | ó. 317{332.ïâ ïäîïí �ïþîïí ïðéóáîééíîïöåó�÷á äïðõó�éíùè éóèïäï÷ éçòùó ï�îïûåîéñíé ðòåäðïþ�åîéñ îá ïóîï÷åðïìîï�ù óåíåêó�÷á çïíïíïòæéúíï÷�. æ. óÁ×ÉÎÁ (íÏÓË×Á)ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÉÎÑÔÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ËÏÎÆÌÉËÔÁ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× ÉÇÒÏËÏ×. éÎÔÅÒÅÓÙÉÇÒÏËÏ× ÚÁÄÁÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÅÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÄÎÁËÏ ÎÁ �ÒÁËÔÉ-ËÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ.ïÂßÅËÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÇÒÙ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ�ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.éÇÒÁ n (n � 2) ÉÇÒÏËÏ× Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂßÅËÔÏ×G = hX1; : : : ; Xn; A; �1; : : : ; �n; F i; (1)ÇÄÅ Xi | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÉÇÒÏËÁ i (i = 1; : : : ; n), A |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÓÈÏÄÏ×, F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÔÕÁ�ÉÊX1 � : : :�Xn × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÓÈÏÄÏ×A, �i | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑÉÇÒÏËÁ i (i = 1; : : : ; n), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ A.äÌÑ ÉÇÒ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (1) ËÁË ÄÌÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ [1℄ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÅÄÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ [2℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÇÒ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁ-ÍÉ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ) �ÏÎÑÔÉÅ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ ÷. ÷. òÏÚÅÎÏÍ [3℄. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÉÇÒÙ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ374



�ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ Ë ÄÒÕÇÏÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ× ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÎÁ ÂÁÚÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.ðÏÄ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ × ÉÇÒÅ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�Ï-ÞÔÅÎÉÑ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ, ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ �Ï îÜÛÕ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ É×�ÏÌÎÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÉÓÈÏÄÙ [5℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÕËÁÚÁÎÏ ÔÏÞÎÏÅ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÔÕÁ�ÉÊ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÔÕÁ�ÉÊ ÒÁ×ÎÏ-×ÅÓÉÑ �Ï îÜÛÕ ÉÇÒÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÏÌÎÏÔÙ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÁÎÏ ÔÏÞÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈÉÓÈÏÄÏ× ÉÇÒÙ. ÷×ÅÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ÉÓÈÏÄÁ.éÓÈÏÄ a 2 A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ × ÉÇÒÅ G, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏÉÇÒÏËÁ i 2 N ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: (9xi 2 Xi) �8xNni 2 XNni�F �xi; xNni� �i> a:ðÕÓÔØ K É K | Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÉÇÒ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ-�ÏÞÔÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÇÒÏËÏ× N = f1; : : : ; ng. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎ�É�Ù Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ; ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ OptG ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÇÒÙ G =h(Xi)i2N ; A; (�i)i2N ; F i 2 K, ÞÅÒÅÚ Opt� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÇÒÙ � = h(Yi)i2N ; B; (�i)i2N ; �i 2 K:îÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f = ('1; : : : ; 'n;  ), ÇÄÅ 'i : Xi ! Yi (i 2 N)É  : A ! B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÇÒÙ G × ÉÇÒÕ �, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i 2 N , ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2 2 A É ÌÀÂÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉx = (x1; : : : ; xn) 2 X ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ:Hom1:  (F (x1; : : : ; xn)) = �('1(x1); : : : ; 'n(xn));Hom2: a1 �i. a2 )  (a1) �i.  (a2):çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÉÇÒÙ G × ÉÇÒÕ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ i 2 N ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅStr: a1 �i< a2 )  (a1) �i<  (a2):úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓH ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÚ ÉÇÒ ËÌÁÓÓÁ K× ÉÇÒÙ ËÌÁÓÓÁ K. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ËÌÁÓÓÁ H ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÏ× (K;K), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÇÒ G 2 KÉ � 2 K É ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f 2 H f -ÏÂÒÁÚ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏÒÅÛÅÎÉÑ ÉÇÒÙ G ÅÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÉÇÒÅ �, É ËÏÎÔÒÁ-×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÏ× (K;K), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ375



ÉÇÒ G 2 K É � 2 K É ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ f 2 H f -�ÒÏÏÂÒÁÚÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÇÒÙ � ÅÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÉÇÒÅ G.óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× (f j)j2J ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ �ÏÌ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ p 2 OptG ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÊ ÉÎÄÅËÓ j 2 J , ÞÔÏ f j(p) 2 Opt�j :ìÅÍÍÁ. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× (f j)j2J Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏ×ÁÒÉ-ÁÎÔÎÏ �ÏÌÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:OptG = [j2J f�1j (Opt�j):ðÕÓÔØ K | ËÌÁÓÓ ÉÇÒ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁÍÉ ÉÇÒÏËÏ× N , ×ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÉÇÒÏËÏ× ËÏÎÅÞÎÙ, K | ËÌÁÓÓ ÉÇÒ ÔÏ-ÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÇÒÏËÏ× Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ×ÙÉÇÒÙÛÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÇÒÙ G 2 K ×ÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈÉÓÈÏÄÏ×, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÇÒÙ � 2 K | ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÅÅ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏ×. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. 1: ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÉÇÒ É ÉÈ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÓÅ ÓÔÒÏÇÉÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ.2: äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÇÒÙ G 2 K ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÅ ÓÔÒÏÇÉÈ ÓÀÒßÅË-ÔÉ×ÎÙÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ÉÇÒÙ � 2 K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ �ÏÌ-ÎÙÍ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÏÇÏÍÏÌÏ× á. í., óÁÌÉÊ ÷. î. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: îÁÕËÁ. æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1997.2. óÁ×ÉÎÁ �. æ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÇÒ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅ-ÎÉÑ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ� (íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.). | í.:éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2010. ó. 426{428.3. òÏÚÅÎ ÷. ÷. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÇÒ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁÍÉ //íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ. íÅÔÏÄÙ É ÍÏÄÅÌÉ �ÒÉÎÑÔÉÑ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ. íÅÖ×ÕÚ. ÎÁÕÞ. ÓÂ. | éÚÄ-×Ï óçõ, 1981. | ó. 90{104.4. óÁ×ÉÎÁ �. æ. ëÏ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ É ËÏÎÔÒÁ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÙ ÉÇÒ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ // éÚ×. óÁÒÁÔ. ÕÎ-ÔÁ. îÏ×.ÓÅÒ. óÅÒ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. éÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ. | 2009. | �. 9,×Ù�. 3. | ó. 66{70. 376



5. óÁ×ÉÎÁ �. æ. ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÉÇÒÁÈ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ�ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ // éÚ×. óÁÒÁÔ. ÕÎ-ÔÁ. îÏ×. ÓÅÒ. óÅÒ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅ-ÈÁÎÉËÁ. éÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ. | 2011. | �. 11, ×Ù�. 2. | ó. 32{36.6. óÁ×ÉÎÁ �. æ. ï �ÏÌÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÉÇÒ Ó ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ // óÂ. ÎÁÕÞ. ÔÒ. íÅÈÁÎÉËÁ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |óÁÒÁÔÏ×: éÚÄ-×Ï óÁÒÁÔ. ÕÎ-ÔÁ, 2011. | ó. 92{95.ðïäèïä ë õðòá÷ìåîéà ðòïçòáííïêéîó�òõëãéñíé îá òõóóëïí ñúùëåå. á. óÅÍÅÎÏ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÚÁÄÁÞÅ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÑÍÉ ÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ (ÒÕÓÓËÏÍ) ÑÚÙËÅ �ÕÔÅÍÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ. úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÔÅËÓÔ ÎÁ ÒÕÓ-ÓËÏÍ ÑÚÙËÅ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÍÁÎÄ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ Ó�Ï-ÓÏÂÎÁ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ËÏÍÁÎÄ (ÒÅÁË�ÉÊ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ). �ÏÇÄÁ ÚÁÄÁ-ÞÁ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÎÁ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ËÁÖÄÁÑÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÕ ËÏ-ÍÁÎÄÕ, É ×ÙÂÏÒÕ ËÏÍÁÎÄÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ.ðÕÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ N ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈËÏÍÁÎÄ. ÷ÙÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÌÏ×ÁÒØ D "×ÁÖ-ÎÙÈ" ÓÌÏ×. âÕÄÅÍ ÒÁÚÄÅÌÑÔØ ÔÒÉ ×ÉÄÁ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ×: ÇÌÁÇÏÌÙ (V ), �Ï-ÂÏÞÎÙÅ ÓÌÏ×Á (A) É ÓÌÏ×Á �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ (P ).D = V [ A [ P:�ÁËÏÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÔÅË-ÓÔÁ ÎÁ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ: ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÂÕÄÅÍ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ "×ÁÖÎÙÅ"ÓÌÏ×Á (Ô. Å. ÓÌÏ×Á ÎÅ ÉÚ ÓÌÏ×ÁÒÑ ÂÕÄÅÍ ÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ,ËÁÖÄÕÀ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó ÇÌÁÇÏÌÁ (ÉÌÉÄÅÅ�ÒÉÞÁÓÔÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÖÅ ×ÈÏÄÑÔ × �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×ÁÒÑ "ÇÌÁ-ÇÏÌÙ"). îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÒÁÚÙ �Ï×ÅÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁËÌÏÎÅÎÉÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ-ÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÇÌÁÇÏÌÁ ("�ÏÊÄÉ ÔÕÄÁ-ÔÏ", "ÓÄÅÌÁÊ ÔÏ-ÔÏ"), �ÏÜÔÏ-ÍÕ ÔÁËÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ×�ÏÌÎÅ Ï�ÒÁ×ÄÁÎÏ. äÒÕÇÉÅ ÓÌÏ×Á - ÎÅ ÇÌÁÇÏÌÙ -ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÏÂÏÞÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏÍÏÇÁÀÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ËÏ-ÍÁÎÄÕ, É �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÓÔÏ ÚÁÄÁÀÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÓËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ËÏÍÁÎÄÁ ÂÕÄÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ.377



äÁÌÅÅ, ×ÓÅÍ ÇÌÁÇÏÌÁÍ É �ÏÂÏÞÎÙÍ ÓÌÏ×ÁÍ ÉÚ ÓÌÏ×ÁÒÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ) ×ÅËÔÏÒÙ ÄÌÉÎÙ N ËÏÜÆÆÉ�É-ÜÎÔÏ× ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÓÌÏ× ÚÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÍÁÎÄÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ.çÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ËÏÇÄÁ ×ÈÏÄÑ-ÝÉÊ ÔÅËÓÔ ÕÖÅ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ �Ï�Á×ÛÉÈ × ÎÅÅ �ÏÂÏÞÎÙÈ ÓÌÏ× É ÇÌÁÇÏÌÁ, ÓÏ-ÚÄÁ×ÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ. îÏÍÅÒÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÂÕÄÅÔ ÎÏÍÅÒÏÍ ËÏÍÁÎÄÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÕËÁ-ÚÙ×ÁÅÔ ÄÁÎÎÁÑ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÑ, Á �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÏ×Á, ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ× ÎÅÊ, ÚÁÄÁÀÔ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ËÏÍÁÎÄÙ ÎÁÂÏÒ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÌÉÎÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Õ ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÅÇÏ ×ÅËÔÏ-ÒÁ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÄÏÌÖÎÁ "�ÅÒÅÓ�ÒÏÓÉÔØ" �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ, ËÁËÕÀ ËÏÍÁÎÄÕÔÏÔ ÉÍÅÌ × ×ÉÄÕ (Ô. Å. �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÂÕÞÅÎÉÅ Ó ÕÞÉÔÅÌÅÍ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÂÕÞÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ, Ô.Å. ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ×ÅÒÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ×ÅËÔÏÒÙ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÁÇÁ-ÅÔÓÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ×ÓÅ �ÁÒÙ (ÉÎÓÔÒÕË�ÉÑ, ËÏÍÁÎÄÁ) × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ× É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÓÌÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ×ÅËÔÏÒÁÍ a1, a2, ..., am. ðÕÓÔØ ÜÔÁ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÕËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁl-À ËÏÍÁÎÄÕ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:a11 + a21 + :::+ am1 < a1l + a2l + :::+ aml ;a12 + a22 + :::+ am2 < a1l + a2l + :::+ aml ;...a1N + a2N + :::+ amN < a1l + a2l + :::+ aml :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ �ÁÒÁ (ÉÎÓÔÒÕË�ÉÑ, ËÏÍÁÎÄÁ) ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ× ÏÂÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ N � 1 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (jV j + jAj) � N�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÇÏÌÏÓÏ×ÁÎÉÑ.ðÕÓÔØ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ËÏÍÁÎÄÕ ÎÅ×ÅÒ-ÎÏ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÔØ ÕÖÅ k ÉÎÓÔÒÕË�ÉÊ, ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÙÈ ×ÅÒÎÏ. �ÏÇÄÁÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ (k+1)�(N�1) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, × ËÏÔÏÒÏÊ�ÏÓÌÅÄÎÉÊ "ÂÌÏË" Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Ë �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ(ÏÎ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ×ÅÒÎÕÀ ËÏÍÁÎÄÕ). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÔÏ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌØÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÛÉÂÁÅÔÓÑ, Ô.Å. ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ.�ÏÇÄÁ �ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓ-ÍÅÔÏÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ [1℄, ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÑ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ×ÓÅÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× É ÎÁÈÏÄÑ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÏÂÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×.÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, × ÓÌÕÞÁÅ �Ï�ÏÌÎÑÅÍÏÇÏ ÓÌÏ×ÁÒÑ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÎÅ ÏÂÑ-ÚÁÎÏ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ, ×ÅÄØ Ó �ÏÑ×ÌÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÓÉÓÔÅÍÕÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÅÒÅÕÞÉ×ÁÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÇÄÁ ÓÌÏ×ÁÒØ D ËÏ-ÎÅÞÅÎ, jDj = d, jV j = v, jAj = a. ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏ, ÞÔÏ378



× ËÁÖÄÏÊ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÇÌÁÇÏÌ, ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍC = v � 2a:úÎÁÞÉÔ, × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÉÔÓÑ ÚÁ ÔÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÉÔÅÒÁ�ÉÊ �ÅÒÅÏÂÕÞÅÎÉÑ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ �ÏÄÈÏÄÁ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÎÓÔÒÕË-�ÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ, Ô. Å. ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á ÏÄÎÏÊ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ ÓËÏÍÁÎÄÏÊ j, ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÔÏ ÏÂßÅÍÌÀÝÁÑÉÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÔÁËÖÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÇÏÌÏÓÏ×ÁÔØ ÚÁ ËÏÍÁÎÄÕ �ÏÄ ÎÏÍÅÒÏÍ j. ÷ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, �ÒÏ×ÅÄÑ ÁÎÁÌÏÇÉÀ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÊ ÉÂÕÌÅ×ÙÍ ËÕÂÏÍ (i-Å ÓÌÏ×Ï ÉÚ ÓÌÏ×ÁÒÑ ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÉÔ × ÉÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÌÉÂÏÎÅ ×ÈÏÄÉÔ - ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 1 ÌÉÂÏ 0 ÎÁ i-Ê �ÏÚÉ�ÉÉ), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍ-ÍÅ 7.1 ÉÚ [2℄, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔÓÑÞÉÓÌÏÍ Cm = v �Ca=2a ;Ô. Å. × ÓÌÕÞÁÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÊ, × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÏÂÕÞÅÎÉÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÏÄ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÏÍ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. èÅÍÄÉ á. �. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | í.: éÚ-ÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÄÏÍ �÷ÉÌØÑÍÓ�, 2005.2. þÁÛËÉÎ á. ÷. ìÅË�ÉÉ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. | í.:éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007.ëïîó�òõéòï÷áîéå ä÷éöõýéèóñ éúïâòáöåîéêëìå�ïþîùíé á÷�ïíá�áíéå. å. �ÉÔÏ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÏÂßÅËÔÏ× ×�ÏÌÏÓÅ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ m ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×A Ó Ä×ÕÍÑ ×ÈÏÄÁÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÜËÒÁÎÏÍ. ÷ÈÏ-ÄÙ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ É �ÒÁ×ÙÍ É ÉÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÌÅ×ÏÇÏ É �ÒÁ×ÏÇÏ ÓÏÓÅÄÁ. ðÒÁ×ÙÊ ×ÈÏÄ �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÇÏ m-ÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ, Á ÌÅ-×ÙÊ ×ÈÏÄ �ÅÒ×ÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ É �ÏÄËÌÀÞÅÎ Õ×ÙÈÏÄÕ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ Ae. �ÒÏÊËÕ G = hAe;A;mi, ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ. 379



óÒÅÄÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ×ÙÄÅÌÉÍ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L É ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÅÔËÁÍÉ.éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔËÁÍÉ, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ It.ðÕÓÔØ A = fi1; i2; : : : ; ikg, ÇÄÅ i1; i2; : : : ; ik 2 Z, ÔÏ ÄÌÑ b 2 ZÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ A + b = fi1 + b; i2 + b; : : : ; ik + bg. ïÂÏÚÎÁÞÉÍNm = f1; 2; : : : ;mg.ðÕÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t0 ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ It0 .âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀv = 1=s; s 2 N ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ t 2 [t0; t0 + sl); l 2 N, ÅÓÌÉ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1. I(t0�1) = (It0 � 1)TNm;2. åÓÌÉ t 2 [t0+sj; t0+s(j+1)), 0 � j < l ÔÏ It = (It0+sj�1+1)TNmÉÌÉ It = f1gS((It0+sj�1 + 1)TNm);3. It0+sl+1 = (It0+sl + 1)TNm ÉÌÉ It0+sl+1 = f1gS((It0+sl +1)TNm).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A Ó 2ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ae, Ô.Þ. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 NÇÅÎÅÒÁÔÏÒ hAe;A;mi ÍÏÖÅÔ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,× ÌÀÂÏÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ Ä×ÉÖÕÝÅÅÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 1.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A Ó 4ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ae, Ô.Þ. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 NÇÅÎÅÒÁÔÏÒ hAe;A;mi ÍÏÖÅÔ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÎÁ-�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 1=s; s 2 N; s � 2 ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÁ�ÅÒÅÄÚÁÄÁÎÎÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ.÷ ÜÔÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ,ËÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ 0 É ÓÉÇÎÁÌ, Ä×ÉÖÕÝÉÊÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ1. ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÍÅÔÏË ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ Á×ÔÏÍÁÔÓÌÅ×Á ÏÔ ÎÅÅ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ Ä×ÉÖÕÝÉÍÓÑ ÓÉÇÎÁÌÏÍ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ �ÒÏ-ÉÚÏÊÄÅÔ, ÍÅÔËÁ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕÚÁ ÎÅÊ Á×ÔÏÍÁÔÕ ÓÉÇÎÁÌ ÓÔÁÔØ ÍÅÔËÏÊ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÉ�Á, Á ÓÁÍÁ ÉÓÞÅ-ÚÁÅÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. ä×ÉÖÕÝÉÊ ÓÉÇÎÁÌ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÁ-×ÁÔØ Ó ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ Ä×ÉÇÁÑ ÔÏÞËÕ Ó ÌÀÂÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀv = 1=s; s 2 N; s � 2.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A Ó 12ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ae, Ô.Þ. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 NÇÅÎÅÒÁÔÏÒ hAe;A;mi ÍÏÖÅÔ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ Ó ÌÀÂÏÊÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 1=s; s 2 N; s � 2 ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÁ�ÅÒÅÄ380



ÚÁÄÁÎÎÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ.úÄÅÓØ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÉ�Ï× ÔÏÞÅË | ÌÅ×ÙÊËÒÁÊ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÔÏÞËÉ É �ÒÁ×ÙÊ ËÒÁÊ. åÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ1, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÕ2, ÔÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÂÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÒÁÅ×ÏÔÒÅÚËÁ ÂÕÄÅÍ Ä×ÉÇÁÔØ ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ. íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÅËÁÒÔÏ×Á�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ �ÏÑ×ÑÔÓÑ ÎÁÜËÒÁÎÅ, É ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÄÌÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A Ó 9ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ae, Ô.Þ. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 NÇÅÎÅÒÁÔÏÒ hAe;A;mi ÍÏÖÅÔ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ k ÔÏÞÅË, k 2 N Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ 1 � i1 < i2 < : : : <ik � m, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ij�ij�1 � j+1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 2 �j � k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ × ÌÀÂÏÊ ÚÁÒÁÎÅÅÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ Ó ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v =1=s, ÇÄÅ s � ik � i1 + k + 1 � k2=2 + 3k=2; s 2 N.éÄÅÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÈÏÖÁ ÎÁ ÉÄÅÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÚ ÕÔ×. 2. óÌÏÖ-ÎÏÓÔØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÉÇÎÁÌ ÄÏÌÖÅÎ ÒÁÓ�ÏÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÎ �ÒÅÄ-ÎÁÚÎÁÞÅÎ. íÏÖÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÁ�ÕÓÔÉÔØ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÔÉ� ÓÉÇ-ÎÁÌÁ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÂÕÄÅÔÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË × ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. üÔÏÇÏ ÈÏÞÅÔÓÑ ÉÚÂÅÖÁÔØ.ðÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÓÉÇÎÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÌÅÄ | �Å�ÏÞËÕ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× × Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ðÒÉ �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÞÅÒÅÚ ÍÅÔËÕÄÌÉÎÁ ÓÌÅÄÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. ëÏÇÄÁ ÓÉÇÎÁÌ ÂÅÚ ÓÌÅÄÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÍÅÔËÉ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÜÔÏÊ ÍÅÔËÅ É ÏÎÁ �ÒÏÄ×É-ÇÁÅÔÓÑ ÎÁ 1. åÓÌÉ �ÏÄÁ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÉÇÎÁÌÙ ÓÌÉÛËÏÍ ÞÁÓÔÏ, ÔÏ ÏÎÉÎÁÞÎÕÔ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄÅÔ Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅ-ÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ÄÁÎÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A Ó 50ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ae, Ô.Þ. ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m 2 NÇÅÎÅÒÁÔÏÒ hAe;A;mi ÍÏÖÅÔ ÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÔØ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ k ÏÔÒÅÚËÏ×, k 2 N Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÌÅ×ÙÈ ËÏÎ�Ï×,1 � l1 < l2 < : : : < lk � m,É Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ �ÒÁ×ÙÈ ËÏÎ�Ï×, 1 �r1 < r2 < : : : < rk � m ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ lj � lj�1 � j+1É rj � rj�1 � j + 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 2 � j � k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÏÖÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ × ÌÀÂÏÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉÓ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v = 1=s, ÇÄÅ s 2 N; s � ik�i1+k+1 �k2=2 + 3k=2.äÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÁÌ-381



ÇÏÒÉÔÍÏÍ ÉÚ ÕÔ×. 3. íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ ÉÎÁÞÅ: ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Ä×É-ÇÁÔØ �Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÉÚ ÕÔ×. 3, Ô. Å. ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÚÁ�ÕÓËÁÔØÏÔÄÅÌØÎÕÀ �ÁÒÕ ÓÉÇÎÁÌÏ×, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÓÎÏ×Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÏ× × ÉÚÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÉ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÓËÒÅÎÎÀÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉ-ÔÅÌÀ, �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Õ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÎÁÕÞÎÏÅÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó., âÏÌÏÔÏ× á. á. ïÓÎÏ×ÙÔÅÏÒÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. | í.: îÁÕËÁ, 1990.2. �ÉÔÏ×Á å. å. ëÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ËÌÅÔÏÞÎÙÍÉ Á×ÔÏ-ÍÁÔÁÍÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2008. | �. 12, ×Ù�. 1{4. |C. 105{121.3. �ÉÔÏ×Á å. å. ìÉÎÅÊÎÏÅ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ ËÌÅÔÏÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |2011. | �. 15, ×Ù�. 1{4.ï ðïìîï�å ÷ ëìáóóå ìéîåêîï-á÷�ïíá�îùèæõîëãéê ó ïðåòáãéñíé óõðåòðïúéãééá. á. þÁÓÏ×ÓËÉÈ (íÏÓË×Á)÷ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1℄, [2℄. òÁ-ÎÅÅ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ × ËÌÁÓÓÅ (L;K) ÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ L Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉK [2℄. ÷ ËÌÁÓÓÅ (L;K) ÂÙÌÉÎÁÊÄÅÎÙ ×ÓÅ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÓÞÅÔÎÙÍ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ(L; S) ÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ S.ðÏÓÔÒÏÅÎÏ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S-�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ S-ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ.âÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� �; � = �(0);�(1); :::; �(t); :::; �(t) 2 E2; t = 0; 1; ::: ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÆÏÒÍÁÌØ-ÎÙÊ ÒÑÄ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �: �(�) = 1Xt=0 �(t)�t:382



ðÏÌÏÖÉÍ R2 = f �(�) j � 2 E12 g ;PR2 = f �(�) j � 2 E12 ;�| �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ (Ó �ÒÅÄ�ÅÒÉÏÄÏÍ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ g :îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R2 ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÅÄÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅ-ÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ �i =P1t=0 �i(t)�t, i = 1; 2. ðÏÌÏÖÉÍ:�1(�) + �2(�) = 1Xt=0 (�1(t) + �2(t)) �t;�1(�) � �2(�) = 1Xt=00� tXj=0 �1(j) � �2(t� j)1A �t:íÎÏÖÅÓÔ×Ï PR2 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÏÌØ�ÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÂÕÄÕÞÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ × ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÍ×ÉÄÅ, ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1,PR2 = f u(�)=v(�) j u; v 2 E2[�℄; v(0) = 1 g :ðÕÓÔØ n 2 N , �i 2 PR2, i = 0; 1; : : : ; n. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f (x1; : : : ; xn)ÉÚ Rn2 × R2, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �i, �i 2 R2, i = 1; 2; : : : ; n, ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏÍ f (�1; �2; : : : ; �n) = nXi=1 �i�i + �0;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ. äÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f (x1; x2; : : : ; xn), ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ,�ÏÌÏÖÉÍ U(f) = f �i j i = 1; 2; : : : ; n g ;Á �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xi ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ�i, ÂÕÄÕÞÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ × ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÍ ×ÉÄÅ, ÉÍÅÅÔ ÞÉÓÌÉÔÅÌØÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ 1.þÅÒÅÚ L ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M 0, M 0 � L; �ÏÌÏÖÉÍ:U(M 0) = [f2M 0U(f):îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å L ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ(�ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ËÁ). úÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M 0, M 0 � L, �Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ÓÕ�ÅÒ�Ï-ÚÉ�ÉÉ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ S(M 0). íÎÏÖÅÓÔ×ÏM 0, M 0 � L, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ383



S-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ S(M 0) = M 0. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M 0, M 0 � L, ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ S-�ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ S(M 0) = L. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M 0, M 0 � L, ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ S-�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ M 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ S-�ÏÌÎÙÍ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊf , f 2 L nM 0, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M 0 [ ffg Ñ×ÌÑÅÔÓÑ S-�ÏÌÎÙÍ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏS-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ S-ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ×ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M 0, M 0 � L, ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï S(M 0) = L ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÎÅ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M 0 ÎÉ × ÏÄÉÎÉÚ ËÌÁÓÓÏ× �, � 2 
. S-ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÎÅÅ ÎÅÌØÚÑ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙÏÓÔÁ×ÛÅÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÏ ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÄÒÏÂÉ u=v ÉÚ PR2, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ (u; v) = 1.ðÏÌÏÖÉÍ: 1 + �PR2 = f 1 + � � u=v j u=v 2 PR2 g :M1 = � a+ �2 � u=v j a 2 E2; u=v 2 PR2 	 ;M0 = f u=v j u=v 2 PR2; degu � deg v g :ðÕÓÔØ p1,p2,: : : | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÒÉÞÅÍp1 = �. ðÏÌÏÖÉÍ:Mi = f u=v j u=v 2 PR2; (v; pi) = 1 g ;i = 2; 3; : : : .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × L.Ta = f f j ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �i(�); �i(�) 2 R2; �i(0) = a;i = 1; 2; : : : ; n; ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ f (�1(�); �2(�); : : : ; �n(�)) (0) = a g ;a = 0; 1; V1 = f f jf ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ g ;VÎ = f f jf ÉÍÅÅÔ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ g ;M (pi) = f f j U(f) �Mi g ;384



i = 1; 2; : : : ; M = f f j U(f) �M0 g ;þÅÒÅÚ 
s ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï:f T0; T1; V1; VÎ;M;M(pi) j i = 1; 2; 3; : : : g :éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï 
s Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ S-ËÒÉÔÅÒÉÁÌØ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ × L, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ S-�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å×Õ É ó. ÷. áÌÅ-ÛÉÎÕ ÚÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ �ÏÄÄÅÒÖËÕ × ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. üÌÅÍÅÎÔÙÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: íçõ, 1978.2. þÁÓÏ×ÓËÉÈ á. á. ï �ÏÌÎÏÔÅ × ËÌÁÓÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× //íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | í.: îÁÕËÁ, 1991. |÷Ù�. 3. | ó. 140{166.
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óÅË�ÉÑ�äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ�
òáúìïöåîéå óìõþáêîïçï �åîúïòáúáäáîîïçï �åîúïòîïçï òáîçá îáä ðïìåí GF (2)á. ñ. âÅÌÑÎËÏ× (íÏÓË×Á)óÔÁ×ÉÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÍ ÎÁ ×ÈÏÄÅ d-ÉÎÄÅËÓ-ÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ti1:::id 2 GF(2),Ti1:::id = rX�=1 t1;�i1 : : : td;�id ; 1 � i1 � n1; : : : ; 1 � id � nd; (1)Á ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÅÍ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ (1), �ÒÉÞÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ×ÓÅ tÆ;�iÆ ÂÙÌÉ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÙ ËÁË ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÉÚ GF(2) (0 É 1 ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ). ðÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÉÍÙ-ËÁÅÔ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑÍ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍ × [1℄.ðÒÑÍÏÊ �ÅÒÅÂÏÒ ×ÅÌÉÞÉÎ tÆ;�iÆ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÏÂßÅÍÏÍ 2(n1+:::+nd)r.ìÉÎÅÊÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÑ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (1) ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁ-ÔÉÔØ ÏÂßÅÍ �ÅÒÅÂÏÒÁ �ÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ × r! ÒÁÚ. ïÄÎÁËÏ É �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ�ÒÑÍÏÊ �ÅÒÅÂÏÒ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ�ÒÉÅÍÌÅÍÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÉÍ.ðÏËÁÖÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÞÅÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ-×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (1). ðÕÓÔØ XÆ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ(�1; : : : ; �nÆ ) ÜÌÅÍÅÎÔÏ× GF(2), Á T (x) = T (x1; : : : ; xd) ÅÓÔØ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X = X1 � : : :�Xd d-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑT (x) = n1Xi1=1 : : : ndXid=1Ti1:::idxi11 : : : xidd == rX�=1 dYÆ=1 
tÆ;�; xÆ� = rX�=1 dYÆ=1 nÆXiÆ=1 tÆ;�iÆ xiÆÆ :óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ 0 � r1 � r, �ÏÌÏÖÉÍ r2 = r � r1, T = T 1 + T 2, ÇÄÅT 1(x) = r1X�=1 dYÆ=1 
tÆ;�; xÆ� ; T 2(x) = rX�=r1+1 dYÆ=1 
tÆ;�; xÆ� :386



îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎ tÆ;�iÆ ×ÌÅÞÅÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÏÂÙ-ÔÉÊ T i(x) = � i, i = 1; 2. �ÁË ËÁË 0 = 0 + 0 = 1 + 1, 1 = 1 + 0 = 0 + 1,ÔÏ P(T = 0) = P(T 1 = 0)P(T 2 = 0) + P(T 1 = 1)P(T 2 = 1);P(T = 1) = P(T 1 = 1)P(T 2 = 0) + P(T 1 = 0)P(T 2 = 1);ÔÁË ÞÔÏP(T = 0)�P(T = 1) = (P(T 1 = 0)�P(T 1 = 1))(P(T 2 = 0)�P(T 2 = 1))(ÚÄÅÓØ T = T (x), T 1 = T 1(x), T 2 = T 2(x)). ÷×ÅÄÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ tr(x) =P(T (x) = 0) � P(T (x) = 1), �ÏÄÞÅÒËÉ×ÁÀÝÅÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ r É ÏÔx, �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÆÏÒÍÕÌÕ × ×ÉÄÅ tr(x) = tr1(x)tr2(x).�ÅÏÒÅÍÁ. 1: úÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ tr(x) ÏÔ r ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÁ:P(T (x) = 0)� P(T (x) = 1) = t1(x)r :2: äÌÑ t1(x) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁt1(x) = � 1� 21�d; ÅÓÌÉ ×ÓÅ x1; : : : ; xd ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ;1; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ×ÓÅ x1; : : : ; xd ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ; ÔÏP(T (x) = 0)� P(T (x) = 1) = (1� 21�d)r: (2)îÁÍÅÔÉÍ × ÏÂÝÉÈ ÞÅÒÔÁÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ (1) �Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å Ti1:::id ,ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÎÁÎÉÅ ÔÁÂÌÉ-�Ù �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ T (x) É Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ T (x). ÷ÁÖÎÅÊÛÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ | ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØÆÏÒÍÕÌÙ (2), ÄÌÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁËÏ-�ÉÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ ÓÏÂÙÔÉÊ T (x) = � , � 2 f0; 1g. åÓÌÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÔØÜÔÏ ÎÁËÏ�ÌÅÎÉÅ, ×ÁÒØÉÒÕÑ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ x1; : : : ; xd, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑÏ�ÅÎËÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (2).üÔÁ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÕËÁÖÅÔ ÎÁ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ �ÒÏÂÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ(t1; : : : ; td) (tÆ 6= 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ Æ) Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ (t1;� : : : ; td;�), 1 � � � r. äÌÑÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÌÏÖÉÍ � = r1 = 1 É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÎÁËÏ�ÌÅÎÉÅ ÓÏÂÙ-ÔÉÊ T (x) = � , ÏÇÒÁÎÉÞÉ× ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÔÅÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ x1; : : : ; xd,387



ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 
t1; x1� : : : 
td; xd� = 0, Ô. Å. (�ÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ)× ÔÏÞÎÏÓÔÉ T 1(x) = 0, P(T 1 = 0)� P(T 1 = 1) = 1. �ÏÇÄÁP(T = 0)� P(T = 1) = 1 � (P(T 2 = 0)� P(T 2 = 1)) = (1� 21�d)r�1(ÍÙ �ÒÉÍÅÎÉÌÉ ÌÅÄÓÔ×ÉÅ Ë T 2(x) É ÕÞÌÉ, ÞÔÏ r2 = r�1). óÏ×�ÁÄÅÎÉÅÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÅÔÓÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉ ÚÎÁÞÉÍÙÍ �Ï×ÙÛÅÎÉÅÍ Ï�ÅÎËÉ ÌÅ×ÏÊÞÁÓÔÉ (2): (1 � 21�d)r�1 > (1 � 21�d)r. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÍÉ x1; : : : ; xd, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 
t1; x1� : : : 
td; xd� = 1,�ÒÉ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÉ ÄÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á T 1(x) = 1, P(T 1 = 0) � P(T 1 = 1) =�1 É P(T = 0)� P(T = 1) = �(1� 21�d)r�1:òÁÚ×ÉÔÉÅ É ÄÅÔÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÜÔÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÄÅÌÑÔØÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÅ tÆ , ËÏÍ�ÏÎÏ×ÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÅ�ÁÒÙ É Ô. Ä., ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ (t1; : : : ; td) É �ÏÌÕÞÁÑ �ÒÉÅÍÌÅÍÙÊÏÂßÅÍ �ÅÒÅÂÏÒÁ.÷Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ �Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÊ ÔÒÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÂÌÉÚËÏÊ �Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍ Ë ÔÒÉÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÅ tr(ABC) ÏÔ 3 � 3-ÍÁÔÒÉ� A;B;C ÎÁÄ GF(2). áÌÇÏÒÉÔÍÕ×ÅÒÅÎÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁ ÍÉÎÕÔÙ ÎÁ ÏÂÙÞÎÏÍ ÎÏÕÔ-ÂÕËÅ.ïÄÎÁËÏ �Ï�ÙÔËÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑÔÅÎÚÏÒÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÙ tr(ABC) (ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÏÄÏÂ-ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ É ÎÁ�ÅÌÅÎÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ) �ÏËÁ ÎÅ �ÒÉ×ÅÌÁ ËÕÓ�ÅÈÕ. �ÒÕÄÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ, �Ï×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÚ ×ÅÓØÍÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÙ tr(ABC). äÁÖÅ �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÎÁÄ �ÒÏÓÔÅÊ-ÛÉÍ �ÏÌÅÍ GF(2) ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÎÚÏÒÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÉÍ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÅÌÑÎËÏ× á. ñ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ 5 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2010. | ó. 470{472.
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ï óõýåó�÷ï÷áîéé ÷ïóó�áîá÷ìé÷áàýåçïîáðòñöåîéñí. ä. ëÏ×ÁÌ£× (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÉÚ ÒÙÞÁÇÏ×É ÛÁÒÎÉÒÏ× × �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ. ðÏ-ÌÕÞÅÎ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÒÁÎÅÅ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ [1℄. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÒÉ×ÅÄ£Î�ÒÉÍÅÒ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ×ÓÅÈ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÎÉÒÏ×, ÚÎÁÑ Å£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÎÁ�ÒÑ-ÖÅÎÉÊ É �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁËÒÅ�Ì£ÎÎÙÈ ÛÁÒÎÉÒÏ×, ÏÄÎÁËÏ, ÜÔÏÇÏ ÎÅÌØÚÑÓÄÅÌÁÔØ ÚÎÁÑ ÎÅ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÊ Á ÌÉÛØËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅûÁÒÎÉÒÎÉËÏÍ p ÎÁÚÙ×ÁÅÍ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G(V;E); jEj = r,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ [2℄, × �ÌÏÓËÏÓÔØ. ðÒÉÜÔÏÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÔÏÞËÉ (ÛÁÒÎÉÒÙ), Á Ò£ÂÒÁÍ | ÏÔ-ÒÅÚËÉ �ÒÑÍÙÈ (ÒÙÞÁÇÉ). ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G(V;E), Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÛÁÒ-ÎÉÒÙ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ä×ÕÈ ÓÏÒÔÏ×: Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ (�ÕÓÔØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ m , ÉÚÁËÒÅ�Ì£ÎÎÙÅ (�ÕÓÔØ ÉÈ ÞÉÓÌÏ n). üÔÏ �ÏÇÒÕÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÍÙÓÌÉÔØËÁË �ÌÏÓËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÒÙÞÁÇÏ×, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈÛÁÒÎÉÒÁÍÉ, �ÒÉÞ£Í, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÛÁÒÎÉÒÏ× Ö£ÓÔËÏ ÚÁËÒÅ�ÌÅÎÙ ×�ÌÏÓËÏÓÔÉ.ðÕÓÔØ pi | ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ i-ÇÏ ÛÁÒÎÉÒÁ. õÓÌÏ×ÉÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÓÉÌ,�ÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ Ë i-ÍÕ Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ÛÁÒÎÉÒÕ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÍÅÖÎÙÈ ÛÁÒ-ÎÉÒÏ×, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Xj !ij(pj � pi) = 0;ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÛÁÒÎÉÒÁÍ pj , ÓÍÅÖÎÙÍ Ó pi,Á ÓËÁÌÑÒ !ij=!ji | ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ ÒÙÞÁÇÁpipj . åÓÌÉ × R2 ÚÁÄÁÎ ÛÁÒÎÉÒÎÉË p, ÔÏ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ!=f!ijg Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊXj !ij(pj � pi) = 0; 1 � i � m: (1)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÊ ! ÚÁÄÁÎÎÏÇÏÛÁÒÎÉÒÎÉËÁ p ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W (p) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W r, ×ÓÅÈ ÍÙÓÌÉÍÙÈÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÊ ÒÙÞÁÇÏ× ÛÁÒÎÉÒÎÉËÁ Ó ÇÒÁÆÏÍ G(V;E).389



úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ p0m+1; :::; p0m+n ÚÁËÒÅ�ÌÅÎÎÙÈ ÛÁÒÎÉÒÏ×× R2. ðÕÓÔØ W (p0) | ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ! = f!ijg ÓÉÓÔÅÍÙÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1) �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ p1 = p01; :::; pm = p0m.úÁÆÉËÓÉÒÏ×Á× ! É ÓÞÉÔÁÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÙ p1; p2; :::; pm Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÛÁÒÎÉÒÏ×, �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ (1) ÔÁË( Xj;(vi;vj)2E !ij)pi � Xj;(vi;vj)2E1 !ijpj = Xj;(vi;vj)2E2 !ijp0j ; 1 � i � m:íÁÔÒÉ�Á 
 = 
(!) ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ. ðÕÓÔØp(!) = (p1(!); :::; pm(!)) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ f!ijg = ! 2 W (p0). íÙÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÛÁÒÎÉÒÎÉË p0 ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ �Ï Ó×ÏÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÊ W (p0) �W r, ÅÓÌÉ\!2W (p0) p(!) = p0:õÓÌÏ×ÉÅ det
(!) 6= 0; (2)ÇÄÅ ! | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ W (p0), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍÏÓÔÉ ÛÁÒÎÉÒÎÉËÁ p0 �Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÅÇÏÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÊ.åÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2), ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÛÁÒÎÉÒÎÉË p0×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ �Ï ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÀ !, Á ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅ ! ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÓÓÔÁ-ÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÍ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ×Ï�ÒÏÓ: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÕÓÌÏ-×ÉÅ (2) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍÏÓÔÉ ÛÁÒÎÉÒÎÉËÁ p0 × ÓÌÕÞÁÅÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W (p0)? äÌÑ ÛÁÒÎÉÒÎÉËÏ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊÏÔ×ÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ [3℄. éÓÓÌÅÄÕÑ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÒÁÚÕÍÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ-ÓÑ [2, 3℄ ÌÉÛØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÛÁÒÎÉÒÎÉËÏ× Ó ÒÙÞÁÇÁÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊÄÌÉÎÙ, É ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÎÁ ×ÓÅÈ ÒÙÞÁÇÁÈ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅ. ïÔ-ÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÛÁÒÎÉÒÎÉËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÅÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ !ij > 0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÁÕÔÉÎÎÙÍÉ, É ÏÎÉ ×ÏÓÓÔÁ-ÎÏ×ÉÍÙ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÀ [4℄.íÙ �ÒÉ×ÅÄ£Í �ÒÉÍÅÒ, ÄÁÀÝÉÊ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ. ûÁÒÎÉÒÎÉË �ÒÉÍÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÍÙÓÌÉÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒ-ÄÉÎÁÔ × �ÌÏÓËÏÓÔÉ. úÁËÒÅ�Ì£ÎÎÙÅ ÅÇÏ ÛÁÒÎÉÒÙ ÌÅÖÁÔ × ÔÏÞËÁÈ390



(1; 0); (0; 1); (�1; 0); (0;�1). ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÖÅ ÛÁÒÎÉÒÙ ÌÅÖÁÔ × ×ÅÒÛÉ-ÎÁÈ ÔÒ£È ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ka;Kb;K. ÷ÅÒÈÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙË×ÁÄÒÁÔÏ× Ka; Kb;K ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (0; 1 + a); (0; 1 + a + b) É(0; 1+ a+ ) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ûÁÒÎÉÒÙ ×ÎÅÛÎÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Kb É KÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÙÞÁÇÁÍÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ka. ñÓ-ÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÙÞÁÇÏ× ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÜÔÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÍÅ-ÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅ, ÔÏ É ×ÓÅ ÒÙÞÁÇÉ ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÍÅÀÔÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅ. üÔÉ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÒÙÞÁÇÏ×, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ Ë �ÅÎÔÒÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. äÌÑ ÏÄ-ÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÎÉ ÔÏÖÅ ×ÓÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù. ðÕÓÔØ wb É w | ÎÁ�ÒÑ-ÖÅÎÉÑ ÒÙÞÁÇÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÛÁÒÎÉÒÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Kb É K Ó Ka, Áw | ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ ÒÙÞÁÇÏ×, ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÚÁËÒÅ�Ì£ÎÎÙÈ ÛÁÒÎÉÒÏ×× ×ÅÒÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ka. úÄÅÓØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÎÁ�ÒÑÖÅ-ÎÉÊ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × Î£Í ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙw;wb; w.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ a = 1; b = 2;  = 2 (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë×Á-ÄÒÁÔÙ Kb É K ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑ! ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÎÉÒÎÉËÁ det 
(!) = 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÛÁÒÎÉÒÎÉË ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÍ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÅÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÄÒÏ ÍÁÔÒÉ-�Ù 
(!) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ×ÅËÔÏÒÁÍÉ[0; 0; 0; 0; w; �w; w; �w; �wb; wb; �wb; wb; ℄ :ïÔËÕÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑÍ ÛÁÒÎÉÒÎÉËÁ, ÓÏÓÔÏÉÔÌÉÛØ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛ ÛÁÒÎÉÒÎÉË ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍ�Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏ×ÁÌÅ×í. ä. ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍÏÓÔÉ ÛÁÒÎÉÒÎÉËÏ× �Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÑÍ // éÚ×ÅÓÔÉÑ òáî. óÅÒÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ. | 1997. |T. 61. | ó. 37{66.2. ëÏ×ÁÌÅ×í. ä. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÛÁÒÎÉÒÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ× //éÚ×ÅÓÔÉÑ òáî. óÅÒÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ. | 1994. | T. 58, � 1. |ó. 45{70.3. ëÏ×ÁÌÅ× í. ä. ï ÛÁÒÎÉÒÎÉËÁÈ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÍÙÈ �Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍÕ ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÀ // úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé. | 2003.|�. 299. | ó. 169{192.4. Connelly R. Rigidity and Energy // Invent. Math. | 1982. |V. 66, � 1. | P. 11{33.
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ó÷ïêó�÷á ëìáóóï÷ áææéîîïêüë÷é÷áìåî�îïó�é çåïíå�òéþåóëéè ïâòáúï÷á÷�ïîïíîùè á÷�ïíá�ï÷ä. ï. íÁÔÏ× (óÁÒÁÔÏ×)ðÕÓÔØ A = (S;X; Y; Æ; �) | ÓÉÎÈÒÏÎÎÙÊ ëäá ÔÉ�Á íÉÌÉ. ðÕÓÔØjX j = n, jY j = m. ó ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ (A; s) Ó×ÑÚÁÎÏ Á×ÔÏÍÁÔ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �sA : X� ! Y �. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ (A; s) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ [1℄:1) ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X !f1; 2; : : : ; ng.2) ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ ~X �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á � ËÁË ÏÔÒÅÚÏË [0; n+1℄.3) ëÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×Õ p = xi1 : : : xik ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÞËÕ ~x 2 Q ÎÁ ÏÓÉÁÂÓ�ÉÓÓ: ~x = f(xi1)(n+ 1)0 + f(xi2)(n+ 1)1 + : : :+ f(xik )(n+ 1)k�1 :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ gÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y É ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ m, ÏÓØ ÏÒÄÉÎÁÔ ~Y �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á � É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÏ× ÉÚ Y � ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.ëÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ (p; q) 2 �sA × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å � ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÓËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (~x; ~y), ÇÄÅ~x = kXj=1 f(xij )(n+ 1)j�1 ; p = xi1 : : : xik ;~y = kXj=1 g(yij )(m+ 1)j�1 ; q = yi1 : : : yik :íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ �ÁÒ (~x; ~y) �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÏÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ 
sA Á×ÔÏÍÁÔÁ (A; s).ä×Á ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ-ÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÄÒÕÇÏÇÏ ÏÂÒÁÚÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÔÏÞÅÞÎÙÍ ÁÆÆÉÎ-ÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. 392



ëÌÁÓÓ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ jSj = NÉ jY j =M ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ K(N;M). �ÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØËÌÁÓÓ K(�;M) = SK(N;M); N = 1; 2; : : : ;1, Ô. Å. ×ÓÅ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÅÁ×ÔÏÍÁÔÙ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 
(�;M) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× Á×-ÔÏÍÁÔÏ× ÉÚ K(�;M). âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×, �ÕÔÅÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÒÁÚ
i 2 
(�;M) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÒÁÚ 
j 2 
(�;M). ÷ ÄÁÎÎÏÊÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄËÌÁÓÓ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:~x0 = ~x; ~y0 = a~y + b(ÚÄÅÓØ ~x; ~y| ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ~x0; ~y0 | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊÔÏÞËÉ).âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ 
i;
j ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍ ×É-ÄÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÅÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÏ ×ÓÅÍÔÏÞËÁ ÉÚ 
i �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 
j .âÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � � 
2, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ �ÁÒÁÍÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÉ-ÍÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
(�;M) É ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3℄ É [4℄ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ×. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× Á×ÔÏÎÏÍÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ �ÅÒÅÎÏÓÉÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉÔÏÞÅË ÏÂÒÁÚÏ× ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ×ÙÈÏÄÎÙÍÉ ÒÅÁË�ÉÑÍÉ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ A;B | �ÁÒÁ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ 
(A) É 
(B) ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ. ðÕÓÔØ ÒÅ-ÁË�ÉÉ ÜÔÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÓÌÏ×Ï p 2 X� ÉÍÅÀÔ ×ÉÄqA = yi1yi2 : : : yik É qB = yj1yj2 : : : yjk . �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ �ÁÒÁ (a; b) ÚÁ-ÄÁÅÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÑ 
(A) É 
(B),ÔÏ ÎÏÍÅÒÁ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ qA É qB,Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:g(yi1) = a � g(yj1) + b;g(yit) = a � g(yjt); 2 � t � k;ÇÄÅ g(y) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÍÅÒ ÓÉÍ×ÏÌÁ y × ×ÙÈÏÄÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ.ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Á×ÔÏÎÏÍÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ A ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ× ×ÉÄÅ ÅÇÏ ÒÅÁË�ÉÉ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÜÔÕ ÒÅÁË�ÉÀ ÞÅÒÅÚ w(A). ïÞÅ×ÉÄÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ:393



ìÅÍÍÁ 2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ w(A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ,ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ, �ÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÁ × ×ÉÄÅ w(A) = p(t), ÇÄÅ p; t 2 Y � | ÜÔÏ �ÒÅÄ�ÅÒÉÏÄ É �ÅÒÉÏÄ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ �ÅÒÉÏÄÏ×:�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ 
(A) É 
(B) ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÙ, ÔÏ ÄÌÉÎÙ �ÅÒÉÏÄÏ×w(A) É w(B) ÒÁ×ÎÙ.ðÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÕ A 2 K(�;M), ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÅÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 É Ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÌÅÍÍÕ 1, ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ×ÓÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Ó 
(A) × ÏÄÎÏÍËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ É ÍÏÝÎÏÓÔÉ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. íÏÝÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁ-ÚÏ× ËÒÁÔÎÁ M .�ÅÏÒÅÍÁ 3. íÏÝÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ M2, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ M , ÞÔÏ lM � 1, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ M2 ÏÂÒÁÚÏ×.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �Ñ�ÁÅ× ì. â. òÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏ-ÍÁÔÏ× ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ // éÚ×. óÁÒÁÔ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ.íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. éÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ. | 2006. | �. 6, ×Ù�. 2. |ó. 121{133.2. �Ñ�ÁÅ× ì. â., íÁÔÏ× ä. ï. âÁÚÉÓÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÄÌÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× // ëÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÎÁÕËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ.íÁÔÅÒÉÁÌÙ íÅÖÄÕÎÁÒ. ÎÁÕÞ. ËÏÎÆ. | óÁÒÁÔÏ×, 2009. | ó. 201{204.3. íÁÔÏ× ä. ï. ëÌÁÓÓÙ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× Á×ÔÏÎÏÍÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // ëÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÎÁÕËÉ ÉÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÎÁÕÞ. ËÏÎÆ. | óÁÒÁÔÏ×,2010. | ó. 103{108.4. íÁÔÏ× ä. ï. áÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁ-ÚÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.íÁÔÅÒÉÁÌÙ íÅÖÄÕÎÁÒ. ÎÁÕÞ. ËÏÎÆ. | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 2011. |ó. 303{306.
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óõâï�îïûåîéå û�åêîåòá ó�åðåîé 4å÷ëéäï÷ïê ðìïóëïó�éå. é. óÔÅ�ÁÎÏ×Á (íÏÓË×Á)ûÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅËM × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÊÔÉ ÎÁÂÏÒ ËÒÉ×ÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ. òÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÊ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆ-ÄÅÒÅ×Ï, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ËÌÀÞÁÅÔÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÔÏÞÅË É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄÒÕÇÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ ûÔÅÊ-ÎÅÒÁ, É ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ smt(M). ðÒÏÂÌÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ × ÓÌÕ-ÞÁÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ NP-�ÏÌÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÔØ ÅÅ Ó×ÑÚØ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ É Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÅÊ×ÅÌÉÞÉÎÙ.åÓÌÉ ÍÙ ÚÁ�ÒÅÔÉÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÄÅÒÅ×Å-ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ, ÔÏ �Ï-ÌÕÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÏÓÔÏ×ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï.ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÊÎÅÒÁ Ë ÄÌÉ-ÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍûÔÅÊÎÅÒÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÉÎÆÉÍÕÍÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ûÔÅÊÎÅÒÁ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÔÏÞÅË × ÄÁÎÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÎÏ ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅ p3=2 [1, 3℄. ÷ 1968 ÇÏÄÕ çÉÌØÂÅÒÔ É ðÏÌÌÁË ×ÙÄ×ÉÎÕÌÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ,ÞÔÏ ÄÌÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ p3=2, ÏÄÎÁËÏÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.úÁÄÁÞÁ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ é×ÁÎÏ×ÙÍ É �ÕÖÉÌÉÎÙÍ × [2℄.úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÉÓËÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ×ÅÓÁ, ÚÁ-ÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÄÁÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï M ÔÁË,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÅÓ ÌÀÂÏÇÏ�ÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÉÈ × ÇÒÁÆÅ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ× ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ÅÓ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ mf(M).íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ûÔÅÊÎÅÒÁ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ó×ÑÚÁ-ÎÙ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÂÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ûÔÅÊÎÅÒÁ. ïÎÏÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ×ÅÓÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÄÌÉÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÊÎÅÒÁ.�ÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÓÕÂÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ûÔÅÊÎÅÒÁ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍÔÏÞÅË × ÄÁÎÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X, ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË × ËÏÔÏÒÙÈÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÔÏÞÅÞÎÙÍ ÓÕÂÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ûÔÅÊ-395



ÎÅÒÁ, ÉÌÉ ÓÕÂÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ssrn(X). éÎÆÉÍÕÍ ÓÕÂÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑ ûÔÅÊÎÅÒÁ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÔÏÞÅË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÂÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍûÔÅÊÎÅÒÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ssr(X).÷ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÊÎÅÒÁ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁ-�ÏÌÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÅÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. ïÓÔÁÌØ-ÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÉÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ�ÏÎÑÔÉÊ × ÓÌÕÞÁÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 [1, 2, 3, 4℄.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ûÔÅÊÎÅÒÁ ÉÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ÷ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÊÎÅÒÁ ×R2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ. ÷ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÒÅÂÒÁ-ÏÔÒÅÚËÉ ÓÈÏÄÑÔ-ÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2�=3:ëÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÊÎÅÒÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ-�ÅÎØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÔÒÅÈ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔÓÔÅ�ÅÎØ 3.�É� ÄÅÒÅ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.ïÄÎÁËÏ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÉ-ÎÁÒÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ-�ÅÎØ 1, Á ×ÓÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 3.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ Mn. ðÕÓÔØpi; ÇÄÅ i = 1; 2; : : : ; n, | ÜÌÅÍÅÎÔÙ Mn, �ij | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕÔÏÞËÁÍÉ pi É pj .õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ÷ÅÓ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÔÒÅÈ ÔÏÞÅË ×ÌÀÂÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �Ï ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ: mf(M3) = �12 + �23 + �312 :õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. ÷ÅÓ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË× ÌÀÂÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �Ï ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÅ:mf(M4) = 12�min f�12 + �34; �13 + �24; �14 + �23g+max f�12 + �34; �13 + �24; �14 + �23g�:396



é×ÁÎÏ×ÙÍ É �ÕÖÉÌÉÎÙÍ × [2℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈÔÏÞÅË ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÂÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ p3=2, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, É ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Á×ÔÏÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÂÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ Å×-ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ p3=2, �ÒÉÞÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÅÓÁ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÄÌÉÎÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ûÔÅÊÎÅÒÁ ÒÁ×ÎÏ ÜÔÏ-ÍÕ ÞÉÓÌÕ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÂÏËÉÈ ÔÒÁ�Å�ÉÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ×ÉÄÎÙ ÉÚ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �=3.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ á. ï. é×ÁÎÏ×Á, á. á. �ÕÖÉÌÉÎÁ ÚÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÓÅÍÉÎÁÒÁ �íÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÅ ÓÅÔÉ�, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÇÏ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅíçõ, ÚÁ �ÒÏÑ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÏÂÓÕÖÄÅ-ÎÉÑ É ÄÉÓËÕÓÓÉÉ.òÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏ-ÅËÔ �10-01-00748-Á), ÇÒÁÎÔÁ �ÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁ-ÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ (�ÒÏÅËÔ îû-3224.2010.1), ðÒÏÇÒÁÍÍÙ òÁÚ×ÉÔÉÅ ÎÁÕÞÎÏ-ÇÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ (�ÒÏÅËÔ òîð 2.1.1.3704) É æãð îÁÕÞ-ÎÙÅ É ÎÁÕÞÎÏ-�ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÁÄÒÙ ÉÎÎÏ×Á�ÉÏÎÎÏÊ òÏÓÓÉÉ ÎÁ 2009-2013 ÇÏÄÙ (ÎÏÍÅÒÁ çÏÓËÏÎÔÒÁËÔÏ×: 14.740.11.0794 É 02.740.11.5213).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. é×ÁÎÏ× á. ï., �ÕÖÉÌÉÎ á. á. �ÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÓÅÔÅÊ. |íÏ., éÖÅ×ÓË: éÎÓÔÉÔÕÔ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, 2003.2. é×ÁÎÏ× á. ï., �ÕÖÉÌÉÎ á. á. ïÄÎÏÍÅÒÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ çÒÏÍÏ×Á ÏÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÉÉ // íÁÔÅÍ. óÂÏÒÎÉË. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.3. Cieslik D. The Steiner ratio of metri spaes. A Report. |Preprintreihe Mathematik, 2010.4. Ivanov A. O., Tuzhilin A. A. One-dimensional Gromov minimal�lling // arXiv:1101.0106v2 [math.MG℄ (http://arxiv.org)

397



ï óéííå�òéþîùè íîïçïçòáîîéëáè óîåóéííå�òéþîùíé çòáîñíé÷. é. óÕÂÂÏÔÉÎ (îÏ×ÏÞÅÒËÁÓÓË)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈÚÁÍËÎÕÔÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.úÁÍËÎÕÔÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-ÎÕ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÓØ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ-×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ É �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÕÀ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. ú×ÅÚÄÏÊ ÇÒÁÎÉ á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ-×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÇÒÁÎÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ Ó ÇÒÁÎØÀ á ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ×ÅÒ-ÛÉÎÕ. ãÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.òÁÎÅÅ [1℄ ÂÙÌÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÇÒÁÎÅÊ, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÉÍ ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × [1℄ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÏ× ÉÍÅÀÔÓÑ ×ÏÓÅÍØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÄÁÖÅ ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÉÌÉ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÍ (�ÏÌÕ�ÒÁ-×ÉÌØÎÙÍ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁ-ÝÅÎÉÑ ÇÒÁÎÅÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑËÁË ÆÉÇÕÒÁ, ÏÔÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÉÍÅÅÔ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ L,�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÎÅ£, É ÏÓØ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄÏË ÏÓÉ L ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÍÅÎØÛÅ �ÏÒÑÄËÁ ÏÓÉ L ÇÒÁÎÉ.çÒÁÎØ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ. îÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÇÒÁÎØ F ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × Ú×ÅÚÄÕ F , ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙ. åÓÌÉ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ËÁÖÄÁÑ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÁÎØ ÉÚÏÌÉÒÏ-×ÁÎÁ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË× ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍÓ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ (ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ 1-ÇÏËÌÁÓÓÁ). ðÏÑÓÏÍ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ Ó�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ É Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÔÏÌØËÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÏÂÝÅÍÕ ÒÅ-ÂÒÕ; �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ÇÒÁÎØ �ÏÑÓÁ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ398



Ó �ÅÒ×ÏÊ ÇÒÁÎØÀ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ËÁÖÄÁÑ ÎÅ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÁÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÄÉÎ É ÔÏÌØËÏ × ÏÄÉÎ �ÏÑÓ,É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÑÓÁ ò ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÇÒÁÎØ G ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ �ÏÑÓÁ ò ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÂÒÏ Ó G, ÉËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÎÉ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉ �ÏÑÓÁ ò(ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ 2-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ| Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ�ÏÑÓÁÍÉ). éÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ú×ÅÚÄÁ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, �ÏÍÉÍÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏÄ×Å ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÉ: �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÒÁÎØ �Ï-ÑÓÁ.îÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÅÔÏÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×,ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÇÒÁÎÅÊ, × ÒÁÎÅÅ ÁÎÏÎ-ÓÉÒÏ×ÁÎÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. îÉÖÅ ÄÁÎÙ ÎÁÂÒÏÓËÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅ-ÏÒÅÍ Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ É Ï �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Ó ÉÚÏÌÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ �ÏÑÓÁÍÉ. ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÔÏÞÎÏÅÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈËÌÁÓÓÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ �ÕÔ£Í ÕÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎÉÌÉ Ò£ÂÅÒ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÇÒÁÎÅÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ í | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ò , ÓÉÌØÎÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÓÅÊÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É ÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÓÅÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ í . íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ò Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ�ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉÏÓÑÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ í . íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ò ÍÏÖÎÏ �Ï�Ù-ÔÁÔØÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ í ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ í ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑ-ÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ í . ïÓÕ-ÝÅÓÔ×ÌÑÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÎÅÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÍÙ ÄÏÂØ£ÍÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÍÙÅ �ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ í , ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉË S Ó ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË S Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ É, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÁ ò , �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ �ÏÒÑÄËÉ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ò É S�ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË S É ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÅÊ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÇÒÁÎÑÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁí , �ÒÏ-399



Ú×ÅÓÔÉ ÏÔÓÅÞÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎ ÉÌÉ Ò£ÂÅÒ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ S. �ÅÏÒÅÍÁ 1ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÍÉ �ÏÑÓÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ: ÌÉÂÏ �ÕÔ£Í ÎÁÄÓÔÒÁÉ-×ÁÎÉÑ ÕÓÅÞ£ÎÎÙÈ ÏÓÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ �ÉÒÁÍÉÄ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ÎÅËÏÔÏÒÏ-ÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑÇÒÁÎÅÊ; ÌÉÂÏ �ÕÔ£Í ÏÔÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ É Ò£ÂÅÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÎÅÊÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË í , Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ �ÏÑÓÁÍÉ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÎØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁí , ÏËÒÕÖ£ÎÎÁÑ �ÏÑÓÏÍ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. óÄ×ÉÇÁÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØ-ÎÏ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ í �ÌÏÓËÏÓÔØ ÇÒÁÎÉ G, ÁÔÁËÖÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÅÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ, ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË S, ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ. �Å�ÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË S É �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉ Ó ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÇÒÁÎÉ G�ÉÒÁÍÉÄÕ. úÁÔÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÏÓÉ, ÏÔ-ÓÅÞØ ×ÅÒÛÉÎÕ �ÉÒÁÍÉÄÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ×Ù�ÕËÌÙÍ. ïÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÑ ÜÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, �ÏÌÕÞÉÍÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËí Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ �ÏÑÓÁÍÉ. åÓ-ÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÓÄ×ÉÇ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ G ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ËÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ, ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ, ÔÏ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÇÒÁÎÅÊ �ÏÑÓÁ, ÏËÒÕÖÁÀÝÅÇÏ ÇÒÁÎØ G, ÌÉÂÏ ÓÁÍÕ ÇÒÁÎØ G,�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁÅÍ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÏÔ �ÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁí ÎÁÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÌÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙ-ÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. �ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉ-ÓÌÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÔÉ�Ï× ËÁË ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÔÁË É Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÍÉ �ÏÑÓÁÍÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÅÒÉÉÕÓÅÞ£ÎÎÙÈ �ÒÉÚÍ, ÁÎÔÉ�ÒÉÚÍ, �ÉÒÁÍÉÄ, ÕÓÅÞ£ÎÎÙÈ �ÉÒÁÍÉÄ É ÂÉ�É-ÒÁÍÉÄ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÉÚÏ-ÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ �ÏÑÓÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ 302; ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉÇÒÁÎÑÍÉ ÒÁ×ÎÏ 182. C�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óÕÂÂÏÔÉÎ ÷. é. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ÓÉÌØÎÏ ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÒÁÝÅÎÉÑ // �ÒÕÄÙ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄ-ÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ �Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÕ �ÁÍÑÔÉ î. ÷. åÆÉÍÏ×Á(áÂÒÁÕ-äÀÒÓÏ, 5{11 ÓÅÎÔ. 2002Ç.)|òÏÓÔÏ×-ÎÁ-äÏÎÕ,2002.|ó. 77{78.400



îåðáòáíå�òéþåóëéå ïãåîëé üî�òïðéé éòáóó�ïñîéñ íåöäõ ó�òïëáíéå. á. �ÉÍÏÆÅÅ× (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÂÏÒÁ ÍÅÔÒÉËÉÄÌÑ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÜÎÔÒÏ-�ÉÉ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÍ ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÔÏÞËÉ.ðÕÓÔØ 
 = AN | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÁ×ÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ (A | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, N = f1; 2; : : :g). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ n + 1ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ �0, : : : , �n, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ× 
 É ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �Ï ÍÅÒÅ �. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �{ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ (ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÁ)×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ.�ÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÅÎÉÔØ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ ÍÅÒÙ �. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ(ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÎÁ ÓÉÍ×ÏÌ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËh = � limn!1 1nE ln�(Cn(�)); (1)ÇÄÅ Cn(x) = fy 2 
 : y1 = x1; : : : ; yn = xn)g.÷ [1℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÍÅÒ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ. äÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 
 Ó ÍÅÔÒÉËÏÊ � ÜÔÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�(k)n (�) = k �r(k)n (�)� r(k+1)n (�)� ; (2)r(k)n (�) = � 1(n+ 1) nXj=0 ln�mini:i6=j (k)�(�i; �j)� ; (3)ÇÄÅ min(k)fX1; : : : ; XNg = Xk, ÅÓÌÉ X1 � X2 � � � � � XN .ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÙ �0, : : : , �n ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ. îÅ-ÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ m = O(ln n)�ÅÒ×ÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÜÔÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÅÓÌÉ ÍÅÒÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ9� > 0 : �(Cn(x)) = O(e�n�); ÄÌÑ �� �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ x 2 
: (4)ðÏÄÞÅÒËÎÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÏ�ÅÎÏË ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ Ï�ÅÎËÉ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ 1=h | ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÜÎÔÒÏ�ÉÉ.401



âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÌÉÂÏ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÓÖÁÔÉÑ ìÅÍ�ÅÌÑ-úÉ×Á, ÌÉÂÏ ÎÁ ÍÅÔÏÄÅÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ (ÓÍ. ÏÂÚÏÒ × [1℄), É ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, r(k)n (�)= lnn. äÌÑ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ �ÏÞÔÉ×ÓÀÄÕ, ÎÏ ÔÁËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ × �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁ-ÞÁÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ log2 n � 30�40, Á ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÎÏËO(1= logn).äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ (2) ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ [1℄, ÎÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ | O(n�), ÇÄÅ  | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ÷ [2℄ ÂÙÌÁ�ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ Ï�ÅÎËÉ (2) ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÄ-ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ. ðÒÏ×ÅÒËÁ�ÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÏÓÔØ 0:01 ÄÌÑ n = 104. ÷ ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔÁÈ �ÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ ÍÅÔÒÉËÁ �0, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÎÅÓÏ×�Á-ÄÅÎÉÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÓÔÒÏË (ÍÅÔÒÉËÁ (5)  �(t) = 0).ïÄÎÁËÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÒÏÂÌÅ-ÍÁ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÕÀ �ÒÉÒÏÄÕ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÄÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ ÍÅ-ÒÙ É ÍÅÔÒÉËÉ �0 �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÍÅÝÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ logn ÄÌÑ ÔÅÈ ÍÅÒ, Õ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÍÅÒ Ï�ÅÎËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÍÅÝÅÎÎÏÊ. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÍÅÝÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÏ× ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ ÍÅÒÙ.èÏÒÏÛÅÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ × [2℄ Ó ÔÅÏÒÅÔÉ-ÞÅÓËÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ (h < 3) ÜÔÏ ÓÍÅÝÅÎÉÅ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÅ-ÌØÚÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ × ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅ. �ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑA = f0; 1g ÁÍ�ÌÉÔÕÄÁ ÓÍÅÝÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 10�6.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÌÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÓÍÅÝÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ. òÁÓÛÉÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × Ï�ÅÎËÅ ÍÅÔÒÉË ÉÄÏÂÁ×ÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÀ �Ï ÍÅÔÒÉËÁÍ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.äÌÑ ÔÏÞÅË x = (x1; x2; : : : ) É y = (y1; y2; : : : ) ÉÚ 
 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍÍÅÔÒÉËÕ �(ax; by) = � e�1�(x;y); a = b;e��(� log �(x;y)); a 6= b; (5)ÇÄÅ �(t) | ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(0) = 0 É �(t) � 1,0 � t <1.üÔÁ ÍÅÔÒÉËÁ ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÍÅÔÒÉËÅ �0 (ÍÅÔÒÉËÁ (5) �(t) = 0). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ (2) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÎËÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÜÎ-ÔÒÏ�ÉÉ. 402



õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÌÑ k = O(n), ÇÄÅ  < 1,limn!1 Er(k)n (�)lnn = 1h:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r(k;m)n ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ (3), × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ m-Í ÛÁÇÅÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÅÔÒÉËÉ (5) ÓÞÉÔÁÅÍ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1 (Ô. Å.ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ×ÙÅ m ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÔÒÏË).�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ r(k;m)n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ (5)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï Dr(k;m)n � k2m44(n+ 1) :�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ �(t) = log�(�+(1��)�t) É �| ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑÍÅÒÁ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ � = 1=jAjE�(k)n (�) = 1= ln jAj+O(n�1):òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ ðÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á òæ �Ï�ÏÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ � 220, ÄÏÇÏ×ÏÒ 11.G34.31.0053.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �ÉÍÏÆÅÅ× å. á. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÍÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙÍÅÒ //áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ. | 2005. | �. 17, � 3. | ó. 204{236.2. Kalthenko A., Timofeeva N. Entropy estimators with almost sureonvergene and an O(n�1) Variane // Advanes in Mathematis ofCommuniations. | 2008. | V. 2, �1. | P. 1{13.3. �ÉÍÏÆÅÅ× å. á. óÍÅÝÅÎÉÅ ÎÅ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÜÎÔÒÏ-�ÉÉ ÄÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ ÍÅÒÙ // úÁ�ÉÓËÉ ÎÁÕÞÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ× ðïíé. |2010. | �. 377. | ó. 134{158.
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óÅË�ÉÑ��ÅÏÒÉÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙÔÅÏÒÉÉ ÚÁÝÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ�ï óï÷åòûåîîùè 2-òáóëòáóëáèçòáæï÷ äöïîóïîá J(v; 3)á.ì.çÁ×ÒÉÌÀË (åËÁÔÅÒÉÎÂÕÒÇ), ó.÷.çÏÒÑÉÎÏ× (þÅÌÑÂÉÎÓË)çÒÁÆÏÍ äÖÏÎÓÏÎÁ J(v; k) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á; Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÍÅÖÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÔÏÞÎÏ k � 1ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. çÒÁÆÙ J(v; k) É J(v; v � k) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, �ÏÜÔÏÍÕÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ k � v=2. çÒÁÆ äÖÏÎÓÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏ-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÓÍ. [1℄, ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÍÅÔÒ k É k+1 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ: �i = (k � i)(v � k � i)� i; i = 0; : : : ; k:óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÇÒÁÆÁ � × t �×ÅÔÏ× (ÄÁÌÅÅ, ÄÌÑ ËÒÁÔËÏ-ÓÔÉ t-ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ � ÎÁ tËÌÁÓÓÏ× (�×ÅÔÏ×) C1; : : : ; Ct ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j 2 f1; : : : ; tg ÌÀ-ÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Ci ÓÍÅÖÎÁ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ,Á ÉÍÅÎÎÏ, ij , ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Cj . íÁÔÒÉ�Á C = (ij)i;j=1;:::;t ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× t-ÒÁÓËÒÁÓËÉ. íÙ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÅÍ ÒÁÓËÒÁÓËÉ,�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅÍ �×ÅÔÏ×.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÍ. [2℄, ÞÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÁÒÁÍÅ-ÔÒÏ× ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÇÒÁÆÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ C | ÍÁÔÒÉ�Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ2-ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÁ äÖÏÎÓÏÎÁ J(v; k), ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÑ: �0 = k(v � k) | ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ J(v; k) É �i, i > 0.éÚÕÞÅÎÉÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ 2-ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÆÏ× äÖÏÎÓÏÎÁ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ äÅÌØÓÁÒÔÁ Ï ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ËÏÄÏ× × ÜÔÉÈÇÒÁÆÁÈ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÉÚÕÞÅÎÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ËÏ-ÄÏ×, ÓÍ. [2{4℄. éÚ ÒÁÂÏÔ [3℄ É [4℄ ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ 2-ÒÁÓËÒÁÓÏË J(v; k),ÍÁÔÒÉ�Ù �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1 ÉÌÉ�k (�ÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× J(v; 3) 2-ÒÁÓËÒÁÓËÉ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅÍ �2 ÂÙÌÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÉÚÕÞÅÎÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ). ÷ ÓÅÒÉÉ ÒÁÂÏÔ[2, 5, 6℄ ÂÙÌÉ Ï�ÉÓÁÎÙ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÏ× äÖÏÎÓÏÎÁ404



J(v; k) (�ÒÉ k > 2 É v � 8) É J(v; 2). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÂÙÌ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÁ J(9; 3) Ó ÍÁ-ÔÒÉ�ÅÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× � 10 88 10 � ; ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ [7℄:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ v ÇÒÁÆ J(v; 3) ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÏ-×ÅÒÛÅÎÎÙÈ 2-ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÍÁÔÒÉ�Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �2.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÄÌÑ ÞÅÔÎÏÇÏ v Ï�ÉÓÁÎÁ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÁÆÁJ(v; 3), ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÏÞÎÏ ÔÒÉ ÏÒÂÉÔÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, É�ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÒÂÉÔ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ×ÅÄÅÔ ËÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÇÒÁÆÁ (×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂßÅÄÉÎÑÅÍÙÈ ÏÒÂÉÔ ËÒÁ-ÓÑÔÓÑ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ, Á ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ | × ÄÒÕÇÏÊ). ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ J(v; 3) �ÒÉ v > 10 ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ 2-ÒÁÓËÒÁÓÏË Ó ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �2, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ ÞÅÔÎÙÈ v > 10 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ2-ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÆÁ J(v; 3), ÍÁÔÒÉ�Á �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �2, ÉÓÞÅÒ�Ù×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ� 3(2m� 5) 64(m� 2) 2m� 1 � ; � 3(m� 3) 3mm� 2 5m� 7 � ;� 3(m� 1) 3(m� 2)m+ 4 5m� 13 � ;É ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ × [2℄.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Brouwer A. E., Neumaier A., Cohen A. M. Distane-regulargraphs. | Berlin, New-York, Heidelberg: Springer-Verlag, 1989.2. á×ÇÕÓÔÉÎÏ×ÉÞ ó. ÷., íÏÇÉÌØÎÙÈ é. à. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓ-ËÉ ÇÒÁÆÏ× äÖÏÎÓÏÎÁ J(8; 3) É J(8; 4) × Ä×Á �×ÅÔÁ // äÉÓËÒÅÔ. ÁÎÁÌÉÚÉ ÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 2010. | �. 17, � 2. | P. 3{19.3. Meyerowitz A. D. Cyle-balaned partitions in distane-regulargraphs // J. Combin. Inform. System Si. | 1992. | V. 17. | P. 39{42. 4. Martin W. J. Completely regular designs of strength one // J.Algebr. Comb. | 1994. | V. 3. | P. 170{185.5. íÏÇÉÌØÎÙÈ é.à. ï ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ2-ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁÆÏ× äÖÏÎÓÏÎÁ // äÉÓËÒÅÔ. ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ. | 2009. | �. 16, � 5. | P. 52{68.6. Mogilnykh I. Yu., Avgustinovih S. V. Perfet 2-olorings of John-son graphs J(6; 3) and J(7; 3) // Let. Notes Comp. Si. | 2008. |V. 5228. | P. 11{19. 405



7. Gavrilyuk A. L., Goryainov S. V. On perfet 2-olorings of Johnsongraphs J(v; 3) // (ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÁ × Journal of Combinatorial Designs).
ï óï÷åòûåîîïó�é íïäõìñòîùè óèåíòáúäåìåîéñ óåëòå�á�. ÷. çÁÌÉÂÕÓ, ç. ÷. íÁÔ×ÅÅ× (íÉÎÓË)íÏÄÕÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ í. íÉÎØÏÔÔÏÍ,Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÌÁÄÁÌÏ ÏÄÎÉÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ. óÈÅ-ÍÁ íÉÎØÏÔÔÁ ÎÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁ, Ô. Å. ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ï ÓÅËÒÅÔÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ ÉÍÅÀÝÅÊ-ÓÑ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ. ðÏÑ×É×ÛÅÅÓÑ ×ÓËÏÒÅ ÅÅ ÕÓÏ×ÅÒÛÅÎÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ [2℄, �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÎÏÅ ó. áÓÍÕÓÏÍ É ä. âÌÀÍÏÍ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÌÕÞÛÁÌÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ.í. ëÕÉÓËÕÁÔÅÒ, â. ðÒÅÎÅÌØ É ä. ÷ÁÎÄÅ×ÁÌÌÅ [7℄ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁáÓÍÕÓÁ|âÌÀÍÁ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÍÏÄÕÌÑÍÉ ÂÌÉÚËÁ ×ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ë ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ É ÄÁÖÅ ÉÄÅÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ �Ï-ÒÏÇÏ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÏÓÔÕ�Á.íÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÉÎÏÊ ÂÏÌÅÅ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÌÕÞÛÉÔØ ËÁÞÅ-ÓÔ×Ï ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÈÅÍÙ. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ [1℄.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØÉ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É, ÞÔÏ × ÜÔÏÍËÏÌØ�Å ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÏÓÔÕ�Á É ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ ÄÌÑ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁ Fq [x1; x2; ::; xn℄ = Fq [x℄ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÅËÒÅÔÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÏÌÉ-ÎÏÍ s(x) 2 Fq [x℄, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÄÕÌÑ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ | ÎÕÌØÍÅÒÎÙÊ ÉÄÅ-ÁÌ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ×ÙÞÅÔ s(x)(mod I), �ÒÉ ÕÓÌÏ-×ÉÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÍÏÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÅ, Á ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑÓÅËÒÅÔÁ ÉÍÅÅÔÓÑ CRT-ÁÌÇÏÒÉÔÍ [4℄. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ×ÓÅ ÜÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÚÉÓÏ× çÒÅÂÎÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÓÑÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ lex-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÉÑ ÍÏÎÏÍÏ×.äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÓÔÕ�Á ÎÕÖÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ÉÚ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ [1℄ É Ó�Å�É-ÁÌØÎÏ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÅÌÉ ÉÄÅÁÌÙ I1; I2; :::; Ik , ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ÒÁ×ÎÏÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØÀ.406



îÕÌØÍÅÒÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ I1; I2; ::; Il ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ,ÅÓÌÉ RT (Ii1Ii2 :::Iik ) = RT (Ij1Ij2 :::Ijk ), ÇÄÅ 1 � i1 < i2 < ::: < ik �l; 1 � j1 < j2 < ::: < jk � l; k = 1; 2; :::; n; ÇÄÅ RT (I) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×.÷ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÉÄÅÁÌÙ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍÙ É Á×ÔÏÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉ ÎÕÌØÍÅÒÎÙ, Á ÚÎÁÞÉÔ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒÅÂÎÅÒÁ ËÁÖÄÏÇÏÔÁËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ft1; t2; :::; tng ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:ti = 1�xdii +adi�1xdi�1i +:::+a1xi+a0; adi�1 ; :::; a1; a0 2 Fq [x1; x2; :::; xi�1℄:ðÏÌÏÖÉÍ D(I) = (d1; d2; :::; dn).äÌÑ ÒÁ×ÎÏÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ É Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÜË×É�ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ. íÙ ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÍÚÄÅÓØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄.ä×Á ÎÕÌØÍÅÒÎÙÈ ÉÄÅÁÌÁ I1 É I2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÄÅ-ÌÅÎÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÕÌÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ: (�1; �2; :::; �n) 2V (I1); (�1; �2; :::; �n) 2 V (I2)) �i 6= �j ; 1 � i; j � n:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÕÅÍÙÅ ÉÄÅÁÌÙ I1; I2; :::; Ik �Ï�ÁÒÎÏÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ D(I1) = D(I2) = ::: = D(Ik), ÁÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ V (I1); V (I2); :::; V (Ik) | ÜË×É�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙ. �ÏÇÄÁ ÉÄÅ-ÁÌÙ I1; I2; :::; Ik ÒÁ×ÎÏÏÓÔÁÔÏÞÎÙ.îÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë ÞÉÓÌÕ ÒÁ×ÎÏÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÔ-ÎÏÓÑÔÓÑ É ÉÄÅÁÌÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ××ÅÄÅÎÎÙÅ ïÂÒÉ É÷ÁÌÉÂÕÚÏÍ [3℄.ðÕÓÔØ f | ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÓÔÅ�ÅÎÉ n × ËÏÌØ�Å Fq [x℄.ðÕÓÔØ 
 = (�1; �2; :::; �n), ÇÄÅ �1; �2; :::; �n | ËÏÒÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ f × ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ Fq : ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Sn ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀÇÒÕ��Õ, É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ 
 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:8� 2 Sn �:
 = (��(1); ��(2); :::; ��(n)):éÄÅÁÌÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÄÅÁÌ, ÁÎÎÕÌÉÒÕÀÝÉÊ ÌÀÂÕÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ �:
 ËÏÒÎÅÊ f :I = fp(X)jp(��(1); ��(2); :::; ��(n)) = 0;8� 2 Sn:�ÅÏÒÅÍÁ 2. éÄÅÁÌÙ I1; I2; :::; Ik ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÍ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÁÍ g1; g2; :::; gk; deg gi = n; i = 1; 2; :::; k Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÙÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ× �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊÒÁ×ÎÏÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ ËÁË É407



ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁ×ÎÏÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÙÅ n-ÍÅÒÎÙÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ:f0; 1; :::; kd1 � 1g � f0; 1; :::; d2 � 1g � :::� f0; 1; :::; dn � 1g:�ÅÏÒÅÍÁ 3. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÎÏÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÉÄÅÁÌÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÓÈÅÍÕÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á É ÉÄÅÁÌØ-ÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á × ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ×ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁ.óÌÕÞÁÊ ËÏÌØ�Á �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÍÉ ÒÁÎÅÅ [5, 6℄. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÌÉÂÕÓ �. ÷., íÁÔ×ÅÅ× ç. ÷. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÎÕÌØÍÅÒÎÙÈ ÉÄÅ-ÁÌÏ× É ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ IX íÅÖÄÕÎÁ-ÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ", �Ï-Ó×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 75-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á(18{23 ÉÀÎÑ 2007 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁ-ËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007. | ó. 424{426.2. Asmuth C. A., Bloom J. A modular approah to key safeguard-ing // IEEE Transations on Information Theory. | 1983. | V. 29. |P. 156{169.3. Aubry P., Valibouze A. Using Galois ideals for omputing relativeresolvents // J. Symboli Computation. | 2000. | V. 30. | P. 635{651.4. Beker T., Weispfenning V. Gr�obner Bases, A ComputationalApproah to Commutative Algebra. | Berlin, Heidelberg, New-York:Springer-Verlag, 1993.5. Galibus T., Matveev G. Generalized Mignotte sequenes in poly-nomial rings // Eletroni Notes on Theoretial Computer Siene. |2007. | V. 186. | P. 39{45.6. Galibus T., Matveev G., Shenets N. Some strutural and seurityproperties of the modular seret sharing // SYNASC'08. | California:IEEE Comp. So. CPC, 2009. | P. 197{200.7. Quisquater M., Prenel B., Wandevalle J. On the seurity of thethreshold sheme based on the Chinese remainder theorem // LetureNotes in Computer Siene. | 2002. | V. 2274. | P. 199{210.
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ïâ üî�òïðéé íîïöåó�÷á äåòå÷øå÷ ÷ù÷ïäá÷ òáúìïöéíïê ó�ïèáó�éþåóëïêëó-çòáííá�éëå, éíåàýåê ÷éä �ãåðïþëé�ì. ð. öÉÌØ�Ï×Á, é. í. íÁÒÔÙÎÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÒÅ×ØÅ× ×Ù×ÏÄÁ ×ÙÓÏÔÙ t ÄÌÑÓÌÏ× ÑÚÙËÁ, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ, �ÒÉÞÅÍ ËÌÁÓÓÙ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. ÷ ÒÁÂÏ-ÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÄÅÒÅ×ØÅ× ÏÔ t �ÒÉ t!1:óÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ G =hVT ; VN ; R; si, ÇÄÅ VT É VN | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ ÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈÉ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× (ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× É ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×) ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, s 2 VN | ÁËÓÉÏÍÁ,R = [ki=1Ri, ÇÄÅ k|ÍÏÝÎÏÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔÁVN É Ri | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ Ai: ëÁÖÄÏÅ�ÒÁ×ÉÌÏ rij ÉÚ Ri ÉÍÅÅÔ ×ÉÄrij : Ai pij! �ij ; j = 1; :::; ni;ÇÄÅ Ai 2 VN , �ij 2 (VT [ VN )� É pij | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ�ÒÁ×ÉÌÁ rij , �ÒÉÞÅÍ 0 < pij � 1 É Pnij=1 pij = 1.ëÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏ×Õ � ëó-ÑÚÙËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÒÁ×ÉÌ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ (×Ù×ÏÄ), Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÊ � ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚÁËÓÉÏÍÙ s. ÷Ù×ÏÄÕ ÓÌÏ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÅÒÅ×Ï ×Ù×ÏÄÁ [1℄, ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ �ÒÁ-×ÉÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ×Ù×ÏÄ.ðÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á A �ÅÒ×ÙÈÍÏÍÅÎÔÏ×. äÌÑ ÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ aij Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Pnil=1 pilsjil, ÇÄÅ ×Å-ÌÉÞÉÎÁ sjil ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× Aj × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ�ÒÁ×ÉÌÁ ril. ðÅÒÒÏÎÏ× ËÏÒÅÎØ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ r.âÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Ai ! Aj , ÅÓÌÉ × ÇÒÁÍÍÁÔÉËÅ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÉÄÁ Ai pij! �1 Aj �2, ÇÄÅ �1; �2 2 (VT [ VN )�. òÅ-ÆÌÅËÓÉ×ÎÏÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ! ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ !�.ëÌÁÓÓÏÍ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K � VN ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Ai !� Aj ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ai; Aj 2 K. äÌÑÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ×K1 ÉK2 ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓK2 ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁ ËÌÁÓÓÏÍ K1 (É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ K1 � K2),ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ A1 2 K1 É A2 2 K2, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A1 ! A2. òÅÆÌÅË-ÓÉ×ÎÏÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ��.409



ðÕÓÔØ K = fK1;K2; : : : ;Kmg | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÎÅÔÅÒÍÉÎÁ-ÌÏ× ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, m � 2. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÌÁÓÓÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏKi �� Kj �ÒÉ i 6= j ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ i < j.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ��Å�ÏÞËÉ�, ÅÓÌÉ ËÌÁÓ-ÓÙ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �:K1 � K2 � : : : � Ki � : : : � Km:íÁÔÒÉ�Á �ÅÒ×ÙÈ ÍÏÍÅÎÔÏ× A ÔÁËÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄA = 0BBBB� A11 A12 0 � � � 0 00 A22 A23 � � � 0 0... ... ... . . . ... ...0 0 0 � � � Am�1;m�1 Am�1;m0 0 0 � � � 0 Am;m 1CCCCA :ïÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ÍÁÔÒÉ�Å ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÏÄ-ÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÔÒÏË É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ÔÅÍÉÖÅ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. äÌÑ ËÌÁÓÓÁ Ki Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÔÒÏËÁÍÉ É ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Aii.ðÏÄÍÁÔÒÉ�Á Aij Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ Ki � Kj .äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ki ÍÁÔÒÉ�Á Aii ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÔÒÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ É ÎÅ-�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ri �ÅÒÒÏÎÏ× ËÏÒÅÎØ ÍÁÔÒÉ�Ù Aii. äÌÑÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒÒÏÎÏ× ËÏÒÅÎØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ É�ÒÏÓÔÙÍ [2℄. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, r = maxifrig. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ-ÎÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pij �ÒÁ×ÉÌ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ×Ù×ÏÄÁ ÓÌÏ×ëó-ÑÚÙËÁ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï r � 1:ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ri = r:ðÕÓÔØ Dt | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ×Ù×ÏÄÁ ×ÙÓÏÔÙ t ÄÌÑ ÓÌÏ×,�ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÊ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ.äÌÑ d 2 Dt ÞÅÒÅÚ pt(d) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÅÒÅ×Ád; Ô.Å. pt(d) = p(d)P (Dt) :ðÏÄ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÒÅ×ØÅ× Dt ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕH(Dt) = � Xd2Dt pt(d) log pt(d):�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G | ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ, ÉÍÅ-410



ÀÝÁÑ ×ÉÄ ��Å�ÏÞËÉ�. �ÏÇÄÁ �ÒÉ r < 1H(Dt) � t �0�log r � kXi=1 niXj=1 wij log pij1A ;ÇÄÅ wij | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ;wij > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÁ Ai 2 Khi ; ÇÄÅ Khi 2 J;wij � 0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ G | ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ ëó-ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ, ÉÍÅ-ÀÝÁÑ ×ÉÄ ��Å�ÏÞËÉ�. �ÏÇÄÁ �ÒÉ r = 1H(Dt) � t2 � XAi2Khi ;Kl��Khi di niXj=1 pij log pij ;ÇÄÅ Kl | �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ËÌÁÓÓ ÉÚ J × �Å�ÏÞËÅ ËÌÁÓÓÏ×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÉÄ ��Å�ÏÞËÉ�, ÓÏÈÒÁ-ÎÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÖÅ ×ÉÄ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÏÔ t; ËÁË É × ÓÌÕÞÁÅÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ [3, 4℄.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÈÏ á., õÌØÍÁÎ äÖ. �ÅÏÒÉÑ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, �ÅÒÅ×ÏÄÁÉ ËÏÍ�ÉÌÑ�ÉÉ. �ÏÍ 1. | í.: íÉÒ, 1978.2. çÁÎÔÍÁÈÅÒ æ. ò. �ÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÉ�. | í.: îÁÕËÁ, 1967.3. öÉÌØ�Ï×Á ì. ð. ï ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÅ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ ËÏÄÉÒÏ×Á-ÎÉÑ É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÑÚÙËÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒÉÑ 1. | 2001.| �. 8, � 3. | ó. 26{45.4. öÉÌØ�Ï×Á ì. ð. úÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ × ÄÅÒÅ×ØÑÈ ×Ù×ÏÄÁ ÓÌÏ× ÓÔÏ-ÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ É ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÔÏÉ-ÍÏÓÔÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÉÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | óÅÒÉÑ 1. | 2003.| �. 10, � 3. | ó. 23{53.
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ðïó�òïåîéå �òáîúé�é÷îùè íäò-ëïäï÷îá ïóîï÷å äéüäòáìøîïê çòõððùä. ó. ëÒÏÔÏ×, ÷. î. ðÏÔÁ�Ï× (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)ðÕÓÔØ Qq = f0; : : : ; q � 1g. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Qnq Ó Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÎÁÎ£Í ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ èÜÍÍÉÎÇÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ q-ÚÎÁÞÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÕ-ÂÏÍ (ÇÉ�ÅÒËÕÂÏÍ). éÚÏÔÏ�ÉÅÊ ÇÉ�ÅÒËÕÂÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅ x 7! �x, ÇÄÅ x = (x1; : : : ; xn) 2 Qnq , �x = (�1x1; : : : ; �nxn),�i 2 Sq | �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Qq , i 2 f1; : : : ; ng. ðÁ-ÒÁÓÔÒÏÆÉÅÊ ÇÉ�ÅÒËÕÂÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ x 7! x", ÇÄÅx" = (x"1; : : : ; x"n), " 2 Sn | �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ A" = fx" j x 2 Ag; �A = f�x j x 2 Ag: ï�ÒÅÄÅÌÉÍÇÒÕ��Õ Á×ÔÏÔÏ�ÉÊ Ist(A) = f� j �A = Ag É ÇÒÕ��Õ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÉÊPrs(A) = f" j A" = Ag, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A � Qnq × ÓÅÂÑ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ ÇÉ�ÅÒËÕÂÁ Qnq �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×É-ÄÅ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ist(Qnq )iPrs(Qnq ). ðÏÄÇÒÕ��Õ ÇÒÕ��ÙÉÚÏÍÅÔÒÉÊ ÇÉ�ÅÒËÕÂÁ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÕÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A � Qnq × ÓÅÂÑ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ Aut(A).íÎÏÖÅÓÔ×Ï A � Qnq ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ x; y ÉÚ A ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÉÑ " 2 Prs(Qnq ) É ÉÚÏÔÏ�ÉÑ� 2 Ist(Qnq ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �y = x" É �A = A", Ô. Å. ÇÒÕ��Á ÉÚÏÍÅÔÒÉÊAut(A) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ A. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A � Qnq ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á Ist(A) ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×-ÎÏ ÎÁ A. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ(ÉÚÏÔÏ�ÎÏÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ�ÒÉ q = 2 �ÏÎÑÔÉÅ ÉÚÏÔÏ�ÎÏÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍÁÆÆÉÎÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.íÎÏÖÅÓÔ×Ï M � Qnq ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ íäò-ËÏÄÏÍ (Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 2)ÄÌÉÎÙ n, ÅÓÌÉ jM j = qn�1 É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2. æÕÎË�ÉÑ f : Qnq ! Qq ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÁÒÎÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ q, ÅÓÌÉ f(x) 6= f(y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÓÏÓÅÄÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ x; y 2 Qnq (d(x; y) = 1). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀ-ÂÏÊ íäò-ËÏÄ M � Qn+1q ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÎÅËÏÔÏÒÏÊn-ÁÒÎÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� f Ég ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(x; y) j f(x) = g(y)g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ íäò-ËÏÄÏÍ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ n-ÁÒÎÕÀ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Õ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ (ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ),ÅÓÌÉ Å£ ÇÒÁÆÉË (íäò-ËÏÄ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ (ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÙÍ); n-ÁÒÎÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù ÎÁÚÙ×ÁÀÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓ-412



ÌÉ ÉÈ ÇÒÁÆÉËÉ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Ä×Å ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ n-ÁÒÎÙÅË×ÁÚÉÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÏÊ 2-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ. åÓÌÉ f(x; 0) = f(0; x) = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏx 2 Qq, ÔÏ 2-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÕ�ÏÊ. éÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×-ÎÙÅ ÌÕ�Ù ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ G-ÌÕ�ÁÍÉ. ÷ [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍq ÌÀÂÁÑ G-ÌÕ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ (�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ), × [3℄ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÄÌÑ q = 3p, ÇÄÅ p > 3 | �ÒÏÓÔÏÅ. ó ÄÒÕ-ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ × [2℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅ�ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ q,ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ q ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÏÔ-ÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ 2 É ËÒÁÔÎÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÉÍÅÀÔÓÑ G-ÌÕ�Ù �ÏÒÑÄËÁ qÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÇÒÕ��ÁÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÌÕ�Ù �ÏÒÑÄËÁ 2p:1) ÇÒÕ��Á Zp � Z2 Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ x� + y� = (x + y mod p)(���);2) ÇÒÕ��Á Dp Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊx� Æ y� = ((�1)�x+ y mod p)(���);3) ÌÕ�Á Cp Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ x� � y� = ((�1)�x+ y + �� mod p)(���).çÒÕ��Á Dp ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÜÄÒÁÌØÎÏÊ.ïÂÒÁÝÅÎÉÅÍ n-ÁÒÎÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f(x1; : : : ; xn) �Ï i-ÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á f (i), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊy = f(x1; : : : ; xn) , xi = f (i)(x1; : : : ; xi�1; y; xi+1; : : : ; xn):õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. a) ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕ��Ù ÅÊ ÉÚÏÔÏ�ÎÏ.b) ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ÌÕ�Ù Cp �Ï ÌÀÂÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÅÊ ÉÚÏÔÏ�ÎÏ.ðÕÓÔØ G < Ist(Qnq ), Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Pi(G) = f�i j(�1; : : : ; �n) 2 Gg.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ 2-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Õ f ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉ-ÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÏÄÇÒÕ��ÁGf < Ist(fx j x3 = f(x1; x2)g), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËPi(Gf ) ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ �ÒÉ i 2 f1; 2; 3g.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ìÕ�Á Cp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ G-ÌÕ�ÏÊ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ n-ÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á f É m-ÁÒÎÁÑ Ë×Á-ÚÉÇÒÕ��Á h ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙ É Pn+1Gf = Pn+1Gh | ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, ÇÄÅ Gf | ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÏÄ-ÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù Ist(fx j xn+1 = f(x1; : : : ; xn)g). �ÏÇÄÁ íäò-ËÏÄf(x; y) j f(x) = h(y)g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ.åÓÌÉ Æ | ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ Qq , ÔÏ n-ÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Áf(x1; : : : ; xn) = x1Æ� � �Æxn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ. ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ 2-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f . ðÕÓÔØ m-ÁÒÎÁÑ É k-ÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ùf (i)(f1(x1); f2(x2)) É f (i)(f3(z1); f4(z2)) �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÉÅÍ 2-413



Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f , ÔÏÇÄÁ (m + k � 1)-ÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á g Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ f , ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ËÁË ÇÒÁÆÉËíäò-ËÏÄÁ f(x1; x2; z1; z2) j f (i)(f1(x1); f2(x2)) = f (i)(f3(z1); f4(z2))g.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ n-ÁÒÎÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Å, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÉÔÅ-ÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ 2-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅ-ÒÅ×Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÀ.éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. a) éÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÔÏ�ÎÏÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ ÍÕÌØÔÉÁÒÎÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ. b) åÓÌÉ G-ÌÕ�Á f ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÁ, ÔÏ ÍÕÌØÔÉÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ fÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ [4℄.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ a) mi-ÁÒÎÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù hi, i 2 f1; : : : ; ng, ÓÕÔØÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÕ��Ù, b) n-ÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á f ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÁ Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ Á×ÔÏÔÏ�ÉÊ Gf ,) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i 2 f1; : : : ; ng É � 2 Gf ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÔÏ�ÉÑ� i 2 Sni ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ hi(� izi) = �ih(zi), ÇÄÅ zi | ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ ni�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. �ÏÇÄÁ m-ÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á f(h1(z1); : : : ; hn(zn)), ÇÄÅm = m1 + � � �+mn, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ.éÚ ÌÅÍÍÙ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 ÓÌÅÄÕÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ f | n-ÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÔÅÒÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù Zp � Z2 ÉÌÉ ÌÕ�Ù Cp, mi-ÁÒÎÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù hi,i 2 f1; : : : ; ng �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÔÅÒÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÕ��Ù Dp. �ÏÇÄÁ íäò-ËÏÄM = f(x; z1; : : : ; zn) j x = f(h1(z1); : : : ; hn(zn))g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÔÏ�ÎÏÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÒÉ q = 2p ÞÉÓÌÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÉÚÏ-ÔÏ�ÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ n-ÁÒÎÙÈ Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ q ÒÁÓÔ£Ô ÜËÓ-�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ �ÒÉ n!1.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ10-01-00616. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Wilson R. L. Jr. Isotopy-isomorphy loops of prime order // J.Algebra. | 1974. | V. 31. | P. 117{119.2. Goodaire E. G., Robinson D. A. A lass of loops whih are iso-morphi to all loop isotopes // Canadian J. Math. | 1982. | V. 34. |P. 662{672.3. Kunen K. G-loops and permutation groups // J. Algebra. |1999. | V. 220, � 2. | P. 694{708.4. ðÏÔÁ�Ï× ÷. î. ï ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-ÎÙÈ ËÏÄÏ× // äÉÓËÒÅÔ. ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒ. 1. | 2006. |�. 13, � 4. | C. 49{59. 414



íá�òéþîùå ëáîáìù ó÷ñúé÷. ë. ìÅÏÎÔØÅ×, ç. ì. íÏ×ÓÉÓÑÎ, á. á. ïÓÉ�ÑÎ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ B = f0; 1g, Bn | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n ÉAn;m | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ� Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ B.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = fA0; A1; ANg � An;m Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊËÁÎÁÌÁ A, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ï x 2 Bn �ÒÉ �ÅÒÅÄÁÞÅ �Ï A �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ×ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏ× Bm ×ÉÄÁ z = xC; C 2 A: ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ A0 = E.ëÏÄ V = fv1; v2; vqg ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁA = fA0; A1; ANg, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ viAt 6= vjAk ÄÌÑ i; j =0; q t; k = 0; N; i 6= j.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÁÖÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁ A =fA0; A1; ANg, × ËÏÔÏÒÏÍ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÇÒÕ��Ù ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅBn ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á A ÏÂÙÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, Ô. Å. z = xC; C 2 A:ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØ A1(x) ÔÏÞËÉ x | ÜÔÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA1(x) = fz; z = xC;C 2 Ag É A1(x) = Ak(x) ÄÌÑ k = 1; 2 : : : �ÁË ËÁËÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A1(x) �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Bn, ÔÏ ÅÓÌÉ×ÚÑÔØ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÄ V , ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÛÉÊ ÏÛÉÂËÉ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏËÁÎÁÌÁ A. üÔÏÔ ËÏÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ �Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ É ÞÉÓÌÏÔÏÞÅË × ÎÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÅÍÍÏÊ âÅÒÎÓÁÊÄÁ [1℄.íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÄ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁA, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (A):�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁjV (A)j = 1jAjX2AN(C);ÇÄÅ N(C) | ÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù C, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ � = 1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁÎÁÌ Ó×ÑÚÉ, �Ï ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÅÒÅÄÁÎÎÙÊ Ä×ÏÉÞÎÙÊ ×ÅË-ÔÏÒ ÄÌÉÎÙ n, ÍÏÖÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØÓÑ × ×ÅËÔÏÒ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ Ó ÔÒÁÎÓ-�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ, Ô. Å. xixi+1 ! xi+1xi; ÇÄÅi = 0; n� 1. ïËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÄÌÉÎÙ ÏÄÉÎ ÂÕÌÅ×ÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x ÎÁÚÏ×ÅÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ x �ÕÔÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄ-ÎÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S1(x).ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V = fv1; :::; vpg ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bn ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÄÏÍÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÏÛÉÂËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ËÁÎÁÌÁ, ÅÓÌÉ S1(vi) \415



S1(vj) = ;; i; j = 1;m; i 6= j: úÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ Vmax ËÏÄÁ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÏÛÉÂËÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ-ÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁ.ëÏÄ U = fu1; u2; uqg ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÏÛÉÂËÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁ [2℄A = (y1; y2; ym), ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ui � yt 6= uj � yk ÄÌÑi; j = 0; q; t; k = 1; N i 6= j.�ÅÏÒÅÍÁ 2 [3℄. åÓÌÉ n = 2r� 1 É An(000) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Bn, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÊ ËÏÄ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁ A Ó ÍÏÝÎÏÓÔØÀ 2nn+1 .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ëÏÄ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÏÛÉÂËÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ËÁÎÁÌÁA = f(0; 00); (1; 1; 00); (0; 1; 10; 0); (0; 00; 1; 1)g, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ËÏ-ÄÏÍ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÏÛÉÂËÉ ËÁÎÁÌÁ Ó ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ n = 2k; ÇÄÅ k | ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÍÏÝ-ÎÏÓÔÉ ËÏÄÁ ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÏÛÉÂËÉ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ:2nn . Vmax . 2n+1n :ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. äÅ âÒÅÊÎ. �ÅÏÒÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ðÏÊÑ // ðÒÉËÌÁÄÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ. | í.: íÉÒ, 1968. | ó. 61{106.2. äÅÚÁ í. å. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÛÕÍÏ× �ÏÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÉÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÉÌÉ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ // ðÒÏÂÌÅÍÙ �Å-ÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. | í. 1965. | �. 1, � 3. | ó. 29{39.3. ìÅÏÎÔØÅ× ÷. ë., íÏ×ÓÉÓÑÎ ç. ì., íÁÒÇÁÒÑÎ ö. ç. ëÏÒ-ÒÅË�ÉÑ ËÏÄÏ× × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÍ ËÁÎÁÌÅ // ÷ÅÓÔÎÉË òáõ. æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ. | 2010. | � 2. | ó. 12{25.ðïìõþåîéå îéöîéè ïãåîïëîá îåìéîåêîïó�ø âõìå÷ïê æõîëãéé þåòåúòáúíåòîïó�ø îåëï�ïòùè ðïäðòïó�òáîó�÷í. ó. ìÏÂÁÎÏ× (íÏÓË×Á)áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÍÕÎÎÏÓÔØÀ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÕ AI(f) = ming 6=0; gf�0 ÉÌÉ g(f+1)�0 deg(g):éÚ×ÅÓÔÎÏ [3, 4℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ f ÎÁÄ Fn2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ AI(f) � dn2 e.416



îÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ nlr(f) ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÄ Fn2ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ mindeg(l)�r d(f; l), ÇÄÅ d(f; l) { ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ.òÁÎÅÅ × [1, 2℄ ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ�ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÏ× ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÍÕÎ-ÎÏÓÔÉ, Á × [5℄ Ï�ÅÎËÁ (ÎÅÔÏÞÎÁÑ) ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.nl1(f) � 2AI(f)�2Xi=0 �n� 1i �; nl2(f) � k�1Xi=0 �ni�� k�1Xi=0 2i�n� 2i� 1k � 1� i �;nlr(f) � AI(f)�r�1Xi=0 �ni�+ AI(f)�r�1Xi=AI(f)�2r�n� ri �:ðÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÉ AI(f), ÂÌÉÚËÏÍ Ë dn2 e, Ï�ÅÎËÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØ-ÎÏ ÓÉÌØÎÙÍÉ, ÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÉÚËÏÊ AI(f) ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÄÁÀÔ ÎÅÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ÷ ÓÔÁÔØÅ [6℄ nlr(f) Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ ÞÅÒÅÚAI(f), Á ÞÅÒÅÚ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ming 6=0; gf�0 deg(g) É ming 6=0; g(f+1)�0 deg(g), ÞÔÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÉÚËÏÊ AI(f) �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÕÞÛÉÅÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ nlr(f).îÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ËÁË ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ Á×ÔÏÒÁ [2℄ Ï �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÎÁ nlr(f) ÞÅÒÅÚ ÚÎÁÞÅÎÉÅAI(f), ÔÁË É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ [6℄, É ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ�ÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÁ nlr(f).ðÕÓÔØ h(x1; : : : ; xn) | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÌÏÖÉÍAnk(h) = fg(x1; : : : ; xn)j gh = 0; deg(g) � kg.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ f É f0 | ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,1 � k1; k2 � n, dim(Ank1(f)) � dim(Ank1 (f0)) É dim(Ank2 (f + 1)) �dim(Ank2(f0 + 1)). �ÏÇÄÁ d(f; f0) � dim(Ank1 (f)) � dim(Ank1 (f0)) +dim(Ank2(f + 1))� dim(Ank2(f0 + 1)):ðÕÓÔØ h | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍBk1;k2(h) = fg(x1; : : : ; xn)j deg(g) � k1; deg(gh) � k2g:éÚ [2℄ ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÅÎËÁ dim(Bk;k(h)) �Pk�ri=0 �ni�+Pk�ri=k�2r+1 �n�ri �:õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ k1 � k2, ÔÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:dim(Ank1(f)) + dim(Ank2(f + 1)) = dim(Bk1;k2(f)):ëÁË �ÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1 É 2 �ÏÌÕÞÁÅÍ:417



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ f É f0 | ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, 1 �k2 � k1 � n, dim(Ank1(f)) � dim(Ank1 (f0)) É dim(Ank2 (f + 1)) �dim(Ank2(f0 + 1)). �ÏÇÄÁ d(f; f0) � dim(Bk1;k2(f))� dim(Bk1;k2(f0)).ïÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÓÌÕÞÁÊ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, ÉÚ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÑ 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ r-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ f(x1; : : : ; xn) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏmin1�deg(g)�r dim(Ank1(g)) � dim(Ank1(f));min1�deg(g)�r dim(Ank1(g)) � dim(Ank1 (f + 1)):�ÏÇÄÁ �ÒÉ k1 � k2nlr(f)�min ( mindeg(g)�r dim(Bk1;k2(g))� dim(Bk1;k2(f)); wt(f); wt(f+1));Á �ÒÉ k1 < k2 nlr(f) �� min ( mindeg(g)�r dim(Bk2;k1(g))� dim(Bk2;k1(f + 1)); wt(f); wt(f + 1)):äÏËÁÖÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÅÚÎÙÍ ÄÌÑ �ÒÏ-×ÅÒËÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ÷ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï min1�deg(g)�r dim(Ank(g)) �Pk�ri=0 �n�ri �:�ÅÏÒÅÍÁ 1 ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÚ ÒÁÂÏÔ [2, 4,6℄. äÌÑ ÍÎÏÇÉÈ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅÏ�ÅÎËÉ ÎÁ nlr(f).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ n = 4k + 1 ÆÕÎË�ÉÀ fn(x1; : : : ; xn):fn(x1; : : : ; xn) = � 0; ÅÓÌÉ wt(x1; : : : ; xn) � 2k;1; ÅÓÌÉ wt(x1; : : : ; xn) > 2k;ï�ÒÅÄÅÌÉÍ f = fn � (x1 _ x2 _ : : : _ xk) _ x1x2 : : : xk . îÅÓÌÏÖÎÏÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ AI(f) = k. éÚ [2, 5℄ É ÉÚ [6℄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁÖÅÏ�ÅÎËÁ:nlr(f) � mindeg(g)�r dim(Bk�1;k�1(g)) � k�r�1Xi=0 �ni�+ k�r�1Xi=k�2r�n� ri �:418



÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÚÁ-ÍÅÔÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕnlr(f) � 2k�rXi=0 �ni�+ 2k�rXi=2k�2r+1�n� ri �� 2 kXi=0 �n� ki �:òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ 11-01-00508).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÏÂÁÎÏ×í. ó. �ÏÞÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ É ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÍÕÎÎÏÓÔØÀ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2006. |�. 18, ×Ù�. 3. | ó. 152{159.2. ìÏÂÁÎÏ× í. ó. �ÏÞÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÉÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÉÍÍÕÎÎÏÓÔØÀ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÏ�ÅÒÁ�ÉÊ. | 2008. | �. 15, ×Ù�. 5. | ó. 47{60.3. Courtois N. and Meier W. Algebrai attaks on stream ipherswith linear feedbak // Advanes in ryptology. EUROCRYPT 2003. |Berlin, Heidelberg: Springer-Verl., 2003. | P. 345{359. (Leture Notesin Computer Siene. | V. 2656).4. Meier W., Pasali E., Carlet C. Algebrai attaks and deompo-sition of Boolean funtions // Advanes in ryptology. EUROCRYPT2004. | Berlin, Heidelberg: Springer-Verl., 2004. | P. 474{491. (Le-ture Notes in Computer Siene. V. 3027).5. Mesnager S. Improving the lower bound on the higher order non-linearity of Boolean funtions with presribed algebrai immunity //Cryptology ePrint arhive(http://eprint.iar.org/), Report 2007/117.6. Rizomiliotis P. Improving the high order nonlinearity lower boundfor Boolean funtions with given algebrai immunity // Disrete appliedmathematis. | 2010. | V. 158, i. 18. | P. 2049{2055.âùó�òáñ îõíåòáãéñüìåíåî�ï÷ çòáóóíáîéáîáà. ó. íÅÄ×ÅÄÅ×Á (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)çÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎ Gq(n; k) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Fnq ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÍÅÒÁq. úÁÄÁÞÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ×Ï419



ÍÎÏÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ [1, 2℄ É ÉÍÅÅÔ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÅÔÅ×ÏÍ ËÏÄÉ-ÒÏ×ÁÎÉÉ [3℄. îÕÍÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁ-ÎÁ Gq(n; k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁÅÇÏ ÎÏÍÅÒÕ, Ô. Å. ÞÉÓÌÕ ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; : : : ; jGq(n; k)j � 1℄. ÷ ÒÁÂÏ-ÔÅ [4℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ O(nk(n � k) logn log logn).íÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×Á-ÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔO(n2 log2 n log logn). õÌÕÞÛÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÍÅÔÏÄÅ ÂÙ-ÓÔÒÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ â. ñ. òÑÂËÏ[5℄.ìÀÂÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏX 2 Gq(n; k) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ××ÉÄÅ ÍÁÔÒÉ�Ù k�n, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ X . �ÁËÕÀ ÍÁ-ÔÒÉ�Õ k�n ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, ÅÓÌÉÓÏÂÌÀÄÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏ-ËÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÁ×ÅÅ ÓÔÁÒÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ, ×ÓÅ ÓÔÁÒ-ÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, ËÁÖÄÙÊ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ × Ó×Ï£Í ÓÔÏÌÂ�Å.ëÁÖÄÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ. ÷ÅËÔÏÒÏÍ ÉÄÅÎÔÉÆÉ-ËÁ�ÉÉ v(X) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁX 2 Gq(n; k) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙn, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÉÍÅÀÝÉÊ ×ÅÓ k, �ÏÚÉ�ÉÉ ÅÄÉÎÉ� ×ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÔÏÌÂ�Ï× × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÓÔÁÒ-ÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ [4℄. òÁÓ-ÛÉÒÅÎÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ EXT (X) �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X 2 Gq(n; k)ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ (k+1)�n, ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÏÊ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅË-ÔÏÒ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ v(X) = (v(X)n; : : : ; v(X)1), Á ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔØÀ |ÍÁÔÒÉ�Á ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÇÏ ×ÉÄÁ �Ï ÓÔÒÏËÁÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ X :EXT (X) = �v(X)n : : : v(X)2 v(X)1Xn : : : X2 X1 � :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÏÍÅÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÁÕÓÓÍÁÎÉÁÎÁ X ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× Gq(n; k), Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍÕ�ÏÒÑÄËÕ ÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, ËÁË IEXT (X).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ N� vj ::: v2 v1Xj ::: X2 X1 � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Gq(n; k) ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÓÔÏÌÂ�Ù ÉÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÍÅ-ÀÔ ×ÉÄ � vj ::: v2 v1Xj ::: X2 X1 �. ÷×ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ P� v1X1 �= N� v1X1 �=�nk�q;P� vjXj ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 �= N� vj ::: v2 v1Xj ::: X2 X1 �=N� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 �; q� v1X1 �=420



PuW < v1X1 P� uW �; q� vjXj ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 �= PuW < vjXj P� uW ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 �ÄÌÑ j = 1; 2; : : : ; n, ÇÄÅ �nk�q | q-ÉÞÎÙÊ ÇÁÕÓÓÏ×ÓËÉÊ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔ, ÒÁ×ÎÙÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ Gq(n; k) É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�nk�q =Qq�1i=0 qn�i�1qk�i�1 .üÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ:P� vjXj ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 �== � n� jk � wj�q=�n� j + 1k � wj�1�q = (qn�j�k+wj+1�1qn�j+1�1 ; ÅÓÌÉ vj = 0,qk�wj+1�1qn�j+1�1 ; ÅÓÌÉ vj = 1,q� vjXj ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 �= (qk�wj�1 � qn�j�k+wj�1+1�1qn�j+1�1 ; ÅÓÌÉ vj = 1,fXjgqwj�1 � qn�j�k+wj�1+1�1qn�j+1�1 ; ÅÓÌÉ vj = 0,ÇÄÅ fXjg | ÚÎÁÞÅÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ �ÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ Xj ËÁËÞÉÓÌÁ × q-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ; wj | ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ jËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ×ÅËÔÏÒÁ v(X). ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï IEXT (X) =�nk�q�q�v1X1�+q�v2X2 ��� v1X1�P�v1X1�+q�v3X3���v2 v1X2 X1�P�v2X2���v1X1�P�v1X1�+ : : :�:éÄÅÑ ÎÁ-ÛÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓËÏÂÏË × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÒÏÉÚ×Ï-ÄÉÔÓÑ ÎÁÄ ËÏÒÏÔËÉÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. �ÁËÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓËÏÂÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ:IEXT (X) = �nk�q��q� v1X1 �+q� v2X2 ��� v1X1 �P� v1X1 ��+��q� v3X3 ��� v2 v1X2 X1 �++q� v4X4 ��� v3 ::: v1X3 ::: X1 �P� v3X3 ��� v2 v1X2 X1 ��P� v2X2 ��� v1X1 �P� v1X1 ��+ : : :�:ï�ÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÁ IEXT (X). ÷ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑÚÎÁÞÅÎÉÑ P� vjXj ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 � É q� vjXj ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 � (j = 1; : : : ; n)�Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (1), (2). ÷×ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �ij , �ij , (i = 0; : : : ; logn;421



j = 1; : : : ; n=2i). éÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒ-ÍÕÌÁÍ �0j = P� vjXj ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 �, �0j = q� vjXj ��� vj�1 ::: v2 v1Xj�1 ::: X2 X1 � ÄÌÑ j =1; : : : ; n; �ij = �i�12j�1�i�12j , �ij = �i�12j�1 + �i�12j�1�i�12j , ÄÌÑ i = 2; : : : ; logn,j = 1; : : : ; n=2i.ðÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÙÊ ÎÏÍÅÒ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅIEXT (X) = �log n1 � �nk�q :óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÁÓÓÍÁÎÉÁÎÁ X 2Gq(n; k) Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁ×ÎÁ O(lognM(n2)),ÇÄÅ M(a) ×ÒÅÍÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÉÎÙ a. ðÒÉ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÚ [6℄, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏ-ÇÏ M(a) = a loga log log a, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÁ ÒÁ×ÎÁO(n2 log2 n log logn). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Gadouleau M., Yan Z. Constant-rank odes and their onnetionto onstant-dimension odes // IEEE Trans. Inform. Theory. | 2010. |V. IT-56. | P. 3207{3216.2. Skahek V. Reursive ode onstrution for random networks //IEEE Trans. Inform. Theory. | 2010. | V. IT-56. | P. 1378{1382.3. Koetter R., Kshishang F. R. Coding for errors and erasures inrandom network oding // IEEE Trans. Inform. Theory. | 2008. |V. 54, � 8. | P. 3579{3591.4. Silberstein N., Etzion T. Enumerative oding for Grassmannianspae // http://arxiv.org/abs/0911.3256.5. òÑÂËÏ â. ñ. âÙÓÔÒÁÑ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× //äÉÓËÒÅÔ. ÍÁÔÅÍ. | 1998. | �. 10, ×Ù�. 2. | C. 101{119.6. Sh�onhage A., Strassen V. Shnelle Multiplikation gro�er Zahlen //Computing. | 1971. | � 7. | P. 281{292.ïâ éóðïìøúï÷áîééçéðåòüììéð�éþåóëéè ëòé÷ùèîáä ëïîåþîùíé ÷åë�ïòîùíé ðïìñíéá. ÷. îÅÌÁÓÁÑ, ç. ì. ëÏÚÉÎÁ (úÁ�ÏÒÏÖØÅ)âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÏ× �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ ÏÓÎÏ-×ÁÎÏ ÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ × ÇÒÕ��Å ÔÏÞÅË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ, Ï�ÒÅÄÅ-422



ÌÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ. óÔÏÊËÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ËÒÉ�ÔÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ �ÒÉ ÄÌÉÎÅÍÏÄÕÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 160 ÂÉÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÔÁËÉÈ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÄËÌÀÞÅ-ÎÉÅ ÂÉÂÌÉÏÔÅË ÄÌÉÎÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÜÌ-ÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÉ×ÙÅ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÒÏÄÁ | ÇÉ-�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ. ðÏÎÁÞÁÌÕ ÓÞÉÔÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁÓÔÏÌØËÏÓÌÏÖÎÙ, ÞÔÏ ÉÈ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÞØ �ÒÉÅÍÌÅÍÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ.ïÄÎÁËÏ ÁÎÁÌÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÒÁÂÏÔ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ Á��ÁÒÁÔÎÙÈ �ÌÁÔÆÏÒÍ É ÎÏ×ÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÓËÏÒÏÓÔÎÙÅ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉÔÁËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÒÏÄÕËÒÉ×ÏÊ ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÓÔÏÊËÏÓÔÉ (Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ ÇÒÕ��Ù) Ó ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏÖÎÅÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. üÔÏ ×ÉÄ-ÎÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ èÁÓÓÅ|÷ÅÊÌÑ ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ �ÏÒÑÄËÁ ÑËÏÂÉÁÎÁ ÇÉ�ÅÒ-ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ (ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÇÉ-�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ×):�(pq � 1)2g� � #J=Fq � �(pq + 1)2g� ;ÇÄÅ q | �ÏÒÑÄÏË ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ GF (q), ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁËÒÉ×ÁÑ.�ÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ËÒÉ-×ÙÈ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÉÎ×ÅÒÓÉÊ É×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÊ × Ë×ÁÄÒÁÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ �ÏÌÅ. îÏ �ÒÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÄÌÑ ËÒÉ×ÙÈ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÔÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÎÅ �ÒÉÇÏÄÅÎ, �ÏÓËÏÌØËÕ, ËÁËÕ�ÏÍÉÎÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ÒÁÚÍÅÒ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏ ÒÏÄÕ ËÒÉ×ÏÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑÏ�ÅÒÁ�ÉÑ × ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÌÑÈ ÒÁÚÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÕÀÓÌÏÖÎÏÓÔØ. éÎÔÅÒÅÓÎÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ× [1℄. ÷ ÎÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏÒÎÙÈ ÉÎÓÔÒÕË�ÉÊ, ÔÁËÉÈ ËÁË �ÓÄ×ÉÇ� É �ÉÓËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÉÌÉ�.ïÓÎÏ×ÎÏÅ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈËÒÉ×ÙÈ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÎÉÖÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔËÁÚÁ ÏÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÎÉÑ ÂÉÂÌÉÏÔÅË ÄÌÉÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÏÓÎÏ×ÎÏ-ÇÏ �ÏÌÑ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÉ-ÔÅÌØÎÏ �Ï×ÙÛÁÅÔ ÉÈ ÂÙÓÔÒÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ, ×Ï�ÒÅËÉ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ Ï�ÅÎ-ËÁÍ. üÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÚÁ ÓÞÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ423



ÍÅÈÁÎÉÚÍÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ ÄÌÉÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÈÏÄÉÔ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ (�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÉÏÂßÅÍ Ï�ÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ �ÁÍÑÔÉ), ËÏÔÏÒÏÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅ-ÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ.òÁÚ×ÉÔÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÏ×ÙÅ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ 32-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ Ë 64-ÒÁÚÒÑÄÎÙÍ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁÍ �ÏÚ×ÏÌÉÌ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÄÌÑÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÒÏÄÁ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ ÇÒÕ��Ù ÄÌÉ-ÎÏÊ 192 ÂÉÔÁ, ÞÔÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀÓÔÏÊËÏÓÔØ, �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÔËÁÚÁ×ÛÉÓØ ÏÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉÄÌÉÎÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ [2℄. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÎÁ �ÏÒÑÄÏË Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÓËÏ-ÒÏÓÔÎÙÅ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. éÍÅÑ × ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÉ128-ÒÁÚÒÑÄÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒ, ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÅÁÌÉ-ÚÏ×ÁÔØ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÇÎÏÚÁ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÉÈ�ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ �ÏÄ-ÈÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ ËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ [3℄.ëÏÎÅÞÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÏÌÅ GV F (pn) ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ GF (pn)ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ çÁÌÕÁ GF (p). üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �Ï-ÌÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÏÍ (a; b; : : : ; f) ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ e; i; :::; z:� = a � e+ b � i+ � � �+ f � z:ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏ-ÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÏÌÑ, ÒÁ×ÎÏ n. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÏÌÑ GF (p). ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÂÁ-ÚÉÓÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p. ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ�Ï ÍÏÄÕÌÀ p. ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï�ÒÉÎ�É�Õ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, �ÒÉÞÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÑ Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï ÔÁÂÌÉ�Å, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÅÓ�ÅÞÉÔØ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ.÷ÁÖÎÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × GV F (pn) ÏÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × GF (pn)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÅÅ ÉÄÅÁÌØÎÏÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÅÍÏÊ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ�ÏÌÅÍ ÄÌÉÎÙ 4. �ÏÇÄÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÂÕÄÅÔ ×ËÌÀÞÁÔØ424



ÌÉÛØ 32-ÂÉÔÎÙÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÄÌÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÕ XMM-ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ É×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ËÏÍÁÎÄ ÇÒÕ��Ù SSE2.�ÁËÏÅ ÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ 64-ÂÉÔÎÏÊ Á��ÁÒÁÔÎÏÊ �ÌÁÔÆÏÒ-ÍÙ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ Á��ÁÒÁÔÁ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ É �Á-ÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÚÄÁÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏÒÏÓÔÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈËÒÉ×ÙÈ.ðÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ É ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÂÕÄÕÝÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÑËÏÂÉÁÎÁ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ-×ÏÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÏÌÅÍ É ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÔÅÏÒÉÉ �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Wollinger T. Software and hardware implementation of hyperel-lipti urve. Dissertation for the degree of dotor-ingenious. | Bohum,2004.2. äÏÌÇÏ× ÷. é., îÅÌÁÓÁÑ á. ÷. ðÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ËÒÉ�ÔÏ-ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ // óÉÓÔÅÍÙÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. | 2010. | ÷É�. 3 (84). | ó. 17{19.3. íÏÌÄÏ×ÑÎ î. á. çÒÕ��Ù ×ÅËÔÏÒÏ× ÄÌÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ�ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ // ÷ÅÓÔÎÉË óðÂ ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 10. ðÒÉËÌÁÄÎÁÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ, �ÒÏ�ÅÓÓÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. | 2009. | � 1. |ó. 96{102. ï òáóó�ïñîéñè ï� ëìáóóáíáëóéíáìøîï-îåìéîåêîùè æõîëãéêäï îåëï�ïòïçï ëìáóóá âõìå÷ùè æõîëãéêò. ò. ïÍÁÒÏ× (íÏÓË×Á)îÁÄÅÖÎÏÓÔØ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÉ ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ �ÂÌÉ-ÚÏÓÔØ� ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ��ÌÏÈÉÍ� ËÌÁÓÓÁÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÈÏÒÏÛÏÉÚÕÞÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ �ÏÉÓË ÓÌÁÂÏÓÔÅÊ × ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅ-ÍÁÈ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ��ÌÏÈÏÇÏ� ËÌÁÓÓÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÆÕÎË�ÉÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ × �ÏÌÉÎÏÍÅ öÅÇÁÌËÉÎÁ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅk ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.425



ðÕÓÔØ n| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. þÅÒÅÚ Vn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n Ó ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉÉÚ f0; 1g Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ � �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ 2. ðÕÓÔØ f; g | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ.þÅÒÅÚ wt(f) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÅÓ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f | ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ 1.òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÄÏ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ dist(f; g) = wt(f � g). ðÏÄ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖ-ÄÕ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ M É N ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØdist(M;N) = ming2Mh2N dist(g; h):âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÊ, ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ a = (a1; : : : ; an) 2 Vn É  2 f0; 1g ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x) =a1x1 � : : : � anxn � . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ An.÷ÅÌÉÞÉÎÁ Nf = dist(f;An) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉf(x).ìÅÍÍÁ [1℄. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Nf � 2n�1 � 2n=2�1. äÌÑ ÞÅÔÎÙÈ n ÜÔÁÏ�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ.âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ f(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Nf ÒÁ×ÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.þÅÒÅÚ AEkn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ �ÏÞÔÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ XI1 � : : :�XIk � l(x),ÇÄÅ XIt = Qj2It xj , It { �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �Õ-ÓÔÙÅ X? = 0) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; : : : ; ng, t = 1; k É l(x) 2 An.�ÅÏÒÅÍÁ.ðÕÓÔØ B2n |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ 2n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏÇÄÁdist(B2n; AEk2n) � 22n�1 � 3k � 2n�1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(x) 2 B2n, Á g(x) = XI1�: : :�XIk�l(x)�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ AEk2n: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f 0(x) =f(x)� l(x), g0(x) = XI1 � : : :�XIk , IS = Sj2S Ij . �ÏÇÄÁwt(f(x) � g(x)) = wt(f 0(x)) + Xx2V2ng0(x)=1(�1)f 0(x):426



éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏXx2V2ng0(x)=1(�1)f 0(x) = k�1Xi=0(�2)i XS�f1;:::;kgjSj=i+1 XXIS=1(�1)f 0(x): (1)ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á �ÒÉ k = 2. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ �ÒÉ k = t� 1. äÏËÁÖÅÍ ÅÅ �ÒÉ k = t.Xx2V2ng0(x)=1(�1)f 0(x) = Xx2V2nXI1�:::�XIt�1=1(�1)f 0(x) + Xx2V2nXIt=1(�1)f 0(x)��2 � Xx2V2nXI1 �XIt�:::�XIt�1 �XIt=1(�1)f 0(x) = t�2Xi=0(�2)i XS�f1;:::;t�1gjSj=i+1 XXIS=1(�1)f 0(x)++ Xx2V2nXIt=1(�1)f 0(x) � 2 � t�2Xi=0(�2)i XS�f1;:::;t�1gjSj=i+1 XXIS=1XIt=1(�1)f 0(x) == t�2Xi=0(�2)i XS�f1;:::;t�1gjSj=i+1 XXIS=1(�1)f 0(x) + Xx2V2nXIt=1(�1)f 0(x)++ t�1Xi=1(�2)i XS�f1;:::;tgjSj=i+1t�nS XXIS=1(�1)f 0(x) = t�1Xi=0(�2)i XS�f1;:::;tgjSj=i+1 XXIS=1(�1)f 0(x):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ fx : x 2 V2n; XA = 1g = fx��A : x 2 LAg = �A+LA,ÇÄÅ A � f1; : : : ; ng, LA = fx : xi = 0; i 2 Ag; Á �A 2 V2n : �Ai =1; i 2 A; �Ai = 0; i =2 A: �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ ~f(y) [1, Ó. 240℄ ×ÅÒÎÏXx2V2nXA=1(�1)f 0(x) = Xx2�A+LA(�1)f 0(x) = 2dimLA�n Xy2L?A(�1) ~f(y)�h�A;yi == 2n�jAj Xy2L?A(�1) ~f(y)�h�A;yi:427



úÁ�ÉÛÅÍ (1) Ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÏÇÏXx2V2ng0(x)=1(�1)f 0(x) = k�1Xi=0(�2)i XS�f1;:::;kgjSj=i+1 2n�jISj Xy2L?IS(�1) ~f(y)�h�IS ;yi:æÕÎË�ÉÑ f(x) 2 B2n, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ wt(f 0(x)) � 22n�1 � 2n�1.õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏ É ÔÏ, ÞÔÏ dimL?IS = jIS j; �ÏÌÕÞÉÍwt(f(x) � g(x)) � 22n�1 � 2n�1 � k�1Xi=0 2i XS�f1;:::;kgjSj=i+1 2n�jISj � 2jISj == 22n�1 � 2n�1 � kXi=0 2iCik = 22n�1 � 3k � 2n�1:÷ ÓÉÌÕ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÊ f(x) É g(x) �ÏÌÕÞÉÍdist(B2n; AEk2n) � 22n�1 � 3k � 2n�1:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÏÇÁÞ�Å× ï. á., óÁÌØÎÉËÏ× á. á., ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. | í.: íãîíï, 2004.ï ðåòéïäå ðïóìåäï÷á�åìøîïó�éóïó�ïñîéê ûéæòóéó�åíù RC4í. á. ðÕÄÏ×ËÉÎÁ (íÏÓË×Á)ûÉÆÒÓÉÓÔÅÍÁ RC4 ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ ò. òÉ×ÅÓÔÏÍ × 1987 Ç., ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ�ÁÒÁÍÅÔÒÁ m (ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ m = 256).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A; ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÉÊ ÛÉÆÒÓÉÓÔÅÍÕRC4 Ó ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ f: ðÕÓÔØ Sm |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å f0; :::;m�1g;Zm|ËÏÌØ�Ï ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ m; N | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, f : Z2m�Sm ! Z2m�Sm| ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÛÉÆÒÓÉÓÔÅÍÙ RC4, (it; jt; st) 2428



Z2m� Sm | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0; 1; :::, (0; 0; s0) | ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÇÄÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ s0 ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔÓÑ ÉÚ ËÌÀÞÁ ÛÉ-ÆÒÏ×ÁÎÉÑ.æÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ f × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ËÁË1) it = it�1 + 1(modm);2) jt = jt�1 + st�1(it)(modm);3) st(it) = st�1(jt�1) st(jt) = st�1(it�1) st() = st�1() �ÒÉ  =2fit; jtg:ðÕÓÔØ W (i0; j0; s0) = (i0; j0; s0); (i1; j1; s1); :::; (it; jt; st), | �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× f; �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ (i0; j0; s0); Á Wi0;j0(s0) = s0; s1; :::; st; ::: | ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË.îÁ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ òÕÓËÒÉ�ÔÏ 2012 á. ÷. âÁÂÁÛÏÍ, ä. ó. ëÕÄÉÑÒÏ-×ÙÍ [1℄ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ m = 2n; n 2 N; ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×-ËÉ s0 2 Sm �ÅÒÉÏÄ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉW0;0(s0) ËÒÁÔÅÎ 2n�1: ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ s0(1) 6= 1 + 2n�1; ÔÏ �ÅÒÉÏÄ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ W0;0(s0)ËÒÁÔÅÎ m:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ (w; v; s0) 2 Z2m� Sm: �ÏÇÄÁ �ÅÒÉÏÄ q �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË Ww;v(s0) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ p�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ W (w; v; s0) É p � 0(modm):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄ£Í ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ w = 0; �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ �ÉËÌÁÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ RC4 ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ p � q.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ p > q: üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ × �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ W (0; v; s0) ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (0; v; s0) É (iq ; jq ; s0) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏjq 2 Zm É iq = q(modm):�ÏÇÄÁ (1; j1; s1); (iq+1; jq+1; s1) 2W (0; v; s0); ÇÄÅj1 = s0(1) + v(modm); iq+1 = q + 1(modm);jq+1 = jq + s0(iq+1)(modm);�ÒÉÞ£Í fi1; j1g = fiq+1; jq+1g.åÓÌÉ iq+1 = 1; ÔÏ jq+1 = j1 É (i1; j1; s1) = (iq+1; jq+1; s1); Ô.Å. p = q:÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, iq+1 = j1 É jq+1 = i1 = 1.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, fi; jg = fiq+; jq+g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  2 Zp:åÓÌÉ (i; j) = (iq+; jq+) ; ÔÏ (i; j; s) = (iq+; jq+; s); Ô. Å. p = q:429



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ×ÓÅÈ  2 Zp ÉÍÅÅÍi = jq+ = (modm); (1)j = iq+ = q + (modm): (2)÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1), (2) É jt = jt�1 + st�1(it)(modm) ÉÍÅÅÍst�1(it) = 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ t 2 Zp: éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) �ÒÉ  = 0 �ÏÌÕÞÁ-ÅÍ j0 = v = q(modm): �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,j1 = v + 1(modm); ; jt = v + t(modm) (3)ÄÌÑ ×ÓÅÈ t 2 Zp. éÚ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ RC4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ j1 = i2(modm), jt = it+1(modm) ÄÌÑ ×ÓÅÈ t 2 Zp. üÔÏ,× Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ v = 1. åÓ-ÌÉ ÖÅ v 6= 1, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, Á ÜÔÏÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ p = q.åÓÌÉ v = 1, ÔÏ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [2℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ �ÉËÌÅ ÄÌÉÎÙm(m�1)ÌÅÖÁÔm(m�1) ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÎÏ×Á p = q:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ p � 0(modm): õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÁÂÁÛ á. ÷., ëÕÄÉÑÒÏ× ä. ó. ï �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ RC4 // http://www.rusrypto.ru/soures/onferene/r2012/2. Pudovkina í. Short yles of the alleged RC4 keystream genera-tor // Proeedings of 3nd International Workshop on Computer Sieneand Information Tehnologies (CSIT'2001). | UFA, 2001.ï òåëõòóé÷îï äéææåòåîãéòõåíùèâéîáòîùè ë÷áúéçòõððáèð. î. óÙÒÂÕ (ëÉÛÉÎÅ×, íÏÌÄÏ×Á)òÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù ×ÏÚÎÉËÌÉ × ÔÅÏÒÉÉÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ íäò-ËÏÄÏ× [1{4℄.ðÕÓÔØ (Q;A) | n-ÁÒÎÙÊ ÇÒÕ��ÏÉÄ É k | �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ. n-áÒÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ A(k), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉA(k)(xn1 ) = A(xnk+1; A(0)(xn1 ); : : : ; A(k�1)(xn1 )); ÅÓÌÉ k < n;430



A(k)(xn1 ) = A(A(n�k)(xn1 ); : : : ; A(k�1)(xn1 )); ÅÓÌÉ k � n;ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �ÏÒÑÄËÁ k. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀÓÔÁ×ÉÍ A(0)(xn1 ) = A(xn1 ), ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1; : : : ; xn 2 Q.åÓÌÉ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ A(0); A(1); : : : ; A(s) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×Á-ÚÉÇÒÕ��Ï×ÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÔÏ (Q;A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ s-ÄÉÆ-ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ (Q;A) | ÂÉÎÁÒÎÁÑË×ÁÚÉÇÒÕ��Á, ÔÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ A = " �" É A(s) = " s4" ,8s 2 N , �ÏÌÕÞÁÅÍ:x 04y = x � y, x 14y = y � xy;x k4y = (xk�24 y) � (xk�14 y), 8k � 2:÷ [5℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (Q; �) | ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, ÔÏ x n4y =xbn � ybn+1 ; 8x; y 2 Q, ÇÄÅ (bn)n2N� | ÒÑÄ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� × [5℄ ÄÏËÁÚÁÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ: ÂÉÎÁÒÎÁÑË×ÁÚÉÇÒÕ��Á (Q; �) ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ 1-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ (�) É (=) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÇÄÅ x � y = y � x,8x; y 2 Q, Á (=) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ ÄÅÌÅÎÉÅÍ × (Q; �).îÉÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÉÎÁÒÎÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á (Q; �)ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ 1-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉpÕÅÍÁ, ÔÏ (Q; 14) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÑÄ ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ (Q; �) | ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ 1-ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á É �ÕÓÔØ (Q; 14) ÅÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÁÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. �ÏÇÄÁ:i. ìÀÂÁÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÑ � Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù (Q; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�É-ÅÊ × (Q; 14).ii. îÏÒÍÁÌØÎÁÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÑ � Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù (Q; �) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÊ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÅÊ × (Q; 14) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅÌÅ×ÙÅ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÉ × (Q; 14) ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. i. ðÕÓÔØ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÅÊ × Q(�). �ÏÇÄÁx�y ) x�y É x�y, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  2 Q, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ x � x�x � y,x�y�y �y É �x��y,8 2 Q, ÏÔËÕÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÍ x�x�y �y É �x��y,8 2 Q ÉÌÉ, �ÅÒÅÈÏÄÑ Ë Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ( 14) :  14x� 14y É x 14�y 14, 8 2 Q,ÔÏ ÅÓÔØ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÅÊ × (Q; 14).ii. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ i. É ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉ-ÎÁÒÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ) �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.431



ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ (Q; �) | ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ 1-ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á, ÔÏ �ÏÄË×ÁÚÉÇÒÕ��Á H Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù(Q; 14) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄË×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ É × (Q; �) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ H ÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ H �ÏÄË×ÁÚÉÇÒÕ��Á × (Q; 14) É �ÕÓÔØ ÏÎÁÚÁÍËÎÕÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (�). �ÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x � a = b, ÇÄÅ a; b 2H , ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × H , ÔÁË ËÁË x 14a = a � xa = a �b. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: a � x = b, ÇÄÅ a; b 2 H .ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×ÍÅÓÔÏ x �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x0 � a, ÉÍÅÅÍ x0 14a = b, ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ x = x0 � a 2 H ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H ÚÁÍËÎÕÔÏÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (�).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ (ÌÅ×ÕÀ, �ÒÁ×ÕÀ) ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ Ë×ÁÚÉÇ-ÒÕ��Ù (Q; �) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (< La j a 2 Q >= LM(Q; �), < Rb jb 2 Q >= RM(Q; �)) < La; Rb j a; b 2 Q >=M(Q; �):âÉÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : Q ! Q ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÁ×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍÏÍ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù (Q; �), ÅÓÌÉ '(x �yx) = '(x) �'(y)'(x), 8x; y 2 Q.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SAut(Q; �) ÇÒÕ��Õ ×ÓÅÈ �ÏÌÕÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Ë×Á-ÚÉÇÒÕ��Ù (Q; �)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ (Q; �) | ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ 1-ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á É �ÕÓÔØ (Q; 14) | ÅÅ �ÅÒ×ÁÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ. ÷ÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:i. RM(Q; 14) �M(Q; �); ii. Aut(Q; �) � Aut(Q; 14);iii. Aut(Q; 14) = SAut(Q; �); iv. SAut(Q; �) � SAut(Q; 14);v. Aut(Q; �) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÌÏÖÅÎÁ × ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÇÒÕ��:AutLM(Q; 14), AutRM(Q; 14), Aut(Q; 14).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. i. éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x 14a = a � xa ÓÌÅÄÕÅÔ Ra =L(�)a R(�)a , ÇÄÅ L(�)a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÏÊ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÅÊ × Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Å Q(�), ÁRa (R(�)a ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÏÊ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÅÊ × Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Å Q( 14) (ÓÏÏÔ×.Q(�)).ii. åÓÌÉ ' 2 Aut(Q; �), ÔÏ '(x 14y) = '(y � xy) = '(y) � '(x)'(y) ='(x) 14'(y), 8x; y 2 Q, Ô.Å. ' 2 Aut(Q; 14).432



iii. ' 2 Aut(Q; 14) , '(x 14y) = '(x) 14'(y) , '(y � xy) = '(y) �'(x)'(y) , ' 2 SAut(Q; �):iv. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ii. É iii.v. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ii. É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Aut(Q; 14) ×ÌÏÖÉÍÁ × ÇÒÕ��Õ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÇÒÕ�� ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ [6℄.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÷óî�ò áî íÏÌÄÏ-×Ù (CSSDT ASM), ÇÒÁÎÔ 12.839.08.07F.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÏÎÓÁÌÅÓ ó., ëÏÕÓÅÌÏ å., íÁÒËÏ× ÷. �., îÅÞÁÅ× á. á. òÅËÕÒÓÉ×-ÎÙÅ íäò-ËÏÄÙ É ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù //äÉÓËÒÅÔ. ÍÁÔÅÍ. | 1998. | �. 10, ×Ù�. 2. | C. 3{29.2. çÏÎÓÁÌÅÓ ó., ëÏÕÓÅÌÏ å., íÁÒËÏ× ÷. �., îÅÞÁÅ× á. á. çÒÕ��Ï-×ÙÅ ËÏÄÙ É ÉÈ ÎÅÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ // äÉÓËÒÅÔ. ÍÁÔÅÍ. |2004. | �. 16, ×Ù�. 1. | C. 146{156.3. çÏÎÓÁÌÅÓ ó., ëÏÕÓÅÌÏ å., íÁÒËÏ× ÷. �., îÅÞÁÅ× á. á. ðÁÒÁÍÅ-ÔÒÙ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ íäò-ËÏÄÏ× // äÉÓËÒÅÔ. ÍÁÔÅÍ. | 2000. | �. 12,×Ù�. 4. | C. 3{24.4. áÂÁÛÉÎ á. ó. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ íäò-ËÏÄÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ2 É 3 // äÉÓËÒÅÔ. ÍÁÔÅÍ. | 2000. | �. 12, ×Ù�. 2. | C. 140{153.5. Izbash V., Syrbu P. Reursively di�erentiable quasigroups andomplete reursive odes // Commentat. Math. Univ. Carol. | 2004. |V. 45, � 2. | P. 257{263.6. ýÕËÉÎ ë. ë. äÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ù ÎÁ Ë×ÚÉÇÒÕ��Å. õÞÅÂÎÏÅ �ÏÓÏÂÉÅ�Ï Ó�Å�ËÕÒÓÕ. | ëÉÛÉÎÅ×: ëçõ, 1985.ï âõìå÷ùè æõîëãéñè éú ðåòåóåþåîéñîåóëïìøëéè óðåãéáìøîùè ëìáóóï÷à. ÷. �ÁÒÁÎÎÉËÏ× (íÏÓË×Á)âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Fn2 ×F2. ÷ÅÓÏÍ juj ÎÁÂÏÒÁ u 2 Fn2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔ, Á ×ÅÓ wt(f) ÆÕÎË�ÉÉ f | ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× u 2 Fn2 , ÔÁËÉÈ ÞÔÏf(u) 6= 0. æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ wt(f) = 2n�1.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ õÏÌÛÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÄ Fn2 , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ËÁËWf (u) = Px2Fn2 (�1)f(x)+<u;x>.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u 2 Fn2 ÚÎÁÞÅÎÉÅ Wf (u) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ433



õÏÌÛÁ. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ.âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ  ×ÓÅ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ f0;�2g. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ 0,ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÅÊ. îÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ nl(f) ÆÕÎË-�ÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ f ÄÏ ËÌÁÓÓÁ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ, ËÁË ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÆÏÒÍÕÌÏÊ nl(f) = 2n�1 � 12 maxu2Fn2 jWf (u)j.âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ Fn2 , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÒÅÌÑ�É-ÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÏÊ �ÏÒÑÄËÁ m, 1 � m � n, wt(f 0) = wt(f)=2mÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÅÅ �ÏÄÆÕÎË�ÉÉ f 0 ÏÔ n � m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. õÒÁ×ÎÏ×Å-ÛÅÎÎÁÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÒÑÄËÁ m ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ m-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ Fn2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÏÊ �ÏÒÑÄËÁ m ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u 2 Fn2 , 1 � juj � m, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Wf (u) = 0. ÷ÅÒÅÎ ÔÁËÖÅÆÁËÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | m-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÁÑ, m � n � 2, ÔÏ ×ÓÅ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ õÏÌÛÁ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 2m+2.âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁ Fn2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ (0; 1)-ÒÁÓ-ËÒÁÓËÏÊ (ÉÌÉ (0; 1)-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ), ÅÓÌÉ 1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ x 2 Fn2 ,ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ f(x) = 0, ÍÙ ÉÍÅÅÍ jfy 2 Fn2 j d(x; y) = 1; f(y) = 1gj = 0;2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ x 2 Fn2 , ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ f(x) = 1, ÍÙ ÉÍÅÅÍjfy 2 Fn2 j d(x; y) = 1; f(y) = 0gj = 1. âÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ, Ñ×ÌÑÀ-ÝÕÀÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ (; )-ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ-ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁÑ (0; 1)-ÒÁÓËÒÁÓËÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÏÒÑÄËÁ 0+12 � 1, ÂÏ-ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u 2 Fn2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Wf (u) 6= 0, ÔÏjuj 2 f0; 0+12 g.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÒÑÄ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÞÅÍ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉ-ÑÈ ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ. �ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ m-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ m � n� 2 ×ÅÒÎÏ nl(f) � 2n�1� 2m+1,�ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÔÏm � n�32 É f | �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÁÑ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ×ÙÓÏËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, �ÏÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÏÒÒÅÌÑ-�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÒÑÄËÁ m = n�k, ÇÄÅk | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xi ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÄÌÑ ÆÕÎË-434



�ÉÉ f , ÅÓÌÉ xi × �ÏÌÉÎÏÍÅöÅÇÁÌËÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØ-ËÏ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍ | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ xi. ðÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ëm-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÏ×ÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖ-ÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÅÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É �ÏÒÑÄËÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ,�ÏÜÔÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ m-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÁ ÄÌÑ ÅÅ ÉÚÕÞÅÎÉÑ. òÁÎÅÅ Ñ ÄÏËÁÚÁÌ [1℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ p(k), ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ n Õ ÌÀÂÏÊ (n� k)-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ p(k). ÷ÅÌÉÞÉÎÁ p(k) ×ÁÖÎÁ ÔÁËÖÅÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n� k ÏÔn �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ k = onst, n!1, ÒÁ×ÎÏ �(np(k)). äÌÑ ÞÉÓÌÁ p(k)ÍÎÏÀ [1℄ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 3 �2k�2�2 � p(k) � (k�1)2k�2.äÌÑ k = 4 ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ p(k) = 10 ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ä. ð. ëÉÒÉÅÎËÏ [2℄�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ, ÏÎ ÖÅ �ÏÌÕÞÉÌ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n� 4 [3℄, "ÞÅ-ÌÏ×ÅÞÅÓËÏÅ" ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÁËÔÁ p(4) = 10 ÄÁÎÏ á. é. ú×ÅÒÅ×ÙÍ [4℄,×�ÒÏÞÅÍ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÊ�ÅÒÅÂÏÒ.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ 10 ÌÅÔ ÎÅ ÂÙÌÏ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÊ ×Ï�ÅÎËÅ p(k) �ÒÉ k > 4, ÓÔÁÌÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ×Ï�ÒÏÓÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Åp(k) � (k � 1)2k�2. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÜÔÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ïÂÒÁÚÕÅÍ ÄÌÑ ÜÔÏÊÆÕÎË�ÉÉ f ÍÁÔÒÉ�ÕM , ×Ù�ÉÓÁ× �Ï ÅÅ ÓÔÒÏËÁÍ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ u 2 Fn2× ÔÏÞÎÏÓÔÉ W 2f (u)4n�k+2 ÒÁÚ. ðÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [1℄, [2℄ ÍÁÔÒÉ�Á M ÓÏÄÅÒÖÉÔ 4k�2 ÓÔÒÏË, × ËÁ-ÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k� 1 ÎÕÌÅÊ, É n = (k� 1)2k�2 ÓÔÏÌÂ�Ï×, ×ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2k�2 ÎÕÌÅÊ. ïÔÓÀÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ MÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ k � 1 ÎÕÌÅÊ, É f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ,Á ÔÁËÖÅ ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ 2k�2 ÎÕÌÅÊ. ðÏÓÌÅÄ-ÎÉÊ ÆÁËÔ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ×ÓÅ Á×ÔÏËÏÒ-ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ×ÅÓÁ 1 (ÔÏÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ É×ÁÖÎÏÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Á M�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÖÅÓÔËÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÅÝÅ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á [1, 2℄,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ÌÀÂÙÈ ÅÅ h ÓÔÏÌÂ�ÁÈ, 1 � h � k � 2, ÌÀÂÁÑ ËÏÍÂÉ-ÎÁ�ÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ 2k�h�1(ÅÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × [4℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ,ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ �Ï-435



ÓÔÒÏÉÔØ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÔÏÌÂ�ÁÍM ,ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÁ | ÓÔÒÏËÁÍM , ÔÁË ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÇÉ�ÅÒÒÅÂÒÏ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ÔÅÉ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÍ ÓÔÏÌÂ�ÁÈÓÔÏÉÔ 0 ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÔÏ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÅÎ, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ (ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ É ËÏÔÏÒÙÈ, ËÁË ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉ-ÌÉÓØ, Õ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÅÔ).ó �ÏÍÏÝØÀ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ k � 4 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ p(k) < (k � 1)2k�2.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 10{01{00475.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �ÁÒÁÎÎÉËÏ× à. ÷. ï ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ É ÕÓÔÏÊÞÉ-×ÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.÷Ù�. 11. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2002. | ó. 91{148.2. �ÁÒÁÎÎÉËÏ× à. ÷., ëÉÒÉÅÎËÏ ä. ð. ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ËÏÒ-ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÙÓÏËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XIíÅÖÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ-×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 2000). þ. 2. | í.: íçõ,2001 | ó. 177{189.3. ëÉÒÉÅÎËÏ ä. ð. ï ÞÉÓÌÅ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ É ÕÓÔÏÊÞÉ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÒÑÄËÁ n � 4 // íÁÔÅÒÉÁÌÙ VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (2{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ2004 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÁ íçõ, 2004. | ó. 421{424.4. Zverev A. On the struture of the spetrum support of Booleanfuntions // Boolean funtions in ryptology and information seurity.Proeedings of the NATO Advaned Study Institute on Boolean fun-tions in ryptology and information seurity (Zvenigorod, 2007). | NA-TO Siene for Peae and Seurity. Series D: Information and Commu-niation Seurity. | IOS Press, 2008. | V. 18. | P. 331{340.ï îåëï�ïòùè õðáëï÷ëáè÷ âõìå÷ïí ëõâåò. é. �ÁÔÁÒÉÎÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Õ�ÁËÏ×ËÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁÄ Z2 ÒÁ×ÎÙÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ436



�ÅÒÅÎÏÓÁ ÆÉÇÕÒÁÍÉ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÏ×, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÏÛÉÂËÉ.÷×ÅÄ£Í ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ En | ÂÕÌÅ× ËÕÂ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n � 0, ÔÏ ÅÓÔØ n-ÍÅÒÎÏÅ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ Z2. îÁ Î£Í ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÏÒÍÕèÜÍÍÉÎÇÁ j � j É ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (x1; : : : ; xn) � (y1; : : : ; yn) =Pni=1 xi � yi. îÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á En ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË 0n;00 | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E0 .âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ËÕÂÏ× ÏÂÙÞÎÙÍ ÎÁÄ Z2 ÏÂÒÁÚÏÍÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÌÉÎÅÊÎÙÅ É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ(ÂÉÅË�ÉÉ), Á ÔÁËÖÅ ÓÄ×ÉÇÉ (�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÅÒÅÎÏÓÙ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ, ÎÏ ÎÅË ÌÉÎÅÊÎÙÍ.æÉÇÕÒÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÁËÕÂÁ En , 0-ÆÉÇÕÒÏÊ |ÆÉÇÕÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ 0n, Á ÎÅÓÕÝÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ 0-ÆÉÇÕÒÙ | ÓÁÍ En .áÆÆÉÎÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ hFi ÆÉÇÕÒÙ F ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ Å£ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÆÉ-ÇÕÒÙ | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.úÁÄÁÞÁ. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ × En ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓÄ×É-ÇÏ× ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ F . òÅÛÅÎÉÅÍ ÉÌÉ Õ�ÁËÏ×ËÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ×, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÓÄ×ÉÇÉ. åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ÌÉÛØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ Õ�ÁËÏ×ËÉ.òÅÛÅÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØÓÒÅÄÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ. îÁÚÏ×£Í �ÌÏÔÎÏÊÕ�ÁËÏ×ËÏÊ ÔÁËÕÀ, ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅÓÕÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÁ. ðÌÏÔÎÁÑ Õ�ÁËÏ×ËÁ ×ÓÅÇÄÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁ.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÉ-ÇÕÒÁ É Å£ Õ�ÁËÏ×ËÁ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ÔÁËÖÅ × ÆÉÇÕÒÕ É Õ�ÁËÏ×ËÕ ÄÌÑ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÊ. ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÌÕÞÁÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÅ�ÏÌÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØÍÅÎØÛÅÊ, ÞÅÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅÓÕÝÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á), ÌÅÇËÏ Ó×ÅÓÔÉ ËÓÌÕÞÁÀ �ÏÌÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄).ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÒÅÄ ÔÅÍ, ËÁË ÞÔÏ-ÌÉÂÏ �ÒÅÄ�ÒÉÎÉÍÁÔØ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ �ÒÁ-×Ï �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÆÉÇÕÒÕ × ÕÓÌÏ×ÉÉ Ë ×ÉÄÕ �ÒÏÇÁÔÏÇÏ ÛÁÒÁ�:ðÒÏÓÔÙÍ ÛÁÒÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n � 0 ÎÁÚÏ×£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×Ïfv 2 En j jvj � 1g :òÏÇÁÔÙÊ ÛÁÒ |0-ÆÉÇÕÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÛÁÒÁ É ÅÝ£ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÒÏÇÏ×).âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄) Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ Õ�ÁËÏ×ËÁ-ÍÉ É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍÉ ËÏÄÁÍÉ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ 3, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. 437



âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÉÇÕÒÕ F � En ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎ ÎÁÂÏÒ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) jFj ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2m;m 2 Z�0;2) îÅÔ ÔÁËÏÇÏ S � F , ÞÔÏ jSj = jFj � 2 > 0 É Pv2S v = 0n.�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÄÌÑ ÆÉÇÕÒÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÌÏÔÎÁÑ Õ�ÁËÏ×ËÁ;ÜÔÁ ÆÉÇÕÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁ:òÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔØ | ÁÆÉÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÆÉÇÕÒÙ, Á ×ÔÏ-ÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÉÎÁÞÅ:(20) jFj = 2, ÌÉÂÏ ÎÅÔ ÔÁËÉÈ u; v 2 F , ÞÔÏ u 6= v É Pw2F w = u+ v.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÒÏÇÏ× É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÒÏÇÁÔÙÈ ÛÁÒÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ k ÒÏÇÏ×, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ B k .�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k 2 Z�0 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B k ÓÏÄÅÒÖÉÔÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÆÉÇÕÒ; ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ �ÌÏÔÎÏÊ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ Õ�ÁËÏ×ËÉ: ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ; ÍÏÝÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÆÉÇÕÒ ÍÅÎØ-ÛÅ 22k+1+2k�2:äÌÑ �ÏÉÓËÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Õ�ÁËÏ×ÏË �ÒÉ-ÇÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÁÒÁ ÂÌÉÚËÉÈ �Ï ÓÍÙÓÌÕ �ÏÎÑÔÉÊ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕ-ÀÝÉÈ ÂÌÉÚÏÓÔØ ÆÉÇÕÒÙ Ë ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÓÔÉ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ F � En ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m 2 Z�0, ÅÓÌÉ jFj � 2m,É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ S � F , ÞÔÏ jSj = 2m � 2 > 0 É Pv2S v = 0n.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ F � En ÉÍÅÅÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÏ�ÏÌ-ÎÅÎÉÅ ÄÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m 2 Z�0, ÅÓÌÉ F � R � En ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ R ÍÏÝÎÏÓÔÉ 2m.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÉ m, ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏÜÔÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, �ÒÉÞ£Í ÏÂÁ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÆÆÉÎÎÏ-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ.ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ Õ�ÁËÏ×ËÉ ÏÞÅÎØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×Ï-ÄÉÔÓÑ Ë ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÌÏÔÎÏÊ Õ�ÁËÏ×ËÉ, ÞÔÏ �ÒÉÎÏÓÉÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (×ÅÒÎÙÊ ËÁË ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ, ÔÁË É ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÊ):�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ d | ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊÕ�ÁËÏ×ËÉ ÆÉÇÕÒÙ F � En : åÓÌÉ F ÎÅ ÉÍÅÅÔ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-) ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÏÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ dlog2 jFje, ÔÏ d � n�dlog2 jFje�1,ÉÎÁÞÅ d � n�dlog2 jFje: äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k 2 Z�0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× B k ;438



ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ; ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ ×ÔÏÞÎÙÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 2 É 3 ÒÅÞØ ÉÄ£Ô × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ. ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, ÄÌÑÎÉÚËÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÕÓÔÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ÷ ÔÅÏÒÅÍÁÈ 2 É 3 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏËÏÎÅÞÎÏ; ÎÏ É �ÕÓÔÏ �ÒÉ k = 0; 1; 2:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÉÇÕÒÁ F � En Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÁÒÏÍ Ó ÏÄÎÉÍÒÏÇÏÍ: h: ðÌÏÔÎÁÑ Õ�ÁËÏ×ËÁ ÆÉÇÕÒÙ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ; ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎ ÎÁÂÏÒ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2m � 2;m 2 Z�0;2) jhj 6= n� 1; jhj 6= n� 2:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ ÆÉÇÕÒÁ F � En Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÛÁÒÏÍ Ó Ä×ÕÍÑÒÏÇÁÍÉ: u; v: ðÌÏÔÎÁÑ Õ�ÁËÏ×ËÁ ÆÉÇÕÒÙ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ; ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎ ÎÁÂÏÒ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) n ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 2m � 3;m 2 Z�0;2) juj < n� 1; jvj < n� 1;3) ju+ vj 6= n� 1; ju+ vj 6= n� 2:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Cohen G., Litsyn S., Vardy A., Gilles Z�emor Tilings of binaryspaes // SIAM Journal on Disrete Mathematis. | 1996. | V. 9,i. 3. | P. 393{412.ï äéúáêîáè óðåãéáìøîïçï ÷éäáîá ðïäíîïöåó�÷áè âõìå÷á ëõâá�. á. õÒÂÁÎÏ×ÉÞ (íÏÓË×Á)óÉÓÔÅÍÏÊ ûÔÅÊÎÅÒÁ S(t; k; v) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ (V;B), ÇÄÅ V |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ v-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ), B �2V | ÎÁÂÏÒ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈÂÌÏËÁÍÉ), É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ B,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÇÏ. 439



S(t; k; v) ÓÉÓÔÅÍÙ ûÔÅÊÎÅÒÁ (V1; B1) É (V2; B2) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ V1 É V2, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ B1× B2.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× t, k É v ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:t = 2, k = 4 É v = 4h, ÇÄÅ h | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÂÕÌÅ×Á ËÕÂÁ Fn2 .âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ S(2; 4; 4h) ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ (V;B) ÏÂÌÁÄÁ-ÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�), ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ: 8b 2 B : Px2b x = 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÔØ ×ÉÄ 4h-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× V (Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ËÕ-ÂÏ×), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B � 2V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (V;B) | ÓÉÓÔÅÍÁûÔÅÊÎÅÒÁ S(2; 4; 4h) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�).�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ (V;B) | ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ S(2; 4; 4h)ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�), ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ V 0, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÉÚ V ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÁÆÆÉÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B0 � 2V 0 ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ (V 0; B0)| ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ S(2; 4; 4h) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ jV j = 4h É ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÒÁÎÇ V ÒÁ×ÅÎ 2h, ÔÏ-ÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B � 2V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (V;B) | ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁS(2; 4; 4h) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ jV j = 16 É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B � 2V ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ(V;B) | ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ S(2; 4; 4h) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�), ÔÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÁÆÆÉÎÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×:he1; e2; e3; e4i ;8>>><>>>: e1 e2 e1 + e2e3 e4 e3 + e40 e5 e1 + e3 e1 + e3 + e5e2 + e5 e1 + e2 + e4 e1 + e4 + e5e2 + e3 + e5 e2 + e3 + e4 e4 + e5 9>>>=>>>; ;8>>><>>>: e1 e2 e1 + e2e3 e4 e3 + e40 e5 e6 e5 + e6e1 + e3 + e5 e2 + e4 + e5 + e6 e1 + e2 + e3 + e4 + e6e1 + e4 + e6 e2 + e3 + e4 + e5 e1 + e2 + e3 + e5 + e6 9>>>=>>>; ;ÇÄÅ ei | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÁ × ÂÕÌÅ×ÏÍ ËÕ-ÂÅ. 440



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ 3 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ËÌÁÓ-ÓÉÆÉËÁ�ÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ûÔÅÊÎÅÒÁ S(2; 4; 16), ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�).ðÒÉ×ÅÄÅÍ Ä×Å ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ Õ×ÅÌÉ-ÞÉ×ÁÔØ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÎÏÓÉÔÅÌÑ, Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ûÔÅÊÎÅÒÁ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ É Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ (�).�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ (V;B) | ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ S(2; 4; 4h)ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�), ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ V 0, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ×ÉÄ
V 0 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 1 0V ... ... ...0 1 00 1 1V ... ... ...0 1 11 0 0V ... ... ...1 0 01 0 1V ... ... ...1 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA ;
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B0 � 2V 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (V 0; B0) | ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁS(2; 4; 4h) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�).�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÄÌÑ V ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÔÁËÏÇÏ,ÞÔÏ (V;B) | ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ S(2; 4; 4h) ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ (�), É V
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ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ×ÓÅÈ ÅÄÉÎÉ�. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ V 0, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ×ÉÄ
V 0 =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
e 0 1V ... ... ...e 0 1e 1 0V ... ... ...e 1 0e 0 1... V ... ...e 0 1e 1 0... V ... ...e 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA ;
ÇÄÅ e | ×ÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÅÄÉÎÉ�, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ B0 �2V 0 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ (V 0; B0) | ÓÉÓÔÅÍÁ ûÔÅÊÎÅÒÁ S(2; 4; 4h) ÓÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÏÍ (�).�ÅÏÒÅÍÁ 6. åÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍ 4 É 5 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ó�ÅËÔÒÁ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V 0ÔÁË ÖÅ ÉÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Colbourn C., Dinitz J. Handbook of Óombinatorial designs. SeondEdition. | Chapman and Hall/CRC, 2006.óõýåó�÷åîîáñ úá÷éóéíïó�ø âåî�-æõîëãéêëáóáíé ï� ðòïéú÷åäåîéê ðåòåíåîîùèá. á. æÒÏÌÏ×Á (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ GF (2n) ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ GF (2). îÁ �ÏÌÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÌÅÄ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍtr(�) = � + �2 + �22 + : : :+ �2n�1 ; � 2 GF (2n):442



ìÀÂÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁËÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ GF (2n) × GF (2) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÁ:f(�) = tr(2n�1Xj=0 aj�j); ÇÄÅ aj 2 GF (2n):æÕÎË�ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ f(�) = tr(��k), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ. âÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÓÍ. �ÏÄÒÏÂÎÅÅ [1℄).âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (n ÞÅÔÎÏÅ) ×ÉÄÁ f(�) = tr(��k)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ëÁÓÁÍÉ, ÅÓÌÉ k = 22d � 2d + 1, ÇÄÅîïä(n; d) = 1; 0 < d < n. âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ëÁÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÅÓÌÉ � ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ f3 :  2 GF (2n)g [2℄.ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ a 2 GF (2n) ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Daf(�) = f(�) + f(�+ a): ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ deg(f)ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f .�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ëÁÓÁÍÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ (n ÞÅÔÎÏÅ; n � 8); ÓÔÅ�ÅÎØ ÆÕÎË�ÉÉ deg(f) = t. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:(i) �ÒÉ 4 � t � n=2; �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Da1 : : :Dat�3f(�) ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×a1; : : : ; at�3 2 GF (2n):(ii) �ÒÉ 4 � t � (n + 3)=3; �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Da1 : : : Dat�2f(�) ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× a1; : : : ; at�2 2 GF (2n):÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ.âÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁÚÏ×ÅÍ k-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × �ÏÌÉÎÏÍÅ öÅÇÁÌ-ËÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÏÎÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. îÁÉ-ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ-×ÉÓÉÍÏÊ, ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ëÁÓÁÍÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ (n ÞÅÔÎÏÅ; n � 8); ÓÔÅ�ÅÎØ ÆÕÎË�ÉÉ deg(f) = t. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:(i) �ÒÉ 4 � t � n=2; ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (t � 3)-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ.(ii) �ÒÉ 4 � t � (n+3)=3; ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (t�2)-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ.ðÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÂÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÊëÁÓÁÍÉ ÏÔ ÍÁÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÄÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁ×ÅÎ t�2 �ÒÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÆÕÎË�ÉÉ443



ÒÁ×ÎÏÊ t (t � 4). ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ËÁË ÍÏÖÅÔÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ �ÏÒÑÄÏË ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÄ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÎÅÅ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé (�ÒÏÅËÔ 11-01-00997). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �ÏËÁÒÅ×Á î. î. îÅÌÉÎÅÊÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ: ÂÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÉ ÉÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ. | éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï LAP LAMBERT Aademi Publishing(Saarbruken, Germany), 2011. | ISBN: 978-3-8433-0904-2.2. Langevin P., Leander G. Monomial bent funtion and Stikel-berger's theorem // Finite Fields and Their Appliations. | 2008. |V. 14. | P. 727{742.
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Cðéóïë ðìåîáòîùè äïëìáäï÷,ðòïþé�áîîùè îá óåíéîáòåá. â. õÇÏÌØÎÉËÏ× (íÏÓË×Á) ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á ÉÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉí. ð. íÉÎÅÅ×, ÷. î. þÕÂÁÒÉËÏ× (íÏÓË×Á) ï ÎÏ×ÙÈ �ÒÉÍÅÎÅ-ÎÉÑÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉí. í. çÌÕÈÏ× (íÏÓË×Á) ï ÍÅÒÁÈ ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ÷. â. áÌÅËÓÅÅ× (íÏÓË×Á) ï ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁ ËÁÆÅÄÒÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉá. á. å×ÄÏËÉÍÏ× (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË) äÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÓ-ËÒÅÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÒÅÇÕÌÑÔÏÒÎÙÈ ËÏÎÔÕÒÏ× ÇÅÎÎÙÈ ÓÅÔÅÊ: ÁÎÁÌÉÚ ÉÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙó. á. ìÏÖËÉÎ (íÏÓË×Á) ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÓÈÅÍî. ð. äÏÌÂÉÌÉÎ (íÏÓË×Á) ðÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÙ: ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É �ÒÏ-ÂÌÅÍÙî. ð. òÅÄØËÉÎ (íÏÓË×Á) ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊí. á. æÅÄÏÔËÉÎ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ) óÉÓÔÅÍÙ Õ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ËÏÎÆÌÉËÔÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ É �ÒÉÎ�É�ìÑ�ÕÎÏ×Á|ñÂÌÏÎÓËÏÇÏé. ÷. ëÕÞÅÒÅÎËÏ (íÏÓË×Á) òÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÎÉ�ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ) �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈËÏÎÕÓÏ× É ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÉÈ f-×ÅËÔÏÒÏ×÷. á. âÕÅ×ÉÞ (íÏÓË×Á) áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁ-ÄÁÞÉ óÌÕ�Å�ËÏÇÏ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å× (íÏÓË×Á) éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. �ÅÏ-ÒÉÑ É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ÷. á. úÁÈÁÒÏ× (íÏÓË×Á) íÏÄÅÌÉ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ × ÚÁÄÁÞÅ �ÒÏ×ÅÒËÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍî. à. úÏÌÏÔÙÈ, á. à. þÉÒËÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ) óÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ445



ó ï ä å ò ö á î é åðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3ðÌÅÎÁÒÎÙÅ ÄÏËÌÁÄÙí. ð. íÉÎÅÅ×, ÷. î. þÕÂÁÒÉËÏ× ï ÎÏ×ÙÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉËÉ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4î. ð. òÅÄØËÉÎ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . 26í. á. æÅÄÏÔËÉÎ óÉÓÔÅÍÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÆÌÉËÔÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ É �ÒÉÎ�É� ìÑ�ÕÎÏ×Á|ñÂÌÏÎÓËÏÇÏ . . . . . . . .35é. ÷. ëÕÞÅÒÅÎËÏ òÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÎÉ� ÒÅËÕÒÓÉ×-ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ËÏÎÕÓÏ× É ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑÉÈ f -×ÅËÔÏÒÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49÷. á. úÁÈÁÒÏ× íÏÄÅÌÉ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ × ÚÁÄÁÞÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53î. à. úÏÌÏÔÙÈ, á. à. þÉÒËÏ× óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ �ÏÒÏ-ÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63óÅË�ÉÑ�óÉÎÔÅÚ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�æ. í. áÂÌÁÅ×, á. ÷. ÷ÁÓÉÌØÅ× ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . 78æ. í. áÂÌÁÅ×, ë. ò. èÁÄÉÅ× õÔÏÞÎÅÎÉÅ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ÍÏÄÅÌÑÈ k-OBDD ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80÷. â. áÌÅËÓÅÅ× ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�ÒÁÚÍÅÒÏ× 2� 4 É 4� 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82í. á. áÌÅÈÉÎÁ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÉ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85á. á. áÎÄÒÅÅ× ïÂ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞ-ÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88ï. à. âÁÒÓÕËÏ×Á ï ÞÉÓÌÅ �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÉÚ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91á. à. âÅÒÎÛÔÅÊÎ, î. ÷. ûÉÌÏ× íÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ: ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÁÓ�ÅËÔ . . . . . . . . . . . . . . . . . 92í. âÌÅÚÅÒ, â. ÷. þÏËÁÅ× ï �ÏÞÔÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÄÌÑÌÏËÁÌØÎÙÈ É Ó×ÅÒÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95ó. ÷. âÌÉÎÏ×, ó. á. ìÏÖËÉÎ ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÉ . . . . . . 98446



î. ÷. ÷ÌÁÓÏ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ËÌÁÓÓÅÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100á. á. ÷ÏÒÏÎÅÎËÏ, â. ÷. ëÉÂÚÁ ïÂ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÄÌÑËÌÁÓÓÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102ó. â. çÁÛËÏ×, é. ó. óÅÒÇÅÅ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÉÎ×ÅÒ-ÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌØ�ÁÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103í. á. çÅÒÁÓÉÍÏ× ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÉÂÌÉ-ÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Ó ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ï�ÅÎËÏÊÔÏÞÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106í. ÷. çÏÒÑÉÎÏ×, ë. á. úÙËÏ× äÌÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏÔÅÓÔÁ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÁÆÁÈ . . . . . . . . . . . . . . 109ó. í. çÒÁÂÏ×ÓËÁÑ áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï ÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔÉ ÎÅ×ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖÎÙÍ ÓÔÏ�-Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111ä. ÷. çÒÉÂÁÎÏ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ ÄÒÏÂØÀ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113à. ÷. çÕÓÅ×Á ïÂ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÏÝÎÏÓÔÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116÷. á. úÁÈÁÒÏ× ïÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÔÏËÏ×ÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . 119á. ÷. úÏÒÉÎ ï ÓÒÅÄÎÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÅÂÙ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ �ÒÉ �É-ËÌÉÞÅÓËÏÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÒÉÔÍÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ïÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÇÌÕÂÉÎÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ . . . . . . . 125ä. é. ëÏÇÁÎ, à. ó. æÅÄÏÓÅÎËÏ, î. á. äÕÎÉÞËÉÎÁ âÉËÒÉÔÅÒÉ-ÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊÒÁÂÏÞÅÊ ÚÏÎÅ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .128à. á. ëÏÍÂÁÒÏ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ × ÏÄÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131á. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . 133÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ îÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135�. é. ëÒÁÓÎÏ×Á ï ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅ öÅ-ÇÁÌËÉÎÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . .138÷. ÷. ìÙÓÉËÏ× ï ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎ-ÎÙÈ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141å. ÷. íÏÒÏÚÏ×, ä. ó. òÏÍÁÎÏ× ï �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ ÔÅÓÔÁÈ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . 144�. á. îÏ×ÉËÏ×Á, ÷. á. úÁÈÁÒÏ× ï ÌÏÇÉËÏ-ÔÅÒÍÁÌØÎÏÊ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147÷. á. ïÒÌÏ× ïÂ ÏÄÎÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏ �ÏÌÎÙÈ × PkÂÁÚÉÓÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .150ò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ, á. ü. íÏÌÞÁÎÏ× þÅÍ �ÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÙ ÁÌ-ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152447



ò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ, ä. ÷. óËÒÙÎÎÉËÏ× þÁÓÔÉÞÎÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155÷. ÷. ðÏÄÙÍÏ×, ÷. á. úÁÈÁÒÏ× ïÂ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÅÔÁÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ ÕÎÁÒÎÙÈ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157ä. ó. òÏÍÁÎÏ× ïÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏ-ÇÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160ä. ó. òÏÍÁÎÏ×, ç. ÷. áÎÔÀÆÅÅ× ï ÔÅÓÔÁÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÄ×ÉÇÏ×�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163á. ï. óÔÁÒÉËÏ× áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÎÁËÏ�ÌÅÎ-ÎÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . 166ð. â. �ÁÒÁÓÏ× ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168å. î. �ÒÕÓÅ×ÉÞ ïÂ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÑÈ ÏÄÎÏÊ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .171ä. ÷. �ÒÕÝÉÎ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174á. ÷. þÁÛËÉÎ ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177ó. ÷. ûÁÌÁÇÉÎ óÉÎÔÅÚ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÉÆÒÏ×ÙÈ ÆÉÌØÔÒÏ× ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅÓÉÓÔÅÍÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180ì. á. ûÏÌÏÍÏ× ä×ÏÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÍ-×ÏÌÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181óÅË�ÉÑ�æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ�ñ. ÷. áËÕÌÏ× ï �ÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ T1 ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ×ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184é. ÷. âÁÒËÏ×, é. â. ëÏÖÕÈÏ× äÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÒÁÎÇÉ �ÏÌÕ-ÇÒÕ�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187á. ÷. âÕÈÍÁÎ ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ . . . . . . . . . 188ï. ó. äÕÄÁËÏ×Á ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈÓÉÓÔÅÍ × ËÌÁÓÓÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . 191é. â. ëÏÖÕÈÏ×, é. á. ìÕËÉÎÙÈ ï Ó×ÑÚÑÈ ÍÅÖÄÕ �ÏÌÉÇÏÎÁÍÉ ÉÍÕÌØÔÉ�ÏÌÉÇÏÎÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193á. á. íÁÚÕÒÏ× ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ íÅÂÉÕÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .196î. ë. íÁÒËÅÌÏ× ëÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈk-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× . . . . . . . . . . . . 199ä. ç. íÅÝÁÎÉÎÏ× úÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ × P �k , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202á. ÷. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ï �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . .204448



á. ó. îÁÇÏÒÎÙÊ ï �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207ä. à. ðÁÎÉÎ ï �ÏÌÎÏÔÅ ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ × Pk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210ä. ë. ðÏÄÏÌØËÏ ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212ó. î. óÅÌÅÚÎÅ×Á îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏ-ÍÏ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ Ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216ì. î. óÙÓÏÅ×Á õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÆÏÒ-ÍÕÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .218÷. ð. �ÁÒÁÓÏ×Á ðÏÚÉ�ÉÏÎÎÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ �ÏÉÓËÁ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ) . . . . . . . . . . 220ò. ÷. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ï ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ × ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÏÇÉËÉ ×ÅÔ×ÑÝÅÇÏÓÑ ×ÒÅÍÅÎÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223óÅË�ÉÑ�ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ�í. á. âÁÛÏ× îÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÁÓËÁÌÁ|ëÁÔÏÎÙ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÔÅÎÉ . . . . . . . . . . . . . . . . 227ä. âÅÌÁÚÚÏÇÕ, ò. í. ëÏÌ�ÁËÏ×, í. òÁÆÆÉÎÏ ïÂ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÍ�ÏÉÓËÅ ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×Ï× × ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÓÌÏ× . . . . . . . . . . 230ì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ, í. ì. ûÁÒÁ�Ï×Á óÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÎÁ vp-ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .231ì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ, í. ì. ûÁÒÁ�Ï×Á óÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÎÁ ÇÒÕ��Å�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË É �ÅÒÍÁÎÅÎÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234÷. á. åÍÅÌÉÞÅ×, ÷. ÷. ëÏÒÏÔËÏ× éÎ×ÅÓÔÉ�ÉÏÎÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÚÁÄÁÞÁÓ ËÒÉÔÅÒÉÑÍÉ ÷ÁÌØÄÁ É óÜ×ÉÄÖÁ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ . . . . . . 237ï. á. åÍÅ�, á. ï. åÍÅ� ë Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÎÁ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑÈ . . . . . . . . 240ï. á. åÍÅ�, å. í. åÍÅ�, à. æ. ïÌÅËÓÉÊÞÕË ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243á. î. éÓÁÞÅÎËÏ, ñ. á. éÓÁÞÅÎËÏ H-�ÅÒÉÍÅÔÒ É L-ÏËÒÕÖÅÎÉÅÍÁÔÒÏÉÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246á. î. éÓÁÞÅÎËÏ, á, í. òÅ×ÑËÉÎ âÁÚÏ×Ï Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÏ-ÉÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249ì. í. ëÏÇÁÎÏ× üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌ íÜÚÏÎÁ ÄÌÑ �ÅÒÅÄÁÔÏÞ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × ÇÒÁÆÅ ÓÉÇÎÁÌØÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÅÔÏÄÁÔÒÁÎÓÆÅÒ-ÍÁÔÒÉ�Ù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252÷. ë. ìÅÏÎÔØÅ× ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÚÁÄÁÞÅ Ï ÒÁÎ�Å . . . . . . . . 255÷. å. íÁÒÅÎÉÞ ðÒÏÓÔÙÅ ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×-ÎÙÍÉ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257å. å. íÁÒÅÎÉÞ �ÅÏÒÅÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260á. í. òÅ×ÑËÉÎ ëÏÏÒÄÉÎÁÔÉÚÁ�ÉÑ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263449



÷. ç. óÁÒÇÓÑÎ ï ÞÉÓÌÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ, × ÇÒÕ��ÁÈ�ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266ó. ÷. óÉÄÏÒÏ× ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ É ÔÒÁÎÓ�Ï-ÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ Ë ÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . 270óÅË�ÉÑ��ÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×�á. é. áÎÔÏÎÏ×, ÷. á. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ çÒÁÆ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÚÁÄÁÞÉòÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272÷. á. ÷ÏÂÌÙÊ ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ ËÁËÔÕÓÏ× . . . . 275ó. ÷. çÏÒÑÉÎÏ×, ì. ÷. ûÁÌÁÇÉÎÏ× ï ÇÒÁÆÁÈ äÅÚÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑÇÒÁÆÁÍÉ ëÜÌÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277á. â. äÁÊÎÑË ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ × ÕÎÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁ-ÆÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278÷. á. úÁÍÁÒÁÅ× çÉ�ÏÔÅÚÁ ìÏÚÉÎÁ ÄÌÑ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ ÇÒÁÆÏ×ÂÅÚ K1;3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280ä. ÷. úÁÈÁÒÏ×Á óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ä×Õ-ÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284í. á. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ éÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÇÁ-ÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285í. é. éÓÁÅ× áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÊ × ÇÒÁÆÁÈ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔØÀ . . . . . . . . . . . . 288é. ÷. ëÏÚÌÏ× ïÂ ÏÄÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏk-ÒÁÚÒÅÚÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .290÷. ð. ëÏÒÖÉË ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ É 1-ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÕÅÍÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 293ó. á. ìÁ×ÒÅÎÞÅÎËÏ ó�ÅËÔÒ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ Ó�ÉÎÁÌØÎÙÈË×ÁÄÒÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295á. í. íÁÇÏÍÅÄÏ× ï ÒÅÂÅÒÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ . . . . . 298ä. ó. íÁÌÙÛÅ× òÁÓÛÉÒÑÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÚÁ-ÄÁÞÅ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300ä. â. íÏËÅÅ× óÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ Ë£ÎÉ-ÇÏ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 3-�ÕÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302÷. é. ðÅÔÒÅÎÀË, á. ñ. ðÅÔÒÅÎÀË ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÆÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÔÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305ä. á. ðÅÔÒÅÎÀË, á. ñ. ðÅÔÒÅÎÀË ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÆÁ K10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307ó. ÷. óÁ×ÞÅÎËÏ äÌÉÎÎÙÅ �ÉËÌÙ × ÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ÔÕÒÎÉÒÁÈ �Ï-ÒÑÄËÁ n É ÄÉÁÍÅÔÒÁ d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309í. æ. óÅÍÅÎÀÔÁ, ö. �. þÅÒÎÏÕÓÏ×Á îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÉ�Ù ÇÒÁÆÏ×,ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÅ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÕÀ ÍÁÇÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÍÅÔËÕ . . . . . . . . . . . . . . . . . 312é. ð. þÕÈÒÏ× ï ËÒÉÔÅÒÉÑÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ× ÇÒÁÎÅÊ ×ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315450



óÅË�ÉÑ�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ�ð. ç. áÇÎÉÁÛ×ÉÌÉ ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �Ï ËÏÄÁÍ ×ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318ä. ÷. áÎÔÏÎÏ×, ÷. ó. òÕÂÌÅ× óÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÚÁ�ÒÏÓÎÙÈÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÄÌÑ ÓÈÅÍ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ óõâä DIM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321é. á. âÁÂÉÎÏ× úÁÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ ÔÏÞËÉ, �Ï�ÁÄÁÀÝÅÊ × �ÏÌÕ�ÌÏÓ-ËÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323á. ó. âÅÓÓÁÌÏ×, á. ð. òÙÖÏ× òÁÚÒÁÂÏÔËÁ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÅÒ-×ÉÓÁ ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÊ × ÍÏÂÉÌØÎÏÊ ËÏÍÍÅÒ�ÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍÁApriori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326á. ÷. çÁÌÁÔÅÎËÏ, é. î. åÍÅÌØÑÎÏ×, á. å. ìÅÂÅÄÅ× ïÂ ÏÂÏÓÎÏ-×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÁËÔÉ×ÎÏÇÏÁÕÄÉÔÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329ü. ü. çÁÓÁÎÏ× òÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÎÖÉÒÏ-×ÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .332ü. ü. çÁÓÁÎÏ×, ú. á. îÉÑÚÏ×Á òÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈÓÕÍÍ ÍÁÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335ð. ó. äÅÒÇÁÞ áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÁÌÆÁ-×ÉÔÎÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338ç. ÷. ëÁÌÁÞÅ× íÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ × ÔÒÁÎÓ-�ÏÒÔÎÏÊ ÓÅÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340í. á. ëÉÂËÁÌÏ ïÂ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ðÏÓÔÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343ë. é. ëÏÓÔÅÎËÏ òÅÄÕË�ÉÑ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ�ÒÏ�ÅÓÓÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ ÚÎÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 346á. á. ìÅÔÕÎÏ×ÓËÉÊ ãÉËÌÏ×ÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ É ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉÁ×ÔÏÍÁÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÂÅÚ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ó×ÑÚÉ . . . . . . . . . . 349�. ó. ìÕÛÎÉËÏ×Á ïÂ ÏÄÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÒÏÔÙ-ËÁÎÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350ç. á. íÁÈÉÎÁ, ë. ÷. ÷ÏÒÏÎ�Ï× ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÚÁ-ÄÁÎÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï ËÒÉÔÅÒÉÀ �ÏÌÎÏÇÏ ÓËÏÌØ-ÚÑÝÅÇÏ ËÏÎÔÒÏÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353ä. ÷. ðÁÒÈÏÍÅÎËÏ çÉÓÔÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ É Ó×ÑÚÁÎ-ÎÙÅ Ó ÎÅÀ ËÌÁÓÓÙ ÑÚÙËÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356å. í. ðÅÒ�ÅÒ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÉÓËÁ �ÏÄÓÌÏ×Á × ÓÌÏ×Å Ó �ÏÍÏÝØÀÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .358ï. á. ðÅÔÒÏ×Á óÌÁÂÏÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . 360á. á. ðÅÔÀÛËÏ ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÄÌÑ ÂÉÇÒÁÍÍÎÙÈÑÚÙËÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363á. á. ðÌÅÔÎÅ× òÅÛÅÎÉÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ ÉÄÅÎÔÉÞÎÙÈÏÂßÅËÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 366÷. ó. òÕÂÌÅ× ïÂ Ü×ÏÌÀ�ÉÉ ÓÈÅÍ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ óõâä DIM . . . . . . . . . . 368451
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