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íá�åòéáìùX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ�äéóëòå�îáñ íá�åíá�éëáé åå ðòéìïöåîéñ�(íÏÓË×Á, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.)

éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõíÏÓË×Á 2010



M34õäë 519.7 éÚÄÁÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ �ÒÉ�ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÊ �Ï �ÒÏÅËÔÕ 10{01{06004{Çí34 íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�(íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.) /ðÏÄ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ. | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2010. | 549 Ó.óÂÏÒÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓ-ËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�, �ÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÇÏ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÉÍÅÎÉ í.÷.ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á Ó 1 �Ï 6 ÆÅ×ÒÁ-ÌÑ 2010 Ç. �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 10{01{06004). äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ×× ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.îÁÕÞÎÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅíá�åòéáìùX íåöäõîáòïäîïçï óåíéîáòá�äéóëòå�îáñ íá�åíá�éëá é åå ðòéìïöåîéñ�(íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.)ðÏÄ ÏÂÝÅÊ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ï. í. ëáóéí-úáäåòÅÄÁË�ÉÏÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á:ë. á. úÙËÏ×, ò. í. ëÏÌ�ÁËÏ×, ÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ, á. ÷. þÁÛËÉÎïÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÚÁ ×Ù�ÕÓË ÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎî/ëéä � 04059 ÏÔ 20.02.2001 ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ Ë �ÅÞÁÔÉ 10.03.2010. æÏÒÍÁÔ 60 � 90=16.âÕÍÁÇÁ ÔÉ�ÏÇÒ. � 1. ðÅÞ. Ì. 34,5. �ÉÒÁÖ 300 ÜËÚ.éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ. 119991, íÏÓË×Á, ìÅ-ÎÉÎÓËÉÅ ÇÏÒÙ, íçõ.ïÔ�ÅÞÁÔÁÎÏ Ó ÏÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔÁ × ÔÉ�ÏÇÒÁÆÉÉ ïïï �çÉ�ÒÏÓÏÆÔ�, íÏÓË×Á ëÏÌÌÅËÔÉ× Á×ÔÏÒÏ×, 2010



ðòåäéóìï÷éåX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÊ ÓÅÍÉÎÁÒ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉ-ÌÏÖÅÎÉÑ� �ÒÏÈÏÄÉÌ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõÉÍÅÎÉ í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á Ó 1 �Ï 6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç. �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅòÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 10{01{06004{Ç).ïÒÇËÏÍÉÔÅÔÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÉ ÒÁÚÏÓÌÁÎÙÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÉÓØÍÁ × ×ÅÄÕÝÉÅ ÎÁÕÞÎÙÅ �ÅÎÔÒÙ É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÙÓÔÒÁÎ óîç, ÏÔÏÂÒÁÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÄÏËÌÁÄÙ É ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÄÌÑ ÚÁÓÌÕÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÌÅÎÁÒÎÙÈ É ÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑÈ.óÅÍÉÎÁÒ ÓÏÂÒÁÌ ÂÏÌÅÅ 250 ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÏÌÅÅ 60 ÄÏË-ÔÏÒÏ× ÎÁÕË) ÉÚ 40 ÎÁÕÞÎÙÈ �ÅÎÔÒÏ× òÏÓÓÉÉ, âÅÌÁÒÕÓÉ, õËÒÁÉÎÙ,íÏÌÄÏ×Ù É áÚÅÒÂÁÊÄÖÁÎÁ.òÁÂÏÔÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �ÒÏÈÏÄÉÌÁ × ÛÅÓÔÉ ÓÅË�ÉÑÈ:| ÓÉÎÔÅÚ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×,�ÏÄÓÅË�ÉÉ:| ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ,| ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×,| ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ,| ÔÅÏÒÉÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÚÁÝÉÔÙÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ÷ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ ÚÁÓÌÕÛÁÎÏ 18 �ÌÅÎÁÒÎÙÈ É 194 ÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÄÏËÌÁÄÁ;ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÓÂÏÒÎÉËÅ.�ÅËÓÔÙ �ÕÂÌÉËÕÀÔÓÑ × Á×ÔÏÒÓËÏÊ ÒÅÄÁË�ÉÉ (ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÙ ÚÁÍÅÞÅÎ-ÎÙÅ Ï�ÅÞÁÔËÉ).

3



ðìåîáòîùå äïëìáäùïâ áòéæíå�éþåóëéè ðïäèïäáèë úáäáþáí ëòéð�ïçòáæééí. ð. íÉÎÅÅ×, ÷. î. þÕÂÁÒÉËÏ× (íÏÓË×Á)1. ÷×ÅÄÅÎÉÅîÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÔÉ� �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÓÏÓÔÏ-ÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÚÁÍÅÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊÂÕË×ÏÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. �ÁËÏÊ ÛÉÆÒ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÛÉÆÒÏÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ.íÅÔÏÄ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÁ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÞÁÓÔÏÔ-ÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÂÕË×Ù ÉÌÉ ÓÏÞÅÔÁ-ÎÉÑ ÂÕË× �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÞÁÓÔÏÔÎÙÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ. ðÏÄÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅÍ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÌÕÖÉÔ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈÞÉÓÅÌ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÂÕË×Ù × ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÅ ÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅÎÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ ×ÓÅÇÏ ÔÅËÓÔÁ. ï�ÙÔ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÔ ÚÁËÏÎ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÄÌÑ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ×(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅËÓÔÏ× ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ �ÒÏÚÙ). éÍÅÀÔÓÑÔÁÂÌÉ�Ù ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÂÕË× × ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ÑÚÙËÏ× ÍÉÒÁ.ðÅÒ×ÏÅ, ÄÏÛÅÄÛÅÅ ÄÏ ÎÁÓ, Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÞÁÓÔÏÔÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë IX ×ÅËÕ [1, Ó. 30{32℄. ïÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ \ÆÉÌÏÓÏÆÕ ÁÒÁÂÓËÏÇÏ ÍÉÒÁ" áÂÕ àÓÕÆ ñËÕÂ ÉÂÎ éÓÈÁËÉÂÎ ÁÓ-óÁÂÁÈ ÉÂÎ õÍÒÁÎ ÉÂÎ éÓÍÁÉÌ ÁÌØ-ëÉÎÄÉ. åÇÏ ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÊÔÒÁËÔÁÔ \òÕËÏ�ÉÓØ �Ï ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÀ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÏÂÝÅ-ÎÉÊ" ÂÙÌ ÏÔËÒÙÔ × 1987 Ç. × óÔÁÍÂÕÌÅ × ÏÔÔÏÍÁÎÓËÏÍ ÁÒÈÉ×Å óÕÌÁÊÍ-ÁÎÉÊÁ. ëÁË ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ó. óÉÎÇÈ [1℄, × ÜÔÏÍ ÔÒÁËÔÁÔÅ ÄÁÎ �ÏÄÒÏÂÎÙÊÁÎÁÌÉÚ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ, ÆÏÎÅÔÉËÉ É ÓÉÎÔÁËÓÉÓÁ ÁÒÁÂÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ É �ÒÉ-×ÅÄÅÎÁ \ÒÅ×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚÁ" ÁÌØ-ëÉÎÄÉ, ËÏÔÏÒÁÑÕÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ËÏÒÏÔËÉÈ ÁÂÚÁ�Á."ïÄÉÎ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÒÏÞÅÓÔØ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÍÙÚÎÁÅÍ ÑÚÙË, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ, ÜÔÏ ×ÚÑÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÎÅÚÁÛÉÆÒÏ-×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÑÚÙËÅ, ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÎÁ ÓÔÒÁÎÉ�Õ ÉÌÉ ÏËÏÌÏÔÏÇÏ, É ÚÁÔÅÍ �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÅ × ÎÅÍ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÂÕË×. îÁÚÏ-×ÅÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÕÀÓÑ ÂÕË×Õ \�ÅÒ×ÏÊ", ÂÕË×Õ, ËÏÔÏÒÁÑ4



�Ï ÞÁÓÔÏÔÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÍÅÓÔÅ, ÎÁÚÏ×ÅÍ \×ÔÏÒÁÑ", ÂÕ-Ë×Õ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï ÞÁÓÔÏÔÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÔÒÅÔØÅÍ ÍÅÓÔÅ, ÎÁÚÏ×ÅÍ\ÔÒÅÔØÑ" É Ô. Ä., �ÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏÞÔÅÎÙ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÕË×Ù × ÎÅ-ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ.úÁÔÅÍ �ÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÈÏÔÉÍ�ÒÏÞÉÔÁÔØ, É ÔÁËÉÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÓÏÒÔÉÒÏ×ËÕ ÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ×.îÁÊÄÅÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÊÓÑ ÓÉÍ×ÏÌ É ÚÁÍÅÎÉÍ ÅÇÏ \�ÅÒ-×ÏÊ" ÂÕË×ÏÊ ÎÅÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ, ×ÔÏÒÏÊ �Ï ÞÁÓÔÏÔÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÓÉÍ×ÏÌ ÚÁÍÅÎÉÍ \×ÔÏÒÏÊ" ÂÕË×ÏÊ, ÔÒÅÔÉÊ �Ï ÞÁÓÔÏÔÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍ-×ÏÌ ÚÁÍÅÎÉÍ \ÔÒÅÔØÅÊ" ÂÕË×ÏÊ É Ô. Ä., �ÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ×ÓÅÓÉÍ×ÏÌÙ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÅÛÉÆÒÏ-×ÁÔØ."óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ É ÓÁÍ ËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚ ÁÌØ-ëÉÎÄÉ ÍÏÇ �Ï-Ñ×ÉÔØÓÑ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÏÇÏÕÒÏ×ÎÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ËÁË Ó×ÅÔÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÔÁËÉÈ ÎÁÕËÁÈ, ËÁËÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ É ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉËÁ, ÔÁË É ÒÅÌÉÇÉÏÚÎÏÇÏ ÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏÖÎÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ×ÓËÒÙÔÉÑ ÛÉÆÒÁ�ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ �ÒÉÍÅÎÑÀÔ ÍÅÔÏÄÙ \ÒÁÎÄÏÍÉÚÁ�ÉÉ" É \ÓÖÁÔÉÑ" ÏÔ-ËÒÙÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× [2, Ó. 106℄. ïÎÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÁÒ-ÈÉ×ÁÔÏÒÁÈ.äÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ \ÓÖÁÔÉÑ" ÔÅËÓÔÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × ËÎÉÇÅ ó. óÉÎÇ-ÈÁ [1, �ÒÉÌ. F, Ó. 416{417℄: \ûÉÆÒ ADFGVX".úÁÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÏÍ 6 �6 ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ 26 ÂÕË×ÁÍÉ É 10 �ÉÆÒÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ.ëÁÖÄÁÑ ÓÔÒÏËÁ É ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÂÕË×: A,D, F, G, V É X. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÁÔÒÉ�Å ÓÌÕÖÉÔ ËÌÀÞÏÍ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄA D F G V XA 8 p 3 d 1 nD l t 4 o a hF 7 k b  5 zG j u 6 w g mV x s v i r 2X 9 e y 0 f qëÁÖÄÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ × ÍÁÔÒÉ�Å ÚÁÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÂÕË×ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÀÔ ÓÔÒÏËÕ É ÓÔÏÌÂÅ�, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÜÔÏÔ ÓÉÍ×ÏÌ. îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, \8" ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ \AA", ÓÉÍ×ÏÌ \p" | ÎÁ \AD".�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÛÉÆÒÔÅËÓÔ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ 6 ÂÕË×: A,D, F, G, V, X. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÏ \ÓÖÁÔÉÅ" ÁÌÆÁ×ÉÔÁ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅÍÅÎÅÅ ÄÌÑ ×ÚÌÏÍÁ ÛÉÆÒÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑÞÁÓÔÏÔÎÙÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÄÌÑ ÂÉÇÒÁÍÍ. ëÁË ÕËÁÚÁÎÏ × [1℄, �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ5



ËÌÀÞÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÍÕ ËÒÉ�ÔÏÁÎÁÌÉÚÕ. âÕË×Ù A, D, F,G, V, X ×ÙÂÒÁÎÙ Ó ÔÏÊ �ÅÌØÀ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ×�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ × ×ÉÄÅ ÔÏÞÅË É ÔÉÒÅ ÁÚÂÕËÉ íÏÒÚÅ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ×ÉÄÙ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÓÎÏ×Á-ÎÙ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ.úÄÅÓØ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ �ÒÑÍÏÇÏ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ�ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÁÒÉÆÍÅ-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ É ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×Ë×ÁÄÒÁÔ ÞÉÓÅÌ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ.2. íÅÔÏÄ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙÓ �ÏÍÏÝØÀ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏéÚÌÏÖÉÍ ÍÅÔÏÄ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ Ó �Ï-ÍÏÝØÀ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. ðÕÓÔØÁÌÆÁ×ÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÂÕË×. ûÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÓÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÏÊ ÚÁÍÅÎÙ [3{13℄ ÏÓÎÏ-×ÁÎÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ. óÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÏÍ ÔÁËÏÊ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ,É, ÚÎÁÞÉÔ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÌÀÞÅÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ n!: ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ÂÕË×Ù. ÷ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÕË×Ù, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ,×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Ó ÒÁÚÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÄÅÌØÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÕÓÓËÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ 31 ÂÕË×Ù (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÕË×Ù Å,�Å É Ø,ß). éÚ×ÅÓÔÎÁÔÁÂÌÉ�Á ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉ ÂÕË× ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁ×É-ÔÁ, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ, × ÔÅËÓÔÅ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍÑÚÙËÅ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [12℄). òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÂÕË×Ù × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑÞÁÓÔÏÔ:1) Ï | 0,090, 2) Å, �Å | 0,072, 3) Á | 0,062, 4) É | 0,062, 5) Î |0,053, 6) Ô | 0,053, 7) Ó | 0,045, . . . , 31) Æ | 0,002.ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ 31 | �ÒÏÓÔÏÅ, ×ÓÅ ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 ÍÏÖÎÏÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ: Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×Ù-ÞÅÔÙ É ×ÙÞÅÔ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÎÕÌÀ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ× É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× × �ÏÌÎÏÊÓÉÓÔÅÍÅ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï É × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ 15. ÷ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 ÉÓÞÅÒ�Ù×Á-ÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31: 1; 22; 32; : : : ; 152:úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÓÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 �Ï ÕÂÙ×ÁÎÉÀ ÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, Á ÚÁÔÅÍ ÔÁËÖÅÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ.åÓÌÉ a | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÑ x2 � a (mod 31) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÁ�Ï ÍÏÄÕÌÀ 31: a1 = b É a2 = 31� b.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ É ÚÁÛÉÆÒÕÅÍ ÅÇÏ6



Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÅÔÏÄÁ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÂÕË×Ù ÛÉÆÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ, ÎÕÍÅÒÕÑ ÉÈ ÏÔ 1 ÄÏ 31.ëÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ �ÑÔÎÁÄ�ÁÔÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÂÕË× ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-ÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó ÉÈ �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ, ÚÁÔÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÑÔÎÁÄ�ÁÔØ ÂÕË××ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÍ × Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕ-ÌÀ 31 ÔÁËÖÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÈ �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ É, ÎÁËÏÎÅ�,ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÂÕË×Å ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31.äÁÌÅÅ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÂÕË×Á� ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÁ ÞÉÓÌÏÍ a É a | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ31, É �ÕÓÔØ ×ÙÞÅÔÙ a1; a2 ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � a (mod 31): �Ï-ÇÄÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÅ ÛÉÆÒÁ�ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌa1; a2; a1; a2; : : : : îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÅ ÉÍÅÅÔÓÑ 5 ÍÅÓÔ, ÎÁËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÉÔ ÞÉÓÌÏ a; ÔÏ ÚÁÍÅÎÑÅÍ × ÜÔÉÈ ÍÅÓÔÁÈ ÞÉÓÌÏ a ÎÁ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a1; a2; a1; a2; a1: ðÕÓÔØ, ÔÅ�ÅÒØ, ÂÕË×Á� ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÁ ÞÉÓÌÏÍ a É a|Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31ÉÌÉ 0. �ÏÇÄÁ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÅ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ a ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ.äÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁÄÏ ×ÓÅ ÞÉ-ÓÌÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÁÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 ×ÏÚ×ÅÓÔÉ ×Ë×ÁÄÒÁÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÄÁÔØ �ÏÌÕÞÁÔÅÌÀ ÔÅËÓÔÁ ÎÏÍÅÒÁ ÔÅÈ ÍÅÓÔ, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÔÏÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31. ïÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÜÔÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31, | ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ, Á ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏ-ÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ, | ÎÕÌÑÍÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ "1; : : : ; "n; ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÚÁ�ÉÓØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔ�ÒÁ×ÉÔÅÌÀ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÄÁÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m:éÔÁË, ÁÂÏÎÅÎÔ A ÄÏÌÖÅÎ �ÏÓÌÁÔØ \ÓÅËÒÅÔÎÏÅ" ÞÉÓÌÏ m ÁÂÏÎÅÎÔÕB �Ï ËÁÎÁÌÕ Ó×ÑÚÉ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏÍ á.ûÁÍÉÒÁ ÄÌÑ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÓÅËÒÅÔÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �Ï ËÁÎÁÌÕÓ×ÑÚÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [11, 12, 16℄). ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÚÄÅÓØ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.áÂÏÎÅÎÔÙ A É B ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏp > m: úÁÔÅÍ ÁÂÏÎÅÎÔ A ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞ a; 1 < a < p �1; (a; p�1) = 1; Á ÁÂÏÎÅÎÔ B|ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞ b; 1 < b < p�1; (b; p�1) = 1: äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÒÏÓÔÏÔÙ a É p�1 ÁÂÏÎÅÎÔ AÍÏÖÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ a É p�1ÎÅ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ, ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÁ ×ÚÁÉÍÎÕÀ �ÒÏÓÔÏÔÕ ÞÉÓÌÁa + 1 É p � 1 É Ô. Ä. õËÁÚÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ×ÙÂÏÒÁ ËÌÀÞÁ a ÏÂÏÒ×ÅÔÓÑ7



ÞÅÒÅÚ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×, ÔÁË ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, (p � 2; p � 1) = 1:áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÅÔ �ÏÓÔÕ�ÉÔØ É ÁÂÏÎÅÎÔ B: äÁÌÅÅ ÁÂÏÎÅÎÔA ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ÔÁËÏÅ, ÞÔÏa� � 1 (mod p� 1); 1 < � < p� 1:áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔ ÁÂÏÎÅÎÔ B: ïÎ ÎÁÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ � Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉb� � 1 (mod p� 1); 1 < � < p� 1:éÔÁË, ÁÂÏÎÅÎÔ A ÉÍÅÅÔ ÓÅËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞ (a; �); Á ÁÂÏÎÅÎÔ B | ÓÅ-ËÒÅÔÎÙÊ ËÌÀÞ (b; �):�Å�ÅÒØ ÁÂÏÎÅÎÔ A �ÅÒÅÓÙÌÁÅÔ ÞÉÓÌÏ m ÁÂÏÎÅÎÔÕ B �Ï ÏÔËÒÙÔÏÍÕËÁÎÁÌÕ ÚÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÛÁÇÁ.1-Ê ÛÁÇ. áÂÏÎÅÎÔ A �ÏÓÙÌÁÅÔ ÁÂÏÎÅÎÔÕ B ÞÉÓÌÏm1 � ma (mod p); 0 < m1 < p� 1:2-Ê ÛÁÇ. áÂÏÎÅÎÔ B �ÏÓÙÌÁÅÔ ÁÂÏÎÅÎÔÕ A ÞÉÓÌÏm2 � mb1 (mod p); 0 < m2 < p� 1:3-Ê ÛÁÇ. áÂÏÎÅÎÔ A �ÏÓÙÌÁÅÔ ÁÂÏÎÅÎÔÕ B ÞÉÓÌÏm3 � m�2 (mod p); 0 < m3 < p� 1:4-Ê ÛÁÇ. áÂÏÎÅÎÔ B ÎÁÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÏ m Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏËÌÀÞÁ � ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:m = m4 � m�3 (mod p); 0 < m4 < p� 1:äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍm4 � mab�� = ma��b� � m (mod p);Ô. Å. �ÏÌÕÞÁÅÍ m4 � m (mod p); 0 < m; m4 < p� 1:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, m = m4:äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ\ÓÖÁÔÉÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ".ðÕÓÔØ l | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É q | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ q =2l + 1: �ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ q ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ æÅÒÍÁq = Fm = 22m+1;m � 0: îÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÄÅÎØ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÑÔØ�ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ æÅÒÍÁ F0 = 3; F1 = 5; F2 = 17; F3 = 28 + 1 = 257 É8



F4 = 216 + 1 = 65537: íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÌÑ Fq Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q�1 = 2l ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ�ÏÒÑÄÏË 2k; 0 � k � 2l:ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÁÌÆÁ×ÉÔ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ q = 2l +1; l = 2m; 0 � m � 4;ÓÉÍ×ÏÌÏ×. �ÏÇÄÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ, × ÔÏÞÎÏÓÔÉl ÒÁÚ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÔÅËÓÔÕ, ÁÌÆÁ×ÉÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔÔÏÌØËÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÎÅ×ÙÞÅÔÁÍ É ÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÙÞÅÔÕ �Ï ÍÏÄÕÌÀ q:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ(q + 1)=2 ÓÉÍ×ÏÌÁ.3. íÅÔÏÄ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙÓ �ÏÍÏÝØÀ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔäÁÄÉÍ Ó�ÏÓÏÂ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉ ÂÕË× × ÛÉÆÒÔÅË-ÓÔÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ É ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ.ï�ÉÛÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ.ðÕÓÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 31 ÂÕË×Ù(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÕÓÓËÉÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÕË×Ù Å,�Å É Ø, ß). òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÂÕË×Ù ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑÞÁÓÔÏÔ ÉÈ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ × ÏÔËÒÙÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ.òÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ: �ÅÒ×ÙÊ ËÌÁÓÓÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 15 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ×, ×ÔÏÒÏÊ | ÉÚ 15 Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× É ÎÕÌÑ.1. úÁÛÉÆÒÕÅÍ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ ÍÅÔÏÄÏÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.2. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÂÕË×Ù ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑÞÁÓÔÏÔ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ �ÑÔÎÁÄ�ÁÔÉ ÂÕË× �ÒÉÓ×ÏÉÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÈ �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ, ÚÁÔÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÂÕË×ÁÍ�ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ×É 0:3. äÁÌÅÅ, ÔÅÍ ÂÕË×ÁÍ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó�ÕÎËÔÏÍ 2, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ �ÏÓÔÁ-×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ[0; 30℄; Á ÄÌÑ ÂÕË×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÁÍ É ÎÕÌÀ, ÓÏ-ÈÒÁÎÉÍ ÔÅ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× É ÎÕÌÑ.4. ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ. éÔÁË, �ÏÌÕÞÅÎ ÚÁÛÉ-ÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ S; ÁÌÆÁ×ÉÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× É ÎÕÌÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31; Ô. Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ 16ÚÎÁËÏ×.5. þÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ, ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÔÅ ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÔÏÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ×. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÍÄ×ÏÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m; ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÛÉÆÒÔÅËÓÔÕ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÔÅ ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 1,Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | 0. 9



�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.á. áÂÏÎÅÎÔÕ �ÅÒÅÄÁÅÔÓÑ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ S É ÞÉÓÌÏ m: þÉ-ÓÌÏ m �ÅÒÅÄÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ á.ûÁÍÉÒÁ.â. äÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÙ, �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÊ × �ÕÎËÔÅ 1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ 1 × Ä×ÏÉÞÎÏÊÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ m (Ô. Å. ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ×), �ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅ-ÔÙ, ÒÅÛÁÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 � t (mod 31) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x; �ÒÉÞÅÍ ÎÁÄÏ×ÙÂÒÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÏÚ×ÏÄÉ-ÌÏÓØ × Ë×ÁÄÒÁÔ.÷. ðÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ ÞÉÓÌÅ p = 31 ÉÍÅÅÍ p � 3 (mod 4): �ÏÇÄÁ ×ÙÞÅÔÞÉÓÌÁ �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÎÅ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31: ðÕÓÔØa| Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31: �ÏÇÄÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ x2 � a2(mod 31) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ a É �a (mod 31); ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ a |Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ (�Ï ×ÙÂÏÒÕ), É �a = (�1)a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ, ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ×.ç. ðÒÏÓÔÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÌÁ b �ÒÏ-ÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p � 3 (mod 4) (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [14℄), Ô. Å. Ó�ÏÓÏÂ ÎÁ-ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � b (mod p); ÔÁËÏ×: x � �b p+12(mod p): ðÒÏ×ÅÒËÁ ÞÉÓÌÁ ÎÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×Ù-ÞÅÔÁÍ ÉÌÉ ÎÅ×ÙÞÅÔÁÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÒÉ-ÔÅÒÉÑ ì. üÊÌÅÒÁ: �xp� � x p�12 (mod p):ðÕÓÔØ, ÔÅ�ÅÒØ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍp; ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍ Ó 1 �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4: òÁÚÏÂØÅÍ ×ÓÅ ×ÙÞÅÔÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ pÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ: × �ÅÒ×ÙÊ ËÌÁÓÓ ×ÏÊÄÕÔ ×ÓÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ�Ï ÍÏÄÕÌÀ p; ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ (p� 1)=2 (ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ (p�1)=4); ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÌÁÓÓ | ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ, ×ÓÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ É 0:ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÎÅÓËÏÌØËÏÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÔÓÑ.1. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÔÅËÓÔ ÛÉÆÒÕÅÔÓÑ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ.2. úÁÔÅÍ ÂÕË×Ù ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÍ × �ÏÒÑÄËÅÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ ÉÈ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ. ðÅÒ×ÙÍ (p� 1)=4 ÂÕË×ÁÍ �ÒÉÓ×ÁÉ×Á-ÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ× ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏËÌÁÓÓÁ, ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÂÕË×ÁÍ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.3. âÕË×ÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, �Ï-ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ[0; p� 1℄:4. óÏÓÔÁ×ÉÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏm; ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÛÉÆÒÔÅËÓÔÕ, ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÞÉÓÌÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ,ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 1; Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | 0: 10



äÁÌÅÅ �ÏÓÔÕ�ÁÅÍ, ËÁË × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ-×ÌÅÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ p × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÔÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ [14℄.4. ëÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙï�ÉÛÅÍ ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÍÅÔÏ-ÄÁÈ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ É ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ �Ï ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. ðÕÓÔØ, ËÁË É �ÒÅÖÄÅ, ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 31 ÚÎÁËÁ.1. ÷ÏÚØÍÅÍ ÌÀÂÕÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ÉÚ 31 ÚÎÁËÁ É ÚÁÛÉÆÒÕÅÍ ÔÅËÓÔÍÅÔÏÄÏÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ.2. òÁÓ�ÏÌÏÖÉÍ ÂÕË×Ù ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑÞÁÓÔÏÔ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ �ÑÔÎÁÄ�ÁÔÉ ÂÕË× �ÒÉÓ×Ï-ÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ31 × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÈ �ÏÒÑÄËÏÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ, ÚÁÔÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÂÕ-Ë×ÁÍ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×Ù-ÞÅÔÏ× É 0:3. äÁÌÅÅ, ÔÅÍ ÂÕË×ÁÍ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó�ÕÎËÔÏÍ 2, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ �ÏÓÔÁ-×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ[0; 30℄; Á ÄÌÑ ÂÕË×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÁÍ É ÎÕÌÀ, �Ï-ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ×ÙÞÅÔÏ×�Ï ÍÏÄÕÌÀ 31 É ÎÕÌÑ, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ×ÙÞÅÔÁ a �Ï ÍÏÄÕ-ÌÀ 31 ÒÅÛÅÎÉÑ a1; a2; (a1 < a2) ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � a (mod 31) ÚÁÍÅÎÑÀÔ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ a × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÞÉÓÅÌ a1; a2; a1; a2; : : : :4. îÁËÏÎÅ�, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m; ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÅ ÛÉÆÒÔÅË-ÓÔÕ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÔÅ ÍÅÓÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 1, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | 0.ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.ï�ÉÛÅÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ.á. áÂÏÎÅÎÔÕ �ÅÒÅÄÁÅÔÓÑ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ S É ÞÉÓÌÏ m: þÉ-ÓÌÏ m �ÅÒÅÄÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ á.ûÁÍÉÒÁ.â. äÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÙ, �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÊ × �ÕÎËÔÅ 1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ 1 × Ä×ÏÉÞÎÏÊÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ m (Ô. Å. ÎÁ ÍÅÓÔÁÈ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-ÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ×), �ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÎÅ×ÙÞÅ-ÔÙ, ÒÅÛÁÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 � t (mod 31) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x; �ÒÉÞÅÍ ÎÁÄÏ×ÙÂÒÁÔØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x; ËÏÔÏÒÏÅ ×ÏÚ×ÏÄÉÌÏÓØ × Ë×ÁÄÒÁÔ.ðÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ ÞÉÓÌÅ p = 31 ÉÍÅÅÍ p � 3 (mod 4): �ÏÇÄÁ ×ÙÞÅÔ ÞÉ-ÓÌÁ �1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÎÅ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31: ðÕÓÔØ a|Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31: �ÏÇÄÁ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ x2 � a2(mod 31) ÏÔ×ÅÞÁÀÔ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ a É �a (mod 31); ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ a |11



Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ (�Ï ×ÙÂÏÒÕ), É �a = (�1)a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ, ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÎÅ×ÙÞÅÔÏ×.C�ÏÓÏÂ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÌÁ b �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕÍÏÄÕÌÀ p � 3 (mod 4), Ô. Å. ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 � b(mod p); ÄÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x � �b p+12 (mod p): ðÒÏ×ÅÒËÁ ÞÉÓÌÁÎÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÁÍ ÉÌÉ ÎÅ×ÙÞÅÔÁÍ �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ p ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÒÉÔÅÒÉÑ ì. üÊÌÅÒÁ: �xp� � x p�12(mod p):÷. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÍÍÙ.îÁ ÍÅÓÔÁÈ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ 0 × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁm, �ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÅÒ-×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ 31, ×ÏÚ×ÏÄÑ× Ë×ÁÄÒÁÔ ×ÙÞÅÔÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÅÓÔÁÈ.ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.5. áÎÁÌÉÚ ÍÅÔÏÄÏ× ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ×× ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÛÉÆÒÁ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅ-ÎÙ Ó ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅÍ ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÚÁÛÉÆÒÏ-×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ, ÔÒÅÂÕÀÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÑ. úÄÅÓØÍÏÖÎÏ �ÏÊÔÉ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÕÔÉ.÷ ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÚÎÁËÏ× × ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ É × �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÔÅË-ÓÔÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ Ï \ÓÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÉ" É \ÉÓËÁ-ÖÅÎÉÉ" ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÏÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ï �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÅÅ Ë ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÉÌÉÏ ÚÁÍÅÎÅ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÞÁÓÔÏÔ ÁÌÆÁ-×ÉÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÄÒÕÇÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÉÈ ÞÁÓÔÏÔ × ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ.ðÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒ-ÎÙÅ ÞÅÒÔÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.1. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ×ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ.2. ðÏÄÓÞÅÔ ÞÁÓÔÏÔ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ-ÎÙÈ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÜÔÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ.3. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ: ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÈ ÇÌÁÓÎÙÍ É ÓÏÇÌÁÓÎÙÍ ÂÕ-Ë×ÁÍ × ÏÔËÒÙÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ; ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ ÓÏ-ÞÅÔÁÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ× É Ô. �.ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× a1; : : : ; an ÚÁ-ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÒÁ×ÎÏ n; Á ÓÁÍ ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔ ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ N ÁÌÆÁ×ÉÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. óÉÍ×ÏÌÁÍÉ Nk; Nl;m ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï �ÏÑ×ÌÅÎÉÊ × ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÓÉÍ×ÏÌÁ ak; k = 1; : : : ; nÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÓÉÍ×ÏÌÏ× (al; am); l;m = 1; : : : ; n: ëÏÌÉÞÅ-12



ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× (al; am) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ b:�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ b � n2: ðÕÓÔØ dk = NkN | ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÁak; Á ×ÅÌÉÞÉÎÁ bl;m = Nl;mN | ÞÁÓÔÏÔÁ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÁ (ak; al):ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ËÌÀÞ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ � ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÛÉÆÒÁÈ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍM = min� nXk=1 ����dk � 1n ���� ; B = min� nXl;m=1 ����bl;m � 1b ���� :òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÆÁ×ÉÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÚÁÛÉÆÒÏ-×ÁÎÎÏÇÏ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ × ÄÕÈÅ ËÒÉÔÅÒÉÑç.÷ÅÊÌÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �Ï ÍÏÄÕ-ÌÀ ÅÄÉÎÉ�Á. ðÕÓÔØ 1 � sk;1 < sk;2 < � � � � N É 1 � tl;m;1 < tl;m;2 <: : : | ÎÏÍÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÂÕË×Á ak; k = 1; : : : ; n; É ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÂÏÒ (al; am) × ÚÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÛÉÆÒÁ�ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ �: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉ ÌÀ-ÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �ÅÌÏÍ h 6= 0 ÓÕÍÍÙSk(�) = 1Nk Xsk;l�N e2�ih sk;ln ; Tl;m(�) = 1Nl;m Xrtl;m;r�N e2�i tl;m;rn :�ÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ W; Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍW = min� nXk=1 jSk(�)j; D = min� nXl;m=1 jTl;mj ;ÂÕÄÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ É ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ.6. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈË ÛÉÆÒÕ ÷ÉÖÅÎÅÒÁðÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÛÉÆÒÏ× ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× [3{5℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÁÌÆÁ×ÉÔÎÙÊ ÛÉÆÒ ÷ÉÖÅÎÅÒÁ. ïÎÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÇÏ ÛÉÆÒÁ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙÉ ÛÉÆÒÏÍ ÇÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÇÁÍÍÏÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [7, Ó. 151{152; 8, Ó. 11℄). 13



ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÒÁ×ÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n:ëÁÖÄÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ �r; r = 1; : : : ; n; ÁÌÆÁ×ÉÔÁ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÊ ×ÙÞÅÔ ar �Ï ÍÏÄÕÌÀ n; �ÒÉÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÁÍ ÏÔ×ÅÞÁ-ÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ. ðÕÓÔØ, ÔÁËÖÅ, ÞÉÓÌÏ n �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅn = dq; (d; q) = 1; d > 1; q > 1: îÁ�ÒÉÍÅÒ, n = 35 = dq = 5 � 7 ÉÌÉn = 36 = 4 � 9:�ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ.1. ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ1 � a � n × ×ÉÄÅ a � qb+ d (mod n); (1)ÇÄÅ 1 � b � d; 1 �  � q: �ÏÇÄÁ �Ï ËÉÔÁÊÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂ ÏÓÔÁÔËÁÈ×ÙÞÅÔ a �Ï ÍÏÄÕÌÀ n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÙÞÅÔÙ b �Ï ÍÏÄÕÌÀ dÉ  �Ï ÍÏÄÕÌÀ q É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.óÏÓÔÁ×ÉÍ Ä×Å ÔÁÂÌÉ�Ù ÷ÉÖÅÎÅÒÁ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ×ÙÞÅÔÁÍ b É :ðÕÓÔØ b1; : : : ; bd | �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ d; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,1; 2; : : : ; d; É 1; : : : ; q | �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ q: �ÏÇÄÁÔÁÂÌÉ�Ù ÷ÉÖÅÎÅÒÁ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄb1; b2; : : : ; bd�1; bd; 1; 2; : : : ; q�1; q;b2; b3; : : : ; bd; b1; 2; 3; : : : ; q ; 1;: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :bd; b1; : : : ; bd�2; bd�1; q; 1; : : : ; q�2; q�1:äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÔÁÂÌÉ� ÷ÉÖÅÎÅÒÁ �ÒÉ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ s; t Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 1 � s � d; 1 � t � q;×ÏÚØÍÅÍ Ó×ÏÊ ËÌÀÞ k = (bk1 ; bk2 ; : : : ; bks) ÄÌÑ �ÅÒ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù É ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ p = (p1 ; p2 ; : : : ; pt) ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù. îÁÄ ËÁÖÄÙÍ×ÙÞÅÔÏÍ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ �ÅÒ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÍ × ÓÔÒÏËÕ ÓÉÍ-×ÏÌÙ ËÌÀÞÁ k ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍbk1 ; bk2 ; : : : bks ; bk1 ; bk2 ; : : : :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×Ù�ÉÓÙ×ÁÅÍ ËÌÀÞ p ÎÁÄ ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ.2. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ ah1ah2 : : : ahu : ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1) �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ × Ä×Á ÔÅËÓÔÁ. éÍÅÅÍbh1bh2 : : : bhu ; h1h2 : : : hu :îÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ h1-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É k1-Ê ÓÔÒÏËÉ × �ÅÒ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÎÁÈÏÄÉÍ ÓÉÍ×ÏÌ x1; Á ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ h1-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á É p1-Ê ÓÔÒÏËÉ14



×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÉÍ×ÏÌ y1: ðÏ×ÔÏÒÉÍ ÜÔÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÄÌÑÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ah2 É Ô. Ä. ðÏÌÕÞÉÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÅËÓÔx1y1x2y2 : : : xuyuÉÌÉ Ä×Á ÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÅËÓÔÁ x1x2 : : : xu É y1y2 : : : yu; ÉÌÉ z1z2 : : : zu;ÇÄÅ zt = qxt + dyt; 1 � t � u:3. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ.ðÏ ËÌÀÞÁÍ k É p × �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�ÁÈ ÷ÉÖÉÎÅÒÁ ÎÁÈÏÄÉÍÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k1 É p1 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁ ÜÔÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÎÁÈÏÄÉÍÜÌÅÍÅÎÔÙ x1 × �ÅÒ×ÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å É y1 ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å, Á ÚÁÔÅÍ �ÏÜÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÉÍ ÓÔÏÌÂ�Ù, É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ bh1 É h1 : ðÏ ÔÏÍÕ ÖÅ �ÒÁ×ÉÌÕ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙbh2 É h2 É Ô. Ä.äÁÌÅÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (1), �Ï �ÁÒÅ ÓÉÍ×ÏÌÏ× (bqt ; qt) ÎÁÈÏÄÉÍÓÉÍ×ÏÌ aqt ; t = 1; : : : ; u: ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.îÁËÏÎÅ�, ÄÁÄÉÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÛÉÆÒÏ×Á-ÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ m ÓÉÍ×ÏÌÏ×, �ÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ m = m1 : : :mr Ó �Ï�ÁÒÎÏ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉm1;m2; : : : ;mr; �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ ÅÄÉÎÉ�Õ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÉÓÌÁMs ÉM 0sÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉm1m2 : : :mr =Msms; MsM 0s � 1 (mod ms); s = 1; 2; : : : ; r:ðÏÌÏÖÉÍ a =M1M 01b1 +M2M 02b2 + � � �+MrM 0rbr: (2)é �ÕÓÔØ b1; b2; : : : ; br ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÒÏÂÅÇÁÀÔ �ÏÌÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÑÍ m1;m2; : : : ;mr ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ a �ÒÏÂÅ-ÇÁÅÔ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ m1m2 : : :mr (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [8, ÇÌ. IV, x 3℄).ðÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, m = 30; m = m1m2m3 = 2 �3 �5 = 2 �15 = 3 �10 =5 � 6: �ÏÇÄÁ M1M 01 � 15 � 1 � 1 (mod 2); M2M 02 � 10 � 1 � 1 (mod 3);M3M 03 � 6 � 1 � 1 (mod 5):ðÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ a � 15b1 + 10b2 + 6b3 (mod 30):ðÕÓÔØ, ÔÅ�ÅÒØ, b1;s; b2;s; : : : ; bms;s | �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÞÅÔÏ× �ÏÍÏÄÕÌÀ ms; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 1; 2; : : : ;ms; 1 � s � r: óÏÓÔÁ×ÉÍ r ÔÁÂÌÉ�÷ÉÖÅÎÅÒÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÁÌÆÁ×ÉÔÏ× b1;s; b2;s; : : : ; bms;s; 1 � s � r:äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÔÁÂÌÉ� ÷ÉÖÅÎÅÒÁ �ÒÉ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ts Ó ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ 1 � ts � ms; ÚÁÄÁÅÍ ËÌÀÞks = (bk1;s; bk2;s; : : : ; bkts ;s); 1 � s � r:ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, ÚÁÄÁÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÔÅËÓÔ ah1ah2 : : : ahu : ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ(2) �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÅÇÏ × r ÔÅËÓÔÏ×. éÍÅÅÍbh1;sbh2;s : : : bhu;s; s = 1; 2; : : : ; r:15



áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁÂÌÉ�Ù ÷ÉÖÅÎÅÒÁ ÓÎÏÍÅÒÏÍ s É ËÌÀÞÁ ks ÛÉÆÒÕÅÍ ÔÅËÓÔ bh1;sbh2;s : : : bhu;s; s = 1; 2; : : : ; r:òÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍÕ.7. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÛÉÆÒÁ ÷ÉÖÅÎÅÒÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÕÔÅÊ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÛÉÆÒÁ ÷É-ÖÅÎÅÒÁ [7, 12℄, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ m | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ-×ÉÔÁ É ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m;m1;m2 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ám = m1m2; (m1;m2) = 1; m1 > 1;m2 > 1: îÁ�ÒÉÍÅÒ, m = 30;m1 = 5; m2 = 6:äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ �1 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀm2; Á �2 | �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ m1: �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁm1�1 +m2�2 �ÒÏÂÅÇÁÅÔ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ m [14℄.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ 1 � a � m �ÒÉÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ b1 �Ï ÍÏÄÕÌÀm2 É b2 �Ï ÍÏÄÕÌÀm1 ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅa � b1m1a1 + b2m2a2 (mod m); (3)ÇÄÅ 1 � a1 � m2; 1 � a2 � m1; ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ b1m1a1 � a(mod m2) É b2m2a2 � a (mod m1):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ a; 1 � a � m; ÏÔ×ÅÞÁÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (a1; a2); ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÒÁ×ÎÅ-ÎÉÀ (3): òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÁÒ (a1; a2) × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÞÁÓÔØÀ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏ ËÌÀÞÁ. ðÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (3) ÜÔÏÔ ËÌÀÞÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ (b1; b2); ÇÄÅ 1 � b1 � m2; 1 � b2 � m1:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÌÀÞÅÊ ÒÁ×ÎÏ m = m1m2:âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ a ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÌÀÂÕÀ �ÁÒÕ (�1; �2) Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ1 � �1 � m2; 1 � �2 � m1: �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÌÀÞÅÊ ÂÕÄÅÔÒÁ×ÎÏ m1!m2!:äÁÌÅÅ, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉ�Õ ÷ÉÖÅÎÅÒÁ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: ×ÓÔÒÏËÕ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k �ÏÍÅÓÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ((�1+k) (mod m2); (�2+k)(mod m1)); ÇÄÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÁÒÙ (�1 (mod m2); �2 (mod m1)) ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ �ÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ k ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ m�1 É | ÌÀÂÏÅ�ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅ Ó m: äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁ-ÂÌÉ�Á ÂÙÌÁ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÷ÉÖÅÎÅÒÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙÓÔÒÏËÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ k É k0 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÏÇÄÁ,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÍÅÅÍ (k � k0) � 0 (mod m2); (k � k0) � 0 (mod m1):ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ m j (k� k0): üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ k = k0: �ÅÍ ÓÁ-ÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ ÷ÉÖÅÎÅ-16



ÒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ  ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÞÁÓÔØÀ ÓÅËÒÅÔÎÏÇÏËÌÀÞÁ.ûÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ É ÄÅÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ïÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÅÝÅ ÎÁ ÏÄÉÎ ÍÏÍÅÎÔ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÔÁÂÌÉ�Ù÷ÉÖÅÎÅÒÁ. ðÕÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÒÁ×ÎÏ m; ÞÉÓÌÏ m�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ m = m1 : : :mr; r � 2; É mk; ml �Ï�ÁÒÎÏ ×ÚÁ-ÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ �ÒÉ k; l = 1; : : : ; r: äÁÌÅÅ, ËÁÖÄÏÍÕ ÓÉÍ×ÏÌÕ a; Ñ×ÌÑÀ-ÝÅÍÕÓÑ ×ÙÞÅÔÏÍ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m; ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �Ï-ÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁÂÏÒ (a1; : : : ; ar); ÇÄÅ ak; k = 1; : : : ; r; �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ mk: îÁ-�ÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÏÌÏÖÉÍ Mk = mm�1k : �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÊ ×ÙÞÅÔ a �Ï ÍÏÄÕÌÀ m ÏÄÎÏ-ÚÎÁÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ a � M1a1 + � � � + Mrar(mod m); ÇÄÅ ak; k = 1; : : : ; r; �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ �ÏÌÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ mk: òÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ (a1; : : : ; ar); ÇÄÅ0 � ak < mk; k = 1; : : : ; r; ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ a �Ï ÍÏ-ÄÕÌÀ m: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔm1! : : :mr! ÓÅËÒÅÔÎÙÈ ËÌÀÞÅÊ.ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉ�Õ ÷ÉÖÅÎÅÒÁ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ: × ÓÔÒÏËÕ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k �ÏÍÅÓÔÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ((a1 + k) (mod m1); : : : ; (ar + k) (mod mr)); ÇÄÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÁÒÙ(a1 (mod m1); : : : ; ar (mod mr)) ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÅÒ×ÕÀ ÓÔÒÏËÕ, ×ÅÌÉÞÉÎÁk ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 0 ÄÏm�1 É | ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÅÓ m: óÔÒÏËÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ × ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ,ÔÁË ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁÂÌÉ�Á ÷ÉÖÅÎÅÒÁ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óÉÎÇÈ ó. ëÎÉÇÁ ÛÉÆÒÏ×: ÔÁÊÎÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ ÛÉÆÒÏ× É ÉÈ ÒÁÓÛÉ-ÆÒÏ×ËÉ. | í.: áó�: áÓÔÒÅÌØ, 2007.2. áÌÆÅÒÏ× á. ð., úÕÂÏ× á. à., ëÕÚØÍÉÎ á. ó., þÅÒÅÍÕÛËÉÎ á. ÷.ïÓÎÏ×Ù ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ: õÞÅÂÎÏÅ �ÏÓÏÂÉÅ. 2-Å ÉÚÄ., ÉÓ�Ò. É ÄÏ�. | í.:çÅÌÉÏÓ áò÷, 2002.3. íÉÎÅÅ× í. ð., þÕÂÁÒÉËÏ× ÷. î. úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÉÓËÁÖÅÎÉÉ ÞÁÓÔÏ-ÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 16. | 2007. | C. 242{245.4. íÉÎÅÅ× í. ð., þÕÂÁÒÉËÏ× ÷. î. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ÉÓËÁÖÅÎÉÑ ÞÁ-ÓÔÏÔÙ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ // äÏËÌ. òáî. |2008. | �. 420, � 6. | C. 736{738.5. íÉÎÅÅ× í. ð., þÕÂÁÒÉËÏ× ÷. î. ë ×Ï�ÒÏÓÕ ÏÂ ÉÓËÁÖÅÎÉÉ ÞÁÓÔÏÔ�ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÏ× × ÛÉÆÒÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ // äÏËÌ. òáî. | 2009. |�. 426, � 1. | C. 6{8. 17



6. áÒÛÉÎÏ× í. î., óÁÄÏ×ÓËÉÊ ì. å. ëÏÄÙ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | í.:îÁÕËÁ, 1983.7. âÁÂÁÛ á. ÷., ûÁÎËÉÎ ç. ð. ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ. | í.: óïìïî-ðÒÅÓÓ, 2007.8. âÁÒÉÞÅ× ó. ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ ÂÅÚ ÓÅËÒÅÔÏ× [üÌÅËÔÒÏÎÎÙÊ ÒÅ-ÓÕÒÓ℄. | http://www.arteleom.ru/library/books/swos/index/html.9. öÅÌØÎÉËÏ× ÷. ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ ÏÔ �Á�ÉÒÕÓÁ ÄÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ. |í.: ABF, 1996.10. íÏÌÄÏ×ÑÎ á. á., íÏÌÄÏ×ÑÎ î. á., óÏ×ÅÔÏ× â. ñ. ëÒÉ�ÔÏÇÒÁ-ÆÉÑ. | óðÂ.: ìÁÎØ, 2001.11. óÁÌÏÍÁÁ á. ëÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÑ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ. | í.: íÉÒ,1996.12. îÅÞÁÅ× ÷. é. üÌÅÍÅÎÔÙ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ (ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÚÁÝÉ-ÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ): õÞÅÂ. �ÏÓ. ÄÌÑ ÕÎ-ÔÏ× É �ÅÄ. ×ÕÚÏ× | í.:÷ÙÓÛ.ÛË.,1999.13. ëÏÂÌÉ� î. ëÕÒÓ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ É ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. | í.: îÁÕÞ-ÎÏÅ ÉÚÄ-×Ï �÷ð, 2001.14. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ× é. í. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. | í.: îÁÕËÁ, 1983.15. çÁÛËÏ× ó. â., þÕÂÁÒÉËÏ× ÷. î. áÒÉÆÍÅÔÉËÁ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ.óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. | í.: îÁÕËÁ, 1996.16. þÕÂÁÒÉËÏ× ÷. î. üÌÅÍÅÎÔÙ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ. | í.: éÚÄ-×ÏíÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ Æ-ÔÁ íçõ, 2007.ï îåëï�ïòùè úáäáþáè÷ ïâìáó�é íîïçïúîáþîùè ìïçéëá. â. õÇÏÌØÎÉËÏ× (íÏÓË×Á)ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Pk ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ1 k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, k � 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B = B(Pk)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Pk. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : B ! B, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ A � Pk ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï '(A) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ A; �ÒÉ ÜÔÏÍÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×-ÎÙ, ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ1æÕÎË�ÉÅÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; x2; : : : ; xn), n � 1,Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Enk É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ek, ÇÄÅEk = f0; 1; : : : ; k � 1g, k � 2. 18



ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÔÁËÖÅÁËÓÉÏÍÁÍÉ):(1) A � '(A),(2) ÅÓÌÉ A � B, ÔÏ '(A) � '(B),(3) '('(A)) = '(A)ÄÌÑ ×ÓÅÈ A;B 2 B. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍÚÁÍÙËÁÎÉÑ [1℄. üÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ (ÉÌÉÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊ) ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Pk = (Pk ;'),ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Pk ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ É Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ', ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B(Pk) × ÓÅÂÑ.ðÏÌÏÖÉÍ2 B' = f'(A) jA 2 Bg. ðÕÓÔØ F 2 B', A � Pk. âÕÄÅÍ ÇÏ-×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ A �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F (A| �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑÓÉÓÔÅÍÁ F ÉÌÉ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ × F ), ÅÓÌÉ '(A) = F . âÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ A ÂÁÚÉÓÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F , ÅÓÌÉ A �ÏÒÏÖÄÁÅÔ F É ÄÌÑÌÀÂÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A0 � A ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ '(A0) 6= F .íÎÏÖÅÓÔ×Ï F � Pk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ ', ÅÓÌÉ '(F ) = F . úÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ').ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.1. úÁÄÁÞÁ Ï ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ: �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ A � Pk É �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÚ Pk ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ f ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ '(A) ÉÌÉ ÎÅÔ.2. úÁÄÁÞÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ: ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F 2 B' É �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A � Pk Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, �ÏÒÏÖÄÁÅÔ A ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏF ÉÌÉ ÎÅÔ.íÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÏÌ-ÎÏÔÅ:2a) ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁF 2 B' Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÉÍÅÅÔ F ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕÉÌÉ ÎÅÔ;2b) ÚÁÄÁÞÁ Ï ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F 2 B' Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ, ÉÍÅÅÔ F ÂÁÚÉÓ ÉÌÉ ÎÅÔ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÅÒÉÑ ÚÁÄÁÞ �ÏÄ ÏÂÝÉÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ:3. ï�ÉÓÁÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÅÍÅÊÓÔ×Á B'.2 �Ï ÅÓÔØ B' ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× F ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Pk, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A � Pk ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(A) = F .19



ë ÉÈ ÞÉÓÌÕ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ: Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÍÏÝÎÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á B', �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ×ËÌÀÞÅ-ÎÉÊ É Ô. Ä.óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (ËÁË É ×ÓÅ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ×ÙÛÅ �ÏÎÑÔÉÑ) ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (P ; ), ÇÄÅ P | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Á  |ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B(P ) ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á P × ÓÅÂÑ.äÌÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ P2 = (P2;') ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏ-ÓÙ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × 1920 ÇÏÄÕ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ ü.ì. ðÏ-ÓÔÏÍ3 [2{4℄. ïÎ Ï�ÉÓÁÌ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ-�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ËÌÁÓÓÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊËÌÁÓÓ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.÷ ËÎÉÇÅ ó.÷. ñÂÌÏÎÓËÏÇÏ, ç.ð. çÁ×ÒÉÌÏ×Á É ÷.â. ëÕÄÒÑ×�Å×Á [5℄ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ É �ÒÏÓÔÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÂÏÔ ðÏÓÔÁ × ËÎÉÇÅ [5℄ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁË-ÖÅ É ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÎÅ£ ÆÉËÔÉ×ÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙ-ÍÉ. �Ï ÅÓÔØ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁP+2 = (P2;'+), × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÕÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ: ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ××ÅÄÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÏÊ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ4. �ÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ �ÏÚ×ÏÌÉÌ �ÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÞÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ Õ ðÏÓÔÁ. ÷ ÎÅÊÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ËÌÁÓÓÙ (ÉÈ ÓÅÍÎÁÄ�ÁÔØ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ðÏÓÔÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ × [6{13℄. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-ÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÏÎÑÔÉÑÍ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎ á.é. íÁÌØ�Å×ÙÍ [14, 15℄.ðÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ �ÒÉ k � 3 ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �Ï-ËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÅ ÏÔÌÉÞÉÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË ÏÔ Ä×Õ-ÚÎÁÞÎÏÊ. ë ÉÈ ÞÉÓÌÕ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÙ à.é. ñÎÏ×Á Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÎÉÉ × Pk �ÒÉ k � 3 ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁ,É á.á. íÕÞÎÉËÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏ ÓÞ£ÔÎÙÍÂÁÚÉÓÏÍ (ÓÍ. [16℄, 1959 Ç.). éÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á B'+ ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ P+k = (Pk;'+) �ÒÉ ×ÓÅÈ k � 3 (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [17, 18℄).3 óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ× ÒÁÂÏÔÅ [4℄; × [2, 3℄ ÏÎÉ ÌÉÛØ ÁÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÙ.4 éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï '+(A) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅÁ-ÌÉÚÕÅÍÙÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ A, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔÌÉÞÁÀ-ÝÉÈÓÑ ÏÔ ÎÉÈ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, A � P2.20



÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ×ÁÖÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.I. éÚÕÞÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.II. éÚÕÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ "ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ" Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ I.1. óÒÅÄÉ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-ÍÅ P+k ÏÄÎÏ ÉÚ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÓÔ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈËÌÁÓÓÏ×5. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.ó.÷. ñÂÌÏÎÓËÉÊ [19, 20℄ ÎÁÛ£Ì ×ÓÅ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ × P3. ëÏ-ÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × Pk �ÒÉ ×ÓÅÈ k � 3 ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌá.÷. ëÕÚÎÅ�Ï× [21, 22℄. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÎÁÊÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ [23{30℄. ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × Pk�ÒÉ ×ÓÅÈ k � 3 �ÏÌÕÞÅÎÏ é. òÏÚÅÎÂÅÒÇÏÍ × 1965 ÇÏÄÕ [31, 32℄.ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ × [13, 33{36℄. ÷ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÎÉÍ × Pk ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ×6:1) ËÌÁÓÓÙ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ | ËÌÁÓÓÙ ÔÉ�Á P;2) ËÌÁÓÓÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ | ËÌÁÓÓÙ ÔÉ�Á L;3) ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ek, |ËÌÁÓÓÙ ÔÉ�Á E ;4) ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, |ËÌÁÓÓÙ ÔÉ�Á C ;5) ËÌÁÓÓÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ | ËÌÁÓÓÙ ÔÉ�Á O ;6) ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÓÉÌØÎÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÅ �ÒÏÏÂÒÁ-ÚÙ h-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ, | ËÌÁÓÓÙ ÔÉ�Á B .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ä. ìÁÕ [37℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ �ÏÒÑÄËÉ7 �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×× Pk É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÕËÁÚÁÎÙ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÉk � 3 ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÔÉ�Á L, P, E , C É B , Á ÔÁËÖÅ �ÒÉk � 7 ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÔÉ�Á O (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [13, 20, 23{25,32, 36, 38{43℄). ÷ 1986 ÇÏÄÕ ç. �ÁÒÄÏÛ [44℄ �ÒÉ×£Ì �ÒÉÍÅÒ ÞÁÓÔÉÞÎÏ5 úÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ (× Pk), ÅÓÌÉ F 6= Pk É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÆÕÎË�ÉÉ f =2 F ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '+(F [ ffg) = Pk.6 úÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ËÎÉÇÉ [36℄.7 ðÏÒÑÄËÏÍ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ r, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F (r) ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x1; x2; : : : ; xr) ÉÚ F �Ï-ÒÏÖÄÁÅÔ F (Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '+(F (r)) = F ).21



Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁR = f0; �; �0; �; �0; ; 0; 1g ÉÚ 8 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×(ÓÍ. ÒÉÓ. 1) É �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ MR (�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÊ ËÌÁÓÓ × P8) ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ É ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÔÉ�Á O .ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÏÌÕÞÅÎ ÒÑÄ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ËÏÎÅÞ-ÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ë. âÅÊ-ËÅÒÁ É á. ðÉËÓÌÉ [45℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÊ ÍÁÖÏÒÉÔÁÒÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍ(ÓÍ. ÔÁËÖÅ [13℄). éÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [46, 47℄).

òÉÓ. 1QQQQQ �����r0���������r� PPPPPPPPP r �0���������r� PPPPPPPPP r �0�����r QQQQQ r 0r1R :
óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÌÕÞÅÎÏ ×ÒÁÂÏÔÁÈ ï.ó. äÕÄÁËÏ×ÏÊ [48{50℄, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÊËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉ-ÎÙ8 2.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚR ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ 2 Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, Á ÞÅÒÅÚMR | ËÌÁÓÓ9 ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁR; R 2 R.8ûÉÒÉÎÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ ÅÇÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.9 éÚ×ÅÓÔÎÏ [23℄, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ËÌÁÓÓÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍÉ.22



ðÕÓÔØ a É b | ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q, Q 2 R. åÓ-ÌÉ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ, ÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Å£ÞÅÒÅÚ sup(a; b). ðÕÓÔØ (ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É b ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÔÏÞ-ÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ, �ÕÓÔØ  É d | Ä×Å ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b É �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ h ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×  É d. �ÏÇÄÁ h ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ×ÔÏÒÏ-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ sup2(a; b) (Ô. Å.sup2(a; b) = sup(; d) = h).÷ [50℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁQ 2 R ËÌÁÓÓMQ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Q, ÉÍÅÅÔËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈÜÌÅÍÅÎÔÁ a; b 2 Q ÉÍÅÀÔ ÉÌÉ sup(a; b) ÉÌÉ sup2(a; b).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Õ ËÌÁÓ-ÓÁMQ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÁ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÅ× ÒÁÂÏÔÁÈ [46, 47℄, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ.îÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ ÒÑÄÁ ÄÒÕÇÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×, �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ × [51, 52℄.óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ, �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÊ × ÒÁÂÏÔÅ �ÁÒÄÏÛÁ, ÎÅ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ10 Ï ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÁ MR. üÔÏÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÎÅÄÏÓÔÁÔËÅ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÓÒÅÄÓÔ× ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈÚÁÄÁÞ.2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÉ Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÓÔÉ É Ï ÂÁÚÉÒÕÅÍÏ-ÓÔÉ × ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ.ðÕÓÔØ A �M � Pk, G = [A℄. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÈ ÔÒ£È ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ: G ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, G ÉÍÅÅÔÓÞ£ÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÉÌÉ G ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÁ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÉÚ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M � Pk É ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ M, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÚÁÄÁÞÉ Ï ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É Ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÓÔÉ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ,ÞÔÏ �ÏÄÏÂÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Pk. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉM = Pk �ÏÌÕÞÁÅÍ Õ�ÏÍÑ-ÎÕÔÙÅ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞÉ 2a É 2b.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ × ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ "�ÒÏÓÔÙÈ"ÓÉÓÔÅÍM (M 6= Pk). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÔ�ÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓ-ÓÙ ñÎÏ×Á|íÕÞÎÉËÁ. îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.10 üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.23



ðÕÓÔØ k � 3, n � 2. ðÏÌÏÖÉÍHn = f(�1; : : : ; �n) 2 Enk j �1 = : : : = �i�1 = �i+1 = : : : = �n = 2;�i = 1; i = 1; 2; : : : ; ng:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ f1; f2; : : : É g2; g3; : : : ÉÚ PkÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍfm(x1; x2; : : : ; xm) = n 1 �ÒÉ x1 = x2 = : : : = xm = 2;0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ;gn(x1; x2; : : : ; xn) = n 1 �ÒÉ (x1; x2; : : : ; xn) 2 Hn;0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ;ÇÄÅ m � 1; n � 2.ëÌÁÓÓÙ Fk É Gk (ËÌÁÓÓÙ ñÎÏ×Á É íÕÞÎÉËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ) �ÒÉ×ÓÅÈ k � 3 Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Fk = '+(Fk), Gk ='+(Gk), ÇÄÅ Fk = [m�1ffmg; Gk = [n�2fgng:ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Fk ÉÌÉ Gk, �ÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÉÍÅÀÔ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,ÅÓÌÉ A � Fk, A = '+(A), ÔÏ A ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ËÏÎÅÞÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ B � Gk, B = '+(B),ÔÏ B ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ; �ÒÉ ÜÔÏÍ B ÉÍÅÅÔ ÓÞ£ÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.ðÕÓÔØ k � 3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pk;2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË-�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á f0; 1g (ÓÍ. [13, 53{58℄), ÞÅÒÅÚ Rk | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊf(x1; : : : ; xn) ÉÚ Pk;2 (n � 1), ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ,Á ÔÁËÖÅ ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ Enk , ÉÍÅÀÝÉÈ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÞÅÒÅÚ Sk | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Rk, ÞÅÒÅÚ Smk | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈm-ÓÌÏÊÎÙÈ11 ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Rk, m � 1, Á ÞÅÒÅÚ NS1k | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÚ S1k , ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ×ÉÄÁ (a; a; : : : ; a), a 2 Ek.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ NS1k � S1k � Sk � Rk � Pk;2:11æÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Rk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ m-ÓÌÏÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ m ÓÌÏ£×, m � 1, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å ÎÁ ×ÓÅÈÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÏ£× É ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ; ÓÌÏÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ Enk , �ÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÎÁÂÏÒÏ×, n � 1. 24



éÔÁË, ËÌÁÓÓÙ Fk É Gk (ñÎÏ×Á|íÕÞÎÉËÁ) | �ÅÒ×ÙÅ �ÒÉÍÅÒÙËÌÁÓÓÏ× × Pk, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. üÔÉ ËÌÁÓÓÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ"�ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ" Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ.é, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Fk É Gk ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏÏÂÌÁÄÁÀÔ ÒÑÄÏÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×:1) Fk;Gk � Pk;2, �ÒÉÞ£Í Fk;Gk � Rk;2) Fk;Gk � Sk, �ÒÉÞ£Í Fk � S1k , Gk � NS1k � S1k ;3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A;B � Fk É ÌÀÂÙÈ C;D � Gk ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á'+(A [B) = '+(A) [ '+(B); '+(C [D) = '+(C) [ '+(D):éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈá.÷. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ [59{61℄. ÷ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØ-ÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ Ó×ÏÊ-ÓÔ×ÁÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍ Fk É Gk. äÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ËÏÔÏÒÙÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÌÕÞÅÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÁÚÉÒÕ-ÅÍÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ï�ÉÓÁÎ ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ×ÁÖÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×.ðÒÉ×ÅÄ£Í ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.æÕÎË�ÉÉ f É g ÉÚ Pk ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚÎÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÅÚÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f �= g). ðÕÓÔØA � Pk, f 2 A. ðÏÌÏÖÉÍFA(f) = fg 2 Ajg �= fg, FA = [f2AfFA(f)g:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ FA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÁ ËÌÁÓÓÙ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å FA ÚÁÄÁ-ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �A, f; g 2 A É �ÕÓÔØFA(f) �A FA(g). âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ �ÉÓÁÔØ f �A g, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÉf É g ËÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ× FA(f) É FA(g) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ,É f �A g, ÅÓÌÉ f �A g É f 6�= g.ðÕÓÔØ � 2 Q+ , f 2 S13 . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ÔÉ�Á �, ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÅÄÉÎÉ� Ë ÞÉÓÌÕ Ä×ÏÅË × ÓÌÏÅ, ÎÁÎÁÂÏÒÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, ÒÁ×ÎÏ �.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �S13 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å FS13 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn), g(y1; : : : ; yp) 2 S13 . âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ FS13 (f) �S13 FS13 (g), ÅÓÌÉ f É g | ÆÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÔÉ�Á É p25



ËÒÁÔÎÏ n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �S13 ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ, ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÉ ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ [62℄ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å FS13 .÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [59, 61℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G,ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á NS13 ,ËÌÁÓÓ F = '+(G) ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ G ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ�Å�É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �S13 ; �ÒÉ ÜÔÏÍ F ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁ-ÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ËÏÎÅÞÎÏ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁMS ×ÓÅÈÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ R3, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÒÑÄËÁ0 < 1 < 2.ðÕÓÔØ f 2 MS. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ef ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� × ÓÌÏÅ Ó ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ�, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ G � MS; k 2 Z+. íÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ k-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 G ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ-ÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ef � k É ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ g 2 G, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏeg = k. äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ G | k-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍK(G) = fg 2 Gjeg = kg.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �MS ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å FMS . ðÕÓÔØ f; g 2MS. âÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ FMS(f) �MS FMS(g); ÅÓÌÉf 2 '+(fgg).÷ [60, 61℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �MS Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉ-ÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å FMS , É ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ �Ï-�ÁÒÎÏ ÎÅËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á MS, ËÌÁÓÓ F = '+(G)ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚG ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �Å�É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �MS ; �ÒÉ ÜÔÏÍ F ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k 2 Z+ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï K(G) ËÏÎÅÞÎÏ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÖÅ ÄÌÑ NSm3 = Sm3 nMS,NS1k , m � 1, k � 3, É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ.óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ F3 �MS, G3 � NS13 , ÔÏF3 2 B'+(MS); G3 2 B'+(NS13);ÇÄÅ B'+(MS) É B'+(NS13) | ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏ-ÖÄÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×26



MS É NS13 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÌÁÓÓÏ× ñÎÏ×ÁÉ íÕÞÎÉËÁ (�ÒÉ k = 3) �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÄÒÕÇÉÅ ("ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÅ") ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ| ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁMS É NS13 ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÜÔÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ, �ÏÌÕÞÅÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÁ-ÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÓÔÉ.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×Ï�ÒÏÓ ÏÂÏ�ÉÓÁÎÉÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× M � Pk, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A;B � M×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï(4) '+(A [B) = '+(A) [ '+(B)(× ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÁËÓÉÏÍÁÍ (1){(3), ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ).ðÅÒÅÊÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÍÓÑ Ë ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ II.3. ÷ ÚÁÄÁÞÁÈ ÜÔÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÕÓÉÌÅÎÉÑÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ. �Á-ËÏÊ �ÏÄÈÏÄ12 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÏÚÒÉÍÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ËÌÁÓ-ÓÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÚÁÍÙËÁ-ÎÉÑ. óÒÅÄÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÍÏÖ-ÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÂÏÔÙ [63{68℄, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ-ÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ S-ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, É ÒÁÂÏÔÙ [69{72℄, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÇÏÔÉ�Á.óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×ÚÁÍÙËÁÎÉÑ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÇÏ ÔÉ-�Á) �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × Pk �ÒÉ×ÓÅÈ k � 3, ÞÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÏÂ ÉÚÌÉÛÎÅÊ "×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÌÅ" ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (Pk ;  ), × ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒ  :1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ,2) "×ÏÚÎÉËÁÅÔ" �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ,3) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÏ×ÙÅ "ÜÆÆÅËÔÙ" �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÓÅÍÅÊÓÔ×Á B .ë ÞÉÓÌÕ ÔÁËÉÈ ÕÓÉÌÅÎÉÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÎÅÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ É ÄÁ£Ô �ÒÏÓÔÏÊ Ó�Ï-ÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Enk ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á B1; B2; : : : ; Bm, n;m � 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ Bi; 1 � i � m, ÚÁ-ÄÁ£ÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Bi × ÓÅÂÑ, ÞÔÏ12 ðÏÄÏÂÎÙÊ �ÕÔØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÍÅÞÅÎ × ËÎÉÇÅ [5℄, × ËÏÔÏÒÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÕ-�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ××ÅÄÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.27



�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á.ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ×ÏÚÎÉËÁÌÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÒÁÂÏÔÁÈ [73, 74℄�ÒÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É × ÒÁÂÏÔÁÈ Á×ÔÏ-ÒÁ [75{77℄ �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ðÏÓÔÁÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ.ðÏÄÏÂÎÙÅ ÕÓÉÌÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ ï.ó. �ÁÒÁÓÏ×ÏÊ [78{80℄. ÷ ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÉÄÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Enk ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á,n � 1, É Ä×Á ÔÉ�Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (�ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÎÁÂÏÒÏ× É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ). ëÒÏÍÅ ÔÏ-ÇÏ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÎÁÌÉÞÉÅÍ Õ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ [78{80℄ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ Ï�ÉÓÁÎ ÒÑÄ ×ÁÖÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ×Å-Ä£Î �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (Pk ;�), × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏB� ÚÁÍËÎÕÔÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �) ËÌÁÓÓÏ× × Pk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÍ �ÒÉ×ÓÅÈ k � 3.ïÔÍÅÔÉÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. òÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ekn, n � 1, ÎÁ ÓÌÏÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÇÌÏ-×ÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× É ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (ÔÏ ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁ-�ÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÏÌØËÏ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍÏÔ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [79, 80℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉk = 3 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÇÌÏ×ÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÍ, Á �ÒÉ ×ÓÅÈ k � 5 ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÍ (×Ï�ÒÏÓ ÏÍÏÝÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÉ k = 4 × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÓÔÁ£ÔÓÑÏÔËÒÙÔÙÍ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ×ÅÄ£Î �ÒÉÍÅÒ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÊ(Ñ×ÌÑÑÓØ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ) ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÌÉÞÉÑ P3 ÏÔ Pk �ÒÉ ×ÓÅÈ k � 5 (ÔÏ ÅÓÔØ "ÏÔÄÅÌÑÅÔ" P3ÏÔ P5).óÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÔÁËÏ-ÇÏ ÔÉ�Á ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: ÎÁÌÉ-ÞÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ××ÅÄÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ | �ÒÉ×ÏÄÉÔË ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÒÉ ×ÓÅÈ k � 2.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1). 28
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63. îÇÕÅÎ ÷ÁÎ èÏÁ. ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈËÌÁÓÓÏ× ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ × P3 // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |1992. | �. 4, ×Ù� 4. | ó. 82{95.64. îÇÕÅÎ ÷ÁÎ èÏÁ. ï ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× k-ÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÍÙÈ ×ÓÅÍÉ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ. | 1993. | �. 5, ×Ù� 4. | ó. 87{108.65. îÇÕÅÎ ÷ÁÎ èÏÁ. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉ-ËÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÍÙÈ ×ÓÅÍÉ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ // äÏËÌ. áî âÅÌÁÒÕÓÉ. |1994. | �. 38, � 3. | ó. 16{19.66. íÁÒÞÅÎËÏ× ó.ó. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ S-ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |1996. | �. 8, ×Ù� 1. | ó. 99{128.67. íÁÒÞÅÎËÏ× ó.ó. S-ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÙÈ ÁÌÇÅÂÒ Ó ËÏ-ÎÅÞÎÙÍÉ ÎÏÓÉÔÅÌÑÍÉ // äÏËÌ. òáî. | 1996. | �. 348, � 5. |ó. 587{589.68. íÁÒÞÅÎËÏ× ó.ó. S-ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1997. | �. 9, ×Ù� 3. |ó. 125{152.69. çÏÌÕÎËÏ×à.÷. ðÏÌÎÏÔÁ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ × Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁÈ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅÍÅÔÏÄÙ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. ÷Ù�. 17. | 1980. | ó. 23{24.70. óÏÌÏ×ØÅ× ÷.ä. úÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ × k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ Ó Ï�Å-ÒÁ�ÉÅÊ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ �Ï �ÒÅÄÉËÁÔÁÍ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |1990. | �. 2, ×Ù� 4. | ó. 18{25.71. �ÁÊÍÁÎÏ× ÷.á. ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉ-ËÉ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÇÏ ÔÉ�Á // äÏËÌ. áî óóóò. | 1983. |�. 268, � 6. | ó. 1307{1310.72. �ÁÊÍÁÎÏ× ÷.á. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÚÁ-ÍÙËÁÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÇÏ ÔÉ�Á: äÉÓ. . . . ËÁÎÄ. ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË. | í.:íçõ ÉÍ. í.÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á, 1983.73. Kleitman D. On Dedekind's problem: the number of monotoneBoolean funtions // Pro. of the Amer. Math. So. | 1969. |�. 21,� 3. | P. 677{682. [òÕÓ. �ÅÒ.: ëÌÅÊÔÍÅÎ ä. ï �ÒÏÂÌÅÍÅ äÅÄÅËÉÎÄÁ:ÞÉÓÌÏ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂ. îÏ×ÁÑÓÅÒÉÑ. ÷Ù�. 7. | 1970. | C. 43{52.℄74. Kleitman D., Markowsky G. On Dedekind's problem: the numberof isotone Boolean funtions, II // Trans. AMS. | 1975. | V. 213. |P. 373{390.75. õÇÏÌØÎÉËÏ× á.â. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅ-ÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.÷Ù�. 31. | í.: îÁÕËÁ, 1976. | ó. 167{185.33



76. õÇÏÌØÎÉËÏ× á.â. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ // äáîóóóò. | 1983. | �. 271, � 1. | ó. 49{51.77. õÇÏÌØÎÉËÏ× á.â. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï-�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 1. | í.: îÁÕËÁ, 1988. | ó. 89{113.78. �ÁÒÁÓÏ×Á ï.ó. ëÌÁÓÓÙ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ.óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎ. | 2001. | � 6. | ó. 54{57.79. �ÁÒÁÓÏ×Á ï.ó. ëÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÚÁÍËÎÕÔÙÅÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ // íÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 13. | 2004. | ó. 59{112.80. �ÁÒÁÓÏ×Á ï. ó. ëÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ // ÷ÅÓÔÎ.íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎ. | 2004. | � 1. | ó. 25{29.áîáìéú é óéî�åú áâó�òáë�îùè á÷�ïíá�ï÷(ëáþåó�÷åîîùå íå�ïäù)÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å× (íÏÓË×Á)é. ó. çÒÕÎÓËÉÊ, ÷. á. ëÏÚÌÏ×ÓËÉÊ (äÏÎÅ�Ë)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÄÁÎ ÏÂÚÏÒ ÒÑÄÁ ÍÅÔÏÄÏ× É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÚÁÄÁÞ �Ï×ÅÄÅÎÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× [1℄.ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÒÏ-�ÅÓÓÏ× �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ,É Ó×ÏÊÓÔ× Á×ÔÏÍÁÔÏ× (�ÒÑÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ), É ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÎÔÅÚÁ Á×ÔÏÍÁÔÏ×Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ É ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ (×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ, ÒÁÓ�Ï-ÚÎÁ×ÁÎÉÑ, ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ, ËÏÎÔÒÏÌÑ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ) Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÕÔÅÍÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ Ó ÎÉÍ (ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ). ëÁË É ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈÔÅÏÒÉÑÈ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ �ÒÑÍÙÈ. üÔÏ �ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ× | ÔÅÏÒÅÍÁ ëÌÉÎÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔ, ÞÔÏÓÉÎÔÅÚ (ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) Á×ÔÏÍÁÔÁ �Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀÓÌÏÖÎÅÅ ÚÁÄÁÞÉ ÁÎÁÌÉÚÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ | �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �Ï ÎÅÍÕ ÒÅÇÕÌÑÒ-ÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ × Á×ÔÏÍÁÔÅ ÑÚÙË.åÝÅ ÂÏÌÅÅ ×Ù�ÕËÌÏ ÜÔÏ ÂÙÌÏ �ÒÏÑ×ÌÅÎÏ × ÏÓÎÏ×Ï�ÏÌÁÇÁÀÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅü. íÕÒÁ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× Ó Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ [2℄, ÇÄÅ ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙ-ÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÚÁÄÁÞÉ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ �Ï ×ÈÏÄ-×ÙÈÏÄÎÙÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ34



ÚÁÄÁÞÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÁÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ×ÏÚÎÉËÁÀÔÉ × �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊÁ��ÁÒÁÔÕÒÙ, Á × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ÇÏÄÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ×ÓÉÎÔÅÚÁ É ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏ-Á��ÁÒÁÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ [3℄. ÷ÁÖ-ÎÕÀ ÒÏÌØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÇÒÁÀÔ ÓÒÅÄÓÔ×Á Ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÉ, É ÒÁÚ×ÉÔÉÀ ÜÔÉÈÓÒÅÄÓÔ× ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ.ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÉÎÔÅÚÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ Á×-ÔÏÍÁÔÁ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÅÇÏ Ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÉ | ÚÁÄÁÎÉÀ ÎÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ,×ÏÚÍÏÖÎÏÅ É ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ, Á ÚÁÄÁÞÁ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ | ×�ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ, �ÒÏ×ÏÄÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ \ÞÅÒÎÙÍÑÝÉËÏÍ" | ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ ÜÔÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÏÇÏ É/ÉÌÉ (ËÏ)ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÚÁ�ÒÅ-ÝÅÎÎÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ [4℄. æÒÁÇÍÅÎÔÙ É ËÏÆÒÁÇÍÅÎÔÙ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÄÅÓËÒÉ�ÔÏÒÁÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÅÄÉÎÕÀ ÏÓÎÏ×Õ ÄÌÑ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÎÔÅÚÁ É ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. üÔÁÚÁÄÁÞÁ, × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ, É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ.ðÏÄ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ Ó Á×ÔÏÍÁÔÏÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÒÏ�ÅÓÓ �ÏÄÁÞÉ ÎÁÁ×ÔÏÍÁÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÈÏÄÎÙÈ ÓÉÇÎÁÌÏ×, ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ É ×Ù×ÏÄ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÊ Ï ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ É Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÉÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑÈÉ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÂ Á×ÔÏÍÁÔÅ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓ-�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×, �Ï-Ú×ÏÌÑÀÝÉÈ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ,ÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÑÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÂÏÌØÛÏÊ ËÒÕÇ ÚÁÄÁÞ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈÓ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×, Ó ×Ï�ÒÏÓÁÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× Á×ÔÏÍÁÔÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×É-ÄÁÍÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÍÉ, Ó Ï�ÅÎËÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔÏ×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ Ó Ï�ÅÎËÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎ-ÔÏ×. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÎÑÔÉÀ ÆÒÁÇ-ÍÅÎÔÁ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ËÁË ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ ×ÉÄÏ× ÄÅÓËÒÉ�-ÔÏÒÏ× Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏ-ÒÙ Ó×ÏÊÓÔ× Á×ÔÏÍÁÔÁ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ×ÈÏÄÏ×, ×ÙÈÏÄÏ×) [4℄ | ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ,�ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÉÄÅÎÔÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á. éÄÅÎÔÉ-ÆÉËÁÔÏÒÙ ÄÁÀÔ ÅÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÄÅÓËÒÉ�ÔÏÒÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÓÉÎÔÅÚÁ/ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉÁ×ÔÏÍÁÔÏ× ×ÏÚÎÉË É ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÒÑÄ ÞÁÓÔÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÄÅ-ÓËÒÉ�ÔÏÒÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁ, É ÜÔÉ ÄÅÓËÒÉ�ÔÏÒÙ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÏÓÏÂÙ-ÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÏÚÄÁÎÉÑÏÂÝÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÉÚÕÞÅÎÉÑ, ÓÏÚÄÁÎÉÑ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÄÅÓËÒÉ�ÔÏÒÏ×Á×ÔÏÍÁÔÁ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞ ÓÉÎÔÅÚÁ É ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ.ðÒÉ ÜÔÏÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÍÏÄÅÌØÎÏÇÏ ÄÅÓËÒÉ�ÔÏÒÁ ×ÙÓÔÕ�Á-ÅÔ ÆÒÁÇÍÅÎÔ Á×ÔÏÍÁÔÁ. áÎÁÌÉÚ ÔÁËÉÈ ÄÅÓËÒÉ�ÔÏÒÏ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ35



ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÅÝÅ Ë ÏÄÎÏÍÕ ×ÉÄÕ ÄÅÓËÒÉ�ÔÏÒÏ× | ÓÉÓÔÅÍÁÍÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.÷ ÒÁÂÏÔÅ íÕÒÁ [2℄ ÕÖÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÌÉÓØ ÔÒÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÈÁÓ�ÅËÔÁ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× Ó Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ: ÄÅÓËÒÉ�ÔÉ×ÎÙÊ, ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÎÏÊ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ËÁË �Ï ÒÁÓ-�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÀ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÔÁË É �Ï ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-ÎÏ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.óÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÙÅ ÛÁÇÉ ÂÙÌÉ ÓÄÅÌÁÎÙ æ. èÅÎÎÉ [5℄, ÁÚÁÔÅÍ í. ð. ÷ÁÓÉÌÅ×ÓËÉÍ [6℄. ïÎÉ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏÎÔÒÏÌØ-ÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× �ÕÔÅÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ×Ï ×ÈÏÄÎÙÅ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÄÉÁÇÎÏÓÔÉ-ÞÅÓËÉÈ, ÕÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙÈ, ÌÏËÁÌÉÚÕÀÝÉÈ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ É Ô. �.),�Ï ÒÅÁË�ÉÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÍÏÖÎÏ ÉÄÅÎÔÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÉÄÙ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É Ó�Ï-ÓÏÂÙ ÉÈ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ × ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅ [7℄. áÎÁÌÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ �ÒÉ×ÅÌ Ë �ÏÎÑÔÉÀ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏÒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÏÍÕÏÄÎÉÍ ÉÚ Á×ÔÏÒÏ× ÒÁÂÏÔÙ. îÁ ÜÔÏÍ ÜÔÁ�Å �ÏÌÕÞÅÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ É ÒÁÓ�ÏÚÎÁÀÝÉÈÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÅ×, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. îÅ ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÔÁËÉÈÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ É ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÙÍ ÏËÁ-ÚÁÌÓÑ ×Ï�ÒÏÓ: ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÜÔÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ, ÁÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÄÅÒÖËÁÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, Ô. Å. ×Ï�ÒÏÓÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÄÁÎ ÏÂÚÏÒ ÍÅÔÏÄÏ× É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÏ×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ×ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÒÁÍÉ É ÉÈ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ.óÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×-ÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÄÅÓËÒÉ��ÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ É �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ É ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÁ-ÆÏ×ÙÅ ÍÅÔÏÄÙ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÍÉ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑÍÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ.äÁÌÅÅ ××ÏÄÑÔÓÑ É ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÓËÒÉ��ÉÉ É Ó×Ñ-ÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ ×Ï�ÒÏÓÙ: ÚÁÄÁÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÑÍÉ; ÓÉÓÔÅÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× É ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ××ÅÄÅÎÉÅÍ × ÎÉÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ �ÁÒ ÄÌÑ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×; ÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÉÓÔÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. îÁ �ÌÏ-ÄÏÔ×ÏÒÎÏÓÔØ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÑ Ó×ÑÚÅÊ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÊ ÕËÁÚÙ×ÁÌ ÅÝÅ ÷. í. çÌÕÛËÏ×, ÏÔÍÅÞÁÑ �ÅÒ×ÕÀ ÒÁÂÏÔÕà. é. óÏÒËÉÎÁ [8℄ �Ï ÔÅÏÒÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ Á×-ÔÏÍÁÔÏ×.úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÂÌÏË ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ËÁÓÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÜËÓ�Å-36



ÒÉÍÅÎÔÏ× É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÔÁË ÎÁÚÙ×Á-ÅÍÙÅ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ É ÉÈ Ó×ÑÚØ Ó ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. äÌÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎ-ÔÏ× ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÄÁÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÞÅÒÅÚ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ�ÁÒÙ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÔÁËÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×,�ÏËÁÚÁÎÁ ÉÈ ÌÁËÕÎÁÒÎÏÓÔØ.á×ÔÏÍÁÔÙ É ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙòÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÙ íÉÌÉ A= (S;X; Y; Æ; �), ÇÄÅ S, X ,Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ×ÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á Æ,� | ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ×.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ Á×ÔÏÍÁÔ-ÜÔÁÌÏÎ A É ËÌÁÓÓ Á×ÔÏÍÁÔÏ× F . ëÏÎÔÒÏÌØ-ÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ (ëü) Á×ÔÏÍÁÔÁ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÁ F | ÔÁËÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×ÏW ×ÈÏÄ-×ÙÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏ×, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ A × ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÍ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ÄÒÕÇÉÍ(ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÜÔÁÌÏÎÕ) Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ F (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÇÏ).÷ [9℄ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎ-ÔÏ×. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ××ÏÄÉÔÓÑ ÂÜÒÏ×ÓËÁÑ ÍÅ-ÔÒÉËÁ �: �(A;B) = 0, ÅÓÌÉ A = B, É �(A;B) = 1k , ÅÓÌÉ LkA 6= LkB ÉLk�1A = Lk�1B . úÄÅÓØ LkA | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÈÏÄ-×ÙÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ k,�ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ A.äÌÑ ÂÜÒÏ×ÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ � É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ F � AI(U), A 2 AI(U)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÇÏ ÜËÓ-�ÅÒÉÍÅÎÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:1: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ Á×ÔÏÍÁÔÁ á ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ F.2: íÎÏÖÅÓÔ×Ï LkA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É F ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k.3: O 1k (A)TF � fAg ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k.4: O 1k (A)TF | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k;5: A =2 limF .üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ × ÂÜÒÏ×ÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ � �ÒÏ-�ÅÓÓ ×Ù×ÏÄÁ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÊ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó×ÏÄÉÔÓÑË �ÒÏ×ÅÒËÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ 3. åÓÌÉ ËÌÁÓÓ F ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÈÎÑÑÏ�ÅÎËÁ t ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÉÚ F SfAg É, �ÏÜÔÏÍÕ L2tA Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏËÌÁÓÓÁ F ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÅÎ, ÏÄÎÁËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÅÎ.æÒÁÇÍÅÎÔÙ Á×ÔÏÍÁÔÁþÁÓÔÉÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ) ÆÒÁÇÍÅÎ-37



ÔÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ A, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ R × A. ñÄÒÏÍ ËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ R ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÏÊ ÅÇÏ �ÏÄÁ×ÔÏÍÁÔ Q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏÓyÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÓÌÁÂÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ', �ÒÉÞÅÍ '(R) = Q, Á×ÓÑËÉÊ ÓÌÁÂÙÊ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ Q × ÓÅÂÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÑÄÒÏ.ðÕÓÔØ R | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÜÔÁÌÏÎÁ A, É t | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ. æÒÁÇÍÅÎÔ ÓÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Rt. æÒÁÇÍÅÎÔ Rt ÎÁÚÏ×ÅÍÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s ÜÔÁÌÏÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÁÂÏÇÏÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ R × ÜÔÁÌÏÎ A ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'(t) = s. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÉÄÅÎÔÉ-ÆÉËÁÔÏÒÏ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ [4℄.�ÅÏÒÅÍÁ 3. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:1: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÅÇÏ ÉÄÅÎ-ÔÉÆÉËÁÔÏÒÏÍ.2: ('s; �s) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s.3: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏÒ (V1; V2) ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ jV1j+ jV2j � n� 1 É ×ÙÓÏÔÁ h(V2) � 22n.èÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÏ×äÁÌÅÅ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ F � Fn | n-�ÌÏÔÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ A, Ô. Å. × ËÌÁÓÓÅ F ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÓÑËÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚA ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÙÈÏÄÏ× ÉÌÉ�ÅÒÅÈÏÄÏ×, A 2 F É R| ÆÒÁÇÍÅÎÔ A. æÒÁÇÍÅÎÔ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ (A;F ), ÅÓÌÉ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' ÉÚ R× B 2 F ÓÌÅÄÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ A É B.ïÔÎÏÛÅÎÉÅ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÅÒÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �Á-ÒÙ (a; b) 2 � É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ R × B 2 F Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(a) = '(b). üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÕÀ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÁËÔÏÒ-Á×ÔÏÍÁÔ [R℄�, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÏ×ÅÍÓ×ÅÒÔËÏÊ.ïÔÎÏÛÅÎÉÅ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ×ÅÒÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ�ÁÒÙ (a; b) 2 � É ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ R × B 2 F Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(a) 6= '(b). �ÁËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÏÒÇÒÁÆ G(R,P), ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÏ Ó×ÅÒÔËÏÊ [R℄�,ÇÄÅ P = (�; �) | ×ÅÒÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÁÒÁ ÄÌÑ (R;F ). ðÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÊ ÎÅÏÒÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ �ÒÉ38



�ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ R, F [4℄.�ÅÏÒÅÍÁ 4. R | �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ (A;F ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ×ÅÒÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �ÁÒÁ P = (�; �)ÄÌÑ (R;F ), ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' Á×ÔÏÍÁÔÁ R × ÜÔÁÌÏÎ á.2: �1(R) = �1(A);3: çÒÁÆ G(R;P ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ n-ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÅÍÙÊ.ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ �ÏÓÔÕÌÉÒÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÅÒÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÁÒÙ. äÌÑ ÒÑÄÁ ËÌÁÓÓÏ×: Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏ-ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÒÕÅÍÙÈ�ÏÒÑÄËÁ 1 (ïä-1) Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÇÒÕ��Ï×ÙÈ, ÂÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ(âðé-) Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÌÏËÁÌØÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÂÁÚÉÓÁ ÌÏ-ËÁÌØÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔÉ, ÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÔÁËÉÈ ×ÅÒÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÁÒ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ Ó×ÏÄÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÁÎÁÌÉ-ÚÁ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×Ï "ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ" Ë ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÓ-ËÒÁÓËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. üÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÅÎÉÔØÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ NP -�ÏÌÎÏÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. úÁÄÁÞÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ïä-1 Á×ÔÏ-ÍÁÔÁ × ÓÌÕÞÁÑÈ: n-�ÏÌÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ËÌÁÓÓÁ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×,âðé-Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÂÁÚÉÓÁ ÌÏËÁÌØÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP-�ÏÌÎÏÊ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ.óÉÓÔÅÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×åÝÅ ÏÄÎÉÍ ÔÉ�ÏÍ ÄÅÓËÒÉ�ÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (óïó). ðÅÒ×ÏÊ ÒÁÂÏÔÏÊ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ÂÙÌÁÓÔÁÔØÑ à. é. óÏÒËÉÎÁ [8℄. ÷ [10℄ ÅÇÏ ÉÄÅÉ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ É ÒÁÚ×É×ÁÀÔ-ÓÑ, Á × [11℄ �ÏËÁÚÁÎÁ É ÉÚÕÞÅÎÁ Ó×ÑÚØ óïó Ó ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍÉ ÜËÓ�ÅÒÉ-ÍÅÎÔÁÍÉ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.�ÁË, × [10℄ ÎÁÊÄÅÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÊ �A, ÎÁÚ×ÁÎÎÁÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ ÅÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ;�ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ Ó×ÅÄÅÎÉÑ (ÒÅÄÕË�ÉÉ) ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ë ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ; ÎÁÊÄÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ,�ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ A ÂÅÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÁ×ÔÏÍÁÔÁ; �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÌÑ ÉÎÉ�É-ÁÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÂÅÚ Ñ×ÎÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÁÚ ÜÔÉÈ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ×; �ÏËÁÚÁÎÁ Ó×ÑÚØ ËÌÁÓÓÁ ÓÉÓÔÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑÄÁÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ (ÏÂÈÏÄÁÍÉ)É �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÙ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÂÈÏÄÁ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ; �ÏÎÑÔÉÑ É Á��ÁÒÁÔ ÓÉÓÔÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ. éÓÓÌÅÄÏ-39



×ÁÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊÓÉÓÔÅÍÙ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ Ï�ÅÎËÉ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ óïó. ðÕÓÔØ � | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ X�. üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÉÓÔÅÍÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (óïó) ÄÌÑ A, ÅÓÌÉ [�℄ = �A, ÇÄÅ [�℄ | �ÒÁ×ÏËÏÎÇÒÕÜÎÔ-ÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ËÏÎÇÒÕÜÎ�ÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÁÑ �.ðÕÓÔØ �A | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ óïó ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ A =(A;X; ÆA; a0), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ jX j = m É jAj = n, N(�A) | ÞÉÓÌÏ ËÁÎÏÎÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ:1) 1 � N(�A) � m!, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ m;2) j�Aj = (m� 1)n+ 1;3) S(�A) � �ml+1�1m�1 � n� l + �ml + n� ml+1�1m�1 �m (l + 1), ÇÄÅ l =dlogm n(m� 1) + 1e � 1;4) S(�A) � n(m � 1)(n � 1) +m(2n � 1), �ÒÉÞÅÍ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÄÏ-ÓÔÉÖÉÍÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n;m > 1.÷ ÒÁÂÏÔÅ [11℄ ÉÚÕÞÅÎÁ Ó×ÑÚØ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× É �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ó óïó. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ëü ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Á×ÔÏÍÁÔÏ×.ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ Ó Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÏ�ÕÝÅÎÉÑÈ Ï×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ × ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ. âÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ �ÏÎÑ-ÔÉÅ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ, ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎ-ÔÁ ××ÅÄÅÎÉÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ. �ÁËÉÅ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÚÁÄÁÀÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÍÅÔËÁÍÉ, ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÍÉ × ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅÉ ÓÉÇÎÁÌÉÚÉÒÕÀÝÉÍÉ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÇÏ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÑÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÉÈ ÓÒÅÄÓÔ× ÍÏÇÕÔ ×ÙÓÔÕ�ÁÔØÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏÒÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ. �ÁËÉÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ ÂÙÌÉ ÄÅ-ÔÁÌØÎÏ ÉÚÕÞÅÎÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. âÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏÏ�ÉÓÁÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÏ× × ×ÉÄÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ �ÁÒ × ×É-ÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÈÏÄÎÙÍÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ; ÎÁÊÄÅÎÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×; �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÏÞÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÉÈÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× �ÒÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÄÏ�ÕÝÅÎÉÑÈ Ï ÓÒÅÄÓÔ×ÁÈ ÎÁÂÌÀ-ÄÅÎÉÑ. õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÈ × ÒÁÚÍÅÞÅÎ-ÎÏÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÅ ÍÅÔÏË ÒÁÓÛÉÒÑÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÁÉ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ �Ï ÄÌÉÎÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÍ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM ÍÅÔÏË ÍÏÝÎÏÓÔÉ k. ðÕÓÔØw = (p; q) 2 �t, ÇÄÅ t | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ B. ðÕÓÔØ40



ÔÁËÖÅ p = p0p1p2:::pk+1, q = q0q1q2:::qk+1, ÇÄÅ Æ(t; p0) = s1, Æ(s1; p1) =s2, ..., Æ(sk; pk) = sk+1, �(t; p0) = q0, �(s1; p1) = q1, ..., �(sk ; pk) = qk+1,É pi ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï �ÒÉ i = 1, ..., k. æÕÎË�ÉÀ ' , ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀËÁÖÄÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÅÔËÕ ÉÌÉ �ÕÓÔÏÊ ÓÉÍ×ÏÌe, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÁÚÍÅÔËÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ B. óÏÓÔÏÑÎÉÅ s 2 SB , ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ '(s) 6= e, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ. �ÏÇÄÁ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍ ÓÌÏ-×ÏÍ (ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï w' = (p0; q0)'(s1) (p1; q1)'(s2) ... '(sk)(pk; qk) '(sk+1)(pk+1; qk+1), ÅÓÌÉ si | ÏÔ-ÍÅÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, i = 1; :::; k + 1 . åÓÌÉ '(si) = e, ÔÏ ÓÉÍ×ÏÌ e× ÓÌÏ×Å w' ÎÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁ B ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �B .ðÕÓÔØ F | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈÓÉÌØÎÏ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É A 2 F | ÜÔÁÌÏÎ. òÁÚÍÅ-ÞÅÎÎÙÊ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ w' 2 �A ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÍÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ A É F , ÅÓÌÉ ÉÚ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ w' 2 �B ÄÌÑB 2 F ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Á×ÔÏÍÁÔÏ× A É B. ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÍÅÔËÏÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ (ëãü).òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× A 2 Kn;m É ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ F (X;Y ) �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÇÄÅKn;m � F (X;Y ) ËÌÁÓÓ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É m×ÈÏÄÎÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ËÏÎ-ÔÒÏÌØÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ, ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÌÀ-ÂÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÕ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÍÕÓÑËÏÎÔÒÏÌØÎÙÍ.ðÕÓÔØ dAmin | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ëãü Á×ÔÏÍÁÔÁ á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ�X, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÏÂÒÁÔ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 7. 1: ëÒÁÔÎÏÓÔØ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ëãü ÒÁ×ÎÁ mn�n+1.2: äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A 2 Kn;m � F (X;Y ) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:k((2m+ 1)(2m� 1)k � mn�n+1m ) + (k + 1)(mn�n+1m � (2m� 1)k)(2m�1) +mn� n+ 1� dAmin � n � (mn� n+ 1), ÇÄÅ k = [log2m�1 mn�n+1m ℄,�ÒÉÞÅÍ ÏÂÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙ.ðÕÓÔØ d0 = k((2m + 1)(2m � 1)k � mn�n+1m ) + (mn�n+1m � (2m �1)k)(2m� 1)(k + 1) +mn� n+ 1, d00 = n � (mn� n+ 1).�ÅÏÒÅÍÁ 8. 1: äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C = d00 �  � (2m � 2),  � 0, C � d0,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ai 2 Kn;m, ÞÔÏ dAimin = C,2: äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ C 0 6= C, d0 < C 0 < d00, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÇÏÁ×ÔÏÍÁÔÁ A 2 Kn;m, ÞÔÏ dAmin = C 0.�ÅÏÒÅÍÙ 7, 8 ÄÁÀÔ �ÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ Ó�ÅËÔÒÁ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅ-ÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ëãü ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× × ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÍ41



×ÈÏÄÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ. ðÏÄÏÂÎÙÅ ÔÏÞÎÙÅ ÌÁËÕÎÁÒÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ �ÏÌÕÞÅÎÙÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ (ÎÅ �Ï�ÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ) ×ÈÏÄ-ÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ.îÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÉÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔÏ×, �ÏÎÉÍÁÅÍÙÈ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈÍÅÔÏË ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔ-ÜÔÁÌÏÎ Ó Ä×ÕÍÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ ÎÁ-ÞÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏÒÁÍÉ, ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ r. �ÏÇÄÁ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÉÎÙ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ Ï�ÅÎ-ËÏÊ ÄÌÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÓÕÍÍÕ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏ-ÒÏ×, É ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁÔÏÒÏ×, ÚÁÍÅÎÑÀÝÉÈ ÍÅÔËÉ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ËÏÒÏÔËÏÍ ÏÂÚÏÒÅ ÎÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ×Ï ×ÓÅÊ �ÏÌÎÏÔÅ ÏÔÒÁÚÉÔØ ×ÓÅ ËÌÀÞÅ×ÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ, ÎÏÄÁÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-ÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ËÁË ÓÌÏÖÉ×ÛÅÊÓÑ ÔÅÏÒÉÉ Ó ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙ-ÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ É ÁËÔÕÁÌØÎÏÊ Ó �ÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. âÕÒÎÏÅÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ, ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ É ÓÏ�ÒÏ-×ÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏ-Á��ÁÒÁÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ×ÙÚ×ÁÌÏ Ë ÖÉÚÎÉ �ÅÌÙÊÒÑÄ Á×ÔÏÍÁÔÏ�ÏÄÏÂÎÙÈ, ÇÒÁÆÏ×ÙÈ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÉÉ, ÆÒÁÇÍÅÎÔÙËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.2. íÕÒ ü. æ. õÍÏÚÒÉÔÅÌØÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔ-ÎÙÍÉ ÍÁÛÉÎÁÍÉ // á×ÔÏÍÁÔÙ. | í.: éì, 1956. | ó. 179{210.3. ëÒÙ×ÙÊ ó. á., íÁÔ×ÅÅ×Á ì. å. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÁÎÁÌÉ-ÚÁ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÉÓÔÅÍ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. |2003. |� 2. | ó. 15{36.4. çÒÕÎÓËÉÊ é. ó., ëÏÚÌÏ×ÓËÉÊ ÷. á. óÉÎÔÅÚ É ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÑÁ×ÔÏÍÁÔÏ×. | ëÉÅ×: îÁÕË. ÄÕÍËÁ, 2004.5. Hennie F. C. Fault deteting experiments for sequential iruits //Pro. 5 Annual Symp. "Swith. Ciruits Th.and Logi. Design". |1964. | P. 95{110.6. ÷ÁÓÉÌÅ×ÓËÉÊ í. ð. ï ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ Á×ÔÏÍÁ-ÔÁ //ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1973. | � 4. | ó. 93{108.7. Bhattaharyya A. Cheking experiments on sequential ma-hines. | New York: J. Wiley and Sons, 1989.8. óÏÒËÉÎ à. é. �ÅÏÒÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ Á×ÔÏ-ÍÁÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 9. | 1961. | C. 45{69.42



9. íÁËÓÉÍÅÎËÏ é. ë. üËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ × ÆÉÎÉÔÎÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×: á×ÔÏÒÅÆÅÒÁÔ ÄÉÓ. ... ËÁÎÄ.ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË. | óÁÒÁÔÏ×: óçõ, 2000.10. óÅÎÞÅÎËÏ á. ó. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ: á×ÔÏÒÅÆÅÒÁÔ ÄÉÓ. ... ËÁÎÄ. ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁ-ÕË. | ëÉÅ×: éë îáî õËÒÁÉÎÙ, 2005.11. íÕÞÎÉËÏ×Á ì. á. ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ Ó ÇÒÕ��Ï×ÙÍÉÁ×ÔÏÍÁÔÁÍÉ: á×ÔÏÒÅÆ. ÄÉÓ. ... ËÁÎÄ. ÆÉÚ{ÍÁÔ.ÎÁÕË. | ëÉÅ×: éë îáîõËÒÁÉÎÙ, 2006.ëìáóóéæéëáãéñ á÷�ïíá�îùè âáúéóï÷ ðïó�áðï òáúòåûéíïó�é ó÷ïêó�÷ðïìîï�ù é á-ðïìîï�ùä. î. âaÂÉÎ (íÏÓË×Á)ðÅÒ×ÙÊ ÔÏÌÞÏË Ë ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÄÁÌÁ ÒÁÂÏÔÁü. ðÏÓÔÁ 1921 ÇÏÄÁ [1℄. ÷ ÎÅÊ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÒÅÛÅÔËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÉ �ÅÒÅÒÁÂÏÔÁÎÙ É Õ�ÒÏÝÅÎÙ× ËÎÉÇÅ ó. ÷. ñÂÌÏÎÓËÏÇÏ, ç. ð. çÁ×ÒÉÌÏ×Á, ÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å×Á [2℄. ðÏ-ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÂÏÔÙ �Ï ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÁÌÇÅÂÒ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ×ÅÌÉÓØ �ÏÄ ÂÏÌØ-ÛÉÍ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÓÔÁÔÅÊ á. ÷. ëÕÚÎÅ�Ï×Á [3℄ É ó. ÷. ñÂÌÏÎ-ÓËÏÇÏ [4℄ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ.æÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ Pk ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË Á×ÔÏ-ÍÁÔÙ ÂÅÚ �ÁÍÑÔÉ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ.ïÓÎÏ×Õ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÄÈÏÄ, Ï�ÉÒÁÀ-ÝÉÊÓÑ ÎÁ �ÏÎÑÔÉÅ �ÒÅÄ�ÏÌÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. îÁ ÜÔÏÍ �ÕÔÉ ó.÷. ñÂÌÏÎÓËÉÍ�ÕÔÅÍ Ñ×ÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÓÅÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÚÁÄÁ-ÞÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. ðÏÓÌÅ ÕÓÉÌÉÊ ÍÎÏÇÉÈÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ �ÒÉ k > 3 × Pk ÂÙÌÉ Ï�ÉÓÁÎÙ ×ÓÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÒÅÄ-�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ �ÒÏ×ÅÌòÏÚÅÎÂÅÒÇ [5℄.ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÅÚ �ÁÍÑÔÉ (ÂÅÚ ÕÞÅÔÁ ×ÒÅÍÅ-ÎÉ), ÂÙÌÉ ÓÄÅÌÁÎÙ �Ï�ÙÔËÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Á��ÁÒÁÔÁ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× × ÚÁÄÁÞÅ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å× �ÏÌÕÞÉÌ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅÇÁÔÉ×ÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏËÁÚÁÌËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ [6℄. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, í. é. ëÒÁÔËÏ ÂÙÌÁ �ÏËÁÚÁÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ-ÓËÁÑ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [7℄.43



åÝÅ × 1961 Ç. á. á. ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÍ [8℄ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ×ÙÄÁÀÝÉÈÎÏÍÅÒ Ó×ÏÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (Á×ÔÏÍÁÔÙ íÅÄ×ÅÄÅ×Á), �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ × ÉÓ-ÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ 1986 Ç. ÷. á. âÕÅ×ÉÞ[9℄ �ÏËÁÚÁÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ á-�ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ. ÷1992 Ç. Á×ÔÏÒ [10℄ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ�ÏÌÎÏÔÙ �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ×ÓÅÈÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ Á×ÔÏ-ÍÁÔÎÏÊ �ÏÌÎÏÔÙ ËÁË ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÂÁÚÉÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ,Á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÏÌÎÏÔÕ (A-�ÏÌÎÏÔÕ) ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÉÄÁ � [ �,ÇÄÅ � | ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk (ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ), Á� | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÅÒÉÉ ÒÁÂÏÔ Á×ÔÏÒÁ ÄÌÑ P2 ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ËÌÁÓ-ÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ðÏÓÔÁ �Ï ÉÈ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔÉ × ËÁÞÅÓÔ×ÅÄÏÂÁ×ËÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÏÌÎÏÔÙ. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ [11℄:�ÅÏÒÅÍÁ 1. úÁÄÁÞÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ×ÉÄÁ � [ �, ÇÄÅ � � P2 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,Á � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÞÎÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � � D2 ÉÌÉ � � L4.�ÅÏÒÅÍÁ 2. úÁÄÁÞÁ ÏÂ á-�ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ � [ �, ÇÄÅ � � P2 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ, Á � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÞÎÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � � D2 ÉÌÉ� � L4.ðÕÓÔØ M ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. éÍÅÀÔ ÍÅ-ÓÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 1, 2.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. úÁÄÁÞÁ Ï �ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ×ÉÄÁ �[ �, ÇÄÅ � � P2 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, Á � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÉÚ M, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÅÓÌÉ � � D2 ÉÌÉ � � L4.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. úÁÄÁÞÁ ÏÂ á-�ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ � [ �, ÇÄÅ � � P2 | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ,Á � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÚ M, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÅÓÌÉ � � D2 ÉÌÉ � � L4.ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ Pk;k > 2, É ÕÖÅ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ (�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ) ËÌÁÓÓÏ× ÏÂ-ÎÁÒÕÖÅÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Post E. L. Two-valued iterative systems of mathematial logi //44
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üËÓ�ÅÒÔÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ �ÒÏÇÎÏÚÉÒÕÀÔ, ÞÔÏË 2020 ÇÏÄÕ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÅÌÉ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ �ÏÄÏÊÄÕÔ Ë ÕÒÏ×ÎÀÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ 10ÎÍ É ÍÅÎÅÅ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ë 20-Í ÇÏÄÁÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅËÒÅÍÎÉÅ×ÙÈ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÊ ÂÕÄÕÔ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÒÁÎÚÉÓÔÏÒÙ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×. äÁÌØÎÅÊÛÅÍÕ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÏ×ÏÂßÅËÔÏ× ÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÛÁÔØ ÜÆÆÅËÔ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÏÇÏ ÔÕÎÎÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ (ÜÆÆÅËÔ ÓÁÍÏ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ �Ï-ÔÏËÁ ÜÌÅËÔÒÏÎÏ× ÍÅÖÄÕ �ÏÌÀÓÁÍÉ ÔÒÁÎÚÉÓÔÏÒÏ×).íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅ-ÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ.ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ (ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÉÚÍÅÒÑÅÍÙÅ) ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ �Ï ÓÕÔÉ |ÜÔÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. þÁÓÔØ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÏ× ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÍÁÛÉÎ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ.�ÅÏÒÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÏÓÔÕÌÁÔÙ Ë×ÁÎÔÏ-×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. ðÕÓÔØHd | d-ÍÅÒÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÌÑÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hd �ÒÉÎÑÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÎÏ-ÔÁ�ÉÀ äÉÒÁËÁ: j i ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ-ÓÔÏÌÂ�Á. âÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ  , ËÏÇÄÁ ÉÚËÏÎÔÅËÓÔÁ ÑÓÎÏ, Ï ÞÅÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ.ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÂÉÔ (ËÕÂÉÔ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉË×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ËÕÂÉÔ j i | ÜÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á H2, Ô. Å. j i = �j0i+ �j1i; ÇÄÅ ×ÅË-ÔÏÒÙ j0i É j1i ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × H2, Á ËÏÍ�ÌÅËÓ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ � É � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ j�j2 + j�j2 = 1. þÉÓÌÁ j�j2,j�j2 | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ËÕÂÉÔ  × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ 0 ÉÌÉ 1ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ  .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ jii ×ÅËÔÏÒ ÉÚ Hd, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ i-Ê �ÏÚÉ�ÉÉ 1,Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ. üÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ j1i, . . . , jdi ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ. ÷ÅËÔÏÒÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ × ×ÉÄÅ j00 : : : 0i, . . . , jbin(i)i, . . . ,j11 : : :1i, ÇÄÅ bin(i) | ÜÔÏ Ä×ÏÉÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ i. óÏÓÔÏÑ-ÎÉÅ j i ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ n ËÕÂÉÔ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÚÁÄÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å H2n :j i = 2nXi=1 �ijii ÉÌÉ j i = X�2f0;1gn �� j�i;ÇÄÅ 2nPi=1 j�ij2 = 1; P�2f0;1gn j�� j2 = 1.46



ðÕÓÔØ n ËÕÂÉÔ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ j 1i, . . . , j ni. åÓÌÉ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÅ j i Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÞÅÒÅÚ ÔÅÎÚÏÒÎÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÜÔÉÈ ËÕÂÉÔ j i = j 1i 
 � � � 
 j ni; ÔÏ ÔÁ-ËÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÚÌÏÖÉÍÙÍ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÅ ÉÌÉ Ó�Å�ÌÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ-×ÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÔÅÎÚÏÒÎÙÍ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ËÕÂÉÔ. ó�Å�ÌÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÉÇÒÁÀÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÒÏÌØ �ÒÉ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ×.äÉÎÁÍÉËÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙÏ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÅ  1 ÓÉÓÔÅÍÙ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t1 Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ  2× ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t2 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:  1 = U 2; ÇÄÅ U | ÜÔÏÕÎÉÔÁÒÎÁÑ 2n � 2n ÍÁÔÒÉ�Á.äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ (DBP) Ó ÏÄ-ÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ| ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÍÁÛÉÎÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. òÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ËÎÉÇÅ [2℄.DBP ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X = fx1; : : : ; xng | ÜÔÏ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÉÎÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. æÉÎÁÌØÎÙÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÒÅÂÅÒ É �ÏÍÅÞÅÎÙ ÎÕÌÅÍ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ-�ÅÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ëÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x 2 X , ËÁÖÄÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÉÓÈÏÄÑ-ÝÉÈ ÒÅÂÒÁ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ 0 (x = 0) É 1 (x = 1), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÌÑ DBP P ×ÈÏÄÎÏÊ ÎÁÂÏÒ � 2 f0; 1gn �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÕÔØ ÉÚ ×Ù-ÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v0 × ÆÉÎÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ (0 ÉÌÉ 1).DBP P ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f(X), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ � 2 f0; 1gn ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ f(�) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÆÉÎÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÓÔÉ-ÇÁÅÍÏÊ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ �.óÌÏÖÎÏÓÔØ S (P ) �ÒÏÇÒÁÍÍÙ P | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ.îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ëÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ.óÁÍÁÑ ×ÙÓÏËÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ 
(n2= log2 n) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ (×ÁÒÉÁÎÔÁ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ) × ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÁÈ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÁ îÅÞÉ�ÏÒÕËÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ËÎÉÇÕ [2℄). íÅÔÏÄ îÅÞÉ�ÏÒÕËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÅ-ÔÏÄÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:ðÕÓÔØ S � X , �ÕÓÔØ Z = XnS. þÅÒÅÚ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X . þÅÒÅÚ M�(f) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÂÕÌÅ×Õ47



2jZj�2jSj ÍÁÔÒÉ�Õ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f(X)), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÎÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁ-ÂÏÒÕ � (ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ Z) É ÓÔÏÌÂ�Á, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏÎÁÂÏÒÕ  (ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ S) ÓÔÏÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(�; ).äÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ (ÏÄÎÏÒÁÕÎÄÏ×ÁÑ)ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØC�1 (f) ÆÕÎË�ÉÉ f(X) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÏÍ C�1 (f) = lognrow(M�(f)), ÇÄÅ nrow(M�(f)) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�ÙM�(f). ëÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÆÏÒ-ÍÁ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ îÅÞÉ�ÏÒÕËÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ:ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f(X) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÓÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ S1; : : : ; Sk � X | �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á �1, . . . , �k | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ X. �ÏÇÄÁS(f) = 
 kXi=1 C�i1 (f)logC�i1 (f)! :DBP ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÏ×ÎÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉ-ÔÙ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÉ 0; 1; : : : ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÒÅÂÒÁ ÉÚ×ÅÒÛÉÎ ÕÒÏ×ÎÑ i ×ÅÄÕÔ ÔÏÌØËÏ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÒÏ×ÎÑ (i + 1). õÒÏ×ÎÅ-×ÁÑ DPB ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÞÉÔÁÅÔÓÑÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ. ðÕÓÔØ widthi(P ) | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ DPBP ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ i. þÉÓÌÏwidth(P ) = maxi widthi(P )ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÉÒÉÎÏÊ DPB P . ÷ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÞÉÔÁÀÝÅÊ ÏÄÉÎ ÒÁÚ (read-one), ÅÓÌÉ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �ÕÔÉ ËÁÖÄÁÑ �Å-ÒÅÍÅÎÎÁÑ x 2 X ÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. äÌÑ ÞÉÔÁÀÝÉÈ ÏÄÉÎÒÁÚ �ÒÏÇÒÁÍÍ × 80-È ÇÏÄÁÈ ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÙÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕ-ÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [2℄. õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ(OBDD) | ÜÔÏ, ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÚÁÂÙ×ÁÀÝÁÑ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÁ.÷ ÓÌÕÞÁÅ OBDD ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀÏ�ÅÎËÕ:ðÕÓÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ OBDD P ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ f(X). ðÕÓÔØ� | ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �Ï-ÒÑÄËÏÍ � ÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × P . �ÏÇÄÁwidth(P ) = 
�2C�1 (f)� :48



ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ (QBP) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅ-ÎÉÅÍ ÚÁÂÙ×ÁÀÝÅÊ DBP. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÍÏÄÅÌÅÊË×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÄÁÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄�ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÛÅÊ ÇÒÕ��Ù, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÄÏ 2004 ÇÏÄÁ.äÁÀÔÓÑ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ.äÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ OBDD ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ:ðÕÓÔØ Ë×ÁÎÔÏ×ÁÑ OBDD Q ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ f(X). ðÕÓÔØ � | ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ �ÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × P . �ÏÇÄÁwidth(Q) = 
 (C�1 (f)) :ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ 
(logm) ÄÌÑÛÉÒÉÎÙ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ OBDD, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ MODm. æÕÎË-�ÉÑ MODm Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ: ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ � MODm(�) = 1ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� × ÎÁÂÏÒÅ � ËÒÁÔÎÏ m. ïÔ-ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ OBDD, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑMODm,ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÛÉÒÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m.íÅÔÏÄÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ O(logm) ÎÁ ÛÉÒÉÎÕ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÏÊ OBDD, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ MODm, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ OBDD.üÔÉ Ï�ÅÎËÉ (ÎÉÖÎÑÑ É ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ MODm × Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÙÈ OBDD) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÏÎÎÏÊÒÁÂÏÔÙ á. çÁÊÎÕÔÄÉÎÏ×ÏÊ 2004 ÇÏÄÁ. íÅÔÏÄ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×-ÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ OBDD, �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÎÙÊ × ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ á. çÁÊÎÕÔÄÉÎÏ×ÏÊ �ÏÌÕÞÉÌ ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ × ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ á. èÁÓØÑÎÏ×Á. ÷ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÅ OBDD ÄÌÑ �Å-ÌÏÇÏ ÒÑÄÁ ÆÕÎË�ÉÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ HSP , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀ-ÝÅÊ \ÂÕÌÅ×ÓËÉÊ ×ÁÒÉÁÎÔ" ÚÁÄÁÞÉ \ÓËÒÙÔÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á". üÔÁ ÚÁÄÁÞÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÞÉÓÌÁ.÷ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ á. ÷ÁÓÉÌØÅ×Á ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ�ÏÄÈÏÄÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ OBDD ÏÂÏÂÝÅÎÙ ××ÉÄÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ \ÍÅÔÏÄÁ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×" (�ngerprinting method). ÷Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ \ÍÅÔÏÄ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×" ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ò. æÒÅÊ×ÁÌÄÏÍ ×1980-È ÇÏÄÁÈ ÄÌÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÌÏ×.íÅÔÏÄ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× | ÜÔÏ ÔÅÈÎÉËÁ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØÏÂßÅËÔÙ (ÓÌÏ×Á × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ) ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÍÉ (ÏÔ-�ÅÞÁÔËÁÍÉ, �ngerprints), ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍÉ, ÞÅÍ ÏÒÉ-ÇÉÎÁÌÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó ×ÙÓÏËÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÉÚ×ÌÅ-ËÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ.49



ëÌÀÞÅ×ÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ÞÅÓËÉÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÉÎÏÍ gf ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ ×ÙÞÅÔÏ× ZmÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn), ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ � 2 f0; 1gn ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ: f(�) = 1 () gf (�) = 0.�ÅÈÎÉËÁ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×. äÌÑ ÒÅÛÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏ-�ÕÓÔÉÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ � 2 (0; 1) É ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ g ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Zm (m ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÓ�ÏÓÏÂÏÍ).äÌÑ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ � = (�1 : : : �n) �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÏÔ�ÅÞÁÔÏËjh�i (Ó�Å�ÌÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ × ÓÅÂÅt ÏÄÎÏËÕÂÉÔÎÙÈ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× jhi�i:jhi�i = os 2�kig(�)m j0i+ sin 2�kig(�)m j1i;jh�i = 1pt tPi=1 jiijhi�i:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ \ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ" Ó�Å�ÌÅÎÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑjh�i × ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï t ËÕÂÉÔÁÈ jhi�i. ðÒÉÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ jhi�i �ÒÉ ÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÉ � �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÚ log t+1 ËÕÂÉÔÏ× ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ jhi�i ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ (Ë×ÁÎÔÏ×Ï �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ) �Ï-×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ t ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÇÌÏ× ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ ŷ ÓÆÅÒÙ âÌÏÈÁ.ãÅÌØÀ ÔÁËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á:×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ g(�) = 0. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ki 2 f1; : : : ;m� 1g ÄÌÑ×ÓÅÈ i = 1; t ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅ-ÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.äÌÑ ÞÉÓÌÁ � 2 (0; 1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× K = fk1; : : : ; ktgÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ÈÏÒÏÛÉÍ" ÄÌÑ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ l 6= 0 (mod m), ÅÓÌÉ1t2  tXi=1 os 2�kilm !2 < �:îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÏÛÉÂËÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f(X), Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ OBDD, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ-ÎÏÊ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×, ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÏÊ �.ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï K, ÇÄÅ jKj = t, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \ÈÏÒÏÛÉÍ" ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈl 6= 0 (mod m).ðÒÉÍÅÒÙ. ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÁÆÕÎË�ÉÑÈ, × ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.50



� MOD0m. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ MODm ÔÅÍ, ÞÔÏ ×ÈÏÄÎÏÊÎÁÂÏÒ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.� EQn. æÕÎË�ÉÑ EQn �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ä×ÕÈ n-ÂÉÔÎÙÈ Ä×Ï-ÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×� Palindromen(x1; : : : ; xn)� �x1x2 : : : xbn=2 = xnxn�1 : : : xdn=2e+1�.� PERMn. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÂÕÌÅ×Á n � nÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÊ.÷ ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÛÉÒÉÎÙ) ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈOBDD, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ. ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÔÁË-ÖÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ OBDD,�ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ×. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÉÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÙ.OBDD QOBDDÎÉÖ. Ï�. ÎÉÖ. Ï�., ×ÅÒÈ. Ï�.MODm 
(m) 
(logm), O(logm)MOD0m 
(m) 
(logm), O(logm)EQn 2
(n) 
(n), O(n)Palindromen 2
(n) 
(n), O(n)PERMn 
(2nn�1=2) 
(n), O(n logn)úÁËÌÀÞÅÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× �ÒÅ-ÔÅÒ�ÅÌ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÏ Ó×ÏÉÍ \ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÒÏÄÉÔÅÌÅÍ". äÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ �ÒÉÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÍÅÔÏÄÁ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÂÙÌÏ ÔÒÅÂÏ×Á-ÎÉÉ ÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ × ÍÏÄÅÌÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ OBDD. íÏÄÅÌØ OBDDÓ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÏËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÁÂÁÑ ÍÏÄÅÌØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.ïÄÎÁËÏ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ (�ÏËÁ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ)ÍÏÄÅÌÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÕÖÎÏ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÙÅ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÅÝÅ × ÚÁÞÁÔÏÞÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ É × �ÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØÎÕÖÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÎÁÉ�ÒÏÓÔÅÊÛÉÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÍÏÄÅÌÅÊ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉË×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔÙ08-07-00449-Á É 09-01-97004-Ò-�Ï×ÏÌÖØÅ-Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÂÌÁÅ× æ.í. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 13. |2004. | C. 137{146. 51



2. Wegener I. Branhing programs and binary deision diagrams //SIAM Monographs on Disrete Mathematis and Appliations, 2000.
üìåíåî�ù �åïòééîåäïïðòåäåìåîîïê éîæïòíáãééì. á. ûÏÌÏÍÏ× (íÏÓË×Á)ó ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÉÍÅÀÔ ÄÅÌÏ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÔÁËÉÅ ÄÁÎÎÙÅ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ �ÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ× ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ðÒÉ-×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. éÈ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÏÅÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔÓÑ × [4{7℄.úÁÄÁÎ ÁÌÆÁ×ÉÔ A0 = fa0; a1; : : : ; am�1g ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ðÕÓÔØM = f0; 1; : : : ;m � 1g É ËÁÖÄÏÍÕ (ÎÅ�ÕÓÔÏÍÕ) T � M ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÓÉÍ×ÏÌ aT . óÉÍ×ÏÌÙ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A = faT ; T � Mg ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÄÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ É ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÁ aT 2 A ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÉÊÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ai, i 2 T , Á ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A| ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÎÅÅ ÚÁÍÅÎÏÊ×ÓÅÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ. óÉÍ×ÏÌ aM , ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍÙÊ ÌÀÂÙÍÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÓÔÏÞÎÉË X , �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÙ aT 2 A ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ pT . �ÁËÏÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅ-ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ pT = 0 ÄÌÑ aT =2 A0 |�ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, Á × ÓÌÕÞÁÅ pT = 0 ÄÌÑ aT =2 A0[f�g| ÞÁ-ÓÔÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ. üÎÔÒÏ�ÉÅÊ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ X ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕH(X) = minQ n� XT�M pT logXi2T qio; (1)ÇÄÅ logx = log2 x, ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ÎÁÂÏÒÁÍ Q = (qi; i 2 M),qi � 0, Pi2M qi = 1. åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ Q̂ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÔ �ÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ,ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ.
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îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ X×ÅÌÉÞÉÎÁH(X) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ûÅÎÎÏÎÁ. äÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍH(X) = (1� p�) log(1� p�)� X0�i�m�1 pi log pi:ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÎÔÒÏ�ÉÉ H(X) É ÓÒÁ×ÎÉÍ ÉÈ ÓÏÓ×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ H(X) [1℄.1Æ. H(X) � 0, �ÒÉÞÅÍ H(X) = 0, TT : pT>0 T 6= ;.üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ H(X) = 0 ÌÉÛØ ÅÓÌÉ X �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ. äÌÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï H(X) = 0 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÛØÅÓÌÉ X �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×.2Æ H(X) � logm � P1�t�m p(t) log t, ÇÄÅ p(t) = PT : jT j=t pT , 1 � t �m; | ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ t ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÓÔÏÞÎÉËÁ X.åÓÌÉ X �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ, ÔÏ p(t) = 0 ÄÌÑ t � 2, É ÜÔÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ H(X) � logm.3Æ. H(XY ) � H(X) +H(Y ), Á ÅÓÌÉ X É Y ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÙ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ H , ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÚÄÅÓØ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÊ ÄÌÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. åÓÌÉ X É Y | ÞÁÓÔÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÙ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ PXY , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ jAjjBj � jA0jjB0j, ÇÄÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ A;A0 É B;B0 ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÉÓ-ÔÏÞÎÉËÁÍ X É Y . ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ××Ù�ÏÌÎÅÎÏ A = A0 É B = B0, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ×ÙÒÏÖÄÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ ÉÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ.úÁÄÁÞÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÔÅÍ, ÞÔÏ �Ï ËÏÄÕ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÅÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ëÁÞÅÓÔ×Ï ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÏÊ ËÏÄÁ �l ÎÁÓÉÍ×ÏÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. �ÅÏÒÅÍÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ.4Æ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉ-ËÁ X ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �l � H(S) É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ�l � H(S) + o(1).äÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ l = (lT ; T � M), PT lT = n,ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Kn(l) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ53



n × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍ×ÏÌ aT , T � M , ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ lT ÒÁÚ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Nn(l) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ Kn(l). ÷ÅÌÉÞÉÎÕ logNn(l) ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ ËÌÁÓÓÁ Kn(l).5Æ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉnH(l=n)�  logn � logNn(l) � nH(l=n) +  logn;ÇÄÅ  = (m) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.éÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ (1) ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ [2℄.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÁÎÁÌÏÇÏ× × ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÎÅÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ðÕÓÔØ Kn(l), l � n, | ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n Ó l ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ É n�l ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÓÉÍ-×ÏÌÁÍÉ �, logNn(l) | ÅÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ. ü.é. îÅÞÉ�ÏÒÕË[3℄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ logNn(l) = l+O(logn). üÔÏÔ ÆÁËÔ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÆÆÅËÔÏÍ îÅÞÉ�Ï-ÒÕËÁ. îÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÍ-×ÏÌÏ×, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ËÏÄÁÍÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏO(log n) ÄÌÉÎÙ.üÔÏÔ ÜÆÆÅËÔ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÅÊ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ.6Æ. åÓÌÉ ËÌÁÓÓ Kn0(l0), n0 = n � l�, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Kn(l)ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ × ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �, ÔÏlogNn(l) = logNn0(l0) +O(logn):üÆÆÅËÔ îÅÞÉ�ÏÒÕËÁ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ É ÎÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ÚÁ-ÄÁÎÎÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ×ÅÒÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ËÏÎÅÞÎÏÍÁÌÆÁ×ÉÔÅ B = fbi; i 2 Ig ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÑÍÉ (ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ n) × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ D = fdj ; j 2 Jg �ÒÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ×ÅÒÎÏÓÔÉ ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. âÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ b!d ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ×ÏÓ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ d ×ÍÅÓÔÏ b. âÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ! ÎÅÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÒÁÚÒÑÄÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. óÉÍ×ÏÌ ÁÌÆÁ-×ÉÔÁ B ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ (ÄÌÑ !) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �, ÅÓÌÉÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b, d É d̂ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ d̂ É d ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ × ÒÁÚÒÑÄÁÈ,ÇÄÅ b ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÉÍ×ÏÌ �, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ b!d, b!d̂.54



ðÕÓÔØ Kn(l), l = (li; i 2 I), Pi li = n, | ËÌÁÓÓ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ B, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍ×ÏÌ bi; i 2 I , ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑli ÒÁÚ, Á Nn;!(l) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × ÁÌ-ÆÁ×ÉÔÅ D, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ Kn(l) !-ÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ. ÷ÅÌÉÞÉÎÕ logNn;!(l) ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ !-ÜÎÔÒÏ-�ÉÅÊ ËÌÁÓÓÁ Kn(l). ðÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë !-ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÜÆÆÅËÔ îÅÞÉ�ÏÒÕ-ËÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ.7Æ. åÓÌÉ ËÌÁÓÓ Kn0(l0), n0 = n�l�, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ÉÚ Kn(l) ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÅÇÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× � É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ!0 ÄÌÑ Kn0(l0) ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ! ÄÌÑ Kn(l), ÔÏlogNn;!(l) = logNn0;!0(l0) +O(logn):äÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ _X ÉÓÔÏÞÎÉËÁ X �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÌÎÏÓÔØÀÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï X �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pijT = p(aijaT ), i 2 M ,T � M , É �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÉÍ×ÏÌÙ ai Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ _pi = PT pT pijT .ïÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÏÄÉÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ [1℄I(X; _X) =XT;i pT pijT log pijT_pi :ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.8Æ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ _X ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ I(X; _X) � H(X) ÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ X̂, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ I(X; X̂) = H(X).äÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ X̂ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÕÞÛÉÍ (Ï ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÉÎÔÅÒ-�ÒÅÔÁ�ÉÉ ÓÍ. × ÓÅË�ÉÏÎÎÏÍ ÄÏËÌÁÄÅ Á×ÔÏÒÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ).äÁÌØÛÅ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ ÌÕÞÛÅÇÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.9Æ. äÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ X̂ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÕÞÛÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ pijT =q̂i.Pj2T q̂j , ÇÄÅ Q̂ = (q̂i; i 2 M) | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ H(X).ðÒÉ ×ÅÓØÍÁ ÓÌÁÂÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÜÎÔÒÏ�ÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÔÏÞËÅ É ÌÕÞÛÅÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÍÅÒÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ó ÕÞÅ-ÔÏÍ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑI(X;Y ) = H(Y )�H(Y jX);55



Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÍÅÒÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Y Ó ÕÓÌÏ×ÎÏÊÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ H(Y jX), ××ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÒÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈÄÁÎÎÙÈ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ÎÉÈ �ÏÎÑÔÉÑ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ-�ÉÉ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÒÏÌØ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÍÁ�ÉÉ ÉÇÒÁÅÔ�ÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ H(X) + H(Y jX) = H(XY ). ÷ÁÒÉÁÎÔÜÔÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ×ËÌÀÞÅÎ ûÅÎÎÏÎÏÍ × ÞÉÓÌÏ Ó×ÏÊÓÔ×, ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅ-ÓËÉ ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ, É ×Ï ÍÎÏÇÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌ ×ÉÄ ÜÎÔÒÏ�ÉÊÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ. ðÒÉ ××ÅÄÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ H(Y jX) ÄÌÑ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÜÔÏÍÕ Ó×ÏÊÓÔ×Õ ÂÕÄÅÍ ÕÄÅÌÑÔØ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ.ðÕÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ XY ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× Ó ÁÌÆÁ-×ÉÔÁÍÉ A = faT ; T � Mg É B = fbU ; U � Lg, ÚÁÄÁÎÏ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÍÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ pTU = p(aT ; bU ), T �M , U � L.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏX �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ. �ÏÇÄÁ ÕÓÌÏ×-ÎÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ ××ÅÄÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ [1℄ H(Y jX) = Pi p(ai)H(Y jai).÷ÅÌÉÞÉÎÙ H(Y jai) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÏÄÏÂÎÏ (1) Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ pUji = p(bU jai).10Æ. åÓÌÉ X | �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË É ÕÓÌÏ×ÎÁÑÜÎÔÒÏ�ÉÑ ××ÅÄÅÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï �ÒÁ×ÉÌÏÓÌÏÖÅÎÉÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ H(X) +H(Y jX) = H(XY ).ïÎÁ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ ÔÁËÖÅ Ó ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÅÊ [2℄ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉËÁË ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.åÓÌÉ ÉÓÔÏÞÎÉË X , ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÊ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ XY , ÎÅÄÏÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎ, �ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÎÅÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÉ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ _X. éÍÅÀÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÔÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÂÁÚÅ ÌÕÞÛÅÇÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ X̂ (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ). ðÅÒÅÈÏÄÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉpijT ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 9Æ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÌÕÞÛÅÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÔÎÁÊÔÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ piU =PT pTUpijT �ÁÒ (ai; bU ) × �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ X̂Y , Á �Ï ÎÉÍ | ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ÜÎÔÒÏ�ÉÀ H(Y jX̂), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å H(Y jX).÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÏÍ. åÇÏ ÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÏ×ÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ. ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑX̂ ÎÁ XY ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË X̂ _Y ,�ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ �Ï XY X̂ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �ÅÒÅÈÏÄ-ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ pjjTUi = p(bj jaT ; bU ; ai) É �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ �ÁÒÙ(ai; bj) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ pij = PT;U pTUipjjTUi. ÷ÅÌÉÞÉÎÕ Ĥ(XY ) =minX̂ _Y I(XY ; X̂ _Y ), ÇÄÅ I | ×ÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ É ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔ-56



ÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍ X̂ _Y ÌÕÞÛÅÇÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ X̂ , ÎÁÚÏ×ÅÍÜÎÔÒÏ�ÉÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ XY �ÒÉ ÌÕÞÛÅÍ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÓÔÏÞÎÉ-ËÁ X .11Æ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊH(X) +H(Y jX) = Ĥ(XY ):óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÏÂÙÞÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÜÎÔÒÏ-�ÉÊ (ÎÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ).12Æ. ðÕÓÔØ Q̂ = (q̂i; i 2 M) É Q(i) = (q(i)j ; j 2 L), i 2 M , | ÎÁ-ÂÏÒÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ H(X) É H(Y jai). þÔÏÂÙÄÌÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× X É Y ÉÍÅÌÏ ÍÅÓÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ,ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ:(Á) ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ qij = q̂iq(i)j , i 2 M , j 2 L, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÑH(XY ),(Â) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ T �M É U � L �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i 2 T ÓÕÍÍÁ Pj2U q(i)jÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ i.óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÓÔÏÞÎÉË X ËÏÎËÒÅÔÎÅÊ Y , ÅÓÌÉ ×Ï ×ÓÑËÏÊ �ÁÒÅ(aT ; bU ) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ pTU > 0, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ aT 2 A0 ÌÉÂÏ bU = �. õÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ 12Æ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÊ 10Æ.13Æ. åÓÌÉ ÉÓÔÏÞÎÉË X ËÏÎËÒÅÔÎÅÊ Y , ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏÓÌÏÖÅÎÉÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ïîé� òáî �Ï�ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÌÌÁÇÅÒ ò. �ÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÎÁÄÅÖÎÁÑ Ó×ÑÚØ. | í.: óÏ-×ÅÔÓËÏÅ ÒÁÄÉÏ, 1974.2. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á.î. áÌÇÏÒÉÔÍ, ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. | í.:úÎÁÎÉÅ, 1991.3. îÅÞÉ�ÏÒÕË ü.é. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÉÈ ÂÕÌÅ×ÓËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ // äáîóóóò. | 1965. | �. 163, � 1. | ó. 40{42.4. ûÏÌÏÍÏ× ì.á. óÖÁÔÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ //îÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ É Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ. | ÷Ù�. 4. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ,2004. | ó. 385{399.5. ûÏÌÏÍÏ× ì.á. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈÄÁÎÎÙÈ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ: óÂÏÒÎ. ÌÅË-�ÉÊ ÍÏÌÏÄÅÖÎÙÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ. ÷Ù�. IV. | í.: éðí òáî, 2007. |ó. 26{50. 57



6. ûÏÌÏÍÏ× ì.á. ï ÍÅÒÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÅÞÅÔËÉÈ É ÞÁÓÔÉÞÎÏ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ // äáî. | 2006. | �. 410. � 1. | ó. 321{325.7. ûÏÌÏÍÏ× ì. á. ïÂÏÂÝÅÎÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÜÎÔÒÏ�ÉÊ ÄÌÑÎÅÄÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ // äáî. | 2009. | �. 427, �1. | ó. 28{31.
ðòá÷éìøîùå íîïçïçòáîîéëéé íîïçïçòáîîéëé ó ðòá÷éìøîùíé çòáîñíé�òåèíåòîïçï ðòïó�òáîó�÷á ìïâáþå÷óëïçï÷. ó. íÁËÁÒÏ× (íÏÓË×Á)òÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂÚÏÒÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÏ×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÔÅ-ÏÒÉÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ×Ù�ÕËÌÙÈ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏ-ÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. �ÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ Ó �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ, ËÁË ÔÅ-ÌÁ ðÌÁÔÏÎÁ (�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ) É ÔÅÌÁ áÒÈÉÍÅÄÁ (ÒÁ×ÎÏ-ÕÇÏÌØÎÏ �ÏÌÕ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ), ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÓÆÅÒÙ ÎÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÁËÖÅËÁË É �ÁÒËÅÔÁÖÉ ÉÚ ÒÁ×ÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ ü×ËÌÉÄÁ ("ÓÏÔÙ", Ë×ÁÄÒÉÌØÑÖ, ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ �ÁÒËÅÔÁÖ) ÈÏÒÏÛÏÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎ ÄÒÅ×ÎÅÊ üÌÌÁÄÙ.õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. òÁÚ-ÂÉÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÔÁËÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÌ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ËÏ-ÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É �ÏËÒÙÔÉÅÍ É Õ�ÁËÏ×ËÏÊ. éÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÅÌÁ (ËÌÅÔËÉ) ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ | ×Ù�ÕËÌÙÅ, ÔÏ ÏÎÉ | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÉ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÓÍÅÖÎÙ ÌÉÛØ �Ï �ÅÌÙÍ ÇÒÁÎÑÍ (ÄÁ-ÌÅÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÏ-ÍÕ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÇÒÕ��Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÉÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÅÇÏ ËÌÅÔÏË(ÔÁÊÌÏ×). òÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Xn �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ (Ô. Å.Sn, En, �n) ÒÁ×ÎÙÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ-ÍÅÒÏÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÎÏ ÅÇÏ ÇÒÕ��Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØ-ÎÏ ÂÏÇÁÞÅ, ÞÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ-ÓÔÉ: ÏÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÌÁÇÏ× ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÑ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÌÁÇ | ÜÔÏ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÌÅÔËÉ,ÌÕÞÁ ÉÓÈÏÄÑÝÅÇÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÉÄÕÝÅÇÏ ×ÄÏÌØ ÒÅÂÒÁ ËÌÅÔËÉ, É�ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÇÒÁÎØ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÕÀ, ×ÙÄÅ-ÌÅÎÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ. õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ58



ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ) ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÍÉ. áÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÎÅÒÁ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÇÒÕ��ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ú×ÅÚÄ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. ú×ÅÚÄÁ ×ÅÒÛÉÎÙ (k-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÉ) | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ËÌÅÔÏË, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ (k-ÍÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÅ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÄÕ-ÁÌØÎÏÅ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Õ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ; ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ (ÇÏ-ÎÏÜÄÒÙ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Õ | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ, ÞÔÏÏÓÏÂÅÎÎÏ �ÅÎÎÏ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.÷ÓÅ n-ÍÅÒÎÙÅ �ÌÁÔÏÎÏ×Ù É ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÔÅÌÁ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÂÙ-ÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÅ ÄÅ×ÑÔÎÁÄ�ÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ (ì. ûÌÅÆÌÉ[1℄, ÷. ûÌÅÇÅÌØ [2℄, �. çÏÓÓÅÔ [3℄). ðÅÒÅ×ÏÄÑ ÎÁ ÎÅÍÅ�ËÉÊ ÑÚÙË ÒÁ-ÂÏÔÙ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, æ. üÎÇÅÌØ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁ-ÞÅ×ÓËÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ (ÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ �ÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÉÌÉ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ Ó×ÑÚËÕ (�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÌÕÞÁÍÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ó×ÑÚËÉ ÎÁ ÏÒÉÓÆÅÒÕÉÌÉ ÎÁ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÌÁÔÏÎÏ×Ù ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ ÎÁ ÜÔÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ). ÷. æ. ëÁÇÁÎ [4℄ ÄÁÌ ×Ù×ÏÄ ÔÁËÉÈ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ É,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ (�ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ×�ÉÓÁÎ-ÎÙÈ × ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÒÏ×ÎÏ ÓÔÏÌØËÏ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔ-ÓÑ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ Õ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á p�1 + q�1 < 2�1,p � 3, q � 3 (ÇÄÅ p | ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ 2-ËÌÅÔËÉ, q | ÞÉÓÌÏ 2-ËÌÅÔÏË,ÓÏÛÅÄÛÉÈÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÅ, ÓÍ. [5, Ó. 95℄). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (�ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ, ÓÌÅÄÕÑ ì. ûÌÅÆÌÉ,ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ fp; qg. ç. ó. í. ëÏËÓÅÔÅÒ Ë �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÄÏÂÁ×ÉÔØ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ (Ô. Å. ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ [6℄).õÓÌÏ×ÉÍÓÑ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ÁÒÈÉÍÅÄÏ-×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× (Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ) ÓÉÍ×Ï-ÌÏÍ (p1; p2, : : : ; pk) , ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÍ, ÞÔÏ × ×ÅÒÛÉÎÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-ËÁ (× ÕÚÌÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ) ÓÈÏÄÑÔÓÑ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ pi-ÕÇÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÎÉ (ËÌÅÔËÉ). äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÏÇÏ (ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÅÔ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÕÓÔÁÎÏ×É×ÛÅÇÏÓÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚ-ÎÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ÓÅ ×Ù�ÕËÌÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ Ü×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ × ÓÅÒÅÄÉÎÅ 60-ÈÇÏÄÏ× �ÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ × ÒÁÂÏÔÁÈ ÷. á. úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ [7℄ É î. äÖÏÎÓÏ-59



ÎÁ [8℄. éÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ 92 (ËÒÏÍÅ �ÒÉÚÍ É ÁÎÔÉ�ÒÉÚÍ). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅ-ÍÑ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÍÁÔÉËÅ ÒÅÚËÏ ×ÏÚÒÏÓ [9{11℄, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÙÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×(× Ó×ÑÚÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ �ÒÏÂÌÅÍÁÍÉ). îÏ ×ÅÒÎ£ÍÓÑÓÎÏ×Á Ë �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ. åÓÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ×ÙÛÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ×�ÉÓÁÎÎÙÅ × ÏÒÉÓÆÅÒÙ ÉÌÉÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÎÙÅ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÅÌØÚÑ ÏÔËÁÚÙ×ÁÔØ × ÓÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ É ÏÂßÅËÔÁÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ: �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ, ×�ÉÓÁÎÎÙÍ × ÏÒÉ�ÉËÌÙ ÉÌÉ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ[12℄. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÏÚØÍÅÍ ÏÒÉ�ÉËÌ ÉÌÉ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÕ, ÒÁÚÏÂØÅÍÅÇÏ (ÅÅ) ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÄÕÇÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÕÀ ÔÏÞËÁÍÉ ÄÒÏÂÌÅÎÉÑ, É ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÅÀ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÙÊ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË | ×Ù�ÕËÌÙÊ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ×�ÉÓÁÎÎÙÊ × ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÏÒÉ�ÉËÌ (ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎ-ÔÕ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ×ÏÚØÍÅÍ ÞÁÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÎÏÇÏÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÚÁËÌÀÞÅÎÎÕÀ ÍÅÖÄÕ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ É ÂÁÚÏÊ ÜË×ÉÄÉ-ÓÔÁÎÔÙ, ÔÏ, ÏÂßÅÄÉÎÉ× ÜÔÕ ÞÁÓÔØ Ó ÅÅ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ (ÉÌÉ�ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÓËÏÌØÚÑÝÅÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ) × ÂÁÚÅ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÙ, ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ ÎÏ×ÙÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË (×�ÉÓÁÎÎÙÊ× �ÁÒÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÅÊ ÂÁÚÙ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔ; "2-ÌÉÎÚÁ"). ðÏÌÅÚÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÏÂßÅËÔ(ÌÉÎÚÕ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [13, Ó. 25℄) ÔÏÖÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÓÞÉÔÁÔØ �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ (÷. æ. ëÁÇÁÎ �ÏÞÅÍÕ-ÔÏ ÅÇÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÌ,×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÚ-ÚÁ ÎÅÓ×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉ�Ù). óÒÁÚÕ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁË �Ï-ÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ËÁË ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ �ÌÏÓËÏÓÔØìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÕÚÌÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÌÀÂÏÅÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ q ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ�ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÛÅÌ ÂÙ ÓÉÍ×ÏÌ f1ÏÒ; qg ÉÌÉÓÉÍ×ÏÌ f1ÜË×; qg).ðÒÏÄÅÌÁ× Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÄÅÌÁÅÍ Ó �ÌÁ-ÔÏÎÏ×ÙÍÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÔÉ�Á fp; qg �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ËÏÇÄÁÈÏÔÉÍ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ �ÌÁÔÏÎÏ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ fp; qg Ë �ÌÁÔÏÎÏ×Õ ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ fp; qg (ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÙÊ ÕÚÅÌ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÒÏ×ÅÄÅÍÎÏÒÍÁÌØ Ë ÂÁÚÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÔÌÏÖÉÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÎÏÒÍÁÌÉ �Ï ÏÄ-ÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÂÁÚÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉ-ÎÙ É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ), ÍÙ�ÏÌÕÞÉÍ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×Ù�ÕËÌÙÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉË, ÇÒÁÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÉ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ (× ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ f1ÏÒ; qg ÉÌÉ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÎÙÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ f1ÜË×; qg). ðÒÉ q,60



ÒÁ×ÎÏÍ 3, 4 ÉÌÉ 5, ×ÎÏ×Ø �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÞÔÏ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅ-ÒÅÄØ, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÏ×ÙÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É Ë ÎÏ×ÙÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á [12℄. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÉÄÔÉ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ �Ï-ÌÕÞÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ×ÙÓÏËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÅÓÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØ-ÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ÉÈ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [13, Ó. 43{44℄). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ × �3, ×�ÉÓÁÎÎÕÀ× ÎÅÇÏ ÓÆÅÒÕ ÒÁÄÉÕÓÁ r É ÂÕÄÅÍ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÒÁÄÉÕÓ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ.÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ r = r0 ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÓÔÁÎÕÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÕÄÁÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (ÅÇÏ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÙÍ60o É �ÏÔÏÍÕ ÎÁ ÔÁËÉÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ ÒÁÚÂÉ×Á-ÅÔÓÑ �3). õ×ÅÌÉÞÉÍ ÅÝÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓ r ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ r1 > r0ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ ÓÔÁÌÉ ÉÄÅÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ, Á ÒÅÂÒÁ�ÒÅ×ÒÁÔÉÌÉÓØ ÂÙ × �ÒÑÍÙÅ. èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÑÒÁ ÔÁËÏÊ ÉÄÅ-ÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ËÏ ×ÓÅÍ ÒÅÂÒÁÍ (É�ÌÏÓËÏÓÔÑÍ ÇÒÁÎÅÊ), �ÒÏÈÏÄÑÝÉÍ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÉÄÅÁÌØÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. õÓÅ-ËÁÑ ÔÁËÏÊ ÚÁ�ÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ �ÏÌÑÒÁÍÉ ÅÇÏ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ,ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÕÓÅÞÅÎÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ. ðÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁ-ÎÅÊ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ ÞÅÒÎÙÍÉ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÑÍ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ ÂÅÌÙÍÉ). åÓÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÓÔÉÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÕÓÅÞÅÎÎÏÇÏ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ × �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÞÅÒÎÙÈ ÇÒÁ-ÎÅÊ (É ×Ï ×ÓÅÈ ÉÈ ÏÂÒÁÚÁÈ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ �ÒÉ ÔÁËÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑÈ), ÔÏ�ÏÌÕÞÉÍ ×Ù�ÕËÌÙÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÂÅÚ ×ÅÒÛÉÎ; ×ÓÅ ÅÇÏÒÅÂÒÁ | �ÒÑÍÙÅ, Á ÇÒÁÎÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ ÂÅÌÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏÓÉÍ�ÌÅËÓÁ (ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ "×ÅÔ×ÉÔÓÑ"× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ×Ù�ÕËÌÙÅ (ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÅ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ (ÉÎÅ ÔÏÌØËÏ) �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ: ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ Tn, ËÕÂÁ Kn ÉÌÉÏÒÔÁÜÄÒÁ On. íÙ ÚÄÅÓØ ÜÔÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ, ÄÁÂÙ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÕÓÌÏÖ-ÎÑÔØ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ [13{15, 17℄ É ÄÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÂÕÄÅÍÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÔÉ�Ï× f1op; qg ÉÌÉ f1ÜË×; qg) ÉÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÄÙÍÁÔØÓÑ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ n = 4. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ×ÒÅÍÑ, ÍÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ.ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ (�ÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× Ë ÁÒÈÉ-ÍÅÄÏ×ÙÍ (ÒÁ×ÎÏÕÇÏÌØÎÏ �ÏÌÕ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ) ×ÓÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÅÅ ÂÙÌÏÂÙ �ÏÄÒÏÂÎÏ �ÒÏÓÌÅÄÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÔÅÈ ÍÅÔÏÄÏ× (�ÒÉÅÍÏ×), ËÏÔÏÒÙÍÉ�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ É �ÏËÁÚÁÔØ �ÒÉ-61



ÍÅÎÉÍÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ ×ÙÛÅ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ (ËÁË Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ,ÔÁË É Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. éÎÔÕÉ-ÔÉ×ÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ×ÉÄ-ÎÁ É �ÏÔÏÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÚÄÅÓØ ÌÉÛØ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÔÉ�Ï× �ÏÌÕ-ÞÁÅÍÙÈ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ(ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ).éÚ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ fp; qg (�ÌÁÔÏÎÏ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑfp; qg) ÍÅÔÏÄÏÍ ÕÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÉ (2p; 2p; q), ÍÅÔÏÄÏÍ �ÅÎÔÒÏÒÅÂÅÒÎÏÇÏ ÕÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ �Ï-ÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÏÞÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ (p; q; p; q), ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÕÓÅÞÅÎÉÑ É ×ÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ (ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ) | �Ï-ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÔÉ�Á (4; 2p; 2q), ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÕÓÅÞÅÎÉÑ É ×ÅÒÛÉÎ É ÒÅÂÅÒ (Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ) |�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÔÉ�Á (p; 4; q; 4) É, ÎÁËÏÎÅ�,ÍÅÔÏÄÏÍ "ÄÏ×ÏÒÏÔÏ×" ÇÒÁÎÅÊ | ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ (p; 3; q; 3; 3); × ÞÁÓÔ-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ | (p; 3; p; 3; 3). ÷ÅÓØÍÁ ÌÀÂÏ�ÙÔÎÏ ÏÔ-ÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ (p; q; p; q) ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÏÂÏÂÝÅÎÉÑ (p; q; p; q; : : : ; p; q), ËÏÔÏÒÙÅ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÉ×ÏÄÑÔ ËÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏÊ ÓÅÒÉÉ | (q; 2p; k; 2p). ëÒÁ-ÓÉ×ÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ É ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ×ÉÄÁ (p; 3; p; 3; 3) |ÏÎÉ �ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ ×ÉÄÁ (p; 3; p; 3; q; 3).îÏ ×ÓÅ ÔÁËÉ �ÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ �Ï�ÙÔËÁ �ÏÌÕÞÉÔØ ×ÓÅ ÁÒÈÉÍÅÄÏ-×Ù ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ñ×ÎÏ ÏÂÒÅÞÅÎÁ ÎÁ ÎÅ-ÕÄÁÞÕ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ó�ÏÍÎÉÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÔÁÒÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ (ÓÍ., ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, [17{18℄), ËÏÔÏÒÕÀ, �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÎÁÛÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÍÏÖÎÏÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�ÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ÞÅÔÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÈ).åÓÌÉ × Ú×ÅÚÄÅ ÓÏÛÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ ÞÅÔÎÏÕÇÏÌØÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ 2p1, 2p2, : : :, 2pk, k > 3, ÔÏ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÏÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ó ÔÁËÏÊ Ú×ÅÚÄÏÊ (2p1, 2p2, : : :,2pk), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄÏË ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÞÅÔÎÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×× Ú×ÅÚÄÅ ÍÏÖÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ).ðÒÁ×ÄÁ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÙÌÏ ÂÙ Ó�ÅÒ×Á ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 2 (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ú×ÅÚÄÙ). åÓÌÉ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p1, p2, : : : , pk, ÇÄÅ k > 6 , ÔÏ ÎÁ �2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÚ×ÅÚÄÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ k �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, i = 1,: : :, k , ×ËÏÔÏÒÏÊ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ (ÞÉÓÌÏ k ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÍÅÎØÛÅÎÏ, ÅÓÌÉ pi ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÉ;ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ pk � 7, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ62



ÞÉÓÌÏ 3).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �Ei | ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÕÇÌÁ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÏÇÏ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ü×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÞÅÒÅÚ ��i (a) | ×ÅÌÉÞÉÎÕÕÇÌÁ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ÅÇÏ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ 2a ÓÔÏÒÏÎÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ; ÞÉÔÁÔÅÌÀÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÅÒÔÅÖ ÉÌÉ ÚÁÇÌÑÎÕÔØ × [18℄). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ×ÅÌÉÞÉÎÁ ��i (a) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÏÔ �Ei ÄÏ ÎÕÌÑ �ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÍ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ a ÏÔ ÎÕÌÑ ÄÏ +1 . �ÁË ËÁË k > 6 É pi � 3, ÔÏ ÓÕÍÍÁPki=1 �Ei > 2� É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,lima!0 kXi=1 ��i (a) > 2�:÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ lima!+1 kXi=1 ��i (a) = 0:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ a = a0, ÞÔÏPki=1 ��i (a0) = 2�. ðÏ-ÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ O 2 �2 (ËÁË �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ) ÍÙ �Ï-ÓÔÒÏÉÍ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁÍ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ÔÁË ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ 2a0 ÓÔÏ-ÒÏÎÙ, ÔÏ ÍÙ É �ÏÌÕÞÉÍ Ú×ÅÚÄÕ ("�ÒÏÔÏÚ×ÅÚÄÕ") ÉÚ ÔÁËÉÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄÏË ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ××ÏËÒÕÇ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ × ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÍ �ÏÒÑÄËÅ p1, p2, : : :, pk).ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÒÁÄÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍ1 É 2 ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ × ÒÁÚÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÒÁÚÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ É ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. äÁÌÅÅ, ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ �ÏÓÔÁÒÁÔØÓÑ"ÒÁÚÂÁ×ÉÔØ" ÎÁÂÏÒ ÞÅÔÎÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÚÁ ÓÞÅÔ ÎÅÞÅÔÎÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÜÔÏÕÄÁÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ), ÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÔÁ×ÉÔ �ÒÅÇÒÁÄÕ ÎÁÄÅÖÄÅ�ÏÌÕÞÉÔØ ×ÓÅ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, Ä×ÉÇÁÑÓØ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÁËÏ× ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÏÎ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï�ÏÌÎÅÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ p-ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, p � 5, ÔÁË ÞÔÏ ÉÚ �Ï�ÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ Ú×ÅÚÄÕ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ Ú×ÅÚÄÏÊ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÎÏÊ á. ðÕÁÎËÁÒÅ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ (�Ï ÒÏÄÁÍ) �ÌÁÎÉÇÏÎÏ× �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ïÔÓÀÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÉÄÅÑ ËÌÁÓÓÉÆÉ-�ÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (�Ï ÒÏÄÁÍ) É ×ÓÅ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ É ×ÓÅ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÍÎÏÇÏ-63



ÇÒÁÎÎÉËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂ-ÎÙÍ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÒÏÄÕ.ðÒÉ ÜÔÏÍ × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÉÄÉÍÏ ÍÏÖÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï�ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÉ×ÌÅËÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ.ðÏÓÌÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ Ï ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ÓÌÏÖÉ×ÛÅÊÓÑ × �ÒÏÂÌÅÍÅ ËÌÁÓÓÉ-ÆÉËÁ�ÉÉ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ�ÏÎÑÔÎÏÊ É ÓÉÔÕÁ�ÉÑ Ó Ï�ÉÓÁÎÉÅÍ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-ËÏ× ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �3. ðÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ �Å-ÒÅÞÅÎØ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÍÙ ÓÒÁÚÕ ×ÉÄÉÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ Ú×ÅÚÄÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ f3; qg ÅÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ q-ÕÇÏÌØÎÁÑ �ÉÒÁÍÉÄÁ (q � 7), ÞÔÏ ÓÒÁ-ÚÕ ÄÁÅÔ ÓÞÅÔÎÕÀ ÓÅÒÉÀ �ÒÏÓÔÙÈ (× ÓÍÙÓÌÅ [7℄) �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÈÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÌØËÏ × �3. ÷ÚÑ× ÓÞÅÔÎÕÀ ÓÅÒÉÀÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× (p; 4; 3; 4) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× �ÅÒ×ÕÀ ËÏÒÏ-ÎÕ p-ÕÇÏÌØÎÏÊ ÇÒÁÎÉ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÞÅÔÎÏÊ ÓÅÒÉÉ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ("ËÕ�ÏÌÁ" | × ÔÅÒÍÉÎÏ-ÌÏÇÉÉ [7℄), �ÒÉÓÕÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ü×ËÌÉÄÁ ËÕ�ÏÌÁ, ËÁË É �ÉÒÁÍÉÄÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉÛØ�ÒÉ p = 3; 4; 5). ÷ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ × Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ �ÒÅ-ÄÅÌØÎÙÈ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× [16℄, �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÁ-ÍÙÅ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÅ ("ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÎÙÅ") ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, Á ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÍÅÔÏÄÙ �Ï-ÌÕÞÅÎÉÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× (�ÒÉÇÏÄÎÙÈ Ë ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÀÄÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×), ÒÁÓÛÉ-ÒÑÀÔ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ËÌÁÓÓ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ [19℄. îÁËÏÎÅ�, ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÅÊ 3; 4; 5 ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ ÕËÁÚÁÔØ ÅÝÅ ÎÁ ÓÏ×ÓÅÍ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÇÒÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÚÁ ÓÞÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑËÅÌØ×ÉÎÏ×ÓËÉÈ Õ�ÁËÏ×ÏË (ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ) [20℄.òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ ÇÒÁÎÔÏÍ òææé 08-01-00565.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Shlai L. Redution d'une Integrale Multiple qui omprend l'ardu erle et l'aire du triangle spherique omme as partiuliers // Jornalde Mathematiques (1). | 1855. | V. 20. | P. 359{394.2. Shlegel V. Theorie der homogen zusammengesetzten // Nova AtaLeop. Carol. | 1883. | Bd. 44. | P. 343{459.3. Gosset T. On the regular and semi-regular �gures in spaes of ndimensions // Messenger of Mathematis. | 1990. | V. 29. | P. 43{48.4. ëÁÇÁÎ ÷. æ. ïÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. þ. 1. | í.-ì., 1949; þ. 2. |í.-ì., 1956. 64
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19. íÁËÁÒÏ× ð. ÷. ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ | × �ÅÞÁÔÉ.20. íÁËÁÒÏ× ð. ÷. ï ËÅÌØ×ÉÎÏ×ÓËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ // õíî. |1990. | �. 45, � 1 (271). | ó. 179{180.
ï ÷ùäåìåîéé üææåë�é÷îï òáúòåûéíùèðïäëìáóóï÷ ÷ úáäáþå ãåìïþéóìåîîïçïìéîåêîïçï ðòïçòáííéòï÷áîéñá. à. þÉÒËÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÔØÉ ÄÁÎ ËÒÁÔËÉÊ ÏÂÚÏÒ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÞÉÓÌÅ×ÅÒÛÉÎ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ É ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÏÌÉÜÄÒÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÙÅ (�ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ) �Ï �ÏÒÑÄËÕ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ-ÂÏÔÙ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÏÇÏ Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÏÒÁËÕÌÏÍ, ÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ. ÷ ÔÒÅÔØÅÊ ÞÁÓÔÉ�ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÚÁÄÁÞÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ó ÂÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. þÅÔ×ÅÒÔÁÑ ÞÁÓÔØ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÀ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÀËÚÁËÅ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÀËÚÁËÅ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔØÒÅÛÅÎÉÑ.1. þÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÑ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁðÕÓÔØ P = fx 2 Rd : Ax � bg, ÇÄÅ A 2 Zm�d; b 2 Zm. ÷Ù�ÕËÌÁÑÏÂÏÌÏÞËÁ ÔÏÞÅË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ P \ Zd, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÜÄÒÏÍ, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ PI . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÅÌÏ-ÞÉÓÌÅÎÎÙÊ �ÏÌÉÜÄÒ Pk, ËÁË ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÔÏÞÅË P \Zk�Rd�k.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ �ÏÌÉÜÄÒÁ P ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V (P ). éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄,ÞÔÏ jV (P )j � �(d;m), ÇÄÅ �(d;m) = �m�bd�12 �1b d2  � + �m�b d2�1b d�12  �.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V (PI ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ÕÖÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ [2℄. äÏÓÔÉÖÉÍÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅÏ�ÅÎËÉ jV (PI )j × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄.ðÅÒ×ÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ PI × d-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �Ï-ÌÕÞÅÎÙ × [4℄. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÕ �ÏÌÉÜÄÒÁ ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ �Ï-ÌÕÓÕÍÍÏÊ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁ, ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ x 2 V (PI ) É66



y; 2x�y 2 PI , ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = y. îÁ ÜÔÏÍ ÚÁÍÅÞÁÎÉÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ �ÏÎÑ-ÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏM � fx : x 2 Zd; x � 0g ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ z; y 2 M É 2z � y ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ z = y. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, É ÌÅÖÁ-ÝÅÍÕ × �ÏÌÏÓÅ fx :  i � xi � !i; i = 1; 2; :::; d � 1g ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔQd�1i=1 �1 + log2 !i+2 i+1�.íÅÔÏÄ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ PI × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÌÁÄÁ-ÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ. ÷ÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ PI [5{12℄ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ. òÁÚÌÉÞÉÅ× �ÏÄÈÏÄÁÈ Ó×ÑÚÁÎÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V (PI) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÄÅ-ÌÅÎÎÏÓÔÉ. ðÏÄÈÏÄ, ÄÁÀÝÉÊ ÓÁÍÙÅ ÌÕÞÛÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ �ÏÌÉÜÄÒÁ PI ÉÚÌÏÖÅÎ × [11℄. çÌÁ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÈÏ-ÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ �ÏÌÉÜÄÒÁ ÎÁ (ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ) ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ,Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ × ËÁÖÄÏÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÅ.äÌÑ d-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÚ m ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ (ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ) ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ, ÏÂÝÉÍ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×ÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d!�(d;m + 1) [14℄. ï�ÅÎÉ× ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × ËÁÖÄÏÍ(ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ) ÓÉÍ�ÌÅËÓÅ ÉÚ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÏÌÉÜÄÒÁ P �ÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï jV (PI)j � (d + 1)!�(d;m + 1)(1 + (d + 2)2 log2(d + 1)�)d�1. äÌÑ�ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÌÉÔÏ�Á P ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØjV (PI )j � (d+ 1)!jV (P )j(1 + (d+ 2)2 log2(d+ 1)�)d�1.þÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑËÁËjV (Pk)j � �dk� (k + 1)!�(d;m+ 1)(1 + (d+ 2)2 log2(d+ 1)�)k�1.åÓÌÉ �ÏÌÉÔÏ� ÚÁÄÁÎ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, Á Æ | ÅÇÏ ÄÉÁÍÅÔÒ, ÔÏjV (PI )j � (d+ 1)!�(d;m+ 2d+ 1)(1 + (d+ 1)3 log2(d+ 1)Æ)d�1,jV (Pk)j � (k+1)!�(k; 3k+2)�dk� �(d;m)(1+(k+1)3 log2(k+1)Æ)k�1.åÓÌÉ �ÏÌÉÔÏ� PI ÔÅÌÅÓÎÙÊ (ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÏÂßÅÍ), ÔÏjV (PI )j � (d+ 1)!�(d;m+ 2d+ 1)(1 + (d+ 1)3 log2(d!V ol(P )))d�1:ðÏÄÈÏÄ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �ÏËÁÚÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ × ÒÁÂÏÔÁÈ [15, 16℄. ãÅÎ-ÔÒÁÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. äÌÑ �ÒÏÓÔÏ-ÇÏ �ÏÌÉÔÏ�Á P = fx : Ax � bg, ÇÄÅ A 2 Zm�d, b 2 Zm, rgA = d � mÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÉÔÏ�Ï× P (; �), �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ P ÁÆ-67



ÆÉÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ x = 12dÆ�2 (Ey+ �e1). úÄÅÓØ E | ÍÁÔÒÉ-�Á, ÏÔÌÉÞÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ (1 6= 0), � | ÍÁËÓÉÍÕÍ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÉÎÏÒÏ× �ÏÒÑÄËÁd ÍÁÔÒÉ�Ù A. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÏÌÉÔÏ�Ï× P (; �), ÇÄÅ � 2 [0; Æ � 1℄,1 = Æ É i 2 [0; Æ � 1℄ �ÒÉ i � 2, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÒÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ�(P; Æ).ðÕÓÔØ !d(t) =Pdi=1 (�1)i+1td�i(d�i)! . äÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÄÏËÁ-ÚÁÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(P; Æ) � 0; 25d�djV (P )j!d(ln(Æ)� d ln(1+ d+ d�)):ðÏÄÈÏÄ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÏÌÉÔÏ�Ù.÷ [17℄ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ d-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÉ-ÜÄÒÁ P , ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÚ 2d2 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÞÔÏ jV (PI)j = O(ld�1), ÇÄÅ l | ÄÌÉÎÁ Ä×ÏÉÞÎÏÊÚÁ�ÉÓÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏÌÉÜÄÒÏ×Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÂßÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ. 2. íÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÓÔÒÏÇÏ Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅîÁ ÚÁÄÁÞÕ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÏÇÏ Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �Å-ÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏÆÕÎË�ÉÑ f(x) ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÁËÕÌÏÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÍ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÁÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË M � Zd ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍ ÄÌÑ f(x), ÅÓ-ÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 Zd ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ x1; :::; xk 2 M , ÞÔÏf(x1) � ::: � f(xk) É xk 2 onv(x1; :::; xk�1; x). ðÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅf(x) × ÌÀÂÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ �ÏÌÉÔÏ�Á ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ × ÅÇÏ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÈ, ÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ xk 2 onv(x1; :::; xk�1; x) ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(xk) < f(x).òÁÚÒÅÛÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ ÍÉÎÉÍÕÍÁ É Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ "ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ" ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ. ìÀÂÁÑ ÓÔÒÏÇÏË×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÔÅÍ ÖÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÎÁ ÔÏÞËÁÈ M , ÞÔÏ É f ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÔÏÞËÕ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. òÁÚÒÅ-ÛÁÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏÔÏÞËÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍ.�ÅÏÒÅÍÁ. îÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ Zd ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÓÔÒÏÇÏ Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛÁ-ÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÏÊ d, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÏÔ d.éÍÅÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ | d � 2d3 :68



÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÏÇÏ Ë×Á-ÚÉ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄I . íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÅÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÔÏÞÅË (ÉÌÉ ÄÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈÔÏÞÅË ÎÁ ËÏÎ�ÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚ-ÒÅÛÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁ×ÎÏ b� a+1. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë ÏÒÁËÕÌÕ × ÌÀÂÏÊ�ÁÒÅ ÔÏÞÅË �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁÔÒÁÔÉÔ × ÈÕÄÛÅÍÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ log2(b� a+1) ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÏÒÁËÕÌÕ. íÅÔÏÄ ÄÅÌÅÎÉÑÏÔÒÅÚËÁ �Ï�ÏÌÁÍ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ Ï�ÅÎËÕ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔÉ × ÈÕÄÛÅÍÓÌÕÞÁÅ.úÎÁÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏÚ×Ï-ÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔÉ ×ÓÅÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÍÉÎÉ-ÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÏÇÏ Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ [18℄ �ÏÌÕÞÅÎÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ.ðÕÓÔØ ÔÏÞËÉ x1; x2; x3; x4 2 Z2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1) det(x2 � x1; x3 � x1) = � det(x2 � x1; x4 � x1) = 1;2) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(x1) � f(x2) � f(x3), f(x2) � f(x4),f(x1) � f(2x1 � x2), f(x3) � f(x3 � (x1 � x2)), f(x4) � f(x4 �(x1 � x2)).�ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 9 ÔÏÞÅË T = fx1; x2; x3; x4; 2x1 � x2; x3 � (x1 �x2); x4 � (x1 � x2)g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏË×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x).ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, × ÓÌÕÞÁÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ. ðÕÓÔØmd(r) | ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ËÕÂÅfx : jxj1 � rg. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï md(r) � md�1(r)3. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ m1(r) = 2r� 1, ÔÏ md(r) � (2r� 1)3d�1 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÒÕ-ÄÏÅÍËÏÓÔØ × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉÎÅ ÍÅÎØÛÅ log2md(r) � 3d�1 log2(2r � 1).åÓÌÉ ÓÔÒÏÇÏ Ë×ÁÚÉ×Ù�ÕËÌÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÚÁÄÁÎÁ ÏÒÁËÕÌÏÍ, �ÏÚ×Ï-ÌÑÀÝÉÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅ-ÛÅÔËÅ, ÔÏ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅlog2md(r) � 3d�1 log2(2r�1)2d+log2 log2 2r .3. úÁÄÁÞÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑÓ ÂÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊíÁÔÒÉ�Õ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÒÁ×ÎÙ 0;�1;�2. ðÕÓÔØ P = fx : Ax � bg, A ÂÉÍÏÄÕ-69



ÌÑÒÎÁ, b 2 Zm. äÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ [19 , 20℄.éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ P ÔÅÌÅÓÎÏ, ÔÏ PI ÎÅ �ÕÓÔÏ.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÓÏ×ÍÅÓÔ-ÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó ÂÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. éÍÅ-ÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ �ÏÌÉÜÄÒÁÍÉ P É PI .�ÅÏÒÅÍÁ. ÷ÅÒÛÉÎÙ PI ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ P .äÌÑ ×ÅÒÛÉÎÙ v Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÎÕÓ K(v), ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÔÏÞËÅ v. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù×ËÌÀÞÅÎÉÑ� V (K(v)I ) � V (PI),� [v2V (P )V (K(v)I ) = V (PI ).4. ï �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÀËÚÁËÅðÕÓÔØ L(a; b) = fx : x 2 Zd; ax � b; x � 0g, G(a; b) = fx : x 2Zd; ax � b; x � 0g. íÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÕÄÁÌÅ-ÎÉÅÍ ÔÏÞÅË Ó d�k ÎÅ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚMk.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ:� maxx2L(a;b) x | ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁËÅ;� maxx2Lk(a;b) x | ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁËÅ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÏÝ-ÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ;� minx2L(a;b) x | ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁËÅ;� minx2Lk(a;b) x | ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÀËÚÁËÅ Ó ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ.ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x�; y�; x0; y0, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷×ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ: �k d = infa;b; x0x� | ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÀËÚÁËÅ, �k d = infa;b; y�y0 |ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÔÏÞÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÀËÚÁËÅó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù [21℄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �d�1 d = 2d�22d�1 É �d�1 d = 1 � 21�d.ðÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅmaxPdi=1 2i�1xi;Pdi=1(2d+i�1 + 2d�i)xi � 4d � 1:÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ËÁË ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ. ðÕÓÔØÞÉÓÌÁ �; � 2 Z+ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ � > � > 2d. äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ70



max�2d�1x1 + �Pdi=2 2i�2xi� ;x1 + �Pdi=2 3i�2xi � 1 + �(3d�1 � 1)=2:Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï y�y0 = ��1+1�21�d, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �d�1 d =1� 21�d.éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÎÅÓÌÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ Ï�ÅÎËÉ2k+1�22k+1�1 � �k d � 2d�2d�k2d�1 É 1� 2�k � �k d � (1� 21�d):::(1� 2�k).äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 1 ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �1d É �1d = 1=2.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ Æ1 = 1, Æk = Æk�1(Æk�1 +1),�ÒÉ k � 2, É �1 = 1, �k = 1+ �k�1(Æk�1 +1), �ÒÉ k � 2. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �1d = Æd=�d. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ �1d ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ × [22℄.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÒÅÎÓÔÅÄ á. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. |í.: íÉÒ, 1988.2. Rubin D. S. On the unlimited number of faes in integer hullsof linear programs with a single onstraint // Operations Researh. |1970. | V. 18, � 5. | P. 940{945.3. ÷ÅÓÅÌÏ× ó. é., ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. ï ÞÉÓÌÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÔÏ-ÞÅË Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. | äÅ�. × ÷éîé�é,� 450-79-ÄÅ�.4. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. ï ÞÉÓÌÅ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË × �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1981. | � 2. | C. 133{134.5. Hayes A. S., Larman D. C. The verties of the knapsak poly-tope // Disrete Applied Mathematis. | 1983. | � 6. | P.135{138.6. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ × �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÍ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1984. | � 4. | C. 36{41.7. Morgan D. A. Upper and lower bound results on the onvex hullof integer points in polyhedra // Mathematika. | 1991. | V. 38. |P. 321{328.8. þÉÒËÏ× á. à. ï ÞÉÓÌÅ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË × ÚÁÄÁÞÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏ-ÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ // ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅÍÅÔÏÄÙ × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ: íÅÖ×ÕÚ. ÓÂ. | î. îÏ×ÇÏÒÏÄ,1991. | ó. 157{159.9. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. ÷ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞÅË × �ÅÌÏ-ÞÉÓÌÅÎÎÏÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒ-ÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 4. | í., 1992. | ó. 65{72.10. Cook W., Hartman A., Kannan R., MDiarmid C. On integerpoints in polihedra // Combinatoria. | 1992. | V. 12. � 1. | P. 27{37. 11. þÉÒËÏ× á. à., ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. ï ÞÉÓÌÅ ×ÅÒÛÉÎ ×Ù�ÕËÌÏÊÏÂÏÌÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÏÌÉÜÄÒÁ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ // îÉÖÅ-71
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ï úáäáþáè ä. ëîõ�á é ò. âåììíáîá,éè ïâïâýåîéñè é âìéúëéè ÷ïðòïóáè÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ (íÏÓË×Á)1. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ÷ ÄÏËÌÁÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ ÓÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ ÎÁÉÓËÏÒÅÊÛÅÇÏ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ, ÉÓÓÌÅÄÕ-ÀÔÓÑ ÏÂÝÉÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ, Á ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔÓÑÏÂÚÏÒ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Á×ÔÏÒÁ × ÄÁÎÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÉÞÎÏÍ �Ï ÞÉÓÌÕ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ó�ÏÓÏÂÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ ÏÂÙÞÎÏÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÍ ÑÚÙËÅ ËÁË ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �Å-�ÏÞËÁÈ [1℄ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅ-ÎÉÅ.ðÕÓÔØ A = (aij) | �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ p � q Ó ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË. ÷ÅËÔÏÒÎÏÊ ÁÄÄÉ-ÔÉ×ÎÏÊ �Å�ÏÞËÏÊ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØq-ÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× (ÎÁÂÏÒÏ×) ×ÉÄÁ v1 = e1;v2 = e2; : : : ;vq =eq;vq+1;vq+2; : : : ;vq+r; ÎÁÞÉÎÁÀÝÁÑÓÑ Ó q ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× É ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: 1) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k, k � q+1; ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅi É j, i � j < k, ÞÔÏ vk = vi + vj (ÓÌÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔ-ÎÏÅ); 2) f(a11; a12; : : : a1q); : : : ; (ap1; ap2; : : : apq)g � fv1;v2; : : : ;vq+rg.þÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÁÄÄÉÔÉ×-ÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀÍÁÔÒÉ�Ù A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ l(A).úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� �Ï-ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅ-ÎÏ× [2, 3℄ (ÓÉÓÔÅÍ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÎÏÍÏ×) | ×ÅÌÉÞÉÎÁ l(A) ÞÉÓÌÅÎ-ÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÏ-ÓÔÁÔÏÞÎÏÍÕ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x1; x2; : : : ; xq ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ A ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× xa111 xa122 : : : xa1qq ; : : : ; xap11 xap22 : : : xapqq(�ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×). äÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l(A) ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ l(xa111 xa122 : : : xa1qq ; : : : ; xap11 xap22 : : : xapqq ).ðÏÍÉÍÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÕÓÌÏ×-ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ �÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×� (�÷ÈÏÄÙ�:x1; x2; : : : ; xq ; ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ: ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ; ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅÆÕÎË�ÉÉ: xa111 xa122 : : : xa1qq ; : : : ; xap11 xap22 : : : xapqq ; ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ:l(A)) ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÅÝÅ Ä×Å ÂÌÉÚËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ [4{6℄ | �÷Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ� (�÷ÈÏÄÙ�:x1; x2; : : : ; xq ; ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ: ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ; ×ÙÞÉ-ÓÌÑÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ: a11x1 + : : :+ a1qxq ; : : : ; ap1x1 + : : :+ apqxq ; ÍÅÒÁ73



ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: l2(A)) É �÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅ-ÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù� (�÷ÈÏÄÙ�: x1; x2; : : : ; xq ; x�11 ; x�12 ; : : : ; x�1q ; ÉÓ�ÏÌØÚÕÅ-ÍÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ: ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ; ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ: xa111 xa122 : : : xa1qq ;: : : ; xap11 xap22 : : : xapqq ; ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: lF (A)).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ �ÒÏ-�ÅÓÓÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (�Ï-ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ××ÉÄÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉ-ÓÌÏ ÎÅ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, �ÒÉÞÅÍ �ÏÌÕÓÔÅ�ÅÎØ ÚÁÈÏÄÁ ÌÀÂÏÊ ÎÅ×ÈÏÄÏ-×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÁ 2. åÓÌÉ ÖÅ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÍÅÒÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊÓ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÂÅÒ, É ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ �ÏÌÕÓÔÅ�ÅÎØ ÚÁÈÏÄÁ,ÔÏ �ÒÉÄÅÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ [7, 8℄ | �òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ×ÅÎÔÉÌØÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ �ÕÔÑÍÉ�.éÔÁË, �ÕÓÔØ A = (aij) | �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ p� q ÓÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ S ÂÅÚ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÉËÌÏ× ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÎÔÉÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ Ó ËÒÁÔÎÙ-ÍÉ �ÕÔÑÍÉ (ÉÌÉ ×ÅÎÔÉÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ Ó �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÕÔÅÊ),ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÍÁÔÒÉ�Õ A, ÅÓÌÉ:1) × S ×ÙÄÅÌÅÎÏ p ×ÅÒÛÉÎ | ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÌÀÓÏ× É q ×ÅÒÛÉÎ | ×Ù-ÈÏÄÎÙÈ �ÏÌÀÓÏ×, �ÒÉÞÅÍ × S ÎÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÕÔÅÊ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ×ÈÏÄÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ, ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ×ÙÈÏÄÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ, ÏÔ ×ÙÈÏÄÁ Ë ×ÈÏÄÕ;2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ (i; j), 1 � i � p, 1 � j � q, ÞÉÓÌÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ �ÕÔÅÊ ÏÔ i-ÇÏ ×ÈÏÄÁ Ë j-ÍÕ ×ÙÈÏÄÕ ÒÁ×ÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ aij .óÌÏÖÎÏÓÔØ l÷ó(S) ×ÅÎÔÉÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÙ S | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ (×ÅÎ-ÔÉÌÅÊ) × ÓÈÅÍÅ S. ðÏÌÏÖÉÍ l÷ó(A) = min l÷ó(S), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅ-ÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ A.óÒÅÄÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÕÂÌÉËÁ�ÉÊ �Ï ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÍÅ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÚÏÒÙ [9, 10℄) ×ÙÄÅÌÉÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÅ.á. âÒÁÕÜÒ × 1939 Ç. ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ l(n) � logn; ÕÓÔÁÎÏ×É× ×ÅÒÈ-ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ l(n) � logn+ lognlog logn +O � log n log log log n(log logn)2 � : úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅÓÞÉÔÁÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍ Ä×ÏÉÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ Ñ×ÎÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ.÷ 1960 Ç. ð. üÒÄ�ÅÛ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÏÓÔØÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ n: �ÒÉ ÌÀÂÏÍ " > 0 ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ nl(n) � logn+ (1� ") lognlog logn:ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÒÁÚÎÕÀ �ÒÉÒÏÄÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × �ÒÁ×ÏÊÞÁÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ | ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ logn Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÞÉ-ÓÌÁ n É ÄÏÌÖÎÏ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n, Á �ÜÎÔÒÏ�ÉÊ-ÎÏÅ� ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÑÝÉÈ n, Ë �Ï×ÔÏÒÎÏÍÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÓÔÒÏÅÎÉÑ� ÞÉÓÌÁn É �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ��ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ� n, �ÒÉÞÅÍ ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ74



ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ n ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, ÄÌÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØ-ÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Å ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ 1975 Ç. á. ûÅÎÈÁÇÅ(l(n) � logn + log s(n) � 2,13; ÇÄÅ s(n) | ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� × Ä×ÏÉÞÎÏÊÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ n, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, log s(n) � log logn) �ÏÌÕÞÅÎÏ ÎÅÂÙÌÏ.÷ 1963 Ç. ò. âÅÌÌÍÁÎ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÏÄÎÏÞÌÅÎÁ xa11 : : : xaqq , Ô. Å. Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l((a1; : : : ; aq)).÷ 1969 Ç. ä. ëÎÕÔ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÂÏ-ÒÁ ÓÔÅ�ÎÅÊ xa1 : : : xap , Ô. Å. Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ l((a1; : : : ; ap)T ).ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ q É p ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ âÅÌÌÍÁÎÁ É ëÎÕÔÁ �ÏÌÕÞÅÎÙÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ × 1964 Ç. å. óÔÒÁÕÓÏÍ É × 1975 Ç.á. ñÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ log(maxai).÷ 1981 Ç. ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ á. æ. óÉÄÏÒÅÎËÏ; äÖ. ïÌÉ×ÏÓ; ä. ëÎÕÔ ÉK. ðÁ�ÁÄÉÍÉÔÒÉÕ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ âÅÌÌÍÁÎÁ É ëÎÕÔÁ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï �ÚÁÄÁÞÅ âÅÌÌÍÁÎÁ|ëÎÕÔÁ�). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ | ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ p�q ÂÅÚ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ-�Ï× ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïl(A) + p = l �AT �+ q:äÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁÚ-ÍÅÒÁ p� q ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �q � l2 �AT �� l2(A) � p:÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l É l2, ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ lF ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ:lF ��2k;�2k�� = k + 1; lF ��2k;�2k�T� = 2k:äÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l÷ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï l÷ó(A) = l÷ó(AT ) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.÷ 1981 Ç. ð. äÏÕÎÉ, â. ìÅÏÎÇ É ò. óÅÔÉ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �Ï ÎÁÂÏÒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (n1; n2; : : : ; np; l) ÓÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÄÌÉÎÕ l É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÞÉ-ÓÌÁ n1; n2; : : : ; np, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP -�ÏÌÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ × ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ (�ÒÉP jaij j ! 1) | ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÅÔÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÓÏÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ × ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ l(A), l2(A),lF (A) ÉÌÉ l÷ó(A) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÍÁ-ÔÒÉ�). 75



2. úÁÄÁÞÁ âÅÌÌÍÁÎÁ|ëÎÕÔÁ�ÅÏÒÅÍÁ 1 [11, 12℄. ðÏÌÏÖÉÍ N = n1n2 : : : nm. �ÏÇÄÁ �ÒÉ N !1l(n1; n2; : : : ; nm) . log(maxni) + logNlog logN +m;äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á, ü. é. îÅÞÉ�ÏÒÕËÁ, î. ðÉ��ÅÎÄÖÅÒÁ É Á×ÔÏÒÁ�Ï ÔÅÏÒÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ.÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ ÄÌÑ �Ï-ÞÔÉ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ×, �ÒÉÞÅÍ ÄÁÖÅ × ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ×ÔÏÒÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØ-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ:�ÅÏÒÅÍÁ 2 [13℄. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÏ× ~n(s) = �n1(s); n2(s); : : : ; nm(s)(s)�, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÅÊ �ÒÉ s ! 1 ÕÓÌÏ×ÉÀ m(s) = o�log (maxi ni(s)) + logN(s)log logN(s)�,ÇÄÅ N(s) =Qm(s)i=1 ni(s), ÄÏÌÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áf(k1; k2; : : : ; km) j ki 2 N; 1 � ki � ni; i = 1; 2; : : : ;mg ;ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïl2 ((k1; k2; : : : ; km)) � log�maxi ni�+ (1� ") logNlog logN ;ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÒÉ s!1.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÕÞÅÔÏÍ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 2ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅl ((k1; k2; : : : ; km)) � log�maxi ki�+ logKlog logK ; ÇÄÅ K = k1k2 : : : km:3. ïÄÎÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÎÕÔÁòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÓÈÅ-ÍÁÍÉ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ. ðÕÓÔØ ~� | Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, l(~�) | ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ �ÏÌÕ-ÞÅÎÉÑ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× 0 É 1 ÎÁÂÏÒÁ ~�. ðÏÌÏÖÉÍ: Akn | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ k ÅÄÉÎÉ�,l(k; n) = max~�2Akn l(~�); k = 0; 1; : : : ; n: äÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅlogCkn= log logCkn �ÒÉ k = 0 É k = n ÎÕÌÅÍ. ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍ1 É 2 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 3 [14℄. ðÕÓÔØ 0 � km � nm; m = 1; 2; : : : ; nm !1 �ÒÉ m!1: �ÏÇÄÁl(km; nm) � lognm + logCkmnmlog logCkmnm :76



4. æÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁðÒÉ K � 2 �ÏÌÏÖÉÍ L(p; q;K) = max l(A), L2(p; q;K) =max l2(A); LF (p; q;K) = max lF (A), L÷ó(p; q;K) = max l÷ó(A) (×�ÅÒ×ÏÍ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÍÁÔÒÉ-�ÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ p� q, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ aij < K, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍÉ ÔÒÅÔØÅÍ | �Ï ×ÓÅÍ ÍÁÔÒÉ�ÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ p � q, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÕÓÌÏ×ÉÑÍ jaij j < K).�ÅÏÒÅÍÁ 4 [3, 7, 15, 16℄. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ pq logK !1L(p; q;K) = min(p; q) logK + pq logKlog(pq logK) (1 + o(1)) +O(p+ q);L2(p; q;K) = min(p; q) logK + pq log(2K � 1)log(pq logK) (1 + o(1)) +O(p+ q);L(p; q;K) = min(p; q + 1) logK + pq log(2K � 1)log(pq logK) (1 + o(1)) +O(p+ q);L÷ó(p; q;K) = 3min(p; q) log3K + pq logKlog(pq logK)(1 + o(1)) +O(p+ q):ðÅÒ×ÏÅ É �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ î. ðÉ��ÅÎÄÖÅÒÏÍ.ïÓÏÂÏ ÏÔÍÅÔÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÊ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÍÉÍÏ ÓÌÏÖÅÎÉÊ ÒÏ×-ÎÏ ÏÄÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ.5. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁðÕÓÔØ D(A) | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁ-ÔÒÉ�Ù A, ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÍÉÎÏÒÁÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 5 [6, 8℄. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙA Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:l(A) � logD(A); l2(A) � logD(A);lF (A) � logD(A); l÷ó(A) � 3 log3D(A)(× �ÅÒ×ÏÍ É �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÍÁ-ÔÒÉ�Å A ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË É ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ).ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÂÙÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÒÁÎÅÅ; ×�ÅÒ×ÙÅ ÔÁËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ,ö. íÏÒÇÅÎÓÔÅÒÎÏÍ (1973). õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÚÁËÌÀÞÁ-ÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ77



É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ (×ÙÞÉÓÌÉÍÏÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ) ÍÁÔÒÉ�Ù. ðÒÉÜÔÏÍ Ï�ÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÕÀ ÏÔ�ÒÁ×ÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÄÌÑ �ÏÌÕ-ÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÁÔÒÉ� (ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÔÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �Á-ÒÁÍÅÔÒÏ×, ËÏÇÄÁ �ÅÒ×ÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÄÁÀÔÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ×ËÌÁÄ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ p É q ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÙ ÉÌÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ).6. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍäÌÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅ-ÎÉÅ | �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ (É ÄÁÖÅ ÓÌÁÂÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ) p É q ÕÄÁÌÏÓØÄÏËÁÚÁÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ Ó Ï�ÅÎËÏÊ,ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 5:�ÅÏÒÅÍÁ 6 [4℄. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ� A(n) ÒÁÚÍÅÒÁ p(n)� q(n) �ÒÉ n!1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀp(n) + q(n) = o((log logD(A(n)))1=2): �ÏÇÄÁl2(A(n)) � logD(A(n)):òÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ(�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÕÀ) ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ. þÅÒÅÚ lf�g(A) ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ x1; x2; : : : ; xq , ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈÆÏÒÍ fai1x1 + ai2x2 + : : :+ aiqxq ; i = 1; 2; : : : ; pg, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ �ÅÌÏ-ÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× A.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ' �ÚÏÌÏÔÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ�, Ô. Å. ×ÅÌÉÞÉÎÕ p5+12 . �ÏÇÄÁ× ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ [17℄:lf�g(A) � log'D(A(n)):7. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×äÌÑ ÍÁÔÒÉ� �ÍÁÌÏÊ� ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ,ÏÂßÅÄÉÎÑÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÂÏÔ (ÓÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2, 6℄), ÔÁË-ÖÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ×ÉÄÁ logD(A)+o (logD(A)):�ÅÏÒÅÍÁ 7 [2, 6℄. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÌÏ-ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A(n) ÒÁÚÍÅÒÏ× p � 2, 2 � q ÉÌÉ 3 � 3 (p É q |ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ) l (A(n)) � logD(A(n):
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õÖÅ × �ÒÏÓÔÅÊÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ 2 � 2,�ÒÉ ×ÓÅÊ �ÒÏÚÒÁÞÎÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÄÅÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎ-ËÉ, ÓÁÍÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄ-ËÉÍ, ÎÅ ÄÁÀÝÉÍ ÏÓÏÂÏÊ ÎÁÄÅÖÄÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÍÁÔÒÉ-�Ù ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×. äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×××ÏÄÉÔÓÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÉÌÅÎÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑÍÏÄÅÌØ, ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÁÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ 2. äÌÑ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏÝÅ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÁÄÁÞÁ ÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔ-ÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ | ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ n ÔÒÅÂÕÅÔÓÑdlogne Ï�ÅÒÁ�ÉÊ), É ËÏÔÏÒÁÑ, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÉ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ �ÅÒÅÈÏÄ Ë ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ × ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÙÈÍÏÄÅÌÑÈ ÂÅÚ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 3 � 3 ÄÁÖÅ × ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÓÌÏÖÎÏ [2℄. þÁÓÔÉÞÎÏ �ÒÉÒÏÄÕ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÏÂßÑÓÎÑÅÔ ��ÒÅÄÅÌØ-ÎÏÓÔØ� ÓÌÕÞÁÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 3�3 | ÕÖÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 4�4ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÁ.ðÕÓÔØ A(t; n) | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ 2t (t � 2); �ÅÒ×ÏÊÓÔÒÏËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A(t; n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎÙ 2t, �ÅÒ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁÒÁÚÒÑÄÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ n, Á ×ÔÏÒÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ | 0. ïÓÔÁÌØÎÙÅ 2t�1ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A(t; n) �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÙÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚÒÑÄ ×�ÒÁ×Ï.�ÅÏÒÅÍÁ 8 [18℄. ðÕÓÔØ t � logn= log logn. �ÏÇÄÁl(A(t; n)) � 2tt+ 1 logD(A(t; n)):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÎ �ÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�ÒÁÚÍÅÒÁ 2t � 2t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÕÀ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 5 ÎÉÖ-ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ × ÒÁÍËÁÈ �ÅÒ×ÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ × 2t=(t+ 1) ÒÁÚ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A(t; n), �ÒÉ t � 3 �ÒÉ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× 2tt+1 logx � 1; 5 logx >log' x ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, Á ÄÅÌÅ-ÎÉÅ. 8. òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÍÁÔÒÉ�×ÅÎÔÉÌØÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ Ó ËÒÁÔÎÙÍÉ �ÕÔÑÍÉäÌÑ ÜÔÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ ÍÅ-ÔÏÄÏ× ÉÚ ÒÁÂÏÔ [2, 6℄, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.79



�ÅÏÒÅÍÁ 9 [8℄. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ m É �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ� fAng Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ ÌÉÂÏ 2�qn, ÇÄÅ qn � m,ÌÉÂÏ pn� 2, ÇÄÅ pn � m, ÌÉÂÏ 3� 3, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ D(An)!1 ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ l÷ó(An) � 3 log3D(An):�ÅÏÒÅÍÁ 10 [8℄. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ t = o� lognlog logn� Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïl÷ó(A(t; n)) � 6tt+ 1 log3D(A(t; n)):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ É ÄÌÑ ÜÔÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎ-ËÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁp� 2, 2� q É 3� 3, Á ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ,ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÌÕÞÛÅÎÁ.9. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÓÉÓÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ��äÌÑ ÔÒÅÔØÅÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� �ÍÁ-ÌÏÊ� ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Ï�ÅÎËÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÉÌÅÎÁ. ðÏ-ÌÏÖÉÍ T (A) = maxi;k;j f�aijakjg:�ÅÏÒÅÍÁ 11 [5℄. ðÕÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁ-ÔÒÉ� A(n) = (aij(n)) ÒÁÚÍÅÒÁ 2 � q(n) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀq(n) = o(log logmaxi; j jaij(n)j): �ÏÇÄÁlF (A(n)) � logmaxfD(A(n)); T (A(n))g:�ÅÏÒÅÍÁ 12 [5℄. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A(n) ÒÁÚÍÅÒÁ 3� 2lF (A(n)) � logmaxfD(A(n)); T (A(n)); R(A(n))g:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ R(A) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØ-ÎÏ, ÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ [5℄, É × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× fx�n; xn; yng, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁD(A) = T (A) = n2; R(A) = n3.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÉÌØÎÏÊ, ÎÁ�ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÏÍÉÍÏ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ× �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ Ë ÎÉÍ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÎÉ-ÚÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ: 80



�ÅÏÒÅÍÁ 13 [18℄. ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ t = o(logn)l(A(t; n))lF (A(t; n)) � 2tt+ 1 :òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÎÕÔ ä. å. éÓËÕÓÓÔ×Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ü÷í. �. 2. |í.: íÉÒ, 1977.2. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÄ-ÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÔÒÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÉ, ×Ù� . 15. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2006. | ó. 79{155.3. Pippenger N. On evaluation of powers and monomials // SIAM J.Comput. | 1980. | V. 9, N 2. | P. 230{250.4. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒÉÑ 1. | 2006. | �. 13, � 2. | ó. 38{58.5. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÒÅÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ // äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒÉÑ 1.| 2008. | �. 15,� 2. | ó. 23{64.6. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÉÓÉÓÔÅÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÉ ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ. óÂÏÒÎÉË ÌÅË�ÉÊ ÍÏÌÏÄÅÖÎÙÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ �ÏÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ. ÷Ù�ÕÓË III. | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007. | ó. 3{63.7. Pippenger N. The mimimum number of edges in graphs with pre-sribed paths // Math. Systems Theory. | 1979. | V. 12, � 4. |P. 325{346.8. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ Ó ËÒÁÔ-ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÕÔÅÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ �óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� ÉÍÅÎÉ ÁËÁÄÅ-ÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (ðÅÎÚÁ, 28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ { 03 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç.). |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2009. |ó. 51{56.9. Gordon D. M. A survey of fast exponentiation methods // Journalof Algorithms. | 1998. | V. 27. | P. 129{146.10. Subbarao M. V. Addition hains | some results and problems //Number Theory and Appliations. Editor R. A. Mollin. NATO AdvanedSiene Institutes Series: Series C. | Kluwer Aademi Publisher Group,1989. | V. 265. | P. 555{574. 81



11. çÁÛËÏ× ó. â., ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ïÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �Å�ÏÞËÁÈ ×ÅË-ÔÏÒÏ×, ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ // íÅ-ÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. | îÏ×Ï-ÓÉÂÉÒÓË, 1992. | ÷Ù�. 52. | ó. 22{40.12. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ // óÏ-×ÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅÈÁÎÉËÉ. �ÏÍ III. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ.÷Ù�ÕÓË 3. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | í.: éÚÄ-×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ-×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, 2009. ó. 51{75.13. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× É ÎÁÂÏ-ÒÏ× ÓÔÅ�ÅÎÅÊ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×ÏéÎÓÔÉÔÕÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ óï òáî, 1994. | (�Ò./òáî. óÉÂ. ÏÔÄÅÌÅ-ÎÉÅ. éÎ-Ô ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ; �. 27) | ó. 94{107.14. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ä×ÏÉÞÎÙÈÓÌÏ× Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ� // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒ-ÎÅÔÉËÉ, ×Ù�. 8. | í.: îÁÕËÁ, 1999. | ó. 63{76.15. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ïÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÓÉÓÔÅÍ �ÅÌÏ-ÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 1993. | � 6. | ó. 97{101.16. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù // ÷ÅÓÔÎÉËíÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2007,� 3. | ó. 14{19.17. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÉÓ-�ÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÔÏÌØËÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ // �ÒÕÄÙ VIII íÅÖÄÕÎÁ-ÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈÓÉÓÔÅÍ� (íÏÓË×Á, 6{9 Á�ÒÅÌÑ 2009 Ç.). | í.: éÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉë íçõ ÉÍÅÎÉ í.÷.ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á; íáëó ðÒÅÓÓ,2009. | ó. 174{179.18. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉ-ÔÅÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2009. | � 4. | ó. 8{13.
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óÅË�ÉÑ�óÉÎÔÅÚ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�ï îáäåöîïó�é óèåí ðòé ïäîï�éðîùèëïîó�áî�îùè îåéóðòá÷îïó�ñèîá ÷ùèïäáè üìåíåî�ï÷í. á. áÌÅÈÉÎÁ (ðÅÎÚÁ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞ-ÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; :::; xn); ÅÓÌÉ �ÒÉ �Ï-ÓÔÕ�ÌÅÎÉÉ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍÙ ÎÁÂÏÒÁ ~a = (a1; :::; an) �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÎÅ-ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(~a): ÷ÓÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ  (0 <  < 1=2)�ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÔÉ�Á 0 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.üÔÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÕÆÕÎË�ÉÀ ', Á × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ { ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0. îÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÔÉ�Á 1ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.äÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏ-ÓÔÑÍ ÔÉ�Á 0 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ.ðÕÓÔØ P �f(~a)(S; ~a) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(~a) ÎÁ ×Ù-ÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ S; ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x) �ÒÉ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ~a:îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ P (S) ÓÈÅÍÙ S ÒÁ×ÎÁ maxfP �f(~a)(S; ~a)g, ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ~a: îÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ S ÒÁ×ÎÁ 1� P (S):ðÕÓÔØ P(f) = inf P (S), ÇÄÅ S | ÓÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ f(~x). óÈÅÍÕA, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ f , ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï ÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ P (A) � P(f) �ÒÉ  ! 0.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÅÊ ÎÅËÏÎÓÔÁÎÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ .ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÆÕÎË�ÉÉ xi ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖÎÏ(ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×), Á ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ i ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (i 2 f1; 2; 3g) Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀi. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁÔÅÏÒÅÍÁ 1. 83



�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ  2 (0; 1=960℄ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ A, ÞÔÏ P (A) � 3 + 1002.éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �Ñ-ÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÌÀ-ÂÕÀ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ g(x1; x2; x3; x4) = x11 &x22 _ x11 &x33 _ x22 &x33 ÉÌÉg(x1; x2; x3; x4) = x11 &x22 _ x33 &x44 ÉÌÉ g(x1; x2; x3; x4) = (x11 _x22 )&(x33 _ x44 ); i 2 f0; 1g; i = 1; 2; 3; 4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈÆÕÎË�ÉÊ ÞÅÒÅÚ G.ìÅÍÍÁ 1 [2℄. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p. ðÕÓÔØ Sg |ÓÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G Ó ÎÅÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p, �ÒÉÞÅÍ v0 | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÓÈÅÍÙ G ÎÁÎÁÂÏÒÅ (1; 2; 3; 4) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á v1 | ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ (�1; �2; �3; �4)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÓÈÅÍÁ �(S) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f Ó ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (�(S)) � maxfv0; v1g+ 10p2.ìÅÍÍÁ 2 [3℄. ðÒÉ  2 (0; 1=960℄ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ S, ÞÔÏ P (S) � 24.�Å�ÅÒØ ÍÏÖÅÍ �ÏÑÓÎÉÔØ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØB | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÏÌÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ðÏÓÔÒÏÉÍ × ÎÅÍ ÓÈÅÍÕSg, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ �ÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G É ×ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ v0 ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ(1; 2; 3; 4) É v1 ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ (�1; �2; �3; �4) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷Ï ×ÓÅÈÓÌÕÞÁÑÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ maxfv0; v1g � 3.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ f ÆÕÎË�ÉÀ �f �ÒÉ  = 0 É ÆÕÎË�ÉÀ f �ÒÉ  = 1.÷ÏÚØÍÅÍ ÓÈÅÍÙ S1 ; S2 ; S3 ; S4 , ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f1 ; f2 ;f3 ; f 4 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 24 (�Ï ÌÅÍÍÅ 2ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ), Á ÔÁËÖÅ ÓÈÅÍÕ Sg É �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ �(S). éÓ�ÏÌØÚÕÑÌÅÍÍÕ 1, Ï�ÅÎÉÍ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ �(S) É �ÏÌÕÞÉÍ P (�(S)) �3 + 57602 � 9. ðÒÏÄÅÌÁÅÍ ÅÝÅ ÔÒÉ ÛÁÇÁ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ É �ÏÓÔÒÏÉÍÓÈÅÍÙ �2(S), �3(S), �4(S), ÄÌÑ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ �Ï ÌÅÍÍÅ 1×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:P (�2(S)) � 3 + 8102 � 3; 85;P (�3(S)) � 3 + 147; 82 � 3; 154;P (�4(S)) � 3 + 99; 52.óÈÅÍÁ �4(S) | ÉÓËÏÍÁÑ.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÔÉ�Á 0 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÉ  2 (0; 1=960℄ ÎÁÄÅÖÎÙÅ ÓÈÅÍÙ A ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ f(x1; :::; xn), ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÔ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (A) � 3+1002. 84



éÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 3 × Ï�ÅÎËÅ ÎÅÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔÉ �ÏÎÉÚÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÂÁÚÉÓÅfx1&x2; �x1g ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÔ ÓÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊ 3 �ÒÉ  ! 0.ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍ ÒÁ×ÎÙ [4℄, ÔÅÏÒÅÍÁ 1×ÅÒÎÁ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈÔÉ�Á 1 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áËÓÅÎÏ× ó. é. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÌÎÏÊÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ. ðÏ×ÏÌÖÓËÉÊ ÒÅÇÉÏÎ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ. | 2005. | � 6 (21). | ó. 42{55.2. áÌÅÈÉÎÁ í. á. óÉÎÔÅÚ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ �Ï ÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ. | ðÅÎÚÁ: ééã ðçõ, 2006.3. áÌÅÈÉÎÁ í. á., ÷ÁÓÉÎ á. ÷. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÁÈ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // õÞÅÎÙÅÚÁ�ÉÓËÉ ëÁÚÁÎÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÕËÉ | 2009. | �. 151, ËÎ 1. | ó. 10{19.4. áÌÅÈÉÎÁ í. á., ðÉÞÕÇÉÎÁ ð. ç. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈÓÈÅÍ × �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (ðÅÎÚÁ28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ { 3 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ.-ÍÁÔ. Æ-ÔÁ íçõ,2009. | ó. 10{13.ï óìïöîïó�é ÷ïú÷åäåîéñ ÷ ó�åðåîøðòé ïçòáîéþåîéñè îá éóðïìøúõåíõà ðáíñ�øë. ó. âÁÌÁËÉÎ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÓÔÅ�ÅÎØ | ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ÄÌÑ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x × ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÔÅ-�ÅÎØ n. ïÂÙÞÎÏ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �Å-�ÏÞÅË [1℄: ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ l(n) ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÄÌÑÞÉÓÌÁ n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ l(n) � logn (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ �ÏÄ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅÍlogn �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ log2 n). á. âÒÁÕÜÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ [2℄ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÒÏÓÔÁ×ÅÌÉÞÉÎÙ l(n), ÄÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ l(n) � logn + O( lognlog logn ). îÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎ-ÎÙÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÒÅÂÕÅÔ ÒÁÓÔÕÝÅÇÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n ÞÉ-ÓÌÁ ÑÞÅÅË �ÁÍÑÔÉ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÓÌÕÞÁÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÑÞÅÅË �ÁÍÑÔÉ.85



ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ lt(n1; : : : ; nk), ÇÄÅ t � k, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÅÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ n1; : : : ; nk Ó ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ t ÑÞÅÅË �ÁÍÑÔÉ. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÑÞÅÊËÉ ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ× ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ t, t � 2, �ÒÉ ÕÓÌÏ-×ÉÉ n!1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ lt(n) � logn:üÔÏÔ �ÒÏÓÔÏÊ ÆÁËÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ logn �lt(n) É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× lt(n) � l2(n) � logn + v(n); ÇÄÅ v(n) | ÞÉÓÌÏÅÄÉÎÉ� × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ n. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ (ËÁË "Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï" [2,. 483{484℄, ÔÁË É "ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï" [2, . 482{483℄), ÔÒÅÂÕÀÝÉÈ ÌÉÛØ2 ÑÞÅÊËÉ �ÁÍÑÔÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ l2(n) � logn + v(n) �ÒÉ n = 2k � 1 (Ô. Å. ×"ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ") �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï l2(n) � 2 logn. ðÏËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ Ä×ÕÈ ÑÞÅÅË �ÁÍÑÔÉ ÍÏÖÎÏ×ÏÚ×ÅÓÔÉ × ÓÔÅ�ÅÎØ n ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ logn(1 + o(1)).ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ u, v Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅl2(u; v) � 2(logu+ log v).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï u+v. âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ u É v ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ | ÞÅÔÎÏÅ(ÓËÁÖÅÍ, u), ÔÏ, Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÉÍÅÅÍ:l2(u; v) � l2(u=2; v) + 1 � 2(log(u=2) + log v) + 1 < 2(logu+ log v).åÓÌÉ ÖÅ É u, É v | ÎÅÞÅÔÎÙÅ (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ u > v), ÔÏ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ: l2(u; v) � l2((u � v)=2; v) + 2 �2(log((u� v)=2) + log v) � 2(logu+ log v).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. äÌÑ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ n = 2k� 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁl2(n) � logn �ÒÉ n!1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ s = dpke; q = dks e; s0 = k � sbks .�ÏÇÄÁ n = a0 + 2s(a1 + 2s(: : :+ 2saq�1) : : :), ÇÄÅ a0 = : : : = aq�2 =2s � 1; aq�1 = 2s0 � 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ, ÉÍÅÅÍ:l2(n) � sq + q + l2(2s � 1; 2s0 � 1) � logn+O(plogn):íÏÖÅÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ×ÅÌÉ-ÞÉÎÁ l2(n) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ logn. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÜÔÏÎÅ ÔÁË.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ t, t � 2, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ" = "(t) > 0, ÞÔÏ �ÒÉ n!1 ÄÏÌÑ ÞÉÓÅÌ k ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; : : : ; ng,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀ lt(k) � (1+") logn, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÕÄÅÍ ×ÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �Å�ÏÞÅË. ðÏÄÕÄ×ÏÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÌÉÛØ ÕÄ×ÏÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÚ ÈÒÁÎÑ-ÝÉÈÓÑ × �ÁÍÑÔÉ ÞÉÓÅÌ, ÕÄ×ÏÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÉÈ ÞÌÅÎÏ× ÂÕÄÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔØ ËÎÅÕÄ×ÏÅÎÉÑÍ. 86



ï�ÅÎÉÍ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏ �Å�ÏÞÅË ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (1+") logn, ×ÙÞÉ-ÓÌÑÀÝÉÈ k, ÇÄÅ nlogn < k � n.ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÁ �Å�ÏÞËÉ ÒÁ×ÎÁ r, r � (1 + ") logn, ÞÉÓÌÏ ÕÄ×ÏÅÎÉÊÒÁ×ÎÏ (1�Æ) logn. �ÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ [1, . 490{491℄, ÞÔÏ n � 2d�1Fp+3,ÇÄÅ d | ÞÉÓÌÏ ÕÄ×ÏÅÎÉÊ, p | ÎÅÕÄ×ÏÅÎÉÊ, Fi | i-Ê ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ (ÚÄÅÓØ  = (p5 + 1)=2): nlogn < k <2(1�Æ) lognF("+Æ) log n+3 � n1�Æ("+Æ) log n+3 = n3 �"+Æ2Æ �logn.ðÏÜÔÏÍÕ "+Æ � 2Æ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Æ � " log 1�log  < 3; 22".�Å�ÅÒØ Ï�ÅÎÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Nt | ÞÉÓÌÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ�Å�ÏÞÅË, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÑÞÅÊËÁÍÉ �ÁÍÑÔÉ,ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (1 + ") logn Ó ÞÉÓÌÏÍ ÕÄ×ÏÅÎÉÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ (1 �Æ) logn:Nt � C("+Æ) logn(1+") logn � �t�t� 1 + t(t�1)2 ��("+Æ) logn �Qi (si + 1)t�1.ðÅÒ×ÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÚÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÏÒÁÍÅÓÔ ÄÌÑ ÎÅÕÄ×ÏÅÎÉÊ, ×ÔÏÒÏÊ | ÚÁ ×ÙÂÏÒ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÎÅÕÄ×ÏÅÎÉÊ(ÕÄ×ÏÉÔØ × ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÑÞÅÅË ÞÉÓÌÏ, ËÒÏÍÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÍ-ÎÏÖÉÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÑÞÅÅË, É �Ï t ×ÁÒÉÁÎÔÏ×, × ËÁËÕÀÑÞÅÊËÕ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ), ÔÒÅÔÉÊ | ÚÁ ×ÙÂÏÒ ÔÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÞÔÏÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÑÞÅÊËÁÈ �ÏÓÌÅ ÕÞÁÓÔËÁ ÉÚ si ÕÄ×ÏÅÎÉÊ.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÒÁ× ", ÍÏÖÎÏ ÄÏ-ÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Nt ÂÕÄÅÔ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ n�, ÇÄÅ � < 1.ïÔÄÅÌØÎÏ Ï�ÅÎÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ(1+") log (1 + ")�4; 22" log4; 22"�(1�3; 22") log(1� 3; 22") < 14 (1)×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁC("+Æ) logn(1+") logn < C4;22" logn(1+") logn . � (1 + ")1+"(4; 22")4;22"(1� 3; 22")1�3;22"�logn < n 14 :äÁÌÅÅ, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ4; 22" < 13(log (t(t2 + t� 2))� 1) (2)Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�t�t� 1 + t(t� 1)2 ��("+Æ) logn < n 13 :87



é, ÎÁËÏÎÅ�, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ4; 22" log 4" < 13(t� 1) (3)×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑYi (si + 1)t�1 � �2(1 + ") logn("+ Æ) logn �(t�1)("+Æ) logn � � 4"+ Æ�(t�1)("+Æ)!logn < �4"�4;22"(t�1) logn < n 13 :÷ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ (1){(3) ÌÅ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë 0 �ÒÉ"! 0, É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1){(3) ÂÕÄÕÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù �ÒÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ " É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ t. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÑÞÅÅË �ÁÍÑÔÉ ÄÏÂÉÔØÓÑÄÁÖÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ÚÁÄÁÞÅ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ× ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÎÕÔ ä. å. éÓËÕÓÓÔ×Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ü÷í. �. 2. |í.: íÉÒ, 1977.2. Brauer A. On addition hains // Bull. Amer. Math. So. |1939. | V. 45. | P. 736{739.ìåçëï�åó�éòõåíùå óèåíù äìñ äéúÿàîëãééó. ò. âÅÄÖÁÎÏ×Á (íÏÓË×Á)âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ [1, 2℄, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÄÉÚßÀÎË-�ÉÀ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÇÄÅ n � 3. ÷ ÓÈÅÍÁÈ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÅÒÓÎÁÑ ÎÅÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÓÔØ ×ÙÈÏÄÁ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ × ÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ ', ÔÏ �ÒÉ ÅÇÏ �ÏÌÏÍËÅÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ '.88



ðÕÓÔØ S | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x) =x1 _ � � � _ xn. æÕÎË�ÉÑ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ �ÒÉ ÎÁÌÉ-ÞÉÉ × ÓÈÅÍÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ g1, : : : , gk | ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅ-ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ; ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ,ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï T ÂÕÌÅ×ÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉ-ÎÙ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÅÓÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÊ �ÁÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ fg1; : : : ; gk; fg × T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÌÉÎÏÊ ÔÅÓÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÎÁÂÏÒÏ× × ÎÅÍ. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ f(~x)=x1 _ � � � _xn, ÂÕ-ÄÅÍ ×ÙÄÅÌÑÔØ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÔÅÓÔÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÔÅÓÔÏ×ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÉÚÂÙÔÏÞÎÙÅ ÓÈÅÍÙ [3℄(�ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ × ÓÈÅÍÅ ÎÅ-ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÎÅÉÚÂÙÔÏÞÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ).�ÅÏÒÅÍÁ. æÕÎË�ÉÑ f(~x)=x1 _ � � � _ xn ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×Á-ÎÁ ÎÅÉÚÂÙÔÏÞÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÊÔÅÓÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ×.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ. ÷ ÎÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ × [4℄ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ(×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ) ËÌÁÓÓÙ: 1) fx _ y; xg; 2) fx _ y; xg; 3)fxy; xg; 4) fxyg; 5) fx _ yg; 6) fxy; xg; 7) ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÆÕÎË-�ÉÀ x _ y; 8) ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÀ xy; 9) ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÀ x _ y; 10) ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÀ xy; 11)ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÀ xy � xz � yz � �1x� �2y � �3z � �4.ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÈÅ-ÍÙ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉÆÕÎË�ÉÀ f(~x), ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉg(~x) = f(~x). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÓÈÅ-ÍÙ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÊÓÈÅÍÙ �ÏÍÉÍÏ ÆÕÎË�ÉÉ g(~x) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ÔÏÌØËÏ ÌÉÛØÂÕÌÅ×Ù ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÓÔÉ g(~x) = f(~x); h(~x) � 0, d(~x) � 1 ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÏÔÌÉÞÉÔØ ÉÈ ÏÔf(~x), × ÔÅÓÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ËÌÀÞÉÔØ Ä×Á ÎÁÂÏÒÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ~0 É ~1.õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÅÎËÁ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ, ×ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÓÈÅÍÙ × ÂÁÚÉÓÅ fx_ y; xg, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÄÉÚßÀÎË�ÉÀ x1 _ � � � _ xnÉ ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÓÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ89



(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. òÅÄØËÉÎ î. ð. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | í.: éÚÄ-×Ï ãðé�ÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ. 2007.3. òÅÄØËÉÎ î. ð. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ÓÈÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ïíçõ. 1992.4. òÅÄØËÉÎ î. ð. åÄÉÎÉÞÎÙÅ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÅ ÔÅÓÔÙ ÄÌÑ ÓÈÅÍ �ÒÉÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 12. | 2003. | ó. 217{230.óéî�åú ìåçëï�åó�éòõåíùè óèåíäìñ óéó�åí âõìå÷ùè æõîëãéêà. ÷. âÏÒÏÄÉÎÁ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ S | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅ-ÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÕ (Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ) ÉÚ m ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊf1(~x); f2(~x); : : : ; fm(~x), ~x = (x1; x2; : : : ; xn).æÕÎË�ÉÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÓÈÅÍÙ �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ × ÓÈÅ-ÍÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ.îÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ (g1(~x); : : : ; gm(~x)) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎË�ÉÑ gi(~x),i 2 f1; : : : ;mg, ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ fi(~x), Ô.Å.gi(~x) 6� fi(~x).íÎÏÖÅÓÔ×Ï T ×ÈÏÄÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÓÈÅÍÙ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ �ÒÏ-×ÅÒÑÀÝÉÍ ÔÅÓÔÏÍ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ (g1(~x); : : : ; gm(~x)) × T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÈÏ-ÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ~�, ÞÔÏ (f1(~�); : : : ; fm(~�)) 6= (g1(~�); : : : ; gm(~�))(ÚÄÅÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÏÅ, Ô.Å.(�1; : : : ; �m) = (�1; : : : ; �m) ÏÚÎÁÞÁÅÔ �1 = �1; : : : ; �m = �m). þÉÓÌÏÎÁÂÏÒÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ÔÅÓÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÔÅÓÔÁ [1℄.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÅÓÔÁ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÅÓÔ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÊ ×ÓÅ 2n ÎÁÂÏÒÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. 90



÷ ÄÏËÌÁÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÅÇËÏÔÅÓÔÉÒÕÅ-ÍÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ f&;_; �g ÄÌÑ ÓÉ-ÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á"1" ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÕÓÔØ Fn;m | ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ m ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f1(~x); : : : ; fm(~x),ÇÄÅ ~x = (x1; x2; : : : ; xn); Õ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Fn;m ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÆÉËÔÉ×ÎÙÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÚ ÞÉÓÌÁ x1; x2; : : : ; xn.óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [2℄, ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ f1; : : : ; fmÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ ÔÅÓÔÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÕ Fn;m ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØÓÈÅÍÏÊ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ ÔÅÓÔ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2m.üÔÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÄÅÔÁÌÉ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Fn;m ÉÚ m ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔÌÉÞ-ÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ ÔÅÓÔ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏ-ÌÅÅ q+1, ÇÄÅ q � m| ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Fn;m, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÅÄÉÎÉ�Õ(Ô. Å. ÒÁ×ÎÙÈ 1 ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ (1; : : : ; 1)).úÎÁÞÅÎÉÅ q+1 × ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÅ ÄÌÉÎÙ ÔÅÓÔÁ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÌØÚÑÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ q. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ìÀÂÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ Fn;m ÉÚ m ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊÔÅÓÔ ÄÌÉÎÙ 1.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÅÄØËÉÎ î. ð. ï ÓÈÅÍÁÈ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ËÏÒÏÔËÉÅ ÔÅÓÔÙ // ÷ÅÓÔ-ÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. |1988. | � 2.| ó. 17{21.2. âÏÒÏÄÉÎÁ à. ÷. óÉÎÔÅÚ ÌÅÇËÏÔÅÓÔÉÒÕÅÍÙÈ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅf&;_; �g �ÒÉ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒÉÑ 15. ÷ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 2008. | � 1. | ó. 40{44.
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ïâïâýåîîùê íå�ïä ï�ðåþá�ëï÷äìñ ë÷áî�ï÷ùè ÷å�÷ñýéèóñ ðòïçòáííá. ÷. ÷ÁÓÉÌØÅ× (ëÁÚÁÎØ)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× (�ngerprinting),�ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ �Ï �ÁÍÑÔÉ Ë×ÁÎÔÏ-×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× × Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÕ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ, ÔÁËÉÈ ËÁË Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÞÉÔÁÀÝÉÅ Ë×ÁÎ-ÔÏ×ÙÅ ×ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ (OBDD) [1, 2℄.ëÌÀÞÅ×ÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ÞÅÓËÉÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÉÎÏÍ gf ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌØ-�ÏÍ ×ÙÞÅÔÏ× Zm ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf(x1; : : : ; xn), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 2 f0; 1gn ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ: f(�) = 1() gf (�) = 0.�ÁËÏÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f | ÅÇÏÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �Ï �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ äîæ ÄÌÑ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ f ÓÌÅÄÕÀÝÉ-ÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ: xi ! xixi ! (1� xi)_ ! +&! �ïÄÎÁËÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÌÕÞÉÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ, É ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÏÔ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ | ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ.äÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ gf ÎÁÄ Zm, Ô.Å. gf =1x1+ : : : nxn+ 0, ÔÏ f ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ OBDDÛÉÒÉÎÙ O(logm).õËÁÚÁÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ, × ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.1. MODm. æÕÎË�ÉÑ MODm �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ËÒÁÔÎÏ ÌÉ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�×Ï ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ m. ìÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÄ Zm ×ÙÂÒÁÎÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: nXi=1 xi:92



2. MOD0m. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ MODm ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ×ÈÏÄÎÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÄ Zm:nXi=1 xi2i�1:3. EQn. æÕÎË�ÉÑ EQn �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ä×ÕÈ n-ÂÉÔÎÙÈ Ä×Ï-ÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× É ÍÏÖÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÎÁÄ Z2n:nXi=1 xi2i�1 � nXi=1 yi2i�1:4. Palindromen(x1; : : : ; xn).� �x1x2 : : : xbn=2 = xnxn�1 : : : xdn=2e+1�.äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÄ Z2n:bn=2Xi=1 xi2i�1 � nXi=dn=2e xi2n�i5. PERMn. üÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÂÕÌÅ×ÓËÁÑ n�nÍÁÔÒÉ�Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÊ, Ô.Å. ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉ�Õ ×ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏÞËÅ É ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÄ Z(n+1)2n:nXi=1 nXj=1 xij �(n+ 1)i�1 + (n+ 1)n+j�1�� 2nXi=1(n+ 1)i�1:äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÛÉÒÉÎÙ) ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ × ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ OBDD É �Ï-ÌÕÞÁÅÍÙÅ �Ï ÎÁÛÅÍÕ ÍÅÔÏÄÕ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ × Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ OBDD. OBDD QOBDDMODm 
(m) O(logm)MOD0m 
(m) O(logm)EQn 2
(n) O(n)Palindromen 2
(n) O(n)PERMn 
(2nn�1=2) O(n logn)93



÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÎÁÛÅÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ. ÷×ÏÄÉÔÓÑ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �mf �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁÄ Zm ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ g 2 �mf É ×ÓÅÈ� 2 f0; 1gn ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ: f(�) = 1 () g(�) = 0.íÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÌÉÎÅÊÎÙ. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ �mf ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ f , ÔÏ fÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ OBDD ÛÉÒÉÎÙ O(2j�mf j logm).ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ �ÏÚ×ÏÌÉÌ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ �Ï �ÁÍÑ-ÔÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÕÀ ×ÅÔ×ÑÝÕÀÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ, ×ÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÂÕÌÅ×ÓËÉÊ ×Á-ÒÉÁÎÔ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÓËÒÙÔÏÊ �ÏÄÇÕ��Å.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔÙ08-07-00449-Á É 09-01-97004-Ò-�Ï×ÏÌÖØÅ-Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÂÌÁÅ× æ. í., ÷ÁÓÉÌØÅ× á. ÷. ï ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ × Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×Å-Ô×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÈ ÍÅÔÏÄÏÍ \ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÈ �ÒÉÚÎÁËÏ×" // íÁÔÅ-ÒÉÁÌÙ XV íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ" (ëÁÚÁÎØ, òÏÓÓÉÑ, 27 ÉÀÎÑ, 2008). | ëÁÚÁÎØ: éÚÄ-×Ï\ïÔÅÞÅÓÔ×Ï", 2008. | ó. 1.2. Ablayev F., Vasiliev A. On the Computation of Boolean Funtionsby Quantum Branhing Programs via Fingerprinting // Eletroni Collo-quium on Computational Complexity, 2008. | TR08{059.îåïâèïäéíùå é äïó�á�ïþîùå õóìï÷éñòåáìéúáãéé âõìå÷ùè æõîëãéêáóéíð�ï�éþåóëé ïð�éíáìøîùíé óèåíáíéó îåîáäåöîïó�øà 2"á. ÷. ÷ÁÓÉÎ (ðÅÎÚÁ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B � B3 (B3 |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, x2,x3). ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " (" 2 (0; 1=2)) �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ. üÔÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ,ÞÔÏ × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÉ-�ÉÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ e, Á × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ | ÆÕÎË�ÉÀ �e.óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ S ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÂÕÌÅ×Õ94



ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; x2; : : : ; xn), ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÉ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍÙ ÎÁ-ÂÏÒÁ ~a = (a1; a2; : : : ; an) �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ × ÓÈÅÍÅ ÎÁÅÅ ×ÙÈÏÄÅ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(~a). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Pf(~a)(S; ~a) | ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ~a ÓÈÅÍÙ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎË-�ÉÀ f . þÉÓÌÏ P (S) = max~a Pf(~a)(S; ~a) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ÓÈÅÍÙS. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ S ÒÁ×ÎÁ 1� P (S).ðÕÓÔØ P"(f) = infS P (S), ÇÄÅ " | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÉÎ×ÅÒÓÎÏÊ ÎÅ-ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, Á ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍ S ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÆÕÎË�ÉÀf(x1; x2; :::; xn). óÈÅÍÁ A ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÀ f , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏ-ÓÔÉ, ÅÓÌÉ P (A) � P"(f) �ÒÉ "! 0, Ô. Å. lim"!0 P"(f)P (A) = 1.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1℄ É [2℄ ÎÁÊÄÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ G = G1[G2[G3,ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, x2, x3, ÇÄÅ G1 { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ,ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ x�11 x�22 _ x�11 x�33 _ x�22 x�33 , G2 |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ x�11 x�22 � x�33 ,G3 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ x�11 x��22 _x�22 x�33 , ÇÄÅ �1; �2; �3 2 f0; 1g. ïÂÏÚÎÁÞÉÍB3 |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; x3.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3℄ É [4℄ ×ÙÄÅÌÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ M =M1 [M2 [M3 [M4 [M5 [M�1 [M�2 [M�3 [M�4 , ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1,x2, x3, ÇÄÅM1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË-�ÉÊ x�11 x�22 _ x��11 x��22 x��33 , M2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ x�11 x�22 x�33 _ x�11 x��22 x��33 _ x��11 x�22 x��33 , M3 | ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ �x1(x�22 _x�33 ), M4 |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ x�11 x�22 x�33 _x��11 x��22 x��33 , M5 = fx1�x2��1; x1�x2�x3��1g (�1; �2; �3 2 f0; 1g) ÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á M�1 , M�2 , M�3 , M�4 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× M1, M2, M3, M4.ðÕÓÔØ K1(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x1; x2; : : : ; xn), ÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ (xai&h(~x))b ÉÌÉ (xai&xbj _ x�ai&x�bj&h(~x)), ÇÄÅh(~x) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, i; j 2 f1; 2; : : : ; ng, a; b;  2 f0; 1g.ðÕÓÔØ K2(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x1; x2; : : : ; xn), ÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ (xai&h(~x))b ÉÌÉ ((xi � xj)a � h(~x))b, ÇÄÅ h(~x) |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, i; j 2 f1; 2; : : : ; ng; a; b 2 f0; 1g.ðÕÓÔØ 	 (	 � B3) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÏÄÎÏÊÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ x�11 x�22 , x�11 x�22 x�33 , x�11 (x�22 x�33 _ x��22 x��33 ), x1(x�22 _ x�33 )95



(�1; �2; �3 2 f0; 1g), 	� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 	, Á ~	 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ B3n(G [M).ðÕÓÔØ � (� � B3) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÑÍ xa1xb2, xa1xb2x3, xa1(x2 � x3)b, ÇÄÅ a; b;  2 f0; 1g. �� | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÆÕÎË�ÉÊ, Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [2℄. ðÕÓÔØ " 2 (0; 1=4℄, ÆÕÎË�ÉÑ f(~x) 2 K1(n), Á S |ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ × �ÏÌÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B3nG, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f . �ÏÇÄÁP (S) � 2"� 2"2.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ " 2 (0; 1=960℄, É �ÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ B (B � B3nG)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) B \M 6= ?;2) B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÀ '(x1; x2; x3), ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÕÀ ÏÄÎÏÊ ÉÚÆÕÎË�ÉÊ x1(x�22 _ x�33 ) (�2; �3 2 f0; 1g), É B \	� 6= ?;3) B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÀ '�(x1; x2; x3), ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÕÀ ÏÄÎÏÊ ÉÚÆÕÎË�ÉÊ x1 _ x�22 x�33 (�2; �3 2 f0; 1g), É B \	 6= ?.�ÏÇÄÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f × ÂÁÚÉÓÅ B ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉ-ÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ S, ÞÔÏ P (S) � 2"+ 204"2.éÚ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (�ÏÓËÏÌØËÕ jK1(n)j22n ! 1 Ó ÒÏÓÔÏÍ n) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÔ Ó ÎÅÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊ 2" �ÒÉ "! 0.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ " 2 (0; 1=960℄, É �ÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ B (B � ~	)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:1) B � (� [�� [ f�x1; 0; 1g);2) B � (	 [ f�x1; 0; 1g);3) B � (	� [ f�x1; 0; 1g).�ÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀf(~x) 2 K2(n), ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÅÔ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � 3"(1� ")3.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÂÁÚÉÓÏ× × B3nG, ËÒÏÍÅ ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2, × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÕÎË-�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÌÉ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ 2" ("! 0), ÎÅÔ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ÷ÁÓÉÎ á. ÷. ï ÆÕÎË�ÉÑÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ // �ÒÕÄÙ VIII ÍÅÖ-ÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" | í.: íáëó ðÒÅÓÓ, 2009. | C. 43{46.2. áÌÅÈÉÎÁ í. á., ÷ÁÓÉÎ á. ÷. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÁÈ,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // õÞÅÎÙÅ96



ÚÁ�ÉÓËÉ ëÁÚÁÎÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÕËÉ. | 2009. | �. 151, ËÎ. 2. | C. 25{36.3. áÌÅÈÉÎÁ í. á., ÷ÁÓÉÎ á. ÷. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ Ó ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔØÀ 2" // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ.ëÁÚÁÎÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.4. ÷ÁÓÉÎ á. ÷. ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ × ÞÁÓÔ-ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÔÒÅÈ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ // �ÒÕÄÙ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ-�ÉÉ "ðÒÏÂÌÅÍÙ Á×ÔÏÍÁÔÉÚÁ�ÉÉ É Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅ-ÍÁÈ" (Ç. ðÅÎÚÁ, 20{23 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç.) | ðÅÎÚÁ: éÚÄ-×Ï ðçõ, 2009. |ó. 48{50. ï ðòåäó�á÷éíïó�é ñúùëï÷÷ ïäîïó�ïòïîîéè k-çïìï÷ïþîùè á÷�ïíá�áè,òáâï�áàýéè ÷ òåáìøîïå ÷òåíñò. ò. çÁÒÁÅ× (ëÁÚÁÎØ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÑÚÙËÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÎÁÏÓÎÏ×Å ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ íÁÊÈÉÌÌÁ|îÅÒÏÕÄÁ.ðÕÓÔØ L � X� | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÑÚÙË ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ X . äÌÑÓÌÏ×Á u 2 X� Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ln(u) = fr : jrj � n É ur 2 Lg:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ä×Á ÓÌÏ×Á u É v ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÚÙËÁ L (É �ÉÓÁÔØ u �nL v) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁLn(u) = Ln(u0).þÅÒÅÚ 'L(n) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× n-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÑÚÙËÁ L. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ n-ÒÁÎÇÏÍ ÑÚÙËÁL, 'L(n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÑÚÙËÁ.ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ 'L(n) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÑÚÙËÏ× ÉÚÕÞÁÌÉÓØ ÒÁÚ-ÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1, 5℄). ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ Ï�ÅÎËÉ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ 'L(n). ðÏ-ÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:1. ISA = fw : w = u℄r; u; r 2 f0; 1g�, uN(r) = 1g | ÜÔÏÔ ÑÚÙË ÉÚ-×ÅÓÔÅÎ ÔÁËÖÅ ËÁË "ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ" (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄):'ISA(n)(n) = �(22n):2. Lpf = fu : u = x1℄x2℄ : : : ℄xp2y; yi = f(x1i ; x2i ; : : : ; xpi )g:'Lpf (n) = �(2pn):3. Inlude = fw : w = u℄v, v Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÌÏ×ÏÍ ug:'Inlude(n) = �(22n):97



þÅÒÅÚ L(k �DFA) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ÏÄ-ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ k-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÁÈ, ÒÁÂÏÔÁ-ÀÝÉÈ × ÒÅÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. éÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÅÒÁÒÈÉÑ [6℄:L(k �DFA) ( L((k + 1)�DFA):÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÁÛÅÊ ÔÅÈÎÉËÉ ÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ É�ÒÏÚÒÁÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: k-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ËÁË Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ-×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ (âäá).éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÑÚÙË L � X� �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍâäá A = hX;S; Æ; s0; F i Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ s0 É ÆÉÎÁÌØÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ F .äÌÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ âäá A Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï:Fn(s) = fr : jrj � n É Æ(s; r) 2 Fg:ä×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s É s0 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁA ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (É �ÉÓÁÔØ s �nA s0) ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Fn(s) = Fn(s0).þÅÒÅÚ �A(n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× n-ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÒÏ�ÕÓËÎÏÊ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ Á×ÔÏ-ÍÁÔÁ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÑÚÙË L �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × âäá A, ÔÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ 'L(n) � �A(n):÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: L(k � DFA) | ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏ×,ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ k-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÍÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍÉ × ÒÅÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ; L(k �NFA) |ËÌÁÓÓ ÑÚÙËÏ×, ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ k-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÍÉ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ ÎÅ-ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍÉ × ÒÅÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.òÁÂÏÔÕ k-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÏÇÏ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÍÏ-ÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ × ×ÉÄÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ âäá. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂ-ÎÏÓÔØ �A(n) Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:1. ðÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ k-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÈ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ × ÒÅÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ:�k�DFA(n) = �(2(k�1)n):2. ðÒÏ�ÕÓËÎÁÑ Ó�ÏÓÏÂÎÏÓÔØ k-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÈ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÎÅÄÅ-ÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ × ÒÅÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ:�k�NFA(n) = �(22(k�1)n):98



éÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÅÒÁÒÈÉÑ ÑÚÙËÏ× �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÇÏÌÏ×ÏË:$(k �DFA) ( $((k + 1)�DFA):üÔÕ ÉÅÒÁÒÈÉÀ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÁÛÕ ÔÅÈÎÉËÕ. îÁ�ÒÉÍÅÒÅ ÑÚÙËÁ Lk_:1. îÁÍÉ �ÏÓÔÒÏÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ (k+1)-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ. éÚÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ Lk_ 2 L((k + 1)�DFA).2. Lk_ =2 L(k �DFA). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ'Lk_(n) = �(2kn) � �(2(k�1)n) = �A(n):îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ ÓÉÌØÎÅÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÏ-ÄÅÌÅÊ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:L(2�NFA) n L((k)�DFA) 6= ? ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = onst.ñÚÙË Inlude 2 L(2�NFA)nL((k)�DFA). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ,ÞÔÏ:1. íÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÁÓ-�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ Ä×ÕÈÇÏÌÏ×ÏÞÎÙÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍ × ÒÅÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = onst ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ 'Inlude(n) =�(22n) � 2kn. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÂÌÁÅ× æ. í. ÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ É ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÛÉÎ �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÑÚÙËÏ× × ÒÅÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ //äÉÓÓ. ... ËÁÎÄ. ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1982.2. ìÏÖËÉÎ C. á., ÷ÌÁÓÏ× é. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ × ËÌÁÓÓÅ �-ÆÕÎË�ÉÊ // õÞÅÎÙÅ ÚÁ�ÉÓËÉ ëÁÚÁÎÓËÏÇÏ ÇÏÓÕ-ÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. |2009. | �. 2. | C. 98{106.3. æÒÅÊ×ÁÌÄ ò. ÷. ÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎ-ÎÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // éÚ×ÅÓÔÉÑ ÷õúÏ×. óÅÒ. íÁÔÅÍÁÔÉ-ËÁ. | 1981. | � 5 (228).4. Ablayev F. M. Lower bounds for one-way probabilisti ommuni-ation omplexity and their appliation to spae omplexity // Theor.Comput. Si. | 1996. | V. 2 157. | P. 139{159.5. Chrobak M. Hierarhies of one-way multihead automata lan-guages // Pro. ICALP'85. | Leture Note in Computer Siene. |V. 194.6. Yao A. C., Rivest R. L. k+1 heads are better than k // Journal ofACM. | 1978. | V. 25. | P. 337{340.
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ï óìïöîïó�é âõìå÷ùè ìéîåêîùèïðåòá�ïòï÷ ó òåäëéíé íá�òéãáíéó. â. çÁÛËÏ×, é. ó. óÅÒÇÅÅ× (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ A | ÂÕÌÅ×Á ÍÁÔÒÉ�Á. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L�(A) ÓÌÏÖÎÏÓÔØÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Å ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ f�g. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÞÅ-ÒÅÚ L_(A) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ÄÁÎÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÚßÀÎË�ÉÊ.÷ ÒÁÂÏÔÅ â. ó. íÉÔÑÇÉÎÁ É â. î. óÁÄÏ×ÓËÏÇÏ [1℄ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÙÌ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ�(n) = maxMn L_(Mn)L�(Mn) ;ÇÄÅMn | ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n�n, Á ÔÁËÖÅ Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ��(n), Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �(n) ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏÍÁÔÒÉ�Ù ÂÅÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, Ô. Å. ÍÁÔÒÉ�Ù, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ �ÏÄ-ÍÁÔÒÉ� ÉÚ ×ÓÅÈ ÅÄÉÎÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 2� 2.ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ü. é. îÅÞÉ�ÏÒÕËÏÍ × [2℄, ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÂÅÚ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× L_(A) = �(A) � n, ÇÄÅ �(A) | ×ÅÓ ÍÁÔÒÉ�Ù, Á n |ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË × ÎÅÊ (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÔÒÏË). ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �(A) � n ÉÇÒÁÅÔÒÏÌØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÉ×ÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A, ËÏÇÄÁ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ. ÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÕ �v(n) = maxMn �(Mn)� nL�(Mn) ;ÇÄÅ Mn | ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n� n ÂÅÚ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ÓÔÒÏË.�ÅÏÒÅÍÁ.(1) �� pnlogn log log n� � ��(n) = O(pn); �ÒÉÞÅÍ ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ÕËÁ-ÚÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ;(2) �� nlogO(1) n� � �(n) = O � nlogn� ; �ÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ÕËÁ-ÚÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �Ï �Ï-ÒÑÄËÕ ÒÁ×ÎÏ nplogn log logn ;(3) �v(n) � (2�p2)n:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÓÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔ-100



ÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �n, É ÚÁÔÅÍ �Ï-ÄÏÂÒÁÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �.÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (1) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ �(n3=2) ×Å-ÓÁ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÒÑÄËÁ n ÂÅÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (2)×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Õ [3℄ Ï�ÅÎËÉ L_(Mn) =O(n2= logn). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ × ÏÂÏÉÈ�ÕÎËÔÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ.ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ×Ï�ÒÏÓÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ×ÅÌÉÞÉÎ �(n) É ��(n).÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ��(n) =
 �n1=2�o(1)�, ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ×ÅÒÎÙÍ. ÷ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈÒÁÂÏÔÁÈ ÕÄÁ×ÁÌÏÓØ Ï�ÅÎÉÔØ ��(n) ÓÎÉÚÕ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ðÒÉÜÔÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÂÌÉÚËÉÅ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ��3(n), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ��(n) ÔÅÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ-ÓÑ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙ 3 (É ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÔÁËÉÍÉ ÓÈÅ-ÍÁÍÉ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ 2 � ��3(n) � 12=7 � o(1) (×ÅÒÈÎÑÑÏ�ÅÎËÁ | �ÅÒ×ÙÍ Á×ÔÏÒÏÍ × 1973 Ç. × ËÕÒÓÏ×ÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎ-ËÁ | ë. á. úÙËÏ×ÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄).÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË (1) É(2) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÉÒËÕÌÑÎÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù (ÓÔÒÏËÉ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉÓÄ×ÉÇÁÍÉ). ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Zn �ÏÒÑÄËÁ n ÌÉ-ÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ × ËÏÌØ�ÅGF (2)[x℄=(xn + 1), �ÏÜÔÏÍÕ L�(Zn) = O(n logn log logn), ÅÓÌÉ ×ÏÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ û�ÅÎÈÁÇÅ [5℄.þÔÏÂÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (1), ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ �ÉÒ-ËÕÌÑÎÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÂÅÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ×ÅÓÁ �(n3=2). äÌÑ ÜÔÏÊ �Å-ÌÉ �ÏÄÏÊÄÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á úÉÎÇÅÒÁ | �ÒÉÍÅÒ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [1℄.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (1) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å îÅÞÉ�ÏÒÕ-ËÁ [2℄, ËÏÔÏÒÁÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÑ æÕÒØÅ �ÏÒÑÄËÁ p × ËÏÌØ�ÅGF (2)[x℄=(xp+1), ÇÄÅ p| �ÒÏÓÔÏÅÞÉÓÌÏ.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (2) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÇÏ í. é. çÒÉÎÞÕ-ËÏÍ [6℄ ÆÁËÔÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù Zn �ÏÒÑÄËÁ n,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ L_(Zn) � ��n2= logO(1) n�. íÅÔÏÄ [6℄ ÏÄÎÁËÏ ÎÅ �ÏÚ×Ï-ÌÑÅÔ ÕËÁÚÁÔØ Ñ×ÎÏ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÊ, ÎÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÊ ÎÉÖ-ÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ Rn ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [7℄, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅ-101



ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ n = pt, ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÏÌÑ GF (pt).îÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÒÏËÉ x É ÓÔÏÌÂ�Á y ÍÁÔÒÉ�Ù Rn ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉ�Á ×ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ (x� y)(pt�1)=(p�1) = 1. üÔÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ × ËÏÌØ�ÅGF (2)[x1; : : : ; xt℄=(xp1+1; : : : ; xpt+1). íÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×Á× ÍÅÔÏÄ û�ÅÎÈÁÇÅ,ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀO(2tn logn log logn).ðÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× p É t ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù Rn Ï�ÅÎ-ËÁ L_(Rn)L�(Rn) � �� nplogn log logn� ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÈ Ä×ÕÈ ÆÁËÔÏ×. íÁÔÒÉ�Á Rn ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁt � (t! + 1) É ÒÁÚÍÅÒÁ (t! + 1) � t ÉÚ ×ÓÅÈ ÅÄÉÎÉ� [7℄. åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ-�Á A �ÏÒÑÄËÁ n ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ s � t ÉÚ ×ÓÅÈ ÅÄÉ-ÎÉ� (ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÒÅÄËÉÍÉ), ÔÏ L_(A) � ���(A)�nst �(íÅÌØÈÏÒÎ [8℄).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔÙ08{01{00863 É 08{01{00632), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞ-ÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ�.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. íÉÔÑÇÉÎ â. ó., óÁÄÏ×ÓËÉÊ â. î. ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÁÈ // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò. | 1965. | �. 165 (4). | C. 773{776.2. îÅÞÉ�ÏÒÕË ü. é. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 21. | í.: îÁÕËÁ, 1969. | C. 237{240.3. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ É ËÏÎÔÁËÔÎÏ-×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅ-ÍÁÈ // äÏËÌÁÄÙ áî óóóò. | 1956. | �. 111 (6). C. 1171{1174.4. úÙËÏ× ë. á. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÇÌÕÂÉÎÙ ÔÒÉ // ÷ÅÓÔÎÉË íçõ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ.íÅÈÁÎÉËÁ. | 1998. | �2. | C. 68{70.5. Sh�onhage A. Shnelle multiplikation von polynomen �uber k�orpernder harakteristik 2 // Ata Inf. | 1977. | V. 7. | P. 395{398.6. çÒÉÎÞÕË í. é. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ×ÅÎÔÉÌØÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ // éÚ×. ÷ÕÚÏ×. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |1988. | �. 7. | C. 39{44.7. K�ollar J., R�onyai L., Szab�o T. Norm-graphs and bipartite Tur�annumbers // Combinatoria. | 1996. | V. 16, � 3. | P. 399{406.8. íÅÌØÈÏÒÎ ë. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÂÕÌÅ×ÙÈÓÕÍÍ // ëÉÂÅÒÎ. ÓÂÏÒÎÉË. ÷Ù�. 18. | í.: íÉÒ, 1981. | ó. 39{45.102



þáó�îùê óìõþáê úáäáþé ï òáúâéåîééíîïöåó�÷á, äïðõóëáàýéêë÷áäòá�éþîõà ÷òåíåîîõà óìïöîïó�øîá äå�åòíéîéòï÷áîîïê íáûéîå �øàòéîçáí. á. çÅÒÁÓÉÍÏ× (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ èÁÆÆÍÁÎÁ Ë ÒÅÛÅÎÉÀNP-�ÏÌÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ÎÁ Ä×Á ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÈ, ÒÁ×ÎÙÈ �Ï ×ÅÓÕ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÍÅÔÏÄ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁ-ÞÉ Ë ÚÁÄÁÞÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ ËÏÄÏÍ. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ÍÅÔÏÄÄÁÅÔ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉ [1℄. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ-ÓÑ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÄÁÅÔ ÔÏÞÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ ÚÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ �ØÀÒÉÎÇÁ.äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ. äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÁÑ, ÏÄÎÏÇÏÌÏ×ÏÞÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ�ØÀÒÉÎÇÁ ÓÏ ×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊ. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÈÏÄ-ÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ, ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊÌÅÎÔÅ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ. ðÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÍÁ-ÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÁÌÆÁ×ÉÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÉÍ-×ÏÌÏ× f#; b; 0; 1g. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÂÉÔÏ×ÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÄÉÒÕÀÝÁÑ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÅ ÄÅÒÅ×Ï ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØÉÓÈÏÄÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ×ÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) ÚÁ�ÉÓÁÎÙ × ×ÉÄÅ ÂÉÔÏ×ÏÊ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ×ÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÍÁÒËÅÒÁÍÉ '#'. ÷ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÕÓÔÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ 'b'. óÞÉÔÙ×ÁÎÉÅ×ÔÏÒÏÇÏ ÍÁÒËÅÒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎÅ� �Å�ÏÞËÉ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. ÷ÈÏÄÎÁÑÌÅÎÔÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÞÉÔÙ×ÁÔØ ×ÈÏÄÎÙÅ ÄÁÎÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÒÁÚ. ÷ÙÈÏÄÎÁÑ ÌÅÎÔÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÒÁÂÏÞÅÇÏ ÁÌÆÁ×É-ÔÁ. ëÁÖÄÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ×ÙÈÏÄÎÏÊ �Å�ÏÞËÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎÒÁÚ É ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ.ó×ÅÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓËÁ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ ËÏÄÁ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ èÁÆÆÍÁÎÁ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ×ÈÏÄÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉX = fx1; ; xMg É ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÓÁfw1; ; wMg ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W (X) ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X : W (X) = MXi=1 wi:103



ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï è ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ K ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×,K � 2, X1; X2; :::; XK : Xi\Xj = �, X1[X2:::[XK = X . óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄×ÅÓÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕF (X1; X2; :::; XK) = maxfW (X1);W (X2); :::;W (XK)g�ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ K �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×X�1 ; X�2 ; :::; X�K , ÞÔÏF (X�1 ; X�2 ; :::; X�K) = minfF (X1; X2; :::; XK)gîÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ fX�1 ; X�2 ; :::X�Kg ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É ÔÏÞÎÏÇÏÚÎÁÞÅÎÉÑ F (X�1 ; X�2 ; :::; X�K) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× XÑ×ÌÑÅÔÓÑ NP-�ÏÌÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ [2℄. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ �ØÀÒÉÎÇÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÉÓËÒÅÛÅÎÉÑ F (X1; X2; :::; XK), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë F (X�1 ; X�2 ; :::; X�K)ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ.ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ-×ÁÎÉÑ: ×ÍÅÓÔÏ ×ÅÓÏ× fw1; ; wMg �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÓÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× fv1; ; vMg, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ �ÏÆÏÒÍÕÌÅ: vi = wiPMi=1 wi :÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ: MXi=1 vi = 1É Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× X = fx1; ; xMg ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØÁÌÇÏÒÉÔÍ èÁÆÆÍÁÎÁ Ó ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ ÉÚ K ÂÕË×, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ vi ËÁËÞÁÓÔÏÔÕ i-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ÷ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ËÏÄÏ×ÏÍ ÄÅÒÅ×Å × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á X1 ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ×ÓÅ ÌÉÓÔØÑ �ÅÒ×ÏÇÏ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á, ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X2 | ÌÉÓÔØÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á, ..., ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á XK | ÌÉÓÔØÑ K-ÇÏ ÇÌÁ×ÎÏÇÏ �ÏÄÄÅÒÅ×Á.þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ×ÈÏÄÎÏÊ �ÏÔÏË ÄÁÎÎÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ X =fx1; ; xMg ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ×ÅÓÁÍÉ fw1; ; wMg. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÙÅ ×ÅÓÁ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× vi = K�mi , ÇÄÅ K � 2;mi � 1; K;mi |�ÅÌÙÅ. �ÏÇÄÁ ÄÅÒÅ×Ï ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍèÁÆÆÍÁÎÁ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ K ÂÕË× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ104



ÜÔÉÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ûÅÎÎÏÎÁ|æÁÎÏ × ÜÔÏÍ ÖÅ ÁÌÆÁ-×ÉÔÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÅÒÅ×Ï ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ûÅÎÎÏÎÁ|æÁÎÏ ÄÁ-ÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X = fx1; ; xMg ÎÁ KÄÉÚßÀÎËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÅÓÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× fv1; ; vMg ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÙ K�mi , ÇÄÅ K � 2;mi � 1; K;mi | �Å-ÌÙÅ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÁ K ÄÉÚßÀÎËÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÔÏÞÎÏ ÒÅÛÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ÄÌÉ-ÎÙ ×ÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ�ØÀÒÉÎÇÁ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÜÒÉ í., äÖÏÎÓÏÎ ä. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁ-ÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. | í.: íÉÒ, 1982.2. Fishetti M., Martello S. Wost{ase analysis of the di�ereningmethod for the partition problem // Math. Programming. | 1987. |V. 37, � 1. | P. 117{120.3. íÉÎÓËÉÊ í. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É Á×ÔÏÍÁÔÙ. | í., 1971.4. Hu�man. D. A method for onstrution of minimum redundanyodes // Proeeding of IRE. | 1952. | V. 40 (9). | P. 1098{1101.5. Horowits E., Sahni S. Fundamentals of Computer Algorithms. |Computer Siene Press, 1978.6. Shannon C. E. A mathematial theory of ommuniation // BellSystem Tehnial Journal. | 1848. | V. 27. | P. 373{423.ï óìïöîïó�é òåáìéúáãéé ðóå÷äïìéîåêîùèæõîëãéê óðåãéáìøîïçï ÷éäáä. á. äÁÇÁÅ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÂÁÚÉÓÁÍÉ.ï. â. ìÕ�ÁÎÏ× ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÕÞÉÌ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ [1℄. á. â. õÇÏÌØÎÉËÏ× �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÉÚ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÓÏÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, ÉÍÅÀÝÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÒÏ-ÓÔÁ ÏÔ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ [2℄. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊk-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ × ÒÁÂÏÔÁÈ [3, 4℄ ÎÁÊÄÅÎÙ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÙÅ105



ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ûÅÎÎÏÎÁ. ðÒÉÍÅÒ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ 4-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ × ËÌÁÓÓÅÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÅ�ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏËÒÏÓÔÁ "Ä×ÏÊÎÏÊ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ" ÏÔ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, �ÒÉ×ÅÄÅÎ × [5℄.÷ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1{7℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ,�ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 ÉÌÉ 1; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ P3;2. ðÕÓÔØ f(x1; :::; xn) 2 P3;2. ðÒÏÅË�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÉf ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ prf(x1; :::; xn), ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ e� 2 f0; 1gn Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍprf(e�) = f(e�). ðÒÏÅË�ÉÅÊ prF ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F � P3;2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Sfprfg, ÇÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ f 2 F . ðÏÌÏÖÉÍL = ff 2 P3;2jprf 2 Lg, ÇÄÅ L | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ. æÕÎË�ÉÑ f 2 P3;2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÓÅ×ÄÏÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÅÓÌÉ f 2 L.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÓÅ×ÄÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�É-ÓÁÎÏ × [6℄. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÕÓÉÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ [7℄.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ P3;2. þÅÒÅÚ ji(x), i 2 f0; 1; 2g,ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ 1 �ÒÉ x = i É 0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ; ÞÅ-ÒÅÚ �(x; y) | ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ 1 ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ (1; 0); (0; 1); (1; 2); (2; 1) É0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ (ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ x+y);ÞÅÒÅÚ x � y | ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁ×ÎÕÀ 1 ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ (1; 1) É 0 × ÏÓÔÁÌØÎÙÈÓÌÕÞÁÑÈ. ðÏÌÏÖÉÍ �(x; y) = j1(x) � j2(y).ëÁÖÄÁÑ �ÓÅ×ÄÏÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; :::; xn) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅf(x1; :::; xn) = �f (x1; :::; xn) +XI;J aI;J{I;J(x1; :::; xn); (1)ÇÄÅ �f (x1; :::; xn) = a + a1j1(x1) + ::: + anj1(xn), ÆÕÎË�ÉÑ {I;J Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, �ÅÒ×ÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ �Ï i 2 I ÆÕÎË�ÉÊ j1(xi), Á ×ÔÏÒÏÊ | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ�Ï j 2 J ÆÕÎË�ÉÊ j2(xj), a; ai; aI;J 2 f0; 1g, É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ × (1)�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ I; J , ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ I [J � f1; :::; ng,I \ J = ?, J 6= ? (ÓÍ. [6℄). åÓÌÉ aI;J = 1, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ {I;J ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÆÕÎË�ÉÉf ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Kf . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Jf ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ j1(xi), 1 6 i 6 n, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ai = 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï Hf ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ a = 1, ÔÏ Hf = f1g, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍÓÌÕÞÁÅ Hf = ?. ðÏÌÏÖÉÍ Yf = Kf [ Jf [Hf .ðÏÌÏÖÉÍ L2 = [f1; �; �g℄. ðÕÓÔØ f(x1; :::; xn) 2 L2, n > 1. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f × ×ÉÄÅ (1). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï106



I = I(f) ÎÁÂÏÒÏ× Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. îÁÂÏÒ ei = (i1; :::; il), ÇÄÅ 1 6 l 6 n, l = l(ei), �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 1 6 i1 < ::: < il 6 n É ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: j2(xi1 ):::j2(xil) 2 Kf ÉÌÉj1(xt)j2(xi1 ):::j2(xil) 2 Kf ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ t 2 f1; :::; ngnfi1; :::; ilg.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Rf ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ i, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ1 6 i 6 n É × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å I(f) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ,ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ, ÒÁ×ÎÕÀ i. ðÏÌÏÖÉÍ rf = jRf j.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ rf ×ÅÌÉÞÉÎÕ A(f), ËÏÔÏÒÁÑÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; :::; xn) 2 L2, n > 1. åÓ-ÌÉ rf = 0, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ A(f) = 0. ðÕÓÔØ rf 6= 0. ðÕÓÔØ f1; :::; fs |ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ L2(n), ÞÔÏ s > 1 É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: 1) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; :::; s ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï jYfi j > 1; 2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; :::; s ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xl,l = l(i), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ j2(xl) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Yfi ; 3) jYfi j \ jYfj j = ? ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 1 6 i < j 6 s; 4)f = �f + f1 + :::+ fs.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ efi ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ fi × ×ÉÄÅ (1) ×ÙÎÅÓÅÎÉÅÍ ÚÁ ÓËÏÂËÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ j2(xl),l = l(i). �ÏÇÄÁ fi = efi � j2(xl) É l =2 Refi , i = 1; :::; s. �ÁË ËÁË l =2 Refi , ÔÏrefi < rf ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; :::; s.ðÏÌÏÖÉÍ D = ff1; :::; fsg. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Zf ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÍÎÏÖÅÓÔ×D, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 1{4. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Zf 6= ?.ðÕÓÔØ Zf = fD1; :::; Dtg, t > 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; :::; t ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Di = ff1i; :::; fsig, s = s(i). ðÏÌÏÖÉÍAi(f) = (1 +A( ef1i)) + :::+ (1 +A( efsi)) = s+A( ef1i) + :::+A( efsi);ÇÄÅ s = s(i). ðÏÌÏÖÉÍ A(f) = minAi(f), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï×ÓÅÍ i = 1; :::; t. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ f(x1; :::; xn) | ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ L2, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. �ÏÇÄÁLC(f) = jYf j+A(f):á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ á. â. õÇÏÌØÎÉËÏ×ÕÚÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ107



(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉ-ËÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 3. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ,1960. | C. 61{80.2. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÆÏÒÍÕÌ × ÎÅ�ÏÌÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ // íÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 1. | í.: îÁÕËÁ, 1988. |C. 242{245.3. úÁÈÁÒÏ×Á å. à. òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ // íÁ-ÔÅÍ. ÚÁÍÅÔËÉ. | 1972. | �. 11, � 1. | C. 99{108.4. çÁÛËÏ× ó. â. ï �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÒÁÓÔÕÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. õÎ-ÔÁ.íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎ. | 1990. | � 2. | C. 88{92.5. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÏÄÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ 4-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. õÎ-ÔÁ. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎ. | 2004. | � 3. | ó. 52{55.6. Lau D. Funtion Algebras on Finite Sets. | Berlin: Springer-Verlag, 2006.7. äÁÇÁÅ× ä. á. ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ �ÓÅ×ÄÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //íÁÔ-ÌÙ XVIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (ðÅÎÚÁ, 28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ { 3 ÏËÔÑÂÒÑ2009 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ.-ÍÁÔ. Æ-ÔÁ íçõ, 2009. | ó. 31{33.
ä÷á óïïâýáàýéèóñ ðåòåëòåó�ëáëáë äéóëòå�îáñ õðòá÷ìñàýáñ óéó�åíáá. ÷. úÏÒÉÎ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ Ó ÏÂÝÅÊ�ÏÚÉ�ÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ (ËÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÏÊ) ÓÉÓÔÅÍÙ [3℄. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁ-ÔØÅ ÜÔÏÔ �ÏÄÈÏÄ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÏÄÅÌÉ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ �Ï�ÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÏÏÂ-ÝÁÀÝÉÈÓÑ �ÅÒÅËÒÅÓÔËÁÈ. ï�ÉÛÅÍ ÉÚÕÞÁÅÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁ-ÔÅÌØÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ. ÷ÈÏÄÎÙÅ �ÏÔÏËÉ �1, �2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ108



ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍÉ É ÎÅÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉ ÂÅÚ �ÏÓÌÅÄÅÊÓÔ×ÉÑ. �ÒÅ-ÂÏ×ÁÎÉÑ �ÏÔÏËÁ �j , j = 1, 2, �ÏÍÅÝÁÀÔÓÑ × ÎÁËÏ�ÉÔÅÌØ Oj ÎÅÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ; ÜÔÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒ×ÉÞÎÙÍÉ. ïÂÓÌÕ-ÖÅÎÎÙÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÔÏËÁ �ÏÓÔÕ�ÁÀÔ × �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÕÀÏÞÅÒÅÄØ O3, Á ÉÚ ÎÅÅ (�ÏÓÌÅ "�ÒÏÅÚÄÁ ÏÔ �ÅÒÅËÒÅÓÔËÁ ÄÏ �ÅÒÅËÒÅÓÔ-ËÁ") | × ÏÞÅÒÅÄØO2 ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ; ÜÔÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÔÏÒÉÞÎÙÍÉ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÈÏÄÎÏÊ �ÏÔÏË �3. ïÂÓÌÕÖÉ×Á-ÀÝÉÊ �ÒÉÂÏÒ ÉÍÅÅÔ n ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ �(1), �(2), . . . , �(n). ÷ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �(r),r = 1, 2, . . . , n, �ÒÉÂÏÒ �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ Tr É ÆÕÎË�ÉÏÎÉ-ÒÕÅÔ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÒÅÖÉÍÏ×: 1) ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ,2) ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÏÞÅÒÅÄÉ O1, 3) ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ-ÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÏÞÅÒÅÄÉ O2, 4) ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÉÚ ÏÞÅÒÅÄÅÊO1 ÉO2. óÍÅÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ �ÒÉÂÏÒÁ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï �ÉËÌÉ-ÞÅÓËÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ: �ÏÓÌÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �(r) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÇÎÏ×ÅÎ-ÎÙÊ �ÅÒÅÈÏÄ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �(r�1), ÇÄÅ r � 1 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ r + 1�ÒÉ r < n É ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 �ÒÉ r = n. ðÒÏ�ÅÓÓ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÕÄÏÂÎÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÎÅ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, ËÁË �ÒÉÎÑÔÏ × ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ, Á �Ï-ÔÏËÁÍÉ ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ �ÎÁÓ1 , �ÎÁÓ2 | ×ÙÈÏÄÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÂ-ÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÚÁÇÒÕÖÅÎÎÏÓÔÉ ÅÅ ÎÁËÏ�É-ÔÅÌÅÊ É ÜËÓ�ÌÕÁÔÁ�ÉÉ. åÓÌÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ �(r), �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ ÏÞÅÒÅÄÉ Oj ,ÔÏ �ÏÔÏË ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ �ÎÁÓj ÓÏÄÅÒÖÉÔ `r;j ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ. ïÔÌÉÞÉÔÅÌØÎÏÊÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÌÏÖÎÙÊ �ÏÔÏË�ÅÒ×ÉÞÎÙÈ É ×ÔÏÒÉÞÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ, �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÉÊ × ÏÞÅÒÅÄØ O2; ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÚÁÄÅÒÖËÉ �ÒÉ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊÏÞÅÒÅÄØ ÎÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ × ÄÒÕÇÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ | ×ÔÅÏÒÉÉ ÓÅÔÅÊ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÅÒÅÍÅ-ÝÅÎÉÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÕÚÌÁÍÉ ÓÅÔÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ.ðÏÌÏÖÉÍ �0 = 0 É �ÕÓÔØ �i | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÓÍÅÎÙÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á: �1 = T1, �2 = �1 + T2, . . . ,�n = �n�1 + Tn, �n+1 = �n + T1, . . . . âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎË-�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÛËÁ-ÌÅ f�i; i = 0; 1; : : :g. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÈÅÍÕ, ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÉÆÕÎË�ÉÀ ÜÔÏÊ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. îÁ ÓÈÅÍÅ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÂÌÏËÉ: 1) ×ÎÅÛÎÑÑ ÓÒÅÄÁ, ÆÏÒÍÉÒÕÀÝÁÑ ×ÈÏÄÎÙÅ �ÏÔÏËÉ;2) ×ÈÏÄÎÙÅ �ÏÔÏËÉ �1, �2, �3 ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ | �ÅÒ×ÙÊ ÔÉ� ×ÈÏÄÎÙÈ�ÏÌÀÓÏ×; 3) �ÏÔÏËÉ ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ �ÎÁÓ1 , �ÎÁÓ2 ×ÔÏÒÏÊ ÔÉ� ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÌÀ-ÓÏ×; 4) ÎÁËÏ�ÉÔÅÌÉ O1, O2, O3 | ×ÎÅÛÎÑÑ �ÁÍÑÔØ; 5) ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á �ÏÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ÄÉÓ�É�ÌÉÎÙ ÏÞÅÒÅÄÉ × ÎÁËÏ�ÉÔÅÌÑÈ| ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á �ÅÒÅ-ÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×Ï ×ÎÅÛÎÅÊ �ÁÍÑÔÉ; 6) ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÅ ÕÓÔÒÏÊ-109



ÓÔ×Ï | ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ �ÁÍÑÔØ; 7) ÇÒÁÆ ÓÍÅÎÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀ-ÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á | ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï �ÅÒÅÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅÊ �ÁÍÑÔÉ; 8) ×ÙÈÏÄÎÙÅ �ÏÔÏËÉ �×ÙÈ1 , �×ÙÈ2 | ×ÙÈÏÄÎÙÅ �ÏÌÀÓÁ.îÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÒÅÄÙ, ÏÞÅÒÅÄÅÊ × ÎÁËÏ�ÉÔÅÌÑÈ, ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÇÏÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á. �ÏÔÏËÏ× ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ É �ÏÔÏËÏ× ÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ�ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. îÏÍÅÒÁÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÓÒÅÄÙ, ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÔÏËÏ×, ÎÁËÏ�ÉÔÅÌÅÊ, ÍÅÈÁ-ÎÉÚÍÏ× �Ï ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÏÞÅÒÅÄÉ É ÎÏÍÅÒ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÂÓÌÕÖÉ×Á-ÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÌÏËÏ× ÎÁ ÓÈÅÍÅ. æÕÎË�ÉÑÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ| ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ �ÏÔÏËÏ× �Ï �ÉËÌÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.÷ÓÅ ÏÂßÅËÔÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (
;F ;P), ÇÄÅ 
 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÉÓÁÎÉÊ ! ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈÉÓÈÏÄÏ×, F | �-ÁÌÇÅÂÒÁ ÓÏÂÙÔÉÊ A � 
, P | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ F .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ �I, �II, �III, �IV ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ �(r), �ÒÉËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÊ, ×ÔÏÒÏÊ, ÔÒÅÔÉÊ É ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÒÅÖÉ-ÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÒÉÂÏÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÉËÁËÁÑ �ÁÒÁ �(r),�(r�1) ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÚ ÞÅ-ÔÙÒÅÈ. ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, � = �I[�II[�III[�IV |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÊ �ÒÉÂÏÒÁ. ðÏÌÏÖÉÍ X = f0; 1; : : :g�f0; 1; : : :g�f0; 1; : : :g. ÷×ÅÄÅÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ u : � ! � ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ u(�(r)) = �(r�1). ðÕÓÔØ �i |ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á × ÍÏÍÅÎÔ �i, �s;i | ÞÉÓÌÏÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ × ÏÞÅÒÅÄÉ Os × ÍÏÍÅÎÔ �i, s = 1, 2, 3, �s;i | ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÂÏ-×ÁÎÉÊ �ÏÔÏËÁ �s, �ÏÓÔÕ�É×ÛÉÈ ÚÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË (�i; �i+1℄, �j;i | ÞÉÓÌÏÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ �ÏÔÏËÁ ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ �ÎÁÓj ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�i; �i+1℄. �ÏÇÄÁÉÍÅÀÔ ÍÅÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: �i+1 = u(�i),�1;i+1 = maxf0; �1;i+�1;i��1;ig, �2;i+1 = maxf0; �2;i+�2;i+�3;i��2;ig,�3;i+1 = maxf0; �3;i + minf�1;i; �1;i + �1;ig � �3;ig. îÅÌÏËÁÌØÎÏÅ Ï�É-ÓÁÎÉÅ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÔÏËÏ× É �ÏÔÏËÏ× ÎÁÓÙÝÅÎÉÑ (ÓÍ. [1℄) �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ× ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÁÒËÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏ-ÞÅÞÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× f(�i; �j;i; �i); i = 0; 1; : : :g, f(�i; �j;i; �i); i = 0; 1; : : :g,j = 1, 2, f(�i; �3;i; �0i); i = 0; 1; : : :g Ó ÍÅÔËÁÍÉ �0i = �i É �0i = (�i; �3;i)ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (�i; �i+1℄. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÌÏ×ÎÏÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �3;i ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �0i É ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×Å-ÌÉÞÉÎÁ �3;i Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚÓ×ÏÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 0, 1, . . . , �3;i.�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÌÕÞÁÊÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØf(�i; �1;i; �2;i; �3;i); i = 0; 1; : : :g (1)�ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ (�0; �1;0; �2;0; �3;0)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �Å�ØÀ. 110



ðÕÓÔØ w = (w1; w2; w3) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ X . ÷×ÅÄÅÍÍÎÏÖÅÓÔ×Á E01 = f(�(r); w) : �(r) 2 �II [ �IV; w1 > 0; w3 < `r;1g, E1 == f(; w) :  2 �I [ �III; w 2 Xg, E2 = f(; w) :  2 �II [ �IV; w1 = 0g,E3 = f(�(r); w) : �(r) 2 �II [ �IV; w1 > 0; w3 � `r;1g.�ÅÏÒÅÍÁ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �Å�É (1) ÅÓÔØÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á E01 ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÊ É ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á E1 [ E2 [ E3 ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ n.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. æÅÄÏÔËÉÎ í. á. ðÒÏ�ÅÓÓÙ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ É Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 6. | í.:îÁÕËÁ, 1996. | ó. 51{70.2. úÏÒÉÎ á. ÷., æÅÄÏÔËÉÎ í. á. ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×Á-ÖÄÙ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÎÅÏÒÄÉÎÁÒÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁÍÉ × ÓÉÓÔÅÍÁÈ Ó ÒÁÚ-ÄÅÌÅÎÉÅÍ ×ÒÅÍÅÎÉ // á×ÔÏÍÁÔÉËÁ É ÔÅÌÅÍÅÈÁÎÉËÁ. | 2005. | � 7. |ó. 102{111.3. ìÑ�ÕÎÏ× á. á., ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. �ÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ËÉ-ÂÅÒÎÅÔÉËÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | ÷Ù�. 9. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ,1963. | ó. 5{22.
õðòá÷ìåîéåïäîïðòïãåóóïòîùí ïâóìõöé÷áîéåíçòõððéòï÷ëé ó�áãéïîáòîùè ïâÿåë�ï÷:íá�åíá�éþåóëáñ íïäåìø, áìçïòé�íù,÷ùþéóìé�åìøîáñ óìïöîïó�øä. é. ëÏÇÁÎ (íÏÓË×Á),à. ó. æÅÄÏÓÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)1. óÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÁ On = f o1; o2; : : : ; on g ÓÔÁ�É-ÏÎÁÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ × ÒÁÂÏÞÅÊ ÚÏÎÅ � ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÅ-ÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ P . úÏÎÁ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏËL, ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ A ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏ×ÏÊ ÄÌÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ;ÏÂßÅËÔÙ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔÔÏÞËÉ A; ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ B ÏÔÒÅÚËÁ L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÓÔÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÑ ÏÂßÅËÔÁ on. éÚ ÔÏÞËÉ A, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0,�ÒÏ�ÅÓÓÏÒ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ B (�ÒÑÍÏÊ111



ÒÅÊÓ | �+), Á ÚÁÔÅÍ, ÄÏÓÔÉÇÎÕ× ÅÅ, ÔÁËÖÅ �ÏÓÔÕ�ÁÔÅÌØÎÏ ×ÏÚ×ÒÁÝÁ-ÅÔÓÑ × ÔÏÞËÕ A (ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÒÅÊÓ | ��). ðÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÉËÌÁ �+���ÒÏ�ÅÓÓÏÒ P ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÅ, ÂÅÚ �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅÏÂßÅËÔÏ× ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÉ On; ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ ÞÁÓÔÉ ÏÂßÅËÔÏ× ÒÅÁÌÉÚÕ-ÅÔÓÑ × ÒÅÊÓÅ �+, ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÂßÅËÔÏ× | × ÒÅÊÓÅ ��.ó ËÁÖÄÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ oj ÁÓÓÏ�ÉÉÒÕÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ (×ÎÅÓÔÒÏÇÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÇÏ ÛÔÒÁÆÁ 'j(t), ×ÙÒÁ-ÖÁÀÝÁÑ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÅÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÕ �ÏÔÅÒØ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÏ×, ÁÄÅË×ÁÔÎÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ, ÕËÁÖÅÍ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÓÎÁÂÖÅÎÉÑ ÄÉÚÅÌØÎÙÍ ÔÏ�-ÌÉ×ÏÍ ÓÕÄÎÏÍÚÁ�ÒÁ×ÝÉËÏÍ �ÌÁ×ÕÞÉÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÏ×,ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÈ ÒÕÓÌÏ×ÕÀ ÄÏÂÙÞÕ ÎÅÒÕÄÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× [1℄. âÌÉÚ-ËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ �ÒÏ�ÅÓÓÙ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÍÁÇÉ-ÓÔÒÁÌØÎÙÈ ÌÉÎÉÊ ÜÌÅËÔÒÏ�ÅÒÅÄÁÞ, Á ÔÁËÖÅ ÓÎÁÂÖÅÎÉÑ ÒÁÓÈÏÄÕÅÍÙÍÉÒÅÓÕÒÓÁÍÉ ÏÒÂÉÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ÏË Ó�ÕÔÎÉËÏ× [2℄.2. ðÕÓÔØ l1; l2; : : : ; ln | ÔÏÞËÉ ÏÔÒÅÚËÁ L, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅ-ÎÙ ÏÂßÅËÔÙ o1; o2; : : : ; on ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; ÔÏÞËÉ ln É B ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ;j�1;j É j;j�1 | ÎÏÒÍÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ ÍÅÖÄÕÔÏÞËÁÍÉ lj�1 É lj × ÒÅÊÓÁÈ �+ É �� ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉ ÜÔÏÍ 0;1 É1;0 | ÎÏÒÍÙ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÏÊA ÉÔÏÞËÏÊ l1 × �ÒÑÍÏÍ É ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÒÅÊÓÁÈ; �j | �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂ-ÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏÍ ÏÂßÅËÔÁ oj (j = 1; n). ÷ÓÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ j�1;j ,j;j�1, �j ÓÞÉÔÁÅÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ.óÔÒÁÔÅÇÉÅÊ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÎÕÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÜÌÅÍÅÎÔÏ× V ÉÚ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏ× N = f 1; 2; : : : ; n g. ïÂßÅË-ÔÙ oj , ÇÄÅ j 2 V , × ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ V ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÔÓÑ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏÒÏÍ × ÒÅÊÓÅ �+, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ ÇÒÕ��Ù On | × ÒÅÊÓÅ ��.äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ �ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔ on ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÚÁ-×ÅÒÛÅÎÉÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏÍ ÒÅÊÓÁ �+, É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, n 2 V . ïÂÓÌÕÖÉ-×ÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ oj (j 2 N), ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ �ÒÉÂÙÔÉÑ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ × ÔÏÞËÕ lj �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÇÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ VÒÅÊÓÁ; �Ï ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÀ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÍÙÊ ÒÅÊÓ. îÅ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅÍ ÏÂßÅËÔÏ× �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞ-ÎÙÅ �ÒÏÓÔÏÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÙ. ìÀÂÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÏÍÅÎÔÙ ÎÁÞÁÌÁ É ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏÉÚ ÏÂßÅËÔÏ×.3. úÁÄÁÞÁ1 ÓÏÓÔÏÉÔ × ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ, ÍÉÎÉ-ÍÉÚÉÒÕÀÝÅÊ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÕÍÍÁÒÎÏÇÏ �Ï ×ÓÅÍ ÏÂßÅËÔÁÍ ÛÔÒÁÆÁ.áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ1 ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ �ÒÉÎ�É�Å ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Ï�ÅÎËÁ ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÓÅ×ÄÏ-�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁ.ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ×ÁÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ËÏÎËÒÅÔÉÚÁ�ÉÉ ÚÁ-112



ÄÁÞÉ1 ÄÌÑ j = 1; n: Á) �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù(�j = � ); Â) ÆÕÎË�ÉÉ ÛÔÒÁÆÁ ÌÉÎÅÊÎÙ ('j(t) = ajt+ bj); ×) ÆÕÎË�ÉÉÛÔÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ('j(t) = 0 �ÒÉt 2 [0; dj ℄, 'j(t) = Gj(t� dj) �ÒÉ t > dj , Gj É dj | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ); Ç) ÆÕÎË�ÉÉ ÛÔÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ÓÔÕ�ÅÎÞÁ-ÔÙÍÉ ('j(t) = 0 �ÒÉ t 2 [0; dj ℄, 'j(t) = Gj �ÒÉ t > dj).äÌÑ ÓÌÕÞÁÅ× Á) É Â) ÉÍÅÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ �Ï ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎ-ËÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ. ÷ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ1 × ÓÌÕÞÁÑÈ ×) É Ç)Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. úÁÄÁÞÁ 1; × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÇÏÛÔÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ; NP-ÔÒÕÄÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. úÁÄÁÞÁ 1; × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÇÏÛÔÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÙÍÉ; NP-ÔÒÕÄÎÁ.4. úÁÄÁÞÁ2 �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ Ó ÄÉÒÅËÔÉ×ÎÙ-ÍÉ ÓÒÏËÁÍÉ (Ó ËÁÖÄÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ oj ÁÓÓÏ�ÉÉÒÕÅÔÓÑ ÛÔÒÁÆ 'j(t), ÒÁ×-ÎÙÊ ÎÕÌÀ �ÒÉ t 2 [0; dj ℄ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊÏÔ ÎÕÌÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ �j(t � dj) �ÒÉ t > dj (j = 1; n)). ÷ ÔÁËÉÈ ÍÏ-ÄÅÌÑÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ V �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ Ä×ÕÍÑËÒÉÔÅÒÉÑÍÉ: K1(V ) | ÞÉÓÌÏÍ ÏÂßÅËÔÏ×, ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÅÍÙÈ Ó ÎÁÒÕÛÅ-ÎÉÑÍÉ ÄÉÒÅËÔÉ×ÎÙÈ ÓÒÏËÏ× ÉK2(V ) | ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ÛÔÒÁÆÏÍ. �ÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÏÔÙÓËÁÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, Ï�ÔÉÍÁÌØÎÕÀ �Ï Ä×ÕÍ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ [3℄ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÍÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÑÍ K1(V ), K2(V ); �ÒÉÜÔÏÍ ×ÅÄÕÝÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÅÒ×ÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁ-ÄÁÞÉ2 �ÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ Å£ Ó×ÅÄÅÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ 1; ÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 3.�ÅÏÒÅÍÁ 3. úÁÄÁÞÁ 2; × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÇÏÛÔÒÁÆÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÍÉ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ; NP-ÔÒÕÄÎÁ.÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ×ÓÅÈ ÔÒ£È ÔÅÏÒÅÍ Ï ÔÒÕÄÎÏÒÅÛÁÅÍÏÓÔÉ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ Ó×ÅÄÅÎÉÑ NP -�ÏÌÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉòÁÚÂÉÅÎÉÅ [4℄ Ë ÚÁÄÁÞÁÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÈ ÔÅÏÒÅÍ 1{3.5. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ NP -ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ, ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÎÙÅ �Ï �ÒÉËÌÁÄÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÒÁÓÞÅÔÙ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÉ ×�ÏÌÎÅ �ÒÉ-ÅÍÌÅÍÏÇÏ ÒÁÓÈÏÄÁ ×ÒÅÍÅÎÉ. �ÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÒÅÁÌØÎÏ×ÏÚÎÉËÛÉÈ ÚÁÄÁÞ ÂÕÎËÅÒÏ×ËÉ ÔÏ�ÌÉ×ÏÍ 18 20 ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍ-�ÌÅËÓÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ ÄÏÂÙÞÕ ÇÒÁ×ÉÊÎÏÊ ÍÁÓÓÙ ÎÁ ÔÒ£ÈÓÏÔËÉÌÏÍÅÔÒÏ×ÏÍÒÕÓÌÏ×ÏÍ �ÏÌÉÇÏÎÅ, ÓÉÎÔÅÚ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÌÁÎ-ÇÒÁÆÉËÁ ×Ù�ÏÌÎÑÌÓÑðë (�ÒÏ�ÅÓÓÏÒ Celeron 1700 MHz, �ÁÍÑÔØ 512 Mb) Ó ÒÁÓÈÏÄÏÍ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ × �ÒÅÄÅÌÁÈ 7{10 ÍÉÎÕÔ; ÒÁÓÞ£ÔÙ �ÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ × ÄÉÓ�ÅÔÞÅÒÓËÏÊÓÌÕÖÂÅ ëÁÍÓËÏÇÏ ÇÒÕÚÏ×ÏÇÏ ÒÁÊÏÎÁ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÎÁ×ÉÇÁ�ÉÉ ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ.113
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õóìï÷éñ ðïìéîïíéáìøîïó�éþéóìá ûáçï÷ áìçïòé�íï÷ òáí É òáóððòé òåáìéúáãéé éè îá íáûéîáè �øàòéîçáî. ë. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)ë ÎÁÞÁÌÕ XXI ×ÅËÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÚÁÎÉÍÁÀÝÉÈÓÑÏ�ÅÎËÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Õ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÈÄÌÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁÈ, ÓÔÁÌÉ �ÏÎÉÍÁÔØ ×ÁÖÎÏÓÔØ ÉÚÕ-ÞÅÎÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÕ FP, Ô. Å. ËÌÁÓÓÕ ÆÕÎË�ÉÊ, ×ÙÞÉÓÌÉ-ÍÙÈ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ �ØÀÒÉÎÇÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏËÌÁÓÓ FP ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ (ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÔÅÚÉÓÁ þÅÒÞÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄)).ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ FP ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (�), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ×Ù×ÅÓÔÉ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ.úÁ ÅÇÏ �ÒÅÄÅÌÙ ÎÅ ×Ù×ÏÄÑÔ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÓÌÏ×ÁÒÎÁÑÒÅËÕÒÓÉÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÁÑ ÓÌÏ×ÁÒÎÁÑ ÒÅËÕÒÓÉÑ).óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ ËÌÁÓÓÕ FP Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ËÏÓ×ÅÎÎÕÀ ÁÄÒÅÓÁ�ÉÀ �ÒÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÍÁÓÓÉ×Ï×, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÂÙÌÉ ÓÏÚÄÁÎÙ ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ òáí É òáóð | ÒÁ×ÎÏ-ÄÏÓÔÕ�ÎÁÑ ÁÄÒÅÓÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ (ÍÁÛÉÎÁ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÄÏÓÔÕ�ÏÍ Ë114



�ÁÍÑÔÉ) É ÏÎÁ ÖÅ Ó ÈÒÁÎÉÍÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (ÍÁÛÉÎÁ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÄÏÓÔÕ�ÏÍ Ë �ÁÍÑÔÉ É ÈÒÁÎÉÍÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ).îÉÖÅ Ï�ÅÎËÕ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ × ÔÒÁÄÉ�É-ÏÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÍ × [1℄. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ É âÕÌØòáóð (ÁÄÒÅÓÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ Ó ÈÒÁÎÉÍÏÊ �ÁÍÑÔØÀ,�ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÕÀ �ÅÒÅ×ÏÄÞÉËÏÍ ËÎÉÇÉ [1℄ × ËÏÎ�Å ÒÁÚÄÅÌÁ 1.4). �Ï ÅÓÔØÏÄÉÎ ÛÁÇ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ Ï�ÅÒÁÎÄÏ×ËÏÍÁÎÄÙ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÎÁ ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØÆÕÎË�ÉÀ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, xy (�ÒÉ ÂÙÓÔÒÏÍ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÉ), ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ �ØÀÒÉÎÇÁ (ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎ-ÔÏÊ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ y).îÉÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ �ÁÍÑÔÉ: ÓÕÍ-ÍÁ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÎÏÍÅÒÏ× É ÓÏÄÅÒÖÉ-ÍÙÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏ×, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÂÙÌÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ.÷×ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ Ä×ÁÖÄÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÒÅÍÅÎÉ É �ÁÍÑÔÉ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÌÉ-ÛÅÎÎÏÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ, ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ×[2℄, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× òáí- É òáóð-�ÒÏÇÒÁÍÍ ÒÅÛÉÔØ NP-�ÏÌÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÷ùðïìîéíïó�ø [4℄.òÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏÍÅÖÕ-ÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × òáíÅ É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÒÁÚÒÑÄÎÏÊ ËÏÎßÀÎË-�ÉÉ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ × Ä×ÏÉÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÓÔÉÎ-ÎÏÓÔÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÚÁ ÞÉÓÌÏÛÁÇÏ×, ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ. úÁ-ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÛÁÇ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÏ×ÅÒËÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 × ÓÔÏÌÂ-�Å, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ �ÏÒÁÚÒÑÄ-ÎÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÄ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ×ÉÄÁ (1010:::10), (1100:::1100) É Ô. Ä.,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÒÏÖÄÅÎÙ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍ ÛÁÇÏ× ÏÔ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, NP-�ÏÌÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÷ùðïìîéíïó�ø ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍ ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ òáí-�ÒÏÇÒÁÍÍÙ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÏÒÁÚÒÑÄÎÁÑ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ�ÏÄ�ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÎÁ òáíÅ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×. ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ (×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ) | ÚÁ n ÛÁÇÏ× �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ22n .òáí-, âÕÌØòáóð- É òáóð-�ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÁÚÏ×ÅÍ Ä×ÁÖÄÙ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÛÁÇÏ× ÄÏÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎ-ÎÙÈ É ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÓÏÄÅÒÖÉÍÙÈ ×ÓÅÈ ÒÅÇÉÓÔÒÏ×,115



Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÂÙÌÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ, ÔÁËÖÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ ÄÌÉ-ÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ.�ÅÏÒÅÍÁ. ëÌÁÓÓ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ Ä×ÁÖÄÙ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÍÉ òáí- É òáóð-�ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÁÔÁËÖÅ âÕÌØòáóð-�ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ FP.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ òáí-, òáóð- ÉâÕÌØòáóð-�ÒÏÇÒÁÍÍ ÍÁÛÉÎÏÊ �ØÀÒÉÎÇÁ, �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ �Ï ×ÒÅ-ÍÅÎÉ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÓÓÉ× ÒÅÇÉÓÔÒÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÒÁËÕÌØ-ÎÏÊ ÌÅÎÔÅ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ Ó�ÉÓËÏÍ �ÁÒ ×ÉÄÁ (ÎÏÍÅÒ ÒÅÇÉÓÔÒÁ,ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÒÅÇÉÓÔÒÁ). á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ �ÏÌÉÎÏÍÏÍÉ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ�ÏÌÉÎÏÍÏ× (�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ. üÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅ-ÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ×ÒÅÍÅÎÉ É �ÁÍÑÔÉ �ÒÉ ÒÁÂÏÔÅÏÒÁËÕÌØÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ.ë ÞÉÓÌÕ ×ÁÖÎÙÈ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ× Ä×ÁÖÄÙ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÍÁÛÉÎÁÍÉ �ØÀÒÉÎÇÁ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÍÉ ÚÁ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×, ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ × ÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÄÅË×ÁÔÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÊ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ) ×ÅÒÈ-ÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÇÏ ÔÅÚÉÓÁ þÅÒÞÁ ÄÌÑÑÚÙËÁ ÒÅÆÁÌ-5 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [3℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁÔÁËÖÅ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÏÂßÅÍÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÏÂÒÁÝÅÎÉÊ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. äÌÑ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ ÏÂßÅÍÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ×.÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÂßÅÍÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÊ ÔÅÚÉÓ þÅÒÞÁ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÌÁÓÓ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, �ÒÉÒÁÂÏÔÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂßÅÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ Ó×ÅÒÈÕ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÈÏ á., èÏ�ËÒÏÆÔ äÖ., õÌØÍÁÎ äÖ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ×Ù-ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. | í.: íÉÒ, 1979.2. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ î. ë., ëÏÓÏ×ÓËÁÑ �. í. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔØ É NP-ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁËÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÔÅÒÍÁ // íÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 16. | 2007. | ó. 125{128.3. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ î. ë. õÓÌÏ×ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÒÅÁ-ÌÉÚÕÅÍÙÈ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ �ØÀÒÉÎÇÁ Ó ÏÒÁËÕÌÁÍÉ-ÆÕÎË�ÉÑÍÉ // íÁÔÅ-ÒÉÁÌÙ XVII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" ÉÍÅÎÉ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (îÏ×ÏÓÉ-ÂÉÒÓË, 27 ÏËÔÑÂÒÑ{1 ÎÏÑÂÒÑ 2008 Ç.). | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÚÄ-×Ï éÎÓÔÉ-116
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ï óìïöîïó�éóáíïëïòòåë�éòõàýéèóñ óèåí äìñóéííå�òéþåóëéè ðïòïçï÷ùè æõîëãéêB. í. ëÒÁÓÎÏ× (íÏÓË×Á)âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁ-ÚÉÓÅ B = fx&�y; 1g [1℄, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÉÚ ÎÁÄÅÖÎÙÈ É ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÎÁÄÅÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ p (p > k+2) É ÒÅÁÌÉ-ÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ B. ëÁÖÄÙÊ ÎÅÎÁÄÅÖ-ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ �ÒÉ�É-ÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ B, Á × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ | ËÏÎÓÔÁÎÔÕÆ (Æ 2 f0; 1g). ÷ÅÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÅÎ 1. ëÁÖÄÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ B ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ËÁË ÎÁÄÅÖÎÙÍ, ÔÁË É ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.óÈÅÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á Æ, ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ × ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÏÎÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÔÕ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÀ, ÞÔÏ É �ÒÉ ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÉ ×ÓÅÈ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (×ÓÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÓÈÅÍÅ ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ Æ) [2℄. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÈÅÍÙ ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ| ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÉÈ ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ �ÒÉ ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.óÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ S ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(S), Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÆÕÎË�ÉÉ f ÓÈÅÍÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ B, k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á Æ, | ÞÅÒÅÚ LBk;Æ(f). åÓÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØk-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÔÉ�Á Æ ÓÈÅ-ÍÙ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÒÁ×ÎÁ LBk;Æ(f), ÔÏ ÔÁËÁÑÓÈÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ.îÉÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ fn2 (x1; :::; xn) = W1�i<j�n xixj k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀ-ÝÉÍÉÓÑ ÓÈÅÍÁÍÉ. 117



�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ k É p > k + 2Lk;Æ(fn2 ) s (k + 2)n:÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÙÊ ÂÁÚÉÓ B1 = fx&�y; 1; 0; �xg, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÍÉÍÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÂÁÚÉÓÁ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÝÅ ÎÁÄÅÖÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ×ÅÓÁ-ÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÂÕÌÅ×Ù ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É ÉÎ×ÅÒÓÉÀ. óÈÅÍÙ × ÂÁÚÉÓÅ B1ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.ó×ÏÊÓÔ×Ï 1 [3℄. åÓÌÉ × k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ ÓÈÅÍÅ S ÎÁ ×ÈÏ-ÄÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÓ�ÒÁ×ÎÙÈ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÄÁÀÔÓÑ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ; ÔÏ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ É �ÏÌÕÞÉÔØ k-ÓÁÍÏËÏÒ-ÒÅËÔÉÒÕÀÝÕÀÓÑ ÓÈÅÍÕ; ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ �ÒÅÖÎÀÀ ÆÕÎË�ÉÀ.ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. åÓÌÉ × k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ ÓÈÅÍÅ S ÎÁ ÏÂÁ×ÈÏÄÁ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÄÁÅÔÓÑ ÏÄÎÁ É ÔÁÖÅ ÆÕÎË�ÉÑ ' ÉÌÉ ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÈÏÄÏ× �ÏÄÁÅÔÓÑ '; Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | �';ÔÏ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ S É �ÏÌÕÞÉÔØ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅË-ÔÉÒÕÀÝÕÀÓÑ ÓÈÅÍÕ; ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ �ÒÅÖÎÀÀ ÆÕÎË�ÉÀ.íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ × S Ó ËÁÖÄÙÍ ×ÈÏÄÏÍ ÓÈÅÍÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎ, ÂÙÔØÍÏÖÅÔ, ×ÈÏÄ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÇÏ É �ÒÉÔÏÍ ÎÁÄÅÖÎÏÇÏ ÉÎ×ÅÒÔÏÒÁ É ×Ù-ÈÏÄ ÜÔÏÇÏ ÉÎ×ÅÒÔÏÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×( ×Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ë ÔÁËÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÖÅÍÅ ÍÏÖÎÏ,ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÓÈÅÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ �ÕÔÅÍ ÕÄÁÌÅÎÉÑ "ÌÉÛÎÉÈ"ÉÎ×ÅÔÏÒÏ× É ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).ìÅÍÍÁ. ðÒÉ n � 3 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLBk (fn2 ) � LBk (fn�12 ) + 2 + k:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó�ÅÒ×Á ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÁB1. äÌÑ ÂÁÚÉÓÁ B ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÓÔÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ. ðÕÓÔØ S | �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÁÑÓÑ ÓÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑfn2 (ex), n � 3. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ S ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÏÂÝÉÍ×ÅÓÏÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k + 2 É �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÄÌÑ fn�12 .÷×ÅÄÅÍ × ÓÈÅÍÅ S ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ×ÅÒÛÉÎ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÕÇÉ ÎÏÍÅÒ ÎÁÞÁÌÁ ÄÕÇÉ ÂÙÌ ÍÅÎØÛÅ ÎÏÍÅÒÁÅÅ ËÏÎ�Á [4℄. ÷ÙÄÅÌÉÍ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ E Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÎÏ-ÍÅÒÏÍ. éÚ ×ÙÂÏÒÁ E, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ S É Ó×ÏÊÓÔ× 1, 2 ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E �ÏÄÁÀÔÓÑ (Ó ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑÍÉ ÉÌÉ ÂÅÚ ÏÔÒÉ�Á-ÎÉÊ) ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÓËÁÖÅÍ x1 É x2.ðÕÓÔØ E ÎÁÄÅÖÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ðÏÄÁÄÉÍ ×ÍÅÓÔÏ x1 ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0.ðÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ fn�12 ÏÔ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ (�Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ 1, 2) ×ÅÓÏÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k+2( Á ÉÍÅÎÎÏ E). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ. 118



ðÕÓÔØ E ÎÅÎÁÄÅÖÅÎ. åÓÌÉ ×ÈÏÄ x1 ÓÏÅÄÉÎÅÎ ÓÏ ×ÈÏÄÏÍ ÎÁÄÅÖÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÔÏ, ËÁË É ×ÙÛÅ, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k + 2 Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÈÏÄÏ× ÓÏÅÄÉÎÅÎ ÓÏ×ÈÏÄÏÍ x1 ÉÌÉ Ó ×ÙÈÏÄÏÍ ÎÁÄÅÖÎÏÇÏ ÉÎ×ÅÒÔÏÒÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ �x1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÏÎÉ, ËÒÏÍÅ E ×ÙÛÌÉ ÉÚ ÓÔÒÏÑ. ðÏÄ-ÁÄÉÍ ×ÍÅÓÔÏ x2 ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁE ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ, ÎÅÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ x1. îÏ fn2 (ex) �ÒÉ x2 = 0 ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x1. ðÏÌÕÞÉÌÉ �ÒÏ-ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. úÎÁÞÉÔ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × S ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍk + 2 ÛÔÕË É ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÓÈÅÍÙ �ÒÉ x1 � 0.ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔÅ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎ-ËÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ [4℄ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ çÒÉÎÞÕËÁ ÉÚ [5℄.÷ÙÒÁÖÁÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ î. ð. òÅÄØËÉÎÕ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. òÅÄØËÉÎ H. ð. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ÓÈÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ïíçõ, 1992.3. òÅÄØËÉÎ H. ð. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉ-ÒÕÀÝÉÅÓÑ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1996.| �. 3, � 2. |C. 62{79.4. òÅÄØËÉÎ H. ð. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ,2009.5. çÒÉÎÞÕË í. é. ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.÷Ù�. 52. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÎÓÔÉÔÕÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ óï òáî, 1992. |ó. 41{48.
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ïâ éî÷åòóéïîîïê óìïöîïó�éóáíïëïòòåë�éòõàýéèóñ óèåí äìñ ïäîïêðïóìåäï÷á�åìøîïó�é âõìå÷ùè æõîëãéê�. é. ëÒÁÓÎÏ×Á (íÏÓË×Á)âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÎÁÄÅÖÎÙÈ É ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ B = f&;�g [1; 2℄. óÈÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑk-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÅ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÎÁ ÒÅÁ-ÌÉÚÕÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÞÔÏ É × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ×ÓÅÈ ÅÅÜÌÅÍÅÎÔÏ× [3℄. ëÁÖÄÙÊ ÎÁÄÅÖÎÙÊ ÉÎ×ÅÒÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ p, ÇÄÅ p � k+1,É ×ÓÅÇÄÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ. ëÁÖÄÙÊ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÊ ÉÎ×ÅÒÔÏÒ ÉÍÅÅÔ×ÅÓ 1 É × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÉÎ×ÅÒÓÉÀ, Á × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍÓÏÓÔÏÑÎÉÉ | ÂÕÌÅ×Õ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ Æ. ÷ÓÅ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÙ | ÎÁÄÅÖÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎßÀÎ�ÉÀ) É ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅÓ. �Ï-ÇÄÁ L�k (f) | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÓÑÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ; �ÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÈÅÍ �ÏÎÉ-ÍÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ.äÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊfn2 (x1; :::; xn) = W1�i<j�n xixj ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÉÎ×ÅÒÓÉÏÎÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ k É p; ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÀ p � k + 1; L�k (fn2 ) s (k + 1)n:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×ÅÞÁÓÔÉ: �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ L�k (fn2 ) & (k+1)n É �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ×ÅÒÈ-ÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ L�k (fn2 ) . (k+1)n. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÅ �ÒÉ �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ.÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÙÞÎÙÅ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕ-ÀÝÉÅÓÑ) ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ B = f&;�g,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; :::; xm). ÷ÏÚØÍÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀÓÈÅÍÕ S × ÂÁÚÉÓÅ B. éÎ×ÅÒÔÏÒ E� ÎÁÚÏ×ÅÍ xi-ÂÌÏËÉÒÁÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉE� | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎ×ÅÒÔÏÒ × ËÁËÏÍ-ÔÏ �ÕÔÉ [2℄ ÉÚ ×ÈÏÄÁ "xi"(ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÇÏ × ÓÈÅÍÅ S �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi) × E�.ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; :::; xm); ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi; ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅf(x1; :::; xm) = xi&g(x1; :::; xm); (�)120



Á ÓÈÅÍÁ S ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f; ÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÕÔØ ÉÚ ×ÈÏÄÁ "xi" ××ÙÈÏÄ ÓÈÅÍÙ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ xi-ÂÌÏËÉÒÁÔÏÒ.ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ.ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÁÑÓÑ ÓÈÅÍÁ S ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÆÕÎË�ÉÀ f(x1; :::; xm), ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi ÉÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÕÀ × ×ÉÄÅ (�); ÔÏ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ xi-ÂÌÏËÉÒÁÔÏÒÏ× × S ÎÅÍÅÎØÛÅ k + 1.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ fn2 (ex) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ (*). îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ fn2 (ex) k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ÓÈÅÍÁÍÉ ÕÄÏÂ-ÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ × �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍ ÎÁÒÑÄÕ Ó �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÍÉ �ÏÄÁÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1. ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ Ï�ÅÎËÉÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÄÁ-×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ ×ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ [4℄.ó×ÏÊÓÔ×Ï 1. åÓÌÉ × k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ ÓÈÅÍÅ S ÎÁ ×Ù-ÈÏÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ; ÔÏÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ; �ÏÌÕÞÉ× k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÕÀÓÑÓÈÅÍÕ; ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÔÕ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÀ; ÞÔÏ É S.ó×ÏÊÓÔ×Ï 2. åÓÌÉ × k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ ÓÈÅÍÅ S ÈÏÔÑ ÂÙÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÈÏÄÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÄÁÅÔÓÑ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÁ; ÔÏ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ; �ÏÌÕÞÉ× k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅË-ÔÉÒÕÀÝÕÀÓÑ ÓÈÅÍÕ; ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ �ÒÅÖÎÀÀ ÆÕÎË�ÉÀ.ó×ÏÊÓÔ×Ï 3. åÓÌÉ × k-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÅÊÓÑ ÓÈÅÍÅ S ×ÙÈÏÄÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ E ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÈÏÄÏÍ ÓÈÅÍÙ É ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÓ ×ÈÏÄÁÍÉ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; ÔÏ E ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ; �ÏÌÕÞÉ× k-ÓÁÍÏ-ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÕÀÓÑ ÓÈÅÍÕ; ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÅÖÎÀÀ ÆÕÎË�ÉÀ.ó ÕÞÅÔÏÍ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× É ÌÅÍÍÙ 2 ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÏ�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ÄÌÑ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÆÁËÔ.ìÅÍÍÁ 3. ðÒÉ n � 3, p � k+1 É ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï L�k (fn2 ) � L�k (fn�12 ) + 1 + k:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑçÒÉÎÞÕËÁ ÉÚ [5℄.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3 ÉÎÄÕË�ÉÅÊ�Ï n.äÌÑ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ fn2 (ex) ÓÁÍÏ-ËÏÒÒÅËËÔÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ÓÈÅÍÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ B �ÒÉ p � k+2 ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ:L&k (fn2 ) s (k + 2)n:121



úÄÅÓØ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÄÅÖÎÙÊ ËÏÎßÀÎËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ×ÅÓ p, ËÁÖÄÙÊ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÊ ËÏÎßÀÎËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ×ÅÓ 1, Á ×ÓÅ ÉÎ×ÅÒÔÏÒÙÎÁÄÅÖÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ×ÅÓÏÍ.÷ÙÒÁÖÁÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ î. ð. òÅÄØËÉÎÕ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. òÅÄØËÉÎ H. ð. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. { í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ. 2009.3. òÅÄØËÉÎ H. ð. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ÓÈÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ïíçõ, 1992.4. òÅÄØËÉÎ H. ð. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉ-ÒÕÀÝÉÅÓÑ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1996.| �. 3, � 2. |C. 62{79.5. çÒÉÎÞÕË í. é. ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.÷Ù�. 52. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÎÓÔÉÔÕÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ óï òáî, 1992. |ó. 41{48. îåëï�ïòùå ïãåîëé óìïöîïó�éïòéåî�éòï÷áîîùè ëïî�áë�îùè óèåíó ïçòáîéþåîîïê ðïìõó�åðåîøà éóèïäáó. á. ìÏÖËÉÎ, á. å. ûÉÇÁÎÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ (ïëó).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U� ËÌÁÓÓ ïëó � ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �ÏÌÕÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÓÈÏÄÁ×ÅÒÛÉÎ � ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ �. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ L(�) ïëó � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÞÉÓÌÏ ËÏÎÔÁËÔÏ× × �. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ L�(f) ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ � ÉÚ ËÌÁÓÓÁ U�, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ f .ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁL�(n) = maxf(x1;:::;xn)L�(f):122



éÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎ-ÎÏÎÁ L�(n).�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ � > 2. äÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ fÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏL�(f) > ��� 1 � 2nn  1 + � 1��1 logn�O(1)n ! : (1)�ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄).éÚ ÒÁÂÏÔÙ [2℄ ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ L�(n)�ÒÉ � > 2: L�(n) 6 ��� 1 � 2nn  1 + ��2��1 logn+O(1)n ! : (2)ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ (ïð) Ï�ÅÎÏË (1), (2),Ô. Å. ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÆÕÎË-�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ Ë ÎÅÊ ÓÁÍÏÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ logn+O(1)n .ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÔÅÏÒÅÍÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ � > 2, ÔÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏL�(n) 6 ��� 1 � 2nn  1 + � 1��1 logn+ log logn+O(1)n ! : (3)ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ (1), (3) ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ L�(n) ÉÍÅÀÔ ïð×ÉÄÁ log logn+O(1)n .òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ 09-01-00817-Á. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÏÖËÉÎ ó. á. ïÓÎÏ×Ù ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 2004.2. ûÉÇÁÎÏ× á. å. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈÓÈÅÍ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÌÕÓÔÅ�ÅÎØÀ ÉÓÈÏÄÁ // õÞÅÎ. ÚÁ�. ëÁÚÁÎ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. æÉÚ.-ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕËÉ. | 2009. | T. 151, ËÎ. 2. | ó. 164{172.
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îåïâèïäéíùå õóìï÷éñ ïð�éíáìøîïó�é÷�ïòïçï ðïòñäëá äìñ äéóëòå�îùèóéó�åí ó îåìïëáìøîùíé õóìï÷éñíéç. à. íÅÈÔÉÅ×Á, ñ. á. ûÁÒÉÆÏ× (âÁËÕ)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÉÎÉÍÕÍÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁJ(u) = ' (x (t0) ; x (t1)) (1)�ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈx (t+ 1) = f (t; x(t); u(t)) ; t 2 T = ft0; t0 + 1; :::; t1 � 1g ; (2)x(t0) +Bx (t1) = C; (3)u(t) 2 V � Rr; t 2 T: (4)úÄÅÓØ x(t) | n-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÆÁÚÏ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, u (t) | r-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ ÚÁÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ É ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ;'(x; y) |Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÓËÁÌÑÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ; t0; t1 |ÚÁÄÁÎÙ, C 2 Rn�1; B 2 Rn�n | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, �ÒÉÞÅÍ, kBk < 1;f (t; x(t); u(t)) | ÚÁÄÁÎÎÁÑ n-ÍÅÒÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ�Ï ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ �Ï(x; u) ÄÏ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ: H (t; x; u;  ) =<  ; f(t; x; u) >; ÇÄÅ (t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (t� 1) = Hx (t; x(t); u(t);  (t)) ; (5) (t1�1)+B0 (t0�1) = B0'x(t0) (x(t0); x(t1))�'x(t1) (x(t0); x(t1)) : (6)÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ V ÄÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ u(t) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÄÏÌØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ-ÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ (u(t); x(t)) ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:Hu (�; x(�); u(�);  (�)) = 0 8� 2 T: (7)óÏÏÔÎÏÝÅÎÉÅ (7) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÚÁ-ÄÁÞÉ (1){(4) É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÅÒ-×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.äÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ u(t); ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (7)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÀ × ÚÁÄÁÞÅ (1){(4).124



äÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÉ × ÚÁÄÁÞÅ (1){(4) ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÄÏÌØ �ÒÏ�ÅÓÓÁ (u(t); x(t)) ×ÔÏÒÁÑ ×ÁÒÉÁ�ÉÑ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ J(u) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ×ÁÒÉÁ�ÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÙÌÁ ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ, Ô. Å. ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÆx0 (t0)'x(t0)x(t0) (x(t0); x(t1)) Æx(t0)+2Æx0(t1)'x(t0)x(t1) (x(t0); x(t1))��Æx(t0)+Æx0(t1)'x(t1)x(t1) (x(t0); x(t1)) Æx(t1)�t1�1Xt=t0 [Æx0(t)Hxx(t)Æx(t1)++2Æu0(t)Hxx(t)Æx(t) + Æu0(x)Huu(t)Æu(t)℄ � 0 (8)×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Æu(t) 2 Rr, ÇÄÅ Æx(t) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ:Æx(t+ 1) = fx(t)Æx(t) + fu(t)Æu(t); t 2 T (9)Æx(t0) +BÆx(t1) = 0: (10)óÏÇÌÁÓÎÏ [1℄, ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (9) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×É-ÄÅ: Æx(t) = � (t; t0 � 1) Æx(t0) + t1�1X�=t0�(t; �)fu(�)Æu(�); (11)ÇÄÅ ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � (t; t� 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ: � (t; � � 1) = �(t; �) � fx(�); (12)� (t; t� 1) = E; (13)ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n � n. íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÒÁÅ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (9), (10) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ:Æx(t) = �� (t; t0 � 1) [E +B� (t1; t0 � 1)℄�1�� t1�1X�=t0�(t; �)fu(�)Æu(�) + t�1X�=t0�(t; �)fu(�)Æu(�):÷×ÅÄÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ-ÆÕÎË�ÉÀR(�; s) = ��0(t1; �)L0 (t0; t1)'xxL (t0; t1) �(t1; s)���0(t1; �)L0 (t0; t1) (E �� (t1; t0 � 1))0�125



�'yy (E �� (t1; t0 � 1))L (t0; t1) �(t1; s)��2�0(t; �)L0 (t0; t1) (E �� (t1; t0 � 1))0 'xyL (t0; t1) �(t; s)++ t1�1Xt=max(�;s)+1�0(�; t)�2H�x2 �(t; s)��0(t1; �)L0 (t0; t1) �0 (t; t0 � 1)���2H�x2 �(t; s)��0(t; �)�2H�x2 �(t; t0 � 1)L (t0; t1) �0(t1; s)++�0(t1; �)L0 (t0; t1) �0 (t; t0 � 1) �2H�x2 �(t; t0 � 1)L (t0; t1) �(t1; s);ÇÄÅ L (t0; t1) = (E +B� (t1; t0 � 1))�1 :�ÏÇÄÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (8) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅt1�1X�=t0 t1�1Xs=t0 Æu0(�)f 0u(�)R(�; s)fu(s)Æu(s)++2 t1�1Xt=t0 "t1�1Xs=t0 Æu0(t)Hux "�(t; t0 � 1)L (t0; t1) t1�1Xs=t0 �(t1; s)fu(s)# Æu(s)++ t�1Xs=t0 Æu0(t)Hux�(t; s)fu(s)# Æu(s) + t1�1Xt=t0 Æu0(t)Huu(t)Æu(t) � 0: (15)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁ�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÉ × ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (15) ×Ù�ÏÌ-ÎÑÌÏÓØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Æu(t) 2 Rr; t 2 T:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ B = 0 ÉÚ (15) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [1, ÓÔÒ.107℄. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. íÁÎÓÉÍÏ× ë. â. äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ | âÁËÕ: éÚÄ-×Ï âçõ,2002.
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ï òáîçå îåñ÷îùè ðòåäó�á÷ìåîéêîáä ïäîéí ëìáóóïí æõîëãéê�òåèúîáþîïê ìïçéëéå. ÷. íÉÈÁÊÌÅ� (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ A, A � Pk. óÉ-ÓÔÅÍÏÊ ÎÅÑ×ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ×ÓÑËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ( �1(x1; : : : ; xn; y) = 	1(x1; : : : ; xn; y);: : :�q(x1; : : : ; xn; y) = 	q(x1; : : : ; xn; y);ÇÄÅ ÌÅ×ÙÅ É �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÓÕ�ÅÒ�Ï-ÚÉ�ÉÉ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ A ÉÌÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Ô. Å.�i;	i 2 [A [ fxg℄, 1 � i � q.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÎÅ-Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÍÁ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ A, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅ-ÍÁ ÎÅÑ×ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÄ A ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ �ÒÉ ÌÀ-ÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x1; : : : ; xn ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y =f(x1; : : : ; xn). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÑ×ÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÎÁÄ A.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f , f 2 Pk, ÎÅÑ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÍÙÈ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅ-ÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ A, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅÑ×ÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ A É ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ I(A) [1℄.åÓÌÉ ÎÅÑ×ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, Ô. Å. I(A) = Pk, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔÎÅÑ×ÎÏ �ÏÌÎÏÊ × Pk.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÉÚ ÎÅÑ×ÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, f 2 I(A). óÌÅ-ÄÕÑ [1℄, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÎÇÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ A É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ mA(f) ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅÑ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ f ÎÁÄ A.äÁÌÅÅ, ××ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ mA(n) = maxmA(f), ÎÁÚÙ×ÁÅ-ÍÕÀ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A (ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÆÕÎË-�ÉÑÍ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÎÅÑ×ÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÀ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ A É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ).éÚÎÁÞÁÌØÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÎÅÑ×ÎÏÊ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊÌÏÇÉËÉ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ á. ÷. ëÕÚÎÅ�Ï×ÙÍ [2℄. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÑ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÙÌÉ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ,ËÏÔÏÒÙÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÅÛÉÌ �ÒÏÂÌÅÍÕ ÎÅÑ×ÎÏÊ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ É ÎÅ-Ñ×ÎÏÊ �ÏÌÎÏÔÙ × P2 É �ÏÌÕÞÉÌ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ127



ÌÉÂÏ ÔÏÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÌÉÂÏ �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ [1℄.éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ [1℄, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ-Ñ×ÎÏ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ × P2 ÒÁÎÇÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ÌÉÂÏËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÊ, ÌÉÂÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �Ï n �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ.÷ P3 �ÒÏÂÌÅÍÁ ÎÅÑ×ÎÏÊ �ÏÌÎÏÔÙ ÒÅÛÅÎÁ å. á. ïÒÅÈÏ×ÏÊ. ÷ ÅÅÒÁÂÏÔÅ [4℄ Ï�ÉÓÁÎÙ Ä×ÁÄ�ÁÔØ ÓÅÍØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅÑ×ÎÏ �ÏÌÎÙÈ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÈ �Ï ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ × P3 É ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÎÅÑ×ÎÏ �ÏÌÎÁÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �Ï ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅÑ×ÎÏ �ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.ðÅÒÅÄ Á×ÔÏÒÏÍ ÓÔÏÑÌÁ ÚÁÄÁÞÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÎÇÏ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ä×ÁÄ�ÁÔÉ ÓÅÍÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅÑ×ÎÏ �ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× × P3, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ å. á. ïÒÅÈÏ×ÏÊ × [4℄.ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÉ Ä×ÁÄ�ÁÔØ ÓÅÍØ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË-�ÉÊ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÛÅÓÔØ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ëÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ.�ÁË ËÁË ÒÁÎÇÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ×�Á-ÄÁÀÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÛÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÎÅÑ×ÎÏ �ÏÌÎÙÈÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.á×ÔÏÒÏÍ ÂÙÌÏ ÉÚÕÞÅÎÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÛÅ-ÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ× × P3. äÌÑ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅÎÉÖÎÉÅ É ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ [3℄, ÄÌÑ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÅ-ÔÙÒÅÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏËÁÚÁÌÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈÏ�ÅÎÏË ÒÏÓÔÁ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÄÎÏÊ É Ä×ÕÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × P3 ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÔÁÂÌÉ�Ù ÚÎÁÞÅÎÉÊ [4℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ W1, W2, W3, W4 ÚÁÍÙËÁÎÉÑ �Ï ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:0 0 00 0 00 0 2 0 2 22 2 22 2 2 000 222 ; 0 0 00 1 10 1 1 0 1 11 1 11 1 1 001 111 ;0 0 20 1 20 0 2 0 1 21 1 20 0 2 221 ; 0 0 20 1 22 2 2 0 1 21 1 22 2 2 0 0 00 0 20 0 2 111 :�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ A ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÌÁÓ-ÓÏ× W1, W2, W3, ÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏmA(n) = n+ 2:128



åÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ A ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó W4, ÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑln2 m+ 1 � mA(n) � �3n2 �+ 2:á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ÚÁ ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ "÷ÅÄÕÝÉÅ ÎÁÕÞÎÙÅ ÛËÏÌÙ òæ" (�ÒÏÅËÔîû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔ-ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî "áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ".ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï. í. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÅ-Ñ×ÎÙÈ É �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // íÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 6. | í.: îÁÕËÁ. æÉÚÍÁÔÌÉÔ,1996. | C. 133{188.2. ëÕÚÎÅ�Ï× á. ÷. ï ÓÒÅÄÓÔ×ÁÈ ÄÌÑ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉÉÌÉ ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ // ìÏÇÉÞÅÓËÉÊ ×Ù×ÏÄ. | í.: îÁÕËÁ, 1979. |ó. 5{33.3. íÉÈÁÊÌÅ� å. ÷. ï ÒÁÎÇÅ ÎÅÑ×ÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÁÄ ÏÄÎÉÍËÌÁÓÓÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ VII íÏÌÏÄÅÖ-ÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏÊ ÛËÏÌÙ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ(íÏÓË×Á, éðí ÉÍ. í. ÷. ëÅÌÄÙÛÁ òáî, 2009). | í.: éÚÄ-×Ï éðí,2009.4. ïÒÅÈÏ×Á å. á. ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÎÅÑ×ÎÏÊ �ÏÌÎÏÔÙ × ÔÒÅÈÚÎÁÞ-ÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 12. |í.: îÁÕËÁ. æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2003. | C. 27{74.ïãåîëé óìïöîïó�é ÷ùþéóìåîéñèáòáë�åòéó�éþåóëéè æõîëãéê âþè-ëïäï÷÷å�÷ñýéíéóñ ðòïçòáííáíéå. á. ïËÏÌØÎÉÛÎÉËÏ×Á (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)ðÕÓÔØ B2r+1 | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË-�ÉÊ âþè{ËÏÄÏ× Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (n;Mn; dn), ÇÄÅ d � 2r + 1, M �129



2n=(n+1)r, ÇÄÅ n| ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,M | ÞÉÓÌÏ ËÏÄÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ,dn | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÏÄÏ×ÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ âþè-ËÏÄÏ× ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ×ÅÔ×ÑÝÉÍÉÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ. ÷ [1℄ ÄÌÑÛÉÒÏËÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× âþè-ËÏÄÏ× ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÉÖÎÉÅÏ�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÔÉÈËÏÄÏ× ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ 
(n logn= log logn) ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÁËÉÈÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× âþè-ËÏÄÏ×.÷ [1, 2℄ ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï Ó×ÅÄÅÎÉÉ), ËÏ-ÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÏÄÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÔ×ÑÝÉÍÉÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ (ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ[1℄ É ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ [1, 2℄) ×ÅÔ×ÑÝÉÍÉÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ ÂÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ Ë �ÏÌÕÞÅÎÉÀ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÄÆÕÎË�ÉÊÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÅÔ×ÑÝÉÍÉÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑÍÉ (k-�ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ).÷ [3℄ ÂÙÌÁ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ âþè-ËÏÄÏ×, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÜÔÉÈ ËÏÄÏ× ÒÁ×ÎÁ 
(n logn). ï�ÅÎËÁ ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍÔÅÏÒÅÍÙ Ï Ó×ÅÄÅÎÉÉ [2℄ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �Ï ÎÉÖÎÉÍ Ï�ÅÎËÁÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ k-�ÒÏÇÒÁÍÍÁÍ ÉÚ [4, 5℄.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï Ó×ÅÄÅÎÉÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [1, 2, 4, 5℄ ÍÏÖÎÏ ÄÏ-ËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÛÉÒÏËÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ× âþè-ËÏÄÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ fB2r+1g | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ âþè{ËÏÄÏ× Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (n;Mn; dn), ÇÄÅd � 2r + 1, M � 2n=(n+ 1)r. åÓÌÉ rn !1 É n=r2n !1 �ÒÉ n!1,ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁNBP(B2r+1) � 8>>>><>>>>: r; ÅÓÌÉ r � lnn= ln lnn;lnn= ln lnn; ÅÓÌÉ lnn= ln lnn � rÉ r � logn= log logn;lnn; ÅÓÌÉ logn= log logn � r � nC0 ;ÇÄÅ 0 < C0 < 1=2 | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ;lnn=r2; ÅÓÌÉ log r= logn! 1=2 �ÒÉ n!1:�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ âþè{ËÏÄÁ B2r+1Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Ï�ÅÎËÉ NBP(B2r+1) � r n lnn:130



òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ09-01-00528-Á. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ïËÏÌØÎÉÛÎÉËÏ×Á E. A. îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ËÏÄÏ× ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÁÍÉ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÓÉÎÔÅÚÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ: óÂ. ÎÁÕÞ. ÔÒ. ÷Ù�. 51. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÎ-Ô ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉóï áî óóóò, 1991. | ó. 61{83.2. ïËÏÌØÎÉÛÎÉËÏ×Á E. A. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈÏ�ÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ ×ÅÔ×ÑÝÉÍÉÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔ. ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄ. Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ. óÅÒ. 1. | 2001. | �. 8, � 4. | ó. 76{112.3. ïËÏÌØÎÉÛÎÉËÏ×Á å. á. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ âþè-ËÏÄÏ× ×ÅÔ×ÑÝÉÍÉÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ-ÍÉ // äÉÓËÒÅÔ. ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 2009. | �. 16, � 5. |ó. 69{77.4. Borodin A., Razborov A., Smolensky R. On lower bounds for read-k-times branhing programs // Computational Complexity. | 1993. |V. 3, � 1. | P. 1{18.5. Thathahar J. S. On separating the read-k-times program hier-arhy // Pro. of the 30th Ann. ACM Symp. on Theory of Comput-ing, STOC'98 (Dallas, May 23{26, 1998). | New York: ACM, 1999. |P. 653{662.
ï óìïöîïó�é óáíïëïòòåë�éòõàýéèóñëïî�áë�îùè óèåí äìñ âõìå÷ùè æõîëãéêó íáìùí þéóìïí åäéîéãî.ð. òÅÄØËÉÎ (íÏÓË×Á)âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÏÎÔÁËÔÎÙÅ ÓÈÅÍÙ [1℄. ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ S ÒÅÁ-ÌÉÚÕÅÔ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(ex), ex = (x1; : : : ; xn), É �ÏÄ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÅÍÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ [2, 3℄ × S ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÏÂÒÙ×Ù É ÚÁÍÙËÁÎÉÑËÏÎÔÁËÔÏ× [3, 4℄. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÙ×Á ËÏÎÔÁËÔ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÁËÄ×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÁÑ ËÏÎÔÁËÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0, Á × ÓÌÕ-ÞÁÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ | ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 1. óÈÅÍÁ S ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÔ a ÏÂÒÙ×Ï×É b ÚÁÍÙËÁÎÉÊ, Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (a; b)-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ× ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÙ×Ï× ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ a ËÏÎÔÁËÔÏ× É ÚÁÍÙËÁÎÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ131



ÞÅÍ b ËÏÎÔÁËÔÏ× ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÔÕ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÀ, ÞÔÏ É × ÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(S) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÎÔÁËÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ S, Ô. Å. ÞÉ-ÓÌÏ ËÏÎÔÁËÔÏ× × ÎÅÊ. ðÕÓÔØ La;b(f) = minL(S), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒ£ÔÓÑ�Ï ×ÓÅÍ (a; b)-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÍ ÓÈÅÍÁÍ, ÒÅÁÌÉÚÕ-ÀÝÉÍ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ; ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ La;b(f) ÚÁÄÁ£Ô ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . îÉÖÅ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ (a; b)-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÍÉÓÈÅÍÁÍÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÍÁÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ� ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Fn;k,ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÁÖÄÁÑÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Õ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ k ÎÁÂÏÒÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á k ÍÁÌÏ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ Ó n.âÌÉÚËÉÅ Ë ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Fn;k ÏÂÙÞÎÙÍÉ (ÎÅÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÉ-ÓÑ) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÎÔÁËÔÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ �ÏÌÕÞÉÌâ.é. æÉÎÉËÏ× [5℄ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ k ÍÅÎØÛÅ log2 n. ÷ [6℄ ××ÅÄÅÎÙ �Ï-ÎÑÔÉÑ ÓÉÌØÎÙÈ É ÓÌÁÂÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÉÅÍ ÜÔÉÈ �ÏÎÑÔÉÊ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ, �ÏÚ×ÏÌÉ×ÛÉÅ�ÏÌÕÞÉÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÓ ÍÁÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ� ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üÔÉ�ÏÎÑÔÉÑ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × [6℄ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÌÕÞÉÔØÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ É ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ Fn;k (a; b)-ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ.ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ Fn;k,ÏÂÒÁÝÁÀÝÁÑÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Õ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ e�1, . . . , e�k, ÇÄÅ e�i =(�i;1; : : : ; �i;n), i = 1; : : : ; k. æÕÎË�ÉÉ f ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ k � n ÍÁÔÒÉ-�ÕMf , ÓÔÒÏËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ e�1, . . . , e�k, Á j-Ê ÓÔÏÌÂÅ�ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xj , j = 1; : : : ; n. óÔÏÌÂ�Ù ÍÁ-ÔÒÉ�Ù Mf ÒÁÚÏÂØ£Í ÎÁ ÇÒÕ��Ù ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÓÔÏÌÂ�Ï×.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ e� ÄÌÉÎÙ (ÉÌÉ, ÔÏÞÎÅÅ, ×ÙÓÏÔÙ) k ÞÅÒÅÚMe� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÕ��Õ ÓÔÏÌÂ�Ï× (ÉÌÉ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Õ ÍÁÔÒÉ�Ù Mf , ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï×), ÒÁ×ÎÙÈ e� ; ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ e� ÇÒÕ��Ù Me� ÍÏ-ÇÕÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÕÓÔÙÍÉ. îÅ�ÕÓÔÕÀ ÇÒÕ��Õ ÓÔÏÌÂ�Ï× Me� ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ ÓÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× e� É × ÜÔÉÈÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÁË ÎÕÌÉ, ÔÁË É ÅÄÉÎÉ�Ù; �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅÓÔÏÌÂ�ÁÍ ÉÚ ÓÉÌØÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÉÌØÎÙÍÉ. ÷ÓÅÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ ÇÒÕ��Ù É �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÓÉÌØ-ÎÙÍ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÁÂÙÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ a, b | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÁÒÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á  | ËÁËÁÑ-ÎÉÂÕÄØ Â�ÏÌØÛÁÑ ÅÄÉÎÉ�Ù ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, Õ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Fn;kn ÉÍÅ-132



ÅÔÓÑ mn ÓÉÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á �ÁÒÁÍÅÔÒ kn ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ-×ÉÀ 1 � kn � log2 n�  log2 log2 n:�ÏÇÄÁ La;b(f) � (a+ 1)(b+ 1)(n+mn):ðÒÉ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ La;b(f) .(a+1)(b+1)(n+mn) ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÁ ÖÅ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÍÅÔÏÄÁ æÉÎÉËÏ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ Á×ÔÏÒÏÍ × [6℄ �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Fn;kn ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ f&; _; �g. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ La;b(f) � (a+1)(b+1)(n+mn)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅ-ÍÙÈ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÓÉÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É Ó�ÏÓÏÂÁ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÓÅÔÅÊ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ íÕÒÁ É ûÅÎÎÏÎÁ [7℄.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ ÔÏÔ ÚÁÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÉÊ ×ÎÉÍÁÎÉÑ ÆÁËÔ, ÞÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉÉÚ Fn;kn .òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁ-ÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï.â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó.÷. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. |í.: ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2007.3. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó.÷. îÅËÏÔÏÒÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÎÁÄ£ÖÎÏÓÔÉ É ËÏÎÔÒÏ-ÌÑ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÈÅÍ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.÷Ù�. 1. | í.: îÁÕËÁ. æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1988.4. òÅÄØËÉÎ î.ð. îÁÄ£ÖÎÏÓÔØ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ÓÈÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ïíçõ, 1992.5. æÉÎÉËÏ× â.é. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙÌÏÇÉËÉ É ÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ × ËÌÁÓÓÅ ð-ÓÈÅÍ // äÏËÌ. áî óóóò. |1957. | �. 115, � 2. | ó. 247{248.6. òÅÄØËÉÎ î.ð. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÍÁÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍÅÄÉÎÉ� // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2004. | �. 3, � 4. | C. 20{31.7. Moore E. F., Shannon C.E. Reliable iruits using less reliablerelays // Journ. Franklin Institute. | 1956. | V. 262, � 3. | P. 191{208; � 4. | P. 281{297. [òÕÓÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË.÷Ù� 1. | í.: éì, 1960. | ó. 109{148.℄133



ïâòá�îáñ úáäáþá äìñ îåìéîåêîùè óéó�åíó îåéú÷åó�îùíé ðåòåíåîîùíé ðáòáíå�òáíéå. ñ. òÏÊÔÅÎÂÅÒÇ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ E ÂÁÎÁÈÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É R ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÌØ�Ï ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈE × ÓÅÂÑ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅx0 = A(t)x+ '(x; t) + p1(t); x(t0) = x0 2 Sp(�0): (1)úÄÅÓØ x(t) | ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (1), ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅ-ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ �ÒÉ t 2 T = [t0;1) ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚE; A(t) | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ-ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ (× ÓÍÙÓÌÅ ÎÏÒÍÙÏ�ÒÅÁÔÏÒÏ×) �ÒÉ t 2 T Ï�ÅÒÁÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ R; '(x; t)| ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ E � T ÓÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ E, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÊ �Ï t 2 T É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÄÌÑÌÀÂÙÈ � É x ÉÚ E ÕÓÌÏ×ÉÀ jj'(�; t)� '(x; t)jj � qjj� � xjj; p1(t) | ÎÅ-ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �ÒÉ t 2 T ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚE, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ jjp1(t)jj � k1, t 2 T ; x0 | �ÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ; Sp(�0) |ÛÁÒ × E ÒÁÄÉÕÓÁ � Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ �0. ÷ÅËÔÏÒ x0 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ, ÎÏÉÚ×ÅÓÔÎÁ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ y(t), t 2 T ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ E:y(t) = C(t)x(t) + p2(t); (2)ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÌÅÄÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ x(t) ÚÁÄÁÞÉ (1). úÄÅÓØ p2(t)ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �ÒÉ t 2 T ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ E, ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ jjp2(t)jj � k2, t 2 T , C(t) | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �ÒÉ t 2 T Ï�ÅÒÁÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ R, jjC(t)jj � 1, t 2 T , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ C�1(t), t 2 T .îÁÊÄÅÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁÅÔÏ�ÅÎËÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ëÏÛÉ� 0 = A(t)� + '(�; t) + u(t); �(t0) = �0; (3)ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ. úÄÅÓØ �(t) | ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏ-ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ �ÒÉ t 2 T ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉÉÚ E; u(t) | �ÏÄÌÅÖÁÝÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒ{ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÁÑ ÄÌÑ t 2 T ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ E. óÌÅÄ ÒÅÛÅÎÉÑ �(t) ÚÁÄÁÞÉ (3)ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(t), t 2 T ,�(t) = C(T )�(t): (4)134



÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ{ÆÕÎË�ÉÀz = � � x: (5)�ÏÇÄÁ z0 = A(t)z + F (z; t) + u(t)� p1(t); z(t0) = z0; (6)ÇÄÅ jjz0jj � �, '(�; t) � '(x; t) = F (z; t), jjF (z; t)jj � qjjzjj. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Åu(t) ÂÅÒÅÍ ×ÅËÔÏÒ{ÆÕÎË�ÉÀu(t) = B(t)C(t)z(t); (7)ÇÄÅ B(t) | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ �ÒÉ t 2 T Ï�ÅÒÁÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ R, ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ jjB(t)jj � b1, t 2 T .�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (3),ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ ÒÅÛÅÎÉÑ x(t) ÚÁÄÁÞÉ (1), ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÔÁË ×ÙÂÒÁÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒ B(t) = B1(t) � R, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ T , K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑÁ) jjU(t1)U�1(t2)jj � K �ÒÉ 0 � t1 � t2 � T ;Â) ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ z 2 E É t � 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �z;t, (0 � �z;t � T ),ÞÔÏ jjU(t+ �z;t)U�1(t)zjj � q1jjz(t)jj, ÇÄÅ U | ÒÅÛÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏ-ÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ U 0 = A(t)U; U(t0) = I:úÄÅÓØ A(t) = A(t) +B1(t)C(t).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑz0 = A(t)z + F (z; t)� p1(t)ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁjjz(t)jj � N0e��0(t�t0)jjz(t0)jj+ N0Æ� h1� e��(t�t0)i ;ÇÄÅ � = �0 �N0q; Æ = {1 + b1{2;{1 � k1; {2 � k2;N0 = Kq1 ; �0 = 1T ln 1q1 > 0:
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØÒÅÛÅÎÉÑ x(t), t 2 T , ÚÁÄÁÞÉ (1) �ÒÉ p1(t) � 0, t 2 T , ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄx0 = (A(t) + �(t))x + '(x; t) + p1(t);ÇÄÅ �(t), t 2 T , ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÁ-ËÁÑ, ÞÔÏ jj�(t)jj � k3, t 2 T , Á ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (2) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄy(t) = [C(t) + �(t)℄x(t) + p2(t);ÇÄÅ �(t), t 2 T , ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÁ-ËÁÑ, ÞÔÏ jj�(t)jj � k4, t 2 T .
îåëï�ïòùå ïãåîëé óìïöîïó�éðáòáììåìøîùè ðòåæéëóîùè óèåíé. ó. óÅÒÇÅÅ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÊx1 Æ : : : Æ xi; 1 � i � m; (1)ËÏÔÏÒÕÀ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÒÅÆÉËÓÏ× (ÉÌÉ �ÒÅÆÉËÓÎÙÈÓÕÍÍ), ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ fÆg, ÇÄÅÆ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L(m) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÇÌÕÂÉÎÙdlog2me, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ (1). ðÏÎÑÔÉÑ ÇÌÕÂÉÎÙ ÉÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÍ. × [1℄.÷ 1978 Ç. ìÁÄÎÅÒ É æÉÛÅÒ [5℄ �ÏÌÕÞÉÌÉ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ L(m) �(4� o(1))m: ÷ ÓÌÕÞÁÅ m = 2n ÂÙÌÁ ÕËÁÚÁÎÁ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÁÑ Ï�ÅÎËÁL(2n) � 4 � 2n ��n+5 + 1;ÇÄÅ �k | k-Å ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. 136



þÕÔØ �ÏÚÖÅ æÉÞ [2, 3℄ �ÏÌÕÞÉÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÉÖÎÀÀ É ×ÅÒÈÎÀÀÏ�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ:�3 13 � o(1)� 2n � L(2n) � �3 421792 � o(1)� 2n:îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, Ô.Å.ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ (1) Ó ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ Æ.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 3, 5℄ ÔÁËÖÅ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ L(m; k) ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ(1) Ó ÇÌÕÂÉÎÏÊ dlog2me + k. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ k �log'm� log2m�O(1), ÇÄÅ ' = p5+12 . äÌÑ Â�ÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k ÏÔ×ÅÔL(m; k) = 2m� k � dlog2me � 2 ÄÁÅÔ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ [6℄.ëÁË × [5℄, ÔÁË É × [2, 3℄ ÓÔÒÏÉÌÉÓØ ÓÈÅÍÙ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÆÉËÓÁ x1 Æ: : : Æ xm Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÏÊ dlog2me. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅ-ÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚL0(m; k).÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ Ï�ÅÎËÉL0(m; k) < (2+21�k)m�2; L0(2n; k) � (2+21�k)2n��n+5�k�k+1;Á × ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 3℄:�2 + 1321�k � o(1)� 2n � L0(2n; k) � �2 + 42179221�k � o(1)� 2n � k:�ÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓÉÎÔÅÚÁ �ÒÅÆÉËÓÎÙÈÓÈÅÍ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. (úÁÄÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅq ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ×ÈÏÄÏ× É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÈÏÄÏ× ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ �ÒÅ×ÙÛÁÔØ q � 1.) ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉÔÁËÉÈ ÓÈÅÍ �ÏÍÉÍÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Æ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÁË-ÖÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. äÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÓÈÅÍ ÓÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ q ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÎÉÖÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ q.æÉÞ [2, 3℄ �ÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ Lq(m) = �(m) �ÒÉ q � 3 É L2(m) =�(m logm). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ m = 2n ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(n+ 1� o(1))2n�1 � L2(2n) � (3n� 3; 5� o(1))2n�1;L02(2n; k) � (2n� 2k � 3� o(1))2n�k + 5 � 2n�1 � k:ìÕÞÛÉÅ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉL2(2n) � (n� 0; 5)2n; L02(2n; k) � (n� k � 3)2n�k + 5 � 2n�1 � k:137



�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÒÁÎÎÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ëÏÇÅ|óÔÏÕÎÁ 1973 Ç. [4℄ (×ÔÏ-ÒÁÑ | �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÓÈÅÍÙ ëÏÇÅ|óÔÏÕÎÁ × ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ìÁÄÎÅÒÁ|æÉÛÅÒÁ).ë �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ. ÷×Å-ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ L�(m) É L0�(m; k) ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ (1)Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ � ÓÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍL(m) É L0(m; k). ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ.1) L(2n) = 3; 5 � 2n � (8; 5 + 3; 5(n mod 2))2bn=2 + n+ 5;2) L(m) � (3; 5� o(1))m;3) ðÒÉ 1 � k � n� 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅL0(2n; k) = (2 + 2�k)2n � (5 + 2((n� k) mod 2))2b(n�k)=2 � k + 2;4) äÌÑ ÌÀÂÙÈ m, k, ÇÄÅ 1 � k � dlog2me � 2, �ÒÉ m ! 1 Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï L0(m; k) � (2 + 2�k � o(1))m;5) L�(2n) � 3 311 � 2n � �n; ÇÄÅ �n = �n+3+�n+2+�n+1��n�n�72 ; Á �nÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �n = 2�n�3+�n�4+1Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ �0 = 2511 ; �1 = 3911 ; �2 = 5611 ; �3 = 7911 ;6) L�(m) � �3 311 � o(1)�m;7) äÌÑ ÌÀÂÙÈ m, k, ÇÄÅ 1 � k � d(log2m)=2e � 1, �ÒÉ m ! 1Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï L0�(m; k) � �2 + 311 � 41�k � o(1)�m;8) L02(2n; k) � (n� k � 3; 25)2n�k + 5 � 2n�1 � k �ÒÉ n � k � 1.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀó. â. çÁÛËÏ×Õ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔÙ08{01{00863 É 08{01{00632), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞ-ÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ�.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ. íçõ, 1984.2. Fih F. E. Two problems in onrete omplexity: yle detetionand parallel pre�x omputation. | IBM researh report RJ 3651, 1982.(Ph. D. thesis. | Univ. of California, Berkeley, 1982.)3. Fih F. E. New bounds for parallel pre�x iruits // Pro. ACMSymp. Theory of Comput. | 1983. | P. 100{109.138



4. Kogge P. M., Stone H. S. A parallel algorithm for the eÆientsolution of a general lass of reurrene equations // IEEE Trans. onComp. | 1973. | V. 22, � 8. | P. 786{793.5. Ladner R. E., Fisher M. J. Parallel pre�x omputation // J.ACM. | 1980. | V. 27, � 4. | P. 831{838.6. Zhu H., Cheng C.-K., Graham R. Construting zero-de�ienyparallel pre�x iruits of minimum depth // Pro. ASP-DAC. | 2005.|P. 883{888.
ï îéöîéè ïãåîëáè çìõâéîùæïòíõì óðåãéáìøîïçï ÷éäáä. ÷. �ÒÕÝÉÎ (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ�-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ | ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ�ÏÄÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÇÌÁ×ÎÏÊ �ÏÄ-ÆÏÒÍÕÌÙ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÕ-ÂÉÎÁ. ðÏÌÕÞÅÎÙ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ �-�Ï�ÏÌÎÅÎÉÊÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P2, ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ | ÞÅÒÅÚ M , Á ÞÅÒÅÚ H(n),H � P2, | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ H ÉÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn.ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ P2, Á � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ A. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ L(�) ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉ-ÓÌÏ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÅ. çÌÕÂÉÎÕ D(�) ÆÏÒÍÕÌÙ� Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ. åÓÌÉ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÁ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÊ, ÔÏ D(�) = 0. åÓÌÉ � ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(�1; : : : ;�m), ÇÄÅ f 2 A, Á�1; : : : ;�m | ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ A, ÔÏ �ÏÌÏÖÉÍ D(�) = 1 + maxD(�i),ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ i = 1; : : : ;m. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf 2 [A℄ �ÏÌÏÖÉÍ LA(f) = minL(�); DA(f) = minD(�), ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÆÏÒÍÕÌÁÍ � ÎÁÄ A, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ f .óÌÅÄÕÑ [1℄, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ �-ÆÏÒÍÕÌÙ � ÎÁÄ ËÏ-ÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ A ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. óÉÍ×ÏÌ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ �-ÆÏÒÍÕÌÏÊ. åÓÌÉ � | �-ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ A, f | ÓÉÍ×ÏÌ139



m{ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ A, m � 1, Á xi2 ; : : : ; xim | ÓÉÍ×ÏÌÙ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ, ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ f(�; xi2 ; : : : ; xim) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �-ÆÏÒÍÕÌÏÊ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ �-ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ A, ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ �-�Ï�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ [A℄�. óÉÓÔÅ-ÍÁ A � P2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-�ÏÌÎÏÊ, ÅÓÌÉ [A℄� = P2.ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, f 2 [A℄�. ðÏÌÏ-ÖÉÍ D�A(f) = minD(�), L�A(f) = minL(�), ÇÄÅ ËÁÖÄÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅ-ÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �-ÆÏÒÍÕÌÁÍ � ÎÁÄA, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ f . âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ�-ÆÏÒÍÕÌÕ � ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ (ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f), ÅÓÌÉ � ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ f , ÉD(�) = D�A(f). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÏÌÏÖÉÍ D�A(n) = maxD�A(f), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÆÕÎË-�ÉÑÍ f 2 H(n), H = [A℄�. îÅ ÓÌÏÖÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÍÅÒÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1D�A(f) � L�A(f) � 2D�A(f),ÇÄÅ 1 É 2 | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ A.ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÆÕÎË�ÉÉ f ÞÅÒÅÚ m(f). äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ A � P2 �ÏÌÏÖÉÍ m(A) = maxm(f), p(A) = maxm(f), ÇÄÅÍÁËÓÉÍÕÍÙ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É A nM ÓÏÏÔ-×ÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ A �M , ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ p(A) = 1.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ Á×ÔÏÒÏÍ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏ-ÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, É ÆÕÎË�ÉÑ f (n)(x1; : : : ; xn) �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ [A℄�, ÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏD�A(f (n)) � nr;ÇÄÅ r = m(A) + p(A)� 2,  | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ A.éÚ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × P2 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �-�ÏÌÎÙÍÉ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [2, 3℄). óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ�ÒÉ ×ÓÅÈ k � 3 × Pk ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÅ �-�ÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ [1, 3,4℄. �ÁËÖÅ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ p � 2ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ A ÔÁ-ËÁÑ, ÞÔÏ 1np � D�A(n) � 2np;ÇÄÅ 1 É 2 | ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ A, n � p. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀÄÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ðÏÌÏÖÉÍ A = fx+ y; xy; xg. 140



éÎÄÕËÔÉ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n � 1 ÆÕÎË�ÉÀ fn(x1; : : : ; xn)ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÏÌÏÖÉÍ f1(x1) = x1 Éfn(x1; : : : ; xn) = fn�1(x1; : : : ; xn�1)&xn + x1 + x2 + : : :+ xn�ÒÉ ×ÓÅÈ n � 2. îÅ ÓÌÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ fn 2 [A℄�.ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n � 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏD�A(fn) = (n+ 1)(n+ 2)2 � 3:�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ n � 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1n2 � D�A(n) � 2n2;ÇÄÅ 1; 2 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ n.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÅÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ × [2℄ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÔÁËÖÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÓËÒÅÎÎÀÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ á.â.õÇÏÌØÎÉËÏ×Õ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏ-ÔÙ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÌÕÈÏ× í. í. ïÂ �-ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ É �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈÆÕÎË�ÉÊ k{ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1989. |�. 1, ×Ù�. 1. | ó. 16{21.2. �ÒÕÝÉÎ ä. ÷. ï ÇÌÕÂÉÎÅ �-�Ï�ÏÌÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅ-ÈÁÎÉËÁ. | 2009. | ÷Ù�. 2. | ó. 72{75.3. þÅÒÎÙÛÏ× á. ì. õÓÌÏ×ÉÑ �-�ÏÌÎÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏ-ÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1992. | �. 4,×Ù�. 4. | ó. 117{130.4. ûÁÂÕÎÉÎ á. ì. ðÒÉÍÅÒÙ �-�ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ k{ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ�ÒÉ k = 3; 4 // äÉÓËÒÅÔÎÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2006. | �. 18, ×Ù�. 4. |ó. 45{55. 141



ë ïð�éíéúáãéé îåîáäåöîùè óéó�åíá. ÷. õÇÌÁÎÏ× (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ),÷. á. âÁÄÏÅ× (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ)òÁÂÏÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë �ÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (Ï�ÔÉÍÉ-ÚÁ�ÉÏÎÎÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ÚÄÅÓØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ). òÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑ-ÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÉÎÖÅÎÅÒÉÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÓÌÏÖÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �Å�ÏÞÅË:ÓÍ. [1℄, ÇÄÅ ÏÄÎÁ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÎÁÊÄÅÎÁ, ÎÏ ÌÉÛØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ).ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞ. óÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×,m ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ| ÒÁÂÏÞÉÅ (m � n), Á n�m|ÒÅÚÅÒ×ÎÙÅ. òÁÂÏÞÉÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×ÙÈÏÄÑÔÉÚ ÓÔÒÏÑ. òÅÚÅÒ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÓÔÒÏÑ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ(ÎÅÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÊ ÒÅÚÅÒ×), Á ÓÌÕÖÁÔ ÄÌÑ ÚÁÍÅÎÙ ÒÁÂÏÞÉÈ: × ÓÌÕÞÁÅ ÏÔ-ËÁÚÁ ÒÁÂÏÞÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÏÎ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÒÅÚÅÒ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉÔÁËÏ×ÏÊ ÅÝÅ ÉÍÅÅÔÓÑ; ÅÓÌÉ ÖÅ ÒÅÚÅÒ× ÉÓÞÅÒ�ÁÎ, ÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÓÔÁ-ÎÏ×ËÁ ÒÁÂÏÔÙ ×ÓÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (Á×ÁÒÉÑ), ËÏÔÏÒÁÑ ÌÉË×ÉÄÉÒÕÅÔÓÑ ÚÁ ×ÒÅ-ÍÑ (n�m+1)t0 Ó ÚÁÔÒÁÔÁÍÉ a(n�m+1) (t0; a � 0 ÓÕÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ×ÒÅÍÑ ÒÅÍÏÎÔÁ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ÚÁÔÒÁÔÙ ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÅÍÏÎÔ). ÷Ï×ÒÅÍÑ ÌÉË×ÉÄÁ�ÉÉ Á×ÁÒÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ ÓÔÒÏÑ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ, É × ÍÏÍÅÎÔÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÌÉË×ÉÄÁ�ÉÉ ×ÓÅ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÓ�ÒÁ×ÎÙ. ðÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉ, Ó�ÅÒÉÏÄÏÍ � , ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÆÉÌÁËÔÉËÉ �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÓÓÔÁÎÁ-×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ×ÙÛÅÄÛÉÅ ÉÜ ÓÔÒÏÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (0 < � � 1; ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï � = 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÒÏÆÉÌÁËÔÉË | ÍÙ ÎÅ ÉÓËÌÀÞÁ-ÅÍ É ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ). ðÒÏÄÏÌÖÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÆÉÌÁËÔÉËÉ ÅÓÔØtp � 0, É × ÔÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÁÂÏÔÁÅÔ. úÁÔÒÁÔÙ ÎÁËÁÖÄÕÀ �ÒÏÆÉÌÁËÔÉËÕ ÅÓÔØ b � 0. åÓÌÉ Á×ÁÒÉÑ �ÒÏÉÚÏÛÌÁ × ÔÁËÏÊÍÏÍÅÎÔ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ ÄÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ �ÒÏÆÉÌÁËÔÉËÉ ÍÅÎØÛÅ (n�m+1)t0,ÔÏ Á×ÁÒÉÊÎÙÊ ÒÅÍÏÎÔ ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ (ÏÖÉÄÁÅÔÓÑ �ÒÏÆÉÌÁËÔÉËÁ).ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ (n�m+1)t0 � tp � � . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Tw(T )É DT ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ É ÒÅÍÏÎÔÎÙÅ ÚÁÔÒÁÔÙÎÁ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; T ℄ (T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÏÍ ÜËÓ�ÌÕÁÔÁ-�ÉÉ) É �ÏÌÏÖÉÍ R(T ) = ETw(T )T ; D(T ) = EDTT(E | ÚÎÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ). R(T ) ÅÓÔØ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ �ÒÉ �ÅÒÉÏÄÅ ÜËÓ�ÌÕÁÔÁ�ÉÉ T . îÁ �ÒÁËÔÉËÅ T ×ÅÌÉËÏ (ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉ: �T >> 1), ÔÁË ÞÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ (�ÒÉT !1) �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎ R(T ); D(T ).142



úÁÄÁÞÁ 1 (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ): ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ×R def= limT!1 R(T ); D def= limT!1 D(T ); (1)É ÎÁÊÔÉ ÜÔÉ �ÒÅÄÅÌÙ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ É �ÕÓÔØ V ÅÓÔØ (ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ. �ÏÇÄÁ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÁÒÁÍÅÔÒÙ �; t0; tp; a; b ÓÕÔØ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ)ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ v 2 V ; ÔÏÇÄÁ É ×ÅÌÉÞÉÎÙ R; D ÓÕÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ v. ðÏ-ÌÏÖÉÍ F : V ! R1 : F (v) = KR(v)�D(v); (2)ÇÄÅ K ÎÅËÏÔÏÒÙÊ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ×ÙÇÏÄÏÊÏÔ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ.úÁÄÁÞÁ 2 (ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÁÑ): ÎÁÊÔÉ v, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ F ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅsj+ = � sj ; ÅÓÌÉ s � 0 (00 = 1);0; ÅÓÌÉ s < 0;É ×ÅÌÉÞÉÎÙ:Pi;j = e�m�(��tp�j(n�m+1)t0) �� (m�)(n�m+1)j+i((n�m+ 1)j + i)! (� � tp � j(n�m+ 1)t0)(n�m+1)j+i+ ;ÇÄÅ i = 1; : : : ; n�m; j = 0; 1; : : : ; ÅÓÌÉ n = m, ÔÏ Pi;j = 0;Pi = intXj=0 Pi;j�ÚÄÅÓØ É ÎÉÖÅ int ÅÓÔØ �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ h ��tp�0(n�m+1)t0 i �;Pn�m+1 = int+1Xl=1 �Z��(n�m+1)t0 e�m�(t�(l�1)(n�m+1)t0) �� (m�)l(n�m+1)[t� (l � 1)(n�m+ 1)t0℄l(n�m+1)�1+((l(n�m+ 1)� 1)! dt ;143



E0 = int+1Xl=1 �Z��(n�m+1)t0 (� � t)e�m�(t�(l�1)(n�m+1)t0) �� (m�)l(n�m+1)[t� (l � 1)(n�m+ 1)t0℄l(n�m+1)�1+((l(n�m+ 1)� 1)! dt ;E1 = n�m+1Xl=1 lPl :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷×ÅÄÅÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÙÊ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÓÍÙÓÌ, ÎÏ ÍÙ ÎÅÉÍÅÅÍ ÚÄÅÓØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ×Ï�ÒÏÓÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÅÄÅÌÙ (1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁR = 1� E0 + (m�(� � tp)�E1)t0(1 +m�t0)� ; (3)D = am�(� � tp �E0)�E1)(1 +m�t0)� + bE1� : (4)úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (3), (4) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖ-ÎÏ (ÔÁË, ÎÁÍ �ÒÉÛÌÏÓØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× | ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÁ, �ÒÉÞÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÜÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ).ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3), (4) ÄÁÀÔ Ñ×ÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÅÌÅ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ (2), ÔÏ ÍÁËÓÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÅÎÁ �ÒÏÓÔÙÍ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ.òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅòÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 09-01-00677). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kononova A . V., Neri F., Semoushin I., Uglanov A. V. Analysisof one omplex unreliable system // Next generation onurrent engi-neering. Smart and onurrent integration of porodut data, servies andontrol. | International soiety for produtivity. | Enhanement. |ISPE, V. 1. | Ft. Worth (USA), 2005. | P. 397{400.
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ëïäéòï÷áîéå ðï�ïëá óâïå÷ é îáäåöîïó�øõðòá÷ìñàýéè óéó�åíí. á. æÅÄÏÔËÉÎ, á. í. æÅÄÏÔËÉÎ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÅÎÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÍÏÍÅÎÔÏ×ÓÂÏÅ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ [1{4℄, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÉÈ × ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-ÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÁÑÓÉÓÔÅÍÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ, Á ÓÂÏÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ ËÁË ÚÁ ÓÞÅÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÎÅÛ-ÎÅÊ ÓÒÅÄÙ, ÔÁË É ÚÁ ÓÞÅÔ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÅÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÂÏÑÍÉÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ É ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÓÂÏÅ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÚÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t. ðÒÅÄÌÏÖÅÎ ÎÅÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÂÏÅ× ÉÌÉ �ÏÔÏËÁ ÓÂÏÅ× ÔÁËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. üÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ×ÙÄÅÌÅÎÉÉ ÓÂÏÅ× ÔÁËÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÂÏÊ ËÁÖÄÏÇÏÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÇÒÕ��Õ ÎÏ×ÙÈ ÓÂÏÅ× ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×. îÁ �ÒÉÍÅÒÁÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÅÁÌØÎÙÈÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ �ÒÏ×ÅÄÅÎ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÓÂÏÅ× ÇÌÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁË É ÞÉÓÌÁ×ÓÅÈ ÔÉ�Ï× ÓÂÏÅ× ÚÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÂÏÑÍÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏÊ ÍÅÔÏÄ ËÏÎÔÒÏÌÑÚÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÄÉÓ�ÅÒÓÉÀ ÞÉÓÌÁ ÓÂÏÅ× ×ÓÅÈ ÔÉ�Ï× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ t.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f� 0i ; i � 1g �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÍÏÍÅÎ-ÔÏ× ÓÂÏÅ× ×ÓÅÈ ÔÉ�Ï× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ �0 = � 01 Éf�i; i � 0g ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÍÏ-ÍÅÎÔÏ× �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÓÂÏÅ× ÇÌÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. �ÁË ËÁË i-ÙÊ ÍÏÍÅÎÔ�i = � 0ki �ÒÉ i � 0; ki 2 f1; 2; :::g; k0 = 1; ÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ�i = ki+1 � ki Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÈ ÓÂÏÅ× ÎÁ �ÒÏ-ÍÅÖÕÔËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ [�i; �i+1): ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÅÄ-ÌÏÖÉÔØ ÔÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÂÏÒÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎfki; i � 0g; ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÄÅÎÔÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f(�i; �i); i � 0g:ðÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÏÔÏ-ËÁ ÓÂÏÅ× ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ × ×ÉÄÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉÉ f(�i; �i); i � 0g: ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fki; i � 0g:ðÕÓÔØ �ÒÉ  = 0; 1; ::: ÍÏÍÅÎÔÙ � ()i < � ()i+1; i � 0; ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f� 0i ; i � 1g; Ô. Å. ×ÅÌÉÞÉÎÁ145



� ()i = � 0k;i ; k;i 2 f1; 2; :::g: �ÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �()i = k;i+1 � k;i ÚÁÄÁÅÔÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÔÉ�Ï× ÓÂÏÅ× ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ [� ()i ; � ()i+1): ðÒÉ ÎÏ×ÏÍ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ f� 0i ; i � 1g ÓÂÏÅ× × ×ÉÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉf(� ()i ; �()i ); i � 0g ×ÅÌÉÞÉÎÕ �()i ÎÁÚÏ×ÅÍ i�ÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ, Á ×ÅÌÉÞÉÎÕÆ()i = � 0k;i+1 � � 0k;i+1�1 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ ÍÅÖÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÇÒÕ�-�ÁÍÉ �()i ; �()i+1:íÏÍÅÎÔÙ � ()i ;  � 0; i � 0; ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ: k0;i+1 = inffj : j > k0;i; � 0j�� 0j�1 � h0g;s = inffj : j � 0; �()j � d; �()j+1 � d; Æ()j < h1; �()j = �()j�1g;� (+1)i = � ()i �ÒÉ i � s É � (+1)i = � ()i+1 �ÒÉ i > s: ÷ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌÁÈ�ÒÉ ËÁÖÄÏÍ  = 0; 1; ::: ×ÅÌÉÞÉÎÁ �()�1 = 1; k0;0 = 1; d | ÎÅËÏÔÏÒÏÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ h0; h1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÓÌÏ×ÉÀ h0 < h1.üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ f(� ()i ; �()i ); i � 0g; = 0; 1; :::; ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÅÌÉÞÉÎÕ h0; ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÉÓÈÏÄÎÙÊ �ÒÏ-�ÅÓÓ f� 0i ; i � 1g ÎÁ ÇÒÕ��Ù Ó �ÅÌØÀ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÍÁÒËÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÏ-ÞÅÞÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ f(� (0)i ; �(0)i ); i � 0g ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. äÁÌÅÅ, �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù �(0)0 ; ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂßÅÄÉÎÑ-ÅÔ �ÅÒ×ÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÇÒÕ��Ù �(0)j É �(0)j+1; ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏ-ÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ÓÂÏÅ×, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÓÔÒÏÇÏÍÅÎØÛÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ h1 É, ÎÁËÏÎÅ�, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ× �(0)j = �(0)j�1:üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ �ÒÏ�ÅÓÓ f(� (1)i ; �(1)i ); i � 0g �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ,Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ÞÔÏ É Ë �ÒÏ�ÅÓÓÕf(� (0)i ; �(0)i ); i � 0g: ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÍÁÒËÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÏÞÅÞ-ÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ f(� (2)i ; �(2)i ); i � 0g ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ É Ô. Ä.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ! = ft0i; i � 1g ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f� 0i ; i � 1g É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ i � 0ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÅÌÙ lim!1 k;i(!); lim!1 � ()i (!):äÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i � 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ki = lim!1 k;i; �i = lim!1� ()i : ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÅ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÔÏËÁ f(�i; �i); i � 0g ÉÍÅÅÍ �i = � 0ki ; �i = ki+1 � kiÄÌÑ ×ÓÅÈ i � 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÞÉÓÌÏ×ÓÅÈ ÓÂÏÅ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ ×ÒÅÍÅÎÉ [�i; �i+1).éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÁÎÎÙÅ ÉÚ [5, 6℄ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ�ÒÏ×ÅÒËÉ ÇÉÅÏÔÅÚ ÉÚ [7℄, ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ146



�ÏÄÂÏÒÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ d; h0; h1 ËÁË ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i; i � 0; ÔÁËÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �i; i � 0; ÂÕÄÕÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ É ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ×ÅÌÉÞÉÎ �i+1 � �i; �i: éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÉÄ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉ-ÞÉÎ �i+1 � �i; �i É ÉÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ Ó�ÏÓÏÂ �ÒÏÆÉÌÁË-ÔÉËÉ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔË �Ï×ÙÛÅÎÉÀ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÅÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ × îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏÍ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉ-ÔÅÔÅ ÉÍ. î. é. ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÏÓÂÀÄ-ÖÅÔÎÏÊ îéò, �ÒÏ×ÏÄÉÍÏÊ �Ï ÚÁÄÁÎÉÀ æÅÄÅÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÇÅÎÔÓÔ×Á �ÏÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ �Ï ÔÅÍÅ "áÎÁÌÉÚ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂ-ÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ" (ÎÏÍÅÒ ÇÏÓÕ-ÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÅÇÉÓÔÒÁ�ÉÉ 01.2.00 6 02598).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÑ�ÕÎÏ× á. á., ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. �ÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ËÉ-ÂÅÒÎÅÔÉËÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 9. | 1963. | ó. 5{22.2. æÅÄÏÔËÉÎ í. á. ðÒÏ�ÅÓÓÙ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ É Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ // íÁÔ. ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 6. | 1996. | ó. 51{70.3. æÅÄÏÔËÉÎ í. á. îÅÌÏËÁÌØÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁÄÁÎÉÑ Õ�ÒÁ×ÌÑÅÍÙÈÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× // íÁÔ. ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 7. |1998. | ó. 332{344.4. æÅÄÏÔËÉÎ í. á. ï ÍÏÄÅÌÑÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× Ó Õ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÅÍ // Abstrats of International Conferene on "Kolmogorov andContemporary Mathematis". | M: íçõ, 2003. | ó. 656{657.5. ëÏËÓ ä., ìØÀÉÓ ð. óÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÓÏÂÙÔÉÊ. | í.: íÉÒ, 1969.6. Bartlett M. S. The spetral analysis of point proesses // J. R.Statist. So. B. | 1963. | V. 25, �. 2. | P. 264{296.7. Fedotkin A. M., Fedotkin M. A. Model for refusals of elements ofa ontrolling system // Transations of the �rst Frenh-Russian Confer-ene on "Longevity, Aging and Degradation Models in Reliability, PubliHealth, Mediine and Biology, LAD' 2004". | St. Petersburg: St. Pe-tersburg State Politehnial University, 2004. | V. 2. | ò. 136{151.
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îéöîéå ïãåîëé äìñ âõìå÷ùè æõîëãéê÷ ðòåäó�á÷ìåîééòáúìéþîùíé íïäåìñíé k-OBDDë. ò. èÁÄÉÅ× (ëÁÚÁÎØ)íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÏÄÅÌØ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ (BP |branhing program), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ × ËÎÉÇÅ [5℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÔÅÈÎÉËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÎÉÈÏ�ÅÎÏË ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕË�ÉÊ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ k-OBDD,ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍÉ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ.÷ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÏ×ÎÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ×ÅÒÛÉÎÙÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÉ 0; 1; : : : ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ i ÒÅÂÒÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÕÒÏ×ÎÑ i ×ÅÄÕÔ ÔÏÌØËÏ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÒÏ×ÎÑ(i+ 1).ûÉÒÉÎÁ w(P ) ÕÒÏ×ÎÅ×ÏÊ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ P | ÜÔÏ ÍÁË-ÓÉÍÕÍ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ, ×ÚÑÔÙÊ �Ï ×ÓÅÍ ÕÒÏ×ÎÑÍ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ P .õÒÏ×ÎÅ×ÁÑ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓ-ÌÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ P ÔÅÓÔÉÒÕÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ.õÒÏ×ÎÅ×ÁÑ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÞÉÔÁ-ÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ �ÕÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÞÉÔÁÅÔÓÑÏÄÉÎ ÒÁÚ.õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ (OBDD) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ Xn = fx1; x2; : : : ; xng | ÜÔÏ ÕÒÏ×ÎÅ×ÁÑ ÚÁÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÏÄÉÎ ÒÁÚÞÉÔÁÀÝÁÑ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ.çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ OBDD ÞÉÔÁÅÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �,ÇÄÅ � | �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n. åÓÌÉ ÞÔÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ k ÒÁÚ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-OBDD.ðÏÒÑÄÏË �=(1; : : : ; n), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ id, É OBDD, ËÏÔÏÒÁÑ ÞÉÔÁÅÔ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ × ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ id-OBDD, ÅÓÌÉ ÍÏÄÅÌØ kÒÁÚ ÞÉÔÁÀÝÁÑ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÅ ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ k-id-OBDD.äÌÑ k-OBDD, k � 2, �ÕÓÔØ �1 = (1; : : : ; n), �2 = (n; : : : ; 1) | Ä×Á�ÏÒÑÄËÁ ÓÞÉÔÙ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ k-OBDD ÞÉÔÁÅÔ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÅ × �ÏÒÑÄËÅ �1�2�1�2 : : : , ÔÁËÕÀ k-OBDD ÎÁÚÙ×ÁÀÔ k-sweeping-OBDD.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ k-OBDDw ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈk-OBDD Ó ÛÉÒÉÎÏÊ w. úÁ k-id-OBDDw É k-swepping-OBDDw ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ k-id-OBDD Ó ÛÉÒÉÎÏÊ w É k-swepping-OBDD Ó ÛÉÒÉÎÏÊ w ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1; : : : ; xn. òÁÚÏÂØÅÍ ÉÈ ÎÁ 2 ÍÎÏÖÅÓÔ×Áx1; : : : ; xm É xm+1; : : : ; xn. ÷ÏÚØÍÅÍ Ä×Á ÂÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÁ ÄÌÉÎÙ m148



�1 : : : �m É �01 : : : �0m. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ÍÙ �ÏÄÓÔÁ×ÉÍ ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒ×ÙÈ m �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÁ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ Ä×Å ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÄ n �m�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ f� É f�0 . ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ, ÎÁÂÏ-ÒÙ �1 : : : �m É �01 : : : �0m ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, É ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ � =f �0; f� É f�0 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÉf . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ �f (m;n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÅÒ×ÙÈ m �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÌÉ ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× �1 : : : �m.îÁÚÏ×ÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÆÕÎË�ÉÊ ÆÕË�ÉÉ f ÎÁÄ n�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÏ �f (n) = maxm=f1:::ng �f (m;n). ðÒÉ ÜÔÏÍ m, ÎÁËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ N(n).ó×ÏÊÓÔ×Ï. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÄ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÍÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: �f (n) � jX jn�log(n).�ÁËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Ë �ÒÉÍÅÒÕ ÎÁ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ (ISA).æÕÎË�ÉÑ ISA Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÅÒÕÔÓÑ �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÅ log(n) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ k | ÞÉÓÌÏ, Ä×ÏÉÞÎÙÊ ×ÉÄ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÚÁ�ÉÓÁÎ × ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÚÎÁÞÅÎÉÅ xk.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ:åÓÌÉ f 2 k-id-OBDDw ÉÌÉ f 2 k-sweeping-OBDDw ÔÏÇÄÁ�F (n) � O(ww).åÓÌÉ f 2 k-id-OBDDonst ÉÌÉ f 2 k-sweeping-OBDDonst ÔÏÇÄÁ�F (n) � onst.åÓÌÉ f 2 k-id-OBDDlog(n) ÉÌÉ f 2 k-sweeping-OBDDlog(n) ÔÏÇÄÁ�F (n) � O(NO(log log(n))).üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÁÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉÆÕÎË�ÉÊ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ k-OBDD. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉ-ÍÅÒÏ×:1. æÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ä×ÕÈ �ÏÌÏ×ÉÎ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ EQU , ÒÁ×-ÎÁÑ 1 ÔÏÌØËÏ ÎÁ fxx : x 2 f0; 1gn=2g. äÌÑ ÎÅÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄ-ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁÂÏÒ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÏ×ÎÏ �Ï-ÓÅÒÅÄÉÎÅ, ÔÏÇÄÁ N(n) = n=2, �(n) = 2N = 2n=2, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÁÑ �ÏÄ-ÓÔÁÎÏ×ËÁ �1 : : : �N ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1 : : : xN ÂÕÄÅÔ �ÏÒÏÖÄÁÔØ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÏÄÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁ ÂÕÄÅÔ ÄÁ×ÁÔØ 1 ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁxN+1 = �1; : : : xn = �N . �ÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓ�ÏÚÎÁÎÁÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ.2. æÕÎË�ÉÑ ISA ÔÁËÖÅ ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-ÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. 149



3. æÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 É 1 ×Ï ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ O,ÒÁ×ÎÁÑ 1 ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ fx 2 f0; 1gn : ℄0(x) = ℄1(x)g, ÇÄÅ ℄r(x) |ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ× r × ÓÌÏ×Å x. äÌÑ ÎÅÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄ-ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁÂÏÒ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÏ×ÎÏ �ÏÓÅÒÅÄÉÎÅ, ÔÏÇÄÁ N(n) = n=2, �(n) = N = n=2, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ�ÏÄÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÏÌØËÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ËÏÔÏÒÙÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ O =2 k-id-OBDDonst, k-sweeping-OBDDonst. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Condon A. Bounded error probabilisti �nite state automata.2. Dwork C., Stokmeyer L., A time-omplexity gap for two-wayprobabalisti �nite state automata // SIAM J. Comput. | 1990. |V. 19. | P. 1011{1023.3. Leighton F. T., Rivest R. L. Estimating a probability using �nitememory // IEEE Transations on Information Theory. | 1986.| V. IT-32, � 6.4. Shepherdson J. The redution of two-way automata to one-wayautomata // IBM Journal of Researh and Development. | 1959. |V. 3. | P. 198{200.5. Wegener I. Branhing programs and binary deision diagrams: the-ory ans appliations // Soiety for Industrial and Applied Mathemat-is. | Philadelphia, 2000.6. Lee C. Y. Representation of swithing iruits by binary-deisionprograms // Bell Systems Tehnial Journal. | 1959. | V. 39. |P. 985{999.éóóìåäï÷áîéå óìïöîïó�é õíîïöåîéñ÷ ëïííõ�á�é÷îùè çòõððï÷ùè áìçåâòáèâ. ÷. þÏËÁÅ× (íÏÓË×Á)ïÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÁÈ. áÌÇÅÂÒÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÄÅÌÅÎÎÏÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ: ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ Ä×ÕÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á,�ÒÉÞÅÍ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �Ï ÏÂÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ.ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÂÁÚÉÓÏÍ ÁÌÇÅÂÒÙ. úÁÄÁÞÁÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÔÒÏ-ÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ150



ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ×Ù-ÞÉÓÌÑÌ ÂÙ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÉÍÅÌ ÂÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÒÅÄÉ×ÓÅÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ïÂÝÅ�ÒÉÎÑÔÙÍ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× [4℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÉÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÁÌÇÅ-ÂÒÙA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (f1; g1; w1; : : : ; fr; gr; wr),ÇÄÅ f�; g� 2 A�; w� 2 A; 1 � � � r, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a; b 2 Aa � b = rX�=1 f�(a)g�(b)w�:þÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÏÊ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. âÉÌÉÎÅÊÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ A ÉÌÉ ÒÁÎÇÏÍ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉ-ÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ rkA.�ÅÏÒÅÍÁ [1℄. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ A ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ rkA � 2 dimA� t(A);ÇÄÅ t(A) | ÞÉÓÌÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÈ ÉÄÅÁÌÏ× A. áÌÇÅÂÒÙ,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ×ÅÒÈÎÅÊ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. áÌÇÅÂÒÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓ-ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ a1; : : : ; an ÜÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ïfa1; : : : ; ang ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÕ��Õ G ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ× A. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÌÇÅÂÒÁ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F [G℄, ÇÄÅ F | �ÏÌÅ ÎÁÄËÏÔÏÒÙÍ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ.óÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÔÅÓÎÏÓ×ÑÚÁÎÎÏÊ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ÁÌÇÅÂÒÅ ÍÁÔÒÉ�. ÷ 2003 ÇÏÄÕçÅÎÒÉ ëÏÜÎ É ëÒÉÓÔÏÆÅÒ õÍÁÎÓ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ × ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ �ÏÞÔÉ ÌÉÎÅÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� �ÏÒÑÄËÁ n �ÏÞÔÉË×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n [6℄.äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÔÅÏÒÅÍÕ áÌÄÅÒÁ|ûÔÒÁÓÓÅÎÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÉÔÅÏÒÅÍÕ âÌÅÚÅÒÁ [2℄, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÕÀ ×ÓÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎ-ÇÁ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÅÒÈÎÉÈ Ï�ÅÎÏË.ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. äÒÕÇÏÊ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÅÓÌÉ ÁÌÇÅÂÒÁ ÎÅ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, ÔÏ ×ÅÒÎÁ ÌÉ ÄÌÑ ÎÅ£ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÁ151



ÂÉÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ïÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉ-ÞÁÀÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ ÎÁÄ ËÁËÉÍ �ÏÌÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑÁÌÇÅÂÒÁ: ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0 ÉÌÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ �ÒÏÓÔÏÊ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ F[G℄ | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ�-�Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 0. �ÏÇÄÁÁÌÇÅÂÒÁ F[G℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ, É rkF[G℄ =2n� s.äÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ s ÎÁÊÄÅÎÙ ÎÅÓÌÏÖÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÚÁ×ÉÓÑ-ÝÉÅ ÏÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÕ��Ù G, Á ÔÁËÖÅ ÏÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ FÄ×ÕÞÌÅÎÁ Xn � 1 ÎÁ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ F[Gn ℄ | ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ ÇÒÕ��ÙGn �= Zp�Zp� : : :�Zp| {z }n ÒÁÚÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. �ÏÇÄÁrk F[Gn ℄ � (3� o(1)) dim F[Gn ℄; �ÒÉ n!1:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ0, ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉ �ÒÏÓÔÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅÇÒÕ��Ï×ÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÍÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2 �ÏÌÕÞÅÎÁ ÎÁÉÌÕÞÛÁÑ ÓÒÅÄÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ×�ÅÒ×ÙÅ ÂÙÌÁ�ÏÓÔÒÏÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒ An Ó ÎÉÖÎÅÊÏ�ÅÎËÏÊ (3�o(1)) dimAn. �ÅÏÒÅÍÁ 2 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒ Ó ÔÁËÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ É ÓÒÅÄÉ ËÏÍ-ÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÁÌÇÅÂÒ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ �ÒÏÓÔÏÊÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÂÒÁÔØÅ× þÕÄÎÏ×ÓËÉÈ Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÒÁÎÇÁ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑÎÁÄ ÅÇÏ �ÏÄ�ÏÌÅÍ [5℄.�ÅÏÒÅÍÁ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ F[G℄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ nÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p; p - n; ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ: rk F[G℄ � Cn.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ09-01-00701). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Alder A., Strassen V. On the algorithmi omplexity of assoiativealgebras // Theoret. Comput. Si. | 1981. | V. 15. | P. 201{211.152



2. Bl�aser M. Algebras of minimal rank over arbitrary �elds // SIAMTehnial Report. | May 10, 2002.3. Bl�aser M. Improvements of the Alder-Strassen bound: algebraswith nonzero radial // Institut f�ur Theoretishe Informatik, Germany.4. B�urgisser P., Clausen M., Shokrollahi M. Algebrai omplexitytheory. | Springer, 1997.5. Chudnovsky D., Chudnovsky G. Algebrai omplexities and al-gebrai urves over �nite �elds // J. Complexity. | 1988. | V. 4. |P. 285{316.6. Cohn H., Umans C. A group-theoreti approah to fast matrixmultipliation // FOCS-2003. | 2003. | P. 438{449.
ï òáóûéòåîéé íîïöåó�÷á æõîëãéê,ðï÷ùûáàýéè îáäåöîïó�ø÷. ÷. þÕÇÕÎÏ×Á (ðÅÎÚÁ)ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ. üÔÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ,ÞÔÏ �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÅÅ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ×ÈÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a (a 2 f0; 1g) Ó×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " (0 < " < 1=2) ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØÓÑ × ÚÎÁÞÅÎÉÅ �a.ðÕÓÔØ P �f(~a)(S; ~a) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(~a) ÎÁ ×Ù-ÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x), �ÒÉ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏ-ÒÅ ~a. îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ P (S) ÓÈÅÍÙ S Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚÞÉÓÅÌ P �f (~a)(S; ~a) �ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ~a. îÁÄÅÖÎÏÓÔØÓÈÅÍÙ S ÒÁ×ÎÁ 1� P (S).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P"(f) = inf P (S), ÇÄÅ S | ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f . óÈÅÍÕ A ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ (ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ) �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ P (A) � P"(f)�ÒÉ "! 0.ï�ÉÛÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ h(x1; :::; xr), ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Hr. æÕÎË-�ÉÉ h(x1; :::; xr) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ 2k + 1 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÏÔÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ) É ÉÍÅÀÔÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ~b = (b1; :::; br) É �~b = (�b1; :::;�br), ÔÁËÉÅÞÔÏ: 153



1) ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ~b = (b1; :::; br) É ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ~a = (a1; :::; ar),ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k, Ô.Å.�(~a;~b) = 2k+1Xi=1 jai � bij � k;ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0, ÔÏ ÅÓÔØ h(~b) = h(~a) = 0;2) ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ �~b = (�b1; :::;�br) É ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ~ = (1; :::; r), ÔÁËÉÈ,ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k, Ô.Å.�(~;�~b) = 2k+1Xi=1 ji � �bij � k;ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, ÔÏ ÅÓÔØ h(�~b) = h(~) = 1.äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Hr ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ Ä×ÕÈ ÛÁÒÏ× ÒÁÄÉÕÓÁ k, �ÅÎÔÒÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÎÁÂÏÒ ~b = (b1; :::; br), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍÆÕÎË�ÉÑ h(x1; :::; xr) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÅ-×ÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ~b ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ,ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ. ãÅÎÔÒÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ÛÁÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ�~b = (�b1; :::;�br), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ h(x1; :::; xr) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ1, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ �~b ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ÛÁÒÁ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍÅÖÄÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ h(x1; :::; xr) ÒÁ×ÎÏ r,�ÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ � � 2.íÎÏÖÅÓÔ×Ï Hr ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2r ÆÕÎË�ÉÊ.úÁÄÁÞÁ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ-ÌÉÞÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Hr × ÂÁÚÉÓÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ�Ï×ÙÓÉÔØ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕË�ÉÉÉ × ÕËÁ-ÚÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ m | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ×× �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÆÕÎË�ÉÀh(x1; :::; xr) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Hr (m � 3), ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÕÀ ÏÔ2k + 1 � r �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x) × ÂÁÚÉÓÅB �ÒÉ " � 12�2423m2 ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S, ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØËÏÔÏÒÏÊ P (S) � a"k+1 + "k+2, ÇÄÅ a = Ck+1r + 1; k = 1; 2; :::,  =rC [r=2℄r . 154



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÌÉÞÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉh(x1; :::; xr) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Hr × �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅa"k+1+"k+2 �ÒÉ " � 12�2423m2 , ÇÄÅ a = Ck+1r +1; k = 1; 2; :::,  = rC [r=2℄r ,m | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅB (m � 3).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÒ.ðÕÓÔØ ÂÁÚÉÓ B� ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÉ x1&x2, x1 _ x2, �x1 É ÈÏÔÑÂÙ ÏÄÎÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Hr (m � 3), ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É 3.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ m | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×�ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ B�, ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x) ×ÂÁÚÉÓÅ B� �ÒÉ " � 12�2423m2 ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S, ÎÅÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ P (S) � a"k+1 + "k+2, ÇÄÅ a = Ck+1r + 1; k = 1; 2; :::, = rC [r=2℄r .ðÕÓÔØ K�(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÆÕÎË�ÉÉ xi; �xi (i = 1; n)É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0, 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅK�(n) ÒÁ×-ÎÏ 2n+2 É ÍÁÌÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ 22n ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.÷ ÂÁÚÉÓÅ B� Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ 3.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ " 2 (0; 12a ℄, f(~x) | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, f 62K�(n), É S | ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ B�, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ f . �ÏÇÄÁP (S) � a"k+1(1� ")k, ÇÄÅ a = Ck+1r + 1; k = 1; 2; :::.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 2 É 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÂÁÚÉÓÅ B� �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÒÏÍÅ ÆÕÎË�ÉÊ xi; �xi (i = 1; n) É ËÏÎÓÔÁÎÔ0, 1, ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ(�ÒÉ "! 0) ÒÁ×ÎÏÊ a"k+1, ÇÄÅ a = Ck+1r + 1; k = 1; 2; :::.ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÂÁÚÉÓÅ B� ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏÍ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍ × ÂÁÚÉÓÅ fx1&x2; x1 _x2; �x1g. ÷ ÂÁÚÉÓÅ fx1&x2; x1 _x2; �x1g ÆÕÎË�ÉÉ x1, x2, ..., xn ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖ-ÎÏ, ÆÕÎË�ÉÉ �x1, �x2, ..., �xn ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÁÍÉ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏ-ÓÔØÀ ", ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0 É 1 � Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ "2, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÕÌÅ-×Ù ÆÕÎË�ÉÉ | ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÉÍÉ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊ2" �ÒÉ "! 0 [2℄.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÂÁÚÉÓÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �Ï×ÙÓÉÔØ ÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ.155



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. þÕÇÕÎÏ×Á ÷. ÷. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÆÕÎË�ÉÊ // éÚ×Å-ÓÔÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ. ðÏ×ÏÌÖÓËÉÊ ÒÅÇÉÏÎ. æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÕËÉ. | 2009. | � 2 (10). | C. 2{13.2. áÌÅÈÉÎÁ í. á., þÕÇÕÎÏ×Á ÷. ÷. ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ�Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÁÈ × ÂÁÚÉÓÅ f&;_; �g �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×-ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅÏ�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒ. 1. | 2006. | �. 13. � 4. | C. 3{17.
íîïçïðáòáíå�òéþåóëáñ ëìáó�åòéúáãéñäéóëòå�îùè ó�ïèáó�éþåóëéè ðòïãåóóï÷ ðïúáäáîîùí îáþáìøîùí ëìáó�åòîùí ãåî�òáíó. ÷. ûÁÌÁÇÉÎ, á. ò. îÕÒÕÔÄÉÎÏ×Á (ëÁÚÁÎØ)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÍÅÔÏÄÉËÁ ËÌÁÓÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅ-ÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ËÌÁÓÓÁ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈ�ÒÉÚÎÁËÏ×.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ N ÏÂßÅËÔÏ× | X, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ m �ÒÉÚÎÁËÏ×. äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ X Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁÂÌÉ-�Á ÏÂßÅËÔ-�ÒÉÚÎÁË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ N + k ÓÔÒÏË É m ÓÔÏÌÂ�Ï× [1, 2℄.÷ ÄÁÎÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ, �ÏÄ ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1 � k, ××ÅÄÅÎÙ k ÏÂßÅËÔÏ× (�ÏËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ËÌÁÓÔÅÒÏ×) | X(1); :::; X(k). ÷ÅËÔÏÒÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÉÚÎÁ-ËÏ×, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÅ X(1); :::; X(k) �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÁÎÎÙÅÏÂßÅËÔÙ ËÁË "ÉÄÅÁÌØÎÙÅ". ðÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÄÉ×ÉÚÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏ-ÄÁ ËÌÁÓÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ "k -ÓÒÅÄÎÉÈ" [1, 3, 4℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑÎÁ Á�ÒÉÏÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÔÅÒÏ× k. ÷ i-Ê ËÌÁÓÔÅÒ �ÏÍÅ-ÝÁÀÔÓÑ ÏÂßÅËÔÙ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÉÅ Ë X(i),i = 1; k, �Ï å×ËÌÉÄÏ×ÏÊÍÅÔÒÉËÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ X Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ïï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÉ ËÌÁÓÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á G1; :::; Gk : Pki=1Gi = N + k;Gi \ Gj = ;; i; j = 1; k; i 6= j;�ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÄÉ×ÉÚÉ×ÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á �ÒÉÚÎÁËÏ× Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ËÌÁÓÔÅÒÎÙÍÉ �ÅÎÔÒÁÍÉ X(1); :::; X(k),156



8i = 1; k; 9Xi : DE(Xj ; :::; X i) < minDE(X l; X(i)); (l = 1; k)&(l 6= i);(1)�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÄÌÑ X Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÓÌÏ×ÉÅ (1); ÔÏ X i 2Gi; i = 1; k.ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑÍÅÔÏÄÁ "k -ÓÒÅÄÎÉÈ" �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ËÌÁ-ÓÔÅÒÙ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ×ÎÕÔÒÉËÌÁÓÔÅÒÎÙÈ É ÍÁËÓÉÍÉÚÁ�ÉÉÍÅÖËÌÁÓÔÅÒÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ [1, 3, 4℄. åÓÌÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ X(l) ÉX(i) ×ÏÊÄÕÔ × ÏÄÉÎ ÉÚ ËÌÁÓÔÅÒÏ×, ÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÎÕÔÒÉËÌÁÓÔÅÒ-ÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÂÕÄÅÔ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍminDE(X(l); :::; X(i)), (l = 1; k)&(l 6= i). þÔÏ ÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X.ëÌÁÓÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ (N+k) ÏÂßÅËÔÏ× �ÒÉ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (1),ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÔÅÒÅ Gi, i = 1; k,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | "ÉÄÅÁÌØ-ÎÙÊ" ÏÂßÅËÔ X(i). åÓÌÉ ÉÚ N ÏÂßÅËÔÏ× ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÄÅÌÉÔØ n, ÎÁÉ-ÂÏÌÅÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ "ÉÄÅÁÌØÎÙÈ" ÏÂßÅËÔÏ×, ÎÁ�ÒÉÍÅÒË X(1), ÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ ÍÅÔÏÄÉËÁ ×ËÌÀÞÁÅÔ Ä×Á ÜÔÁ�Á. üÔÁ� 1 |ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× ÎÁ k ËÌÁÓÔÅÒÏ× | G1; :::; Gk, k > 1.üÔÁ� 2 | Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ×, ÎÁÈÏÄÑ-ÝÉÈÓÑ × G1 É × �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ G2; :::; Gk. åÓÌÉ jG1j > 1, ÔÏ ÏÂßÅËÔÙ,×ËÌÀÞÅÎÎÙÅ × �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á G2; :::; Gk, ÉÓËÌÀÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÄÁÌØÎÅÊÛÅ-ÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ, Á ÍÅÔÏÄÉËÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ | ÉÚ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× G1 ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ n = d ÏÂßÅËÔÏ×, ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎ-ÎÙÈ Ë X(1). åÓÌÉ jG1j < n, ÔÏ ×ÙÄÅÌÑÀÔÓÑ jG1j ÏÂßÅËÔÏ×, Á ÍÅÔÏÄÉËÁ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ | ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× G2+ :::+Gk ×Ù-ÄÅÌÑÀÔÓÑ d = (n � jG1j) ÏÂßÅËÔÏ×, ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ Ë X(1).åÓÌÉ jG1j = d, ÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÁÊÄÅÎÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÅÔÏÄÉËÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ×ÉÄÁ (1).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ðÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ÍÅÔÏÄÉËÉ × ÏÂ-ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÏÔÂÏÒ f �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÈ n1; :::; nfÏÂßÅËÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, f < k, �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ Pfj=1 nj < N .äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÔÅÒÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ËÏÒÒÅË-�ÉÀ É ×ÉÚÕÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ËÌÁÓÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÍÅÔÏÄÉËÅ[2℄, Ï�ÒÅÄÅÌÉ× ËÌÁÓÔÅÒÙ ËÁË ÇÒÕ��Ù É ×Ù�ÏÌÎÉ× ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÎÙÊÁÎÁÌÉÚ [3℄. äÉÁÇÒÁÍÍÙ ÒÁÓÓÅÉ×ÁÎÉÑ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×157



�ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÉÚÕÁÌØÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÉÓËÒÉ-ÍÉÎÁ�ÉÉ [3℄. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. äÀÒÁÎ â., ïÄÅÌÌ ð. ëÌÁÓÔÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | í.: óÔÁÔÉÓÔÉËÁ,1977.2. úÁÈÁÒÏ× ÷. í., îÕÒÍÅÅ× î. î., óÁÌÉÍÏ× æ. é., óÏËÏÌÏ× ó. à.,ûÁÌÁÇÉÎ ó. ÷. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÉÈ ÍÁ-ÔÒÉ� ÍÅÔÏÄÁÍÉ ËÌÁÓÔÅÒÎÏÇÏ É ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ // éÓÓÌÅ-ÄÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ. | 2000. | ÷Ù�. 2. | ó. 91{106.3. ëÉÍ äÖ. ï, íØÀÌÌÅÒ þ. õ., ëÌÅËËÁ õ. ò., ïÌÄÅÎÄÅÒÆÅÒ í. ó.,âÌÜÛÆÉÌÄ ò. ë. æÁËÔÏÒÎÙÊ, ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÎÙÊ É ËÌÁÓÔÅÒÎÙÊ ÁÎÁ-ÌÉÚ. | í.: æÉÎÁÎÓÙ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, 1989.4. öÁÍÂÀ í. éÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÉÊ ËÌÁÓÔÅÒ-ÁÎÁÌÉÚ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ. |í.: æÉÎÁÎÓÙ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, 1988.
ï óìïöîïó�é äéáçîïó�éëé ðåòåðõ�ù÷áîéê÷ óèåíáè æïòíõìøîïçï �éðá÷. é. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÆÏÒ-ÍÕÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á [1℄, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÈÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÓÈÅÍÙ, Á Ë ×ÙÈÏÄÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÈÅÍÙÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ×ÈÏÄ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ × ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÓÈÅÍ ÏÄÉÎ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ×ÈÏÄÏ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ(Ó ÎÅ ÔÅÍÉ ×ÈÏÄÁÍÉ ÓÈÅÍÙ ÉÌÉ ×ÙÈÏÄÁÍÉ ÎÅ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÁË ÜÔÏ�ÒÅÄ�ÉÓÁÎÏ). äÌÑ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ (�ÏÉÓËÁ) ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÅÒÅ×ØÑ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÔÅÓÔÙ) [2, 3℄. ÷ ÒÁÂÏ-ÔÅ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÄÌÑ ÓÈÅÍ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅÉ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÒÅÛÅÎÉÊ × ÈÕÄÛÅÍÓÌÕÞÁÅ. äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÒÁÂÏÔÙ [4℄.ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×ÈÏÄ, ÈÏ-ÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ×ÙÈÏÄ. ëÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ B ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÏÍ, Á ÓÈÅÍÕ S,× ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ B, ÓÈÅÍÏÊ ×ÂÁÚÉÓÅ B. ÷ÈÏÄÙ S É ×ÙÈÏÄÙ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ÷ÈÏÄÙ S ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ158



ÑÒÕÓÁ, ×ÙÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÓÅ ×ÈÏÄÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÌØËÏË ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÑÒÕÓÁ | ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÑÒÕÓÁ, ×ÙÈÏÄÙÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ×ÓÅ ×ÈÏÄÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÌØËÏ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÎÕ-ÌÅ×ÏÇÏ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÑÒÕÓÏ× | ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÑÒÕÓÁ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × S ÒÁ×ÎÏN . úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÈ ÏÔ 1 ÄÏN , �ÒÉ ÜÔÏÍÓÎÁÞÁÌÁ ÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÑÒÕÓÁ, ÚÁÔÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒ×ÏÇÏÑÒÕÓÁ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÕÓÔØ n | ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ×, Á l | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×S, ÔÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ I1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ× ×ÅÒÛÉÎ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n+1, ÞÅÒÅÚ I2 |ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÏÍÅÒÏ× ×ÅÒÛÉÎ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÎÏÍÅ-ÒÏÍ n+ 2, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÔÁË ËÁË S | ÓÈÅÍÁ ÆÏÒÍÕÌØ-ÎÏÇÏ ÔÉ�Á, ÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ip É IqÌÉÂÏ �ÕÓÔÏ, ÌÉÂÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; : : : ; ng. åÓ-ÌÉ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÈÅÍÙ S �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÉÍÅÌÉ ÍÅÓÔÏ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÉÌÉÓØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× I1; : : : ; Il É ÍÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÈÅÍÕ ÆÏÒÍÕÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á S0, ËÏÔÏÒÁÑ,×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊS. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H(S) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÈÅÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÈÅÍÕ S É ×ÓÅ ÓÈÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅÎÅ�ÒÁ×ÌØÎÙÈ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÊ. îÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÈÅÍ H(S) ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï pÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, pÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÈÅÍÁÍÉÉÚ H(S), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F (S) = ff1; f2; : : : ; fmg. òÁÚÏÂßÅÍ H(S) ÎÁ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á H1(S); H2(S); : : : ; Hm(S)ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ i = 1; : : : ;m ×ÓÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ Hi(S) ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÉÔÕ ÖÅ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ fi. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏS 2 H1(S).úÁÄÁÞÁ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ ÓÈÅÍÙ S: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ U ÉÚ H(S) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ Ë ËÁËÏÍÕ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Hi(S), i = 1; : : : ;m, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔU . äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÅÒÅ×ØÑ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÕÓÌÏ×-ÎÙÅ ÔÅÓÔÙ).äÅÒÅ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ Y ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ ÓÈÅÍÙ S�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ×ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ËÏÎ�Å×ÏÊ, �ÒÉ�ÉÓÁÎ Ä×Ï-ÉÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ f0; 1gn, ËÁÖÄÏÊ ËÏÎ�Å×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; : : : ;mg. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÊ-ÓÑ ËÏÎ�Å×ÏÊ, ÉÓÈÏÄÑÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÄÕÇÉ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ0 É 1. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fi 2 F (S), pÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ ÉÚ Hi(S), ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÊ �ÕÔØ (ÏÔ ËÏÒÎÑ ÄÏ ËÏÎ�Å×ÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ)  = v1; u1; : : : ; ur; vr+1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÅ vr+1 �ÒÉ�ÉÓÁ-ÎÏ ÞÉÓÌÏ i É, ÅÓÌÉ �ÒÉ q = 1; : : : ; r ×ÅÒÛÉÎÅ vq �ÒÉ�ÉÓÁÎ ÎÁÂÏÒ�q 2 f0; 1gn, Á ÄÕÇÅ uq | ÞÉÓÌÏ Æq 2 f0; 1g, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ fi | ÅÄÉÎ-159



ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × F (S), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ �1; : : : ; �r �ÒÉÎÉÍÁ-ÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Æ1; : : : ; Ær ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ �ÏÌÎÏÇÏ�ÕÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÄÅpÅ×Á pÅÛÅÎÉÊ Y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚh(Y ). ÷ÅÌÉÞÉÎÁ d(S) = minh(Y ), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÄÅÒÅ-×ØÑÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ S, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕÂÉ-ÎÏÊ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ ÓÈÅÍÙ S. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚdB(N) = max d(S), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍ × ÂÁÚÉÓÅB, ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÏ×ÏÓÈÏÄÉÔ N . þÅÒÅÚ �(B) ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Õ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ B.�ÅÏÒÅÍÁ. Á) åÓÌÉ ÂÁÚÉÓ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ É,×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ, ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ É �ÒÉ ÜÔÏÍ �(B) �2, ÔÏ ÄÌÑ N � 2 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:N � d(N � 1)=�e � 1 � dB(N) � N � d(N � 1)=�e:Â) åÓÌÉ ÂÁÚÉÓ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ ÉËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÆÕÎË�ÉÀ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ÉËÏÎÓÔÁÎÔÙ, É 2 � �(B) � 3, ÔÏ ÄÌÑ N � 2 ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ-×ÅÓÔ×Á:2b(N�2)=6�1 � dB(N) � � r + 1dr=2e+ 1�; r = N � d(N � 1)=3e:×) åÓÌÉ ÂÁÚÉÓ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ, ÎÅ-ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ É 2 � �(B) � 3, ÔÏ ÄÌÑ N � 2 ÉÍÅÀÔÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÓÔ×Á:2b(N�2)=3�1 � dB(N) � 2N�d(N�1)=3e:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�pÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. íÏÛËÏ× í. à. äÅÒÅ×ØÑ ÒÅÛÅÎÉÊ. �ÅÏpÉÑ É �pÉÌÏÖÅÎÉÑ. |îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏpÏÄ: éÚÄ-×Ï îîçõ, 1994.3. þÅÇÉÓ é. á., ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÒÁ-ÂÏÔÙ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ // �Ò. íÁÔÅÍ. ÉÎ-ÔÁ áî óóóò. | 1958. |�. 51. | ó. 270{360.4. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. é. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅ�ÕÔÙ×ÁÎÉÊ ×ÓÈÅÍÁÈ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, 2006 Ç.). |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÁ íçõ, 2006. | ó. 131{135.160



ï ó�òõë�õòå ìõþûéè äïïðòåäåìåîéêì. á. ûÏÌÏÍÏ× (íÏÓË×Á)úÁÄÁÎ ÁÌÆÁ×ÉÔ A0 = fa0; a1; : : : ; am�1g ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. ðÕÓÔØM = f0; 1; : : : ;m � 1g É ËÁÖÄÏÍÕ (ÎÅ�ÕÓÔÏÍÕ) T � M ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÓÉÍ×ÏÌ aT . óÉÍ×ÏÌÙ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ A = faT ; T � Mg É ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅÉÚ ÎÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍÉ. äÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÉÍ×ÏÌÁ aT 2 A ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÉÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ai,i 2 T , Á ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A | ×ÓÑ-ËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÎÅÅ ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÓÅÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ×ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ.ðÕÓÔØ x = aT1 : : : aTn | ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É_x = ai1 : : : ain ÅÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ uTi ÞÉÓÌÏ �ÏÑ×ÌÅ-ÎÉÊ �ÁÒÙ (aT ; ai) ÓÒÅÄÉ (aTs ; ais), s = 1; : : : ; n. óÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÏÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ _x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x ÂÕÄÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�ÅÊR(x; _x) = krTik ÞÁÓÔÏÔ rTi = uTi=n.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K( _x) ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ) [1℄ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ _x. ðÏÄËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀK(x) ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ x ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ minK( _x) �Ï ×ÓÅÍ ÅÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. äÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ K(x), ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÕÞÛÉÍ.äÌÑ ÎÁÂÏÒÁ l = (lT ; T � M), PT lT = n, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚKn(l) ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n,× ËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÙ aT ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ lT ÒÁÚ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÄÌÉÎÙ n Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍP = (pT ; T �M) ÞÁÓÔÏÔ ÓÉÍ×ÏÌÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏlTn ! pT ; T �M: (�)úÁÄÁ×ÛÉÓØ ÎÁÂÏÒÏÍ Q = (qi; i 2 M), qi � 0, Pi qi=1, ××ÅÄÅÍÆÕÎË�ÉÀ H(P;Q) = �XT pT logXi2T qi(ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ Ä×ÏÉÞÎÙÅ) É �ÏÌÏÖÉÍ H(P ) = minQ H(P;Q). ÷ "ÔÉ�ÉÞ-ÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ" ×ÅÌÉÞÉÎÁ H(P ) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ,ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Q̂ = (q̂i; i 2M). äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÁÂÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù,ÉÍÅÀÝÅÊ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÔÒÏË ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×T , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ pT > 0, É ÓÔÒÏËÕ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�, ÂÙÌ ÒÁ×ÅÎ m (ÞÉÓÌÏ161



ÓÁÍÉÈ ÓÔÒÏË ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ 2m). ÷ÎÁÞÁÌÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞ-ËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ (ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ),ÚÁÔÅÍ ÏÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.ðÏÌÏÖÉÍ r̂Ti = pT q̂iPj2T q̂j É ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ R̂ = kr̂Tik. òÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ R0 = kr0Tik É R00 = kr00Tik ÂÕÄÅÍ ÉÚÍÅÒÑÔØ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ d(R0; R00) = maxT:i jr0Ti � r00T;ij.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÕÞÛÉÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �Ï-ÞÔÉ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ËÌÁÓÓÁKn(l) ÉÍÅÀÔ �ÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀÓÔÒÕËÔÕÒÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (�) É ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅ×Ù-ÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÄÏÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊx 2 Kn(l), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÌÕÞÛÉÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ _x ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÓÌÏ×ÉÀ d(R(x; _x); R̂) < ", ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÒÉ n!1.ðÏÌÏÖÉÍ K(n; l) = maxx2Kn(l)K(x):éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ K(n; l) � nH(P ) [2℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÔÏÄ C Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ x 2 Kn(l), �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �Ï ËÏÄÕ C(x) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÅÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÅ _xC . íÅÔÏÄ CÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏ× ÄÌÑ ×ÓÅÈx 2 Kn(l) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ Ï�ÅÎËÅ jC(x)j . K(n; l).�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (�), ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅ×ÙÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ É ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉ-ÌÕÞÛÉÍ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ Kn(l), ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÄÏÌÑ ÔÅÈ x 2 Kn(l),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ d(R(x; _xó); R̂) < ", ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÒÉ n!1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q̂ ÔÏÞÅË ÍÉ-ÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÉH(P;Q) ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ Q̂ 2 Q̂ ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÍÁÔÒÉ�Õ R̂ = kr̂T ik ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ×Ù-ÛÅ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� R̂ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R̂. üÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×Ù�ÕËÌÏ É ÚÁÍËÎÕÔÏ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÍÁÔÒÉ�Ù R = krTikÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R̂ ÂÕÄÅÍ ÉÚÍÅÒÑÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ d(R; R̂) = minR̂2R̂ d(R; R̂).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ (�). �ÏÇÄÁ1) ÄÌÑ ÌÉÂÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ C, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞ-ÛÅÇÏ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ Kn(l), É ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÄÏÌÑ ÔÅÈ x 2 Kn(l), ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ d(R(x; _xó); R̂) < ", ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÒÉ n!1;162



2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù R̂ 2 R̂ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÔÏÄ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑC, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ Kn(l), ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ " > 0 É ×ÓÅÈ x 2 Kn(l) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ d(R(x; _xó); R̂) < ".ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÅ-ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ ËÏÄÉÒÏ-×ÁÎÉÅ C, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù R(x; _xó) ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÒÕÀÔÓÑ ×ÏËÒÕÇÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÁÔÒÉ� ÉÚ R̂ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ _xC , Ó×ÑÚÁÎ-ÎÙÅ Ó ÍÅÔÏÄÏÍ C, ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØ-ÎÏ Ë ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍ F (~x) = (f1(~x); : : : ; fk(~x)), ~x = (x1; : : : ; xn),ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÞÉÔÁÅÍ k ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, n | ÒÁ-ÓÔÕÝÉÍ). óÉÓÔÅÍÕ F ÂÕÄÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ l~�, ~� 2f0; 1; �gk, ÇÄÅ � ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á l~� | ÞÉÓÌÏ ÎÁ-ÂÏÒÏ× ~x, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ F (~x) = ~�. ÷×ÅÄÅÍ ËÌÁÓÓ Fn(l) ÓÉÓÔÅÍ F Ó ÎÁ-ÂÏÒÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× l = (l~�; ~� 2 f0; 1; �gk). óÉÓÔÅÍÁ F ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÏ�ÉÓÁÎÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ2n, ÅÓÌÉ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒÙ ~� 2 f0; 1gk ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ai, Á ËÁÖÄÏÍÕ~� 2 f0; 1; �gk ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÉÍ×ÏÌ aT , ÇÄÅ T | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÏÍÅÒÏ×ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ~� ÎÁÂÏÒÁ ~�. õÓÌÏ×ÉÀ (�) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ l~�2�n ! p~�.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÓÉÓÔÅÍ F ÓÈÅÍÁÍÉ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ É ÌÕÞÛÉÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÅÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÁÎÁÌÏÇÉ ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2, ÕÔ×ÅÒÖÄÁ-ÀÝÉÅ, ÞÔÏ × ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÕÞÛÉÅ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÞÔÉ×ÓÅÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ Fn(l) ÉÍÅÀÔ �ÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, É ÔÏ ÖÅÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ �ÒÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÎÁÉÌÕÞÛÉÈ ÄÌÑ Fn(l) ÍÅÔÏÄÁÈ ÓÉÎÔÅÚÁ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ïîé� òáî �Ï�ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á.î. áÌÇÏÒÉÔÍ, ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. | í.:úÎÁÎÉÅ, 1991.2. ûÏÌÏÍÏ× ì.á. óÖÁÔÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ //îÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ É Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ. ÷Ù�. 4. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ,2004. | ó. 385{399.
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ï óìïöîïó�é ðòåäéëá�îùè óèåí ÷ âáúéóáèéú üìåíåî�ï÷ ó îå âïìåå þåí�òåíñ ðïìàóáíéí. ó. ûÕ�ÌÅ�Ï× (íÏÓË×Á)úÁÄÁÞÁ ÓÉÎÔÅÚÁ [2, 6℄ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ ÓÈÅÍ ÉÚ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÒÁÎÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ [4℄ É [5℄, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÂÁÚÉÓÏ× ÂÙÌÁ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ, Á ÔÁËÖÅ Ï�ÅÎËÉ ×ÙÓÏËÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ [3℄ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÂÁÚÉÓÏ×. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏ-ÔÅ ××ÏÄÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ËÏÔÏÒÏÅ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏ �ÏÌÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÍÑ �ÏÌÀÓÁÍÉ.ðÒÅÄÉËÁÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÉ �ÏÍÅÞÅÎÙ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ �ÒÅÄÉ-ËÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÒÕÇÏÊ ÄÏÌÉ| ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈÉ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. æÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÓ k �ÏÌÀÓÁÍÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ k �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÜÔÉÍÉ �ÏÌÀÓÁÍÉ, É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÒÁ×ÎÁ 1. óÈÅÍÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÓÅ�ÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÓÈÅÍÁ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ ÓÈÅÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ ÍÏÄÅÌÉ ÓÈÅÍ ÉÚ �ÒÅÄÉËÁÔ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÄÏÌÉ,�ÏÍÅÞÅÎÎÁÑ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ y, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ËÏÍÍÕÔÁ-�ÉÏÎÎÏÍÕ ÕÚÌÕ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÅÔÙÒÅ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÑÍ y, y, 0 É 1, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÍÅÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÕËÁÚÁÔØ Ë ËÁËÏÊ ÉÚÞÅÔÙÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÕÚÌÁ ÏÎÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÏ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÍÏÖÅÔ×ÈÏÄÉÔØ × ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ Ó ÏÔ-ÒÉ�ÁÎÉÅÍ ÉÌÉ ÚÁÂÉ×ÁÔØÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ r; r > 2; �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÁ�(x1; : : : ; xn), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÊ (ïð), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ � ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÁ, �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÍÅÓÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÁÓÔ �ÒÅÄÉËÁÔ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÏÇÏ �ÒÅ-ÄÉËÁÔÁ É ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ ÎÁ Ä×ÕÈ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ � É � ÚÎÁ-164



ÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ M . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒ � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÝÉÍ, Á ÎÁÂÏÒÙ � É � | ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ïð M �ÒÅÄÉËÁÔÁ�. ÷×ÅÄÅÎÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ �Ï-ÎÑÔÉÑ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [1℄ ÎÁ ÍÏÄÅÌØ ÓÈÅÍ ÉÚ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ðÒÅÄÉËÁÔ �(x1; : : : ; xn) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÌÏÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �� ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ×ÉÄÅ: ��(x1; : : : ; xn) = ��1(xi1 ; : : : ; xis1 ) � : : : ���k(xisk�1+1 ; : : : ; xin); ÇÄÅk > 2, �i; i = 1; k | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅÏÔ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á xi1 ; : : : ; xin | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÁ �. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄÉËÁÔ �i; i = 1; k ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÌÏËÏÍ �ÒÅÄÉËÁÔÁ �. ìÉÎÅÊÎÙÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÅÄÉ-ËÁÔ (ÂÌÏË) Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ä×ÕÈ É ÂÏÌÅÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ëÁË É × ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ B = f�igri=1,ÇÄÅ ËÁÖÄÏÍÕ �ÒÅÄÉËÁÔÕ �i; i = 1; r Ó ki �ÏÌÀÓÁÍÉ, hi; hi 6 ki; ÎÅÌÉ-ÎÅÊÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ É si; si 6 ki�hi; ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Li, ËÏÔÏÒÏÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ×ÅÓ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁ-ÔÁ. ðÕÓÔØ mji | ÞÉÓÌÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ïð �ÒÅÄÉËÁÔÁ�i; i = 1; r, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xj . �ÏÇÄÁ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ×ÅÓÏÍ�i �ÒÅÄÉËÁÔÁ �i; �i 2 B; ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ:�i = minj:mji>hi+2si Limji � hi � 2si + 1 :÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÅÓ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ ÒÁ×ÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ïÔÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ�ÒÅÄÉËÁÔÁ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÅÓ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.÷ÅÌÉÞÉÎÕ �B = min�i2B �i ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÒÉ×ÅÄÅÎ-ÎÙÍ ×ÅÓÏÍ ÂÁÚÉÓÁ B.ðÕÓÔØ UB | ËÌÁÓÓ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ × ÂÁÚÉÓÅ B,Á �2(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ LB(�) �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ �; � 2 UB, �ÏÎÉÍÁÅÔ-ÓÑ ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ× Å£ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, Á �ÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ LB(�) �ÒÅÄÉËÁ-ÔÁ � | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÅÇÏ ÓÈÅÍ. ÷×ÅÄÅÍÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ LB(n) = max�2�2(n) LB(�) ÄÌÑËÌÁÓÓÁ UB �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅ B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÓÌÏÖÎÏÓÔÉ L.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ B | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏ-�ÏÌÎÙÊ ÂÁÚÉÓ,ÓÏÖÅÒÖÁÝÉÊ �ÒÅÄÉËÁÔ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÍÑ �ÏÌÀÓÁÍÉ, ÔÏ ÄÌÑ165



ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ LB(n) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: LB(n) � �B 2nn :òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ 09-01-00817-Á). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. äÏÌÇÏ�ÏÌÏ×Á á. ÷. úÁÄÁÞÁ ÓÉÎÔÅÚÁ É �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÏÄ-ÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÜÌÅË-ÔÒÏÎÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ // äÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÑ ÎÁ ÓÏÉÓËÁÎÉÅ ÕÞÅÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉËÁÎÄÉÄÁÔÁ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË. | í., 2003.2. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.3. ìÏÖËÉÎ ó. á. ï�ÅÎËÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 6. | í.: îÁÕËÁ. æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1996. |ó. 189{214.4. ûÕ�ÌÅ�Ï× í. ó. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈÂÁÚÉÓÁÈ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÂÌÏÞÎÏÇÏ ÔÉ�Á // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVII íÅÖÄÕ-ÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ \óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ" ÉÍÅÎÉ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, 27 ÏËÔÑÂÒÑ {1 ÎÏÑÂÒÑ 2008 Ç.). | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÚÄ-×Ï ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ,2008. | ó. 196{201.5. ûÕ�ÌÅ�Ï× í. ó. ï�ÅÎËÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ // õÞÅÎÙÅ ÚÁ�ÉÓËÉëÁÚÁÎÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÕËÉ. |2009. | T. 151, ËÎ. 2. | ó. 173{184.6. Shannon C. E. The synthethis of two-terminal swithing iruits //Bell Syst. Tehn. J. | 1949. | V. 28, � 1. | P. 59{98.

166



óÅË�ÉÑ�æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ�ëòé�åòéé ðïìîï�ù äìñ ëìáóóï÷òáóûéòåîîïê óõðåòðïúéãééñ. ÷. áËÕÌÏ× (íÏÓË×Á)ü.ðÏÓÔ �ÏÌÕÞÉÌ �ÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ (ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ) ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ[1, 2℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [3, 4℄). ëÁË �ÏËÁÚÁÌ ðÏÓÔ, ÍÏÝÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÏÊ. îÁ�ÒÏÔÉ×, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ [5℄, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ �ÒÉ k � 3 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØ-ÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈËÌÁÓÓÏ× ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÏ ÓÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÒÕÄ-ÎÏÓÔÑÍÉ. ÷ ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÚÁÍÙËÁ-ÎÉÑ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ �ÏÌÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ "�ÒÏÓÔÏ" ÕÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. ïÂÚÏÒ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ×ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [6℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ÷×ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ Ï�ÅÒÁ-�ÉÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ �ÕÔÅÍ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ó�ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ. ðÏÌÕÞÅÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÎÉÑ ÍÏÖ-ÎÏ ÎÁÊÔÉ × [7℄.ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÓÅ ÓÅ-ÌÅËÔÏÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ××ÅÄÅÎÉÑÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. âÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ. òÁ×ÅÎÓÔ×ÏÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ××ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ× Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÖÎÏ Ï�ÕÓÔÉÔØ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ F ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍËÌÁÓÓÏÍ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ-ÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÏÎÑÔÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ××ÅÄÅÎÎÏÇÏó. ÷. ñÂÌÏÎÓËÉÍ [8℄. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ ×167



Ï�ÉÓÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏËÌÁÓÓÁ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ, ××ÅÄÅÎÎÙÈ × ÒÁÂÏÔÅ [9℄.ðÕÓÔØ F 2 F , A � P2. ðÁÒÕ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (F;A) ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÔÉ�ÏÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄÔÉ�ÏÍ U = (F;A) ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ.1. ÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ g(xi1 ; xi2 ; : : : ; xin); ÇÄÅ g 2 F , xi1 ; : : : ; xin | ÓÉÍ×Ï-ÌÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, n � 1; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÄ U . �ÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ U .2. ðÕÓÔØ �1;�2; : : : ;�n | ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ U , n � 1, Á f 2 A. ÷Ù-ÒÁÖÅÎÉÅ � ×ÉÄÁ f(�1;�2; : : : ;�n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÎÁÄ U . âÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ �1; : : : ;�n �ÏÄÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �. æÏÒÍÕÌÕ � É ×ÓÅ�ÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ÆÏÒÍÕÌ �1; : : : ;�n ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÄÆÏÒÍÕ-ÌÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÙ �.æÏÒÍÕÌÕ �, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÓÉÍ×ÏÌÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn É ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ�(x1; : : : ; xn).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄ ÔÉ�ÏÍ (F;A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ F [ A É �ÏÜÔÏÍÕ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÌÅ×ÕÆÕÎË�ÉÀ. ó�ÏÓÏÂ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÕËÁÚÁÎ-ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ.ðÕÓÔØ A � P2, F 2 F . ðÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏËÌÁÓÓÁ F ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÎÁÄ ÔÉ�ÏÍ (F;A) (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ [A℄F ).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ÅÓÌÉ F ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÓÅÌÅËÔÏÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏ[A℄F = [A℄. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÉ� (F;A) �ÏÌÎÙÍ (× P2), ÅÓÌÉ [A℄F = P2.éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÑÑ�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.1: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊB(A) = fB1; : : : ;Bng; n � 1, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÉÎ×Á-ÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ F ÔÉ� (F;A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F \Bi 6= ? ÄÌÑ ×ÓÅÈ 1 � i � n.2: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÞÅÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊC(A) = fC1;C2; : : :g, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏËÌÁÓÓÁ F ÔÉ� (F;A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁF \ Ci 6= ? ÄÌÑ ×ÓÅÈ i � 1.óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ A ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ A1 É A2 ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÅÓÌÉ [A1℄ = [A2℄.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ [A℄ = L (ÇÄÅ L | ÍÎÏ-168



ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ). ðÕÓÔØ Ci | ×ÓÅ ÂÕÌÅ-×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÎÇÁ i � 1, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÍÙ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ × ÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÁÈ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØi � 1, i = 1; 2; : : :. éÓËÏÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ fCig; i � 1. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÌ-ÎÏÔÙ: ÄÌÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ F É ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ A,ÔÁËÏÊ ÞÔÏ [A℄ = L, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï [A℄F = P2 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i � 0 ËÌÁÓÓ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ ÒÁÎÇÁ i.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Post E. L. Introdution to a general theory of elementary propo-sitions // Amer. J. Math. | 1921. | V. 43, � 3. | P. 163{185.2. Post E. L. Two-valued iterative systems of mathematial logi //Annals of Math. Studies. | Prineton|London: Prineton Univ. Press,1941. | 5. | P. 122.3. õÇÏÌØÎÉËÏ× A. â. ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ðÏÓÔÁ // éÚ×ÅÓÔÉÑ÷õúÏ×. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1988. | � 7 (314). | ó. 79{88.4. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷., çÁ×ÒÉÌÏ× ç. ð., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. æÕÎË�ÉÉÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ É ËÌÁÓÓÙ ðÏÓÔÁ. | í.: îÁÕËÁ, 1966.5. ñÎÏ×à. é., íÕÞÎÉË á. á. ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ // äÏËÌ. áî óóóò. |1959. | �. 127, � 1. | ó. 44{46.6. �ÁÒÁÓÏ×Á ï. C. ëÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË // íÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 13. | 2004. | ó. 59{112.7. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2006.8. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙÌÏÇÉËÉ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ �ÒÏÓÔÕÀ ÓÈÅÍÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ // �ÒÕÄÙ III÷ÓÅÓÏÀÚÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓßÅÚÄÁ. �. 2. | 1956. | ó. 149.9. ëÕÚÎÅ�Ï× à. ÷. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙÈÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // äÏËÌ. áî óóóò. |1986. | �. 290, � 4. | ó. 780{785.
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ïð�éíéúáãéñ óéó�åíù íáóóï÷ïçïïâóìõöé÷áîéñ ó ëïîåþîùíé éó�ïþîéëáíé�òåâï÷áîéê÷.á.âÁÄÏÅ× (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ), á.÷.õÇÌÁÎÏ× (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉòÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Gk=Dk=1=(n1; : : : ; nk): ÎÁ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀ-ÝÉÊ �ÒÉÂÏÒ �ÏÓÔÕ�ÁÀÔ k � 2 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÏÔÏËÏ× ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ, �ÒÉ-ÞÅÍ i-Ê �ÏÔÏË ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÏÂßÅÍÁ ni ÔÁË,ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ) �ÏÓÌÅ�ÒÅÂÙ×ÁÎÉÑ × ÉÓÔÏÞÎÉËÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ  ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÑ F = 1 � e��it (�i > 0). ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ i-Ê �ÏÔÏË �ÒÉÂÏÒ"ÒÁÚÏÇÒÅ×ÁÅÔÓÑ" × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÒÁ×ÎÏÍ ti, ÚÁÔÅÍ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÏÂ-ÓÌÕÖÉ×ÁÅÔ (Ô.Å. ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ × i-Ê ÉÓÔÏÞÎÉË) ×ÓÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ, ÚÁÔÅÍ"ÏÓÔÙ×ÁÅÔ" × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÒÁ×ÎÏÍ si, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÎÏ×Á ÇÏÔÏ×Ë ÒÁÂÏÔÅ (Ô. Å. Ë ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÎÁ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ �ÏÔÏË). óÞÉÔÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ti + si > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; k . õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ (ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÍ) ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅËÔÏÒ (p1; : : : ; pk), ÇÄÅ pi � 0; P pi = 1.õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÉÓ�É�ÌÉÎÕ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ, Ô. Å.ÒÁÂÏÔÕ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ (óíï), ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ: ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÀÝÉÊ �ÒÉÂÏÒ ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÍÏÍÅÎÔ �0 = 0 É ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ; ÅÓÌÉ �n (n = 0; 1; : : :) ÅÓÔØ n-ÙÊ �Ï ÓÞ£ÔÕ ÍÏÍÅÎÔÇÏÔÏ×ÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÏÒÁ, ÔÏ ÏÎ (�ÒÉÂÏÒ) ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ i-ÙÊ �ÏÔÏË Ó×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ pi. õÔÏÞÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÙÍ ÄÉÓ�ÅÔÞÅÒÏÍ, ÒÁÂÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ �n, ÎÉ ÏÔÓÏÓÔÏÑÎÉÑ óíï, ÎÉ ÏÔ ÒÁÂÏÔÙ ÄÉÓ�ÅÔÞÅÒÁ × �ÒÏÛÌÏÍ.ðÏÌÏÖÉÍ x = x(t) = fxi(t)g (i = 1; : : : ; k; t 2 [0;1)), ÇÄÅxi(t) = 1 � n�1i yi(t), ÇÄÅ yi(t) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ i-ÇÏ �ÏÔÏËÁ× ÍÏÍÅÎÔ t (xi(t) ÅÓÔØ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÇÏÔÏ×ÎÏÓÔÉ i-ÇÏÉÓÔÏÞÎÉËÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ É ÄÌÑu 2 U �ÏÌÏÖÉÍ:Ri = Ri(u) = limT!1 1T TZ0 Mxi(t) dt; R = R(u) = min1�i�kRi(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ M ÅÓÔØ ÚÎÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ, Ri ÅÓÔØ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÇÏÔÏ×ÎÏÓÔÉ i-ÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ, R | ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔ ÇÏÔÏ×ÎÏÓÔÉ óíï).õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ u0 2 U ÎÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ R(u0) = R0 =supu2U R(u). úÁÄÁÞÁ: ÎÁÊÔÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ.170



úÁÍÅÞÁÎÉÅ. úÁÄÁÞÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÌÑ ÉÎÖÅÎÅÒÉÉ (�ÒÏ-ÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ), ÔÅÏ-ÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (�ÅÎÔÒÁÌÚÏ×ÁÎÎÁÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ �Ï-ÔÏËÏ×), ×ÏÅÎÎÏÊ ÎÁÕËÉ (ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÞÁÌÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØÓÑ ×ÔÏÒÙÍ Á×ÔÏ-ÒÏÍ �Ï ÚÁËÁÚÕ ÏÄÎÏÇÏ îéé íÉÎÏÂÏÒÏÎÙ).òÅÚÕÌØÔÁÔÙ÷ÅÚÄÅ ÎÉÖÅ: i; j = 1; : : : ; k; �i = ti + si; �i;j = �i�j ; �i;j = e��i;j .÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ �1 = : : : = �k = � �ÏÌÕÞÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ (× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÛÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉÍÕÔ ×ÉÄ �i =�i�; �i = e��i):�ÅÏÒÅÍÁ 1. ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÅ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ pm = (z ��m)�1 (m = 1; : : : ; k); ÇÄÅ z ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×Á-ÌÅ (1;1) ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Pki=1(1 � �i)(z � �i)�1 = 1;  =hPki=1 (z � �i)�1i�1 : ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, R = R1 = : : : = Rk =hzPki=1 �i(z � �i)�1i�1 .çÌÁ×ÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ× R1 = : : : = Rk (1)(�ÒÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ). îÁ �ÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØ ÜÔÁ | ËÁÖÕÝÁÑÓÑ.äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ óíï, Õ�ÒÁ×ÌÑÅÍÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÄÉÓ�ÅÔÞÅÒÏÍ,ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÅÔ �Ï ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÙÍ ÚÁËÏÎÁÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÚÄÅÓØ×ÏÚÍÏÖÎÙ "ÇÉÒÏÓËÏ�ÉÞÅÓËÉÅ ÜÆÆÅËÔÙ": Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ pm ÍÏÖÅÔ �ÒÉ-×ÏÄÉÔØ Ë ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ Rm. ðÒÉÞÉÎÕ ÜÔÏÇÏ, ×�ÒÏÞÅÍ, �ÏÎÑÔØ ÎÅÔÒÕÄ-ÎÏ. ïÄÎÁËÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÖ�Å ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÒÁÚÒÑÄÕ �Á-ÔÁÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ. éÍÅÎÎÏ, ÉÚÍÅÎÉÍ ÒÁÂÏÔÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÄÉÓ�ÅÔÞÅ-ÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �n ÇÏÔÏ×ÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÏÒÁÏÎ (�ÒÉÂÏÒ) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p0 "ÏÔÄÙÈÁÅÔ" ×ÒÅÍÑ �0 > 0 (ÔÁË ÞÔÏ�n+1 = �n+�0), Á Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1�p0 ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÅÔ �Ï ×ÙÛÅÕËÁ-ÚÁÎÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ (Ô.Å., ÏÒÉÅÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ i-Ê �ÏÔÏË Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀpi; Pki=1 pi = 1). ÷ÅÌÉÞÉÎÁ R Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË É ×ÙÛÅ (ËÏÎÅÞÎÏ,ÔÅ�ÅÒØ ÂÕÄÅÔ R = R(p0; p1; : : : ; pk)). �ÁË ×ÏÔ, �ÏÓÔÒÏÅÎ �ÒÉÍÅÒ, ËÏ-ÇÄÁ p0 > q0, ÎÏ R(p0; p1; : : : ; pk) > R(q0; p1; : : : ; pk); ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,�ÒÉÂÏÒ ÏÔÄÙÈÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÎÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÅÔ ÌÕÞÛÅ (É ÜÔÏ�ÒÉ ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ �ÒÉÏÒÉÔÅÔÎÏÓÔÉ �ÏÔÏËÏ× ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ!). äÁÌÅÅ, "ÏÞÅ-171



×ÉÄÎÏÓÔØ" ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1) ÚÁÍÅÔÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÏÂÓÔÏÑ-ÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉÍÉ.1. òÁ×ÅÎÓÔ×Á, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÁÒÕÛÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ti; si |ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÁÖÅ "ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ"); ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏÓÔÒÏÅÎ á. ÷. õÇÌÁÎÏ×ÙÍ ÕÖ�Å �ÒÉ k = 2 (!).2. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÂÏÌÅÅ Ä×ÁÄ�ÁÔÉ ÌÅÔ ÎÁÚÁÄ; �ÒÉ ÜÔÏÍ"ËÌÀÞÅ×ÙÅ" ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1) ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉÓØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÉ-ÚÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ. ó ÔÅÈ �ÏÒ É á. ÷. õÇÌÁÎÏ×ÙÍ, É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ �ÒÅÄ�ÒÉÎÉÍÁ-ÌÉÓØ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �Ï�ÙÔËÉ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÔÏÞÎÅÅ | ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎÓÔ× (1)) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �i, ÎÏ ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÏ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙÎÅÉÚÍÅÎÎÏ �ÏËÁÚÙ×ÁÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 1 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ.�Å�ÅÒØ ÎÁÍÉ �ÏÌÕÞÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (�ÅÏÒÅÍÁ 2), ÎÏ ÓÎÁ-ÞÁÌÁ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÌÅÍÍÕ.ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ É ÌÀÂÏÇÏ j Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÏRj = pjh1�Pki=1 pi �i;jih�1�Pki6=j pi �i;j��Pki=1 pi �i;j�i�1 : (2)�ÅÏÒÅÍÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ (p1; : : : ; pk),Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ R1 = : : : = Rk; Pki=1 pi =1; ÇÄÅ Ri Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (2).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ×ÙÛÅÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÙ[1℄ ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÇÌÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏÊ ×ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÓÉÓÔÅÍÙ É, ËÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ| ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏÕ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ.òÁÂÏÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ Á×ÔÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅòÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 09-01-00677). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Uglanov A. V., Filatova L. Yu. On optimal organization of queue-ing systems with �nite soures of requirements // Seminari di probabili-ta e statistia matematia. | Cassino (Italy): Univ. di Cassino Press,1999. | P. 64{95.
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�åïòéñ éíåîï÷áîéñ ó ðõó�ùí äåîï�á�ïí÷. à. ÷ÉÎÎÉË (ëÉÅ×)ñ×ÌÅÎÉÑ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ ÉÇÒÁÀÔ × �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ É×Ï ÍÎÏÇÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÓÁÍÕ ÅÇÏ ÓÕÝÎÏÓÔØ. ÷ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×Á-ÎÉÑ ÜÔÏ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÍ (ëð) �ÏÄÈÏÄÅ ÉÅÇÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ [1, 2℄. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÁÄÅË×ÁÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ× ëð ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (éí). éí ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÍÅÎÁÍÉ É ÄÅÎÏÔÁÔÁÍÉ (ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÍÉ), Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÉÄÁ s = f(v1; d1); (v2; d2); : : :g, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÀÝÅÅ �ÒÉÎ�É�Õ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ: ÉÚ (v; d0) 2 s É (v; d00) 2 sÓÌÅÄÕÅÔ d0 = d00 (ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ: ÉÍÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-ÎÏ Ä×ÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ). îÁÉÂÏÌÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑéí | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁÂÏÔÁÅÔ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ. ÷Ó×ÑÚÉ ÓÏ Ó�Å�ÉÆÉËÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔËÏÎÅÞÎÙÅ éí.÷ ÏÂÛÉÒÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ �Ï ëð ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙéí É ÉÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ éíÉ ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ éí, Á ÔÁËÖÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÓÌÏÖÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ éí ËÁË �ÒÏÉÚ×ÏÄ-ÎÙÈ ÏÔ ÎÉÈ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × Ï�ÉÓÁÎÉÉ ËÌÁÓÓÁ ÏÂßÅËÔÏ× ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁ-ÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÎÉÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑÍÅÔÏÄÏ× ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÄÁÎÎÙÈ(á�ä) [3℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ á�ä éí.÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ u; v; w �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ × ËÌÁÓÓÅ ÉÍÅÎ, �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ d; e| × ËÌÁÓÓÅ ÄÅÎÏÔÁÔÏ×, Á �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÅ s; t| × ËÌÁÓÓÅ éí. ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÈ×ÁÞÅÎÎÙ-ÍÉ ÎÅÑ×ÎÙÍ Ë×ÁÎÔÏÒÏÍ ×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔÉ.òÁÓÛÉÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÄÅÎÏÔÁÔÏ× D, ××ÅÄÑ ÏÂßÅËÔ ?, ÉÇÒÁÀÝÉÊ ÒÏÌØ"�ÕÓÔÏÇÏ" ÄÅÎÏÔÁÔÁ: × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ × ëð ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÍÑ vÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÎÏÔÁÔÁ × éí s, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÉÍÑ ÉÍÅ-ÅÔ ÄÅÎÏÔÁÔ ?. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÒÁÚÙÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ, ×ÙÂÉÒÁÀÝÁÑ ÉÚéí ÄÅÎÏÔÁÔ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÉÍÅÎÉ (ÓÍ. ÎÉÖÅ), ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÊ. äÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔØ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÕÖÄÁÅÔ-ÓÑ × ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÞÁÓÔÉÞÎÏÒÅËÕÒÓÉ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÏ ÏÂÝÅÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ÷ ÄÁÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ, ÏÄÎÁËÏ, "�ÕÓÔÏÊ" ÄÅÎÏÔÁÔ ? ÄÏ�ÕÓÔÉÍ: ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÒÁÎÉÔØÉÚ ÔÅÏÒÉÉ �ÅÎÏÊ ××ÅÄÅÎÉÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑÍÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á; ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÅÏÒÉÑ Ó�ÕÓÔÙÍ ÄÅÎÏÔÁÔÏÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÚÁÍÅÎÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ,ÔÏ ÖÅ �ÏÎÑÔÉÅ, ÞÔÏ É ÔÅÏÒÉÑ Ó ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÒÁÚÙÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ.173



ðÕÓÔÏÔÁ ÄÅÎÏÔÁÔÁ ? ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏf(u1; d1); : : : ; (um; dm)g = f(u1; d1); : : : ; (um; dm); (v1;?); : : : ; (vn;?)g�ÒÉ ui 6= vj . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ; = f(u;?)g ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁ-ÚÏ×ÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ éí ×ÏÚØÍÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ: put(u; d; s) =s0 [ f(u; d)g, ÇÄÅ s0 = f(v; e)j(v; e) 2 s; v 6= ug. óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ: Ï�Å-ÒÁ�ÉÑ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ éí ÏÄÉÎ ÄÅÎÏÔÁÔ �ÏÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÉÍÅ-ÎÅÍ; ÅÓÌÉ ÉÍÑ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ × éí ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÅÎÏÔÁÔ, ÎÏ×ÙÊ ÄÅÎÏÔÁÔÅÇÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁÍÅÝÁÅÔ, Ô. Å. Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÚÒÕ-ÛÁÀÝÅÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ; �ÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, put(u;?; s)ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÓÔÉÒÁÎÉÅ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÚ �ÁÍÑÔÉ.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ × ÁÌÇÅÂÒÅ éí ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ put ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: d 6= e) put(v; d; s) 6= put(v; e; t);put(v;?; ;) = ;;put(v; d; put(v; e; s)) = put(v; d; s);u 6= v ) put(u; d; put(v; e; s)) = put(v; e; put(u; d; s)):üÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ: �ÒÉÎ�É� ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ-ÓÔÉ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ; Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÕÓÔÏÇÏ éí ËÁË ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÄÁÌÅÎÉÑ; ÒÁÚÒÕÛÁÀÝÕÀ �ÒÉÒÏÄÕ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ; ÏÔÓÕÔÓÔ-×ÉÅ Õ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ �ÏÂÏÞÎÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÁ.ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÉÌØÎÁ, ÞÔÏ-ÂÙ Ï�ÉÓÙ×ÁÔØ ËÌÁÓÓ ËÏÎÅÞÎÙÈ éí É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÈÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÁËÓÉÏÍ �ÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ,ÑÚÙË ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÎÄÉ×ÉÄÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (ÒÁÚÄÅ-ÌÅÎÎÙÈ �Ï ÓÏÒÔÁÍ ÉÍÅÎ, ÄÅÎÏÔÁÔÏ× É éí), ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ×Ï-ÌÁ put ÁÒÎÏÓÔÉ 3 É ; ÁÒÎÏÓÔÉ 0, ÚÎÁËÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁËÏ×.ðÏÍÉÍÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ ÅÝÅ ÁËÓÉÏÍÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ:(�(;) ^ (8v; d; s: �(s)) �(put(v; d; s))))) 8s�(s)(ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ: ËÌÁÓÓ éí ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÉÚ �ÕÓÔÏÇÏ éí Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ).�ÁËÁÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÅÌØ | ÁÌÇÅÂÒÕ éí�ÒÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, 8s; v9d; t: s = put(v; d; t). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÁËÓÉÏ-ÍÅ 1, ÔÁËÏÊ ÄÅÎÏÔÁÔ d ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ get, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏget(v; put(v; d; s)) = d;174



É ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÍÅÓÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ 1. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎ-ÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÑÄ ÔÅÏÒÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÒÁ-ÖÁÀÝÉÈ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á éí:put(v; get(v; s); s) = s;u 6= v ) get(u; put(v; d; s)) = get(v; s);8s; v9d; t: s = put(v; d; t) ^ put(v;?; t) = t;s = t, 8v: get(v; s) = get(v; t):ðÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉÒÕÅ-ÍÏÓÔØ éí: ×ÓÑËÏÅ éí ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÄÅÎÏÔÁÔ ÉÏÓÔÁÔÏË, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÅÇÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �Ï×ÅÄÅÎÞÅÓËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á éí: Ä×Á éíÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï �ÒÉ ÌÀÂÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ÒÁÚÙ-ÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ �ÒÉÎ�É� ÉÎ-ÄÕË�ÉÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ËÌÁÓÓ éí ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÅÈéí, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ �ÕÓÔÏÇÏ éí ÔÁËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÕÄÁÌÑÀÔ É ÎÅ ÚÁÍÅÝÁÀÔ ÄÅÎÏÔÁÔÙ:(�(;)^(8v; d; s: get(v; s)=?^d6=?^�(s)) �(put(v; d; s)))) ) 8s�(s):ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. îÉËÉÔÞÅÎËÏ î. ó. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÌÏÇÉËÉ ÎÏÍÉÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÄÁÎ-ÎÙÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. | 2003. | � 3. | ó. 29{40.2. òÅÄØËÏ ÷. î. üËÚÉÓÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÊ �Á-ÒÁÄÉÇÍÙ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | 2008. | � 2. |ó. 3{12.3. úÁÍÕÌÉÎ á. ÷. �É�Ù ÄÁÎÎÙÈ × ÑÚÙËÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÂÁÚÁÈ ÄÁÎÎÙÈ. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: îÁÕËÁ, 1987.çåîå�éþåóëéê áìçïòé�í ðïéóëáíéîéíáìøîùè ðïìéíïíï÷âõìå÷ùè æõîëãéêó. æ. ÷ÉÎÏËÕÒÏ×, á. ó. ëÁÚÉÍÉÒÏ× (éÒËÕÔÓË)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÎÅÍ, Á �ÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉ L(f) | ÎÁÉÍÅÎØ-ÛÕÀ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ.175



úÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ�ÏÌÉÎÏÍÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. äÌÑ 6 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ ÔÏÞÎÏÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ [1℄. äÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ f(x1; : : : ; xn) = �xnf1(x1; : : : ; xn�1)��f2(x1; : : : ; xn�1)� xnf3(x1; : : : ; xn�1) (�)óÌÁÇÁÅÍÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ïÄÎÁÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÁÒÁÍÅÔÒÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔ-ÓÑ ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ:f1(x1; : : : ; xn�1)� f2(x1; : : : ; xn�1) = f(x1; : : : ; xn�1; 0)f2(x1; : : : ; xn�1)� f3(x1; : : : ; xn�1) = f(x1; : : : ; xn�1; 1)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÚÁÄÁÞÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÓÕÍÍÙ L(f1)+L(f2)+L(f3). áÌÇÏÒÉÔÍÔÏÞÎÏÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÌÎÏÍ �ÅÒÅÂÏÒÅ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎ-ÔÏ× ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ-�ÁÒÁÍÅÔÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ n � 1 �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÌÉÂÏ ÒÅÛÅÎÁ, ÌÉÂÏ ÅÅÒÅÛÅÎÉÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f .äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÉÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÆÕÎË�ÉÊ n�1 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ nÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.ïÄÎÁËÏ �ÒÉ n = 6 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ É ÈÒÁÎÉÔØ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ 5 ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. �ÒÕÄÎÏÓÔÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó ÈÒÁ-ÎÅÎÉÅÍ, ÎÏ É Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ.äÌÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ 232 ÂÁÊÔ × Ï�ÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ �ÁÍÑÔÉ, ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒØÅÚÎÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÏÊ. ïÂßÅÍÙ ÂÉÂÌÉÏÔÅË ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÅÓÌÉ ÈÒÁÎÉÔØ ÎÅ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ, Á ÔÏÌØËÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ× �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. ÷ [1℄ Ï�ÉÓÁÎ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ N-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÒÁÓÓÔÁÎÏ×-ËÁ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÊ ÎÁÄ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ) ÎÁ 4-È ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ. ÷ ÜÔÏÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ � 4 � 107 ÆÕÎË�ÉÊ 5 �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ. ïÄÎÁËÏ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ (ÎÏ ÎÅ �Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ�ÁÍÑÔÉ) ÂÕÄÅÔ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÏ×ÎÏ �ÏÌÏ×ÉÎÙÆÕÎË�ÉÊ 5 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏÎÁÊÄÅÎÁ [2℄ SP-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ.ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÏÞÎÏÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅn = 6. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (�) �ÒÉ ÓÏÚÄÁÎÎÙÈ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁÈ176



ÕÖÅ �ÒÉ n = 7 ×ÅÄÅÔ Ë ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ 264 ÆÕÎË�ÉÊ 6�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÞÔÏ �ÒÏÂÌÅÍÁÔÉÞÎÏ �ÒÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ. üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ É ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ËÌÁÓÓÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÂÕÌÅ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (�) É �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÂÉ-ÂÌÉÏÔÅËÉ.âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÉÄ ÄÌÑ ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ×. ïÓÏÂØÀ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ ÆÕÎË�ÉÉ-�ÁÒÁÍÅÔÒÁ f1. ðÒÉÓ�Ï-ÓÏÂÌÅÎÎÏÓÔØ ÏÓÏÂÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÄÌÑ ÍÉÎÉ-ÍÉÚÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ f1 × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (�).çÅÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÍÕÔÁ�ÉÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ × ×ÉÄÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ) ÂÉÔ × ×ÅËÔÏÒÅ ÏÓÏÂÉ, ÁÏ�ÅÒÁÔÏÒ ËÒÏÓÓÏ×ÅÒÁ | × ×ÉÄÅ ÏÂÍÅÎÁ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ×ÅËÔÏÒÏ×, ÔÁË É × ×ÉÄÅ ÏÂÍÅÎÁ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÉÓËÁ × ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÉÍ, ÞÔÏ �Ï-Ú×ÏÌÑÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÙ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ × ÆÕÎË�ÉÉ-�ÁÒÁ-ÍÅÔÒÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 3.�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÕÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÍÉÎÉÍÕÍÏ×.äÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÌÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÙÂÏÒËÅ É ÎÁ ËÌÁÓ-ÓÅ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÁÀÝÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉ n � 6. �ÅÓÔÏ×ÙÅÚÁ�ÕÓËÉ �ÒÉ n = 6 ÄÁÌÉ ÔÏÞÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ ÚÁ ×ÒÅÍÑ, ÎÁ �ÏÒÑÄÏË ÍÅÎØÛÅÅ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÔÏÞÎÏÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ. äÌÑ n = 7; 8 ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÁÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÙ, ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÚËÁ Ë ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ Ï�ÅÎËÁÍ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ09-01-00476-Á). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Gaidukov A. Algorithm to derive minimum ESOPs for 6-variablefuntion // Proeedings of the 5th International Workshop on BooleanProblems. | Freiberg, Germany, 2002. | P. 141{148.2. ëÁÚÉÍÉÒÏ× á. ó. ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× LP-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎÉË âÕÒÑÔÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒÉÑ 13.íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ. | 2005. | ÷Ù�. 2. | ó. 17{22.
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ï ëìáóóáè æõîëãéê k-úîáþîïê ìïçéëé,íïîï�ïîîùè ï�îïóé�åìøîïíîïöåó�÷ ûéòéîù �òéï. ó. äÕÄÁËÏ×Á (íÏÓË×Á)éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ �ÒÉ k � 7 ×ÓÅ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ × Pk Ñ×ÌÑÀÔÓÑËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ, Á ÎÁÞÉÎÁÑ Ó k = 8 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅËÌÁÓÓÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ [2℄ (ÓÍ.ÔÁËÖÅ [3, 4℄); �ÏÌÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ Á×ÔÏÒÁ [3{6℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉÄÌÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓ-ÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ Ä×Á, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÊÄÅÎÙÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÏÄÏÌ-ÖÅÎÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × ÜÔÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.ðÕÓÔØ P | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ �. ðÕÓÔØ a1; a2 2 P , ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1 É a2 ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �. üÌÅÍÅÎÔ b 2 P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× a1; a2, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á b � a1 É b � a2. ÷ÅÒÈÎÑÑÇÒÁÎØ b ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ x ÜÔÉÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b > x. þÅÒÅÚ jPj ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P . ðÏÌÏÖÉÍ wP = max jJ j, ÇÄÅÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÁÎÔÉ�Å�ÑÍ J ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P ; ×ÅÌÉÞÉÎÕ wPÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÛÉÒÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P . þÅÒÅÚMP ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓMP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P 2 A(ÓÍ. [7℄). äÁÌÅÅ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A 1 ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× P 2 A ,ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÛÅÓÔÅÒËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2; b1; b2; 1; 2, ÇÄÅ a1 É a2 |ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, b1 É b2 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× a1 É a2, Á 1 É 2 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×b1 É b2.éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [3, 4, 6℄.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ P 2 A , wP � 2. ëÌÁÓÓMP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P 2 A 1 .�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ P 2 A , jPj � 9. ëÌÁÓÓMP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ P 2 A 1 .178
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òÉÓ. 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï QóÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ 3 ÁÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ. ðÕÓÔØ Q |ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 1. ìÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Q 2 A , wQ = 3. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ b1 É b3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÈÎÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1 É a2, É ÜÌÅÍÅÎÔÙ d1É d2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÈÎÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b1 É b3,�ÏÜÔÏÍÕ Q 62 A 1 .õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ëÌÁÓÓ MQ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A (3) ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ A ÛÉÒÉÎÙ 3, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÔÒÏÊËÕ �Ï-�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. þÅÒÅÚ A (3)0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈÍÎÏÖÅÓÔ× P 2 A (3) , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÛÅÓÔÅÒËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; a0; b; b0; ; 0,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) ÜÌÅÍÅÎÔÙ a É a0 ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ;2) ÜÌÅÍÅÎÔÙ b É b0 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× aÉ a0;3) ÜÌÅÍÅÎÔÙ  É 0 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× bÉ b0;4) × P ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x0; x2; : : : ; xm,m � 2, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ x0 = b, xm = b0, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ;m ÜÌÅÍÅÎ-ÔÙ xi É xi�1 ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ;m � 1 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á a; a0 < xi < ; 0. 179



ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ P 2 A (3)0 . �ÏÇÄÁ ËÌÁÓÓ MP ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Lau D. Bestimmung der Ordnung maximaler Klassen von Funktio-nen der k-wertigen Logik // Z. math Log. und Grundl. Math. | 1978. |24. | S. 79{96.2. Tardos G. A not �nitely generated maximal lone of monotoneoperations // Order. | 1986. | 3. | P. 211{218.3. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ Ä×Á // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ.óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2008. | � 1. | ó. 31{37.4. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ. | 2008. | ÷Ù�. 17. |ó. 13{104.5. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × Pk // õÞÅÎ. ÚÁ�. ëÁÚÁÎ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ æÉÚ.-ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕËÉ. | 2009. | �. 151, ËÎ. 2. | ó. 65{71.6. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÅ×ÑÔÉÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÁÔ-ÌÙ XVIIIíÅÖÄÕÎÁÒ. ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ" (ðÅÎÚÁ, 28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ - 3 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ.-ÍÁÔÅÍ. Æ-ÔÁ íçõ. | 2009. | C. 38{41.7. íÁÒÔÙÎÀË ÷. ÷. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × ÍÎÏÇÏÚÎÁÞ-ÎÙÈ ÌÏÇÉËÁÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | í.: îÁÕËÁ. | 1960. |�. 3. | ó. 49{60.
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ï òá÷îïíåòîïó�é îåëï�ïòùè óéó�åííïîï�ïîîùè æõîëãéê k-úîáþîïê ìïçéëéä. à. äÕÄÏÒÏ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÇÌÕÂÉÎÙ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏ-ÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, k � 3. óÉÓÔÅÍÁ A ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÚ Pk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÙ  É d (ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ A), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 [A℄ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï DA(f) �  log2 LA(f) + d, ÇÄÅ LA(f) É DA(f), ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÇÌÕÂÉÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f × ËÌÁÓÓÅ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄA. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌ ÛÉÒÏ-ËÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎ ÒÁÎÅÅ. �ÁË, ÷. í. èÒÁ�ÞÅÎËÏ �ÏËÁÚÁÌ [8℄ (ÓÍ. ÔÁË-ÖÅ [6℄), ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÌÎÁÑ × P2 ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ. áÎÁ-ÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ æ. ó�ÉÒÏÊ [9℄. äÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ�ÏÌÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÂÙ-ÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ é. ÷ÅÎÅÇÅÒÏÍ [10℄. òÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞ-ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÁ �ÏËÁÚÁÎÁ á. â. õÇÏÌØÎÉËÏ×ÙÍ[5℄. éÍ ÔÁËÖÅ ÂÙÌÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÆÕÎË�ÉÊ × Pk �ÒÉ k � 3. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ò. æ. óÁÆÉÎÁ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ �ÒÅÄ�ÏÌ-ÎÙÊ ËÌÁÓÓ × Pk, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k � 7, Á ÔÁËÖÅ × ÔÅÈÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Ek;�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÅÛÅÔËÏÊ. òÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ × Pk, �ÏÌÕÞÅÎ × [4℄.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚPk; k � 2. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ � ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å Ek = (0; 1; : : : ; k � 1); k � 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚM(�). þÅÒÅÚ [A℄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ××ÅÄÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.óÉÓÔÅÍÕ A ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk ÎÁÚÏ×ÅÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ××ÅÄÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ(ÚÁÍËÎÕÔÏÊ), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, Ô. Å. ÅÓÌÉ [A℄ = A. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM(�) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ. úÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ ÔÁËÖÅÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ.ðÕÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å E2n+2;n � 2; ÚÁÄÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:181



1) ÜÌÅÍÅÎÔ 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E2n+2,ÜÌÅÍÅÎÔ 2n+ 1 | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ,2) ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1; 2; : : : ; n �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, ÎÏ ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× n+ 1; n+ 2; : : : ; 2n,3) ÜÌÅÍÅÎÔÙ n+1; n+2; : : : ; 2n �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï E2n+2 Ó ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÙÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ�ÏÒÑÄËÏÍ ÎÁ ÎÅÍ ÞÅÒÅÚ Y2n+2 = (E2n+2;�). ÷ÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ-Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÏ×ÙÍÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁ n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍÉ (ÓÍ. [1℄).ðÕÓÔØ T | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk; k � 2;0; : : : ; k � 1 2 T É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ '(y; z0; z1; : : : ; zk�1) 2 T ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(y; ~x) 2 T; ~x = (x1; : : : ; xp); p � 1 ×ÅÒÎÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(y; ~x) = '(y; f(0; ~x); f(1; ~x); : : : ; f(k � 1; ~x)):�ÁËÏÅ T ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÀ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ, Á ÆÕÎË�ÉÀ ' Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÅÊ ×ÙÂÏÒÁ. ÷ÓÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÍ. × [7℄.éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ Y2n+2 = (E2n+2;�) | ÂÁÚÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï-ÒÑÄËÁ n; n � 2, Á A | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚP2n+2, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ [A℄ =M(�). �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ A ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [4℄ (ÓÍ.ÔÁËÖÅ [2℄), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÖÄÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊk�ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×Ù-ÒÁÚÉÍÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ. ÷ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÑÄ ÌÅÍÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R � E2n+32n+2 ÄÌÑ ×ÙÂÒÁÎÎÏÇÏ n, × ËÏÔÏÒÏÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ(y; f(0; ~x); f(1; ~x); : : : ; f(2n+ 1; ~x));~x = (x1; x2; : : : ; xp); p � 1 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f 2M(�),Ñ×ÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÁ ÎÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ×ÙÂÏÒÁ, Á ÚÁÔÅÍ �ÏËÁÚÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. íÁÒÔÙÎÀË ÷.÷. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ×ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉËÁÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�.3. | 1960. |ó. 49{60. 182



2. ðÒÁÔÔ ÷.ð. ÷ÌÉÑÎÉÅ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // ëÉÂÅÒÎÅÔ. ÓÂÏÒÎ (ÎÏ×ÁÑ ÓÅÒÉÑ). ÷Ù�. 17. | í.: íÉÒ, 1980. |ó. 114{123.3. óÁÆÉÎ ò.æ. ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍ. íÅÈÁÎ. | 2003. | � 2. |ó. 15{20.4. óÁÆÉÎ ò.æ. ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÅÖÄÕ ÇÌÕÂÉÎÏÊ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀÆÏÒÍÕÌ × �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ k�ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÁÔÅÍ. ×Ï�Ò.ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 13. í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2004. | ó. 223{278.5. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÇÌÕÂÉÎÅ É �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ä×ÕÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // íÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ. | 1987. | �. 42, ×Ù�. 4. | í.: îÁÕËÁ, 1987. |ó. 603{612.6. èÒÁ�ÞÅÎËÏ ÷.í. ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÇÌÕÂÉ-ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÓÉÎÔÅÚÅ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. ÷Ù�. 32. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, éí óï áî óóóò, 1978. |ó. 76{94.7. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó.÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2003.8. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó.÷., ëÏÚÙÒÅ× ÷.ð. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ | ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ îÁÕÞÎÏÇÏ ÓÏ×ÅÔÁ �ÏËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ "ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ" áî óóóò. | 1968. |÷Ù�. 19Á. | ó. 3{15.9. Spira P.M. On time-hardware omplexity tradeo�s for Booleanfuntions // Pro. 4th Hawai Symposium on System Sienes. | NorthHollywood: Western Periodials Company, 1971. | P. 525{527.10. Weneger I. Relating monotone formula size and monotone depthof boolean funtions // Information Proessing Letters. | 1983. | 16|P. 41{42.áìçïòé�í ðïéóëá âõìå÷ùè æõîëãéêï� 6 ðåòåíåîîùè, óìïöîùè ÷ ëìáóóå ðîæá. ó. ëÁÚÉÍÉÒÏ×, ó. à. òÅÊÍÅÒÏ× (éÒËÕÔÓË)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÂÕÄÅÍ �Ï-ÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÎÅÍ, Á �ÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L(f) ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÉÚ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. ÷ [1℄ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ 6 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ 15. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ183



×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ 6 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 14, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÔ �ÏÎÉÚÉÔØ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØ-ÎÙÈ ÆÏÒÍ ÄÌÑ n � 65.òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ûÅÎÎÏÎÁ f(x1; : : : ; xn) = �x1f0x1 � x1f1x1 ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ L(f) � L(f0x1) + L(f1x1).éÚ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË-�ÉÊ 6 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 14 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ �ÁÒ ÆÕÎË�ÉÊ 5 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ f1 É f2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏL(f1) + L(f2) � 14.ïÄÎÁËÏ �ÏÌÎÙÊ �ÅÒÅÂÏÒ �ÏÔÒÅÂÕÅÔ �ÏÒÑÄËÁ 260 Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. äÌÑÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ �ÅÒÅÂÏÒÁ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. îÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÉÚ ÔÁ-ËÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ SP-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ [2℄. åÓÌÉ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å f1 ÂÒÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ ËÌÁÓÓÁ SP-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, Á × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å f2 | ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ, ÄÁÀÝÕÀ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØL(f1) + L(f2) � 14, ÔÏ ÏÂÝÉÊ �ÅÒÅÂÏÒ ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÏ 241 ×ÁÒÉÁÎ-ÔÏ×. �ÁËÖÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ SP-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ f ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÓÕÍÍÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ(f0x1 � f1x1) ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ �ÒÅÄ×ÁÒÉ-ÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ SP-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ 5 �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ (ËÌÁÓÓ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÍ É ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ).áÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ 6 �ÅÒÅÍÅÎÙÈ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ×ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ× ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 14 É ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉËÁÖÄÏÇÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ.äÌÑ �ÏÉÓËÁ ÆÕÎË�ÉÊ 6 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ 14 ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ f(x1; : : : ; xn) =�x1f0x1 �x1f1x1 ÂÒÁÔØ �ÁÒÙ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ (9,9), (9,8), (9,7),(9,6), (9,5), (8,8), (8,7), (8,6), (7,7).÷ ÔÁÂÌÉ�Å �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÞÉÓÌÏ SP-ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ 5 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ.
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óÌÏÖÎÏÓÔØ þÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× þÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ0 1 11 1 2432 4 24 9483 19 1 351 8364 137 39 365 1905 971 545 193 3426 3572 2 398 267 7647 2143 1 299 295 4048 86 11 460 7449 2 7 824÷ÓÅÇÏ 6936 4 294 967 296ëÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ ÔÁÂÌÉ�Ù, �ÁÒ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÄÏ �ÏÓÞÉ-ÔÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ (241), É ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÔÏÞÎÏÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÚÁÊÍÅÔ ÏÞÅÎØÍÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ. ïÄÎÁËÏ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ ÍÉÎÉ-ÍÕÍ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×. ðÒÏ�ÅÓÓ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ-×ÁÔØ �ÒÉ �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÔÅÒÍÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 14. �ÁËÖÅ × ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× �ÏÌÕÞÅÎÏ, ÞÔÏ �ÏÄÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁÍÉ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. �ÅÒÍÙ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÙ �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ (f 0xi = f0xi � f1xi).áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÅÒÅÂÉÒÁÀÔÓÑ ×ÓÅÆÕÎË�ÉÉ 5 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �Å-ÒÅÂÅÒÉÒÁÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏ× SP-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÌÑËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ �ÁÒÙ (�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØ ËÌÁÓÓÁ | ÆÕÎË�ÉÑ) �Ï ÒÁÚÌÏÖÅ-ÎÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ É �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ. åÓÌÉ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁÂÏÌØÛÅ ÌÉÂÏ ÒÁ×ÎÁ 14, ÔÏ ÜÔÁ �ÁÒÁ ÚÁÎÏÓÉÔÓÑ × Ó�ÉÓÏË ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×.ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ËÁÎÄÉÄÁÔÙ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÔÏÞÎÏÊ ÍÉÎÉ-ÍÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ 6 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÔÂÏÒÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�ÅÊ:çÒÕ��Á ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ(8,8) 1586(8,9) 332(9,9) 992÷ÓÅÇÏ 2414îÁÊÄÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ 62 SP-ËÌÁÓÓÁ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÓÕÍÍÅÓÏÄÅÒÖÁÔ 65 393 568 ÆÕÎË�ÉÊ.÷ [3℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ 7 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ 28. æÕÎË�ÉÉ 7 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 28 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ185



ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ 6 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 14 É 15. ÷ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ-ËÁÎÄÉÄÁÔÙ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 28 �ÏÌÕÞÅÎÙ ÚÁ 24 ÞÁÓÁ ÒÁÂÏÔÙ 15 ÕÚÌÏ××ÕÚÏ×ÓËÏÇÏ ËÌÁÓÔÅÒÁ.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ09-01-00476-Á). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Gaidukov A. Algorithm to derive minimum ESOPs for 6-vatiablefuntion // Proeedings of the 5th International Workshop on BooleanProblems. | Freiberg, Germany, 2002. | P. 141{148.2. ëÁÚÉÍÉÒÏ× á. ó. çÒÕ��Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ "áÌÇÅÂÒÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏ-ÖÅÎÉÑ": �ÅÚÉÓÙ ÄÏËÌÁÄÏ×. | ëÒÁÓÎÏÑÒÓË, 2007. | ó. 64{65.3. ÷ÉÎÏËÕÒÏ× ó. æ., ëÁÚÉÍÉÒÏ× á. ó. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ ðîæ // Algebra and Model Theory, 4. |Novosibirsk: Novosibirsk State Tehnial University, 2003. | P. 160{165.ëòé�åòéê ëïîåþîïó�é îáäó�òõë�õòùîåëï�ïòùè ëìáóóï÷ íïîï�ïîîùè k-úîáþîùèæõîëãéê, óïèòáîñàýéè þáó�éþîùê ðïòñäïëó åäéîó�÷åîîùí íéîéíáìøîùí üìåíåî�ïí÷. â. ìÁÒÉÏÎÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�Ï-ÚÉ�ÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (Pk).ðÕÓÔØ ÎÁ Ek = f0; 1; : : : ; k � 1g ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁ-ÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ r.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ r, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ×~a;~b 2 Enk ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ~a 6r ~b, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ f(~a) 6r f(~b). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Pk, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ r, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ Mr.äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË r ÞÁÓÔÉÞ-ÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (þõí) H ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ek, Á ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ MH .ïÄÎÉÍ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × Pk �ÒÉ k > 3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÓÅÍÅÊÓÔ×ÏM [3℄ | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [3℄. éÚ×ÅÓÔÎÏ [4℄, ÞÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ-�ÏÌÎÙÍ (�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ M) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ186



ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË, ÓÏÈÒÁÎÑÅÍÙÊ ÉÍ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÄÎÉÍÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ É ÏÄÎÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ.òÁÎÅÅ Á×ÔÏÒÏÍ ÉÚÕÞÁÌÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÁÄÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï M [1, 2℄. âÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÁÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ,ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ Ó �ÏÄÏÂÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ P4, ÔÁËÖÅ �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÄÌÑ ÎÁÌÉÞÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÁÄÓÔÒÕËÔÕ-ÒÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ [1℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÚ [1℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁË-ÖÅ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ä×ÕÍÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÙÍÉ É Ä×ÕÍÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ; ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÒÉÔÅ-ÒÉÊ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÔÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ þõí Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ É ÔÒÅÍÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. �ÁËÖÅ Ï�É-ÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÁÄÒÅÛÅÔËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈËÌÁÓÓÏ× × ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÉËÁÈ.÷×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ a, b, , d | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÞÁÓÔÉÞ-ÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á H . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑÞÅÔ×ÅÒËÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (�), ÅÓÌÉ a; b ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, ; d ÎÅÓ-ÒÁ×ÎÉÍÙ,  < a, d < a,  < b, d < b, É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ v1; : : : ; vn ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ H , ÔÁËÏÊ ÞÔÏ v1 = a, vn = b, ÄÌÑ ×ÓÅÈi 2 f1; : : : ; n� 1g ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ vi 6 vi+1 ÉÌÉ vi > vi+1, ×ÓÅ vj > ; d.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ × þõí H ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ä×Á ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÈ É Ä×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈËÌÁÓÓÏ× k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊMH , ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × þõí H ÉÌÉ ÅÇÏÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑÓ×ÏÊÓÔ×Õ (�).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ þõí L = fv1; v2; v3; v12; v23; v13; u1; u2g, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÉÍÅÀÝÅÅÔ ÔÒÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ (v1,v2,v3). ëÁ-ÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ vij ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÏ× vi, vj (ÔÒÉ ÔÁËÉÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ). ä×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ u1; u2ÍÅÎØÛÅ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L (É ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÍÅÖ-ÄÕ ÓÏÂÏÊ).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ × þõí H ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊÜÌÅÍÅÎÔ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÔÒÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁ-ÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ MH , ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × þõíH ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÅÔ×ÅÒËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Õ (�),ÉÌÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L, �ÒÉÞÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ v1; v2; v3 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁËÓÉ-ÍÕÍÁÍÉ H, É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ w ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ w 6 v1; v2; v3187



É w > u1; u2.óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ þõí H ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ, É �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÅÒ-ÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ H .íÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ þõí H Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÁÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ P5 [1℄. H ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÌÏÅ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ (Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ)Ä×ÕÈ, Ä×ÕÈ É ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÎÅÓÒÁ×ÎÉ-ÍÙ, ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏÅ× | ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. ÷ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÎÏ-ÓÔØÀ Ï�ÉÓÁÎÁ ÎÁÄÒÅÛÅÔËÁ ËÌÁÓÓÁ MH . ïÔÍÅÔÉÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓ-ÎÙÅ ÅÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ: ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁÄÒÅÛÅÔËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ; MH �ÒÅÄ�ÏÌÏÎ ×ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ, Ñ×ÌÑÀÝÉÍÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏ-Ï�ÉÓÕÅÍÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈMH ; ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ�ÒÅÄÉËÁÔÎÏ-Ï�ÉÓÕÅÍÙÍÉ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.íÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÉËÏÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÁÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ P4 [2℄. þõíH �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏÜÌÅÍÅÎÔÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÖÅ Ï�ÉÓÁÎÁ ÎÁÄÒÅÛÅÔËÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏËÌÁÓÓÁ MH . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ: MH ÓÏÄÅÒÖÉÔ-ÓÑ × ÞÅÔÙÒÅÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ; × ÎÁÄÒÅÛÅÔËÅ ÅÓÔØ Ä×Á �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ × P5; MH�ÒÅÄ�ÏÌÎÏÎ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏ-Ï�ÉÓÕÅÍÏÍ ËÌÁÓÓÅ, Ñ×ÌÑÀ-ÝÉÍÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ × þõí H ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÊ ÉÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, T | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏ-Ï�ÉÓÕÅÍÙÊ ËÌÁÓÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ MH É ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÎÅÇÏ. �ÏÇÄÁ ÞÉ-ÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ T , ËÏÎÅÞÎÏ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ 09-01-00701.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÁÒÉÏÎÏ× ÷. â. ï �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈk-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÒÅÛÅÔËÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2009. | �. 21, ×Ù�. 5. | ó. 111{116.2. ìÁÒÉÏÎÏ× ÷. â. ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÎÁÄÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙVII ÍÏÌÏÄÅÖÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏÊ ÛËÏÌÙ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÅÅ �ÒÉ-ÌÏÖÅÎÉÑÍ (18{23 ÍÁÑ 2009 Ç.). | í.: éðí ÉÍ. í. ÷. ëÅÌÄÙÛÁ òáî,2009. | ó. 7{12.3. Rosenberg I. La struture des fontions de plusieur variables surun ensemble �ni // Comptes Rendus, de l'Aadem. | Paris, 1965. |260. | 3817{3819. 188



4. íÁÒÔÙÎÀË ÷. ÷. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ× ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉËÁÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1960. |÷Ù�. 3. | ó. 49{61.ï ðïäâéðïìéçïîáè âéðïìéçïîï÷í.à.íÁËÓÉÍÏ×ÓËÉÊ (íÏÓË×Á)ðÒÁ×ÙÍ �ÏÌÉÇÏÎÏÍ ÎÁÄ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ S (ÉÌÉ �ÒÁ×ÙÍ S-�ÏÌÉ-ÇÏÎÏÍ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁS, �ÒÉÞÅÍ (xs1)s2 = x(s1s2) �ÒÉ x 2 X , s1; s2 2 S [1℄. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÊ �ÏÌÉÇÏÎ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �Å-ÒÅÈÏÄ ÏÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù S Ë ÄÕÁÌØÎÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Å Sop (ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Æ× Sop Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ s Æ t = ts) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØÌÀÂÏÊ ÌÅ×ÙÊ S-�ÏÌÉÇÏÎ (X; � ) × �ÒÁ×ÙÊ Sop-�ÏÌÉÇÏÎ (X; Æ); �ÏÌÁÇÁÑsÆx = x�s. åÓÌÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅX ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ Ä×Å ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ �ÏÌÕÇÒÕ��,ÔÏ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÅ ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÁ [1℄ É ÍÕÌØÔÉ�ÏÌÉÇÏÎÁ. âÉ�Ï-ÌÉÇÏÎ SXT (ÉÌÉ (S; T )-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ) | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÕÇÒÕ��Á S ÓÌÅ×Á É �ÏÌÕÇÒÕ��Á T Ó�ÒÁ×Á, �ÒÉÞÅÍ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÅ ÜÔÉÈ �ÏÌÕÇÒÕ�� �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏ (Ô. Å. (sx)t = s(xt) �ÒÉ x 2 X ,s 2 S; t 2 T ). ðÏÎÑÔÉÅ �ÏÌÉÇÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ íÕÒÁ [2℄ V = (A;Q; Æ), ÇÄÅ A | ×ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ;Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ; Æ : Q � A ! Q | ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ×.�ÏÇÄÁ Q ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �ÏÌÉÇÏÎ ÎÁÄ �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ A� |�ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ A, ×ËÌÀÞÁÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï, ÅÓÌÉÄÅÊÓÔ×ÉÅ A ÎÁ Q Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ q � a = Æ(q; a), Á ÚÁÔÅÍ�ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÚ A� ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:q � ai1ai2 :::aim = (:::((qai1 )ai2 ):::). âÉ�ÏÌÉÇÏÎ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ-×ÁÔØ ËÁË Á×ÔÏÍÁÔ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÈÏÄÎÙÍÉ ÁÌÆÁ×ÉÔÁÍÉ.ðÒÁ×ÙÊ S-�ÏÌÉÇÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ × �ÏÌÕÇÒÕ��Å SÅÓÔØ ÅÄÉÎÉ�Á e É xe = x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 X . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÅ ÌÅ×ÙÅ �ÏÌÉÇÏÎÙ. (S1; S2)-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÕÎÉÔÁÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÌÅ×ÙÍ S1-�ÏÌÉÇÏÎÏÍ É ÏÄ-ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ �ÒÁ×ÙÍ S2-�ÏÌÉÇÏÎÏÍ.ðÏÄ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ S-�ÏÌÉÇÏÎÁ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏY � X , ÞÔÏ Y S � Y . ðÏÄÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ (S1; S2)-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÁ X ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y � X , ÞÔÏ S1Y � Y É Y S2 � Y . ãÅÌØÀÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÄÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏ× ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏ× ÎÁÄÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÍÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ �ÏÌÎÏÅ Ï�É-ÓÁÎÉÅ ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏ× ÎÁÄ Ä×ÕÍÑ ÍÏÎÏÉÄÁÍÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÇÏ.189



�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ: (a) M1Y; ZM2 | ÕÎÉÔÁÒ-ÎÙÅ �ÏÌÉÇÏÎÙ ÎÁÄ ÍÏÎÏÉÄÁÍÉ M1; M2;(b) C = Y \Z | ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �ÏÄ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ �ÏÌÉÇÏÎÏ×Y É Z;() A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ: A \ (Y [ Z) = ;;(d) X = A [ Y [ Z;(e) ' : X ! Z É  : X ! Y | ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ 'jZ É jY { ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× Z É Y ;(f) '(m1 (x)) = m1 ('(x)) É  ('(x)m2) = '( (x))m2 �ÒÉ x 2 X;m1 2M1; m2 2M2:äÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ M1�Y ! Y É Z�M2 ! Z ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ X ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÎÏÉÄÏ×M1 ÓÌÅ×Á É ÜÌÅÍÅÎÔÙÉÚ M2 Ó�ÒÁ×Á, �ÏÌÁÇÁÑ m1x = m1 (x)�ÒÉ m1 2M1; x 2 XnY Éxm2 = '(x)m2�ÒÉ m2 2 M2; x 2 XnZ: �ÏÇÄÁ X ÓÔÁÎÅÔ (M1;M2)-ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ.îÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÙÊ ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ ÎÁÄ ÍÏÎÏÉÄÁÍÉM1;M2 ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÂÉ-�ÏÌÉÇÏÎÕ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.îÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, Ó×ÏÄÑÝÕÀ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÅ �ÏÄÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏ× ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÁ ÎÁÄ Ä×ÕÍÑ ÍÏÎÏÉÄÁÍÉ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ�ÏÄÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏ× ÕÎÉÔÁÒÎÙÈ ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ X | (M1;M2) ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎ, ÇÄÅ M1; M2 |ÍÏÎÏÉÄÙ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y � X ÂÕÄÅÔ �ÏÄÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏÍ × ÔÏÍ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Y ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ Y = E [F , ÇÄÅ E | �ÏÄ�É�ÏÌÉÇÏÎ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÁ C, '(F ) � E É (F ) � E. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. KilpM., KnauerU., Mikhalev A.V. Monoids, ats and ate-gories. | Berlin | New York: W. de Gruyter, 2000.2. ëÕÄÒÑ×�Å×÷.â, ðÏÄËÏÌÚÉÎá. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÁÂÓÔÒÁËÔ-ÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1985.3. AvdeyevA.Yu., Kozhukhov I. B. Ats over ompletely 0-simplesemigroups // Ata Cybernetia. | 2000. | V. 14, � 4. | P. 523{531.4. íÁËÓÉÍÏ×ÓËÉÊí.à. ï ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÁÈ É ÍÕÌØÔÉ�ÏÌÉÇÏÎÁÈ ÎÁÄ�ÏÌÕÇÒÕ��ÁÍÉ // íÁÔÅÍ. ÚÁÍÅÔËÉ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.190



ï óìïöîïó�é îåëï�ïòùè k-úîáþîùè æõîëãéê÷ ëìáóóå ðïìñòéúï÷áîîùè ðïìéîïíï÷î. ë. íÁÒËÅÌÏ× (íÏÓË×Á)ïÄÎÉÍ ÉÚ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÚÁÄÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÙ. ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÉÄÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÏÖÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÂÙÞÎÙÅ, �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ É ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ 5-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈÆÕÎË�ÉÊ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ.ðÕÓÔØ Ek = f0; 1; : : : ; k � 1g. æÕÎË�ÉÑ f(~xn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË-�ÉÅÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÅÓÌÉ ÎÁ ×ÓÑËÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ~� 2 Enk ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × Ek. óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Pk.ðÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ � = (�1; : : : ; �n) 2 Enk�ÏÌÉÎÏÍÏÍ P � ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÕÍÍÕX�=(a1;:::;an)2Enk �f (~�) � (x1 + �1)a1 � � � � � (xn + �n)an ;ÇÄÅ ×ÓÅ ÓÕÍÍÙ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï mod k, �f (�) 2 Ek | ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ, É (xi + �i)ai | ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÔÏ ÅÓÔØ(xi + �i)ai = 1 � (xi + �i) � (xi + �i) � � � � � (xi + �i)| {z }ai ÒÁÚ :ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(~xn) 2 Pnk �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ �Ï×ÅËÔÏÒÕ � 2 Enk �ÏÌÉÎÏÍÏÍ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ k | �ÒÏÓÔÏÅ [1℄. ðÕÓÔØ ÄÁÌÅÅ k | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.óÌÏÖÎÏÓÔØÀ l(P �) �ÏÌÉÎÏÍÁ, �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ �,ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. óÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏ-ÍÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË Lk(f) = min�2Enk ;P�=fl(P �):æÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ Lk(n) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎ-ÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×: Lk(n) = maxf(x1;:::;xn)2Pk(Lk(f)):191



éÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ûÅÎÎÏÎÁ:L2(n) = �2n+13 � [2℄; Lk(1) = k � 1 [3℄; Lk(n) 6 k(k � 1)k(k � 1) + 1kn [1℄;Lk(n) > (k � 1)n [3℄; L3(n) > 343n [4℄; Lk(n) & k � 1k kn [5℄:ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊffng = f1(x1); f2(x1; x2); : : : ; fn(x1; x2; : : : ; xn); : : :ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ Lk(fn) = o(kn) �ÒÉ n ! 1. ðÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏÖ-ÎÙÍÉ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ �Å-ÒÉÏÄÁ T ÅÓÌÉ 9~p 2 ETk ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÕÎË-�ÉÊ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ~fi = ~pi (modT ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i, i = 0; : : : ; kn � 1.á×ÔÏÒÏÍ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ffng; fn 2 Pn5 | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÉÏÄÁ 6. �ÏÇÄÁ ffng | ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ffng; fn 2 Pn5 | �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÉÏÄÁ 7  �ÅÒÉÏÄÏÍ ~p = (p0; : : : ; p6) : 6Pi=0 pi = 0; ~p 6= 0.�ÏÇÄÁ L5(fn) > 4255n, ÔÏ ÅÓÔØ ffng | ÓÌÏÖÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÑ ÄÏ�. óÅÌÅÚÎÅ×Õ ó. î.ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ 09-01-00731.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óÅÌÅÚÎÅ×Á ó.î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏ-ÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ. | 2002. | �. 14, ×Ù�. 2. | ó. 48{53.2. ðÅÒÑÚÅ× î. á. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÙÈ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1995. |�. 34, ×Ù�. 3. | ó. 323{326.3. óÅÌÅÚÎÅ×Á ó.î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ //äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2004. | ó. 117{120.4. äÅÎÉÓÏ× å.î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ×ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× // äÉ�ÌÏÍÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ. | ëÁÆÅ-ÄÒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ Æ-ÔÁ ÷íÉë, 2006.192



5. áÌÅËÓÅÅ× ÷. â., óÅÌÅÚÎÅ×Á ó. î., ÷ÏÒÏÎÅÎËÏ á. á. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁ-ÍÉ // �ÒÕÄÙ V íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ× ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (òÁÔÍÉÎÏ, 26{29 ÍÁÑ 2003 Ç.). | í.:íçõ, 2003. | ó. 8{9.
ï ó÷ïêó�÷áè úáíëîõ�ùè ëìáóóï÷ æõîëãéê�òåèúîáþîïê ìïçéëé, ðïòïöäåîîùèóéííå�òéþåóëéíé æõîëãéñíéá. ÷. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈ-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÂÁÚÉÓÏ×É ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÍÅ-ÀÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. îÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ. ÷ [2℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ k � 3 × Pk ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ ËÁË ÓÏ ÓÞÅÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÔÁË É ËÌÁÓÓÙ, ÎÅÉÍÅÀÝÉÅ ÂÁÚÉÓÁ. ÷ [3, 4℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, É ÄÌÑ ÎÉÈ�ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ. ÷ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÕÎË-�ÉÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. äÌÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈËÌÁÓÓÏ× �ÏÌÕÞÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ.ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ ËÚÁÄÁÞÅ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ÷ÓÅ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [3{5℄.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉ-ËÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f0; 1g É ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕ-ÌÀ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ É ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-ÎÕ ÎÕÌÅ×ÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ. æÕÎË�ÉÉ f É g ÉÚ R ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎÔ-ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÂÅÚ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) 2 R: âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÞÅÒÅÚNf ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ En3 , ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ f193



�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×ÏL ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚEn3 , ËÏÔÏÒÙÅ �Ï-ÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÏ-ÅÍ. æÕÎË�ÉÀ f(x1; : : : ; xn) ÉÚ R ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏÑ L ÉÚ En3 É ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÏ× e�; e� ÉÚ L ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(e�) = f(e�): æÕÎË�ÉÀ f(x1; : : : ; xn) ÉÚ R ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ m-ÓÌÏÊÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ mÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏÅ× L1; : : : ;Lm; m � 1; ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Nf = L1 [ : : : [ Lm:æÕÎË�ÉÀ ÉÚ R ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÒÑÄËÁ 0 < 1 < 2 ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å E3: íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅ-ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ m-ÓÌÏÊÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚNSm: ðÕÓÔØ e� 2 En3 : þÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� × ÎÁÂÏÒÅ e� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ je�j:ðÕÓÔØ f; g 2 NSm; m � 1: âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÀ g ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �; ÅÓÌÉ f 2 [fgg℄:íÎÏÖÅÓÔ×Ï H , H � NSm; m � 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �Å�ØÀ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×ÁÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á H ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �. ðÕÓÔØ G � NSm:ãÅ�Ø H , H � NSm; m � 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �Å�ØÀ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á G, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �Å�É H1 � NSm; ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ H � H1; H 6= H1,�Å�Ø H1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G. æÕÎË�ÉÑ f 2 HÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ �Å�É H , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g 2 H×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g � f . ãÅ�Ø ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓ-ÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÉ F � R; ÔÏ ËÌÁÓÓ G = [F ℄ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅËÏÎÇÒÕ-ÜÎÔÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ R; G = [F ℄; H | ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ R; G1 = [H [ F ℄: �ÏÇÄÁ G1 ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ×ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ G ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ.éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1 É 2 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, H = [F ℄; G | ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ R; H1 = [F [ G℄: �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.(1) ëÌÁÓÓ H1 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁËÌÁÓÓ H ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.(2) ëÌÁÓÓ H1 ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁËÌÁÓÓ H ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ.(3) ëÌÁÓÓ H1 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÌÁÓÓH ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÁ. 194



�ÅÏÒÅÍÁ 1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ R, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÊ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÁÚÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÉËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ m-ÓÌÏÊÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊÉÚ [3℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ F � NSm; m � 1; G | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ R; H = [F [ G℄: �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.(1) ëÌÁÓÓ H ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ.(2) ëÌÁÓÓ H ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁËÏÇÄÁ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ É ËÁÖÄÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ;�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ F; ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÊ �Å�É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F:(3) ëÌÁÓÓ H ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ É ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ h 2 F;ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ h ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉËÁËÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÊ �Å�É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F:á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ á. â. õÇÏÌØÎÉËÏ×ÕÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Post E. L. The two-valued iterative systems of mathematial log-i // Annals of Math. Studies. | Prineton Univ. Press, 1941. | 5.2. ñÎÏ×à. é., íÕÞÎÉË á. á. ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈËÌÁÓÓÏ×, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ // äáî óóóò. | 1959. |�. 127, � 1. | ó. 44{46.3. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ á. ÷. ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2008. | � 4. | ó. 54{57.4. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ á. ÷. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, �Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ // ÷ÅÓÔÎÉËíÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2009. | � 1. |ó. 33{37. 195



5. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2001.ïâ ïâïâýåîéñè ëìïîï÷ó íáöïòé�áòîïê æõîëãéåêî. ç. ðÁÒ×ÁÔÏ× (�ÏÍÓË)÷ Ó×ÑÚÉ Ó �ÒÏÂÌÅÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ËÌÏÎÏ× Ó ÍÁÖÏÒÉÔÁÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ËÏÎÅÞÎÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å E. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚPE . ëÌÏÎÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ PE , ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÅÅ ÓÅÌÅËÔÏÒÙ (ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Ó×ÏÉÍ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÏÍ) É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ [1℄. ëÌÏÎ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÓ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏ-ÇÏ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÏÂÌÅÍÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ �Ï-ÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔÉ ËÌÏÎÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ × ×ÙÑ×ÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÍ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÂÕÄÕÔÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÁÌÅÅ. ðÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �E ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÉËÁÔÏ× P : En ! fé, ìg �ÒÉ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï invE(X)�ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÉÚ �E , ÓÏÈÒÁÎÑÅÍÙÈ ×ÓÅÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X �PE , ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÉÌÉ ÌÏÖ-ÎÙÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙ xi = xj ^ : : : ^ xk = xl �ÒÉfi; j; : : : ; k; lg = f1; : : : ; ng É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n) É ÚÁÍËÎÕÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ-ÍÉ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÏÎßÀÎË�ÉÉ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ É�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÁËÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ××ÅÄÅÎÉÑ É ÕÄÁÌÅ-ÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ [2℄. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅ-ÒÅÓ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅÏ�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ, ××ÅÄÅÎÉÑ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÍÅÎÎÙÈ. �ÁËÉÅ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏ-ÓÔÉ ÓÔÁÎÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ É-ËÌÁÓÓÁÍÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y �ÒÅÄÉ-ËÁÔÏ× ÉÚ �E ÞÅÒÅÚ [Y ℄^ ÓÔÁÎÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ É-ËÌÁÓÓ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Y , ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÓÒÅÄÉ ×ËÌÀÞÁÀ-ÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y . þÅÒÅÚ Y (d) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÉËÁÔÏ×ÉÚ Y , ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÏÔ d �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ d � 2. äÌÑ ËÌÏÎÏ× M1 ÉM2 ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ:196



(1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ M1 � M2 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉf(x1; : : : ; xn) ÉÚM2 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ mf (x1; : : : ; xn+d+1) ×M1, ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍf(x) = mf (x; f(x); : : : ; f(x); xn+i; f(x); : : : ; f(x));ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ x ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ ÎÁÂÏÒ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn, �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xn+iÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ (n+ i)-Í ÍÅÓÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ mf É 1 � i � d+ 1;(2) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏinvE(M1) = [invE(M2) [ (invE(M1))(d)℄^:ëÌÏÎ M1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ d-�ÏÄËÌÏÎÏÍ ËÌÏÎÁ M2, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÕÓÌÏ×ÉÑ (1) É (2) ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. �ÁËÉÅ ËÌÏÎÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ× Ó×ÑÚÉ Ó �ÒÏÂÌÅÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ 2.ëÌÏÎ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÊ d-�ÏÄËÌÏÎ,ÓÁÍ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÊ.åÓÌÉ × ÕÓÌÏ×ÉÉ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÆÕÎË�ÉÀ mf ×ÓÅÇÄÁ ÕÄÁ£ÔÓÑ ×Ù-ÂÒÁÔØ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ  �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÔÏ M1ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (; d)-�ÏÄËÌÏÎÏÍ ËÌÏÎÁ M2 É ÏÂÁ ÜÔÉ ËÌÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ-ÓÑ (; d)-ËÌÏÎÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (0; d)-ËÌÏÎÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ × ÔÏÞÎÏ-ÓÔÉ ËÌÏÎÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ (d + 1)-ÍÅÓÔÎÕÀ ÍÁÖÏÒÉÔÁÒÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀm(x1; : : : ; xd+1), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ x = m(x; : : : ; x; xi; x; : : : ; x), ÇÄÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ xi ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ÆÕÎË�ÉÉ m, Á �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ x | ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÍÅ-ÓÔÁÈ É 1 � i � d+ 1. ëÌÏÎÙ Ó ÍÁÖÏÒÉÔÁÒÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÚÏ×ÁÎÙ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÅÊËÅÒÁ É ðÉËÓÌÉ × [3℄, ÛÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ËÏÎÅÞÎÁÑ�ÏÒÏÖÄÁÅÍÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ËÌÏÎÏ×, [4℄. ïÂÏÂÝÁÅÔ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ÓÑËÉÊ (; d)-ËÌÏÎ ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÊ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ d-�ÏÄËÌÏÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1 ÉÍÅÀÔ Ä×ÁÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Á (; d)-ËÌÏÎÙ ÂÙÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.éÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ  É d ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ d � 2, ÉÌÀÂÙÈ ËÌÏÎÏ× M1 É M2 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ:(1) ËÌÏÎ M1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (; d)-�ÏÄËÌÏÎÏÍ ËÌÏÎÁ M2;(2) ËÌÏÎ M1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ d-�ÏÄËÌÏÎÏÍ ËÌÏÎÁ M2 É ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÉÚ M2 �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ Ó×ÏÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÎÅÂÏÌÅÅ  �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ×ÓÅ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙ ÉÚinvE(M2), ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ d �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÒÉ ÜÔÏÍ m-ÍÅÓÔÎÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔ p ÉÚ �E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ Y ÉÚ Em ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÉ-ËÁÔÕ, ÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i; 1 � i � m; ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔ197



Y ÔÏÌØËÏ i-Ê ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÒÅÄÉËÁÔÕ p. óÏÈÒÁÎÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÊ f(x1; : : : ; xn) m-ÍÅÓÔÎÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ p �Ï ÎÁÂÏÒÕ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ xi1 ; : : : ; xi ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× yi = (yi;1; : : : ; yi;m)ÉÚ Em �ÒÉ 1 � i � n ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ ÎÁÂÏÒÙ yi1 ; : : : ; yi ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ �ÒÅÄÉËÁÔÕ p, ÔÏ É ÎÁÂÏÒ(f(y1;1; : : : ; yn;1); : : : ; f(y1;m; : : : ; yn;m))ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÉËÁÔÕ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁÑ × ÒÁÍËÁÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ æãð "îÁÕÞÎÙÅ ÉÎÁÕÞÎÏ-�ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÉÅ ËÁÄÒÙ ÉÎÎÏ×Á�ÉÏÎÎÏÊ òÏÓÓÉÉ" ÎÁ 2009{2013ÇÏÄÙ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. íÁÌØ�Å× á. é. éÔÅÒÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ ðÏÓÔÁ. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË:éÚÄ-×Ï îçõ, 1976.2. âÏÄÎÁÒÞÕË ÷. ç., ëÁÌÕÖÎÉÎ ì. á., ëÏÔÏ× ÷. î., òÏÍÏ× â. á.�ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ðÏÓÔÁ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1969. | � 3. |ó. 1{10; � 5. | ó. 1{9.3. Baker K.A., Pixly A. F. Polynomial interpolation and Chinese re-mainder theorem for algebrai systems // Math. Zeiteshr. | 1975. |Bd. 143, � 2. | S. 165{174.4. íÁÒÞÅÎËÏ× ó.ó. ë ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× × ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1984. | �. 23,� 1. | ó. 88{99.ëïíðïúéãéïîîáñ íïäåìø ðïóìåäï÷áTåìøîùèó÷ñúåê ÷ éîæïòíáãéïîîùè óéóTåíáèT. C. ðÁÒÆÉÒÏ×Á (ëÉÅ×)óÏÚÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÅ �ÏÔÏËÏ× ÄÁÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÁÍÉ. üÔÁ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÀ ×ÁÖÎÏÇÏ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ| �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÏÔÏ-ËÏ×. �ÁËÏÅ ÓÕÖÅÎÉÅ ×�ÏÌÎÅ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ �ÒÁÇÍÁÔÉËÏÊ: ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÔÉ-�Á �ÉËÌÁ É ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÉÒÕÀÔ ÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÙ ÎÁ ÍÉËÒÏÕÒÏ×ÎÅ, ÏÎÉ ÉÎËÁ�ÓÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÎÙÈ ÅÄÉÎÉ�, Á �ÏÔÏË ÄÁÎÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÅÄÉÎÉ�ÁÍÉ ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.íÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÅÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ (ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) ÕÎÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÁÄÅË×ÁÔÎÏÏÔÒÁÖÁÅÔ ÓÕÔØ Ñ×ÌÅÎÉÑ, ×ÅÄØ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÁ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-ÍÅ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØ ÎÁ ×ÈÏÄ ÎÅ ×ÓÅ, Á ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÙÈ ÏÔ198



ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ, Ô. Å. ÍÏÖÅÔ ÉÇÎÏÒÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÞÁÓÔØ �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÅÇÏ ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÔÏËÁ ÄÁÎÎÙÈ. ðÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ,�ÏÔÏË ÄÁÎÎÙÈ Ó ×ÙÈÏÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÄÁ×ÁÔØ-ÓÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÏÄÓÉÓÔÅÍÁÍ, ËÁË ÚÁÄÁÎÎÙÍÁ�ÒÉÏÒÉ, ÔÁË É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÍ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉ, ÞÔÏ ÔÁËÖÅ ÔÒÕÄÎÏ ÓÍÏ-ÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÕÎÁÒÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÍ �ÏÄÈÏÄÏÍ É ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊÎÁ ÅÇÏ ÏÓÎÏ×Å ÓÕÝÎÏÓÔÎÏÊ �ÌÁÔÆÏÒÍÏÊ [1, 2℄ ÄÁÎÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÔÓÑÉÍÅÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ (éí), Á �ÏÄÓÉÓÔÅÍÙ | ÉÍÅÎÎÙÍÉ ÆÕÎË-�ÉÑÍÉ (éæ), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÙ ÎÉÖÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ DÉ V ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÅÎÏÔÁÔÏ× É ÉÍÅÎ ÓÏÏÔ×ÅÓÔ×ÅÎÎÏ. V -ÉÍÅÎÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � 2 DV , V � V. þÅÒÅÚ N ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ éí. �ÁË ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ Ó ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÔÏ ×ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÒÁÓ-ÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÔÏÌØËÏ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ V -ÉÍÅÎÎÙÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á �ÒÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ V .îÁÄ éí Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ:ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ: v ( (d) = f(v; d)g;ÒÁÚÙÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ: v ) (�) = n d �ÒÉ (v; d) 2 �;ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏðÕÓÔØ � É � | éí, ÔÏÇÄÁ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅ éí Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:�r� = � [ f(u; d) j (u; d) 2 �; u =2 pr1(�)g.éæ | ÕÎÁÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ Nf!N . éæ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ V -ÁÒÎÏÊ,ÅÓÌÉ dom f � DV , É (V;W )-ÁÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ rang f � DW .éÍÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÒÎÏÓÔØÀ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÏÌÉÁÒÎÏÊ. ÷ÓÀÄÕ ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÉÁÒÎÙÅ éæ.ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ÎÁÌÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (f Æ g)(�) ' g(f(�)),(frg)(�) ' f(�)rg(�).ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ (V; U \ V )-ÁÒÎÕÀ éæ "VU (ÇÄÅ V; U � V),ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ"VU (�) = f(u; d)j(u; d) 2 � ^ u 2 Ug, �ÒÉ � 2 DV .ðÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ (V; U)-ÁÒÎÕÀ éæ l�, ÇÄÅ U; V � V;� : U ! V , ÔÁËÕÀ ÞÔÏ l� (�) = f(u; �(u)( (�)) j u 2 Ug, �ÒÉ � 2 DV .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆV = f(v; v) j v 2 V g.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ éæ × ÂÁÚÉÓÅ � (ÇÄÅ � { ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï éæ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ éæ f , ÞÔÏf 2 [�[fidDV jV � Vg[f" VU jU; V � Vg[fl� j� 2 V U ; U; V � Vg℄fÆ;rgú×ÅÎÏÍ Ó ÑÄÒÏÍ f ÎÁÚÏ×£Í éæ ×ÉÄÁh =l� r("pr2(�)pr2(�) Æ l� Æf);199



ÇÄÅ �; � : Vf!V. ú×ÅÎÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ L��(f).ãÅ�ÏÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ × ÂÁÚÉÓÅ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁh = h1 Æ h2 Æ : : : Æ hn;ÇÄÅ hi | Ú×ÅÎÏ × ÂÁÚÉÓÅ � (i = 1; n). åÓÌÉ g É h| �Å�ÏÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ,ÔÏ g Æ h | ÔÁËÖÅ �Å�ÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ.ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �Å�ÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ h = h1Æh2Æ: : :Æhn, �ÒÉÞÅÍ Ú×ÅÎÏ hi�Å�ÏÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ h ÉÍÅÅÔ ÁÒÎÏÓÔØ (Ui; Vi) É ×ÉÄ L�i�i(fi) (i = 1; n),W � V, W \ Ui = ; É W \ Vi = ; ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; n (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÁ ÉÚ W ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ × h).òÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ éæ h (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ XW (h)) ÎÁÚÏ×£Í ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ, ËÏ-ÔÏÒÁÑ éæ h ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÔ×ÅÓÔ×ÉÅ ÎÏ×ÕÀ �Å�ÏÞÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ h0, ÓÔÒÏ-ÑÝÕÀÓÑ ÉÚ h ÓÌÅÀÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:h0 = h01 Æ h02 Æ : : : Æ h0n;h0i = L�i[ÆW�i (fi):åÓÌÉ �Å�ÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ h Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (U; V )-ÁÒÎÏÊ, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï WÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÍÅÎ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ × h, É h0 = XW (h) ÔÏh0 = (" U[WW Æ idDW )r(" U[WU Æ h).éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ-�ÏÚÉ�ÉÉ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ �Å�ÏÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ g É h É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÎ W , ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÎÉ × g, ÎÉ × h. �ÏÇÄÁXW (g Æ h) = XW (g) Æ XW (h):ðÕÓÔØ h { U -ÁÒÎÁÑ �Å�ÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, h = h1 Æ : : : Æ hn, ÇÄÅ hi =L�i�i(fi) ÄÌÑ i = 1; n, Û | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÎ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÉÈ× h, É ' | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ Û ! U .ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÒÅÚÅÒ×ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÕÀ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ, ËÏÔÏ-ÒÁÑ ÓÔÁ×ÉÔ �Å�ÏÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ h × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÏ×ÕÀ �Å�ÏÞÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ h0 = C'h , ÓÔÒÏÑÝÕÀÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:h0 = L�1['�1 (f1) Æ X Û (h2 : : : Æ hn).ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ h | U-ÁÒÎÁÑ �Å�ÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Û ÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÚÅÒ×É-ÒÏ×ÁÎÉÑ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ U -ÉÍÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏC'h (�) = h(�) [ f('�1(u); d) j (u; d) 2 �g:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ g É h | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (U; V 0)-ÁÒÎÁÑ É(U; V 00)-ÁÒÎÁÑ �Å�ÏÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ W � V É �Å-�ÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f Ó ÁÒÎÏÓÔØÀ (U;W ), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ fÆ " WV 0[V 00 = grh.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÑf = C'g Æ L'�1[ ; (idD;) Æ X V̂ 0(h) Æ L �1[ÆV̂ 0[V 00nV 0ÆV 00 (idDV 00 ),200



ÇÄÅ Û � V (ÉÍÅÎÁ ÉÚ Û ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ ÎÉ × g, ÎÉ × h); ' : Û ! U |×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ; V̂ 0 � V (ÉÍÅÎÁ ÉÚ V̂ 0 ÎÅ ×ÈÏÄÑÔ× g), V̂ 0 \ Û = ;;  : V̂ 0 ! V 0 | ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ,�ÒÉ X = V [W [ V̂ .éÚ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ-�ÏÚÉ�ÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 2. ëÁËÏ×Á ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ (U; V )-ÁÒÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f × ÂÁÚÉÓÅ �, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �Å�ÏÞÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f̂ Ó ÁÒÎÏÓÔØÀ (U; V̂ ), V � V̂ , × ÔÏÍ ÖÅ ÂÁÚÉÓÅ, ÞÔÏ f =f̂Æ "V̂V . ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. îÉËÉÔÞÅÎËÏ î. ó. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÌÏÇÉËÉ ÎÏÍÉÎÁÔÉ×ÎÙÈ ÄÁÎ-ÎÙÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. | 2003. | � 3. | ó. 29{40.2. òÅÄØËÏ ÷. î. üËÚÉÓÔÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÏÊ �Á-ÒÁÄÉÇÍÙ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | 2008. | � 2. |ó. 3{12. ëìáóóéæéëáãéñõîáòîùè ëìïîï÷ òáîçá 3î. á. ðÅÒÑÚÅ×, ó. ÷. ëÒÉÛÔÏÆÅÎËÏ (éÒËÕÔÓË)îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÌÏÎÏÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅA ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ ÎÁ A ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ×ÓÅ �ÒÏÅË�ÉÉ. òÁÎÇ ËÌÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.éÚÕÞÅÎÉÅ ÒÅÛÅÔËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÞÁÔÏ × ÒÁÂÏÔÁÈü. ðÏÓÔÁ. éÚ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ [1℄ ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÒÅÛÅÔËÉ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ2, ËÏÔÏÒÁÑ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÓÞÅÔÎÏÊ. òÅÛÅÔËÉ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ ÂÏÌØÛÅ 2 Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÙÍÉ. ðÏÌÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÅÛÅÔÏË ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔÄÁÖÅ ÄÌÑ ÒÁÎÇÁ 3, ÈÏÔÑ × �ÏÓÌÅÄÎÉÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÙÅÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.ïÄÎÉÍ ÉÚ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÒÅÛÅÔËÉ ËÌÏÎÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÅ ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÏ×. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÍÏÖÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ.éÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ÞÔÏ ÒÅÛÅÔËÕ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ k ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÕÎÁÒÎÙÈËÌÏÎÏ× ÜÔÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. éÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÌÏÎÏ×, ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÈ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÎÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÏÎÏ-ÉÄÁÌØÎÙÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÂÕÅÍÙÈ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÏÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÏ× ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ �Ï�ÁÒÎÏ201



ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. �ÁË ÒÅÛÅÔËÁ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ 2 ÒÁÚÂÉ×Á-ÅÔÓÑ ÎÁ 6 ÍÏÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ 5 �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ. ÷�ÒÏÞÅÍ, ÜÔÕ ÒÅÛÅÔËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ É ÎÁ 3 ÎÅ�ÅÒÅ-ÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.ðÏÜÔÏÍÕ, ×ÙÚÙ×ÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÎÁÒÎÙÈ ËÌÏ-ÎÏ× ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÎÁÒÎÙÅ ËÌÏÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÍÏÎÏÉ-ÄÁÌØÎÙÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÈÏÔØ ÏÄÎÏÍÕ ÍÏÎÏÉÄÁÌØÎÏÍÕ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌÕ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÍÕ ÕÎÁÒÎÙÍ ËÌÏÎÏÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ËÌÏÎÏ× ÔÁË ÖÅ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅ-ÎÉÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× × ÒÅÛÅÔËÅ ÕÎÁÒÎÙÈ ËÌÏ-ÎÏ×. îÉÖÅ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ 3.÷ ËÎÉÇÅ [3℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ 699 ÕÎÁÒÎÙÈ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ3 (�Ï�ÕÔÎÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ × ÔÁÂÌÉ�Å ÕÎÁÒÎÙÈ ËÌÏÎÏ×ÄÏ�ÕÝÅÎÏ 3 Ï�ÅÞÁÔËÉ).íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÕÎÁÒÎÙÈ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ 3 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 43 �Ï-�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, 13 ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ �Ï 3 ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙÅ ËÏ�ÉÉ. ÷ 17 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ, × ÓÕÍÍÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ 239 ËÌÏÎÏ×.ðÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÍÏÎÏÉÄÁÌØÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ×ÒÅÛÅÔËÅ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ 3 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ 239 ÉÚ ÎÉÈ.îÉÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÜÔÉ 17 ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×.óÌÅÄÕÑ [3℄, ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÕÎÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÑ ÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ ÚÁÄÁÎÉÅÍ):0 = (0; 0; 0); 1 = (1; 1; 1); 2 = (2; 2; 2);s1 = (0; 1; 2); j0 = (1; 0; 0); u0 = (2; 0; 0); v0 = (2; 1; 1);s2 = (0; 2; 1); j1 = (0; 1; 0); u1 = (0; 2; 0); v1 = (1; 2; 1);s3 = (1; 0; 2); j2 = (0; 0; 1); u2 = (0; 0; 2); v2 = (1; 1; 2);s4 = (1; 2; 0); j3 = (1; 1; 0); u3 = (2; 2; 0); v3 = (2; 2; 1);s5 = (2; 0; 1); j4 = (1; 0; 1); u4 = (2; 0; 2); v4 = (2; 1; 2);s6 = (2; 1; 0); j5 = (0; 1; 1); u5 = (0; 2; 2); v5 = (1; 2; 2):äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ 30ÕÎÁÒÎÙÈ ËÌÏÎÏ×:U0 = fs1g; U1 = fs1; 0� 2g; U2 = fs1; 0� 2; j0� j5; u0�u5; v0�v5g;U3 = fs1; s4; s5g; U4 = fs1 � s6; 0 � 2; j0 � j5; u0 � u5; v0 � v5g;U5 = fs1; j5g; U6 = fs1; s2; j0; j5; u0; u5g; U7 = fs1; v2g;U8 = fs1; s2; v1 � v4g; U9 = fs1; s2g; U10 = fs1; 0g;U11 = fs1; s2; 0; j1; j2; j5; u1; u2; u5g; U12 = fs1; 1; 2g;U13 = fs1; s2; 1; 2; j5; v0 � v5g; U14 = fs1; s2; 0 � 2g;U15 = fs1; s2; 0 � 2; j0 � j5; u0 � u5; v0 � v5g; U16 = fs1; 0 � 2; v2g;U17 = fs1; j0; j5; 0 � 2; v0 � v5g; U18 = fs1; 0 � 2; j5; b5; v2g;U19 = fs1; 0 � 2; j0; j5; u0; u5; v0 � v5g; U20 = fs1; 0 � 2; v4g;U21 = fs1; 0 � 2; j1; j4; v1; v4g; U22 = fs1; 0 � 2; u1; v4g;202



U23 = fs1; 0 � 2; j1 � j4; u1 � u4; v1 � v4g; U24 = fs1; 0 � 2; u4g;U25 = fs1; 0 � 2; j1; j3; u2; u4; v2; v4g; U26 = fs1; 0 � 2; j1; u1g;U27 = fs1; 0 � 2; j0 � j5; u0 � u5g; U28 = fs1; 0 � 2; u1g;U29 = fs1; 0 � 2; u0; u1; u4; u5g:îÉÖÅ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÔÓÑ 17 �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÓËÏÍÙÈ ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÁ ÒÅÛÅÔËÉ ÕÎÁÒÎÙÈ ËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ 3:I1 = [U0; U0℄; I2 = [U1; U1℄; I3 = [U2; U2℄; I4 = [U3; U4℄; I5 = [U9; U9℄;I6 = [U5; U61℄; I7 = [U7; U8℄; I8 = [U10; U11℄; I9 = [U12; U13℄;I10 = [U14; U15℄; I11 = [U16; U17℄; I12 = [U18; U19℄; I13 = [U20; U21℄;I14 = [U22; U23℄; I15 = [U24; U25℄; I16 = [U26; U27℄; I17 = [U28; U29℄:ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍ I5�I17 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÅÝÅ �Ï Ä×Å ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÙÅ ËÏ�ÉÉ, ËÌÏÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÍÏÎÏÉÄÁÌØÎÙÅÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ I1; I2; I3; I5 ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ 1 ËÌÏÎÁ,ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I13 ÉÚ 4 ËÌÏÎÏ×, ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ I7; I17 ÉÚ 5 ËÌÏÎÏ×, ÉÎÔÅÒ×Á-ÌÙ I4; I6 ÉÚ 6 ËÌÏÎÏ×, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I12 ÉÚ 9 ËÌÏÎÏ×, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I15 ÉÚ 11ËÌÏÎÏ×, ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ I10; I14 ÉÚ 16 ËÌÏÎÏ×, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I16 ÉÚ 24 ËÌÏÎÏ×,ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I11 ÉÚ 27 ËÌÏÎÏ×, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I8 ÉÚ 33 ËÌÏÎÏ×, ÉÎÔÅÒ×ÁÌ I9 ÉÚ73 ËÌÏÎÏ×.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔÙ07-01-00240 É 09-01-00476).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Post E. Two-valued iterative systems of mathematial logi //Annals of Math. Studies. | Prineton: Univ. Press, 1941. | V. 5.2. Szendrei A. Clones in universal algebra // Seminare de Mathema-tique Superieures. | Montreal: Let Presses de Universite de Montreal,1986.3. Lau D. Funtion Algebras on Finite Sets. | Springer-Verlag BerlinYeideWater Resourses Researh, 2006.áìçïòé�í îáèïöäåîéñðòåäó�á÷ìåîéñ íõìø�éïðåòáãéêíéîéíáìøîïê ó�áîäáò�îïê æïòíïêî. á. ðÅÒÑÚÅ×, é. á. ñËÏ×ÞÕË (éÒËÕÔÓË)ðÕÓÔØ B(A) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ �.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ An × B(A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÓÔÎÏÊ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÅÊÎÁ A. äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ n-ÍÅÓÔÎÙÈ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ A ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ HnA, �ÒÉ jAj = k, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Hnk .203



óÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ (f � (f1; :::; fn))(a1; :::; am) = [bi2fi(a1;:::;am) f(b1; :::; bn):íÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉ f ÎÁ A = fa0; :::; ak�1g ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁËÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : f20; 21; :::; 2k�1gn ! f0; 1; :::; 2k � 1g;�ÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ f �ÒÉ ËÏÄÉÒÏ×ËÅai ! 2i; �! 0; fai1 ; :::; aisg ! 2i1 + :::+ 2is :ðÒÉ ÜÔÏÍ n-ÍÅÓÔÎÕÀ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÀ f ÚÁÄÁÅÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÏÊ (�1; :::; �kn), ÇÄÅ f(a1; :::; an) = �i É (a1 � 1; :::; an � 1) ÅÓÔØ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ i × ÓÉÓÔÅÍÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ k.íÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÑ \, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË\(a; b) = fag \ fbg. ëÁË �ÒÉÎÑÔÏ ÄÌÑ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÍ ÓÕÆÉËÓÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÚÁ�ÉÓÉ \(a; b) = (a \ b). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁÏ�ÅÒÁ�ÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ É ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÎÅ-ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ.óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉ p 2 H1k É dni;� 2 Hnk Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÅÒÅÚÉÈ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ p = (2; 4; :::; 2k � 1; 1);d ni;� = (2k � 1; :::; 2k � 1; i�; 2k � 1; :::; 2k � 1); (1 � i � kn);ÇÄÅ � 2 f0; :::; 2k � 2g. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ d01;� = (�):ðÕÓÔØ f 2 Hnk . �ÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÑ [1℄ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÏ×ÅÍÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉf(x1; :::; xn) =\j dj(xi1 ; :::; xim);ÇÄÅ dj 2 fd mi;� j 0 � m � n; � 2 f0; :::; 2k � 2gg:ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÀ f 2 Hn2 , ÚÁÄÁÎÎÏÊ ×ÅËÔÏÒÎÏf(x1; x2; x3) = (32323030), ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.f = d32;2(x1; x2; x3) \ d34;2(x1; x2; x3) \ d36;0(x1; x2; x3) \ d38;0(x1; x2; x3):204



÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ f = d 12;2 (x3) \ d 24;1 (x1; x3):ëÁË ×ÉÄÉÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÅÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍÉÆÏÒÍÁÍÉ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × [1℄. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÉÎÉ-ÍÉÚÁ�ÉÀ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÆÏÒÍ.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. ðÏÄ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉ-ÍÁÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉ × ×ÉÄÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÓÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ.îÉÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÏÓÎÏ-×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ äîæ.îÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÄÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ ��, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÍÕÌØÔÉ-Ï�ÅÒÁ�ÉÀ f .îÁ ×ÙÈÏÄÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÌÕÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÆÏÒ-ÍÕ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÀ f .ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.ûÁÇ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ f 2 Hnk ×ÉÄÁ:f = h0i0 \ h1i1 \ h2i2 \ ::: \ h2k�2i2k�2 ;ÇÄÅ hsis = (�1; :::; �kn); �i 2 fs; 2k � 1g; s 2 f0; :::; 2k � 2g:ûÁÇ 2. ðÏ ËÁÖÄÏÊ hsis = (�1; :::; �kn) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀfsis = (�1; :::; �kn), ÇÄÅ �i = � 1; ÅÓÌÉ �i 6= 2k � 1;0; ÅÓÌÉ �i = 2k � 1:ûÁÇ 3. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ fsis ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ äîæ.ûÁÇ 4. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï-×ÁÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÏ�Å-ÒÁ�ÉÉ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅÉ ÂÕÄÅÔ ×ÙÈÏÄÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ËÁÖÄÏÊÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ, ×ÈÏÄÑÝÅÊ × ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ äîæ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ fs; ÇÄÅ s 2 f0; 1; :::; 2k� 2g �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÆÕÎË-�ÉÀ dj(xi1 ; :::; xim), ÔÁËÕÀ ÞÔÏ dj 2 fd mi;s j 0 � m � n; g:�ÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÉÄÁf(x1; :::; xn) =\j dj(xi1 ; :::; xim);205



Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉ f .îÁ ÏÓÎÏ×Å Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÏÚÄÁÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÑ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ 2-È ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ËÌÁÓÓÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÆÏÒÍ É �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎ-ÔÙ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔÙ07-01-00240 É 09-01-00476).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÅÒÑÚÅ× î. á. óÕ�ÅÒËÌÏÎÙ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ // �ÒÕÄÙ VIIIíÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ-×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ". | í.: íáëó ðÒÅÓÓ, 2009. | ó. 233{238.ï îáèïöäåîéé ëïüææéãéåî�ï÷ïâïâýåîîï-ðïìñòéúï÷áîîùè ðïìéîïíï÷k-úîáþîùè æõîëãéêó. î. óÅÌÅÚÎÅ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ.ðÕÓÔØ k � 2, Ek = f0; 1; : : : ; k�1g. ðÏÄ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÂÕÄÅÍ�ÏÎÉÍÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fn : Enk ! Ek, n = 0; 1; : : : . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈk-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË Pk.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �Ï mod k �ÒÉ �ÒÏ-ÓÔÙÈ k.ëÁÖÄÁÑ k-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÚÁÄÁÎÁ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ �Ï mod k (�ÒÉ �ÒÏÓÔÙÈ k) [1℄, ÔÏ ÅÓÔØ × ×ÉÄÅf(x1; : : : ; xn) = X�=(a1;:::;an)2Enk f (�)xa11 � � � � � xann ;ÇÄÅ xaii = aiQj=1 xi, x0i = 1 { ÓÔÅ�ÅÎÉ, Á f (�) 2 Ek { ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.óÔÅ�ÅÎØÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÅÅ�ÏÌÉÎÏÍÁ �Ï mod k, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ d(f) = maxf (�)6=0 nPi=1 ai.÷×ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ.ðÕÓÔØ Dm = ff(x) 2 Pkjd(f) = mg, m = 0; 1; : : : ; k � 1 É ~Dk =Dk�1 � � � � �D1 �D0. 206



ïÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅËÔÏÒÆ = (Æ1; : : : ; Æn) 2 ~Dnk ;× ËÏÔÏÒÏÍ Æi = (si;k�1(xi); : : : ; si;1(xi); si;0(xi)) 2 ~Dk;ÔÏ ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÁ si;m(xi) ÒÁ×ÎÁ m.ëÁÖÄÁÑ k-ÚÎÁÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ ÚÁÄÁÎÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ �Ï ×ÅËÔÏÒÕ Æ (�ÒÉ�ÒÏÓÔÙÈ k) [2℄, ÔÏ ÅÓÔØ × ×ÉÄÅf(x1; : : : ; xn) = X�=(a1;:::;an)2Enk Æf (�)s1;a1(x1) � � � � � sn;an(xn);ÇÄÅ Æf (�) 2 Ek | ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ�ÏÌÉÎÏÍÏ×.ïÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉf(x1; : : : ; xn) 2 Pk �Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉÆ = ((xk�11 ; : : : ; x1; 1); : : : ; (xk�1n ; : : : ; xn; 1)) 2 ~DnkÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ mod k.ðÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) 2 Pk �Ï ×ÅË-ÔÏÒÕ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ (d1; : : : ; dn) 2 Enk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ �Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ �ÏÌÑÒÉ-ÚÁ�ÉÉÆ = (((x1+d1)k�1; : : : ; x1+d1; 1); : : : ; ((xn+dn)k�1; : : : ; xn+dn; 1)) 2 ~Dnk :äÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ.éÚ×ÅÓÔÎÙ ÂÙÓÔÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× �Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÆÕÎË�ÉÉ. äÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÉÎÏÍÁ �Ï mod 2Ï�ÉÓÁÎ × [3℄. áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ óÕ�ÒÕÎÏÍ ÷. ð. × [4℄. ÷ ÓÌÕÞÁÅ k � 3ÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÁ �Ï mod k ÄÌÑ k-ÚÎÁÞÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÊÄÅÎ �ÁÒÁÎÎÉËÏ×ÙÍ à. ÷. ÷ [5℄ Ï�ÉÓÁÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ �ÏÄ-ÓÞÅÔÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ. 207



á×ÔÏÒÏÍ �ÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÏ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ k | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Æ = (Æ1; : : : ; Æn) | ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ �ÏÌÑÒÉÚÁ�ÉÉ,× ËÏÔÏÒÏÍ Æi = (si;k�1(xi); : : : ; si;0(xi)); ÇÄÅsi;m(xi) = im;mxmi + � � �+ im;1xi + im;0;ÇÄÅ im;m; : : : ; im;1; im;0 2 Ek, m;m 6= 0,m = k�1; : : : ; 1; 0, i = 1; : : : ; n,É Æ0 = (Æ2; : : : ; Æn): ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) 2 Pk É fi(x2; : : : ; xn) =f(i; x2; : : : ; xn), i 2 Ek.�ÏÇÄÁÅÓÌÉ n = 1, ÔÏ Æf (k � 1) = f (k � 1)1k�1;k�1 ;Æf (i) = 11i;i 0�f (i)� k�1Xj=i+1 1j;iÆf (j)1A ;i = k � 2; : : : ; 1; 0;ÅÓÌÉ n � 2, ÔÏÆf (k � 1; x2; : : : ; xn) = Æ0f (k � 1; x2; : : : ; xn)1k�1;k�1 ;Æf (i; x2; : : : ; xn) = 11i;i 0�Æ0f (i; x2; : : : ; xn)� k�1Xj=i+1 1j;iÆf (j; x2; : : : ; xn)1A ;i = k � 2; : : : ; 1; 0.ðÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÌÑ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Æf (�), � 2 Enk , ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ �Ï ×ÅË-ÔÏÒÕ Æ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÎÁÊÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÙ f (�), � 2 Enk , ÅÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ mod k. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÏÌÉÎÏÍÁ �Ïmod k ÄÌÑ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÍÏÖÎÏ ÏÔÙÓËÁÔØ �ÏÆÏÒÍÕÌÁÍ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍ × [5℄.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé, ÇÒÁÎÔÙ 07-01-00444 É 09-01-00701-Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:îÁÕËÁ, 1986. 208



2. óÅÌÅÚÎÅ×Á ó. î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÉÑ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2009. | �. 21, ×Ù�. 4. | ó. 20{29.3. çÁ×ÒÉÌÏ× ç. ð., óÁ�ÏÖÅÎËÏ á. á. úÁÄÁÞÉ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÅ. | í.: îÁÕËÁ, 1974.4. óÕ�ÒÕÎ ÷. ð. �ÁÂÌÉÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1987. | � 1. | C. 116{117.5. óÅÌÅÚÎÅ×Á ó. î., íÁÒËÅÌÏ× î. ë. âÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× k-ÚÎÁÞÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ // õÞÅÎÙÅ ÚÁ�ÉÓËÉ ëÁÚÁÎÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. æÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÕËÉ. | 2009. | �. 151, ËÎ. 2. | C. 147{153.ïâ ïäîïí ïâïâýåîééìïçéëé ìéîåêîïçï ÷òåíåîéò. ÷. èÅÌÅÍÅÎÄÉË (íÏÓË×Á)ìÏÇÉËÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÌÏÇÉËÉ ×ÙÓËÁ-ÚÙ×ÁÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÒÑÄÕ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×ÑÚËÁÍÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÙÅ:  (× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ), � (×ÓÅÇÄÁ), � (×ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ), U (ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ). �ÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÍÏÄÅÌØÀÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ) ×ÅÒÛÉÎ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, × ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÓÔÉÎÎÁ. æÏÒÍÕÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÊ, ÅÓÌÉÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÌÏÇÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÒÑÄÕ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ËÏÎÅÞÎÙÅ. íÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ-×ÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ ÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ É �ÏÌÎÏÔÁ | Ó�ÏÍÏÝØÀ Á×ÔÏÒÓËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×Ù×ÏÄÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚÁËÓÉÏÍ, ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ �ÅÒÅÂÏÒÎÏÇÏ. ÷ÙÄÅÌÅÎÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ	 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ � × ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎ-ÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ(�^	) × ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÏÊ, É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÄÁÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ ÆÏÒÍÕÌ, ×Ù�ÏÌ-ÎÉÍÙÈ × ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÎÅ×Ù�ÏÌÎÉÍÙÈ ×ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ.ïÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ëÁÖÄÁÑ �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÁÑ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ. åÓÌÉ ' É  ÆÏÒÍÕÌÙ, ÔÏ �, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ9 ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ: >, :', (' _  ), (' ^  ), ('!  ), ', �', �', (' U  )ÔÏÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ. äÒÕÇÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÅÔ.íÏÄÅÌØÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÁÒÕ M = hN;Li, ÇÄÅ N | Ó×ÑÚÎÙÊÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ u0, ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ209



ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÙÎÁ, Á L | ÆÕÎË�ÉÑ ÏÚÎÁÞÉ×Á-ÎÉÑ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÏ�ÏÚÉ�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÌÎÙÍ �ÕÔ�ÅÍ × ÇÒÁÆÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ�ÕÔØ ÉÌÉ �Å�Ø, �ÏÓÌÅÄÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÙÎÏ×ÅÊ.éÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ � × ×ÅÒÛÉÎÅ ui ÍÏÄÅÌÉ M (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏM;ui j= �) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ.| åÓÌÉ � = >, ÔÏ M;ui j= �.| åÓÌÉ � = p, ÔÏ M;ui j= � 
 p 2 L(ui).| åÓÌÉ � = :', ÔÏ M;ui j= � 
M;ui 6j= ' (ÎÅ×ÅÒÎÏ M;ui j= ').| åÓÌÉ � = (' ^  ), ÔÏ M;ui j= � 
 (M;ui j= ' É M;ui j=  ).| åÓÌÉ � = (' _  ), ÔÏ M;ui j= � 
 (M;ui j= ' ÉÌÉ M;ui j=  ).| åÓÌÉ � = ('!  ), ÔÏ M;ui j= � 
 (M;ui 6j= ' ÉÌÉ M;ui j=  ).| åÓÌÉ � = ', ÔÏ M;ui j= � 
M;uj j= ' ÄÌÑ ÓÙÎÁ uj ×ÅÒÛÉÎÙui, ÌÉÂÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ui ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÙÎÁ.| åÓÌÉ � = �', ÔÏ M;ui j= � 
 ÄÌÑ �ÏÌÎÏÇÏ �ÕÔÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ××ÅÒÛÉÎÅ ui × ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ uj ×ÅÒÎÏ M;uj j= '.| åÓÌÉ � = �', ÔÏ M;ui j= � 
 ÄÌÑ �ÏÌÎÏÇÏ �ÕÔÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ××ÅÒÛÉÎÅ ui ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ uj , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÎÏ M;uj j= '.| åÓÌÉ � = (' U  ), ÔÏ M;ui j= � 
 ÄÌÑ �ÏÌÎÏÇÏ �ÕÔÉ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ× ×ÅÒÛÉÎÅ ui ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ uj , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÎÏ M;uj j= , Á × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ uk ÜÔÏÇÏ �ÕÔÉ, �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÊ uj , ×ÅÒÎÏM;uj j= '.æÏÒÍÕÌÁ � ÉÓÔÉÎÎÁ × ÍÏÄÅÌÉ M , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ × ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ u0 ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. æÏÒÍÕÌÁ � ×Ù�ÏÌÎÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. æÏÒÍÕÌÁ � ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÓÔÉÎÎÁ ×ËÁÖÄÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÌÏÖÉÍ ? 
 :>, ' �  
 ((' ! ) ^ ( ! ')).ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ (ÓÍ. [1℄) ÍÏÄÅÌØM ÍÙÓÌÉÔÓÑ ËÁË ÂÅÓ-ËÏÎÅÞÎÁÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏM;ui j= '
M;uj j= ' ÄÌÑ ÓÙÎÁuj ×ÅÒÛÉÎÙ ui. äÌÑ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÏÄÅÌÉ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ××ÅÄÅÎÉÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÇÏ ÞÉÓÌÁ �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÈÓÑ ×ÅÒÛÉÎ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ,ËÌÁÓÓ ×Ù�ÏÌÎÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ Ó ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÅÍÁÎÔÉËÏÊ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÕÖÅ, ÎÅÖÅÌÉ ËÌÁÓÓ ×Ù�ÏÌÎÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ Ó ÏÂÏÂÝ�ÅÎ-ÎÏÊ.÷×ÅÄ�ÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÁËÓÉÏÍ (ÓÈÅÍ ÁËÓÉÏÍ) É �ÒÁ×ÉÌ ×Ù-×ÏÄÁ:(Ax1) ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ É �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ ÌÏÇÉËÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ,(Ax2) �' � (> U '), (Ax3) �' � :�:',(Ax4) (' _  ) � (' _ ), (Ax5) (' ^ :?) � ::',210



(Ax6) (' U  ) � ( _ ((' ^(' U  )) ^ :?)),(R1) ('!  ), ' `  , (R2) ('!  ) ` ('!  ),(R3) ('1 ! (:'2 ^'1)) ` ('1 ! :( U '2)).éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ É �ÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ ×Ù×ÏÄÉÍÙ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ É �ÒÁ×ÉÌÏ ×Ù×ÏÄÁ: (�(' !  ) ! (�' ! � )),((' !  ) ! (' !  )), �' � (' ^ �'), (�(' ! ') ! (' !�')), ((' U  ) ! � ), ' ` �'. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÅÖÎÉÅ ÁËÓÉÏÍÙ' � ::', (' U  ) � ( _ (' U  )) ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ù×ÏÄÉÍÙÍÉ,ÔÁË ËÁË ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ É �ÏÌÎÏÔÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ××ÅÄ�ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ É �ÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ�ÒÏ×ÅÒËÏÊ, Ô. Å. ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅÍ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ ÄÁÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÏÓÔÉ × �ÒÁ×ÉÌÁÈ ×Ù×ÏÄÁ. ðÏÌÎÏÔÕ ÓÉÓÔÅÍÙÁËÓÉÏÍ ÄÏËÁÖÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏ-ÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×Ù×ÏÄÁ ÏÂÝÅÚÎÁ-ÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁÍ ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [2℄. ÷ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �ÒÁ×ÉÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ, �ÒÁ×É-ÌÏ ÎÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. ÷ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÏ× ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ×Ù×ÏÄÙ ÁÎÁÌÏÇÏ× ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØ-ÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ É �ÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ, ÉÚ ÁËÓÉÏÍ (Ax1){(Ax6) É �ÒÁ×ÉÌ (R1){(R3). éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ � ×Ù×ÏÄÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ � ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÁ, ÔÏ ÏÎÁ ×Ù×ÏÄÉÍÁ.óÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÅÍÁÎÔÉËÏÊ. ðÏÌÏÖÉÍ 	 =�:?. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. æÏÒÍÕÌÁ � ×Ù�ÏÌÎÉÍÁ × ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÅÍÁÎÔÉËÅÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÏÒÍÕÌÁ (� ^ 	) ×Ù�ÏÌÎÉÍÁ × ÏÂÏÂ-Ý�ÅÎÎÏÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÓÅÍÁÎÔÉËÁ ÌÏÇÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ × ÓÅÂÅ ×ÓÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÉÍÅÒÙ É ËÌÁÓÓÙ ÆÏÒÍÕÌ, ×Ù�ÏÌÎÉÍÙÈ × ÏÂÏÂÝ�ÅÎÎÏÊÓÅÍÁÎÔÉËÅ, É ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÉÍÙÈ × ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÊ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÕÌÙ(' ^ :') É ((' _ �') ^ :�') ÉÓÔÉÎÎÙ × ÍÏÄÅÌÉ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ ÓÙÎÏ×ÅÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî\áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒ-ÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏÌÅÎÉÑ".ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Emerson E. A. Temporal and modal logi // Handbook of Theo-retial Computer Siene. V. B. | Elsevier and The MiT Press, 1990. |211



P. 995{1072.2. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ò. ÷. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ×ÅÔ×ÑÝÅÇÏÓÑ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ×Ù×ÏÄÏ× ÏÂÝÅÚÎÁÞÉÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ // íÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 15. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2006. |ó. 217{266.ï âåóðï÷�ïòîùè âõìå÷ùè æõîëãéñè÷ ïäîïí ðòåäüìåíåî�áòîïí âáúéóåé. ë. ûÁÒÁÎÈÁÅ× (õÌÁÎ-õÄÜ)ðÏÄ ÂÁÚÉÓÏÍ �ÏÎÉÍÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.�ÅÒÍ � ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ×ÈÏÄÉÔ × ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ.âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÏÊ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÊ ÔÅÒÍ � ÎÁÄ B, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀf . ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï×ÔÏÒÎÏÊ × B.æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏ�Ï×ÔÏÒÎÏÊ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÏÊ, Á ÓÁÍÁ f�Ï×ÔÏÒÎÁ × ÂÁÚÉÓÅ B.âÁÚÉÓ B0 = f_; �; �; 0; 1g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ, Á ÂÁÚÉÓB0[ffg, ÇÄÅ f ÓÌÁÂÏ�Ï×ÔÏÒÎÁ × B0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍ.îÉÖÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÂÅÓ�Ï-×ÔÏÒÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÏÄÎÏÍ �ÒÅÄÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.÷ÓÅ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [1℄.âÕÄÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:{ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ~x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ (x1; : : : ; xn);{ rang f | ÒÁÎÇ ÆÕÎË�ÉÉ f ;{ �(f) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f ;{ Æ(f) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f .îÁÚÏ×ÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xi ÆÕÎË�ÉÉ f ÆÉËÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ f0xi = f1xi ÉÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.òÁÎÇÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f É g Ó×ÑÚÁÎÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ �, É�ÉÓÁÔØ f � g, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~� ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ f(~�) � g(~�).æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊx, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ f0x � f1x , ÌÉÂÏ f0x � f1x . äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉÚÁ�ÉÓÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁË: f 2Mx. 212



ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ f 0xi = �f�xi = f0xi � f1xi .ðÏÎÑÔÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�f�xi1 : : : �xis = �� �f�xi1 : : : �xis�1 ��xis :æÕÎË�ÉÀ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÉÂÏ rang f < 2,ÌÉÂÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 �(f) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÅ f 2 Mx É ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ:(1) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ � Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù Æ(f) � Æ(f�x ) É Æ(f) =Æ(f ��x ), �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ Æ(f�x ) n Æ(f) = fyg, ÔÏ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÆ(f) = Æ(f0y ) = Æ(f1y );(2) Æ(f) = Æ(f0x) = Æ(f1x) É Æ(f) � Æ(f 0x);(3) Æ(f) � Æ(f0x), Æ(f) � Æ(f1x) É ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y 2 �(f 0x)ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ Æ(f 0x) � Æ((f 0x)0y).æÕÎË�ÉÀ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ, ÅÓÌÉÓÁÍÁ f É ×ÓÅ ÅÅ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÍÉ.á×ÔÏÒÏÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ. æÕÎË�ÉÑ f ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÁ × ÂÁÚÉÓÅ f_; �;�; 0; 1; x1(x2 _x3)_x3x4g ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÅÒÑÚÅ× î. á. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. | í.: æÉÚ-ÍÁÔÌÉÔ, 1999.ï ðåòéïäéþîïó�é úîáþåîéêóìõþáêîùè ÷ùòáöåîéê ÷ ë÷áúéçòõððáèá. ä. ñÛÕÎÓËÉÊ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ �Å�É íÁÒËÏ×Á Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Q = f1; 2; : : : ; qg, ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ f�ig É ÍÁ-ÔÒÉ�ÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÏ× fpijg (ÓÍ. [3℄). ðÕÓÔØ p(n)ij | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄÁÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ i × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ j ÚÁ n ÛÁÇÏ×. óÏÓÔÏÑÎÉÅ j ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ i, ÅÓÌÉ 9n : p(n)ij > 0. óÏÓÔÏÑÎÉÑ i É j ÓÏÏÂÝÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ213



ÏÎÉ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ. ãÅ�Ø íÁÒËÏ×Á ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁ, ÅÓÌÉÌÀÂÙÅ Ä×Á Å£ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÏÏÂÝÁÀÔÓÑ. ðÅÒÉÏÄÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ i ÎÁÚÏ×£Íd(i) = îïäfn : p(n)ii > 0g. óÏÓÔÏÑÎÉÅ i �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ, ÅÓÌÉ d(i) > 1.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [3℄. õ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÊ �Å�É íÁÒËÏ×Á ×ÓÅ d(i) ÓÏ×�ÁÄÁ-ÀÔ.ðÏÓÔÒÏÉÍ �Ï �Å�É íÁÒËÏ×Á ÓÉÓÔÅÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÑÚÙËÏ× (�ÏÄÒÏÂ-ÎÅÅ Ï ÑÚÙËÁÈ ÓÍ. [2℄), É × Å£ ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÎÑÔÉÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉ-ÍÏÓÔÉ É �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ �ÏÎÑÔÉÑÍÄÌÑ �Å�É íÁÒËÏ×Á.÷×ÅÄ£Í ÁÌÆÁ×ÉÔÙ F = ff1; : : : ; fqg É S = fS1; : : : ; Sqg. ÷ ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÁÌÆÁ×ÉÔ Q [ F , Á × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× | ÁÌÆÁ×ÉÔ S. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌR = fSi ! i : �i > 0g [ fSj ! fjSi : pij > 0g.íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌ R ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÅÓÌÉ × Î£Í ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÎÅÔÅÒ-ÍÉÎÁÌÁ Ó×ÑÚÁÎÙ �Å�ÏÞËÏÊ ×Ù×ÏÄÁ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ãÅ�Ø íÁÒËÏ×Á ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌ.ðÕÓÔØ ÑÚÙË Li �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÏÊ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍSi É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÁ×ÉÌ R. éÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á R ×ÙÔÅËÁÅÔõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ R ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÔÏ ×ÓÅ Li ÎÅ�ÕÓÔÙÅ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ jwj ÄÌÉÎÕ �ÒÏÅË�ÉÉ (ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÉÍÅÎÎÏ �ÒÏ-ÅË�ÉÉ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÍÉ ÏÂÏÝÅÎÉÑÍÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ; ÄÌÑ �Å-�ÅÊ íÁÒËÏ×Á ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏ×Á) ÓÌÏ×Áw ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F . ðÅÒÉÏÄÏÍ ÑÚÙËÁ L ÎÁÚÏ×£Í d(L) = îïäfjw2j �jw1j : w1; w2 2 Lg. åÓÌÉ d(L) > 1, ÔÏ ÑÚÙË L �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ. óÏ-ÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ, �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÑÚÙËÁ L ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÎÅÇÏ ×ÈÏÄÑÔÔÏÌØËÏ ÓÌÏ×Á w, Õ ËÏÔÏÒÙÈ jwj �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-ÞÅÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ d(L). ÷ ÓÉÌÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á d(Li) = d(i),ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1, ×ÅÒÎÏ:õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. åÓÌÉ R ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÔÏ ×ÓÅ d(Li) ÓÏ×�ÁÄÁ-ÀÔ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÑÚÙËÏ×, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ. ðÏÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Q = f1; : : : ; qg, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 0-ÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ N � Q (ÎÏ-ÓÉÔÅÌØ) É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ F = ffkg, ÁÒÎÏÓÔÉ 1 É ×Ù-ÛÅ.ðÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×Ï-ÂÏÄÎÙÈ (ëó) ÑÚÙËÏ×. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× ×ÏÚØÍ£Í Q [ F , Á ×ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌÏ× S = fS1; : : : ; Sqg. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ-×ÉÌ R = fSi ! i : i 2 Ng [ fSi ! fkSi1 : : : Sim : fk(i1; : : : ; im) = ig.ðÕÓÔØ ÑÚÙË Li �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ R Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ Si. óÌÏ×Á ÉÚ Li× ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ i 2 Q. òÁÓÓÍÏ-214



ÔÒÅÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÓÌÕÞÁÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÑÚÙËÏ× ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÉÓÔÅÍÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ × F ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÕÎÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ.äÌÑ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔÉ R É �ÅÒÉÏÄÁ ÑÚÙËÁ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÄÁÎÎÙÅ×ÙÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ëó-ÑÚÙËÏ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ ×ÅÒÎÏ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó Q = f0; 1g,N = f0g É F = f�g ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÉÌ R = fS0 ! �S0S0; S1 !�S0S1; S1 ! �S1S0; S0 ! �S1S1; S0 ! 0g ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ, ÎÏ ÑÚÙË L1�ÕÓÔÏÊ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3 ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ×õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ R ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏ É ×ÓÅ Li ÎÅ�ÕÓÔÙÅ, ÔÏ×ÓÅ Li ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �ÅÒÉÏÄ.îÅ�ÕÓÔÏÔÁ ×ÓÅÈ ÑÚÙËÏ× Li ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÎÏ-ÓÉÔÅÌÑ N ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÚ F ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Q.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ × Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÓÉ-ÓÔÅÍÁÈ. âÉÎÁÒÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ï×ÁÑ, ÅÓÌÉÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a = x � b É a = b � y ×ÓÅÇÄÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ x É y [1℄. äÁÌÅÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó F = f�g.�ÅÏÒÅÍÁ 2.ðÕÓÔØ ÑÚÙËÉ L1; L2; : : : ; Lq �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �Ï Ë×ÁÚÉÇÒÕ�-�Å Q Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ N É ×ÓÅ Li 6= ;. ñÚÙËÉ Li �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÇÄÁ,É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù Q× ÇÒÕ��Õ Zr ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ N � '�1(1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. îÅÒÁÚÌÏÖÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á�ÒÁ×ÉÌ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Ó×ÏÊÓÔ× Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ï×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. åÓÌÉ×ÓÅ ÑÚÙËÉ Li �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ, ÔÏ �Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 4 ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ�ÅÒÉÏÄ r > 1. ðÕÓÔØ '(i) = (jwj+1) mod r, ÇÄÅ w ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏ×Ï ÉÚLi. '(i) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ w × ÓÉÌÕ d(Li) = r. ðÒÏ×ÅÒÉÍ, ÞÔÏ '|ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ: �ÕÓÔØ wi 2 Li; wj 2 Lj É i � j = k, ÔÏÇÄÁ �wiwj 2 Lk;'(k) = (j �wiwj j+1) mod r = (1+ jwij+ jwj j+1) mod r = '(i) +'(j).ðÒÉ w = m 2 N : jwj = 0, ÏÔËÕÄÁ '(m) = 1.äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù Q ×ÇÒÕ��Õ Zr ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ N � '�1(1). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ÉÌÀÂÏÇÏ w 2 Li ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (jwj + 1) mod r = '(i). ðÒÏ×ÅÄ£Í ÉÎ-ÄÕË�ÉÀ �Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ jwj. äÌÑ jwj = 0: w = m 2 N , ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,1 = '(m), É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈjwj < n, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ w 2 Lk, jwj = n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, w = �wiwj ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ wi 2 Li, wj 2 Lj , ÇÄÅ k = i � j, �ÒÉÞ£Í ÄÌÑ wi É wj×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ. �ÏÇÄÁ (j � wiwj j + 1) mod r =(jwij+1) mod r+ (jwj j+1) mod r = '(i) +'(j) = '(i � j) = '(k), ÞÔÏÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÛÁÇ ÉÎÄÕË�ÉÉ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÑÚÙË Li�ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÊ É r Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ d(Li). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2 ÏÂÏÂÝÁÅÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÌÕ-215



ÖÄÁÎÉÊ × ÇÒÕ��Å [5℄ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ-ÍÉ ÉÚ [4℄ ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ × Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÁÈ: ÅÓÌÉ Q | Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á Ó ÎÏ-ÓÉÔÅÌÅÍ N É Q0 | ÚÁÍÙËÁÎÉÅ N �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ, ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÉÚ Q nQ0 ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 0, Á ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × Q0 |ÌÉÂÏ × �ÒÅÄÅÌÅ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÅÒÉÏÄÉ-ÞÅÓËÉÅ ÑÚÙËÉ É ÎÅ ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ï.í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ É ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÅÌÏÕÓÏ× ÷. ä. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� É ÌÕ�. | í.: îÁÕËÁ,1967.2. çÒÏÓÓ í., ìÁÎÔÅÎ á. �ÅÏÒÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÑÚÙËÏ× É ÇÒÁÍÍÁ-ÔÉË. | í.: íÉÒ, 1971.3. æÅÌÌÅÒ ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ.|í.: íÉÒ, 1984.4. ñÛÕÎÓËÉÊ á. ä. ï �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ × Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÁÈ // íÁÔ-ÌÙ XVIII ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄ-ÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" ÉÍ.ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á. |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÁ íçõ, 2009.|ó. 128{132.5. Salo�-Coste L. Random walks on �nite groups. Probability on dis-rete strutures // En. Math. Si. | Springer, Berlin, 2004. | 110. |P. 263{346.

216



óÅË�ÉÑ�ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚÉ ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×�ðÏÄÓÅË�ÉÑ�ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ�ä÷á �éðá r-ðåòåó�áîï÷ïëé r-íîïçïþìåîù üêìåòáì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ (ðÅÎÚÁ), í. ì. ûÁÒÁ�Ï×Á (íÏÓË×Á)äÌÑ ÓÌÏ× �=�1 : : : �n ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ [n℄=f1; : : : ; ng ÉÚ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù Sn Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ, ÓÌÅÄÕÑ æÏÁÔÁ [1℄, ÆÕÎË�ÉÀ (ÓÔÁÔÉ-ÓÔÉËÕ) RISE(�)=jfi : �i<�i+1; 0�i�n�1; �0=0gj, ÏÚÎÁÞÁÀÝÕÀ ÞÉÓÌÏ�ÏÄßÅÍÏ× �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �2Sn.þÉÓÌÁ An;k=jf� : �2Sn;RISE(�)=kgj ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ üÊÌÅ-ÒÁ. ïÎÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀA0;k=Æ0;k; An;k=kAn�1;k+(n�k+1)An�1;k�1; n 2 N; k 2 Z; ÇÄÅ Æi;j |ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ W ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ,ÅÓÌÉ An;k=jf� : �2Sn;W (�)=kgj; k=1; : : :; n [1℄.åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �2Sn ÉÍÅÅÍ W (�)+W (�)=n+1, ÔÏ ÓÔÁ-ÔÉÓÔÉËÉ W É W ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏW (�)=W (�), Á RISE ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ DES(�)=jfi :�i>�i+1; 1�i�n; �n+1=0gj | ÞÉÓÌÏ Ó�ÕÓËÏ× �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �2Sn.äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ üÊÌÅÒÁ An(t)=Pnk=1An;ktk, ÓÌÕÖÁÝÅÇÏ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÞÉÓÅÌ An;k, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁA0(t)=1; An(t)=ntAn�1(t)+t(1�t)A0n�1(t); n 2 N; ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ, ÞÔÏ An(t)=tn+1An(t�1). ðÏÜÔÏÍÕ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÓÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ W×ÌÅÞÅÔ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÓÔØ W . ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÙ Pn(t)=An(t)=An(1) �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÊÔÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ fAn;k=n!gnk=1 �ÒÉ n!1 [2℄.ëÏÄ ìÅÍÅÒÁ �=L(�) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �2Sn ÅÓÔØ ÓÌÏ×Ï �=�1 : : : �n ÎÁÄÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ f0; : : : ; n�1g, × ËÏÔÏÒÏÍ �i=jfj : �j<�i; 1�j�i�1gj. ó �Ï-217



ÍÏÝØÀ ÆÕÎË�ÉÉ IMA(�) (ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕË× × ÓÌÏ×Å �) Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×Á ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ IMAL(�)=IMA(�) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �2Sn,�ÒÉÞÅÍ ÆÕÎË�ÉÑ IMA �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÜÊÌÅÒÏ×Ù ÓÔÁÔÉ-ÓÔÉËÉ [1℄. óÔÁÔÉÓÔÉËÁ ILAL(�)=ILA(�), ÇÄÅ ILA(�) | ÞÉÓÌÏ ÂÕË× ×ÁÌÆÁ×ÉÔÅ [n℄, ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ × ÓÌÏ×Å �, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ,ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁ Ë IMAL(�).æÉËÓÉÒÕÑ ËÌÀÞ �2Sn, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÏÄ �=V P (�; �) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ�2Sn ÓÌÏ×ÏÍ �=�1 : : : �n ÎÁÄ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ [n℄, ÇÄÅ �i=�i+�i(mod n) |ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ. æÕÎË�ÉÑ IVP(�)=n�1Pni=1 �iÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �2Sn ÜÊÌÅÒÏ×Á [3℄, ËÁË É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ Ë ÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÑEXC(�)=Pni=1 ��i, ÇÄÅ ��i=1, ÅÓÌÉ �i+�i>n, É ��i=0, ÅÓÌÉ �i+�i�n.á×ÔÏÒÁÍÉ ÎÁÊÄÅÎÁ ÂÉÅË�ÉÑ � : Sn!Sn, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ ÚÁ�ÉÓÁÔØIMAL(�)=EXC(�(�)), ÞÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ [1℄.IMA(�) ÚÁÄÁÅÔ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÕ IMAVP(�)=IMA(�), ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑÜÊÌÅÒÏ×ÏÊ. äÌÑ IMAVP ÎÁÊÄÅÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÁÔÁËÖÅ �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ n É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ËÌÀÞÅ �2Sn ÒÅÛÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁÏ "ÈÏÒÏÛÉÈ" �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÈ: jf� : �2Sn; IMAVP(�)=ngj � n!2=nn [2℄.óÔÁÔÉÓÔÉËÉ RISE; IMAL ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË � ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á fimigni=1,ÇÄÅ mi | ËÒÁÔÎÏÓÔØ i. ïÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÍÉ. äÌÑ ËÌÀÞÁ�=�m11 : : : �mnn , ÇÄÅ �i=n�i ÄÌÑ 1�i�n�1, Á �n=n, × [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÜÊ-ÌÅÒÏ×ÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ IVP0(�)=1+n�1Pmi=1 �i, �ÒÉÞÅÍm=m1+ : : :+mn, Á �i=�i+�i(mod n) | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ Sn;r | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á firgni=1. �ÏÇÄÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �2Un;r; Un;r�Sn;rÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ r-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ I ÔÉ�Á, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÍÉÓÑ i × �2Un;r ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÔÏÇÏ i. ðÏÌÁÇÁÅÍ Un;1=Sn;1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �2Vn;r; Vn;r�Srn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ r-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ II ÔÉ�Á, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1)�r(i�1)+1<�r(i�1)+2< : : : <�ri, ÇÄÅ i=1; : : : ; n, É 2)�ri�1<�ri+1, ÇÄÅi=1; : : : ; n�1. ðÏÌÁÇÁÅÍ Vn;1=Sn.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ r-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ Un;r É Vn;r ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ rn,�ÒÉÞÅÍ, ËÁË ÂÕÄÅÔ �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ, jUn;rj=jVn;rj. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉË ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï× r-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË.�ÅÏÒÅÍÁ 1. r-ÞÉÓÌÁ üÊÌÅÒÁ An;r;k=jf� : �2Un;r;RISE(�)=kgjÔÉ�Á I, ÇÄÅ k=1; : : : ; n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ �ÒÉ n 2 N; k 2 Z ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÀA0;r;k = Æ0;k; An;r;k = kAn�1;r;k + (r(n� 1)� k + 2)An�1;r;k�1: (1)218



�ÅÏÒÅÍÁ 2. r-ÞÉÓÌÁ üÊÌÅÒÁ Ân;r;k=jf� : �2Vn;r;DES(�)=kgj ÔÉ-�Á II, ÇÄÅ k=1; : : : ; n, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ �ÒÉ r�2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀÂ1;r;k = Æ1;k; Ân;r;k = Ân�1;r;k+ r(n� 1)Ân�1;r;k�1; n � 2; k 2 Z: (2)÷ ÔÅÏÒÅÍÁÈ 1 É 2 �ÁÒÁÍÅÔÒ r Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÒÏÄ ÞÉÓÅÌ üÊÌÅÒÁ, ÁÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (1) É (2) �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï n �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ r. äÌÑ r-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×üÊÌÅÒÁ An;r(t)=Pnk=1An;r;ktk É Ân;r(t)=Pnk=1 Ân;r;ktk Ó �ÏÍÏÝØÀ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ (1) É (2) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ A0;r(t)=1,An;r(t)=(r(n�1)+1)tAn�1;r(t)+t(1�t)A0n�1;r(t); n�1 É Â1;r(t)=t,Ân;r(t)=(r(n�1)t+1)Ân�1;r(t); n�2; r� 2, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉ t=1 �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï An;r(1)=Ân;r(1), Ô. Å. jUn;rj=jVn;rj.�ÅÏÒÅÍÁ 3. An;r;k=jf� : �2Un;r; IMAL(�)=kgj, ÇÄÅ k=1; : : : ; n,An;r;k=jf� : �2Vn;r; ILAL(�)=kgj, ÇÄÅ k=1; : : : ; n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3 �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n �ÒÉ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ r Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (1).÷ [4℄ ÄÌÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Pn;r(t)=An;r(t)=An;r(1) �Ï-ÌÕÞÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P̂n;r(t)=Ân;r(t)=Ân;r(1) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÒÉ r�2 ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÏ× P̂n;r(t) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁ-ÎÉÅÍ �̂n;r=n� lnn=r+O(1) É ÄÉÓ�ÅÒÓÉÅÊ �̂2n;r= lnn=r+O(1).æÕÎË�ÉÑ IVP0(�)=1+n�1Prni=1 �i, ÇÄÅ �i=�1+�i(mod n) | ÎÁÉ-ÍÅÎØÛÉÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ×ÙÞÅÔÙ, �2Un;r ÉÌÉ �2Vn;r, ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏ-�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÀÞÅÊ �.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òçîæ (�ÒÏÅËÔ 09-06-28615 Á/÷). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. æÏÁÔÁ ä. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÉ�Á üÊÌÅÒÁ É íÁËÍÁÇÏÎÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ: ÓÂ. ÓÔÁÔÅÊ. |í.: íÉÒ, 1980. | ó. 120{141.2. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ì. î., ûÁÒÁ�Ï×Á í. ì. óÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÎÁ ËÌÁÓ-ÓÁÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ // äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈÓÉÓÔÅÍ: VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ (íÏÓË×Á, 6{9 Á�ÒÅÌÑ2009 Ç.). �ÒÕÄÙ. | í.: éÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉë íçõÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á; íáëó ðÒÅÓÓ, 2009. | ó. 33{39.3. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ì. î. ï ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁÈ üÊÌÅÒÁ ÎÁ ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-×ÏË // íÁÔÅÒÉÁÌÙ IX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁ-219



ÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (íÏÓË×Á, íçõ, 18{23 ÉÀÎÑ 2007 Ç.). |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007. |ó. 206{208.4. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ì. î. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ üÊÌÅÒÁ É ÉÈ Ó×ÑÚØ Ó �ÅÒÍÁÎÅÎ-ÔÁÍÉ É ÇÁÆÎÉÁÎÁÍÉ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" ÉÍÅÎÉ ÁËÁÄÅ-ÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (ðÅÎÚÁ, 28 ÓÅÎÔÑÂÒÑ | 3 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç.). |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2009. |ó. 13{18.ë ÷ïðòïóõ ï òåûå�ëå íõìø�éíîïöåó�÷ä. â. âÕÊ, à. á. âÏÇÁÔÙÒ£×Á (ëÉÅ×)óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ, ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ É �Ï×ÔÏÒÑÅÍÏÓÔØ ÄÁÎÎÙÈ; ÄÌÑ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á (ÏÂÛÉÒÎÁÑÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÑ É ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂÚÏÒ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [1{3℄).ïÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÅ-ÎÉÅ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× × ÔÁÂÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÁÈ ÄÁÎÎÙÈ [4{7℄.íÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÄÅËÌÁÒÁÔÉ×ÎÙÈ ÑÚÙËÁÈ�ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ [8℄ É Ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÊ [9℄. ä. ëÎÕÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÍÕÌØ-ÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÍÕÌØÔÉÑÚÙËÁÈ [10℄.íÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ × ÔÅÏÒÉÉ ÓÅÔÅÊ ðÅ-ÔÒÉ [11℄, ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÄÌÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ËÏÄÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ëÒÏÍÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÎÁÕË ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × �-ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ [12℄, ÆÉÚÉËÅ, ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ, ÌÏÇÉËÅ, ÌÉÎ-Ç×ÉÓÔÉËÅ [1, 13℄, × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ ÎÁ äîë [14℄.îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÏÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ, ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÏ ÒÁ-ÂÏÔ [3, 15℄.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÔÏÌØ ÛÉÒÏËÏÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ×ÙÚÙ×Á-ÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×.äÏËÌÁÄ �ÏÓ×ÑÝÅÎ ÞÁÓÔÎÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓÕ| ÒÅÛÅÔËÅ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×,ÞÔÏ �ÏÑÓÎÑÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×. æÏÒÍÁÌØÎÏÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � Ó ÏÓÎÏ×ÏÊ U | ÆÕÎË�ÉÑ ×ÉÄÁ � : U ! N+, ÇÄÅU | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ËÌÁÓÉÞÅÓËÏÍ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÍ �ÏÎÉÍÁÎÉÉ, Á N+ |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÚ ÎÕÌÑ [3, 6℄.220



èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÕ-ÓÏÞÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ×ÉÄÁ�A(d) = n �(d); ÅÓÌÉ d 2 dom�,0; ÉÎÁÞÅ;ÄÌÑ ×ÓÅÈ d 2 D, ÇÄÅ D | ÕÎÉ×ÅÒÓÕÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÓÎÏ× ÍÕÌØÔÉÍÎÏ-ÖÅÓÔ× [3, 6℄. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.÷×ÅÄÅÍ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ. íÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � (� 4 �), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ��(d) 6 ��(d) , 8d 2 D. îÅ�ÏÓÒÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ××ÅÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ�ÏÒÑÄËÏÍ.áÎÁÌÏÇÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ É ÎÁÄ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ: ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ, ÒÁÚ-ÎÏÓÔØ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ É �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ. ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÑÄ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÈ Ó�Å�ÉÆÉËÕÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× É ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ �ÒÑÍÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ× ÓÒÅÄÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. üÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅ-ÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.äÁÄÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÕÌØ-ÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×. ï�ÅÒÁ�ÉÑ SAll ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ � É � ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ d ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË max (��(d); ��(d)).ï�ÅÒÁ�ÉÑ TAll ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ � É � ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÍÕÌØÔÉÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ d ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË min (��(d); ��(d)).ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÍÅÀÔÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.ìÅÍÍÁ. ï�ÅÒÁ�ÉÉ SAll É TAll ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÎÙ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÉ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÙ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ä×Å ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÅ ÉÄÅÍ-�ÏÔÅÎÔÎÙÅ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù: hA;SAlli É hA;SAlli, ÇÄÅ A | ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÕÍÁ D.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÉÉ ÒÅÛÅÔÏË (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [16℄), �ÏÌÕÇÒÕ��Á �Ï ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ�ÏÌÕÒÅÛÅÔËÕ, Á �ÏÌÕÇÒÕ��Á �Ï �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ | ÎÉÖÎÀÀ. þÁÓÔÉÞ-ÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÕÒÅÛÅÔÏË ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÏ: � � � , �SAll � = �, � . � , �TAll � = �, �ÒÉÞÅÍsup�(�; �) = �SAll �, inf.(�; �) = �TAll �.îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÏ×ÅÒÑÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÏÒÑÄËÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �Ï-ÒÑÄËÏÍ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× 4. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï221



ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× A Ó ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ 4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÔËÏÊ.�ÁËÏÊ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÒÅÛÅÔËÉ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÎÏ ÎÅ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÚÁËÏÎÙ �ÏÇÌÏÝÅÎÉÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ,ÞÔÏ �ÏÒÑÄËÉ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ �ÏÌÕÒÅÛÅÔÏË ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÚÁËÏÎÙ �ÏÇÌÏÝÅÎÉÑ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Blizard W. The development of multiset theory // Notre Dame J.of Formal Logi. | 1989. | V. 30, � 1. | P. 36{66.2. ëÎÕÔ ä. éÓËÕÓÓÔ×Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. | í.: ÷ÉÌØÑÍÓ, 2000.3. ðÅÔÒÏ×ÓØËÉÊ á. â. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÕÌØÔÉÍÎÏ-ÖÅÓÔ×. | í.: "üÄÉÔÏÒÉÁÌ õòóó", 2002.4. Libkin L., Wong L. Query language for bags and aggregates fun-tion // J. of Computer and System Sienes. | 1997. | V. 55, � 1. |P. 241{272.5. Ross K., Stoyanovih J. Symmetri relations and ardinality-bounded multisets in database systems // VLDE, Aug. 31 { Sep 03,Canada, 2004. | V. 30. | P. 912{923.6. òÅÄØËÏ ÷. î., âÒÏÎÁ à. ê., âÕÊ ä. â., ðÏÌÑËÏ× ó. á. òÅÌÑ�iÊÎiÂÁÚÉ ÄÁÎÉÈ: ÔÁÂÌÉÞÎi ÁÌÇÅÂÒÉ ÔÁ SQL-�ÏÄiÂÎi ÍÏ×É. | ëÉ��×: "áËÁ-ÄÅÍ�ÅÒiÏÄÉËÁ", 2001.7. Lamperti G., Melhiori M., Zanella M. On multisets in databasesystems // Multiset Proessing, number 2235 in Leture Notes in CS. |Berlin: Springer-Verlag, 2001. | P. 147{215.8. Lloyd J. Programming with multisets // Department of ComputerSiene, University of Bristol, 1998.9. ëÕÚÎÅ�Ï× ó. ä. ëÏÎ�Å�ÔÕÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÙÈÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÑÚÙËÁ UML [üÌÅËÔÒÏÎÎÙÊ ÒÅÓÕÒÓ℄.10. Knuth D. Context-free multilanguages // Theoretial Studies inCS. | Aademi Press, 1992. | P. 1{13.11. âÁÛËÉÎ ÷. á., ìÏÍÁÚÏ×Á é. á. ðÏÄÏÂÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÒÅÓÕÒÓÏ×× ÓÅÔÑÈ ðÅÔÒÉ [üÌÅËÔÒÏÎÎÙÊ ÒÅÓÕÒÓ℄.12. âÁÒÅÎÄÒÅÇÔ è. ìÁÍÂÄÁ-ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. åÇÏ ÓÉÎÔÁËÓÉÓ É ÓÅÍÁÎÔÉ-ËÁ. | í.: íÉÒ, 1985.13. Singh D., Ibrahim A. M., Yohanna T., Singh J. N. An overview ofthe appliations of multisets // Novi Sad J. of Mathematis. | 2007. |V. 37, � 2. | P. 73{92.14. íÁÌÉÎÅ�ËÉÊ ç. ç. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ äîë. üËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ. íÏÄÅ-ÌÉ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ. éÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á [üÌÅËÔÒÏÎÎÙÊ ÒÅÓÕÒÓ℄.15. Albert J. Algebrai properties of bag data types // XVII Int.Conf. on Very Large DB. | Spain, 1991. | P. 211{219.16. óËÏÒÎÑËÏ× ì. á. üÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÙ. | íÏÓË×Á: îÁÕËÁ, 1986.222



O óìïöîïó�é ïäîïê úáäáþé ãìðó. é. ÷ÅÓÅÌÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)íÁÔÒÉ�Á A 2 Zm�n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ rank A = nÉ ÍÏÄÕÌÉ ÅÅ (n � n)-ÍÉÎÏÒÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔ 2: äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ�ÏÌÉÜÄÒÁ P ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ V (P ), ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÔÏÞÅË | ÓÉÍ×ÏÌÏÍ PZ . ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÌÉÜÄÒÏ× M(A; b) = fx 2 Rn : Ax � bgÉ MZ(A; b):�ÅÏÒÅÍÁ 1 [1℄. åÓÌÉ A ÂÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ, b 2 Zn É M(A; b) ÉÍÅÅÔÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n, ÔÏ MZ(A; b) ÎÅ�ÕÓÔ.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ u �ÏÌÉÜÄÒÁ M(A; b) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ I(u) = fi :Pnj=1 aijuj = big; N(u) = fx :Pnj=1 aijxj � bi; i 2 I(u)g; N(u) = fx :bi � 1Pnj=1 aijxj � bi; i 2 I(u)g:�ÅÏÒÅÍÁ 2 [1℄. V (MZ) = Su2V (M)V (NZ(u)).�ÅÏÒÅÍÁ 3 [1℄. V (NZ(u)) � N(u):ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑmaxfTx : x 2MZ(A; b)g Ë �ÏÉÓËÕ maxfTx : x 2 NZ(u)g.ðÏ �Ï×ÏÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÒÍÉÎÏ× ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Ë [2, 3℄.îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Tx � 0 Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ-ÓÅÞÅÎÉÅÍ çÏÍÏÒÉ ÄÌÑ �ÏÌÉÜÄÒÁ P , ÅÓÌÉ 0 < maxfTx : x 2 Pg <0 + 1. ðÕÓÔØ GH(P ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÔÓÅÞÅÎÉÊ çÏÍÏÒÉ ÄÌÑ �ÏÌÉ-ÜÄÒÁ P .üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ P 0 � P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÈ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÉÚ GH(P ):÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ P 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÅÊ çÏÍÏÒÉ|è×ÁÔÁÌÁ.òÁÎÇÏÍ è×ÁÔÁÌÁ �ÏÌÉÜÄÒÁ P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ k,ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P (k) = PZ :�ÅÏÒÅÍÁ 4 [2℄. òÁÎÇ è×ÁÔÁÌÁ �ÏÌÉÜÄÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × n-ÍÅÒ-ÎÏÍ 0-1-ËÕÂÅ, ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ n2(1 + log n):éÚ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ maxfTx : x 2 MZ(A; b)g ÔÒÅÂÕ-ÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n2(1 + log n) ÉÔÅÒÁ�ÉÊ çÏÍÏÒÉ|è×ÁÔÁÌÁ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ09-01-00545-Á). 223



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Veselov S. I., Chirkov A. J. Integer program with bimodularmatrix // Disrete Optimization. | 2009. | V. 6 (2). | P. 220{222.2. Eisenbrand F., Shulz A. S. Bounds on the hvatal rank of poly-topes in the 0/1-ube // Combinatoria. | 2003. | V. 23 (2). |P. 245{261.3. óÈÒÅÊ×ÅÒ á. �ÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ. �. 2. | í.: íÉÒ, 1991.4. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. ëÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. |í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1995.
òåû³�ëé úáíëîõ�ùè íîïöåó�÷óéó�åí îåúá÷éóéíïó�éí. à. ÷Ù�ÌÏ×, ÷. ð. éÌØÅ× (ïÍÓË)ðÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈÚÁÍÙËÁÎÉÑ É �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÒÅÛ£ÔËÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÒÅ-Û£ÔËÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ.ðÕÓÔØ V | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÁÒÁ H = (V;A), ÇÄÅA � 2V |ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× V , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÁ V , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ A;A0 � V ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ:(A1) A 2 A; A0 � A) A0 2 A.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A.CÉÓÔÅÍÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ M = (V;A) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ ÎÁV , ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ �Ï�ÏÌÎÅÎÉÑ:(A2) A;A0 2 A; jA0j = jAj+ 1) 9a 2 A0 nA: A [ fag 2 A.íÁÔÒÏÉÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ fu; vg 2 A ÄÌÑ ×ÓÅÈ u; v 2 V .èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÔÒÏÉÄÁ × ÔÅÒÍÉ-ÎÁÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ V | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ X '! X ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 2V × ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ X; Y � V ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:('1) X � X ; ('2) X � Y ) X � Y ; ('3) X = X.íÎÏÖÅÓÔ×Ï X � V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ X = X.224



îÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V ×ÍÅÓÔÅ Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÑX '! X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÅÊ [1℄, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈu; v 2 V É X � V ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁ ÚÁÍÅÎÙ:('4) v =2 X; v 2 X [ fug ) u 2 X [ fvg;É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,('5) ; = ; É fvg = fvg ÄÌÑ ×ÓÅÈ v 2 V .ï�ÕÓËÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ('5), �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ�ÒÅÄÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å V .÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ×[2℄, ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÙÍÉ �ÒÅÄÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍÉ É ÍÁÔÒÏÉÄÁÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. 1) ðÕÓÔØM = (V;A)| ÍÁÔÒÏÉÄ, ÇÄÅ V | ÎÅ�ÕÓÔÏÅËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, A | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X '! X ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 2V × ÓÅÂÑ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ:X = X [ fv 2 V : 9 A � X ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A 2 A; A [ fvg =2 Ag; (1)ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ('1) { ('4), �ÒÉÞÅÍA = fA � V : a =2 A n fag ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 2 Ag: (2)2) é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ M = (V; ') | ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ �ÒÅÄÇÅÏÍÅÔÒÉÑ,ÇÄÅ ' : 2V ! 2V | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A � 2V ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (2), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÁÔÒÏÉÄÁ, �ÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1).�Å�ÅÒØ �Ï�ÙÔÁÅÍÓÑ ÄÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÏÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ.ðÕÓÔØ V | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X '! XÍÎÏÖÅÓÔ×Á 2V × ÓÅÂÑ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁÍÙËÁ-ÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ('1); ('2).áËÓÉÏÍÕ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ('3), ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁ-ÂÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ:('30) 8X�V 8u2XnX 8v2X[fugn(X[fug)9w2X[fug : v2X[fugnfwg:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ v 2 X nX.÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÁÍÉ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. 1) ðÕÓÔØ H = (V;A) | ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ,ÇÄÅ V | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, A | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÅÇÏ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ X '! X ÍÎÏÖÅÓÔ×Á225



2V × ÓÅÂÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (1), ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ('1);('2); ('30) É ('4), �ÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2).2) é ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ' : 2V ! 2V | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁ-ÍÙËÁÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÁËÓÉÏÍÁÍ ('30) É ('4), ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏA � 2V , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ (2), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÅ ÎÁ-ÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ, �ÒÉÞÅÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1).õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÍÉ ÓÌÁ-ÂÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍ ('30) É ('4), É ÓÉÓÔÅ-ÍÁÍÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ �Ï-ÎÑÔÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÁËÓÉÏÍÁÍ('30) É ('4), ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ. åÓÌÉ ' : 2V ! 2V | ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ�ÁÒÕ H = (V; ') ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ.òÅÛ£ÔËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÅÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ Å£ ÜÌÅÍÅÎÔ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÔÏÞÅË. òÅÛ£ÔËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÏÄÕ-ÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Å£ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x; y ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅx^y<�x) y < �x_y. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÒÅÛ£ÔËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ,ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÅÞÎÏÊ É �ÏÌÕÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ.úÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÁÔÒÏÉÄÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÅÛ£ÔËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊX ^ Y = X \ Y É X _ Y = X [ Y .óÉÓÔÅÍÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ H = (V; ') ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÒÅÛÅÔËÕ L(V )ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× V , Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ. åÓÌÉX;Y 2L(V ), ÔÏ X^Y =X\Y , Á X_Y | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ X[Y .óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÒÁÓËÒÙ×ÁÅÔ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÍÁÔÒÏÉÄÁÍÉ É ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÒÅÛ£ÔËÁÍÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 (âÉÒËÇÏÆ|õÉÔÎÉ) òÅÛ£ÔËÁ L(V ) ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÍÁÔÒÏÉÄÁ | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ L | ËÏÎÅÞÎÁÑÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÛ£ÔËÁ  ÎÅ�ÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË V , ÔÏ�ÁÒÁ (V; '), ÇÄÅ '(X) = fv 2 V : v � supXg, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÍÁÔÒÏÉÄÏÍ, Á f : L ! L(V ); f(x) = fv 2 V : v � xg | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÒÅÛ£ÔÏË.îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ ×Ï�ÒÏÓ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕâÉÒËÇÏÆÁ|õÉÔÎÉ ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ? ëÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÄÁÌÅÅ,ËÌÁÓ ÒÅÛ£ÔÏË ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁ-ÅÔ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÅÛ£ÔÏË.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÕÓÔÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÉ L ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ H = (V; '), ÞÔÏ ÒÅÛ£ÔËÁL(V ) ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÉÓÔÅÍÙ H ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ L. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, × ÓÌÕÞÁÅ jLj > 1 ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ H ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ; = ;. 226
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úáäáþá ï �ïöäåó�÷áè÷ óéííå�òéþåóëïê çòõððåé åå ðòéìïöåîéñí. î. ÷ÑÌÙÊ, ò. á. çÉÍÁÄÅÅ× (íÏÓË×Á)óÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ X�1s = fx0; : : : ; xs�1; x�10 ; : : : ; x�1s�1g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ × ÇÒÕ��Å G, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù G.úÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å ÓÏÓÔÏÉÔ × ÎÁÈÏ-ÖÄÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Ls(n) ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÇÏ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ ÉÚ s ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å Sn. (óÌÏ×ÏÓÏËÒÁÔÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÄÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ xx�1, x�1x.)äÌÑ ÏÄÎÏÂÕË×ÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ:L1(n) = îïë(1; 2; : : : ; n) = en+o(n):ï�ÅÎËÉ Ls(n) �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ s > 1 Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ.ìÅÍÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ s > k > 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏL2(n)(3 + 2 log2 s) � Ls(n) � Lk(n) � L2(n):ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ÔÏÖÄÅÓÔ× × Ä×ÕÈÂÕË×ÅÎÎÏÍÁÌÆÁ×ÉÔÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÎÁÍÉ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÓÕÂÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÁÑ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. L2(n) � e4pn lnn �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.ðÏÌÕÞÅÎÉÅ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÄÌÑ L2(n) | ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÎÏË ÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÂÙ ×ÅÒÈÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ × ÉÚ-×ÅÓÔÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ.úÁÄÁÞÁ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ A(`) ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏ×227



u, v ÄÌÉÎÙ ` ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍA(`) ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÌÉÞÁÅÔ ÜÔÉ ÓÌÏ×Á (�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÄ-ÎÏ É ÎÅ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÄÒÕÇÏÅ). îÁÉÌÕÞÛÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁA(`) = O(`2=5 log3=5 `) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ òÏÂÓÏÎÕ [2℄ É �ÏÌÕÞÅÎÁ ÅÝÅ ×1989 ÇÏÄÕ. äÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× òÏÂÓÏÎ �ÏÌÕ-ÞÉÌ Ï�ÅÎËÕ O(p`) ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ [3℄.úÁÄÁÞÁ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÏ× ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉÓ×ÑÚÁÎÁ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁÚÏ×ÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ �(w) ÓÌÏ-×Á w 2 (X�1s )� ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ w ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ× Sn. ñÓÎÏ, ÞÔÏLs(n) = min(jwj : w 2 (X�1s )�; n < �(w) < +1):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÓÌÏ× Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ w = uv�1, ÇÄÅ u,v ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi, �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á u, v. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ×ÔÏÒÏÊ Ï�ÅÎËÉ òÏÂÓÏÎÁ ÉÍÅÅÍ Ï�ÅÎËÕ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ�(uv�1) = O(p`), ` = juv�1j.íÙ ÏÂÏÂÝÉÌÉ ÍÅÔÏÄ òÏÂÓÏÎÁ É �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÎ�ÙÅ Ï�ÅÎËÉ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÌÏ×. á ÉÍÅÎÎÏ,ÓÌÏ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×Ï ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÊÉÍ ÍÁÒÛÒÕÔ ÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÅ-ÂÒÕ ÎÅÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ × �ÒÑÍÏÍ É ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÁÂÅÌÅ×Ï ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓÌÏ×�(w) = O(`2=3 log `):ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ×ÉÄÁ uv�1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÅÌÅ×Ï ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÏ× Ï�ÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÌÕÞÛÅÎÁ ÄÏO(p`).úÁÄÁÞÕ Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÚÁÄÁÞÕ Ï �Ï-ÉÓËÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ nÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÏÂÈÏÄÑÝÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ [1℄. ó ÌÀÂÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ �i �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÍÏÖ-ÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ�ÏÍÅÞÅÎÙ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ: ÒÅÂÒÏ (v; �i(v)) �ÏÌÕÞÁÅÔ ÍÅÔ-ËÕ i. (äÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ �ÅÔÌÉ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ.) âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÔÁËÉÅ ÇÒÁÆÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ, ÓÏ-ËÒÁÝÅÎÎÏ òã-ÇÒÁÆÁÍÉ. 228



óÌÏ×Ï × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ X�1s �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÍÁÒÛÒÕÔ �Ï òã-ÇÒÁÆÕ | ÓÉÍ-×ÏÌ xi ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÒÅÈÏÄ �Ï ÒÅÂÒÕ i × �ÒÑÍÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, Á ÓÉÍ×ÏÌx�1i | × ÏÂÒÁÔÎÏÍ. �ÏÖÄÅÓÔ×Ï w × ÇÒÕ��Å Sn �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÉËÌÉÞÅ-ÓËÉÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ. ÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ |ÌÀÂÏÊ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÒÛÒÕÔ, Ô. Å. ÓÌÏ×Ï, �ÏÒÏÖÄÁ-ÀÝÅÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ òã-ÇÒÁÆÅ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ × Sn. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 �ÏÌÕÞÁÅÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ òã-ÇÒÁÆÏ× ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÙÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÄÌÉÎÙ 2O(pn logn).âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÅÒÎÏ ÓÂÁÌÁÎ-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÁÒÛÒÕÔÁ. üÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÌÏ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÁ ÌÀ-ÂÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÍÁÒÛÒÕÔ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ × �ÒÑÍÏÍ É ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ.ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ ÄÌÑ òã-ÇÒÁÆÏ× ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ-×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÄÌÉÎÙ L, ÔÏ ÄÌÑ òã-ÇÒÁÆÏ× ÎÁ
(n= logn) ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÒÅÂÅÒÎÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÄÌÉÎÙ L.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ òã-ÇÒÁÆÏ× ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÙÊ ÒÅÂÅÒÎÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÄÌÉÎÙ 2O(pn log3=2 n).úÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ × Sn ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× ÂÏÌØÛÏÇÏ ÏÂÈ×ÁÔÁ (ÏÂÈ×ÁÔ | ÄÌÉÎÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ�ÉËÌÁ × ÇÒÁÆÅ). çÒÁÆÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á× Sn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÈ×ÁÔÏÍ, �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ òã-ÇÒÁÆÏ×Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. æÕÎË�ÉÑ Ls(n) ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂÈ×ÁÔÔÁËÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔÙ08{01{00414 É 09{01{00709, Á ÔÁËÖÅ ÇÒÁÎÔÁ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁ-ÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ îû-5294.2008.1.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÌÑÍÉÎ ÷. ÷. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÓÌÏ× É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÅÓÔÏ×ÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ // �ÒÕÄÙ éóð òáî. | 2004. | �. 8, ×Ù�. 1. |ó. 25{40.2. Robson J. M. Separating strings with small automata // Informa-tion Proessing Letters. | 1989. | V. 30. | P. 209{214.3. Robson J. M. Separating words with mahines and groups // In-formatique th�eorique et Appliations. | 1996. | V. 30. | P. 81{86.
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ïãåîëé þéóìá âõìå÷ùè æõîëãéê,éíåàýéè áææéîîùå ðòéâìéöåîéñúáäáîîïê �ïþîïó�éá.í.úÕÂËÏ×, á.á.óÅÒÏ× (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ Vn = (GF(2))n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ FVn2 É A n ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈÂÕÌÅ×ÙÈ É ×ÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n ÂÕÌÅ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÞÅÒÅÚ FVn2 (r) � FVn2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ r. éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄; ÞÔÏ FVn2 (r) = FVn2 , ÅÓÌÉ r � 2n�1 � 2n=2�1. ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ xn(r) ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍr = 2n�1 �q2n�1 �n ln 2� 12 ln(4�n ln 2) + xn(r)�:åÓÌÉ FVn ; 02 (r) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÅÍ-ÍÉÎÇÁ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÓÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ r, ÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅÉÚ [2℄ �ÒÉ n; r !1; xn(r)! x 2 Rj FVn ; 02 (r)j = 22n (B(x) + o(1)) ; ÇÄÅ B(x) = 1� e�e�x ; (1)Ô. Å. �ÒÉ n ! 1 ÄÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÁÓÓÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ2n�1 �q2n�1 �n ln 2� 12 lnn� ÎÁ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �ÏÒÑÄËÁ O �p2n=n�.îÁÍÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ j FVn2 (r)j, ËÏÔÏÒÙÅ Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ r < 2n�1� 2n=2�1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÏ�ÅÎËÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ É ÄÌÑ j FVn ; 02 (r)j; ÏÎÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ �ÒÉ n; r !1×ÙÒÁÖÅÎÉÅ 22nB(xn(r)) ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÏÊÄÌÑ j FVn ; 02 (r)j, ÅÓÌÉ xn(r)!1.óÞÉÔÁÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ 0 ÓÕÍÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÈÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ ÎÉÖÎÅÇÏ, ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑN1(n; r) = rXm=0Cm2n ; N2(n; r) = r�2n�2Xm0=0 Cm02n�1 r�m0Xm1=2n�1�(r�m0)Cm12n�1 ;N3(n; r) = r�2n�2Xv=0 rXu=2n�1�r+2vCv2n�2 Cu�v2n�2 S(r � u; r + u� 2v � 2n�1);230



S(a; b) = Xg;h>0:g+h6a; jg�hj6bCg2n�2 Ch2n�2 :�ÅÏÒÅÍÁ 1. a) åÓÌÉ 0 6 r < 2n�1, ÔÏ j FVn2 (r)j 6 2n+1N1(n; r) É2n+1N1(n; r)� 4C22nN2(n; r) 6 j FVn2 (r)j 66 2n+1N1(n; r) � 4C22nN2(n; r) + 8C32nN3(n; r): (2)b) åÓÌÉ 0 < r < 2n�2, ÔÏ j FVn2 (r)j = 2n+1N1(n; r):) åÓÌÉ 2n�2 6 r < 2n�2 + 2n�4, ÔÏ j FVn2 (r)j ÒÁ×ÎÏ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁ-ÓÔÉ (2).áÎÁÌÏÇ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (2) ÄÌÑ j FVn ;02 (r)j ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:2nN1(n; r)� C22nN2(n; r) 6 j FVn ;02 (r)j 66 2nN1(n; r) � C22nN2(n; r) + C32nN3(n; r); (20)ÁÎÁÌÏÇÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÙ (Ó ÅÓÔÅÓÔ-×ÅÎÎÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ).éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÔÁÔØÉ [3℄; ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ r <2n�1�2nr �r � 2n2n � r�2n�r 1q2n+1�V �1� r2n�1 �  1� 12nV �1� r2n�1 �! << N1(n; r) < � 2nr + 1�r+1� 2n2n � r � 1�2n�r�1 1q2n+1�V �1� r+12n�1 � ;ÇÄÅ V (z) = (1� z) ln(1� z) + (1 + z) ln(1 + z).éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á2n+1N1(n; r)(1�Q(n; r)) 6 j FVn2 (r)j 6 2n+1N1(n; r);ÇÄÅ Q(n; r) = 4C22nN2(n; r)2n+1N1(n; r) < 2nN2(n; r)N1(n; r) :231



�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ n > 10; r > 2n�2 É y = 2n�1 � r > 0, ÔÏQ(n; r) < 25 � 2n=2�2n�2y + 1�2 exp�� y22n�1 �1� 3y2n�� :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ n > 2;  > 1, ÔÏQ�n; 2n�1 �pn2n�1� < 12 23n=2 exp��n�1� 3pn2(n+1)=2�� :ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ  > 32 ln 2Q�n; 2n�1 �pn2n�1�! 0; n!1;Ô. Å. ÞÔÏ ÌÅ×ÙÅ É �ÒÁ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (2) É (2') ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ËÏÇÄÁ n ! 1; 2n�1�rpn2n�1 > q 32 ln 2. óÏÇÌÁÓÎÏ [2℄ÜÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÍÁÓÓÕ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉ n!1.éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× É [2℄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÒÉ n; rn !1 É xn(rn)!1j FVn ; 02 (rn)j22n (B(xn(rn)) + o(1)) < 2nN1(n; r)22n (B(xn(rn)) + o(1)) < ep2n�1n ln 22n�1 � r � 1 ;Ô. Å. �ÒÉ 2n�1 � r � 1 > 3p2n�1n ln 2 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÄÁÅÔ ÚÁ×ÙÛÅÎ-ÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅÂÏÌÅÅ r ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, ÇÒÁÎÔ 08-01-00078.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÏÇÁÞÅ× ï. á., óÁÌØÎÉËÏ× á. á., ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. | í.: íãîíï, 2004.2. Ryasanov B. V. Probabilisti methods in the theory of approxi-mation of disrete funtions // Probabilisti Methods in Disr. Math.:Proeedings of the Third International Petrozavodsk Conferene. |Mosow: TVP/VSP, 1993. | P. 403{412.3. Alfers D., Dinges H. A normal approximation for Beta and Gam-ma tail probabilities // Z. Wahrsheinlihkeitstheor. verw. Gebiete. |1984. | V. 65. | P. 399{420. 232



�åïòéñ äå�åòíéîáî�îùè ìáäåêîùèðïìéîïíï÷ é äå�åòíéîáî�ï÷ðòñíïõçïìøîùè íá�òéã ó ðòéìïöåîéñíéë ðåòåþéóìé�åìøîïê ëïíâéîá�ïòéëåá. í. ëÁÍÅÎÅ�ËÉÊ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ A | m � n-ÍÁÔÒÉ�Á ÎÁÄ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉ-ÎÉ�ÅÊ É t = min(m;n), s(��) = i1 + : : : + ik, ÅÓÌÉ �� = (i1; : : : ; ik). ðÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,R(det)(x;A) = 1 + X1�k�txk X��2Qk;m X��2Qk;n(�1)s(��)+s( ��) det(A[��j��℄);r(det)k (A) = [xk ℄R(det)(x;A), det(A) = r(det)t (A).�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ Jm;n | m�n-ÍÁÔÒÉ�Á, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊÒÁ×ÎÙ 1, t = min(m;n), ÔÏr(det)t�2k�1(yJm;n +A) = r(det)t�2k�1(A); 0 � k � � t� 12 � ;r(det)t�2k(yJm;n+A) = 1 + (�1)m�n2 r(det)t�2k�1(A)y+r(det)t�2k(A); 0 � k � � t2� :�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ A| Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÒÑÄËÁ n É ';  2Sym(n). ðÕÓÔØ P (') = (bi;j)1�i;j�n, bi;j = 1, ÅÓÌÉ j = '(i), É bi;j = 0,ÅÓÌÉ j 6= '(i). åÓÌÉ n� 1 � k � n, ÔÏr(det)k (P (')AP ( �1)) = (�1)sgn'+sgn r(det)k (A);r(det)n (A) = (�1)nrn(z = �1;A);r(det)n�1 (A) = (�1)n�1rn�1(z = �1;A) = nXi;j=1(�1)i+j det(A(ijj)):�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ A = (ai;j)1�i;j�n É ÄÌÑ sj =Pni=1 ai;j sj = sk�ÒÉ ×ÓÅÈ j; k; 1 � j; k � n. �ÏÇÄÁs1r(det)n�1 (A) = n det(A); s1 det(yJn +A) = (ny + s1) det(A):233



ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ k � 1; n � k +1; p � 0; q � 0 É t = �n�1k �. �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ' 2 Sym(n), ÞÔÏP (')� qXi=�p aiT (ki)n �P ('�1) = kMl=1 Al;Al = qXi=�p aiT (i)t+1; 1 � l � n� tk; Al = qXi=�p aiT (i)t ; n� tk + 1 � l � k:åÓÌÉ 1 � n � k, ÔÏ Pqi=�p aiT (ki)n = a0In.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ k � 1; l � 0 É a1; : : : ; ak; b1; : : : ; bl | Ó×ÏÂÏÄ-ÎÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù. ðÕÓÔØ f(n) | ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÓÌÏ×, g(n) | ÞÉÓÌÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÓÌÏ×ÄÌÉÎÙ n × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ a1; : : : ; ak; b1; : : : ; bl; a�11 ; : : : ; a�1k . �ÏÇÄÁXn�1 f(n)xn = (2k + l)x+ lx21� (2k � 1 + l)x� lx2 ;g(n) = k + (�1)n(k � 1) + [n=2℄Xs=0 nn� s�n� ss �(2k � 1 + l)n�2sls;Xn�1 g(n)xn = kx1� x � (k � 1)x1 + x + (2k � 1 + l)x+ 2lx21� (2k � 1 + l)x� lx2 :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ 1, 2 É ÌÅÍÍÙ 1; ÔÒÁÎÓÆÅÒ-ÍÁÔÒÉ�Á A = J2k+l � T (�(k+l))2k+l � T (k+l)2k+l .á×ÔÏÒÏÍ ÔÁËÖÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 4. óÌÕÞÁÊ l = 0 | ÏÓÏÂÏ �ÒÏÓÔÏÊ, ÔÁË ËÁË T (�k)2k + T (k)2k = P k2k,É ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ det(yJn + A), ËÏÇÄÁ A | ÇÒÕ��Ï×ÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × [1℄.îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Qt = [tk=0Qk;t Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ(ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ K(det)t (a0; : : : ; at) = (a��;��)��;��2Qt) �ÏÒÑÄËÁ 2t ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. K(det)0 (a0) = 1+a0. ðÕÓÔØ t � 1, �� = (i1; : : : ; ik) 2 Qk;t.÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 0, Ô. Å. �� = ?, ÉÍÅÅÍ: a��;�� = a0, ÅÓÌÉ �� = ?; 1, ÅÓÌÉ234



�� = (1); 0 ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅ×. åÓÌÉ ÖÅ k � 1 É ik < t, ÔÏa��;�� = 8>><>>:a0; �� = ��+ 1 = (i1 + 1; : : : ; ik + 1);(�1)sais ; �� = (1; i1 + 1; : : : ;\is + 1; : : : ; ik + 1), s � k;1; �� = (1; i1 + 1; : : : ; ik + 1);0; ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.åÓÌÉ k � 1 É ik = t, ÔÏa��;�� = 8>><>>:a0; �� = (i1 + 1; : : : ; ik�1 + 1);(�1)sais ; �� = (1; i1 + 1; : : : ;\is + 1; : : : ; ik�1 + 1), s � k � 1;1 + (�1)kat; �� = (1; i1 + 1; : : : ; ik�1 + 1);0; ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ n � 1, t � 0, 0 � r � min(n; t), �� 2 Qr;min(n;t),�� 2 Qt. �ÏÇÄÁR(det) x; tXi=0 aiT (i)n+t!�NnjNn n ��; n+ ���! == (�1)s( ��)X(�1)S( ��;�)(K(det)t ((�1)ra0x; : : : ; (�1)ratx))n[L(��)jL(�)℄;ÇÄÅ ÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ � 2 [tl=rQl;t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f�g � f��g,ind�(j) = l; ÅÓÌÉ � = (i1; : : : ; ik); j = il; 1 � l � k;S =Pj2f��g ind�(j).�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ t � 0; 0 � r � t. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n � 1R(det) x; tXi=0 aiT (�r+i)n ! ==X(K(det)t ((�1)ra0x; : : : ; (�1)ratx))n[L(Nr)jL(�)℄;ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ � 2 [tl=rQl;t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f�g � Nr.ïÔÓÀÄÁ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ×ÁÖÎÁÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ �ÒÁË-ÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ t � 0 É a0; : : : ; at | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅÎÁÄ �ÏÌÅÍ K. �ÏÇÄÁ �ÏÌÉÎÏÍ det(xI2t�K(det)t (a0; : : : ; at)) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ K(a0; : : : ; at).235



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÁÍÅÎÅ�ËÉÊ á. í. ðÅÒÍÁÎÅÎÔÙ É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÙ ÇÒÕ��Ï×ÙÈÍÁÔÒÉ� // óÂÏÒÎÉË ÔÒÕÄÏ× ÓÅÍÉÎÁÒÁ �Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÉÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ (1990). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÁ íçõ, 1997. |C. 72{73.òáú÷é�éå íå�ïäá �òáîóæåò-íá�òéãù÷ ðåòåþéóìé�åìøîïê ëïíâéîá�ïòéëå. II:ïðåòáãéñ óìéñîéñ ëïçåòåî�îùè óïó�ïñîéêì. í. ëÏÇÁÎÏ× (íÏÓË×Á)òÁÂÏÔÁ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ É ÒÁÚ×É×ÁÅÔ ÓÅÒÉÀ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÊ [1; 2℄. �ÁË, [1℄ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ I ÞÁÓÔØÀ ÒÁÂÏÔÙ (ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÏ).äÁÌÅÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ �ÒÉÎÑÔÙÅ × I ÞÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÏÂÝÁÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÉÌÉ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔØ (ÓÏÇÌÁÓÏ-×ÁÎÎÏÓÔØ) Ä×ÕÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ | ×ÅÒÛÉÎ A É B (ÄÁÌÅÅ Ë.Ó. | ËÏÇÅ-ÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ) ÇÒÁÆÁ �ÅÒÅÈÏÄÏ× G × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÏÂßÅÍÌÀ-ÝÅÍ Ä×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÉËÅ [1℄ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-ÎÙÍ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÙÈ 4-È ÉÚ 5-ÔÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ. íÙÓÞÉÔÁÅÍ Ä×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÉË �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÙÍ: ×ÅÓÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÄÕÇ/�ÅÔÅÌØ�ÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÙ.1. óÉÓÔÅÍÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÏ× ÄÌÑ A É B ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ. 2. óÉÓÔÅÍÙ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÄÌÑ A É BÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. 3. îÁÌÉÞÉÅ/ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ �ÅÔÅÌØ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ A É B ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ (ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ 2). 4. þÉÓÌÅÎÎÏ ÉÌÉ ÖÅ ÂÕË×ÅÎ-ÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÁÇÒÕÚËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÕÇ/�ÅÔÅÌØ. 5* (îÅÓ×ÑÚÁÎ-ÎÏÓÔØ). üË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÎÅ �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÒÁ×ÎÏÚÁ-ÇÒÕÖÅÎÎÙÍÉ ÁÎÔÉ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÄÕÇÁÍÉ.ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ 5* ÕÓÌÏ×ÉÅ 4 ÍÏÖÎÏÏÓÌÁÂÉÔØ, ÔÒÅÂÕÑ × Î£Í ÒÁ×ÎÏÊ ÚÁÇÒÕÚËÉ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÄÕÇ (× Ô. Þ. �ÅÔÅÌØ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ5* �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ É ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÒÁ×ÉÌÁÓÌÉÑÎÉÑ Ë.Ó. (ÓÍ. ÎÉÖÅ). ïÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÖÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÕÇÁ ÍÅÖÄÕ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØ-ÎÙÍÉ Ë.Ó. ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ "×ÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÑ" ×ÎÕÔÒÉ ÕËÒÕ�-Î£ÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÏÓÌÅ ÓÌÉÑÎÉÑ. ÷ÅÓ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÁÎÔÉ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ236



ÄÕÇ ÓÕÍÍÉÒÕÅÔÓÑ Ó ×ÅÓÏÍ �ÅÔÌÉ. åÓÌÉ ÖÅ �ÅÔÌÉ ÄÏ ÓÌÉÑÎÉÑ ÏÔÓÕÔ-ÓÔ×ÕÀÔ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÓÌÉÑÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ �ÅÔÌÑ ÚÁ ÓÞ£Ô "×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÅÇÏ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÑ".ïÓÎÏ×ÎÏÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏÒÑÄÏË (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ) ÓÉÓÔÅÍÙ (1)ÞÁÓÔÉ I ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÎÉÖÅÎ ÎÁ (ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ | ÓÍ. ÄÁÌÅÅ) ÅÄÉ-ÎÉ�Õ ××ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ fA;Bg  �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍZA + ZB = ZfA;Bg, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏ×ÏÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ× �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (10) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.ïÎÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÉÚ (1) ÔÁË. óÌÏÖÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, × ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÑÈËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ZA É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ZB , �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÀ, ÎÏ ÕÖÅ ÓÏ ÓÌÏÖÎÙÍ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ ZfA;Bg ÕËÒÕ�Î£ÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÑ fA;Bg, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÓÌÉÑÎÉÅÍ Ë.Ó. A É B. ÷ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÑÈ ÓÉÓÔÅÍÙ (1) ÉÚ ÞÁÓÔÉ I × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔÉ A É B �ÏÔÅÎ�É-ÁÌÙ ZA É ZB ÌÉÂÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ | ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉÎÉÈ ÓÕÔØ ÎÕÌÉ, ÌÉÂÏ ×ÈÏÄÑÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, � (�Ï ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 2 É 4 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).�ÏÇÄÁ ÇÒÕ��ÉÒÕÅÍ × ÜÔÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ),�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÉÈ × ×ÉÄÅ:�ZA + �ZB = �(ZA + ZB) = � � ZfA;Bg:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÌÕÞÁÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ A É B �ÕÔ£ÍÁÎÁÌÉÚÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1) ÞÁÓÔÉ I , ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÏÊ �Ï-ÔÅÎ�ÉÁÌÏ× ZA É ZB , ×ÙÄÅÌÅÎÉÅÍ × ËÁÖÄÏÍ, ËÒÏÍÅ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ×ÙÛÅ-ÕËÁÚÁÎÎÙÈ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÉÈ ÓÕÍÍÙ ZA+ZB = ZfA;Bg × ×ÉÄÅ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁÕËÒÕ�Î£ÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ fA;Bg ÕÄÁ£ÔÓÑ �ÏÎÉÚÉÔØ �ÏÒÑÄÏË ÉÓÈÏÄÎÏÊÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ 1.�ÏÞÎÏ ÔÁËÁÑ ÖÅ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÁ | ÕÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ZA ÉZB Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÏÂÝÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × ÆÏÒÍÕÌÅ(2) ÞÁÓÔÉ I �Ï ÕÓÌÏ×ÉÑÍ 2 É 4 ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ ×ÌÅÞ£Ô× ÉÔÏÇÅ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÅ, ÎÅÖÅÌÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ (1){(2) ÞÁÓÔÉ I ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÕÔÅÊ, ÉÄÕÝÉÈ ÉÚÉÓÔÏÞÎÉËÁ × ÓÔÏË, ËÁË �ÅÒÅÄÁÔÏÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ä×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÉËÁ Ó "ÚÁ-ÛÉÔÙÍ" ÇÒÁÆÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÏ× G , �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÉÑÎÉÑË.Ó. A É B × ÎÏ×ÙÊ ÇÒÁÆ G0 Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ �ÅÒÅÄÁÔÏÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (�ÒÁ×ÉÌÏ ÕËÒÕ�ÎÅÎÉÑ Ë.Ó.). ÷ÅÓÁ ÄÕÇ, ×ÅÄÕÝÉÈ ×ÕËÒÕ�Î£ÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ (ÕÄ×ÏÅÎÉÅÍ) ×ÅÓÏ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÄÕÇ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × Ë.Ó. ÷ÅÓÁ ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÄÕÇ (Ë ÎÉÍÏÔÎÏÓÑÔÓÑ É �ÅÔÌÉ) �ÏÓÌÅ ÓÌÉÑÎÉÑ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.ïÂ ÁÎÔÉ�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÒÁ×ÎÏÚÁÇÒÕÖÅÎÎÙÈ ÄÕÇÁÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈÉÓÈÏÄÎÙÅ Ë.Ó., | ÓÍ. ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÞÁÎÉÅ 1 Ë ÕÓÌÏ×ÉÀ 5*.237



ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ 5* ÞÉÓÌÏ Ë.Ó. × Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÓÌÉÑÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 2.é ÄÁÖÅ × ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ 5* ÎÅÓ×ÑÚÁÎÎÏÓÔÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÓÌÉÑÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÈ Ë.Ó. ÓÒÁÚÕ É ÂÅÚÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÉÚ ÎÉÈ, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÁ Ë.Ó., ÒÁ×ÎÏ-ÇÏ 3 É ÂÏÌÅÅ, ÜÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÊ, ÉÂÏ ÓÌÉÑÎÉÅ�ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ Ë.Ó. �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ, ÎÅ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÏÊ Ó ÔÒÅÔØÅÊ, ×ÓÉÌÕ �ÒÁ×ÉÌÁ ÕËÒÕ�ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÅÓÏ× ×ÈÏÄÑÝÉÈ ÄÕÇ É × ÓÉÌÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ 4Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÓÍ., ×�ÒÏÞÅÍ, ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ 4 ×ÙÛÅ× �ÒÉÍÅÞÁÎÉÉ 1).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÒÏÓÔÙÈ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÊ ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ �ÒÉÍÅÒ 4.1.2 ÉÚ [3℄ , ÇÄÅ × Ä×ÕÈ�ÏÌÀÓÎÉË ÚÁËÌÀÞÁ-ÅÔÓÑ ÏÒÇÒÁÆ Ó ÔÒÅÍÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ: N(North), E(East), W (West),É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏ [2℄ �ÅÒÅÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×Á × ÔÒ£ÈÂÕË×ÅÎÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅfN;E;Wg Ó ÚÁ�ÒÅÔÏÍ �ÏÄÓÌÏ× (ÓÏÓÅÄÓÔ×Á ÓÉÍ×ÏÌÏ×) EW É WE ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÌÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ E É W ÓÕÔØ Ë.Ó.(É ÄÁÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ 5* ÎÅÓ×ÑÚÁÎÎÏÓÔÉ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).óÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÏÓÌÅ ÓÌÉÑÎÉÑ E É W × fE;Wg ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ �ÅÒÅÄÁÔÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÅÇËÏ ÎÁÈÏÄÉÔ-ÓÑ (ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ �ÏÌÏÖÉÔØ Ze ÒÁ×ÎÙÍ 1).�ÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ ÂÁÌÁÎÓÏ× �ÏÔÅÎ-�ÉÁÌÏ× × [4; ÚÁÄÁÞÁ 2.4.6℄, �ÏÓÌÅ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÁ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ×ÚÁÄÁÞÅ í595 ÉÚ "úÁÄÁÞÎÉËÁ ë×ÁÎÔÁ" [5℄, �ÒÉ ×Ù×ÏÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑÞÉÓÌÁ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÓÌÏ× �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × Ó×Ï-ÂÏÄÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÊ ÇÒÕ��Å ÒÁÎÇÁ k [6, 7℄ É × ÒÑÄÅ ÄÒÕÇÉÈ�ÒÉÍÅÒÏ×.á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ ÷. á. ìÉÓËÏ×�Á (íÉÎÓË, éÎÓÔÉÔÕÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÉ îáî âÅÌÁÒÕÓÉ) ÚÁ �ÒÏ×ÅÒËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÉÚ ÎÅÇÏ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÇÁÎÏ× ì. í. òÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÅÔÏÄÁ ÔÒÁÎÓÆÅÒ-ÍÁÔÒÉ�Ù × �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ // äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ: VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ, íÏÓË×Á, 6{9 Á�ÒÅ-ÌÑ 2009 Ç.: �ÒÕÄÙ. | í.: éÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉëíçõ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á; íáëó ðÒÅÓÓ, 2009. | ó. 130{131.2. ëÏÇÁÎÏ× ì. í. ðÅÒÅÄÁÔÏÞÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ // ÷ÅÓÔÎÉË íçðõ. óÅÒ. éÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉÚÁ-�ÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. | 2008. | � 1 (12). | ó. 30{39.3. óÔÅÎÌÉ ò. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ. |í.: íÉÒ, 1990.4. çÕÌØÄÅÎ ñ., äÖÅËÓÏÎ ä. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ. |í.: îÁÕËÁ. çÌ. ÒÅÄ. ÆÉÚ.- ÍÁÔ. ÌÉÔ., 1990.238



5. úÁÄÁÞÎÉË "ë×ÁÎÔÁ": íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. þÁÓÔØ 3. | í.: âÀÒÏ ë×ÁÎ-ÔÕÍ, 1997.6. ëÏÇÁÎÏ× ì. í. þÉÓÌÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÉ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×É-ÔÅ Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊÁÎÁÌÉÚ. | 2007. | �. 43, � 4. | ó. 39{48.7. ëÏÇÁÎÏ× ì. í. óÕÍÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÉÈ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × �Å-ÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ IX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É Å£ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ", �ÏÓ×ÑÝ£ÎÎÏ-ÇÏ 75-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (íÏÓË×Á,íçõ, 18{23 ÉÀÎÑ 2007 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007. | ó. 215{218.
ïäîá ëïíâéîá�ïòîáñ íïäåìø÷ úáäáþáè �åïòéé óìõþáêîùè òáúíåýåîéêî. á. ëÏÌÏËÏÌØÎÉËÏ×Á, á. ó. ëÕÚÎÅ�Ï× (éÒËÕÔÓË)ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ÓÈÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ, �ÒÏ×ÏÄÉÍÙÈ × �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ-×ÉÑÈ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÚÁÄÁÞÔÅÏÒÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÄÎÏÊÔÁËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÑÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁÚ-ÍÅÛÅÎÉÊ.æ-ÓÈÅÍÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ. ðÕÓÔØ �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑ �Ï ÓÈÅÍÅ "ÕÓ�ÅÈ-ÎÅÕÓ�ÅÈ". ïÂÏÚÎÁÞÉÍ�n | ÞÉÓÌÏ ÕÓ�ÅÈÏ× × n ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÈ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓ�ÅÈÏ× ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ:Pf�n = k+1j�n�1 = kg = 1�Pf�n = kj�n�1 = kg = �n�1(� k); (1)k = 0;min(; n� 1); n = 1;1;ÇÄÅ  | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �n�1(n = 1;1) |×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ 0 ��n�1( � k) � 1 �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ k. �ÏÇÄÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �nÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ [1℄:Pf�n = kg = �nk ()k n�1Yi=0 �i; k = 0;min(n; ); (2)239



ÇÄÅ ()0 = 1; ()k = k�1Qj=0( � j); k � 1; �nk | ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÞÉ-ÓÌÁ, ÓÔÒÏÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÂÁÚÁÈ f 1�i � g1i=0; fig10 . þÉÓÌÁ �nk ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�nk = �n�1k�1 + ( 1�n�1 � + k)�n�1k ; k = 0; n; n = 1;1;�ÒÉÞÅÍ �nn = 1; n = 1;1;�nk = 0, ÅÓÌÉ k < 0 ÉÌÉ n < k.òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (2), �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÎÁ-ÂÏÒÅ f�g10 , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ �-ÒÁÓ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏ×ÏÄÉÌÏÓØ × [1℄.úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ� [2℄. ðÕÓÔØÉÍÅÅÔÓÑ N ÑÞÅÅË, × ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏ ÒÁÚÍÅÝÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉ�Ù. þÉÓÌÏ ÒÁÚÍÅÝÁÅÍÙÈ ÞÁÓÔÉ� � | ÓÌÕ-ÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×Å-ÌÉÞÉÎÕ � = �� | ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÑÞÅÅË �ÏÓÌÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ � ÞÁÓÔÉ�.éÍÅÅÔÓÑ n ÞÁÓÔÉ�, �ÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÂÏ ÒÁÚÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÏÄ-ÎÕ ÉÚ N ÑÞÅÅË, ÌÉÂÏ ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ �ÏÄÌÅÖÉÔ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÀ. ðÕÓÔØ pi�1 |×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ i-Ñ ÞÁÓÔÉ�Á ÂÕÄÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÚ-ÍÅÝÅÎÉÑ, qi�1 = 1�pi�1; i = 1; n: �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÍÅÝÁÅÍÙÈÞÁÓÔÉ� ÉÍÅÅÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÈÅÍÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ ÔÉ�Á "ÕÓ�ÅÈ-ÎÅÕÓ�ÅÈ". õÓ�ÅÈÏÍ ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ �Ï�ÁÄÁÎÉÅ ÒÁÚÍÅÝÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù× �ÕÓÔÕÀ ÑÞÅÊËÕ. ÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ pnk | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ× n-Í ÉÓ�ÙÔÁÎÉÉ, ÅÓÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ n� 1 ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÈ ÂÙÌ ÚÁÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎ k�1 ÕÓ�ÅÈ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ pnk = pn�1N�kN . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (1), Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÍÅÎÅÎÁ æ-ÓÈÅÍÁ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ. �ÏÇÄÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÑÞÅÅË�ÏÓÌÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ � = �(n) ÞÁÓÔÉ� ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ:Pf� = kg = (N)kNn �nk n�1Yi=0 pi; k = 1;min(n;N):�ÁËÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÚÁËÏÎÁ �Ï×ÔÏÒÎÏ-ÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ �n = �� �M�� . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Bn = D�� . åÓÌÉ9 0 < Æ < 1 : 8i = 1; n Æ < pi�1Ni�1 � i�2Qk=0(N�pk) < (1�Æ), ÔÏ �ÒÉ n!1240



limn!1 sup �np2Bnlnlnn = 1 �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ.òÁÚÍÅÝÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÍ�ÌÅËÔÏ×. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑN ÑÞÅÅË, × ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÒÁÚÍÅÝÁÅÔÓÑ r ËÏÍ-�ÌÅËÔÏ×. ïÂßÅÍÙ ËÏÍ�ÌÅËÔÏ× �ÏÓÔÏÑÎÎÙ É ÒÁ×ÎÙ m. ëÁÖÄÙÊ ËÏÍ-�ÌÅËÔ ÂÕÄÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ pÉ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ q = 1� p | ÎÅÔ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �n |ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÕÓÔÙÈ ÑÞÅÅË �ÏÓÌÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÔÏ×.ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ"ÕÓ�ÅÈ-ÎÅÕÓ�ÅÈ", ÕÓ�ÅÈÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �Ï�ÁÄÁÎÉÅ ÞÁÓÔÉ�Ù × �ÕÓÔÕÀÑÞÅÊËÕ. õÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ pnk × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ:pnk = C [n�1m ℄r � p[n�1m ℄ � qr�[n�1m ℄ � (N �m+ k)N �m+ [n�1m ℄m+ 1 ;ÇÄÅ n = 1;1, k = 1; n� 1. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÕÓÌÏ×ÎÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ×ÉÄ (1), Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁËÏÎ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙÂÕÄÅÔPf�n = kg = �nk � nYi=1 C [ i�1m ℄r � p[ i�1m ℄ � qr�[ i�1m ℄N �m+ [ i�1m ℄m+ 1 � k�1Yj=0(N �m+ j); (3)ÇÄÅ n = 1;1, k = 1; n� 1. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÞÉÓÅÌ �nk É �-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (3) É�ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÌÎÙÊ Ó�ÅËÔÒ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÌÏËÏÌØÎÉËÏ×Á î. á. ðÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÓ�ÅÈÏ×× ÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ // éÒËÕÔ. ÕÎ-Ô. | éÒËÕÔÓË,1992. | äÅ�. × ÷éîé�é 26.02.92, � 649.2. ëÏÌÏËÏÌØÎÉËÏ×Á î. á., åÆÒÅÍÏ×Á á. ó. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁÉ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÉ� // íÁÔÅÒÉÁÌÙ VIII íÅÖ-ÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ"(2{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2004 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ-ÍÁ. Æ-ÔÁ íçõ, 2004. |ó. 204{208.3. äÏËÉÎ ÷. î., öÕËÏ× ÷. ä., ëÏÌÏËÏÌØÎÉËÏ×Á î. á., ëÕÚØÍÉÎï. ÷., ðÌÁÔÏÎÏ× í. ì. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É �ÏÌÉÎÏÍÙ × ÍÏÄÅÌÑÈÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ. | éÒËÕÔÓË: éÚÄ-×Ï éÒËÕÔ. ÕÎ-ÔÁ, 1990.
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ïâ ïãåîëáè óìïöîïó�é òåûåîéñúáäáþé ï òáîãå îá ðáòáììåìøîùè óéó�åíáèò. í. ëÏÌ�ÁËÏ×, í. á. ðÏÓÙ�ËÉÎ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ | ÚÁÄÁÞÕ ÏÒÁÎ�Å, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÌÅ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÁ, Á ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÚÁÄÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÂÕÌÅ×Ù �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ:8><>:f(x) =Pni=1 pixi ! max;�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈPni=1 wixi � C;xi 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n:ïÄÎÉÍ ÉÚ ÍÅÔÏÄÏ×, �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙÈ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ ×ÅÔ×ÅÊ É ÇÒÁÎÉ� (í÷ç). éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ-ÂÏÒÙ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×í÷ç, ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ n. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ×ÙÓÏËÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÎ�Å ÍÅÔÏÄÏÍ ×ÅÔ×ÅÊ ÉÇÒÁÎÉ� ÎÅÒÅÄËÏ �ÒÉÍÅÎÑÀÔ ÍÅÔÏÄÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ [2℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÈÅÍÕ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉí÷ç, �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ÄÌÑ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÉÌÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ×. ïÄÉÎ ÉÚ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÔÅÒÁ�ÉÊ í÷ç, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÂ-ÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÒ×ÙÅ k ÑÒÕÓÏ× ÄÅÒÅ×Á ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ �ÏÄ-ÚÁÄÁÞÉ �ÅÒÅÄÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÄÒÕÇÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁÍ (�Ï ÏÄÎÏÊÎÁ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒ). ëÁÖÄÁÑ �ÏÄÚÁÄÁÞÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÁÅÔÓÑ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ�ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù-ÂÉÒÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ. ðÅÒ×ÙÊ ÜÔÁ� (ÄÏ �ÅÒÅÄÁÞÉ �ÏÄÁÚÁÞ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏÍ, Á ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁ�Å �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏÒÙ ÒÁÂÏÔÁÀÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÒÏÎ-ÔÁÌØÎÙÍ.þÉÓÌÏ k ÑÒÕÓÏ× ÄÅÒÅ×Á ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÏÂÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍÜÔÁ�Å ÒÁÂÏÔÙ ÆÒÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÇÌÕÂÉ-ÎÏÊ ÆÒÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÆÒÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ×, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÜÔÁ�Å ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ×, �ÏÔÒÅÂÏ×Á×ÛÉÈÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ�ÏÄÚÁÄÁÞ, ÏÂÒÁÂÏÔÁÎÎÙÈ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁ�Å ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ×ÙÂÏÒÅ ÞÉÓÌÁ k ÕÒÏ×ÎÅÊÄÅÒÅ×Á ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ÏÂÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÜÔÁ�Å, ÏÂÅÓ-�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ242



ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÒÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒ ÚÁ-ÄÁÞÉ Ï ÒÁÎ�Å, ×�ÅÒ×ÙÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄:8><>:Pni=1 2xi ! max;�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈPni=1 2xi � 2l+ 1;xi 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n; (1)ÇÄÅ n=3 � l � 2n=3. ÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈÛÁÇÏ× í÷ç ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 2�n+1l+1�� 1.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pn;l(k) �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÆÒÏÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÇÌÕÂÉÎÙ k ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1),ÞÅÒÅÚ P �n;l ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Pn;l(k) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ n É l, É ÞÅÒÅÚ k�(n; l) ×ÅÌÉÞÉÎÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ k, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÁÎÎÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. îÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ-×ÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (1) ÆÒÏÎÔÁÌØÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÒÉ n ! 1 É n=3 � l � 2n=3 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑk�(n; l) = n=2� 14 log2 n+ O(1); P �n;l � 2n24pn;ÇÄÅ ÚÁ�ÉÓØ f(x) � g(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÊ f(x) = O(g(x)) É g(x) = O(f(x)).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ09-07-00352-Á. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÌ�ÁËÏ× ò. í., ðÏÓÙ�ËÉÎ í. á. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÅÎËÁÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ ×ÅÔ×ÅÊ É ÇÒÁÎÉ� Ó ×ÅÔ×ÌÅÎÉÅÍ �Ï ÄÒÏÂÎÏÊ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÎ�Å // äÉÓËÒÅÔÎ. ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒ. |2008. | �. 15, � 1. | C. 58-81.2. ðÏÓÙ�ËÉÎ í. á., óÉÇÁÌ é. è. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÎ�Å×ÏÇÏÔÉ�Á // ö÷í É íæ. | 2005. | 45 (10). | 2005, C. 1801{1809.3. æÉÎËÅÌØÛÔÅÊÎ à. à. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ É �ÒÉËÌÁÄÎÙÅÚÁÄÁÞÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. | í.: îÁÕËÁ, 1976.
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ïâ ïäîïí éî÷ïìà�é÷îïí á÷�ïíïòæéúíåâåòîóáêäï÷ïê çòõððù B0(2; 5)á. á. ëÕÚÎÅ�Ï×, á. ë. ûÌ£�ËÉÎ (ëÒÁÓÎÏÑÒÓË)ðÕÓÔØ B0(2; 5) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ Ä×Õ�Ï-ÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÅÒÉÏÄÁ 5 �ÏÒÑÄÏË ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÅÎ 534 [1, 2℄.ðÏÌÏÖÉÍ f1; 2g | ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ù B0(2; 5) É '0 | Á×ÔÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ �ÏÒÑÄËÁ 2 ÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ:'0 : �1! 1�12! 2�1:ðÕÓÔØ CB0(2;5)('0) | �ÅÎÔÒÁÌÉÚÁÔÏÒ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ '0 × B0(2; 5).äÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ CB0(2;5)('0) ÞÅÒÅÚ C.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ C ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:1) jCj = 516.2) C = X � hx5i, ÇÄÅ hx5i | �ÅÎÔÒ ÇÒÕ��Ù B0(2; 5), X =hx1; x2; x3; x4i | ÇÒÕ��Á, ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:X ÉÍÅÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ �ÏÄÇÒÕ��Õ H2 É jH2j = 511;X=H2 = hx1H2i � hx2H2i � hx3H2i � hx4H2i;jX j = 515.3) 5 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈ C.4) óÔÕ�ÅÎÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ É ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ C ÒÁ×ÎÙ 2É 4, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ á÷ãð "òÁÚ×ÉÔÉÅÎÁÕÞÎÏÇÏ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÁ ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ" (�ÒÏÅËÔ 2.1.1/3023), Á ÔÁËÖÅÇÒÁÎÔÁ òææé (�ÒÏÅËÔ 09-01-00717-Á).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÓÔÒÉËÉÎ á. é. òÅÛÅÎÉÅ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ âÅÒÎÓÁÊÄÁÄÌÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ 5 // éÚ×. áî óóóò. óÅÒ. ÍÁÔ. | 1955. | �. 19,� 3. | ó. 233{244.2. Havas G., Wall G., Wamsley J. The two generator restrited Burn-side group of exponent �ve // Bull. Austral. Math. So. | 1974. |V. 10. | P. 459{470.
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òáúíåýåîéå þáó�éã ÷ ñþåêëéó ïçòáîéþåîîïê åíëïó�øàé ëïíâéîá�ïòîùå þéóìá �kná. ó. ëÕÚÎÅ�Ï× (éÒËÕÔÓË)ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÏÍÏÇÁÅÔ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ××ÅÄÅÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÁÌÏ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÉÔØ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÉ ÞÁÓÔÉ� ×ÑÞÅÊËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÅÍËÏÓÔÉ.ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ N ÑÞÅÅË, × ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÏ ÒÁÚÍÅÝÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉ�Ù. îÏ, ×ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÍËÏÓÔØÑÞÅÊËÉ ÒÁ×ÎÁ 2, Ô. Å. �ÒÉ �Ï�ÁÄÁÎÉÉ × ÑÞÅÊËÕ Ä×ÕÈ ÞÁÓÔÉ�, ÑÞÅÊ-ËÁ �ÅÒÅÓÔÁÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ. óÔÁ×ÉÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁÏÔÙÓËÁÎÉÑ Ñ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ �ÕÓÔÙÈ ÑÞÅÅË, Á ÔÁËÖÅÞÉÓÌÁ ÑÞÅÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ É ÞÉÓÌÁ ÑÞÅÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Ä×ÅÞÁÓÔÉ�Ù.þÉÓÌÏ ÑÞÅÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù. ðÕÓÔØ �2(n) | ÞÉ-ÓÌÏ ÑÞÅÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Ä×Å ÞÁÓÔÉ�Ù �ÏÓÌÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ n ÞÁÓÔÉ�.ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �2(n) ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ ÔÉ�Á"ÕÓ�ÅÈ-ÎÅÕÓ�ÅÈ". õÓ�ÅÈÏÍ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ �Ï�ÁÄÁÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÒÁÚ-ÍÅÝÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × ÑÞÅÊËÕ, ÇÄÅ ÕÖÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÁ ÞÁÓÔÉ�Á. òÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �n | ÞÉÓÌÏ ÕÓ�ÅÈÏ× �ÏÓÌÅ n ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ,ÞÔÏ �n = �2(n). îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Pf�n = 0g = (N)nNn . ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ pn;k ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ × n-Í ÉÓ�ÙÔÁÎÉÉ, ÅÓÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈn � 1 ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÈ ÂÙÌÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏ k ÕÓ�ÅÈÏ×, qn;k | ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÎÅÕÓ�ÅÈÁ �ÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ. óÔÒÕËÔÕÒÁ ÜÔÉÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ:pn;k = n� 1� 2kN � k ; qn;k = N � k � (n� 1� 2k)N � k ; k = 0; [n=2℄:ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �n, Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ×ÅÌÉÞÉÎÙ�2(n) ÂÕÄÅÔ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:Pf�n = kg == �kn N(N � 1) � ::: � (N � n+ k + 1)(N � k)n�2k(N � k + 1)n�2k+2(N � k + 2)n�2k+3Nn�k+1 ;245



ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ �kn Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÒÉ n � 2k�kn = N � ::: � (N � k + 1)�kn�1 + (n� 2k + 1)(N � k)n�2k�k�1n�1�12 = 1; �k2k = �k�12k�1:åÓÌÉ n < 2k, ÔÏ �kn = 0.þÉÓÌÏ �ÕÓÔÙÈ ÑÞÅÅË É ÞÉÓÌÏ ÑÞÅÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÎÕ ÞÁ-ÓÔÉ�Õ. ðÕÓÔØ �0(n) | ÞÉÓÌÏ �ÕÓÔÙÈ ÑÞÅÅË �ÏÓÌÅ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ n ÞÁ-ÓÔÉ�. ÷ÎÏ×Ø ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÓÈÅÍÕ ÉÓ�ÙÔÁÎÉÊ "ÕÓ�ÅÈ-ÎÅÕÓ�ÅÈ". õÓ�ÅÈÏÍÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ �Ï�ÁÄÁÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÒÁÚÍÅÝÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ�Ù × �Õ-ÓÔÕÀ ÑÞÅÊËÕ. ÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÕ �n | ÞÉÓÌÏ ÕÓ�ÅÈÏ×× n ÉÓ�ÙÔÁÎÉÑÈ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �0(n) = N � �n: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË É�ÒÅÖÄÅ, ÞÅÒÅÚ pn;k É qn;k ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓ�ÅÈÁ É ÎÅ-ÕÓ�ÅÈÁ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ:pn;k = N � kN � n+ k + 1 ; qn;k = 2k + 1� nN � n+ k + 1 ;k = 0; N; n = k; 2k:éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ�n, Á ÔÁËÖÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �0(n):Pf�0(n) = N � kg = Pf�n = kg == (N)kNk+1(N � 1)k � ::: � (N � n+ k)2k�nBkn;ÇÄÅ Bkn | ÜÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅ-ËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ:Bkn = N �(N�1)�:::�(N�n+k+1)Bk�1n�1+(2k�n+1)(N�n+k)2k�nBkn�1;ÇÄÅ k = 1; N; n = k; 2k; Bkk = 1.�Å�ÅÒØ �ÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÔÙÓËÁÎÉÀ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �1(n) |ÞÉÓÌÁ ÑÞÅÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÄÎÕ ÞÁÓÔÉ�Õ. äÌÑ ÎÅÅ ×ÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: �1(n) = �n � �n. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÍ: Pf�1(n) = kg =Pf�n � �n = kg = n�kPi=0 Pf�n = k + igPf�n = ij�n = k + ig;ÇÄÅ Pf�n = k1j�n = k2g = 1 �ÒÉ n � k1 = k2 É Pf�n = k1j�n =246



k2g = 1 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. �ÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÏÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ÎÕÌÑ. üÔÉÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ ÂÕÄÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÎÏÍÅÒÏÍ i = n�k2 ; Ô. Å. Ñ×ÎÙÊ ×ÉÄ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �1(n)ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ:Pf�1(n) = kg = Pf�n = n+ k2 g;ÇÄÅ k � n � 2k:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ×ÏÚÎÉËÌÉ ÎÏ×ÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÏÂßÅËÔÙ. éÚÕ-ÞÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ �kn É Bkn, �ÏÌÕÞÅÎÙ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÉÈ. �ÁËÖÅ ÎÁÊÄÅÎÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÞÉÓÅÌ �kn, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÅÚÎÏ ÄÌÑÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ó×ÏÊÓÔ× ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÏ É ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, Ó×ÑÚÁÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ.ðÕÓÔØ Pk(x) | �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÞÉÓÅÌ �kn. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅ-ËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÊ ×ÉÄ:Pk(x) = x2 ddxPk�1((N � k)x) � 2(k + 1)xPk�1((N � k)x)(1� (N)kx)(N � k)2k�1 ; k > 1;P1(x) = x2(1�Nx)(1� x(N � 1)) :ðìïóëéå óåþåîéñ ðéòáíéäù ðáóëáìñé ðïìîùå ðïëòù�éñ ðòñíïõçïìøîéëï÷ï. ÷. ëÕÚØÍÉÎ (éÒËÕÔÓË), í. ÷. óÅÒ£ÇÉÎÁ (þÉÔÁ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÅ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 1��n �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1�q, 1 � qq1 (p1+q1), 1 � qq2 (p2+q2),p1; p2 2 Z, q1; q2; n 2 N , piqi > �1; i = 1; 2, ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÄÒÕÇÄÒÕÇÁ. ÷ÙÓÏÔÁ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ×ÙÓÏ-ÔÏÊ �ÏËÒÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ä×Á �ÏËÒÙÔÉÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÌÉÂÏ �ÏÒÑÄËÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ, ÌÉ-ÂÏ ÓÏÓÔÁ×ÏÍ �ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. åÓÌÉ q = qq1 (p1 + q1) É/ÉÌÉ247



q = qq2 (p2 + q2) É/ÉÌÉ qq1 (p1 + q1) = qq2 (p2 + q2), ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×. �ÁËÉÅ �ÏËÒÙÔÉÑÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÌÎÙÍÉ.ðÉÒÁÍÉÄÏÊ ðÁÓËÁÌÑ [1℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÔÒÅÈÇÒÁÎÎÙÊ �ÉÒÁÍÉÄÁÌØÎÙÊÍÁÓÓÉ×, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ:� n+ 1k; l � = � nk � 1; l �+ � nk; l � 1 �+ � nk; l �Ó ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ � 00; 0 � = 1, � nk; l � = 0, ÅÓÌÉ min(n; k; l;n� k � l) < 0.÷×ÅÄÅÍ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ Sn �p1q1 ; p2q2 �, p1; p2 2 Z,q1; q2; n 2 N , n-È ÓÅÞÅÎÉÊ [2{4℄ �ÉÒÁÍÉÄÙ ðÁÓËÁÌÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍq =îïë(q1; q2).�ÅÏÒÅÍÁ. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÒÁ×ÎÏSn�p1q1 ; p2q2� = h q2nq(p2+q2) iXm=0 h q1nq(p1+q1) iXr=0 � nq � p2q2m� p1q1 rr;m � ; n � 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ xm;r | ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØm �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 1 � qq2 (p2+ q2) É r�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 1 � qq1 (p1+ q1), Á ÔÁËÖÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉÒÁÚÍÅÒÁ 1 � q ×ÎÕÔÒÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 � n, ÎÅ �ÅÒÅËÒÙ-×ÁÑ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, n � 1. åÓÌÉ q = qq1 (p1 + q1) É/ÉÌÉ q = qq2 (p2 + q2)É/ÉÌÉ qq1 (p1 + q1) = qq2 (p2 + q2), ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-ËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ�ÏËÒÙÔÉÊ ÒÁ×ÎÏ: h q2nq(p2+q2) iXm=0 h q1nq(p1+q1) iXr=0 xm;r:îÁÊÄÅÍ xm;r:xm;r = Pnq � p2q2m�p1q1 rPm � Pr � Pnq�� p2q2 +1�m�� p1q1 +1�r = � nq � p2q2m� p1q1 rr;m � :
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�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÊ ÒÁ×ÎÏ:h q2nq(p2+q2) iXm=0 h q1nq(p1+q1) iXr=0 � nq � p2q2m� p1q1 rr;m � = Sn�p1q1 ; p2q2� ;ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ f3ng, n 2 N , ËÏÔÏÒÁÑÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × �ÉÒÁÍÉÄÅ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÉ p1q1 = p2q2 = 0, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 � nË×ÁÄÒÁÔÁÍÉ ÔÒÅÈ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 1� 1.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ñËÏÂÓÔÁÌÑ [5℄ 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85,171, 341, 683, 1365, . . . , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × �ÉÒÁÍÉÄÅ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÉp1q1 = p2q2 = 1, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÊ�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 � n Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 � 1 É �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 1� 2.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ �ÒÉÂÏÎÁÞÞÉ [1℄ 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44,81, 149, 274, 504, . . . , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × �ÉÒÁÍÉÄÅ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÉp1q1 = 2, p2q2 = 1, ÉÌÉ �ÒÉ p1q1 = 1, p2q2 = 2, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÌÁÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 1�n Ë×ÁÄÒÁ-ÔÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1� 1 É �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1� 2 É 1� 3.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ðÅÌÌÑ [1℄ 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985,2378, . . . , ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ × �ÉÒÁÍÉÄÅ ðÁÓËÁÌÑ �ÒÉ p1q1 = p2q2 == � 12 , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏËÒÙÔÉÊ �ÒÑ-ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÁ 1� n �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1� 2 É Ë×Á-ÄÒÁÔÁÍÉ Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ 1� 1.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÚØÍÉÎ ï. ÷. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ �ÉÒÁÍÉÄÙ ðÁÓËÁÌÑ É ÉÈ �ÒÉÌÏÖÅ-ÎÉÑ. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: îÁÕËÁ. óÉÂÉÒÓËÁÑ ÉÚÄÁÔÅÌØÓËÁÑ ÆÉÒÍÁ òáî,2000.2. óÅÒ£ÇÉÎÁ í. ÷. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÉÒÁÍÉÄÙ ðÁÓËÁ-ÌÑ // òÅÓÕÒÓÏÓÂÅÒÅÇÁÀÝÉÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÎÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÅ É × �ÒÏÍÙÛ-ÌÅÎÎÏÓÔÉ: ÓÂ. ÎÁÕÞÎ. ÔÒ. | þÉÔÁ: úÁÂéö�, 2007. | ó. 188{194.3. óÅÒ£ÇÉÎÁ í. ÷. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ á- É ÷-�ÉÒÁÍÉÄ //íÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ. óÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. �ÅÈÎÏÌÏÇÉÉ: ÍÅÖ×ÕÚÏ×ÓËÉÊÓÂÏÒÎÉË ÎÁÕÞÎÙÈ ÔÒÕÄÏ×. | þÉÔÁ: úÁÂéö�, 2008. | ó. 24{35.4. óÅÒ£ÇÉÎÁ í. ÷. îÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ�ÉÒÁÍÉÄÙ ðÁÓËÁÌÑ É �ÏËÒÙÔÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË éÒËÕÔ-ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ: åÖÅÇÏÄÎÁÑ ÎÁÕÞÎÏ-ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É ÓÔÕÄÅÎÔÏ×: ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ. | éÒËÕÔÓË: éÚÄ-×Ï éÒËÕÔ. ÇÏÓ.ÕÎ-ÔÁ, 2009. | ó. 164{166. 249



5. Cerin Z. Sums of squares and produts of Jaobsthal numbers //Journal of Integer Sequenes. | 2007. | V. 10, Artile 07.2.5.
ïâ áîáìéúå éîæïòíáãéé÷. ë. ìÅÏÎÔØÅ× (íÏÓË×Á)ðÏÄ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÂÙÞÎÏ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÅ\�ÏÌÅÚÎÙÈ" ÄÁÎÎÙÈ ÉÚ ÔÅËÓÔÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÉ ÄÁÎÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙËÏÓ×ÅÎÎÙÍ, ÉÓËÁÖÅÎÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. �ÁËÏÊÁÎÁÌÉÚ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�É-ÑÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅÍ �Ï×ÒÅÖÄÅÎÎÙÈ ÔÅËÓÔÏ×, ÓÒÁ×ÎÅÎÉ-ÅÍ ÇÅÎÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ �ÅÒÅ×ÏÄÏÍ ÓÏÄÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ É Ô. Ä.íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÁÎÁ-ÌÉÚÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ÷ �ÅÌÏÍ ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÜÔÁ ÍÏÄÅÌØ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ËÁË\×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ ÓÌÏ× �Ï ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍ". éÓÈÏÄÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï. üÔÏ ÓÌÏ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ Ó×ÏÉÈ \ÞÁ-ÓÔÅÊ". �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ ÁÎÁÌÉÚÁ ÜÔÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÏÅÓÌÏ×Ï Ó ÔÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ.ðÏÄ \ÔÏÞÎÏÓÔØÀ" × ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ \ËÁÎÄÉÄÁÔÏ×" ÎÁ ÒÏÌØ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á.÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÍ ÔÁËÖÅ Á�ÒÉÏÒÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, Ô. Å. ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÏÍÕÚÁ×ÅÄÏÍÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÒÅÄÍÅÔ �ÏÉÓËÁ. �ÁËÁÑ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÑ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ: �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ, ÎÁÂÏÒ�ÒÉÚÎÁËÏ×, \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ" É Ô. Ä.ðÕÓÔØ In = f1; 2; : : : ; ng É v � In. �ÏÇÄÁ �ÒÉ x = (x1; : : : ; xn) �ÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÌÁÇÁÅÍ xv = xi1xi2 : : : xik ;ÇÄÅ v = (i1; i2; : : : ; ik).ðÕÓÔØ V = fv1; : : : ; vNg, ÇÄÅ vi � In. íÎÏÖÅÓÔ×Ï V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÌÏ×Á x; y 2 Bn ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ V -ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ,ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅfxvig = fyvig; (1)250



ÇÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ä×ÕÈ ÍÕÌØÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×.ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏ× xvk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ x.ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Va ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÎÏ × ÆÏÒÍÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÄÉÎÉ� ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÁË ÌÏÇÉ-ÞÅÓËÉÊ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ �Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ÞÅÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ V É ÓÌÏ×Õ a 2 Bn. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÉÔ-ÓÑ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á a �ÒÉ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ a 2 A.ðÕÓÔØ T (x) | �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÄ×ÉÇÁ, Ô. Å.T (x1; : : : ; xn) = (xn; x1; : : : ; xn�1):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÌÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀaT = fa; Ta; T 2a; ; : : : g:âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ Ï ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏ×Å x �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ aT .�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ x 2 aT , kak = m É (m;n) = 1, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏ×Ïx 2 aT ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÍÉ ÄÌÉÎÙ Ä×Á.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á-ÎÉÑ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÓÌÏ× �Ï ÎÁÂÏÒÕ ÉÈÆÒÁÇÍÅÎÔÏ×.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ08{01{00414.
Cõýåó�÷ï÷áîéå ðòïó�ùè íá�òéãîáä äéó�òéâõ�é÷îùíé òåûå�ëáíé÷. å. íÁÒÅÎÉÞ (íÏÓË×Á)îÁÉÂÏÌÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ �ÒÏÓÔÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÄ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÊ ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ P = fe0;e1g, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1{10℄.ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ fe0;e1g| ÂÕÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ × ËÎÉ-ÇÁÈ [11, 12℄.ðÅÒ×ÙÍ ×Ï�ÒÏÓÏÍ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÍ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÒÅÛÅ-ÔÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÁÔÒÉ�ÎÁÄ ÄÁÎÎÏÊ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ.251



ðÕÓÔØ (P;^;_;�) | ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ Ó ÎÕÌÅÍ e0 É ÅÄÉ-ÎÉ�ÅÊ e1. òÅÛÅÔÏÞÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù, ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ P . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Pm�n ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ m�n, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ n;m � 1.åÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á En�n = (eij)n�n 2 Pn�n Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ eij = � e1; i = j;e0; i 6= j:íÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ m� n, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ e0, ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 0m�n.åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁÔÒÉ�Ù A 2 Pm�n ÉÍÅÅÔ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ, ÔÏÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pm�n, ÇÄÅ aij = aij ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ; n,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÊ.óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ (P;^;_;�) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÏÂÙÞÎÏ: ×ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ Ï�Å-ÒÁ�ÉÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ _, Á ×ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑÏ�ÅÒÁ�ÉÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ^.ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n. íÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊÓÌÅ×Á (ÉÌÉ Ó�ÒÁ×Á), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á B 2 Pn�n ÔÁËÁÑ, ÞÔÏBA = En�n (ÉÌÉ BA = En�n).üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Eln(k; �) �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÉÄÁ | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á,�ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù E = En�n ÚÁÍÅÎÏÊ ÓÔÏÌÂ�Á E(k)ÎÁ ÓÔÏÌÂÅ� �E(k). üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Eln(k; l; �) ×ÔÏÒÏÇÏ ×É-ÄÁ | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù E ÚÁÍÅÎÏÊÓÔÏÌÂ�Á E(k) ÎÁ ÓÔÏÌÂÅ� E(k) + �E(l), ÇÄÅ k 6= l.óÔÒÏÞÅÞÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ×-ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù A. óÔÏÌÂ�Ï×ÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍÍÁÔÒÉ�Ù A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ×-ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔ-ÒÉ�Ù A. óÔÒÏÞÅÞÎÙÅ É ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÁÔÒÉ�Ù A ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÀÔÓÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Row(A) É Column(A).íÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ (P;^;_;�) (ÉÌÉ�ÒÏÓÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÍÏÎÏÉÄÁ Pn�n), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍÁ É ÉÚ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á A = BC, ÇÄÅ B;C 2 Pn�n, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ B ÉÌÉ C { ÏÂÒÁÔÉÍÁÑÍÁÔÒÉ�Á.îÅÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ A =BC, ÇÄÅ ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù B;C 2 Pn�n. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ A = BCÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A.åÓÌÉ × ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ (L;^;_;�) ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅÔÏÌØËÏ ÎÕÌØ e0 É ÅÄÉÎÉ�Á e1, ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á En�n ÆÁËÔÏÒÉÚÕÅÍÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈn � 3. 252



ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Spaen�n(P ) = fColumn(Z)jZ 2 Pn�ng:íÎÏÖÅÓÔ×Ï Spaen�n(P ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁPn�1, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ n.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n: åÓÌÉ A | �ÒÏ-ÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á; ÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Column(A) É Column(tA)Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÁÔÏÍÁÍÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á(Spaen�n(P );�):�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ V | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pn�1:åÓÌÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V | ËÏÁÔÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á (Spaen�n(P );�); ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:i) V = Column(A); ÇÄÅ �ÒÏÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n:ii) V = Column(Eln(k; l; �)); ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ k; l = 1; : : : ; n, k 6= l É � |ÁÔÏÍ ÒÅÛÅÔËÉ (P;^;_;�):iii) V = Column(Eln(k; �)); ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ k = 1; : : : ; n É � | ËÏÁÔÏÍÒÅÛÅÔËÉ (P;^;_;�); � > e0:�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÁ k; l;m = 1; : : : ; n; k 6= l:�ÏÇÄÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á� V1 = Column(A); ÇÄÅ �ÒÏÓÔÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A 2 Pn�n;� V2 = Column(Eln(k; l; �)); ÇÄÅ � � ÁÔÏÍ ÒÅÛÅÔËÉ (P;^;_;�);� V3 = Column(Eln(m; �)); ÇÄÅ � � ËÏÁÔÏÍ ÒÅÛÅÔËÉ (P;^;_;�);� > e0;�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ:�ÅÏÒÅÍÁ 4. îÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ (P;^;_;�) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÓÔÙÈ2� 2 ÒÅÛÅÔÏÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÁÔÒÉ�.�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï; �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ Spaen�n(P ) É ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Pn�1; ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÁÔÏÍÁÈ þõí (Spaen�n(P );�): �ÏÇÄÁ ÎÁÄÒÅÛÅÔËÏÊ (P;^;_;�) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÏÓÔÙÅ n�n ÍÁÔÒÉ�Ù; ÄÌÑ ×ÓÅÈn � 3:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ (P;^;_;�) | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÁÑÒÅÛÅÔËÁ, jP j � 2: �ÏÇÄÁ ÎÁÄ ÒÅÛÅÔËÏÊ (P;^;_;�) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ�ÒÏÓÔÙÅ n� n ÍÁÔÒÉ�Ù; ÄÌÑ ×ÓÅÈ n � 3:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Borosh J., Hart�el D. J., Maxson C. J. Answer to questions posedby Rihman and Shneider // Linear and Multilinear Algebra. | 1976. |V. 3. | P. 255{258. 253



2. de Caen D. Prime Boolean matries // M.S. Thesis. | Queen'sUniv., Kingston, Ontario, 1979.3. de Caen D., Gregory D. A. Prime Boolean matries // Combina-torial Mathematis Soiety of Australia. | Springer Leture Notes inMathematis. | Aug., 1979.4. de Caen D., Gregory D. A. Primes in the semigroup of Booleanmatries // Linear Algebra and its Appliations. | 1981. | V. 37. |P. 119{134.5. Rihman D. J., Shneider H. Primes in the semigroup of nonneg-ative matries // Linear and Multilinear Algebra. | 1974. | V. 2. |P. 135{140.6. Thunte M. On the Deomposition of Boolean Matries // LetureNote. | Univ. of Grenoble, Grenoble, Frane,1980.7. Gregory D. A., Pullman N. J. Prime Boolean matries, a graphtheoreti approah // Ars Combinatoria. | 1981. | V. 12. | P. 81{110.8. Gregory D. A., Pullman N. J. Semiring rank: Boolean rank andnonnegative rank fatorization // Journal of Combinatoris, Information& System Sienes. | 1983. | V. 8, � 3. | P. 223{233.9. Han Hyun Cho. Prime Boolean matries and fatorizations //Linear Algebra Appl. | 1993. | V. 190. | P. 87{98.10. Han Hyun Cho. Permanents of prime Boolean matries // Bull.Korean Math. So. | 1998. | V. 35, � 3. | P. 605{613.11. Kim Ki Hang. Boolean matrix theory and appliations // MarelDekker, New York, 1982.12. óÁÞËÏ× ÷. î., �ÁÒÁËÁÎÏ× ÷. å. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. | í.: �÷ð, 2000.
ë÷áúéðïòñäëï÷áñ òáúíåòîïó�øä÷õäïìøîùè þáó�éþîùè ðïòñäëï÷å. å. íÁÒÅÎÉÞ (íÕÒÍÁÎÓË)ðÕÓÔØ (P; T ) | ËÏÎÅÞÎÏÅ Ë×ÁÚÉÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ëõí).ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimq(T ) = dimq(P; T ) Ë×ÁÚÉ�Ï-ÒÑÄËÁ (ëð) T Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ËÏÁÔÏ-ÍÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×Qord(P ), �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ T .ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ dimq(T ) ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (þð) T254



ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ dim2(T ), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÒÏÔÔÅÒÏÍ [2 3℄,É ÒÁ×ÎÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ÞÉÓÌÕ n ÔÁËÏÍÕ, ÞÔÏ þð T ×ÌÏÖÉÍ × ÒÅÛÅÔËÕ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ó×ÏÊÓÔ×Á Ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÏÊÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (þõí) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ-ÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1{3℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ëðÉ þð.ëÏÁÔÏÍÙ  ÒÅÛÅÔËÉ Qord(P ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÁÎÔÅÌÑÍÉ, É ÉÚÏÂÒÁÖÁ-ÀÔ ÄÒÏÂÑÍÉ  = U()D() ; ÇÄÅ U() 6= ;, D() 6= ;, U() \ D() = ;,U() [ D() = P . ðÒÉ ÜÔÏÍ ab ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ a; b 2 U() ÉÌÉ a; b 2D(), ÉÌÉ a 2 D(); b 2 U().åÓÌÉ Z | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÁÔÏÍÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Qord(P ), �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ Q, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Z ÒÅÁÌÉÚÕÅÔQ. åÓÌÉ jZj = dimq(Q) É Z ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ Q, ÔÏ ÎÁÚÏ×ÅÍ Z ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊË×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ Q.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A = fa1; : : : ; an+kg, B = fb1; : : : ; bn+kgÔÁËÉÅ, ÞÔÏ jAj = jBj = n + k, A \ B = ;, ÇÄÅ ÞÉÓÌÁ n 2 N , k 2 N0.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (þõí) Skn = (P;�)ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: 1) ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ èÁÓÓÅ þõí Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÎÉÖÎÅÊ ÄÏÌÅÊA É ×ÅÒÈÎÅÊ ÄÏÌÅÊB; 2) ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ai < bjÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ i = j + k + 1; j + k + 2; : : : ; j + k + n� 1, (ÉÌÉi 6= j; j + 1; : : : ; j + k), ÇÄÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ n+ k.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ þð � ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Skn.÷ ÒÁÂÏÔÁÈ �ÒÏÔÔÅÒÁ [2, 3℄ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ËÏÒÏÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁËþð Skn, ÇÄÅ n � 3, k � 0. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ËÏÒÏÎÙ S0n, n � 3, ÎÁÚÙ×ÁÀÔËÏÒÏÎÁÍÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ËÏÒÏÎ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏdimq(Skn) = k + n: (1)ðÏÚÄÎÅÅ [3, ÓÔÒ. 249℄ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (1), ×ÏÏÂÝÅÇÏ×ÏÒÑ, ÏÛÉÂÏÞÎÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÆÏÒÍÕÌÁ (1) ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈn � 3, k � 0, n > k. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÁ Ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÑ-ÍÏÊ ÓÕÍÍÙ S0n + T , n � 3, ÇÄÅ T | ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ þð ÔÁËÏÊ, ÞÔÏdimq(T ) � n. äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ dimq(S0n + T ) = n + 2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,dimq(S0n + S0n) = n+ 2.ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ (ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ) ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄ-ËÏ× T1 É T2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T1 + T2 [4, ÓÔÒ. 153℄. ðÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ n ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÈ þð T ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ nT . ðÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �Ï-ÒÑÄËÏ× T1 É T2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ T1 � T2, ÓÍ. [4, ÓÔÒ. 153℄. ðÏÒÑÄËÏ×ÁÑÓÕÍÍÁ n ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ þð T ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �nT .255



þð �, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ.þð � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ P = A [ B,ÇÄÅ A 6= ;, B 6= ;, A \ B = ;, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 P ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑa < b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a 2 A, b 2 B. äÉÁÇÒÁÍÍÏÊ èÁÓÓÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏþð � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ � = �(A [ B;E) Ó ÄÏÌÑÍÉ A, B ÉÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÂÅÒ E = ffa; bg j a 2 A; b 2 B; a < bg. ï�ÒÅÄÅÌÉÍÆÕÎË�ÉÉ ' : A! 2B É  : B ! 2A ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ'(a) = fzjz 2 B; a < zg; a 2 A;  (b) = fuju 2 A; u < bg; b 2 B:ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ � Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ � = �(A [ B;E),ÇÄÅ E = ffa; bg j a 2 A; b 2 Bg � E. ðÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ ÉÚ ÄÏÌÉA × ÄÏÌÀ B ÇÒÁÆÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎßÅË�ÉÑ � : A ! B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏfa; �(a)g 2 �E.ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ Ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ä×Õ-ÄÏÌØÎÙÈ þð �ÏÌÅÚÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ � | Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ þð; ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ èÁÓÓÅ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ � = �(A [ B;E); ÉÍÅÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á: 1: j (z)j � 2 ÄÌÑ ×ÓÅÈ z 2 B: 2: åÓÌÉ  (z) �  (v);ÔÏ z = v ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ z; v 2 B: 3: óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ� ÉÚ ÄÏÌÉ A × ÄÏÌÀ B ÇÒÁÆÁ �; ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ z 2 A Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �( (�(z)) \ '(z) = f�(z)g; ÇÄÅ  (�(z)) = A �  (�(z));'(z) = B � '(z):�ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:i) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ z 2 A × ËÁÖÄÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Z ÞÁÓÔÉÞÎÏ-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ �; ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÇÁÎÔÅÌØ ; ÞÔÏ fzg['(z) � U()É f�(z)g [  (�(z)) � D(): ii) dimq(�) = jAj:�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ×ÓÅÈ n � 3; k � 0, n > k; Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdimq(Skn) = n+ k:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. äÌÑ ×ÓÅÈ n � 3 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:i) dimq(S0n) = n:ii) ëÁÖÄÁÑ Ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ËÏÒÏÎÙ S0n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÁÎ-ÔÅÌÉ faig [ (B � fbig)fbig [ (A� faig) ; i = 1; 2; : : : ; n: (2)iii) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ Ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÒÅÁ-ÌÉÚÁ�ÉÑ ËÏÒÏÎÙ S0n: çÁÎÔÅÌÉ ÜÔÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÚÁÄÁÎÙ (2):�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ n � 3: ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:256



i) dimq(S0n + �) = n+ 1:ii) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ Ä×Å ÎÁÉÍÅÎØÛÉÅ Ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÙÅ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ S0n + �: çÁÎÔÅÌÉ ÜÔÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ ÚÁÄÁÎÙ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍÉ (3)i = faig [ (B � fbig) [ fugfbig [ (A� faig) ; i = 1; 2; : : : ; n; n+1 = A [ Bfug ; (3)ÉÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ (4)i = faig [ (B � fbig)fbig [ (A� faig) [ fug ; i = 1; 2; : : : ; n; n+1 = fugA [ B : (4)�ÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ n � 3; ÔÏ dimq(S0n + (� + �)) = n+ 2:�ÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ n � 3; ÔÏ dimq(S0n + (� � �)) = n+ 2:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ n � 3; ÔÏ dimq(S0n + T ) = n + 2; ÇÄÅ T ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ þð ÔÁËÏÊ; ÞÔÏ dimq(T ) � n: ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ; dimq(S0n+S0n) = n+ 2:ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U = f1; 2; : : : ; ng; n � 4; 0 � k < l � n. õÒÏ×ÎÅ-×ÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÌÅÁÎÁ Bul(n) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉWr = fzjz � U; jzj = rg; r = 0; 1; : : : ; n:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ þð Tn;k;l, k 6= l, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Wk [Wl,ÇÄÅ aTn;k;lb ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ a � b. äÉÁÇÒÁÍÍÏÊ èÁÓÓÅ þð Tn;k;l Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ �n;k;l = �(Wk [ Wl; E), ÇÄÅE = ffa; bgja 2Wk; b 2Wl; a � bg:�ÅÏÒÅÍÁ 5. åÓÌÉ n � 4, ÔÏ dimq(Tn;1;n�2) = n.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. åÓÌÉ n � 4, ÔÏ dimq(Tn;2;n�1) = n.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. æÉÌÉÍÏÎÏ× ÷. à. ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ë×ÁÚÉÕ�ÏÒÑ-ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× // ÷ �ÅÞÁÔÉ.2. Trotter W. T. Embedding �nite posets in ubes // DisreteMath. | 1975. | V. 12. | ó. 165{172.3. Trotter W. T. Combinatoris and partially ordered sets: dimensiontheory // Baltimore and London: The Johns Hopkins University Press,1992.
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ï ðáòáó�òïæîï-ïò�ïçïîáìøîùèë÷áúéçòõððáè é çòáæáè�. ÷. ðÏ�Ï×ÉÞ (ëÉÛÉÎÅ×)ðÏÎÑÔÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÉÇÒÁÅÔ ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÔÅÏÒÉÉ ÌÁ-ÔÉÎËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, × ÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� É × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÉÌÏ-ÖÅÎÉÑÈ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. ðÒÉÜÔÏÍ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù, ÏÒÔÏÇÏ-ÎÁÌØÎÙÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÈ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÁÍ, ÉÌÉ Ä×Á �ÁÒÁÓÔÒÏÆÁ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ËÁË ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏ-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÉÌÉ�ÁÒÁÓÔÒÏÆÎÏ-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù).ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á | ÜÔÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ �ÁÒÁ (Q;A), ÇÄÅ Q | ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï, Á A | ÂÉÎÁÒÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ Q, É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ A(a; y) = b É A(x; a) = b ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉ-ÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ÉÚ Q. ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á (Q;A) ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ T -Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á (Q;+), ÅÅÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ',  É ÜÌÅÍÅÎÔ  2 Q ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ A(x; y) = 'x+ y+ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 Q [1℄.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉ�Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ ÌÁÔÉÎÓËÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ É ÞÔÏ Ó ËÁÖÄÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ (ÌÁÔÉÎÓËÉÍË×ÁÄÒÁÔÏÍ) Ó×ÑÚÁÎÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ ÛÅÓÔÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ)ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÌÉ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ× [2℄: A; rA; lA; rlA; lrA; sA,ÇÄÅ rA(x; y) = z , A(x; z) = y, lA(x; y) = z , A(z; y) = x É sA(x; y) =A(y; x), ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù (rlA =r (lA)). þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ× × � ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 1,2,3 ÉÌÉ 6 [3℄.ä×Å Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù (Q;A) É (Q;B) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ fA(x; y) = a; B(x; y) = bg ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b ÉÚ Q.íÎÏÖÅÓÔ×Ï � = fA1; A2; :::; Atg, t � 2, Ë×ÁÚÉÇÒÕ��, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å Ë×ÁÚÉ-ÇÒÕ��Ù ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.çÒÁÆ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÁÔÉÎÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× | ÜÔÏ ÇÒÁÆ,×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÁÔÉÎÓËÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, Á Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙ-ÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÁÔÉÎÓËÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.÷ ÓÔÁÔØÅ [4℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ Ó×ÑÚÅÊ�ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ× ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ L ÇÒÁÆÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÅÒÛÉÎÁ-ÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÙ, Á Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ. �ÁËÏÊÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ (�ÁÒÁÓÔÒÏÆÎÏÊ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØ-ÎÏÓÔÉ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ L. ðÒÏÂÌÅÍÁ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÇÏ Ó�ÅËÔÒÁ258



ÌÁÔÉÎÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ K6 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÅÝÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÊ.÷ [5℄ âÅÎÎÅÔ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÉÄÅÍ�ÏÔÅÎÔÎÙÅ ÌÁÔÉÎÓËÉÅ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÙ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ É �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÁ-ÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ n > 5074. ÷ [2℄ âÅÌÏÕÓÏ× �ÏËÁÚÁÌ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù, ×ÓÅ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÙ ËÏÔÏ-ÒÙÈ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, É �ÒÉ×ÅÌ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù.÷ [6℄ ÁÎÎÏÎÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï Ó�ÅËÔÒÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��, ×ÓÅ�ÁÒÁÓÔÒÏÆÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ (ÔÁËÉÅ Ë×Á-ÚÉÇÒÕ��Ù ÎÁÚ×ÁÎÙÔÏÔÁÌØÎÏ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÎÏ-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ÓÏËÒÁ-ÝÅÎÎÏ, totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÁÍÉ), É �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÞÔÏÂÙ T -Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á ÂÙÌÁ totCO-Ë×ÁÚÉ-ÇÒÕ��ÏÊ.ðÕÓÔØ � ? � ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �A ?� A, × �� ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÅÒÅÔÓÑ �Á-ÒÁÓÔÒÏÆ � , ÚÁÔÅÍ �ÁÒÁÓÔÒÏÆ �, ('+ )x = 'x+ x, Á " Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �A ?�A, ÔÏ s�A ?s�A.�ÅÏÒÅÍÁ 1. T -ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á (Q;A): A(x; y) = 'x+ y+ Ñ×ÌÑÅÔÓÑtotCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ'+", '�",  +",  �", '2+ ,  2+', '� , '+ ,  '�" Ñ×ÌÑÀÔÓÑ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ.ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏÞÉÓÌÁ n � 11, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ Ó 2,3,5 É 7, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ n.ìÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÎÏÍÕ ÇÒÁ-ÆÕ K6 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÁÔÉÎÓËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, �ÏÜÔÏÍÕÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ Ó�ÅËÔÒÁ ÌÁÔÉÎÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆK6 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.ë×ÁÚÉÇÒÕ��Õ (Q;A) ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÞÔÉ ÔÏÔÁÌØÎÏ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÎÏ-ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÉÌÉ �ÏÞÔÉ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ �ÑÔØ ÉÚÛÅÓÔÉ ÅÅ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ,ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �1 = fl; r; rl; lr; sg, �s = f1; r; l; rl; lrg ÅÅ �ÁÒÁÓÔÒÏ-ÆÏ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÁÒÙ �Á-ÒÁÓÔÒÏÆÏ×, ËÒÏÍÅ �ÁÒÙ (1; s), ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �l =f1; r; rl; lr; sg, �lr = f1; r; l; rl; sg ÅÅ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÔÏ-ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÁÒÙ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ×, ËÒÏÍÅ �ÁÒÙ (l; lr),ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �r = f1; l; rl; lr; sg, �rl = f1; r; l; lr; sg ÅÅ�ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ× ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ �ÁÒÙ�ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ×, ËÒÏÍÅ �ÁÒÙ (r; rl), ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ.259



îÁÚÏ×ÅÍ ÇÒÁÆ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù �Ï-ÞÔÉ �ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔÙÒÎÁÄ�ÁÔÉ ÒÅÂÅÒ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ìÀÂÏÊ �ÏÞÔÉ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Å ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÅÔ �ÏÞÔÉ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. T -ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á (Q;A): A(x; y) = 'x+ y+, ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÝÁÑÓÑ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 1ÔÏÌØËÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '� " ( � " ÉÌÉ '+ ) ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÁÒÙ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÏ× ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ2 �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ T -Ë×ÁÚÉÇÒÕ��, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �ÏÞÔÉ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÁÍÉ (ÎÏ ÎÅ totCO-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÁÍÉ), Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ �ÏÞÔÉ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÁÒÁÓÔÒÏÆÎÏÊ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ,ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kepka T., Neme P. T -quasigroups. I // Ata Universitatis. Car-olinae. Math. et Phys. | 1971. | V. 12, � 1. | P. 39{49.2. Belousov V. D. Parastrophi-orthogonal quasigroups // Quasi-groups and related systems. |2005. | V. 13, � 1. | P. 25{73.3. Lindner C. C., Steedly D. On the number of onjugates of a quasi-group // Algebra Univ. |1975. | � 5. | P. 191{196.4. Lindner C. C., Mendelsohn E., Mendelsohn N. S., Wolk B. Or-thogonal Latin square graphs // J. Graph Theory. | 1973. | � 3. |P. 325{328.5. Bennett F. E. On onjugate orthogonal idempotent Latin squa-res // Ars. ombinatoria. |1985. | � 19. | P. 37{50.6. Belyavskaya G., Popovih T. Totally onjugate-orthogonal quasi-groups // Abstrats of the 7-th International Algebrai Conferene inUkraine (Kharkov, 18{23 August, 2009). | P. 26{27.ï þéóìå ëìéëïóïþå�áîéê÷ k-úîáþîïí çéðåòëõâå÷. î. ðÏÔÁ�Ï× (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)ðÕÓÔØ Qk = f0; : : : ; k � 1g. k-úÎÁÞÎÙÍ n-ÍÅÒÎÙÍ ËÕÂÏÍ (ÇÉ�ÅÒËÕ-ÂÏÍ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Qnk . çÉ�ÅÒËÕÂÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÇÒÁÆ�Qnk ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (Qnk ; d),260



ÇÄÅ d | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ. ïÄÎÏÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ i,�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÕ (a1; : : : ; an) 2 Qnk , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË(a1; : : : ; ai�1;x; ai+1; : : : ; an) = f(a1; : : : ; ai�1; x; ai+1; : : : ; an) : x 2 QkgÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ËÌÉËÏÊ × ÇÉ�ÅÒËÕÂÅ �Qnk . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄ-ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ × ÇÉ�ÅÒËÕÂÅ Qnk ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ eQnk . üÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á eQnk ÕÄÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÓÌÏ×Á × ÁÌÆÁ×ÉÔÅQk [ fxg. ëÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ × Qnk ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒ ÎÅ �ÅÒÅÓÅ-ËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ (ËÌÉË). ðÒÉ k = 2 �ÏÎÑÔÉÅ ËÌÉËÏÓÏ-ÞÅÔÁÎÉÑ × Qn2 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó �ÏÎÑÔÉÅÍ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ.ëÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ B × ÇÉ�ÅÒËÕÂÅ Qnk ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉÎ ÇÉ�ÅÒËÕÂÁ ÎÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁ-ÎÉ, Ô. Å. Qnk = Sb2B b. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ B � eQnk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ-×ÅÒÛÅÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ jBj = kn�1. úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅÞÅÒÅÚ jAj ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.ëÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎË�ÉÀ, ÓÔÁ×ÑÝÕÀ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÚ Qnk ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ i ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁ-ÎÉ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÉÌÉ 0, ÅÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÉ × ÏÄÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f : Qnk ! f0; 1; : : : ; ng Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ, ÅÓÌÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀf(a1; :; ai�1; ai; ai+1; :; an) = i 6= 0 )8x 2 Qk f(a1; :; ai�1; x; ai+1; :; an) = i:÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ É Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÕÀËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÀ. ëÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 0 =2 f(Qnk). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Kk(n) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × Qnk É ÞÅÒÅÚ SKk(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÅÒ-ÛÅÎÎÙÈ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ÷ [3℄, ËÁË �ÒÑÍÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ [1℄ É[2℄, ÕËÁÚÁÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅ-ÔÁÎÉÊ ln jSK2(n)j = 2n�1(lnn�1+o(1)) �ÒÉ n!1. ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Kk(n; p) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ, �ÒÉÎÉÍÁ-ÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p, Ô. Å.Kk(n; p) = �f 2 Kk(n; p) : p = jfx 2 Qnk : f(x) = 0gjkn � :261



íÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÇÉ�ÅÒËÕÂÁÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ 0 < p < 1 É Kk(m; p) 6= ? ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ m. �ÏÇÄÁ jKk(n; p)j � nkn�1(1+o(1)) �ÒÉ n ! 1, ÇÄÅ = pk�1(1� p) ln 2.éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÀ F 2 (Kk(n; p))k, F =(f1; : : : ; fk). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ g[F ℄(x1; x2; : : : ; xn; z) =fz(x1; x2; : : : ; xn). þÁÓÔØ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ g[F ℄ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÙÍ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n+1. áËËÕÒÁÔÎÙÊ �ÏÄÓÞ£Ô ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÞÉ-ÓÌÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÔÁËÉÈ ÚÁÍÅÎ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÀ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÅÎËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. jSKk(n)j � nnkn�3 �ÒÉ n!1, ÇÄÅ n = ln 2(1+o(1))e .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f 2 Kk(n). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀef(x1; : : : ; xn+1) = �f(x1; : : : ; xn); ÅÓÌÉ f(x1; : : : ; xn) 6= 0;n+ 1; ÅÓÌÉ f(x1; : : : ; xn) = 0:îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ef 2 SKk(n). �ÏÇÄÁ jSKk(n)j � jKk(n � 1; p)jÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p, 0 < p < 1. ÷ÙÂÅÒÅÍ p = 1 � 1k . �ÏÇÄÁ pk�1 > 1=e É ÉÚÌÅÍÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.éÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ jSKk(n)j � nkn ÞÉÓÌÁ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ×Qnk , �ÏÜÔÏÍÕ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ln jSKk(n)j � kn lnn �ÒÉ n!1.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ08-01-00671. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÒÜÇÍÁÎ ì. í. îÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�É ÉÈ �ÅÒÍÁÎÅÎÔÏ× // äÏËÌ. áî óóóò. | 1973. | �. 211, � 1. |ó. 27{30.2. åÇÏÒÙÞÅ× ç. ð. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ ÄÌÑ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÏ× // óÉÂ. ÍÁÔ. ÖÕÒÎ. | 1981. | �. 22, � 6. | C. 65{71.3. ðÅÒÅÖÏÇÉÎ á. ì., ðÏÔÁ�Ï× ÷. î. ï ÞÉÓÌÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×ÙÈ�ÉËÌÏ× × ÂÕÌÅ×ÏÍ ËÕÂÅ // äÉÓËÒÅÔÎ. ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.óÅÒ. 1. | 2001. | �. 8, � 2. | C. 52{62.
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ï èáòáë�åòéúáãéé �åòîáòîùè íá�òïéäï÷á. í. òÅ×ÑËÉÎ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ P (S) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á S. óÉÓÔÅÍÁ I � P (S) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍM = (S; I), Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ I | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: � 2 I; ÅÓÌÉ A � B É B 2 I, ÔÏ A 2 I; ÅÓÌÉA;B 2 I É jAj > jBj, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ a 2 A n B ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B [ fag 2 I.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÚ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ A =2 I. íÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÙÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÁÚÁÍÉ, Á ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á | �ÉËÌÁÍÉ ÍÁ-ÔÒÏÉÄÁ.ðÒÉÍÅÒÙ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×.1. ðÕÓÔØ S | n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, k - ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÌÏÅ ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ 1 � k � n, É I = fA � S : jAj � kg. íÁÔÒÏÉÄ (S; I) ÎÁÚÙ×ÁÀÔÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ Uk;n.2. ðÕÓÔØ G| �ÒÏÓÔÏÊ ÇÒÁÆ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×ÅÒÛÉÎ V É ÒÅÂÅÒ E.�ÏÇÄÁ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÉËÌÏ× ÇÒÁÆÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ �É-ËÌÏ× ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ M(G) ÎÁ E, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÍÁÔÒÏÉÄÏÍ ÇÒÁÆÁ G. íÁÔÒÏÉÄ M ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ G, �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÒÏÉÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ M .3. ðÕÓÔØ S = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g, B | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ S, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ 3 ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× f1; 2; 3g, f1; 4; 7g, f1; 5; 6g, f2; 4; 6g, f2; 5; 7g, f3; 4; 5gÉ f3; 6; 7g. �ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÏÉÄ � Ó ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÂÁÚ B ÎÁ S ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ æÁÎÏ. MÁÔÒÏÉÄ � ÉÍÅÅÔ 7 ÔÏÞÅË É 7 �ÒÑÍÙÈ:f1; 2; 3g; f1; 4; 7g; f1; 5; 6g; f3; 6; 7g; f3; 4; 5g; f2; 4; 6g.íÁÔÒÏÉÄ, �ÏÌÕÞÁ-ÅÍÙÊ ÉÚ � ÚÁÍÅÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ f2; 4; 6g ÎÁ ÔÒÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅf2; 4g; f2; 6g É f4; 6g, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÞÅÒÅÚ ��.4. ðÕÓÔØ S = fa1; a2; b1; b2; 1; 2; d1; d2g, B | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÂÁÚ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÔÒÏÉÄÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ 4 ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× fa1; a2; b1; b2g,fa1; a2; 1; 2g, fb1; b2; d1; d2g, f1; 2; d1; d2g É fb1; b2; 1; 2g. �ÏÇÄÁ(S;B) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ ÷ÁÍÏÓÁ.íÁÔÒÏÉÄ M ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÍ ÎÁÄ �Ï-ÌÅÍ F , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F ÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : S �! V , �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ A � S ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ × M ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �jA ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É �(A) | ÌÉÎÅÊÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× × V .ðÕÓÔØ GF(q) | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ q. íÁÔÒÏÉÄ, �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÍÙÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ GF(2) ÉÌÉ GF(3), ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÉÌÉ ÔÅÒ-263



ÎÁÒÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÁÔÒÏÉÄÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÎÁÄ ËÁÖÄÙÍ �Ï-ÌÅÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍÉ (ÉÌÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍÉ). íÁÔÒÏÉÄ MÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÁÄËÁÖÄÙÍ �ÏÌÅÍ, ËÒÏÍÅ �ÏÌÑ GF(2). éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ�ÏÌÅÍ GF (2) É ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ ÄÒÕÇÉÍ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉËÉ, ÏÔÌÉÞÎÏÊ ÏÔ 2. íÁÔÒÏÉÄ �� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.íÁÔÒÏÉÄ ÷ÁÍÏÓÁ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ �ÏÌÅÍ, Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÒÏÉÄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ.íÎÏÇÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× ËÁÓÁÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÁ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÍÁÔÒÏÉÄÏ×. �ÁËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉÏÂÙÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÀÔ × ×ÉÄÅ: "óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ, ÎÏ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ, Ó�ÉÓÏË S ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÏÉÄ M ÌÅÖÉÔ ×ËÌÁÓÓÅ L ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ M ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÏÒÏ×, ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÉÚ S". XÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ó�ÉÓËÁ ÚÁ-�ÒÅÝÅÎÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× �ÏÌÕÞÅÎÙ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÍÁÔÒÏÉÄÏ×:Á) M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊÅÇÏ ÍÉÎÏÒ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ U2;4;Â) M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÒÎÁÒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÍÉÎÏÒÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ U2;5, �, Á ÔÁËÖÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÍ;×) M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÏÒÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ U2;4, � É Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÅÍÕ ��;Ç)M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÏÊÅÇÏ ÍÉÎÏÒ ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ U2;4, ÍÁÔÒÏÉÄÁÍ ÒÁÚÒÅÚÏ× �ÏÌÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×ëÕÒÁÔÏ×ÓËÏÇÏ K5, K3;3, � ÉÌÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÅÍÕ ��.èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Char(M) ÍÁÔÒÏÉÄÁM ÜÔÏ ÔÁËÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Char(M), ÞÔÏ p 2 Char(M) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÍÁÔÒÏÉÄ M ÌÉÎÅÊÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ p .ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ É 0. ðÒÏÂÌÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÉÚÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ: "ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁZ ÎÁÊÔÉ ÍÁÔÒÏÉÄÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÉÎÅÊÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÎÁÄ ×ÓÅÍÉ �ÏÌÑ-ÍÉ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ ÉÚ Q É ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ �ÏÌÅÍÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p, ÅÓÌÉ p =2 Q".õ. �ÁÔÔ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p 6= 2 É f2; pg � Char(M), ÔÏChar(M) = Z. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÉÍÏÓÔÉ ÎÅÂÉÎÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×.÷ ÄÏËÌÁÄÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÍÁÔÒÏÉÄ �. âÒÉÌÁ×ÓËÏÇÏ É ä. ëÜÌÌÉÓ Char(M) = f1103; 2089g, Á ÔÁËÖÅ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÍÁÔÒÏÉÄÙ.äÌÑ ËÌÁÓÓÁ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÏ×ÙÅ ÍÁÔÒÉÞ-264



ÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÏÉÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÄ �ÏÌÑÍÉGF (3), GF (4) É GF (5) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ, × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.íÁÔÒÉ�Á Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞ-ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÍÉÎÏÒÙ ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ �2i, ÇÄÅ i | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÌÏÅ.íÁÔÒÏÉÄ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁÄ �ÏÌÅÍÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍ. 6p1-ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÉ-ÎÏÒÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙ ËÏÒÎÑÍ ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù. 6p1-ÍÁÔ-ÒÏÉÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÏÉÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÏÌÂ�Á-ÍÉ 6p1-ÍÁÔÒÉ�Ù.ðÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:�ÅÏÒÅÍÁ. íÁÔÒÏÉÄ M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÏ Ä×ÏÉÞÎÙÍ É 6p1-ÍÁÔÒÏÉÄÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ�ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ M | ÔÅÒÎÁÒÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ M Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ:(i) M �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÔÒÉ;(ii) M | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ;(iii) M | �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÍÁÔÒÏÉÄ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÅ×ÑËÉÎ á. í. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÉÚÁ�ÉÑ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÍÁÔÒÏÉ-ÄÏ× // ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒ. ÁÎÁÌÉÚ. ÷Ù�. 8. | í.: íçõ, 1989. { ó. 6{37.2. Whittle G. On matroids representable over GF(3) and other�elds // Trans. Amer. Math. So. | 1997. | V. 349, � 2. | C. 579{603.3. Revyakin A. M. On some lasses of linear representable ma-troids // Formal Power Series and Algebrai Combinatoris: 12 Inter-national Conferene; proeedings (FPSAC'00), Mosow, Russia, June2000. { Berlin, N.Y.: Springer, 2000. | C. 564{574.4. Oxley J. G. Matroid theory. |N.Y.: Oxford University Press, 2006.ðïìîïã÷å�îùå òáóëòáóëéòá÷îïíåòîùè çéðåòçòáæï÷á. ð. òÏÚÏ×ÓËÁÑ, ä. á. ûÁÂÁÎÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÇÉ-�ÅÒÇÒÁÆÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×H = (V;E), ÇÄÅ V = V (H) ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,265



ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ, Á E = E(H) ÅÓÔØ ÓÏ-×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ËÁËÉÈ-ÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V , É ÜÔÉ �ÏÄÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ. çÉ�ÅÒÇÒÁÆ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ n ×ÅÒÛÉÎ.òÁÓËÒÁÓËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ × r �×ÅÔÏ× (r-ÒÁÓËÒÁÓ-ËÁ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏ�×ÅÔÎÏÊ ÄÌÑ H , ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÉÚ EÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÅÈ �×ÅÔÏ×. ÷ ÒÁÂÏÔÅ á. ÷. ëÏÓÔÏÞËÉ [1℄ ÂÙÌÁ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ p(n; r), ÒÁ×ÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ × ËÌÁÓÓÅ n-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ×,ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ �ÏÌÎÏ�×ÅÔÎÙÈ r-ÒÁÓËÒÁÓÏË, Ô.Å.p(n; r) = minfjE(H)j: H | n-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆ, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÎÏ�×ÅÔÎÙÈ r-ÒÁÓËÒÁÓÏËg.úÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ p(n; r) ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ × ÞÁÓÔ-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ r = 2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ p(n; 2) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ m(n), ÒÁ×ÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ ×ËÌÁÓÓÅ n-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ Ä×ÕÈ�×ÅÔÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË (ÒÁÓËÒÁÓËÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÇÉ�ÅÒÇÒÁ-ÆÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ). ðÒÏÂÌÅÍÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ m(n) ÂÙÌÁ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ × 1961 Ç. ð. üÒÄÅÛÅÍ É á. èÁÊÎÁÌÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄. äÌÑm(n) ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ:(p3� 1)� nlnn� 12 2n�1 � m(n) = p(n; 2) � e ln 22 n22n�1(1 + o(1)): (1)÷ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ×�ÅÒ×ÙÅ ÄÏËÁÚÁÌ ð. üÒÄÅÛ [3℄), ÎÉÖÎÀÀ |äÖ. òÁÄÈÁËÒÉÛÎÁÎ É á. óÒÉÎÉ×ÁÓÁÎ [4℄. äÁÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÄÅÎØ.ïÄÎÏ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÏÌÎÏ-�×ÅÔÎÏÊ r-ÒÁÓËÒÁÓËÉ Õ n-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ ÂÙÌÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ× 1973 Ç. ð. üÒÄÅÛÅÍ É ì. ìÏ×ÁÓÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏËÁÚÁÌÉÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ 2 � r � n É H | n-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆ.åÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ H �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ rn�1=(4(r �1)n) ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÂÅÒ, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÎÏ�×ÅÔÎÁÑ r-ÒÁÓË-ÒÁÓËÁ.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p(n; r) � rn�1=(4(r � 1)n), ÏÄÎÁËÏ,ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïp(n; r) � rn�1(r � 1)n = 1r � rr � 1�n : (2)266



úÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ p(n; r) ÉÍÅÅÔ ÔÅÓÎÕÀ Ó×ÑÚØ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ Ï �ÒÅÄ-�ÉÓÁÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓËÁÈ �ÏÌÎÙÈ r-ÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×. ï�ÉÒÁÑÓØ ÎÁ ÜÔÕÓ×ÑÚØ, ëÏÓÔÏÞËÁ �ÏÌÕÞÉÌ [1℄ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ p(n; r):1r e1n=r � p(n; r) � r e2n=r; (3)ÇÄÅ 1 É 2 | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,�ÒÉÞÅÍ 1 < 1, Á 2 > 4.îÁËÏÎÅ�, × ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÂÙÌÉ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÙ p(n; r) × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ r = 3:� nlnn�1=3�32�n � p(n; 3) � e ln 312 n2�32�n (1 + o(1)); (4)ÇÄÅ  | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ p(n; r). ÷ ÔÅÏÒÅÍÁÈ 2 É 3 ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÎÙ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ Ï�ÅÎÏË (4) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �×ÅÔÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ n � 2, r � 2 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïp(n; r) � p21� 34r � n(r � 1) lnn�1=3� rr � 1�n : (5)�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ r = r(n), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑÕÓÌÏ×ÉÀ r � 3. ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÆÕÎË�ÉÑ d = d(n) := r3=n2 ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  < 1=2 �ÒÉ×ÓÅÈ n > n0. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ' = '(n), ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ r É ÓÔÒÅÍÑÝÁÑÓÑ Ë ÅÄÉÎÉ�Å �ÒÉ n ! 1, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈn � n0 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïp(n; r) � 1r � rr � 1�n e (ln r) n2 +pn4 + 16n3r(r � 1)4(r � 1) ':ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 2 É 3 Ï�ÅÎËÉ p(n; r) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÕÌÕÞ-ÛÁÀÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ (2) É (3), × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ rÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ×ÅÌÉËÏ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë n (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, (5) ÕÌÕÞÛÁÅÔ(2) É (3) �ÒÉ r = r(n) = o (n= lnn)).åÝÅ ÏÄÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏ×ÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ×ÅÌÉÞÉÎÙ p(n; 3), ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 4.267



�ÅÏÒÅÍÁ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ,ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n � 3 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïp(n; 3) � � nlnn�1=2�32�n :îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÕÌÕÞÛÁÅÔ�ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (4). ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ �Ï-ÌÕÞÅÎÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎ-ËÉ p(n; 2) = m(n) (ÓÍ. (1)). ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ Ï�ÅÎËÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄonst (n= lnn)1=2 (r=(r � 1))n :òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ09-01-00294) É ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ íë{3429.2010.1. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kostohka A. V. On a theorem by Erd}os, Rubin and Taylor onhoosability of omplete bipartite graphs // Eletroni Journal of Combi-natoris. | 2002. | V. 9, � 1.2. Erd}os P., Hajnal A. On a property of families of sets // AtaMathematia of the Aademy of Sienes, Hungary. | 1961. | V. 12. |P. 87{123.3. Erd}os P. On a ombinatorial problem, II // Ata Mathematiaof the Aademy of Sienes, Hungary. | 1964. | V. 15, � 3{4. |P. 445{447.4. Radkakrishnan J., Srinivasan A. Improved bounds and algorithmsfor hypergraph two-oloring // Random Strutures and Algorithms. |2000. | V. 16, � 1. | P. 4{32.5. Erd}os P., Lov�asz L. Problems and results on 3-hromati hyper-graphs and some related questions // In�nite and Finite Sets, ColloquiaMathematia Soietatis Janos Bolyai, North Holland, Amsterdam. |1975. | V. 11. | P. 609{627.6. ûÁÂÁÎÏ× ä. á. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÒÁ×ÎÏ-ÍÅÒÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ× // éÚ×ÅÓÔÉÑ òáî. óÅÒÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ. |2007. | �. 71, ×Ù�. 6. | C. 183{222.
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ïâ ïäîïí ïâïâýåîééþéóåì âåòîõììé é üêìåòáá. á. óÁÒÁÎ�Å× (íÏÓË×Á)âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å f0; : : : ; Ng (Ô. Å.ÅÇÏ ÂÉÅË�ÉÉ × ÓÅÂÑ), ÇÄÅ N 2 Z+. �ÁËÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ(ÕÂÙ×ÁÅÔ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å fp; : : : ; qg � f0; : : : ; Ng, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ j =p; : : : ; q � 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �(j) < �(j + 1) (�(j) > �(j + 1)).ðÕÓÔØ n 2 N, i1; j1; : : : ; in; jn 2 Z+, N := i1 + j1 + : : : + in + jn.þÉÓÌÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ f0; : : : ; Ng, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÎÁ fs00k�1; : : : ; s0kgÉ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÈ ÎÁ fs0k; : : : ; s00kg ÄÌÑ k = 1; : : : ; n, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÁË:
(i1; j1; : : : ; in; jn). úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ s0k := i1 + j1 + : : : + ik, s00k :=i1 + j1 + : : :+ ik + jk.åÓÌÉ jn = 0, ÔÏ ÜÔÏÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ × ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 
 Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÏ 1.ìÅÍÍÁ 1. 
(p) = 1, 
(p; q) = (p+ q)!=(p!q!) �ÒÉ p; q 2 Z+.ðÏÈÏÖÁÑ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ | ÜÔÏ ÚÁÄÁÞÁáÎÄÒÅ: ÎÁÊÔÉ bn := 
(1; : : : ; 1) (n � 1 ÅÄÉÎÉ� × ÓËÏÂËÁÈ). åÓÌÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÁ âÅÒÎÕÌÌÉ Bn É ÞÉÓÌÁ üÊÌÅÒÁ En ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙxex � 1 = +1Xn=0 Bnn! xn; 1hx = +1Xn=0 Enn! xn;ÔÏ [1, ÇÌ. 3, x1℄b2n�1 = (�1)n�1n 22n�1(22n � 1)B2n; b2n = (�1)nE2n:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ 
 ÓÌÕÖÁÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ËÁË ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (ÓÍ. ÌÅÍÍÕ 1), ÔÁË É ÞÉÓÅÌ âÅÒÎÕÌÌÉ É üÊÌÅÒÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ n; i1; : : : ; in 2 N 
(i1; : : : ; in) = 
(i1�1; : : : ; in)+
(i1; i2 � 1; i3; : : : ; in) + : : :+
(i1; : : : ; in � 1):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀFn(x1; : : : ; xn) := +1Xi1=0 : : : +1Xin=0
(i1; : : : ; in)xi11 : : : xinn :îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 
(i1; : : : ; in) � (i1 + : : : + in)!=(i1! : : : in!) ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×Ù-×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÁÂÓÏ-ÌÀÔÎÏ) �ÒÉ jx1j + : : : + jxnj < 1. æÕÎË�ÉÑ Fn �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÄÒÏÂÎÏ-269



ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ, É ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÅÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÁÄÁÎÎÏÍ n. îÁ�ÒÉ-ÍÅÒ: F3(x1; x2; x3) = 1� x1 � x3(1� x1)(1� x3)(1� x1 � x2 � x3) ;F4(x1; x2; x3; x4) = 11� x1 � x2 � x3 � x4��� (1� x1)(1� x1 � x2 � x4)(1� x1 � x2)(1� x1 � x4) + (1� x4)(1� x1 � x3 � x4)(1� x1 � x4)(1� x3 � x4) � 1�:ïÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÏÂÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ 
 Ó 3; 4 É ÂÏÌÅÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ.íÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅÆÕÎË�ÉÉ: ÅÓÌÉ 
0(i1; : : : ; in) := 
(i1; : : : ; in)=(i1 + : : :+ in + 1)!, ÔÏGn(x1; : : : ; xn) := +1Xi1=0 : : : +1Xin=0
0(i1; : : : ; in)xi11 : : : xinn :ïÂÙÞÎÏ �ÏÄ ÜÔÉÍ ÔÅÒÍÉÎÏÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÀÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ ÄÌÑ 
(i1; : : : ; in)=(i1! : : : in!) | ÎÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÎÅÕÄÏÂÎÏ.
0(i1; : : : ; in) | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÒÅÄÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁf0; : : : ; i1 + : : : + ing �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ ÍÏÎÏ-ÔÏÎÎÏÓÔÉ. òÑÄ Gn ÕÖÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ) �ÒÉ ×ÓÅÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ n; i1; j1; : : : ; in; jn 2 N, N := i1 + : : :+ jn
0(i1; : : : ; jn) = 1N + 1 nXk=1
0(i1; j1; : : : ; ik � 1)
0(jk � 1; : : : ; in; jn);
0(i1; : : : ; jn) = 1N + 1 nXk=0
0(i1; j1; : : : ; jk � 1)
0(ik+1 � 1; : : : ; in; jn):áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ä×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Õ 
0. éÚ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÅÏÒÅÍ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÕÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ n; i1; : : : ; in 2 N, ÅÓÌÉ N := i1 + : : :+ in, ÔÏ
0(i1; : : : ; in) = 12(N + 1) nXk=0
0(i1; : : : ; ik � 1)
0(ik+1 + 1; : : : ; in):270



ðÒÉÍÅÎÉÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÉÀ Ë ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ. ðÕÓÔØ Xt; t 2Z | ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÒÁÓ�ÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ n 2 N, i1; j1; : : : ; in; jn 2 Z+, N := i1+ : : :+jn.�ÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ k = 1; : : : ; nXs00k�1 < Xs00k�1+1 < : : : < Xs0k > Xs0k+1 > : : : > Xs00k ;ÒÁ×ÎÁ 
0(i1; j1; : : : ; in; jn).îÁÚÏ×ÅÍ n 2 ZÔÏÞËÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÍÉÎÉÍÕÍÁ), ÅÓÌÉ Xn > Xn�1,Xn+1 (Xn < Xn�1; Xn+1). �ÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÞÅÒÅÄÕÀÔ-ÓÑ. äÁÌÅÅ ×ÓÀÄÕ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ 0 | ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. ðÕÓÔØ�0 | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ 0 ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, �1 | ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕ-ÍÁ, É Ô. Ä. �ÏÇÄÁ (�t) | ÓÔÒÏÇÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.ìÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ k0; : : : ; kn 2 N ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏPf�0 = k0; : : : ; �n = kng = 3
0(1; k0; : : : ; kn; 1).îÁ�ÒÉÍÅÒ, Pf�0 = kg = 3(k2 + 3k + 1)=(k + 3)!, E�0 = 3=2,V ar�0 = 6e� 63=4 � 0:560, Á orr(�0 ; �1) = (2e2� 8e+7)=(8e� 21) �0:0427.çÉ�ÏÔÅÚÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ:1n n�1Xk=0 �k ! E�0 = 32 ; n! +1:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÒÇÏÄÉÞ-ÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (�t). îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ �Ï�Ù-ÔÁÔØÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÔÅÓÔ ÎÁ Î.Ï.Ò. ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÎÁ-ÂÌÀÄÅÎÉÊ X1; : : : ; Xn. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óÁÞËÏ× ÷. î. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. | í.: éÚÄ-×Ï íãîíï, 2004.
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ï ëáîïîéþåóëéè ðòåäó�á÷é�åìñèëìáóóï÷ ðïäïâéñ íá�òéã ÷�ïòïçï ðïòñäëáîáä ëïìøãïí ãåìùè þéóåìó. ÷. óÉÄÏÒÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ [1℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÊ ÎÁÄ Z ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑ ÎÁÄ Z: éÎÔÅÒÅÓÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÕÞÉÔØÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× É ÎÁÊÔÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù.åÓÌÉ � 2 Z; ÔÏ ÄÌÑ �ÏÄÏÂÉÑ ÍÁÔÒÉ� A É B ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ �ÏÄÏÂÉÅ ÍÁÔÒÉ� A��E É B��E: ÷ÙÂÏÒÏÍ � ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØ-ÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉ�Ù A��E ÂÕÄÅÔÉÍÅÔØ ×ÉÄ �2 � d ÉÌÉ �2 � � � d: ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ �Ï-ÄÏÂÉÑ ÍÁÔÒÉ�, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ�2 � p2k+1; ÇÄÅ p { �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A = � a b �a � ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �2 � p2k+1; ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, k � 0.1) åÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a; b;  ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p; ÔÏ A �ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄZ ÍÁÔÒÉ�Å B = � a0 b00 �a0 � ; �ÒÉÞÅÍ, ÅÓÌÉ k � 1; ÔÏ a0 ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ p; b0 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p2; 0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p; Á ÅÓÌÉ k = 0; ÔÏ a0; b0ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p; 0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p:2) åÓÌÉ a;  ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p; b ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p É k � 0; ÔÏ A�ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄ Z ÍÁÔÒÉ�Å B = � a0 b00 �a0 � ; �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ k � 1; ÔÏa0 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p; b0 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p2; 0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p; Á ÅÓÌÉ k = 0;ÔÏ a0; b0 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p; 0 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p:ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù B0 = � pa0 p2b00 �pa0 � ; B00 =� pa00 p2b0000 �pa00 � ÉÍÅÀÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �2 � p2k+1;ÇÄÅ p { �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É 0; 00 ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p: ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ x2�py2 = �1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑÎÁ p: �ÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ�Ù B0; B00 �ÏÄÏÂÎÙ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ�ÏÄÏÂÎÙ ÍÁÔÒÉ�Ù A0 = � a0 b00 �a0 � ; A00 = � a00 b0000 �a00 � :272



ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(d) ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑ ÍÁÔÒÉ�, ÉÍÅÀÝÉÈÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ d(�) = �2 � d:�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, N(p) = t É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ x2�py2 = �1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁp; ÔÏ N(p2k+1) = (k+1)t: ðÕÓÔØ A1;j = � aj bjj �aj � ; j = 1; : : : ; t |�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑ ÄÌÑ k = 0; �ÒÉÞÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ j ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p: �ÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅ-ÌÅÊ (k + 1)t ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù Ak+1;it+j =� pkaj pk+ibjpk�ij �pkaj � ; i = 0; : : : ; k; j = 1; : : : ; t:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù Ak+1;it+j �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ �ÏÄÏÂÉÑ, Ô. Å. ÎÅ �ÏÄÏÂÎÙ �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ iÉ j: éÎÄÕË�ÉÑ �Ï k: ðÒÉ k = 0 ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏ ÉÚÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ k� 1: �Ï ÅÓÔØ �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅ-ÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÍÁÔÒÉ�Ù Ak;it+j Ó ÒÁÚÎÙÍÉ i É j ÎÅ �ÏÄÏÂÎÙ. ïÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù Ak+1;it+j = pAk;it+j ; i = 0; : : : ; k � 1 ÔÁËÖÅÎÅ �ÏÄÏÂÎÙ. äÁÌÅÅ, ÍÁÔÒÉ�Ù Ak;(k�1)t+j ÎÅ �ÏÄÏÂÎÙ �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ j�Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÚÎÁÞÉÔ, �Ï ÌÅÍÍÅ 2 ÍÁÔÒÉ�Ù Ak+1;kt+jÔÁËÖÅ ÎÅ �ÏÄÏÂÎÙ �ÒÉ ÒÁÚÎÙÈ j: ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÙAk+1;it+j Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ i ÎÅ �ÏÄÏÂÎÙ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ îïäÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù Ak+1;it+j ÒÁ×ÅÎ pk�iîïä(aj ; bj ; j): ðÒÉ ÒÁÚÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ i ÜÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÉÍÅÀÝÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅ-ÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �2 � p2k+1; k � 0; �ÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å Ak+1;it+j ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ i É j: óÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÉÍ ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï k: óÌÕÞÁÊ k = 0ÏÞÅ×ÉÄÅÎ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ: ËÁÖÄÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÉÍÅÀÝÁÑ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �2 � p2k�1; �ÏÄÏÂÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ak;it+j = � pk�1aj pk+i�1bjpk�i�1j �pk�1aj � ; i = 0; : : : ; k � 1; j = 1; : : : ; t:ðÕÓÔØ B = � a b �a � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÉÍÅÀÝÁÑ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �2� p2k+1; Ô. Å. a2+ b = p2k+1; k � 1: �ÏÇÄÁ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÕÞÁÑ:I) a � 0 (mod p);  � 0 (mod p); b � 0 (mod p);II) a � 0 (mod p);  6� 0 (mod p); b � 0 (mod p2);III) a � 0 (mod p);  � 0 (mod p2); b 6� 0 (mod p);IV) a 6� 0 (mod p);  6� 0 (mod p); b 6� 0 (mod p):I. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ B = pB0; �ÒÉÞÅÍ ÍÁÔÒÉ�Á B0 ÉÍÅÅÔ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �2 � p2k�1: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï �ÒÅÄ-273



�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ B0 �ÏÄÏÂÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å Ak;it+j =� pk�1aj pk+i�1bjpk�i�1j �pk�1aj � : îÏ ÔÏÇÄÁ B �ÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å Ak+1;it+j =pAk;it+j = � pkaj pk+ibjpk�ij �pkaj � :II. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ B = � pa0 p2b00 �pa0 � É ÍÁÔÒÉ�Á A0 =� a0 b00 �a0 � ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ �2 � p2k�1: úÎÁ-ÞÉÔ, �Ï �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ A0 �ÏÄÏÂÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ×É-ÄÁ Ak;it+j : �ÁË ËÁË 0 =  ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p; Á ÍÁÔÒÉ�Ù Ak;it+j�ÒÉ i = 0; : : : ; k � 2 ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p; ÔÏ A0 �ÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å ×ÉÄÁAk;(k�1)t+j = � pk�1aj p2k�2bjj �pk�1aj � ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j: �ÏÇÄÁ �Ï ÌÅÍ-ÍÅ 2 ÍÁÔÒÉ�Á B �ÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å Ak+1;kt+j = � pkaj p2kbjj �pkaj � :III. ÷ ÔÒÅÔØÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ�Á B ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÕÎËÔÕ 2) ÌÅÍ-ÍÙ 1, �ÏÜÔÏÍÕ B �ÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å C; ËÏÔÏÒÁÑ ÕÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ×ÔÏÒÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.IV. ÷ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁÔÒÉ�Á B ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÕÎËÔÕ 1) ÌÅÍ-ÍÙ 1, �ÏÜÔÏÍÕ B �ÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å C; ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ×ÔÏÒÏ-ÍÕ ÓÌÕÞÁÀ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, N(p) = 1 É ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ x2 � py2 = �1 ÎÅÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p; ÔÏ N(p2k+1) = k + 1: ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù Fi = � 0 p2k�i+2pi�1 0 � ;i = 1; : : : ; k + 1:òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ09-01-00545-a. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î., óÉÄÏÒÏ× ó. ÷. ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÕÚÏ×. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2006. | � 4. | ó. 57{64.
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ïðòåäåìé�åìø çòáíáâáúéóá ðòá÷ïçï íïäõìñíîïçïéîäåëóîïê �òáîóðïò�îïê úáäáþéå. â. �ÉÔÏ×Á (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)ðÕÓÔØ Q | �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, QN | ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Q, Á ZN | ÓÔÏÌÂ�Ù ÉÚ QN Ó �Å-ÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A � B | ËÒÏÎÅËÅ-ÒÏ×Ï �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� A É B; e1(n) = (1; 0; : : : ; 0)> | 1-Ê ÓÔÏÌ-ÂÅ� ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù En �ÏÒÑÄËÁ n; 1m�n | ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁm � n, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�. äÌÑ (M;N)-ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Q ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ RA = fx 2 QN ; Ax = 0g �ÒÁ×ÏÅÎÕÌØ-�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ�Ù A, Á ÞÅÒÅÚ R | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÅÇÏ ÂÁ-ÚÉÓ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ R | �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ N � (N � r)-ÍÁÔÒÉ�Á,ÇÄÅ r| ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù A. íÎÏÖÅÓÔ×Ï RZA = RA\ZN ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÁ×ÙÍÍÏÄÕÌÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ-�ÉÊ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù R ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × RZA, ÎÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ó ÎÉÍÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ. üÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉ-�Á R ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ (Ô. Å. îïä ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÒÁ×ÅÎ 1). ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ R ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÉÓÏÍ �ÒÁ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù A.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÁÔÒÉ�Ù A ÍÁÔÒÉ�Õ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ s-ÁÒÎÏÊ k-ÉÎÄÅËÓÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ T =Ts;k(n1; : : : ; nk) (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [1℄) Ó ÂÁÚÉÓÏÍ �ÒÁ-×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ Rs;k: ðÒÉ n1 = n2 = ::: = nk = n ÞÉÓÌÏ ÅÅ ÓÔÒÏËM = �ks�nk�s, ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌÂ�Ï×N = nk É ÒÁÎÇ rs;k =Pki=s �ki�(n�1)k�i.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÓÔÒÏË ÍÁÔÒÉ�Ù T ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÁ ÓÔÒÏË TA, jAj = rs;k; ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÊ ÍÉÎÏÒ,ÒÁ×ÎÙÊ 1. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ TRs;k = 0 , TARs;k = 0: éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄,ÞÔÏ j det(R>s;kRs;k)j = j det(TAT>A )j: äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù T ×ÙÞÉÓÌÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁdet(R>s;kRs;k):åÓÌÉ Q�n = � 11�(n�1)�En�1 � | ÍÁÔÒÉ�Á n� (n� 1) �ÏÒÑÄËÁ, ÔÏ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ Qn = [1n�1jQ�n℄; Qn = [e1(n)jQ�n℄:ìÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍ ÎÏÍÅÒÁ J = fj1; j2; : : : ; jkg (j� =1; : : : ; n� �ÒÉ � = 1; : : : ; k) ×ÅËÔÏÒÏ× qJ = qj1(n1) � : : : � qjk (nk) ÍÁ-ÔÒÉ�Ù Q = Qn1 � : : :�Qnk :�ÅÏÒÅÍÁ 1 [2℄. âÁÚÉÓ Rs;k(n1; : : : ; nk) �ÒÁ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù275



Ts;k ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× qJ ÍÁÔÒÉ�Ù Q, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÏÒ J = fj1; j2; : : : ; jkg ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (s�1) ÅÄÉÎÉ�.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ k É 1 � s � k � 1 ÍÁÔÒÉ�Õ �ÒÁ×ÏÇÏÍÏÄÕÌÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ Ä×ÕÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÈ ÂÌÏËÏ×:Rs;k(n1; : : : ; nk) = [Q�n1�Rs;k�1(n2; : : : ; nk)je1(n1)�Rs�1;k�1(n2; : : : ; nk)℄;ÇÄÅ R1;k(n1; : : : ; nk) = Q�n1 � : : :�Q�nk ; R(k; k; n1; : : : ; nk) = Q�n1�:::�nk :äÁÌÅÅ ×ÅÚÄÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n1 = : : : = nk = n.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁdet(R>s;kRs;k) = n(k�1s�1)(n�1)k�sdetn�1(R>s;k�1Rs;k�1) det(R>s�1;k�1Rs�1;k�1):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� R>s;kRs;k == " (Q�>n Q�n)� (R>s;k�1Rs;k�1) j 1(n�1)�1 � (R>s;k�1Rs�1;k�1)11�(n�1) � (R>s�1;k�1Rs;k�1) j R>s�1;k�1Rs�1;k�1 # :�ÁË ËÁË (Q�>n Q�n)Qn�1 = Qn�1Dn�1; ÇÄÅ Dn�1 = diag(n; 1; : : : ; 1)n�1;ÔÏ ××ÅÄÅÍ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÀÝÕÀ ÍÁÔÒÉ�ÕP = � Qn�1 �Ergs;k�1 j 00 j Ergs�1;k�1 � ;ÇÄÅ rgs;k | ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù Rs;k:ðÏÓËÏÌØËÕ P�1 � (R>s;kRs;k) � P �ÏÄÏÂÎÁ ÍÁÔÒÉ�Å R>s;kRs;k; ÔÏdet(R>s;kRs;k) = det(P�1 � (R>s;kRs;k) � P ) = detn�2(R>s;k�1Rs;k�1)�� det" n(R>s;k�1Rs;k�1) j R>s;k�1Rs�1;k�1(n� 1)(R>s�1;k�1Rs;k�1) j R>s�1;k�1Rs�1;k�1 # : (1)äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�ÁRs�1;k�1 = Rs;k�1 � � Ers�1;k�10rs;k�1�rs�1;k�1�rs�1;k�1 �Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×. ïÔÓÀÄÁ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊÓÔÏÌÂÅ� ÉÚ �ÒÁ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (1)276



�ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ n É × ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÂÌÏËÅ ÜÔÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÉÚ �ÒÁ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÂÌÏËÁ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÓËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ (n� 1) É × ÌÅ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÂÌÏËÅ. ÷ÙÞÔÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á �ÒÁ×ÏÊ �ÏÌÏÓÙ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÔÏÌÂÅ�ÌÅ×ÏÊ �ÏÌÏÓÙ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1=n. �ÏÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÍ:det(R>s;kRs;k) = detn�2(R>s;k�1Rs;k�1)�� det" n(R>s;k�1Rs;k�1) j 0(n� 1)(R>s�1;k�1Rs;k�1) j 1n (R>s�1;k�1Rs�1;k�1) # == nrgs;k�1�rgs�1;k�1 � detn�1(R>s;k�1Rs;k�1) � det(R>s�1;k�1Rs�1;k�1):�ÁË ËÁË rgs;k = nk � rs;k = nk � k�sPi=0 �ki�(n � 1)i; ÔÏrgs;k�1 � rgs�1;k�1 = �k�1s�1�(n � 1)k�s: ïÔÓÀÄÁ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ �Ï-ÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. det(R>s;kRs;k) = ns(ks)(n�1)k�s :òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 09-01-00545-Á. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÍÎÏÇÏÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔ-ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ: ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ �ÏÄÈÏÄ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ"äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ" (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË, 28 ÉÀ-ÎÑ { 2 ÉÀÌÑ 2004 Ç.). | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÚÄ-×Ï ÉÎ-ÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ,2004. | ó. 64{70.2. �ÉÔÏ×Á å. â., ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. âÁÚÉÓ �ÒÁ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÍÁÔÒÉ-�Ù ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÉÎÄÅËÓÎÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ // íÁÔÅÒÉ-ÁÌÙ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ 2003" (î. îÏ×ÇÏÒÏÄ,2003 Ç.). | C. 264{265.ëòá�þáêûéå íáòûòõ�ù é ðòåòù÷áîéñ÷ úáäáþå OPEN SHOP ó íáòûòõ�éúáãéåê íáûéîé. ä. þÅÒÎÙÈ (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ open shop ÚÁÄÁÎÙ m ÍÁÛÉÎ É n ÒÁÂÏÔ, ËÁ-ÖÄÁÑ ÒÁÂÏÔÁ Jj ÄÏÌÖÎÁ �ÒÏÊÔÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÛÉÎÅ Mi, É277



ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÚÁÎÉÍÁÅÔ pji ÅÄÉÎÉ� ×ÒÅÍÅÎÉ. ðÏÒÑÄÏË ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÎÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ. éÎÔÅÒ×ÁÌÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ ÏÄÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ É ÏÄÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎ-ÎÉÈ ÔÏÞÅË. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ, ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÅÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÚÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ×ÒÅÍÑ. úÁÄÁÞÁ open shopÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÉ m = 2 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP-ÔÒÕÄÎÏÊ �ÒÉm > 3 [1℄.÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉ open shop �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÍÁÛÉÎÁ, ÚÁ×ÅÒÛÉ× ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÄÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ, ÍÏÖÅÔ �ÒÉ-ÓÔÕ�ÉÔØ Ë ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÂÅÚ ÚÁÄÅÒÖËÉ. íÙ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÚÁ-ÄÅÒÖÅË: ÚÁÄÁÞÕ Ó ÍÁÒÛÒÕÔÉÚÁ�ÉÅÊ ÍÁÛÉÎ.úÁÄÁÞÁ open shop Ó ÍÁÒÛÒÕÔÉÚÁ�ÉÅÊ ÂÙÌÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ × [2℄.÷ ÜÔÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÒÁÂÏÔÙ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ × ÕÚÌÁÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÓÅÔÉ,Á ÍÁÛÉÎÙ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ, ÄÏÌÖÎÙ ÄÏÅÈÁÔØ ÄÏÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÚÌÁ. éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ×ÓÅ ÍÁÛÉÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ×ÙÄÅ-ÌÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÂÁÚÏÊ, É ÄÏÌÖÎÙ ÔÕÄÁ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ �ÏÓÌÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁopen shop Ó ÍÁÒÛÒÕÔÉÚÁ�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ NP-ÔÒÕÄÎÙÈÚÁÄÁÞ: ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ open shop É ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÉ-×ÏÑÖÅÒÁ (TSP). ÷ [2℄ �ÏËÁÚÁÎÁ NP-ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÕÖÅ ÄÌÑÄ×ÕÈ ÍÁÛÉÎ ÎÁ Ä×ÕÈ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÓÅÔÉ, Ô. Å. ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÏÔÄÅÌØ-ÎÙÅ \�ÏÄÚÁÄÁÞÉ" open shop É TSP ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ.äÌÑ ÜÔÏÊ \�ÒÏÓÔÏÊ" ÚÁÄÁÞÉ × [3℄ Ï�ÉÓÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ 6=5. äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÓÅÔÉ × [2℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ 74 -�ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑÓÌÕÞÁÑ Ä×ÕÈ ÍÁÛÉÎ É m+42 -�ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ó mÍÁÛÉÎÁÍÉ. îÏ×ÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ Ó ÕÌÕÞÛÅÎÎÙÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × [4, 5℄: ÄÌÑ m = 2 Ï�ÉÓÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó Ï�ÅÎËÏÊ 138 , ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÁÛÉÎ ÕÌÕÞÛÅÎÁ Ï�ÅÎËÁ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÉÚ [2℄ ÄÏ m+12 (�ÒÉ m > 3) É Ï�ÉÓÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ Ï�ÅÎ-ËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÏÒÑÄËÁ pm. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ m = 3 × [4℄ Ï�ÉÓÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍÓ Ï�ÅÎËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ 3518 .úÁÄÁÞÁ open shop Ó ÍÁÒÛÒÕÔÉÚÁ�ÉÅÊ É ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÊÞÁÓÔÉÞÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÓÅÔÉ: �ÏËÁÚÁÎÁ ÅÅ �Ï-ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ × ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ ÍÁÛÉÎ É NP-ÔÒÕÄÎÏÓÔØ× ÓÉÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÍÁÛÉÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ×ÈÏÄÁ [6℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ä×ÕÈ×ÅÒ-ÛÉÎÎÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÓÅÔÉ. äÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M = fM1; : : : ;MmgÍÁÛÉÎ, Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÂÏÔ J 1 É J 2, �ÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔ278



ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ × ÂÁÚÅ, Á ×ÔÏÒÏÅ | × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÚÌÅ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÎÏÍÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ � ÏÔ ÂÁÚÙ, J 1 [ J 2 = fJ1; : : : ; Jng. ëÁÖÄÁÑ ÍÁÛÉÎÁMi 2 M ÄÏÌÖÎÁ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Jj 2 J 1 [ J 2ÚÁ pji ÅÄÉÎÉ� ×ÒÅÍÅÎÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÁÛÉÎÁ ÄÏÌÖÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÕÚÌÅ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÅÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊÓËÏÒÏÓÔØÀ. ðÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÁÛÉÎÁ ÄÏÌÖ-ÎÁ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÎÁ ÂÁÚÕ. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ,ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÎÁ ÂÁÚÕ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÁÛÉÎÙ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ lmax = maxiPnj=1 pij | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÎÁÇÒÕÚËÕÍÁÛÉÎÙ, dkmax = maxj2J kPmi=1 pij | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÒÁÂÏÔÙ× ÕÚÌÅ J k, ÚÁ Fmax(S) | ÄÌÉÎÕ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÑ S.äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ×ÈÏÄÁ I ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÑ: S�(I) |Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ ÂÅÚ �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÊ, S��(I) | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ-�ÉÓÁÎÉÅ Ó ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÊ, S�1 (I) É S��1 (I) | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÑ Ó ÏÄÎÏÊ �ÏÅÚÄËÏÊ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÕÚÅÌ ÂÅÚ�ÒÅÒÙ×ÁÎÉÊ É Ó ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ïÞÅ×ÉÄ-ÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ �i(I)):�1(I) := Fmax(S��(I)) 6 �2(I) := Fmax(S��1 (I)) 6 Fmax(S�1 (I));Fmax(S��(I)) 6 �3(I) := Fmax(S�(I)) 6 �4(I) := Fmax(S�1 (I)):ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ Ï�ÔÉÍÕÍÁ ËÁ-ÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �ÏÓÔÁÎÏ×ÏË:Fmax(S��(I)) > �0(I) := maxflmax + 2�; d1max; d2max + 2�g:îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÍÏÇÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕ-ÇÁ ÕÞÁÓÔÎÉËÉ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÍÁÛÉÎ. äÌÑÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Im ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï m-ÍÁÛÉÎÎÙÈ×ÈÏÄÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �0(I) > 0, É ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÉÆij(m) := supI2Im �i(I)�j(I) ; 0 6 j < i 6 4 ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ (i = 3)&(j = 2):îÁÊÄÅÎÎÙÅ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ×ÏÄÑÔ-ÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÁÂÌÉ�Å:m Æ10 Æ20 Æ30 Æ40 Æ21 Æ31 Æ41 Æ42 Æ432 1 1 6/5 5/4 1 6/5 5/4 5/4 5/43 [ 87 ; 53 ℄ [ 76 ; 53 ℄ [ 43 ; 4925 ℄ [ 43 ; 7336 ℄ [ 76 ; 53 ℄ [ 43 ; 4925 ℄ [ 43 ; 7336 ℄ [ 43 ; 7336 ℄ [ 43 ; 7336 ℄1 6 2 6 2 6 3:5 6 3:5 6 2 6 3:5 6 3:5 6 3:5 6 3:5279



îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎ × ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÈÏÄÑ-ÝÉÍÉ �ÒÉÍÅÒÁÍÉ ÚÁÄÁÞÉ, Á ×ÅÒÈÎÉÅ | �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉÓ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ08-01-00370. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Gonzalez T., Sahni S. Open shop sheduling to minimize �nishtime // J. ACM 1976. | V. 23, � 4. | P. 665{679.2. Averbakh I., Berman O., Chernykh I. The routing open-shop prob-lem on a network: omplexity and approximation // European Journalof Operational Researh. | 2006. | V. 173, � 2. | P. 531{539.3. Averbakh I., Berman O., Chernykh I. A 65 -approximation algo-rithm for the two-mahine routing open-shop problem on a 2-node net-work. // European Journal of Operational Researh. | 2005. | V. 166,� 1. | P. 3{24.4. äÒÀË î. ó., ëÏÎÏÎÏ× á. ÷., óÅ×ÁÓÔØÑÎÏ× ó. ÷., þÅÒÎÙÈ é. ä.üÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ open shopÓ ÍÁÒÛÒÕÔÉÚÁ�ÉÅÊ ÍÁÛÉÎ // òÁÂÏÞÁÑ ÓÔÁÔØÑ.5. Chernykh I., Kononov A., Sevastyanov S. EÆient approximationalgorithms for the routing open-shop problem // Submitted to Comput-ers and Operations Researh.6. ðÑÔËÉÎ á. ÷., þÅÒÎÙÈ é. ä.. úÁÄÁÞÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÉ�Á Ó ÍÁÒÛ-ÒÕÔÉÚÁ�ÉÅÊ É ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅÍ �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÊ ÎÁ Ä×ÕÈ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ ÓÅÔÉ //íÁÔÅÒÉÁÌÙ IV ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "ðÒÏÂÌÅÍÙ Ï�ÔÉÍÉÚÁ-�ÉÉ É ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÊ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (ïÍÓË, 29 ÉÀÎÑ { 4 ÉÀÌÑ 2009). |ó. 158.ïâ f-÷åë�ïòáè òåçõìñòîùè �òéáîçõìñãéê�ïþåþîùè ëïîæéçõòáãéê÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ, ä. ÷. çÒÕÚÄÅ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)ðÏÌÕÞÅÎ ÒÑÄ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ Ñ×ÌÑÌÓÑ f-×ÅËÔÏÒÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÔÏÞÅÞ-ÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, É ×ÙÄ×ÉÎÕÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÙÈÕÓÌÏ×ÉÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ d-ÍÅÒÎÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË M � Rd, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ d-ÍÅÒÎÙÍ �ÏÌÉÔÏ�ÏÍ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ �i(M) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ i-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, i = �1; : : : ; d. ðÒÉ ÜÔÏÍ��1(M) = f;g É �d(M) = fMg. åÓÌÉ j�0(M)j = d+ 1, ÔÏ �ÏÌÉÔÏ� MÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ d-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ.280



÷Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË A0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [A0℄.ëÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË A = fa1; : : : ; ang � Rd, ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞ-ËÁ [A℄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ d-ÍÅÒÎÙÊ �ÏÌÉÔÏ�, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ d-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏ-ÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï d-ÍÅÒÎÙÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ad.�ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÅÊ d-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T = fS1; : : : ; Stg d-ÍÅÒÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× S1; : : : ; StÓ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ A, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ �ÏÌÉÔÏ� [A℄ É �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× ÉÚ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÇÒÁÎØÀ(×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÕÓÔÏÊ). ðÏÌÏÖÉÍ �i(T ) = Stj=1 �i(Sj) É fTi = j�i(T )j�ÒÉ i = �1; : : : ; d É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ��1(T ) = f;g É fT�1 = 1. ÷ÅË-ÔÏÒ fT = (fT0 ; fT1 ; : : : ; fTd ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ f-×ÅËÔÏÒÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ T ,Á �ÏÌÉÎÏÍ fT (�) =Pdi=�1 fTi �i+1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ f-�ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕ-ÌÑ�ÉÉ T . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ A ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T (A).éÚ [1℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�É T d-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉ-ÇÕÒÁ�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ T0 ; : : : ; Td+1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ fT (�) =Pd+1i=0 Ti �i(1 + �)d+1�i,�ÒÉÞ£Í T0 = 1 É Td+1 = 0. ðÏÌÏÖÉÍ Ti = 0 �ÒÉ �ÅÌÙÈ i � d + 2.÷ÅËÔÏÒ T = (T0 ; T1 ; : : : ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ -×ÅËÔÏÒÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ T .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ A = fa1; : : : ; ang 2 Ad É ÔÁËÉÅ �1; : : : ; �n 2 R,ÞÔÏ A0 = fa01; : : : ; a0ng 2 Ad+1, ÇÄÅ a0i = (ai; �i), i = 1; : : : ; n. �Å-�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T 0+ ÔÅÈ d-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ �ÏÌÉÔÏ�Á[A0℄, ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÎÏÒÍÁÌØ Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÉÍÅÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄ-ÎÀÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÇÒÁÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÍÉ, ÔÏT+ = f[ai1 ; : : : ; aid+1 ℄ : [a0i1 ; : : : ; a0id+1 ℄ 2 T 0+g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�É-ÅÊ ÉÚ T (A), ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ (regular, �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, [2℄). åÓÌÉ A 2 Ad É jAj = d + 1, ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑÉÚ T (A) = ff[A℄gg ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ [2℄.þÅÒÅÚ T Rd ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊd-ÍÅÒÎÙÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, Á ÞÅÒÅÚ HRd ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï -×ÅËÔÏÒÏ× ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÉÚ T Rd .�Å�ÅÒØ �ÒÉ×ÅÄ£Í Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ i-ÏÊ �ÓÅ×ÄÏÓÔÅ-�ÅÎÉ ÞÉÓÌÁ b [3℄, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ b Éi ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ b = �bii � +�bi�1i�1� + � � � + �bjj �, ÇÄÅ bi > bi�1 > � � � > bj � j � 1. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ281



b<i> = �bi+1i+1 � + �bi�1+1i � + � � � + �bj+1j+1 � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ i-ÏÊ �ÓÅ×ÄÏÓÔÅ�Å-ÎØÀ ÞÉÓÌÁ b. �ÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÍ 0<i> = 0.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ  =(0; 1; : : : ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ HRd , ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) 0 = 1, i � 0 �ÒÉ i = 1; : : : ; d É k = 0 �ÒÉ �ÅÌÙÈ k � d+ 1,2) b d+12  � b d+12 +1 � � � � � d É i� d+1�i � 0 �ÒÉ i = 1; : : : ; bd�12 ,3) i+1�j�i � (i�j+1�i)<i> �ÒÉ j = d; : : : ; 2d É i = 1; : : : ; b j2�1.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ 3 ÔÅÏÒÅÍÙ 1 �ÒÉ j = 2d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÍ [4℄ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ i+1 � (i)<i>, i = 1; : : : ; d � 1, ÄÌÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ  = (0; 1; : : : )Ñ×ÌÑÌÓÑ -×ÅËÔÏÒÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ d-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-�ÉÉ.çÉ�ÏÔÅÚÁ. õÓÌÏ×ÉÑ 1{3 ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÙÍÉ, ÎÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ×ÅË-ÔÏÒ  = (0; 1; : : : ) �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌ HRd .ïÂÏÚÎÁÞÉ× ÞÅÒÅÚ Z+ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É�ÏÌÏÖÉ× H 0d = f(0; 1; : : : ) 2 f1g � Zd+ � f0g1 : k � j+1�k �0; i+1 � j�i � (i � j+1�i)<i>; j = d; : : : ; 2d; k = 1; : : : ; b j2; i =1; : : : ; b j2 � 1g, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ×ËÌÀÞÅÎÉÀ HRd � H 0d, Á ÇÉ�ÏÔÅÚÁ 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á HRd = H 0d. ÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, �ÏÌÏÖÉ×H0d = f1g�Zbd2 + �f0g1,ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ [3℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ HRd \H0d = H 0d \H0d .òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ 09-01-00545-Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kleinshmidt P., Smilansky Z. New results for simpliial spherialpolytopes // Disrete and Computation Geometry. DIMACS Series inDisrete Mathematis and Theoretial Computer Siene. | 1991. |V. 6. | P. 187{197.2. Lee C. W. Regular triangulations of onvex polytopes // DI-MACS Series in Disrete Mathematis and Theoretial Computer Si-ene. 1991. | V. 4. | P. 443{456.3. Billera L. J., Lee C. W. A proof of the suÆieny of MMullen'sonditions for f -vetors of simpliial onvex polytopes. // Journal ofombinatorial theory. Ser A. | 1981. | V. 31. | P. 237{255.4. Maaulay F. S. Some properties of enumeration in the theory ofmodular systems // Proeedings of the London Mathematial Soiety. |1927. | V. 26. | P. 531{555. 282



íïóëï÷óëéê çïóõäáòó�÷åîîùê õîé÷åòóé�å�ÉÍÅÎÉ í. ÷. ìïíïîïóï÷á
íåèáîéëï-íá�åíá�éþåóëéê æáëõìø�å�
íá�åòéáìùX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ�äéóëòå�îáñ íá�åíá�éëáé åå ðòéìïöåîéñ�(íÏÓË×Á, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.)

éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõíÏÓË×Á 2010



M34õäë 519.7 éÚÄÁÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ �ÒÉ�ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÊ �Ï �ÒÏÅËÔÕ 10{01{06004{Çí34 íÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�(íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.) /ðÏÄ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ. | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2010. | 549 Ó.óÂÏÒÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ X íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓ-ËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�, �ÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÇÏ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ ÉÍÅÎÉ í.÷.ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á Ó 1 �Ï 6 ÆÅ×ÒÁ-ÌÑ 2010 Ç. �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 10{01{06004). äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× É ÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ×× ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.îÁÕÞÎÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅíá�åòéáìùX íåöäõîáòïäîïçï óåíéîáòá�äéóëòå�îáñ íá�åíá�éëá é åå ðòéìïöåîéñ�(íÏÓË×Á, íçõ, 1{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç.)ðÏÄ ÏÂÝÅÊ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ï. í. ëáóéí-úáäåòÅÄÁË�ÉÏÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á:ë. á. úÙËÏ×, ò. í. ëÏÌ�ÁËÏ×, ÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ, á. ÷. þÁÛËÉÎïÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÚÁ ×Ù�ÕÓË ÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎî/ëéä � 04059 ÏÔ 20.02.2001 ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ Ë �ÅÞÁÔÉ 10.03.2010. æÏÒÍÁÔ 60 � 90=16.âÕÍÁÇÁ ÔÉ�ÏÇÒ. � 1. ðÅÞ. Ì. 34,5. �ÉÒÁÖ 300 ÜËÚ.éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ. 119991, íÏÓË×Á, ìÅ-ÎÉÎÓËÉÅ ÇÏÒÙ, íçõ.ïÔ�ÅÞÁÔÁÎÏ Ó ÏÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔÁ × ÔÉ�ÏÇÒÁÆÉÉ ïïï �çÉ�ÒÏÓÏÆÔ�, íÏÓË×Á ëÏÌÌÅËÔÉ× Á×ÔÏÒÏ×, 2010



ðòåäéóìï÷éåX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÊ ÓÅÍÉÎÁÒ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉ-ÌÏÖÅÎÉÑ� �ÒÏÈÏÄÉÌ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõÉÍÅÎÉ í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á Ó 1 �Ï 6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2010 Ç. �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅòÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 10{01{06004{Ç).ïÒÇËÏÍÉÔÅÔÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÁ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÉ ÒÁÚÏÓÌÁÎÙÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ �ÉÓØÍÁ × ×ÅÄÕÝÉÅ ÎÁÕÞÎÙÅ �ÅÎÔÒÙ É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÙÓÔÒÁÎ óîç, ÏÔÏÂÒÁÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÄÏËÌÁÄÙ É ÓÏÏÂÝÅÎÉÑÄÌÑ ÚÁÓÌÕÛÉ×ÁÎÉÑ ÎÁ �ÌÅÎÁÒÎÙÈ É ÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÓÅÄÁÎÉÑÈ.óÅÍÉÎÁÒ ÓÏÂÒÁÌ ÂÏÌÅÅ 250 ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÂÏÌÅÅ 60 ÄÏË-ÔÏÒÏ× ÎÁÕË) ÉÚ 40 ÎÁÕÞÎÙÈ �ÅÎÔÒÏ× òÏÓÓÉÉ, âÅÌÁÒÕÓÉ, õËÒÁÉÎÙ,íÏÌÄÏ×Ù É áÚÅÒÂÁÊÄÖÁÎÁ.òÁÂÏÔÁ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �ÒÏÈÏÄÉÌÁ × ÛÅÓÔÉ ÓÅË�ÉÑÈ:| ÓÉÎÔÅÚ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×,�ÏÄÓÅË�ÉÉ:| ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ,| ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×,| ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ,| ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ,| ÔÅÏÒÉÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÚÁÝÉÔÙÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ÷ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ ÚÁÓÌÕÛÁÎÏ 18 �ÌÅÎÁÒÎÙÈ É 194 ÓÅË�ÉÏÎÎÙÈ ÄÏËÌÁÄÁ;ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÒÁÖÅÎÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÓÂÏÒÎÉËÅ.�ÅËÓÔÙ �ÕÂÌÉËÕÀÔÓÑ × Á×ÔÏÒÓËÏÊ ÒÅÄÁË�ÉÉ (ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÙ ÚÁÍÅÞÅÎ-ÎÙÅ Ï�ÅÞÁÔËÉ).
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ðÏÄÓÅË�ÉÑ��ÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×�
ï 2-ó÷ñúîïó�é ðïäíîïöåó�÷ ÷ óìïñèn-íåòîïê k-úîáþîïê òåûå�ëé�. ÷. áÎÄÒÅÅ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÅÛÅÎÉÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ äÅÄÅËÉÎÄÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄) ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØÉÇÒÁÀÔ 2-Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ. ÷ ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÏÓÔØ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× × k-ÚÎÁÞÎÏÊÒÅÛÅÔËÅ ÄÌÑ k � 2.ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ek = f0; 1; : : : ; k � 1g ÚÁÄÁÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �Ï-ÒÑÄËÁ \<", �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 0 < 1 < : : : < k� 1. äÌÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÉ× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÉÎÄÅËÓ k ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï En = f~a = (a1; : : : ; an) : ar 2 E; r = 1; : : : ; ng Ó ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ \�" ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÏÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊÒÅÛÅÔËÏÊ.÷ÅÌÉÞÉÎÁ k~ak =Pnr=1 ar ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÓÏÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ~a 2 En. íÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Eni = �~a 2 En : k~ak = i	 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ i-Í ÓÌÏÅÍ En.åÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ~� = (�1; : : : ; �p), ÔÏ ÇÒÁÎØÀ En ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï En~� = f~a 2 En : ar = �r; r = 1; : : : ; pg.âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÏÒÑÄÏË \�" ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å En, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ~a = (a1; : : : ; an) � ~b = (b1; : : : ; bn), ÅÓÌÉ ÌÉÂÏa1 < b1, ÌÉÂÏ a1 = b1; : : : ; at�1 = bt�1, at < bt ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t � 2.íÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅ-ÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ jAj ×ÅÒÛÉÎ ÓÌÏÑ Eni , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÍÏÔÒÅÚËÏÍ × Eni , ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ ìï.ìÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ (�ÒÁ×ÙÍ) ×Eni , ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÏÓÌÅÄÎÉÈ) ×ÅÒÛÉÎÓÌÏÑ Eni . óÏËÒÁÝÅÎÎÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ììï (ðìï).íÎÏÖÅÓÔ×Ï �A = f~u 2 Eni�1 : 9~a 2 A; ~u � ~ag ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊÍÎÏÖÅÓÔ×Á A � Eni . ðÏÌÏÖÉÍ �~a = �f~ag.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ GA = (A;EG), × ËÏÔÏÒÏÍ f~a;~bg 2 EG ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �~a\�~b 6= ;. íÎÏÖÅÓÔ×ÏA ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ,ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ GA Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄).283



òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ~a = (a1; : : : ; an) É ~b = (b1; : : : ; bn)ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ �(~a;~b) =Pnr=1 jar � brj.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �~a \ �~b 6= ; ÄÌÑ ~a;~b 2 Eni ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ �(~a;~b) = 2.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÓÑËÉÊ ììï × Eni Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ììï ÍÏÝÎÏÓÔÉ m × Eni ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Li(m).éÎÄÕË�ÉÑ �Ï m. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Li(1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ �Ï Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÀ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Li(m) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ �ÒÉ m � 1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Li(m + 1) É �ÏÌÏÖÉÍ ~a = Li(m + 1) n Li(m). ÷ ÓÉÌÕ�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅÒ-ÛÉÎÁ ~b 2 Li(m) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(~a;~b) = 2. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~b 2 Li(m)ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ~b � ~a.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ~ 2 Li(m). ðÏÓËÏÌØËÕ ~ � ~a, ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t � 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ r = ar �ÒÉ r < t É t < at. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÎÁÊÄÅÔÓÑ j > t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ j > aj , × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÅÒÛÉÎÙ~a É ~ ÌÅÖÁÌÉ ÂÙ × ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏÑÈ En. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈt, j ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 1 � t < j � n, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ at > 0, aj < k � 1.ðÏÌÏÖÉÍ ~b = (a1; : : : ; at�1; at�1; at+1 : : : ; aj�1; aj+1; aj+1; : : : ; an).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ~b � ~a É �(~a;~b) = 2, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Li(m+1)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ÷ÓÑËÉÊ ðìï × Eni Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Eni \En~� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ A = Eni \En~� . íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÏ ÓÌÏÀ En�pi�s × ÒÅÛÅÔËÅ En�p. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑììï, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÏÎ 2-Ó×ÑÚÅÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ × En.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A; ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �ÅÒ×ÙÈ jAj × ÌÅË-ÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Eni \ En~� ; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ2-Ó×ÑÚÎÙÍ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3.íÎÏÖÅÓÔ×Ï A; ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ jAj × ÌÅË-ÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Eni \ En~� ; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ2-Ó×ÑÚÎÙÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÎÁÂÏÒÙ ~�1; : : : ; ~�m ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ~�1 � : : : �~�m; ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Eni \ En~�r ÎÅ �ÕÓÔÏ �ÒÉ r = 1; : : : ;m, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ l ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒ r < l ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÌÉÂÏ(1) �(~�r ; ~�l) = 1; ÌÉÂÏ(2) �(~�r ; ~�l) = 2 É k~�rk = k~�lk:�ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �En~�1 [ : : : [ En~�m� \ Eni Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ.284



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ Ar = Eni \ En~�r , r = 1; : : : ;m. �ÏÇÄÁ�En~�1 [ : : : [ En~�m� \ Eni = A1 [ : : : [ Am.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A1; : : : ; Am �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É,× ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ar Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ.éÎÄÕË�ÉÑ �Ï m. ðÒÉ m = 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 2-Ó×ÑÚÎÙÍ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ m � 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A1 [ : : : [ Am Ñ×ÌÑÅÔÓÑ2-Ó×ÑÚÎÙÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = A1 [ : : : [ Am+1. ÷ ÓÉÌÕ �ÒÅÄ�ÏÌÏ-ÖÅÎÉÑ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ~a 2 Am+1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ~b 2 A nAm+1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �(~a;~b) = 2.ðÕÓÔØ ~a = (�m+11 ; : : : ; �m+1p ; ap+1; : : : ; an). ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒ r � m ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ~�r É ~�m+1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÌÉÂÏ (1),ÌÉÂÏ (2).åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (1), ÔÏ k~�rk = k~�m+1k � 1. åÓÌÉ ap+1 = : : : =an = k � 1, ÔÏ k~bk < k~ak ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ~b 2 Ar, ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔÔÏÍÕ, ÞÔÏ k~ak = k~bk = i. úÎÁÞÉÔ, aq � k�2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ q � p+1.ðÏÌÏÖÉÍ ~b = (�r1 ; : : : ; �rp; ap+1; : : : ; aq�1; aq+1; aq+1; : : : ; an). úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ~b 2 Ar, �ÏÓËÏÌØËÕ Ar = Eni \En~�r . éÚ (1) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ~b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ�(~a;~b) = �(~�r ; ~�m+1) + ��(ap+1; : : : ; an); (ap+1; : : : ; aq +1; : : : ; an)� = 2:åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (2), �ÏÌÏÖÉÍ ~b = (�r1 ; : : : ; �rp; ap+1; : : : ; an). úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ~b 2 Ar, �ÏÓËÏÌØËÕ Ar = Eni \ En~�r . éÚ (2) É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ×ÅÒÛÉÎÙ ~b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ �(~a;~b) = 2. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÉÊ ìï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ2-Ó×ÑÚÎÙÍ.ðÒÉ k = 2 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (En2;(0;1;1)[En2;(1;0;0))\En2;i. ïÎÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ìï, ÎÏ ��(0; 1; 1); (1; 0; 0)� = 3 > 2.åÓÌÉ ÖÅ k > 2, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Enk;(0;k�1)[Enk;(1;0))\Enk;i.ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ìï, ÎÏ ��(0; k � 1); (1; 0)� = k > 2.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ 10-01-00768.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óÁ�ÏÖÅÎËÏ á. á. ðÒÏÂÌÅÍÁ äÅÄÅËÉÎÄÁ É ÍÅÔÏÄ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 9. |í.: îÁÕËÁ, 2000. | C. 161{220.2. óÁ�ÏÖÅÎËÏ á. á. ï ÞÉÓÌÅ Ó×ÑÚÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÇÒÁÎÉ�Ù × Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ285



ÁÎÁÌÉÚÁ × ÒÅÛÅÎÉÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ÷Ù�. 45. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË,1987. | ó. 42{70.�òåèéîäåëóîùå �òáîóðïò�îùå úáäáþéó ÷ìïöåîîïê ó�òõë�õòïêì. ç. áÆÒÁÊÍÏ×ÉÞ, í. è. ðÒÉÌÕ�ËÉÊ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÒÅÓÕÒÓÏ×, ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÍÎÏÇÏÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÇÏ ÔÉ�Á. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÔÁËÉÈ ÚÁ-ÄÁÞ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ [1{4℄ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ó �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÍÉ �ÕÎË-ÔÁÍÉ, ÚÁÄÁÞÁ ÏÂßÅÍÎÏ-ËÁÌÅÎÄÁÒÎÏÇÏ �ÌÁÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÌÑ �ÏÄÒÁÚÄÅÌÅ-ÎÉÊ �ÒÅÄ�ÒÉÑÔÉÑ, ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ËÁÎÁÌÏ× �ÅÒÅ-ÄÁÞÉ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÏ×ÁÊÄÅÒÁÍÉ ÓÅÔÉ éÎÔÅÒÎÅÔ, ÚÁÄÁÞÁ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ�ÏÒÔÆÅÌÑ ÚÁËÁÚÏ× É ÄÒ. ïÄÎÉÍ ÉÚ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ �ÒÉÒÁÚÒÁÂÏÔËÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÉÎÄÅËÓ-ÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ-ÈÏÖÄÅÎÉÅ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× ÚÁÄÁÞ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ �ÏÔÏ-ËÏ×ÙÅ ÍÅÔÏÄÙ.äÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ× N(s) =fi1; i2; : : : ; isg É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M � 2N(s). �ÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ W (M) ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÍÎÏÇÏÉÎÄÅËÓÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÇÏ ÔÉ�Á Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÉÎÄÅËÓÏ× N(s) É ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ f 2M , ÉÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ �ÏÄÓÕÍ-ÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �Ï ×ÓÅÍ ÉÎÄÅËÓÁÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á f �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÎÄÅËÓÏ× ÉÚN(s)nf . îÅÕÍÅÎØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÄÅËÓ �ÒÉ-ÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. þÅÒÅÚ D(M) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÍÁÔÒÉ�Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ W (M).÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ W (M) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÙ ÌÉÛØ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ó�Å�ÉÆÉËÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÇÏ ÔÉ�Á) �ÏÚ×ÏÌÉÌÁ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÉÈÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë �ÏÔÏËÏ×ÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ [1℄.÷ ÒÁÍËÁÈ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ËÏÎ�Å��ÉÀ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉÚÁÄÁÞ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓËÁ �ÏÔÏËÁ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ, ××ÅÄÅÎÎÕÀ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄.286



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M , M � 2N(s), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ k-×ÌÏ-ÖÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÁ k �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× Mi = ff (i)1 ; f (i)2 ; : : : ; f (i)mig, i = 1; k, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f (i)j � f (i)j+1,j = 1;mi � 1, i = 1; k.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÞÁ W (M) Ó×ÏÄÉÌÁÓØ Ë ÚÁÄÁÞÅ�ÏÉÓËÁ �ÏÔÏËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï M ÂÙÌÏ 2-×ÌÏÖÅÎÎÙÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÞÁ W (M) Ó×ÏÄÉÌÁÓØ Ë ÚÁÄÁ-ÞÅ �ÏÉÓËÁ �ÏÔÏËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÁ-ÔÒÉ�Á D(M) ÂÙÌÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ W (M) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓËÁ�ÏÔÏËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ ÔÁËÖÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÚÁÄÁ-ÞÁ W (M 0), ÇÄÅ M 0 �M .õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ W (M) ÎÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÏÉÓ-ËÁ �ÏÔÏËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÏÉÍÏÓÔÉ, ÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑÚÁÄÁÞÁ W (M 0), ÇÄÅ M �M 0.ä×ÕÈÉÎÄÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÎÙÍ. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, �ÒÉ s = 2 ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÂÕÄÅÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ 2-×ÌÏÖÅÎÎÙÍ.äÁÌÅÅ �ÕÓÔØ s = 3 ÉN(s) = fi1; i2; i3g. ÷ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 22s = 256ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× M , Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 256 ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ "ÔÉ�Ï×" ÚÁÄÁÞ W (M). íÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ �Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ 2-×ÌÏ-ÖÅÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÚÄÅÓØ ÂÕÄÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ{ M+1 = ffi1; i2; i3g; fi1; i2g; fi1; i3g; fi1g; fi2g; ;g;{ M+2 = ffi1; i2; i3g; fi1; i2g; fi1; i3g; fi1g; fi3g; ;g;{ M+3 = ffi1; i2; i3g; fi1; i2g; fi1; i3g; fi2g; fi3g; ;g;{ M+4 = ffi1; i2; i3g; fi1; i2g; fi2; i3g; fi1g; fi2g; ;g;{ M+5 = ffi1; i2; i3g; fi1; i2g; fi2; i3g; fi1g; fi3g; ;g;{ M+6 = ffi1; i2; i3g; fi1; i2g; fi2; i3g; fi2g; fi3g; ;g;{ M+7 = ffi1; i2; i3g; fi1; i3g; fi2; i3g; fi1g; fi2g; ;g;{ M+8 = ffi1; i2; i3g; fi1; i3g; fi2; i3g; fi1g; fi3g; ;g;{ M+9 = ffi1; i2; i3g; fi1; i3g; fi2; i3g; fi2g; fi3g; ;g.287



âÙÌÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÉÓÔÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙ-ÍÉ:{ M�1 = ffi1; i2g; fi1; i3g; fi2; i3gg;{ M�2 = ffi1; i2; i3g; fi1g; fi2g; fi3gg;{ M�3 = ffi1; i2g; fi1g; fi2g; fi3gg;{ M�4 = ffi1; i3g; fi1g; fi2g; fi3gg;{ M�5 = ffi2; i3g; fi1g; fi2g; fi3gg.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÒÅÄÉ ÔÒÅÈÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÏÓÔÁÅÔ-ÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÍÉ{ M1 = ffi1g; fi2g; fi3gg;{ M2 = ffi1g; fi2g; fi3g; ;g.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÆÒÁÊÍÏ×ÉÞ ì. ç., ðÒÉÌÕ�ËÉÊ í. è. íÎÏÇÏÉÎÄÅËÓÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÓÕÒÓÏ× × ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ // á×ÔÏÍÁÔÉËÁ ÉÔÅÌÅÍÅÈÁÎÉËÁ. | 2006. | � 6. | ó. 194{205.2. áÆÒÁÊÍÏ×ÉÞ ì. ç., ðÒÉÌÕ�ËÉÊ í. è. íÎÏÇÏ�ÒÏÄÕËÔÏ×ÙÅ �ÏÔÏ-ËÉ × ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÙÈ ÓÅÔÑÈ // éÚ×ÅÓÔÉÑ òáî. �ÅÏÒÉÑ É ÓÉÓÔÅÍÙ Õ�ÒÁ-×ÌÅÎÉÑ. | 2008. | � 2. | ó. 57{63.3. ðÒÉÌÕ�ËÉÊ í. è. íÎÏÇÏËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÉÎÄÅËÓÎÙÅ ÚÁÄÁ-ÞÉ ÏÂßÅÍÎÏ-ËÁÌÅÎÄÁÒÎÏÇÏ �ÌÁÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ // éÚ×ÅÓÔÉÑ òáî. �ÅÏÒÉÑ ÉÓÉÓÔÅÍÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. | 2007. | � 1. | C. 78{82.4. ðÒÉÌÕ�ËÉÊ í. è. íÎÏÇÏËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏ-ÒÏÄÎÏÇÏ ÒÅÓÕÒÓÁ × ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ // á×ÔÏÍÁÔÉËÁ É ÔÅÌÅ-ÍÅÈÁÎÉËÁ. | 1996. | � 2. | ó. 139{146.ï íïýîïó�é âáúéóï÷ëïîó�òõë�é÷îùè ïðéóáîéê çòáæï÷å. ÷. âÕÒËÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× [1℄. îÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ× = ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÁÑ ÂÉÎÁÒÎÁÑ288



Ï�ÅÒÁ�ÉÑ � : = � = ! =, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÁÑÓÑ ÔÅÒÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉ-ÅÍ �0 � = � = � =: G1�G2 ! G , (G1; G2; G) 2 �0. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ�0 � = � = � = Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÂÉÎÁÒÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÓËÌÅÊËÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÙÈ (G1; G2; G) 2 �0 ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ G ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ó �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈÇÒÁÆÁÍ-Ï�ÅÒÁÎÄÁÍ G1 É G2. üÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ~G, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ �ÏÄÇÒÁ-ÆÁÍ G01 � G1 É G02 � G2; G01 �= G02, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄÇÒÁÆÏÍ ÓËÌÅÊËÉ,Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �0 ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓËÌÅÊËÉ. åÓÌÉ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÉÎÏÅ, ÓÞÉÔÁ-ÅÍ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓËÌÅÊËÉ ×ËÌÀÞÁÅÔ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÇÒÁÆÏ×,ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ.ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓËÌÅÊËÉ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ H �=�=�=, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �0 � H . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅÏ�ÅÒÁ�ÉÀ � ÎÁÚÙ×ÁÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ H-ÓËÌÅÊËÉ.ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ HS ÎÁ ×ÉÄ �ÏÄÇÒÁÆÁ ÓËÌÅÊËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ H 0S = fH1; H2; : : :g ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× ÓËÌÅÊËÉ É ×ËÌÀÞÁ-ÅÔ × ÓÅÂÑ ÔÁËÉÅ ÔÒÏÊËÉ (G1; G2; G), ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ó �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ �ÏÄÇÒÁÆÏ×, ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÙÈ G1 É G2, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÄÇÒÁÆ ÓËÌÅÊËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕHi 2 H 0S .ðÕÓÔØ P � = | ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.óÉÓÔÅÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ H = f(G1; G2; G)jG1; G2; G 2 Pg ÎÁÚÙ-×ÁÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ×. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓËÌÅÊËÉ �0H = �0\H ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓËÌÅÊËÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ P .çÒÁÆ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ H-ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ P , ÅÓÌÉ G 2 P ÉÌÉG ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ H-ÓËÌÅÊËÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï [P ℄H ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ H-ÓÕ�ÅÒ-�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ P , ÏÂÒÁÚÕÅÔ H-ÚÁÍÙËÁÎÉÅ P . åÓÌÉ [P ℄H = P , ÔÏP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ H-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÁÆÏ×.íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Be ÇÒÁÆÏ× ÉÚ P ÏÂÒÁ-ÚÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ H-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ P , ÅÓÌÉ [Be℄H = P .íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Bo = fH1; H2; : : :g, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÝÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ HS ÎÁ ×ÉÄ �ÏÄÇÒÁÆÁ ÓËÌÅÊËÉ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ[Be℄H\HS = P , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ H-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏËÌÁÓÓÁ P .óÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ H , ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ BeÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Bo ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ H-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ P .äÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ H-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÒÁÆÏ× P ÓÕ-289



ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Be [1℄ É �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅÏÄÉÎ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Bo [2℄. ÷ [1℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ ËÌÁÓÓÏ×ÇÒÁÆÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ É Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓÙ. éÚ-×ÅÓÔÅÎ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ×, ÉÍÅÀÝÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ É �ÏËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁ [3, 4℄, ÁÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ×, ÉÍÅÀÝÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ É Ï�ÅÒÁ�É-ÏÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓÙ [5℄. ÷Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ× Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ× P = fLiji � 1g[fCiji � 2g[ fC2i ji � 2g, ÇÄÅ Li | �ÒÏÓÔÁÑ �Å�Ø ÉÚ i ÒÅÂÅÒ, Ci |�ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ i, C2i | �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ i, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ËÒÁÔÎÙÈÒÅÂÅÒ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓËÌÅÊËÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ P ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:�0H = f(Li; Lj ; Lk)ji; j � 1;max(i; j) � k � i + jg[ f(Li; Lj ; Ck)ji; j �1;max(i; j) + 1 � k � i+ jg[ f(Ci; Ci; C2i )ji � 2g.üÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓH-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ P ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ Be = fL1g. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ L1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÓËÌÅÊ-ËÁÍÉ �Ï �ÏÄÇÒÁÆÕ K1 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �Å�Ø Li ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÌÀÂÏÊ�ÉËÌ Ci; i � 2 �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Li�1 É L1 ÓËÌÅÊËÏÊ �Ï �ÕÓÔÏÍÕ ÇÒÁÆÕ�K2, É, ÎÁËÏÎÅ�, ÌÀÂÏÊ Ä×ÏÊÎÏÊ �ÉËÌ C2i �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ Ci ÓËÌÅÊ-ËÏÊ �Ï �Ki. �ÁË ËÁË �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ C2i ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÓËÌÅÊËÉ �Ï�ÏÄÇÒÁÆÕ �Ki, × Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ËÌÁÓÓÁ P ×ÈÏÄÑÔ ×ÓÅ �ÕÓÔÙÅÇÒÁÆÙ �Ki; i = 2; 3; : : :. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ËÌÁÓÓÁ PÓÞÅÔÎÙÊ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× // äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1996. | �. 3, � 4. |ó. 33{63.2. âÕÒËÏ× å. ÷. ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁ-ÆÏ× // íÁÔÅÒÉÁÌÙ IX ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ", �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 75-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅ-ÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (18{23 ÉÀÎÑ 2007 Ç.). | í.: éÚÄ-×ÏÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007. | ó. 261{263.3. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á., âÕÒËÏ× å. ÷. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× // VI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ"äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (7{11 ÄÅËÁ-ÂÒÑ 2004 Ç.). | í., 2004. | C. 167{169.4. âÕÒËÏ× å. ÷. åÝÅ ÏÄÉÎ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ËÌÁÓÓÁ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ�ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× // XV ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ "ðÒÏÂÌÅÍÙ290



ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ" (2{7 ÉÀÎÑ 2008 Ç.). | ëÁÚÁÎØ: ïÔÅÞÅ-ÓÔ×Ï, 2008. | ó. 13.5. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. óÞÅÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÔÏ�ÏÌÏÇÉ-ÞÅÓËÉÈ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× // VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎ-ÆÅÒÅÎ�ÉÑ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (6{9 Á�ÒÅÌÑ 2009 Ç.). | í., 2009. | C. 127{129.éî�åçòáìøîïå ðòåäó�á÷ìåîéå äìñ þéóìáðïíåþåîîùè ëõâéþåóëéè çòáæï÷÷. á. ÷ÏÂÌÙÊ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ Cn |ÞÉÓÌÏ �ÒÏÓÔÙÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆÏ× Ó 2n �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. òÉÄ [1℄ �ÏÌÕÞÉÌ ÆÏÒÍÕÌÕCn = (2n)!6n nXi=0 2iXj=0 (�1)j(6i� 2j)!6jA�1(j)(3i� j)!(2i� j)!j!(n� i)!48i ;Ap(q) = [ q2 ℄Xk=0 pkq!(q � 2k)!k! :�ÅÏÒÅÍÁ 1. þÉÓÌÏ Cn ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅCn = 1p�6n Z 10 e�tpt (3t� 1)nH2n � t3 � 12�r 3t3t� 1! dt;ÇÄÅ Hn(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ üÒÍÉÔÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ó ÕÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ ÕÄ×ÏÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎ-Ë�ÉÉ É ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× üÒÍÉÔÁ ÉÍÅÅÍ:(6i� 2j)!(3i� j)! = 1p� 26i�2j�(3i� j + 12); (�1)jA�1(j) = Hj(�12):éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÉ É ÔÏÖ-ÄÅÓÔ×Ï ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× üÒÍÉÔÁ [3, Ó. 640℄:1Xj=0�mj �ujHj(x) = umHm(x+ 12u);291



�ÏÌÕÞÉÍCn = (2n)!p�6n nXi=0 (4=3)i(2i)!(n� i)!�� Z 10 e�tt3t�1=2 2iXj=0�2ij �� 32t�j Hj ��12� dt == (2n)!p�6n Z 10 e�tpt nXi=0 (3t)i(2i)!(n� i)!H2i � t3 � 12� dt:ó �ÏÍÏÝØÀ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× üÒÍÉÔÁ [3,Ó. 640℄: nXi=0 wiH2i(x)(2i)!(n� i)! = (w � 1)n(2n)! H2n�xr ww � 1�ÚÁ×ÅÒÛÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍCn(m) = 1p�2n Z 10 e�ttn�1=2 r1� 13t!m��Hm � t3 � 12�r 3t3t� 1! dt;�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ F (u; v) = P1n=0P1m=0 Cn(m)unvmn!m! | �ÒÏÉÚ-×ÏÄÑÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ Cn(m), ÔÏÇÄÁ ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏF (u; v) = 1p1� u=2� 2v=3 exp(�v2 � v � 23p2v3 � 3v2(1� u=2)):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × F (u; v) ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Cn(m) É�ÏÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÚÎÁËÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑF (u; v) = 1p� R10 e�tpt P1n=0 (tu=2)nn! �� 1Xm=0(vp1� 1=3t)mHm t=3� 1=2p1� 1=3t! dt:292



ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× üÒÍÉÔÁ ÉÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÄÌÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ �ÏÌÕÞÉÍF (u; v) = 1p� e�v2�v Z 10 exp(�t(1� u=2� 2v=3) + v2=3t) dtpt :÷ ÓÉÌÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ [2, Ó. 344℄Z 10 e�px�q=x dxpx =r�p e�2ppq ; <p > 0; <q > 0;�ÏÌÕÞÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÒÉ n!1 ×ÅÒÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁCn � e�22�n �32�n n!(2n)!ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Cn = Cn(2n): ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ�ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ Cn(m) �ÒÉ n ! 1 É m ! 1 ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑÔÅÏÒÅÍÁ âÅÎÄÅÒÁ [4, ÔÅÏÒÅÍÁ 3℄, Á ÔÁËÖÅ ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ, ÄÁÎÎÏÅ ×ÒÁÂÏÔÅ âÅÎÄÅÒÁ É òÉÞÍÏÎÄÁ [5℄.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ Cn �ÒÉ n ! 1 �ÏÌÕÞÅÎÁÅÝÅ òÉÄÏÍ [6, Ó. 209℄ × ×ÉÄÅ: Cn � e�2(6n)!288n(3n)! .ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ÄÌÑ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ òÉÄÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÏÊ, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ× ÔÅÏÒÅÍÅ 3. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Read R. C. The enumeration of loally restrited graphs. I // J.London Math. So. | 1959. | V. 34. | P. 417{436.2. ðÒÕÄÎÉËÏ× á. ð. É ÄÒ. éÎÔÅÇÒÁÌÙ É ÒÑÄÙ. �. 1. | í.: îÁÕËÁ,çòæíì, 1981.3. ðÒÕÄÎÉËÏ× á. ð. É ÄÒ. éÎÔÅÇÒÁÌÙ É ÒÑÄÙ. �. 2. | í.: îÁÕËÁ,çòæíì, 1983.4. Bender E. A. Central and loal limits theorems applied to asymp-toti enumeration // J. Combin. Theory. | 1973. | A15. | P. 91{111.5. Bender E. A., Rihmond L. B. Central and loal limits theoremsapplied to asymptoti enumeration. II. Multivariate generating fun-tions. | J. Combin. Theory. | 1983. | A34. | P. 255{265.6. èÁÒÁÒÉ æ., ðÁÌÍÅÒ ü. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÇÒÁÆÏ×. | í.: íÉÒ, 1979.293



ï òåáìéúáãéé îá�õòáìøîùè þéóåìéî÷áòéáî�áíé çòáæï÷á. â. äÁÊÎÑË (íÏÓË×Á)úÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÅÓÔÏ × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÚÁÎÉÍÁÀÔ ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎ-ÎÙÅ Ó Ï�ÅÎËÏÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÇÒÁÆÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÈÒÏÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÌÉËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×É ÄÒ. ÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ É ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁ-ÞÁ: ÎÁÊÔÉ ÇÒÁÆ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ ËÏÔÏÒÏ-ÇÏ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄). ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ�ÒÉÍÅÒÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ �ÅÌÙÈÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÜÔÏÔ ÎÁÂÏÒ ÓÔÅ�ÅÎÑÍ ×ÅÒ-ÛÉÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÇÒÁÆÁ [1, ÇÌ. 8℄.÷ ÓÁÍÏÍ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ðÕÓÔØ G | ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ×, Á � : G ! S É  : G ! T | ÚÁ-ÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÙ. úÁÄÁÞÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÔÁ-×ÉÔÓÑ ÔÁË: "ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉ s 2 S ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÇÒÁÆ G 2 G, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ�(G) = s?" åÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÉÍÅ-ÅÔ ÓÍÙÓÌ ÚÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ: "ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ s 2 S ÎÁÊÔÉ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÕ L(s) = inff (G) j G 2 G; �(G) = sg". ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁÚÁÄÁÞÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ G | ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈÇÒÁÆÏ×, Á � | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å G ÍÙ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÌÁÓÓÄ×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å � | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �Ï×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× (Í. Î. Í.). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×Ï�ÒÏÓÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÇÒÁÆÁ ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ: �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n � 4 ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ Í. Î. Í. ×ÇÒÁÆÅ-ËÏÒÏÎÅ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÅÍ Ò£ÂÅÒ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÇÏ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÉÚ �ÏÌÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Kn�2;n�2. òÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å  ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï�ÔÉÍÉ-ÚÁ�ÉÉ: "ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ L(n), ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ L(n) É ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×ÏÍ Í. Î. Í., ÒÁ×ÎÙÍ n". éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Í. Î. Í. × Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍÇÒÁÆÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÄÏÌÅÊ, ×Ù-ÔÅËÁÅÔõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n 2 N ÉÍÅÅÍ L(n) > log2 n.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ L(n) ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ G |Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(G) =k;  (G) = n. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÇÒÁÆÙ G1; : : : ; G5, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ�(G1) = 2k, �(G2) = 3k, �(G3) = 6k + 1, �(G4) = 6k + 3, �(G5) =6k+5,  (G1) = n+2,  (G2) = n+4,  (G3) =  (G4) =  (G5) = n+8.éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n, Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 1, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ294



�ÅÏÒÅÍÁ 1. L(n) 6 8 log6 n < 3:1 log2 n.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ G É ~G| Ä×ÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ×ÅÒÛÉÎ, É �ÕÓÔØ m; t 2 N. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ G0,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �(G0) = 2mt � �(G) + 2mt � 12t � 1 � �( ~G)� 2É  (G0) =  (G) +  ( ~G) + 2m(t+ 1)� 1.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÌÅÍÍÙ 2 ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ G |Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, É �ÕÓÔØ m; t 2 N. �ÏÇÄÁÎÁÊÄ£ÔÓÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ G0, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ�(G0) = 2mt � (�(G) + 1)� 1É  (G0) 6  (G) + 2mt+ 2m+ 4t� 1.äÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A(n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ×ÉÚ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÅÄÉÎÉ� × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ n. ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍÌÅÍÍÙ 3 ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A(n) =o(logn). �ÏÇÄÁ L(n) � 2 log2 n.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ:ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ L(n) � 2 log2 nÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n.òÁÂÏÔÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òææé, �ÒÏÅËÔ 10-01-00768-a.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. åÍÅÌÉÞÅ× ÷.á., íÅÌØÎÉËÏ× ï.é., óÁÒ×ÁÎÏ× ÷.é., �ÙÛËÅ-×ÉÞ ò.é. ìÅË�ÉÉ �Ï ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×. | í.: ëÎÉÖÎÙÊ ÄÏÍ "ìÉÂÒÏ-ËÏÍ", 2009.2. Czabarka E., Szekely L., Wagner S. The inverse problem for er-tain tree parameters // Disrete Applied Mathematis. | 2009. |V. 15 (157). | P. 3314{3319.3. Linek V. Bipartite graphs an have any number of independentsets // Disrete Mathematis. | 1989. | V. 2 (76). | P. 131{136.
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ðïó�òïåîéå � -æáë�ïòéúáãéê ðïìîïçï çòáæáé ðòïâìåíá òïóáç. á. äÏÎÅ�, ä. á. ðÅÔÒÅÎÀË (ëÉÅ×)òÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ H ÎÁ �ÏÄÇÒÁÆÙ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á G =g1; : : : ; gk, ÉÌÉ (H;G)-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ H ÎÁ �ÏÄÇÒÁÆÙ (ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ), ËÁÖÄÙÊ ÉÚËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔÚÁÄÁÞÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ (H;G)-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÁÎ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ H É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G? ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÉ�Ï× H É G �ÏÌÕ-ÞÉÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÁÚÁÄÁÞÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, Ô. Å. ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ (H;G)-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ. ðÏÄ-ÇÒÁÆ Gi ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÏÍ ÇÒÁÆÁ G, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ�ÏÄÇÒÁÆÁ Gi ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G. æÁËÔÏÒÉ-ÚÁ�ÉÅÊ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ, ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏÇÒÁÆÁ ÓÌÕÖÉÔ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, �ÏÌÎÙÊ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ G = Kn.æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÄÅÒÅ×Õ T , ÎÁÚÙ×ÁÀÔ � -ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ. ðÏÌÕÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÒÑÄËÁ n = 2k, ËÏÔÏÒÏÅÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ É ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑ-ÀÝÉÊ ËÏÎ�Ù �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ �ÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÉÚÏ-ÍÏÒÆÎÙÅ Ó×ÑÚÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ. éÈ ÍÏÖ-ÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ËÏÒÎÅ×ÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ, ËÏÒÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ { ËÏÎ�Ù�ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ �ÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á.ëÁË ×ÉÄÉÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ�ÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÄÅÒÅ×ÏÍ É ÅÇÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ �ÏÌÏ×ÉÎÏÊ. ïÄÎÉÍÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ � -ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ �ÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÏÂÏÒÏÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ. � -ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ ÄÅ-ÒÅ×ØÅ×, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ, ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ-×ÁÔØ �ÏÌÕÏÂÏÒÏÔÎÙÍÉ. éÄÅÑ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉÛÁÂÌÏÎÁ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÓÏÂÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÏÄÅÌÅÎÎÕÀ n = 2kÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÄÕÇÉ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÉ ÄÕÇÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ). �ÏÞ-ËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ 1; : : : ; n. ðÏÄ ÄÌÉÎÏÀ ÈÏÒÄÙÂÕÄÅÍ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÄÕÇ × ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚÄÕÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÜÔÁ ÈÏÒÄÁ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ðÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï � �ÏÒÑÄËÁ n = 2k ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ×�ÉÓÁÎÎÙÍ ×ÜÔÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ: Á) ÔÏÞËÉ ÄÅÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÅÒÅ-×Á � ; Â) ÒÅÂÒÁ ÄÅÒÅ×Á � ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ÈÏÒÄÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ; ×) ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÄÌÉÎÙ ÈÏÒÄÙ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÎÅ�ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÒÁ,ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÔ ÔÁËÕÀ ÄÌÉ-ÎÕ. åÓÌÉ T �ÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÒÑÄËÁ n = 2k, �ÒÁ×ÉÌØ-296



ÎÏ ×�ÉÓÁÎÎÏÅ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ � -ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀÇÒÁÆÁKn ÎÁ k ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÄÅÒÅ×Õ T . æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ×Ù-�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ (ÄÅÒÅ×Á T1) ×ÏËÒÕÇ �ÅÎÔÒÁÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ô. Å. Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÎÏÍÅÒÏ× ×ÅÒÛÉÎ �ÅÒ×ÏÊ ËÏÍ�Ï-ÎÅÎÔÙ ÎÁ 1 (mod n). ðÏ×ÏÒÏÔÙ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁÄÅÒÅ×Ï T1 ÎÅ �Ï×ÅÒÎÅÔÓÑ ÎÁ �ÏÌËÒÕÇÁ. ïÔÓÀÄÁ É ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÍÅÔÏÄÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ T -ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÍÕ ×�ÉÓÙ×ÁÎÉÀ ÄÅÒÅ×Á × ÛÁÂÌÏÎ. ðÒÉÎÉÍÁÑ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏ,ÞÔÏ �ÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÊ �Ï-ÌÏ×ÉÎÏÊ, �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ×�ÉÓÙ×ÁÎÉÀ �ÏÌÏ×ÉÎÙÄÅÒÅ×Á × �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÓ�ÅÛ-ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ×�ÉÓÙ×ÁÎÉÑ k-×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅ-×Á × �ÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÔÁË ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙÞÉÓÌÁÍÉ xi 2 (1; : : : ; k), ÞÔÏÂÙ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ËÏÄÏ× ÓÍÅÖ-ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (1; : : : ; k � 1). üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÏ-ÓÉÔ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ á. òÏÓÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ÷ÓÑËÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ k-×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅ-ÛÁÅÔ �ÒÏÂÌÅÍÕ á. òÏÓÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØX = (x1; : : : ; xk) 2 Nx.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ÷ÓÑËÏÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÄÅÒÅ×Á ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÁÑ (Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ) ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ X 0 = (x01; : : : ; x0k), ËÏÔÏÒÁÑ�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ �ÅÒÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ X 0i=k+1�xi (1� i�k).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ k-×ÅÒÛÉÎÎÁÑ Ú×ÅÚÄÁ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ�ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ, ÅÓÌÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ �ÒÉÓ×ÏÉÔØ ËÏÄ 1(ÉÌÉ k ÄÌÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ k-×ÅÒÛÉÎÎÁÑ �Å�Ø ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ�ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅÏÄÎÕ ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ ÄÅÒÅ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÕÓÅÎÉ�ÅÊ. üÔÏ ÔÁ-ËÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ × ÎÅÍ ×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (×ÅÒÛÉÎÙÓÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ 1) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × �Å�Ø. üÔÕ �Å�Ø ÎÁÚ×ÁÔØ ÓÔ×ÏÌÏÍ ÄÅ-ÒÅ×Á, Á ×ÉÓÑÞÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ { ÌÉÓÔØÑÍÉ ÄÅÒÅ×Á, �ÒÏÉÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÉÚ×ÅÒÛÉÎ ÓÔ×ÏÌÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. çÕÓÅÎÉ�Á ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ×ÅÒÛÉÎ.ïÎÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ �ÒÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÄÅÒÅ×ØÅ×.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. åÓÌÉ Ë ×ÅÒÛÉÎÅ Ó ËÏÄÏÍ 1 �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÚÁÎÕ-ÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÇÕÓÅÎÉ�Õ, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÄÅÒÅ×ÏÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ó ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ 18 ÄÏ-�ÕÓËÁÅÔ T -ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ.îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÄÅÒÅ×ØÅ×297



�ÏÒÑÄËÁ 9 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÇÕÓÅÎÉ�Ù. éÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÄÅÒÅ×ØÅ××ÓÅ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ �Å�É ÓÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ 5 ÉÌÉ 6 É ÇÕÓÅÎÉ�Ù. îÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ �Å�ÅÊ ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ f5(3) ÉÌÉ f6(3), ÞÔÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÅÇËÏ. äÌÑ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÄÅÒÅ×ØÅ× �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÎÁÊÄÅÎÁ "×ÒÕÞÎÕÀ", �ÕÔÅÍ �ÅÒÅÂÏÒÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÏÌÕÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ó ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ 20 ÄÏ-�ÕÓËÁÅÔ T -ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ.üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ É ÄÌÑ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ. îÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ �ÒÉÄÅÔÓÑ �ÒÉÂÅÇÎÕÔØ Ë �ÏÍÏÝÉ ×Ù-ÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÕÖÅ ÄÌÑ ÄÅÒÅ×ØÅ×�ÏÒÑÄËÁ 20{22 ÎÁÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑ ÔÅÈÎÉ-ÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÅÔÒÅÎÀË á. ñ. åËÓÔÒÅÍÁÌØÎi ÒÏÚËÌÁÄÉ �Ï×ÎÉÈ ÇÒÁÆi×: iÓÎÕ-×ÁÎÎÑ, �ÅÒÅÌiË. | äÉÓ. Ä-ÒÁ ÆiÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË: 01.05.01. { ë., 2002.ïóìáâìåîîùê úáëïî îõìñ éìé åäéîéãùäìñ óìõþáêîùè äéó�áîãéïîîùè çòáæï÷í. å. öÕËÏ×ÓËÉÊ (íÏÓË×Á)÷ 1960 ÇÏÄÕ á. üÒÅÎÆÏÊÈÔ [1℄ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ [2℄.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ � | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ïÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ËÌÁÓÓ ÓÔÒÕËÔÕÒ C ÎÁÄ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ S. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ k; ÞÔÏ ÅÓÌÉ A 2 C É B =2 C, ÔÏ Õ îÏ×ÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑÓÔÒÁÔÅÇÉÑ × ÉÇÒÅ EHR(A;B; k).óÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ G(N; p) (ÓÍ. [3℄) �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÕ ÎÕÌÑ ÉÌÉÅÄÉÎÉ�Ù [4{7℄, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á L �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: ÌÉÂÏ limN!1PN;p(G � L) = 0; ÌÉÂÏlimN!1PN;p(G � L) = 1: îÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1 × 1969 ÇÏÄÕ à. ÷. çÌÅÂ-ÓËÉÊ, ä. é. ëÏÇÁÎ, í. é. ìÉÏÇÏÎØËÉÊ É ÷. á. �ÁÌÁÎÏ× [4℄ �ÏÌÕÞÉÌÉÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁËÏÎ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù, ËÏÔÏÒÙÊ × 1976 ÇÏÄÕ ÂÙÌ ÎÅÚÁ-×ÉÓÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÎ ò. æÁÇÉÎÙÍ [5℄.
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�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ p = p(N) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ pN� ! 1�ÒÉ N !1 É (1� p)N� !1 �ÒÉ N !1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0, ÔÏÇÄÁÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÕ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù.�ÁËÖÅ × ÓÔÁÔØÅ [6℄ ó. ûÅÌÁ É äÖ. ó�ÅÎÓÅÒÁ Ï�ÉÓÁÎ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ×ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÄÞÉÎÑÀÝÉÈÓÑ ÚÁËÏÎÕ ÎÕÌÑ ÉÌÉÅÄÉÎÉ�Ù.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ p(N) = N��, ÇÄÅ � | ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ, 0 <� < 1, ÔÏÇÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÕ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù.ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ j 2 N É ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ S = (R1; :::; Rs). âÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ S, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ Ó �ÏÍÏÝØÀÓÉÍ×ÏÌÏ× ÉÚ S; ÓÉÍ×ÏÌÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ =; ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÑÚÏË :;);,;_;^; �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x; y; x1:::; Ë×ÁÎÔÏÒÏ× 8; 9, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏË×ÁÎÔÏÒÏ× ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ j, ÔÏ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ �ÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ë×ÁÎÔÏÒÙ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁËÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ �j .ðÕÓÔØ A É B | Ä×Å S-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÕÀ j-ÉÇÒÕüÒÅÎÆÏÊÈÔÁ EHRj(A;B; k) Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÕÎÄÏ× k ÉÄ×ÕÍÑ ÉÇÒÏËÁÍÉ, îÏ×ÁÔÏÒÏÍ É ëÏÎÓÅÒ×ÁÔÏÒÏÍ. ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØ-ÓÑ ÏÔ ÉÇÒÙ EHR(A;B; k) ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ k > j, ÔÏ îÏ×ÁÔÏÒ ÎÅÉÍÅÅÔ �ÒÁ×Á × ËÁÖÄÏÍ ÒÁÕÎÄÅ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ. ïÎ ×ÏÌÅÎ ×ÙÂÉ-ÒÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÂÕÄÅÔ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ,ÔÏÌØËÏ × �ÅÒ×ÏÍ ÒÁÕÎÄÅ. ÷Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÕÎÄÁÈ ÏÎ ÏÂÑÚÁÎ ×Ù-ÂÉÒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ × �ÅÒ×ÏÍ ÒÁÕÎÄÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.åÓÌÉ k � j, ÔÏ �ÒÁ×ÉÌÁ ÉÇÒÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ �ÒÅÖÎÉÍÉ.ðÕÓÔØ k 2 N, n = 4k. ðÏÌÏÖÉÍ N = Cn=2n . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆGdistN = (V distN ; EdistN ); × ËÏÔÏÒÏÍ V distN = fx = (x1; :::; xn) : xi 2f0; 1g; nPi=1 xi = n=2g; EdistN = �fx;yg 2 V distN � V distN : nPi=1xiyi = k� :�ÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ [8℄.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÄÉÓÔÁÎ-�ÉÏÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ G(GdistN ; p). úÄÅÓØ G(GdistN ; p) | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï G(GdistN ; p) = �
GdistN ;FGdistN ;PGdistN ; p� ; ÇÄÅ
GdistN = fG0N = (V0N ; E0N ) : V0N = VN ; E0N � ENg;FGdistN = 2
GdistN ;PGdistN ;p(G0N ) = pjE0N j(1� p)jGdistN j�jE0N j:ðÕÓÔØ fGNigi2N | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, jV (GNi)j = Ni. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ,299



ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× fG(GNi ; p(Ni))gi2N �ÏÄ-ÞÉÎÑÅÔÓÑ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÍÕ j-ÚÁËÏÎÕ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á Lj , Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �j , ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: ÌÉÂÏ limi!1PGNi ; p(G � Lj) = 0; ÌÉÂÏlimi!1PGNi ; p(G � Lj) = 1: âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÄÉÓÔÁÎ�É-ÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÍÕ j-ÚÁËÏÎÕ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù,ÅÓÌÉ ÜÔÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ �ÏÄÞÉÎÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× fG(GdistN(k); p(N(k)))gk2N:óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁÛÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ j | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ C | ËÌÁÓÓ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ S,Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ �j . óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏÅÓÌÉ A 2 C É B =2 C, ÔÏ Õ îÏ×ÁÔÏÒÁ ÅÓÔØ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ×ÉÇÒÅ EHRj(A;B; k).�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ p = p(N) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ pN� ! 1�ÒÉ N ! 1 É (1 � p)N� ! 1 �ÒÉ N ! 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ×Ù�ÏÌÎÅÎ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ3-ÚÁËÏÎ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ p = p(N) ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ pN� ! 1�ÒÉ N !1 É (1� p)N� !1 �ÒÉ N !1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0. ðÕÓÔØÔÁËÖÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ k 2 f2; 3g É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fnigi2N Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ni = 4k!i: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ fmigi2N; ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:8i 9j1; j2 ((j1 > i)^ (j2 > i)^ (4(k� 1)!jmi)^ (:(4k!jmj1 ))^ (4k!jmj2)):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁËÏÎÅ�, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ftigi2N×ÉÄÁ ti = 4k!i + 4(k � 1)!j; ÇÄÅ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ i ×ÅÌÉÞÉÎÁ j | ÜÔÏÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; :::; k � 1g:äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ i Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ni = Cni=2ni ; Mi = Cmi=2mi ,Ti = Cti=2ti : �ÏÇÄÁ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÄÉÓÔÁÎ�É-ÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× fG(GdistNi ; p)gi2N; fG(GdistTi ; p)gi2N ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÓÌÁ-ÂÌÅÎÎÙÊ (k + 2)-ÚÁËÏÎ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù, Á ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× fG(GdistMi ; p)gi2N ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ(k + 2)-ÚÁËÏÎ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Ehrenfeuht A. An appliation of games to the ompletness prob-lem for formalized theories // Fund. Math. | Warszawa, 1960. | 49. |300



ó. 121{149.2. ÷ÅÒÅÝÁÇÉÎ î. ë., ûÅÎØ á. ñÚÙËÉ É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. |í.: íãîíï,2000.3. Bollobas B. Random Graphs. | New York: Aademi Press, 1985.4. çÌÅÂÓËÉÊ à. ÷., ëÏÇÁÎ ä. é., ìÉÏÇÏÎØËÉÊ í. é., �ÁÌÁÎÏ× ÷. á.ïÂßÅÍ É ÄÏÌÑ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÕÚËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÉËÁ-ÔÏ× // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1969. | � 2. | ó. 17{27.5. Fagin R. Probabilities in �nite models // J. Symboli Logi |1976. | 41. | ó. 50{58.6. Shelah S., Spener J. H. Zero-one laws for sparse random graphs //J. Amer. Math. So. | 1988. | 1. | ó. 97{115.7. ó�ÅÎÓÅÒ äÖ., áÌÏÎ î. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ. |í.: âéîïí.ìÁÂÏÒÁÔÏÒÉÑ ÚÎÁÎÉÊ, 2007.8. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ É ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉ-ÓÌÁ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× // õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË. | 2001. |� 1 (56). | ó. 107{146.ïãåîëá þéóìá çòáæï÷ ÷ îåëï�ïòùèîáóìåäó�÷åîîùè ëìáóóáè÷. á. úÁÍÁÒÁÅ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÁÆÏ×.íÎÏÖÅÓÔ×ÏX ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÇÒÁÆÏ×, ÅÓÌÉ ÌÀ-ÂÏÊ ÇÒÁÆ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍÕ �ÏÄÇÒÁÆÕ ÇÒÁÆÁ ÉÚ X , ÔÁËÖÅ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X . ÷ÓÅ ÇÒÁÆÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ, Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ×ÅÒÛÉÎ f1; 2; : : : ; ng. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÊ ËÌÁÓÓ ÇÒÁ-ÆÏ× X ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ�ÏÄÇÒÁÆÏ×, �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉÎÑÔÏ �ÉÓÁÔØ, ÞÔÏ X = Free(M). ÷ [1℄ ÄÏËÁ-ÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÒÁÆÏ×,ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ×, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï:log2 jXnj = �1� 1(X)� n22 + o(n2); (1)ÇÄÅ (X) | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÉÎÄÅËÓÏÍ ËÌÁÓÓÁ X ÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ × [1℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÓÌÅÄ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ×, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ×, ÒÁÚÂÉ-×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÏÉ, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏÀ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÌÁÓÓÙ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÔÅÍ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÉÎÄÅËÓÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÍ301



ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÄÅËÓ, ÒÁ×ÎÙÊ ÅÄÉÎÉ�Å, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉÔÁÒÎÙÍ ÓÌÏ-ÅÍ. ÷ [1℄ Ï�ÉÓÁÎÙ ÔÁËÖÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏÑ. îÁ-�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ  = 2 ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ: ËÌÁÓÓÄ×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ×, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ë Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ(ËÏÄ×ÕÄÏÌØÎÙÈ), É ËÌÁÓÓ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ×. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÎÉ-ÔÁÒÎÙÊ ÓÌÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÎ ËÁË ÓÌÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ. õÎÉÔÁÒÎÙÊ ÓÌÏÊ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ  = 1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÎÅ ÄÁ£ÔÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ log2 jXnj, ÚÎÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÁÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, �ÒÉ ÜËÏÎÏÍÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ ËÌÁÓÓÁ X [2℄. ÷ ÔÏ ÖÅ×ÒÅÍÑ ÜÔÏÍÕ ÓÌÏÀ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÇÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ: ÌÅÓÁ, �ÌÁ-ÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, Ò£ÂÅÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ËÏÇÒÁÆÙ ÉÄÒ. ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ×ÉÚ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÓÌÏÑ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÍÑ ÚÁ�ÒÅÝ£Î-ÎÙÍÉ �ÏÄÇÒÁÆÁÍÉ. �ÁË ËÁË ËÌÁÓÓÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÓÌÏÀ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ,ÒÁ×ÎÙÍ ÅÄÉÎÉ�Å, ÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØÈÏÔÑ ÂÙ �Ï ÏÄÎÏÍÕ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÀ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ, ËÌÁÓÓÁ ËÏÄ-×ÕÄÏÌØÎÙÈ É ËÌÁÓÓÁ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ×. åÓÌÉ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÊ �ÏÄ-ÇÒÁÆ ÏÄÉÎ, ÔÏ ÔÁËÏÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÍ, ËÏÄ×ÕÄÏÌØ-ÎÙÍ É ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÍ. ÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÛÅÓÔØ ÇÒÁÆÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÀ-ÝÉÈ ÜÔÉÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ, ×ÓÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÍÉ �ÏÄÇÒÁÆÁ-ÍÉ ÇÒÁÆÁ P4. ëÌÁÓÓ Free(P4) ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎ. äÁÌÅÅ ÌÏÇÉÞÎÏ �ÏÓÔÁ-×ÉÔØ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÈ ËÌÁÓÓÏ× ÉÚ ÕÎÉÔÁÒÎÏÇÏ ÓÌÏÑ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÍÙÈ Ä×ÕÍÑ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÍÉ �ÏÄÇÒÁÆÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÉÎ ÉÚÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× ÄÏÌÖÅÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ä×ÕÍËÌÁÓÓÁÍ. îÁ ÔÅËÕÝÅÍ ÜÔÁ�Å ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ, ÕËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÉÎ ÚÁ�ÒÅÝ£ÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ É ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÊ,Á ×ÔÏÒÏÊ | �ÏÌÎÙÊ (Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÄ×ÕÄÏÌØÎÙÍ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÁ£ÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× × ËÌÁÓÓÁÈFree(K1;s+Op;Kq). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× × ËÌÁÓ-ÓÅ Ms;p;q = Free(K1;s + Op;Kq) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÈÇÒÁÆÏ× × ËÌÁÓÓÅ Mt;t;t = Nt, ÇÄÅ t = maxfs; p; qg. åÓÌÉ ÍÙ �ÏÌÕ-ÞÉÍ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× × ËÌÁÓÓÅ Nt,ÔÏ ÜÔÁ ÖÅ Ï�ÅÎËÁ ÂÕÄÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ Ms;p;q. ðÏÜÔÏÍÕÚÄÅÓØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÙ Nt, ÜÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÉÎÄÅËÓÏ×. äÁÌÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎA � V (G), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ G[A℄. þÅÒÅÚ R(q; p) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÉ-ÓÌÏ òÁÍÓÅÑ Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q É p, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ×ÓÑËÉÊ ÇÒÁÆ Ó ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÍÅÎÅÅ R(q; p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÂÏKq, ÌÉ-ÂÏ Op × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÏÇÏ �ÏÄÇÒÁÆÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÌÁ×ÎÏÇÏ302



ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ G | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÉÚ ËÌÁÓÓÁFree(K1;p+Op;Kp), p � 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ V (G) = A1[� � �[Ar [ C ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) r < R(R(p; p) + 1; p);2) jAij � d, ÇÄÅ i = 1; r, d = p2p�1 + 2p(p� 1) + 1;3) Ai �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÕÓÔÏÊ �ÏÄÇÒÁÆ, i = 1; r;4) G[C℄ 2 Free(Od;Kp).ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p, p � 2, ÞÉÓÌÏ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ×ËÌÁÓÓÅ Np ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ nn, ÇÄÅ  | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ-×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÌÅËÓÅÅ× ÷. å. ïÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÎÔÒÏ�ÉÉ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1992. | �. 4,×Ù�. 2. | ó. 148{157.2. áÌÅËÓÅÅ× ÷. å. îÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ É ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁ-ÆÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 39. | í.: îÁÕËÁ, 1982. |ó. 151{164.÷ú÷åûåîîùå îåúá÷éóéíùå íîïöåó�÷á÷ çòáæáè ó ïçòáîéþåîîùíé íéîïòáíéòáóûéòåîîïê íá�òéãù éîãéäåî�îïó�éä. ÷. úÁÈÁÒÏ×Á (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ ÚÁÄÁÞÅ Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (÷îí) ÄÁÎ ÇÒÁÆÓ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ, ÉÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÉÍ ÓÕÍÍÁÒÎÙÍ ×ÅÓÏÍ. ðÕÓÔØ wi | ×ÅÓ ×ÅÒÛÉÎÙ i, i = 1; 2; : : : ; n.úÁÄÁÞÁ ÷îí ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ËÁË ÚÁÄÁÞÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÎÁÊÔÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ(x1; x2; : : : ; xn), ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Pwixi �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑÈ xi+xj � 1 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (i; j) É xi � 0; i = 1; : : : ; n: íÁ-ÔÒÉ�Á ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉÇÒÁÆÁ. ÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ [2℄ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ
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 > 0 ÚÁÄÁÞÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Õ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÑÔ , ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ. ÷ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÈ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÁÈ ÜÔÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÀ-ÝÉÅÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂ�Á �ÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÌÉ ÓÔÒÏËÉËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ×ÅÒ-ÎÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ (ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ) ÍÁÔÒÉ�Á ÚÁÄÁÞÉ | ÜÔÏÍÁÔÒÉ�Á ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ, Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÊ ÓÔÏÌÂ�Á ÉÚ ÅÄÉÎÉ�. üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÙÞÎÏÊÚÁÄÁÞÅ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (×ÓÅ ×ÅÓÁ ÒÁ×ÎÙ 1). úÄÅÓØ ÄÏËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ×ÅÓÏ×, Ô. Å. ÞÔÏÚÁÄÁÞÁ ÷îí ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÅÓÌÉ ÍÉÎÏÒÙ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ Ó ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ ×ÅÓÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ�Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.äÌÑ ÄÅÒÅ×Á T É ×ÅËÔÏÒÁ ×ÅÓÏ× w = (w1; w2; :::wn) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ D(T;w) ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁ-ÀÝÅÊÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂ�Á w Ë ÍÁÔÒÉ�Å ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÄÅÒÅ×Á.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [1℄.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ W1 É W2 | ÓÕÍÍÙ ×ÅÓÏ× ×ÅÒÛÉÎ × ÄÏÌÑÈ Ä×Õ-ÄÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á T .�ÏÇÄÁ D(T;w) = jW1 �W2j.äÌÑ ÇÒÁÆÁ G É ×ÅËÔÏÒÁ ×ÅÓÏ× w ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(G;w) ÍÁË-ÓÉÍÕÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÄÏÂÁ×ÌÅ-ÎÉÅÍ ÓÔÏÌÂ�Á w Ë ÍÁÔÒÉ�Å ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ T | ÄÅÒÅ×Ï Ó ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ k ÌÉÓÔØÑÍÉ, ÔÏM(T;w) � k=4 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ w.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ W1 É W2 | ÓÕÍÍÙ ×ÅÓÏ× ×ÅÒÛÉÎ × ÄÏ-ÌÑÈ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÒÅ×Á T , �ÒÉÞÅÍ W1 � W2. �ÏÇÄÁD(T;w) =W1 �W2. äÏ�ÕÓÔÉÍ,ÞÔÏ W1 �W2 < k=4.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÒÅ×Ï T 0, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÉÚ ÄÅÒÅ×Á T ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈÌÉÓÔØÅ× ÉÚ ÔÏÊ ÄÏÌÉ, ÇÄÅ ÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ. ðÕÓÔØ w0 | ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ×ÅÓÏ×, W10,W20 | ÓÕÍÍÁÒÎÙÅ ×ÅÓÁ ÄÏÌÅÊ × T 0.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.1. ÷ �ÅÒ×ÏÊ ÄÏÌÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k=2 ÌÉÓÔØÅ×. �ÁË ËÁË ×ÅÓ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1, ÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅW 01 �W1 � k=2 < W2+k=4�k=2 =W2 � k=4 < W2 =W 02. úÎÁÞÉÔ, D(T 0; w0) =W 02 �W 01 > k=4.2. ÷ÔÏÒÁÑ ÄÏÌÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÌÉÓÔØÅ×. �ÏÇÄÁW10 =W20,W20 � W2 � k=2 É D(T 0; w0) = W10 � W20 � W1 �W2 + k=2 �k=2. éÔÁË, ÅÓÌÉ D(T=w) < k=4, ÔÏ × ÄÅÒÅ×Å ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï T 0 ÓD(T 0; w0) > k=4. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅ�ÅÊ ËÁË ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÞÅÔ-ÎÏÍÕ �ÉËÌÕ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1 (ÛÉ�Ï×), ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏ-304



ÒÙÈ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ �ÉËÌÁ, �ÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ�ÉËÌÁ ÓÍÅÖÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ó ÏÄÎÉÍ ÛÉ�ÏÍ. çÒÁÆÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂ-ÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÒÁÚÏÂÝÅÎÎÙÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Bp;q ËÌÁÓÓ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ p ÒÁÚÏÂÝÅÎÎÙÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ �ÉËÌÏ× É ÒÅ-�ØÅ× Ó q ÛÉ�ÁÍÉ.ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ M(G;w) � k, ÔÏ G 2 Bblog2 k+1;4k+4.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ×ÅÓÔÎÏ [4℄, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×Å-ÌÉÞÉÎÁ ÍÉÎÏÒÁ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ ÒÁ×ÎÁ 2t, ÇÄÅ t |ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÏÂÝÅÎÎÙÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ �ÉËÌÏ× × ÇÒÁÆÅ. úÎÁÞÉÔ,ÅÓÌÉ M(G;w) � k, ÔÏ 2t � k É × ÇÒÁÆÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ blog2 kÒÁÚÏÂÝÅÎÎÙÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ �ÉËÌÏ×. åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÅ�ÅÊ Ó 4k+4ÛÉ�ÁÍÉ, ÔÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÚ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × ÎÅÍ �ÉËÌÁÜÔÏÔ ÒÅ�ÅÊ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÄÅÒÅ×Ï Ó ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 4k + 4 ÌÉÓÔØÑÍÉ.�ÏÇÄÁ, �Ï ÌÅÍÍÅ 2, M(G;w) � k + 1. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ p É q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÚÁÄÁÞÕ ÷îí ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G 2 Bp;q ÉÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ×ÅÓÏ× w.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 6 ÉÚ ÒÁÂÏÔÙ [1℄, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÊ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ) ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Bp;q �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ p É q. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÚ [1℄ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÌÑ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× (ÈÏÒÏÛÏÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÆÁËÔ) É ÄÌÑ �ÒÏÓÔÙÈ �ÉËÌÏ× (ÏÞÅ×ÉÄÎÁÑ). äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ó�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ×ÅÓÁÍÉ ÏÂÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄).éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 É ÌÅÍÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÚÁ�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÚÁÄÁÞÕ ÷îí ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G É ÌÀÂÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁ ×ÅÓÏ× w ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ M(G;w) � k .ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÌÅËÓÅÅ× ÷. å., úÁÈÁÒÏ×Á ä. ÷. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÇÒÁ-ÆÁÈ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÍÉÎÏÒÁÍÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÎ�ÉÄÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 2010. |�. 17. | C. 3{10.2. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. ëÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. | í.: îÁÕËÁ, 1995.3. Alekseev V. E., Lozin V. V. Independent sets of maximum weightin (p; q)-olorable graphs // Disrete Mathematis. | 2003. | V. 265. |P. 351{356. 305



4. Grossman J. W., Kilkarni D. M., Shohetman I. E. On the minorsof an inidene matrix and its Smith normal form // Linear Algebra andits Appliations. | 1995. | V. 218. | P. 213{224.ëïîó�òõë�é÷îùå ïðéóáîéñòáóýåðìñåíùè çòáæï÷í. á. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. éÓ-�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: V (G) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎÇÒÁÆÁ G; G(V 0) | �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ×ÅÒÛÉÎ V 0 2 V ; Kn | �ÏÌÎÙÊ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (K0 | ÇÒÁÆ, ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎ); G | ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G ÄÏ �ÏÌÎÏÇÏ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀÇÒÁÆÏ× [1℄. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÇÒÁÆÏ× = ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ=�= �! =, × ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑG ÄÏ�ÕÓ-ËÁÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ Ó �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ �ÏÄÇÒÁÆÏ×,ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÇÒÁÆÁÍG1 É G2. üÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅ-ÔÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ× G1 É G2 �Ï �ÏÄ-ÇÒÁÆÁÍ G01 � G1 É G02 � G2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ �ÏÄÇÒÁÆÕ ÓËÌÅÊËÉ ~G � G.ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓËÌÅÊËÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ G01 = G1 É (ÉÌÉ)G02 = G2. �ÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ ÎÅ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �ÏÌÕÞÁÔØÎÏ×ÙÈ ÇÒÁÆÏ× É �ÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ. �ÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏÇÒÁÆ G �ÏÌÕÞÅÎ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ ÇÒÁÆÏ×G1 É G2 �Ï �ÏÄÇÒÁÆÁÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ~G, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ G ( (G1 Æ G2) ~G. çÒÁÆ G ÍÏÖÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÔÁËÖÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ �ÏÄÇÒÁÆÏ× G01 � G1 É G02 � G2, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ~G, É Ó�ÏÓÏÂÁ ÉÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ Ó ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ�ÏÄÇÒÁÆÁÍÉ ~G ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÔÉ�Õ.ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÇÒÁÆÙ ÉÚ = ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ; H | ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ, ÏÂÅÓ�Å-ÞÉ×ÁÀÝÁÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÆÏ×. ï�Å-ÒÁ�ÉÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ H , ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÌÑËÒÁÔËÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ H-ÓËÌÅÊËÉ. çÒÁÆ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ H-ÓÕ�ÅÒ-�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ =, ÅÓÌÉ G 2 = ÉÌÉ G ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÇÒÁ-ÆÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á = �ÕÔÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊH-ÓËÌÅÊËÉ. ðÒÏ�ÅÓÓÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ306



H-ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ =. [=℄H | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ×, �Ï-ÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ = Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ H-ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ. ëÌÁÓÓ ÇÒÁ-ÆÏ× = ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ H-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ [=℄H = =. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÒÁÆÏ× =0 � =, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ �ÏÌÕ-ÞÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ× H-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ = Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊH-ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ Be. ï�ÅÒÁ�ÉÑ H-ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÇÒÁÆÏ×-Ï�Å-ÒÁÎÄÏ× ËÁÖÄÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ H-ÓËÌÅÊËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÇÒÁÆÕÉÚ Be. íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ H-ÓËÌÅÊËÉÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉ�Ï×, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÇÒÁÆÏ× Be×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ× H-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ =, ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÅÇÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÁ-ÚÉÓ Bo. ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× ÓËÌÅÊËÉ. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ H-ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏËÌÁÓÓÁ = Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÏÊ < H;Be; Bo >. H-ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ= ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Be É Bo ÓÏÄÅÒÖÁÔ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÆÏ×.çÒÁÆ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅV (G) = V1[V2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �ÏÄÇÒÁÆG(V1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ, ÁG(V2) |�ÕÓÔÙÍ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï V1 ÉÌÉ V2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÕÓÔÙÍ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×É-ÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÊ ÇÒÁÆ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÔÏ ×ÓÅ ÅÇÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ ÏÄÎÏÊ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÚÏÌÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁìÅÍÍÁ. ÷ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÏÍ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ G, jV (G)j = n; n � 3, ÎÅÑ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ �ÏÌÎÙÍ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÌÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ G0ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ jV (G0) \ V (Gi)j = jV (Gi)j � 1; 1 � i � l; l � n � 2; ÇÄÅGi, i = 1; l, ×ÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �ÏÌÎÙÅ �ÏÄÇÒÁÆÙ ÇÒÁÆÁ G.ðÏÄÇÒÁÆ G0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÏÒÎÙÍ. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÇÒÁÆÅ GÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ï�ÏÒÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× G0. ÷ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÉÈ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏ Ï�ÏÒÎÙÍÉ. ëÁÖÄÙÊ �ÏÄ-ÇÒÁÆ G0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ �ÏÌÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× × G. äÌÑÕ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ �ÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ G ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ï�ÏÒÎÙÍ.éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÊ ÇÒÁÆ G ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ H-ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÇÒÁÆÏ× Gi; i = 0; l, ÓÏÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ (: : : (G0 Æ G1) ~G1 Æ G2) ~G2 Æ : : : Æ Gl) ~Gl, ÇÄÅ ×ÓÅ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ �Ï �ÏÌÎÙÍ �ÏÄÇÒÁÆÁÍ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÉÍ G0 × ÇÒÁÆÅ-Ï�ÅÒÁÎÄÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ Ï�ÏÒÎÙÊ �ÏÄ-ÇÒÁÆ. þÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × �ÏÄÇÒÁÆÁÈ ÓËÌÅÊËÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍjV ( ~Gi)j = jV (Gi)j � 1, i = 1; l: ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ ÞÅÒÅÚ < H1 >. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 1. ëÌÁÓÓ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ× ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ < H1 >-ÚÁÍËÎÕÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Be = fK1;K2; : : :g É Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ307



ÂÁÚÉÓÏÍ Bo = fK0;K1; : : :g.ðÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓËÌÅÊËÉ �Ï ÎÅ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ �ÏÄÇÒÁ-ÆÁÍ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ×.ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× � H �-ÚÁÍËÎÕÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÂÁ-ÚÉÓÏÍ Be = fK1;K2g É Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Bo = fK0;K2g [1℄.÷ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ � H �-ÓËÌÅÊËÉ, ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ ~G,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÁÒÁ ÎÅÓÍÅÖÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ×. äÌÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÏÓÔÉ ÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ� H �-ÓËÌÅÊËÉ Ó ÔÅËÕÝÉÍ (ÉÓÈÏÄÎÙÍ) ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÍ ÇÒÁÆÏÍ G ÎÁ-ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ:1. ðÒÉ ÓËÌÅÊËÅ ÇÒÁÆÁ G Ó K2 �Ï ~G = K1 ×ÅÒÛÉÎÁ �ÏÄÇÒÁÆÁ K1 ×G ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏ Ï�ÏÒÎÏÊ.2. ðÒÉ ÓËÌÅÊËÅ ÇÒÁÆÁ G Ó K2 �Ï ~G = K2 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ�ÏÄÇÒÁÆÁ K2 × G ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÏ Ï�ÏÒÎÏÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉÞÅÒÅÚ � H2 �.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ëÌÁÓÓ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ× ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ � H2 �-ÚÁÍËÎÕÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Be = fK1;K2g É Ï�ÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÂÁ-ÚÉÓÏÍ Bo = fK0;K2g.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÌÁÓÓ Ó×ÑÚÎÙÈ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ× ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉ� H2 �-ÚÁÍËÎÕÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Be = fK1;K2g É Ï�ÅÒÁ�É-ÏÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ Bo = fK1;K2g.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× // äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1996. | �. 3, � 4. |ó. 35{63.ï ðïîñ�éé çïíïíïòæéúíá çòáæï÷é. â. ëÏÖÕÈÏ×, ÷. á. ñÒÏÛÅ×ÉÞ (íÏÓË×Á)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÁÆÏ× X É Y ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÎÅÓËÏÌØ-ËÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ. ÷ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÁÆÏ× X É Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅ � : X ! Y ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ, Á ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÁÆÁ X | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ X ! X . ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌÁ �ÒÏ×ÅÄÅÎÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÁÆÁ (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ) É ÉÚÕÞÅÎÙ308



Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-ÎÑÅÍ ÜÔÉ �ÏÎÑÔÉÑ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÄÏÂÎÕÀÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÂÕÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÎÁÄ ÎÉÍÉ. òÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÏÄÎÉÍ ÉÚÁ×ÔÏÒÏ× × [2℄.íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈÒ£ÂÅÒ, ÎÏ ÄÏ�ÕÓËÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÅ �ÅÔÅÌØ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ ÓÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎX ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅX ÂÉÎÁÒ-ÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅX | ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX�X . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ � � X�Y , Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÌÉÒÁÚÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ� : X ! X , � : X ! Y ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÂÉÎÁÒÎÙÅÏÔÎÏÛÅÎÉÑ. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � : X ! Y É � : Y ! Z ÏÓÕÝÅ-ÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï x(��) = (x�)� �ÒÉ x 2 X . þÅÒÅÚ �� ÍÙ ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: (a; b) 2 �� , (a; b) 62 �; Á ÞÅ-ÒÅÚ ��1 | ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: (a; b) 2 ��1 , (b; a) 2 �:ðÒÉ×ÅÄ£Í ÔÅ�ÅÒØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÇÒÁÆÏ×. ðÕÓÔØX , Y |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á � É � | ÂÉÎÁÒÎÙÅÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁ X É ÎÁ Y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ (ÏÂÙÞÎÙÍ) ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ,ÅÓÌÉ ÉÚ (a; b) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (a�; b�) 2 � . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× � : X ! Y ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Hom (X;Y ).çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÕÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ(a�; b�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ �a 2 a���1, �b 2 b���1,ÞÔÏ (�a;�b) 2 �. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÌÕÓÔÒÏÇÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � : X !Y ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ HHom (X;Y ).çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ(a�; b�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �a 2 a���1 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ�b 2 b���1, ÞÔÏ (�a;�b) 2 �. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÔÒÏÇÉÈ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× � : X ! Y ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ LHom(X;Y ).çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ(a�; b�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �a 2 a���1, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ �b 2 b���1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (�a;�b) 2 � É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÏÅ bb 2 b���1, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ba 2 a���1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ (ba;bb) 2 �. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ë×ÁÚÉÓÔÒÏÇÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×� : X ! Y ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ QHom(X;Y ).çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ (a�; b�) 2309



� ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (a; b) 2 �. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÒÏÇÉÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×� : X ! Y ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ SHom (X;Y ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÇÒÁÆÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌÉÓØ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍÉ, ÎÏ, ËÁË ÏÔÍÅÞÁÌÉ ÓÁÍÉ Á×ÔÏÒÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÍÏ-ÄÉÆÉËÁ�ÉÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÞÔÏ ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ × [1℄ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÏÎÑÔÉÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÒÁÆÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ × ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÎÁÑÚÙËÅ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ � : X ! Y | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏÇÄÁ:(i) � 2 Hom (X;Y ), �� � �� ;(ii) � 2 HHom (X;Y ), �� � �� & � \ (im�� im�) � ��1��;(iii) � 2 LHom (X;Y ), �� � �� & �� \ (X � im�) � ��;(iv) � 2 QHom(X;Y ) , �� � �� & �(� \ Y � im�) [ �(��1 \ Y �im�) � ���1���;(v) � 2 SHom (X;Y ), �� � �� & ����1 � �.åÓÌÉ X = Y , ÔÏ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÎ-ÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÁÆÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ EndX É SEndX Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÎÏÉÄÁ-ÍÉ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. B�other M., Knauer U. Endomorphism spetra of graphs // Dis-rete Mathematis. | 1992. | V. 109. | P. 45{57. (Postsript: DisreteMathematis. | 2003. | V. 270. | P. 329{331.)2. ñÒÏÛÅ×ÉÞ ÷. á. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÇÌÁÓÕÀÝÉÅÓÑ Ó ÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑÍÉ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ×ÅÓÔÎÉË �ÅÄ×ÕÚÏ× É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×÷ÏÌÇÏ-÷ÑÔÓËÏÇÏ ÒÅÇÉÏÎÁ. | 2009. | ÷Ù�. 11. | C. 135{142.ä÷á þáó�éþîùè ðáòïóïþå�áîéñ÷ ä÷õäïìøîïí çòáæå óðåãéáìøîïçï ÷éäáá. í. íÁÇÏÍÅÄÏ× (íÁÈÁÞËÁÌÁ)÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ Ó ÎÅÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÍÉ ÍÁÒÛÒÕÔÁÍÉ [1℄ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ èÏÌ-ÌÁ ÏÂ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÇÏ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍÇÒÁÆÅ [2, 8.13℄, ×ÏÓÔÒÅÂÏ×ÁÎÎÏÅ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÊ.310



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÄ ÒÅÂÅÒÎÏÊ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÏÊ ÇÒÁÆÁ × �×ÅÔÁ +1 É�1 �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÒÅÂÅÒ, ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÒÁÓËÒÁÛÅ-ÎÏ × ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ �×ÅÔÏ×: +1 ÉÌÉ �1. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔ-ÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÅ v É ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ × �×ÅÔ +1 (�1), ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ�+G(v) (��G(v)). òÅÂÅÒÎÕÀ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÇÒÁÆÁ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁ-�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÎÏÊ × ×ÅÒÛÉÎÅ v, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ�+G(v) � ��G(v) = 0 ÉÌÉ j�+G(v)� ��G(v)j 6 1:÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÞÅÒÅÚ �(S) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ,ÓÍÅÖÎÙÈ × Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ G = (X;Y;E) ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁS � X .�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ �ÒÏÓÔÏÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ G = (X;Y;E) ÕÄÏ-×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:jSj 6 2 j�(S)j ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ S � X ; (1)dGx = 2 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x 2 X ; dGy 6 5 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y 2 Y: (2)�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÄÇÒÁÆ G0 = (X;Y 0; E0) ÇÒÁÆÁ G, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X, É ÒÅÂÅÒÎÁÑ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÇÒÁÆÁ G, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ:(Á) dG0x = 1 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x 2 X; dG0y 6 2 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ y 2 Y 0;ÅÓÌÉ dGy > 4, ÔÏ dG0y = 2;(Â) ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ Y É ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÁ× ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ X;(×) ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ×ÅÒÛÉÎÅ Y , ÓÏÄÅÒ-ÖÁÔÓÑ Ä×Á ÒÅÂÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E0, ÔÏ �×ÅÔÁ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÒÅÂÅÒÒÁÚÌÉÞÎÙ.ðÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÏÄÇÒÁÆÁG0 = (X;Y 0; E0), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ (Á) ), ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ (1) É (2) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ X ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÅ ÎÁ Ä×Á ÔÁËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁXi, ÞÔÏ × �ÏÄÇÒÁÆÅ Gi = (Xi; Yi; Ei)ÇÒÁÆÁ G, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ Xi, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÎÏÅ�ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Xi × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Yi (ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ �ÁÒÏÓÏÞÅ-ÔÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ); i = 1; 2.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ0901-96504-Ò-ÀÇ-Á. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �ÁÎÁÅ× ÷. ó., óÏÔÓËÏ× à. î., óÔÒÕÓÅ×ÉÞ ÷. á. �ÅÏÒÉÑ ÒÁÓ�É-ÓÁÎÉÊ. íÎÏÇÏÓÔÁÄÉÊÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | í.: îÁÕËÁ, 1989.311



2. ó×ÁÍÉ í., �ÈÕÌÁÓÉÒÁÍÁÎ ë. çÒÁÆÙ, ÓÅÔÉ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ. | í.:íÉÒ, 1984.ðïþ�é-éî�åò÷áìøîáñ òåâåòîáñ 6-òáóëòáóëá(3,6)-âéòåçõìñòîïçï ä÷õäïìøîïçï çòáæáá. í. íÁÇÏÍÅÄÏ×, �. á. íÁÇÏÍÅÄÏ× (íÁÈÁÞËÁÌÁ)ó×ÑÚÉ ÚÁÄÁÞ ÒÅÂÅÒÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÏ× Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÊ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ × ÒÁÂÏÔÁÈ ó. ÷. óÅ×ÁÓÔØÑÎÏ×Á, á. ó. áÓÔÒÁ-ÔÑÎÁ, C. J. Casselgren, ò. ò. ëÁÍÁÌÑÎÁ, ÷. ç. ÷ÉÚÉÎÇÁ, á. ÷. ðÑÔËÉÎÁÉ ÄÒÕÇÉÈ Á×ÔÏÒÏ×.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ (3; 6)-ÂÉÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ G = (X;Y;E),jX j = 2n; jY j = n.úÁÄÁÞÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÌÑ G ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÁÑ ÒÅÂÅÒÎÁÑ 6-ÒÁÓ-ËÒÁÓËÁ?úÁÄÁÞÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÄÌÑ G ÔÁËÁÑ ÒÅÂÅÒÎÁÑ 2-ÒÁÓËÒÁÓËÁ,ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÉÚ Y , ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÔÒÉ ÒÅÂÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ �×ÅÔÁ, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ X ×ÓÅ ÔÒÉ ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ÒÅÂÒÁ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?úÁÄÁÞÁ 3 (Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÉ). ðÕÓÔØ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ ÚÁÄÁÎÏ× ×ÉÄÅ (2n � 6)-ÍÁÔÒÉ�Ù, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å n ÎÕÌÅ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N = f1; : : : ; ng, Á × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ | ÔÏÞÎÏÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÉÚ N (ÎÅÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ). íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÉ×ÅÓÔÉÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÅ Ë ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍÕ ×ÉÄÕ, ÇÄÅ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ × �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÑÞÅÊËÁÈ É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ-ÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å?÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÁNP -�ÏÌÎÏÔÁ ÚÁÄÁÞÉ 1.NP -�ÏÌÎÏÔÁ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÍ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÉ × ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ × [2℄. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙÚÁÄÁÞÉ 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × [3℄, ÇÄÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ 1,2 É 3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÅ (Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ) �ÒÉÍÅÒÙ ÇÒÁÆÁG, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ (ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Á×ÔÏ-ÒÁÍ) ÎÅÓËÏÌØËÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÉ; ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÉ×ÅÄÅÎ × [4℄. ÷ [5℄ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎ ÍÅÔÏÄ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÚÁÄÁÞÉ 3. 312



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÒÅÂÅÒÎÁÑ 6-ÒÁÓËÒÁÓËÁ (3; 6)-ÂÉÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G = (X;Y;E), jX j = 2n; jY j = n, ÔÁ-ËÁÑ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÏÍÅÒÏ× �×ÅÔÏ× ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅY , ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 2; 3; 4; 5; 6g É ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; 2n ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: max;i � min;i 6 3; ÇÄÅmin;i | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ, Á max;i | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ × Ó�ÉÓËÅ ÎÏÍÅÒÏ× �×Å-ÔÏ× ÒÅÂÅÒ, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÅ xi (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × Ó�ÉÓËÅÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚ×Å ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [min;i; max;i℄). òÁÓ-ËÒÁÓËÕ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÞÔÉ-ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ P2ni=1(max;i �min;i) 6 n.úÁÄÁÞÁ 4 (Ï �ÏÞÔÉ-ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ 6-ÒÁÓËÒÁÓËÅ). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ�ÏÞÔÉ-ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÁÑ ÒÅÂÅÒÎÁÑ 6-ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ (3; 6)-ÂÉÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G = (X;Y;E) ?ðÕÓÔØ si | ÎÁÂÏÒ ÎÏÍÅÒÏ× ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ Y , ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÅxi 2 X , S = fsig; i = 1; : : : ; 2n. ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÔÏËÏ×ÙÈ ÍÅÔÏ-ÄÏ× ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÂÏÒÁ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ si �Ï ÏÄÎÏÍÕÜÌÅÍÅÎÔÕ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅ-ÌÅÊ S0, ×ËÌÀÞÁÀÝÅÅ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [1; n℄ × ÔÏÞÎÏÓÔÉÄ×Á ÒÁÚÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ S0 ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ 1 É ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁÄÁÞÉ 4.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ0901-96504-Ò-ÀÇ-Á. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Asratian A. S., Casselgren C. J. Some results on interval edgeolorings of (�; �)-biregular bipartite graphs. | Department of Mathe-matis, Link�oping University, Link�oping, Sweden, 2008. | S-581 83.2. óÅ×ÁÓÔØÑÎÏ× C. ÷. ïÂ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÅÍÏÓÔÉ ÒÅ-ÂÅÒ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. �. 50. |1990. | C. 61{72.3. íÁÇÏÍÅÄÏ× á. í. ë ×Ï�ÒÏÓÕ ÏÂ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Õ�ÌÏÔÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�ÙÉÚ 6 ÓÔÏÌÂ�Ï×. | äÅ�. × ÷éîé�é, 1991.4. íÁÇÏÍÅÄÏ× á. í. ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÒÅÂÅÒÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏÇÒÁÆÁ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2009.| �. 21, ×Ù�. 2. | C. 153{159.5. íÁÇÏÍÅÄÏ× á. í. õ�ÌÏÔÎÅÎÉÅ ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÑ Ó ÄÉÒÅËÔÉ×ÎÙÍ ÓÒÏ-ËÏÍ, ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÚÁÎÑÔÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ // íÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ. | 2009. | �. 85, ×Ù�. 1. | ó. 65{72.313



ï �õðéëï÷ùè ðï ÷ùþéóìé�åìøîïê óìïöîïó�éîáóìåäó�÷åîîùè ëìáóóáè çòáæï÷ä. ó. íÁÌÙÛÅ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÁËÏ�ÌÅÎÏ ÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÏ× Ï �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ É NP-�ÏÌÎÏÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÁÄÁÞÎÁ ÇÒÁÆÁÈ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÇÒÁÆÏ×. ó�ÏÓÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ Ó×Å-ÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÁÍÉÍÉ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ×ÙÄÅÌÉÔØ Ä×Á ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ �ÏÄÈÏÄÁ:1. ðÏÉÓË ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÈ ��ÒÏÓÔÙÈ� ËÌÁÓÓÏ×, ÏÂßÅÍÌÀÝÉÈ ÒÁÎÅÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ.2. ðÏÉÓË NP-�ÏÌÎÙÈ ÓÕÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ �ÓÌÏÖÎÙÈ� ÓÌÕÞÁÅ×.÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, �ÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ× ÍÏÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ÞÅÍÁÎÁÌÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÌØÀ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÏ×, ÄÏ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÓÕÖÅÎÉÑ Ó ��ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍ�ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ÓÔÁÔÕÓÏÍ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÒÅÞØ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÄÅÔ Ï ÎÁ-ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÇÒÁÎÉ�Ù ÍÅÖÄÕ ��ÒÏÓÔÙÍÉ� É �ÓÌÏÖÎÙÍÉ� ËÌÁÓÓÁÍÉ ÉÚÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. ÷ ÄÁÎÎÏÊ �ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÜÔÁÇÒÁÎÉ�Á ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ × ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ×, Ô. Å. ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ×, ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÕÄÁÌÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ.æÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍ �ÏÎÑÔÉÑ ��ÒÏÓÔÏÇÏ� É �ÓÌÏÖÎÏÇÏ� ËÌÁÓÓÁ ÇÒÁÆÏ×.ðÕÓÔØ � | ËÁËÁÑ-ÌÉÂÏ NP-�ÏÌÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ. îÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ× ÎÁÚÏ×ÅÍ �-�ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ � ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ×ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, É �-ÓÌÏÖÎÙÍ × �ÒÏÔÉ×-ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. äÁÌÅÅ ×ÅÚÄÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁP6=NP É ÎÅ ×ËÌÀÞÁÅÍ ÅÇÏ Ñ×ÎÏ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÏ×.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÉÄÅÅÊ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÄÅÍÁÒËÁ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÉÓËÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ �-�ÒÏÓÔÙÈ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �-ÓÌÏÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, Ô. Å.ÔÕ�ÉËÏ×ÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÇÒÁÆÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÒÁÆÏ× ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÚÒÅÚÕÌØÔÁÔÎÙÍ.�ÁË, ÷. å. áÌÅËÓÅÅ× × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ �ÒÏÓÔÏÊ ÄÌÑÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÌÁÓÓ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ�ÒÏÓÔÙÍ. ïÄÎÁËÏ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÌÅÇËÏ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÇÒÁÆÁÈ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅÔ ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ,ÄÏ ÎÅÄÁ×ÎÅÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÂÙÌÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ.ðÅÒ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ Á×ÔÏ-ÒÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄. �ÁÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÒÉ-314



ÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÇÒÁÆÏ× X (ÚÁÄÁÞÁ òð[X℄) ÉÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÒÁÆÏ× X ÎÉ ÏÄÉÎ òð[X℄-ÓÌÏÖ-ÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÒÁÆÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ òð[X℄-ÓÌÏÖÎÙÍ.ðÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ NP-�ÏÌÎÙÅ �ÒÉ k > 2 ÚÁÄÁÞÉ Ï ×ÅÒ-ÛÉÎÎÏÊ k-ÒÁÓËÒÁÓËÅ É Ï ÒÅÂÅÒÎÏÊ k-ÒÁÓËÒÁÓËÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ËÁÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍÕËÌÁÓÓÕ ÇÒÁÆÏ×, ÔÏ ÏÎÉ | �ÒÉÍÅÒÙ ÚÁÄÁÞ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÏÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.÷ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙÇÒÁÆÏ× ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ Ï ÒÁÓËÒÁÓ-ËÅ. òÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÚÁÄÁÞÁÈ Ï Ó�ÉÓËÏ×ÏÍ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ-ÎÙÈ × ÒÁÂÏÔÁÈ [3℄ É [4℄. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ Ï ×ÅÒÛÉÎÎÏÍ Ó�ÉÓËÏ×ÏÍÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÉ (ÚÁÄÁÞÉ ÷óò) ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙÇÒÁÆ G Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L = fL(v) : v 2 V g,ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ L(v) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. L-ÒÁÎ-ÖÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ  ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏ:1) (v) 2 L(v) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v;2) ÅÓÌÉ (u) = (v), u 6= v, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ �ÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ u É v,ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÁËÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ w, ÞÔÏ (w) > (u).úÁÄÁÞÁ ÷óò ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �Ï ÄÁÎÎÙÍ G É L Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ L-ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ G. ÷ ÚÁÄÁÞÅ òóò Ï ÒÅÂÅÒ-ÎÏÍ ÒÁÎÖÉÒÏ×ÁÎÉÉ Ó�ÉÓËÉ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �×ÅÔÏ× ÎÁÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÒÅÂÒÁÍÉ ÉÝÅÔÓÑ ÒÅÂÅÒÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏ×Ï �×ÅÒÛÉÎÁ� ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÓÌÏ×ÏÍ �ÒÅÂÒÏ�.îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÄ ÷óò (òóò)-�ÒÏÓÔÙÍ ËÌÁÓÓÏÍÇÒÁÆÏ× ÄÁÌÅÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å L.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ËÏÍÅÔÙ, Ô. Å. ÇÒÁÆÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅÍ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ú×ÅÚÄÙ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÎ�Å-×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÕÔÉ. ëÌÁÓÓ Comet | ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍÙËÁ-ÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÍÅÔ, Á ËÌÁÓÓ Hammer | ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÒÅÂÅÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ë ÇÒÁÆÁÍ ÉÚ Comet. úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ËÌÁÓÓÏ×ÇÒÁÆÏ× ÒÁÓËÒÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ [2℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ëÌÁÓÓ Comet Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÷óò-ÓÌÏÖÎÙÍÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ òóò-ÓÌÏÖÎÙÍ, Á ËÌÁÓÓ Hammer Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÍ ÷óò-ÓÌÏÖÎÙÍ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Star ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅ-ÒÅ×ØÅ× ×ÙÓÏÔÙ Ä×Á, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅÞÅÍ 3 | ËÏÒÅÎØ. ðÕÓÔØ Sun| ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÇÒÁÆÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÅÒÎÙÍÉ Ë ÇÒÁÆÁÍ ÉÚ Star. äÌÑ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈËÌÁÓÓÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, �ÏÄÏÂÎÏÅ ÔÅÏÒÅÍÅ 2.315



�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÌÁÓÓ Star Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÷óò-ÓÌÏÖÎÙÍÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ òóò-ÓÌÏÖÎÙÍ, Á ËÌÁÓÓ Sun Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ÷óò-ÓÌÏÖÎÙÍ.÷ÁÖÎÏÅ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ËÌÁÓÓÏ× fComet; Hammerg ÉfStar; Sung ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ËÌÁÓ-ÓÙ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ�ÏÄÇÒÁÆÏ×. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Alekseev V. E. On easy and hard hereditary lasses of graphs withrespet to the independent set problem // Disrete Applied Mathemat-is. | 2004. | V. 132. | P. 17{26.2. íÁÌÙÛÅ× ä. ó. ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÌÏÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÇÒÁÆÏ× //äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 2009. | �. 16,� 6. | ó. 23{31.3. Jamison R. E. Coloring parameters assoiated with rankings ofgraphs // Congressus Numerantum. | 2003. | V. 164. | P. 111{127.4. Dereniowski D. The omplexity of list ranking of trees // ArsCombinatoria. | 2008. | V. 86. | P. 97{114.áìçïòé�í ðòéâìéöåîîïçï òåûåîéñúáäáþé áððòïëóéíáãéé çòáæáá. á. îÁ×ÒÏ�ËÁÑ (ïÍÓË)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÁÎÙ Á�ÒÉÏÒÎÁÑ É Á�ÏÓÔÅÒÉÏÒÎÁÑ Ï�ÅÎ-ËÉ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÉ ÇÒÁÆÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÅÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏ.M -ÇÒÁÆÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, Ô. Å. ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ ÉËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ �ÏÌ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ. ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ M -ÇÒÁÆÏ× ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ V ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ M(V ):ðÕÓÔØ G1 = (V;E1) É G2 = (V;E2) | �ÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÔÏÇÄÁÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄÁÎÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂ-ÒÁÚÏÍ: �(G1; G2) = jE14E2j, ÇÄÅ E14E2 = (E1 nE2) [ (E2 nE1).þÅÒÅÚ D(G1; G2) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÁÆ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ V Ó ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÂÅÒ E14E2: þÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ D(G1; G2) ÒÁ×ÎÏ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÀ �(G1; G2):
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úÁÄÁÞÁ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÇÒÁÆÁ. äÁÎ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÊ n-×ÅÒÛÉÎÎÙÊÇÒÁÆ G = (V;E). îÁÊÔÉ ÇÒÁÆ M� 2 M(V ) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ�(G;M�) = minM2M(V ) �(G;M):÷ [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÇÒÁÆÁ NP-ÔÒÕÄÎÁ,ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÁËÔÕÁÌØÎÙÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ D = D(G1; G2); dmin | ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÅÒ-ÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ D, n = jV j. �ÏÇÄÁ�(G1; G2) � ndmin2 :þÅÒÅÚ NG(v) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÍÅÖÎÙÈ Ó v ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅG; Á NG(v) = V n (NG(v)[ fvg): ðÕÓÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ~�(v;G) ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅÞÉÓÌÁ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÅÂÅÒ × �ÏÄÇÒÁÆÅ ÇÒÁÆÁ G; �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ NG(v) [ fvg, É ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁÚÒÅÚÁ (NG(v) [ fvg;V nNG(v) [ fvg) × ÇÒÁÆÅ G.äÌÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.áÌÇÏÒÉÔÍ N .ûÁÇ 1. ðÏÌÏÖÉÍ G1 = G: ÷ÙÂÅÒÅÍ ×ÅÒÛÉÎÕ v1 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ~�(v1; G) = min ~�(vj ; G); ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ vj 2 V: ðÏÌÏ-ÖÉÍ V1 = NG1(v1)[ fv1g. åÓÌÉ V nV1 = ;, ÔÏ ÓÔÏ�. éÎÁÞÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÍÎÁ ÛÁÇ 2.ûÁÇ i; i � 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Gi �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ Gi�1, �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V n (V1 [ V2 [ ::: [ Vi�1). ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁvi ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ~�(vi; Gi) = min ~�(vj ; Gi); ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍvj 2 V n (V1 [ V2 [ ::: [ Vi�1): ðÏÌÏÖÉÍ Vi = NGi(vi) [ fvig. åÓÌÉV n (V1 [ ::: [ Vi) = ;, ÔÏ ÓÔÏ�. éÎÁÞÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ ÎÁ ÛÁÇ i+ 1.ëÏÎÅ�.ðÕÓÔØ l | ÞÉÓÌÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Vi (1 � l � n). òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ M -ÇÒÁÆ MN = M(V1; V2; :::; Vl) 2 M; ÇÄÅ M(V1; V2; :::; Vl) |M -ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Vi �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÏÌÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ, i 2f1; :::; lg.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ Mi | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆÉÚ ËÌÁÓÓÁ M(V n (V1 [ V2 [ ::: [ Vi�1)) ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Gi; i 2 f1; :::; lg:�ÏÇÄÁ �(G1;M1) � �(Gi;Mi):éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Á�ÏÓÔÅÒÉÏÒÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ N: 317



�ÅÏÒÅÍÁ. äÁÎ ÇÒÁÆ G. ðÕÓÔØ MN | ÇÒÁÆ ÎÁÊÄÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÏÍ N: �ÏÇÄÁ �(G;MN )�(G;M�) � 3l;ÇÄÅ M� | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÊ M-ÇÒÁÆ ÄÌÑ G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ �(G;MN ) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�(G;MN ) = ~�(v1; G1) + ~�(v2; G2) + : : :+ ~�(vl; Gl):ðÏÄÅÌÉÍ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ �(G;M�):�(G;MN )�(G;M�) = ~�(v1; G1)�(G;M�) + ~�(v2; G2)�(G;M�) + : : :+ ~�(vl; Gl)�(G;M�) :éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ, �ÏÌÕÞÁÅÍ�(G;MN )�(G;M�) � ~�(v1; G1)�(G1;M1) + ~�(v2; G2)�(G2;M2) + : : :+ ~�(vl; Gl)�(Gl;Ml) : (1)÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ~�(vi; Gi); ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ~�(vi; Gi) � ~�(v�i ; Gi);ÇÄÅ v�i | ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ × ÇÒÁÆÅ Di = D(Gi;Mi)É Mi | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ ÄÌÑ Gi: ðÏÓÔÒÏ-ÉÍ ÇÒÁÆ fMi; ÉÚÍÅÎÉ× Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ Mi ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ÷ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á NGi(v�i ) \NDi(v�i ); �ÅÒÅÍÅÓÔÉÍ × ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ v�i ; Á ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕNGi(v�i ) \NDi(v�i ) �ÅÒÅÎÅÓÅÍ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÔÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÕ v�i ;× ÄÒÕÇÉÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙM -ÇÒÁÆÁ. þÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ di | ÓÔÅ-�ÅÎÉ ×ÅÒÛÉÎÙ v�i × ÇÒÁÆÅ Di; Á ËÁÖÄÏÅ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉ-ÞÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÅÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ni� 1, ÇÄÅ ni | ÞÉÓÌÏ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ Gi. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÈÕÖÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ,ÞÅÍ ÎÁ di(ni � 1):~�(vi; Gi) � ~�(v�i ; Gi) � �(Gi;℄Mÿi) � �(Gi;Mi) + di(ni � 1):�ÏÇÄÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÌÅÍÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ.~�(vi; Gi)�(Gi;Mi) � �(Gi;Mi) + di(ni � 1)�(Gi;Mi) � 1 + 2di(ni � 1)dini � 3:318



äÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × (1), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ�(G;MN )�(G;M�) � 3l:�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n-×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ N ÎÁÈÏÄÉÔ M-ÇÒÁÆ MN ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ�(G;MN )�(G;M�) � 3n;ÇÄÅ M� | Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉÊ M-ÇÒÁÆ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÇÅÅ× á. á., éÌØÅ× ÷. ð., ëÏÎÏÎÏ× á. ÷., �ÁÌÅ×ÎÉÎ á. ó.÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÇÒÁÆÏ× // äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒ. 1. | 2006. | �. 13,� 1. | C. 3{15.ï îåëï�ïòùè ëòé�åòéñè ïãåîëéðïëòù�éê ó õðïòñäïþåîîùí ïè÷á�ù÷áîéåí�. á. ðÁÎÀËÏ×Á, å. á. óÁ×É�ËÉÊ (þÅÌÑÂÉÎÓË)äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓËÒÏÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØ-ÎÙÊ ÈÏÄ ÒÅÖÕÝÅÇÏ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁ �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÉ ÄÅÔÁÌÅÊÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ Á×ÔÏÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ �ÏÄ-ÇÏÔÏ×ËÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÒÁÓËÒÏÑ ÌÉÓÔÏ×ÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÍÏÄÅÌØÀ ÒÁÓËÒÏÊÎÏÇÏ �ÌÁÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÌÏÓËÉÊ ÇÒÁÆ. ãÅÌØÀ ÍÏÄÅÌÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁËÏÊ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÒÅÖÕ-ÝÅÇÏ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÅÚÁÎÎÁÑ ÏÔ ÌÉÓÔÁ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÁÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÊ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÔÒÁÅËÔÏ-ÒÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁË �ÏËÒÙÔÉÅ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×Á-ÔÙ×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÂÅÒÎÏ-ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀ-ÝÉÈÓÑ �Å�ÅÊC0 = v0e01v01e02:::e0k0v0k0 ; C1 = v1e11v11e12:::e1k1v1k1 ; : : : ;Cn�1 = vn�1en�11 vn�11 en�12 :::en�1kn�1vn�1kn�1319



Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÎÉÅÍ, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÇÒÁÆ G É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ(8m : m < n) ; �[m�1l=0 Int(Cl)� \ �[n�1l=m Cl� = ;Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏËÒÙÔÉÅÍ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÎÉÅÍ [1℄.ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏËÒÙÔÉÑ ÇÒÁÆÁ G Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÎÉÅÍÒÅÛÁÅÔ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÁÓËÒÏÑ. îÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÀÔ �ÏËÒÙÔÉÑ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ �Å�ÅÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÅÒÅ-ÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �Å�É Ë ÄÒÕÇÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÌÏÓÔÏÍÕ �ÒÏÈÏÄÕ ÒÅ-ÖÕÝÅÇÏ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁ.íÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ �Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÅÂÅÒÎÏ-ÎÅ�Å-ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �Å�ÅÊ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÎÉÅÍ × �ÌÏÓËÏÍ ÇÒÁ-ÆÅ G ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÊÌÅÒÏ×ÙÍ �ÏËÒÙÔÉÅÍ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×Á-ÔÙ×ÁÎÉÅÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÑ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ �Å�ÅÊ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×ÁÔÙ-×ÁÎÉÅÍ. �ÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �Å�ÅÊ ÉÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × [2℄.ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÄÅÔÁÌÅÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÓ-ËÒÏÊÎÙÈ �ÌÁÎÏ×. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓËÒÏÊÎÙÈ �ÌÁÎÏ×,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏËÒÙÔÉÅ �Å�ÑÍÉ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÎÉÅÍ ÂÙ-ÌÏ ÂÙ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. óÔÏÉÍÏÓÔØÒÁÓËÒÏÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÏÔ ÔÒÅÈ ÆÁËÔÏÒÏ×: ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÈÏÌÏ-ÓÔÏÇÏ ÈÏÄÁ, ÄÌÉÎÙ �ÕÔÉ ÒÅÚÁ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ×ÒÅÚËÉ [3℄ É �Ò.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÈÏÌÏÓÔÙÈ �ÒÏÈÏÄÏ× (ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ×ÒÅÚËÉ). úÁÄÁÞÁÉÈ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ×ÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Õ�ÁËÏ×ËÉ É ×ÙÂÒÁÔØ ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÉÍ �ÌÏÓËÏÍ ÇÒÁÆÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ, É �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏËÒÙÔÉÑ �Å�ÑÍÉ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÏÈ×ÁÔÙ×ÁÎÉÅÍ. �ÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.óÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ �ÕÔÉ ÒÅÚÁ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅ-ÛÅÎÁ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÅÝÅ ÎÁ ÜÔÁ�Å ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÁ.äÌÉÎÁ �ÕÔÉ ÈÏÌÏÓÔÏÇÏ ÈÏÄÁ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÅ ÔÁË ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ËÉÔÁÊÓËÏÇÏ �ÏÞÔÁÌØÏÎÁ ÎÅ �ÏÄÈÏ-ÄÉÔ, ÔÁË ËÁË × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÕÒÏ×ÅÎØ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÏÂ-ÈÏÄÁ. ó �ÅÌØÀ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÍÁÒÛÒÕÔÁ ÍÏÖÎÏ ÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØÉÄÔÉ × ÂÌÉÖÁÊÛÕÀ ÎÅ�ÏÍÅÞÅÎÎÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ v 2 Vodd Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÕÒÏ×ÎÅÍ ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ (Ô. Å. ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÊÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÁÒÛÒÕÔ320



ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÍÁÒÛÒÕÔÁ, ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÁ [1℄, ËÏÇÄÁ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ v 2 Vodd ÄÌÑ ×ÒÅÚËÉ ×ÙÂÉÒÁÌÁÓØÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏËÒÙÔÉÑ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÏÈ×ÁÔÙ×ÁÎÉÅÍ ÒÅÛÁÅÔ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÔÉ�ÉÞÅÎ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÓËÒÏÑ.ïÄÎÁËÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓËÒÏÊÎÙÊ �ÌÁÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ÍÎÏ-ÇÏÓ×ÑÚÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÒÁÓËÒÏÊÎÏÍ ÌÉÓÔÅ ÉÍÅÀÔÓÑÄÅÆÅËÔÙ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚÍÏÖÎÁ ÍÏ-ÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. åÓÌÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ, ÔÏ �ÒÏÂÌÅÍÁ Ó×ÅÄÅÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÑ �ÏËÒÙÔÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ × ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ÷ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ×ÌÏÖÅÎÙ, �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ "õ�ÏÒÑÄÏ-ÞÅÎÉÅ" ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏÇÒÕÚÉÔØ × �ÉËÌ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ×Ù�ÏÌÎÉÌÁÓØ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÎÏ×-ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÉ ÒÅÂÅÒ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ×ÎÅÛÎÅÊ ÇÒÁÎÉ f0 ÄÌÑ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ (f0 × ÄÁÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ×ÎÅÛÎÉÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ).üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÏÌÎÏ×ÏÇÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ. äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ Ó×ÑÚÁÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Ó�ÏÍÏÝØÀ ××ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÓÔÏ× ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, Á ÚÁÔÅÍ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏËÒÙÔÉÑ ÄÌÑ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Panyukova T. Chain sequenes with ordered enlosing // Jour-nal of Computer and System Sienes International. | 2007. | V. 46,� 1; 10. | P. 83{92.2. Panyukova T. Cover with ordered enlosing for at graphs. |Eletroni Notes in Disrete Mathematis.|2007. | �28.| P. 17{24.3. ÷ÅÒÈÏÔÕÒÏ× í. á., �ÁÒÁÓÅÎËÏ ð. à. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÅ-ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ �ÕÔÉ ÒÅÖÕÝÅÇÏ ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁ �ÒÉ �ÌÏÓËÏÍÆÉÇÕÒÎÏÍ ÒÁÓËÒÏÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �Å�ÎÏÊ ÒÅÚËÉ // ÷ÅÓÔÎÉË õçá�õ. óÅÒ.õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÈÎÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ. | 2008. |�. 10, � 2 (27). | C. 123{130.ï ë÷áäòá�îïê 1-æáë�ïòéúáãéén-íåòîïçï ëõâáá. ñ. ðÅÔÒÅÎÀË, í. æ. óÅÍÅÎÀÔÁ (ëÉÒÏ×ÏÇÒÁÄ)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÙÊ (ÂÕÌÅ×) ËÕÂ Qn. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ �ÏÌÏÖÅÎÏ ÎÁ-ÞÁÌÏ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑÍ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ 1-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÊ ÇÒÁÆÁ Qn. ðÏÄ321



1-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÅÊ ÇÒÁÆÁ G �ÏÎÉÍÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï æ 1-ÆÁËÔÏÒÏ× ÜÔÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ G �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÕ ÆÁËÔÏÒÕ ÉÚ æ . 1-æÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ ÇÒÁÆÁ G = (V;E)ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ �Ï�ÁÒÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÅ 1-ÆÁËÔÏÒÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ jV j-×ÅÒÛÉÎÎÙÍ �ÉËÌÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ1-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ æ ÇÒÁÆÁ Qn, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×× � ÞÅÔÎÏÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ1-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ æ ÇÒÁÆÁ Qn É � ÉÍÅÅÔ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ 2n�1 ÎÅ�Ï-Ä×ÉÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × � ÒÁ×-ÎÏ 2n.�ÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ1-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ æ ÇÒÁÆÁ Qn É × � ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 2n�1 ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ 2n�1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙ× �.çÒÁÆ Qn ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ 1-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÀ �ÒÉ ËÁÖÄÏÍ n.ðÒÉ n = 2; 3; 4 Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ 1-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ [1℄.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ 1-ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ÇÒÁÆÁ Qn ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÅÔÒÅÎÀË á. ñ. åËÓÔÒÅÍÁÌØÎi ÒÏÚËÌÁÄÉ �Ï×ÎÉÈ ÇÒÁÆi×: iÓÎÕ-×ÁÎÎÑ, �ÅÒÅÌiË. | äÉÓ. Ä-ÒÁ ÆiÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË: 01.05.01. | ë., 2002.ï (0, 1)-íá�òéãáè ó òá÷îùíéåäéîéãå ðïìõðåòíáîåî�áíé÷. â. ðÏ�ÌÁ×ÓËÉÊ (óÁÒÁÔÏ×)úÁÄÁÞÁ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ÍÁ-ÔÒÉ� Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÕËÏÌØ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÁ-ÍÙÈ ÛÉÒÏËÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÍÉ �Ï ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÚÏÒ [1℄). ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁ-ÔØÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� M ÎÁÄ ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ f0; 1g-ÁÌÇÅÂÒÏÊ Ó �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÌÑÍÁÔÒÉ�Ù A = (aij) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ+r A = [(�1;:::;�n)2+P \nk=1a�kk ; �r A = [(�1;:::;�n)2�P \nk=1a�kk :322



úÄÅÓØ +P É �P ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÞÅÔÎÙÈ É ÎÅÞÅÔÎÙÈ n �ÏÄ-ÓÔÁÎÏ×ÏË (n � 2). äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ M É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-ÍÉ ÉÚ ÂÕÌÅ×ÏÊ f0; 1g-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÏ×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄÁÅÍ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏ-ÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞ-ÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ËÁËÏ×ÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÙ f0; 1g-ÍÁÔÒÉ�,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÂÉÎÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Å. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M, �Ï�ÏÌÎÅÎ-ÎÏÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÏÌÕËÏÌØ�ÏÍ É �ÏÌÕ-ÍÏÄÕÌÅÍ ÎÁÄ ÂÕÌÅ×ÏÊ f0; 1g-ÁÌÇÅÂÒÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf(A;B;C; :::) = ri[i=0 rj[j=0 rk[k=0 :::(�ijk::: \AmiBnjCpk :::);Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÂÕÌÅ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ f0; 1g-ÍÁÔ-ÒÉ� ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× Ó �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1 É ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ �ijk::: ÉÚ ÂÕÌÅ×ÏÊ f0; 1g-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ijk::: ÒÁ×-ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ É +r f(A;B;C; :::) =�r f(A;B;C; :::) = 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÅÔ �ÏËÁÚÁÔØ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ A �B ÍÁÔÒÉ� A, B Ó �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1 ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�ÁÓ �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ A [B ÍÁ-ÔÒÉ� A, B ÉÚ M ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚM.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÅÒ×ÏÇÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍÉ ÄÌÑ �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÏ× (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2; 3; 4, x19℄):(+r A\ +r B) [ (�r A\ �r B) �+r (A �B);(�r A\ +r B) [ (+r A\ �r B) ��r (A �B):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ �r A =�r B = 1 �ÏÌÕÞÁÅÍ �r (A �B) = 1.ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� A [ B Ó �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉÒÁ×ÎÙÍÉ 1 ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á Ó �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, ÍÏÖÎÏÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á+r A[ +r B �+r (A [ B); �r A[ �r B ��r (A [B);ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ. 323



�Ï, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ � \ A ÍÁÔÒÉ�Ù A Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎ-ÔÁÍÉ Ó ÂÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ � ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ �ÏÌÕ�ÅÒ-ÍÁÎÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÁÒÇÕÍÅÎ-ÔÁÍÉ ÉÚ M É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÂÕÌÅ×ÏÊ f0; 1g-ÁÌÇÅÂÒÙ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÏ×.ðÒÉÍÅÒ.îÅÔÒÕÄÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ 2�2Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ 1 �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ A =�1 11 1�. íÁÔÒÉ�ÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 3� 3 ÉÚ M Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁA =  1 1 01 1 00 0 1! ; B =  1 0 00 1 10 1 1! ; C =  1 0 10 1 01 0 1!É ÌÀÂÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÉÌÉ B,ÉÌÉ C.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M[fOg ÂÕÌÅ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ f0; 1g-ÍÁÔÒÉ� ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× Ó �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, �Ï-�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ O, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕËÏÌØ�ÏÍ Ó ÁÄÄÉÔÉ×-ÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ [ É ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÚÁËÏÎÏ×ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ:(A [ B) � C = A � C [ B � C; A � (B [ C) = A � B [ A � C:äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ((A [ B) � C)ij , ÓÔÏÑÝÅÇÏ × ÓÔÒÏÞËÅ i ÉÓÔÏÌÂ�Å j ÍÁÔÒÉ�Ù (A [ B) � C �ÏÌÕÞÁÅÍ((A [ B) � C)ij =[k ((Aik [ Bik) \ Ckj ) ==[k (Aik \ Ckj ) [[k (Bik \ Ckj ) = (A � C [ B � C)ij :÷ÔÏÒÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M[fOg ÂÕÌÅ×ÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ f0; 1g-ÍÁÔÒÉ� ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× Ó �ÏÌÕ�ÅÒÍÁÎÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ 1, �Ï-�ÏÌÎÅÎÎÏÅ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ O, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÕÍÏÄÕÌÅÍ Ó ÁÄÄÉÔÉ×-ÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ �ÏÌÕËÏÌØ�ÏÍ ÓËÁÌÑÒÏ×, ËÏ-ÔÏÒÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÕÌÅ×Á f0; 1g-ÁÌÇÅÂÒÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �Ï, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÉÚM [ fOg Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÉÚ M [ fOg, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, M [ fOg ÏÂÒÁ-ÚÕÅÔ �ÏÌÕÍÏÄÕÌØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó Ä×ÕÍÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ,324



ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ� A [ B = (aij [ bij) 2 Bm�n (ÚÁÍÅÎÑÀÝÉÍ ÓÌÏ-ÖÅÎÉÅ) É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù Ó ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÉÚ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ�\A = (�\aij ) 2 Bm�n(ÚÁÍÅÎÑÀÝÉÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÓËÁÌÑÒ), ËÏÔÏÒÙÅÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÁÔÒÉ� É ÂÕÌÅ×ÙÈ ÓËÁÌÑÒÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÁËÓÉÏÍÁÍ: 1: (A[B)[C = A[(B[C); 2: A[B = B[A; 3: A[O = A;4: 1\A = A; 5: (�\�)\A = �\(�\A); 6: (�[�)\A = (�\A)[(�\A);7: � \ (A [ B) = (� \ A) [ (� \B):ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÕÔÅÒÍÁÎ á. ü., íÉÈÁÌÅ× á. ÷. ïÂÝÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ É ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ // æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-ÎÁÑ É �ÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2003. | �. 9, � 1. | C. 83{101.2. ðÏ�ÌÁ×ÓËÉÊ ÷. â. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ� // íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÍÅÈÁÎÉËÁ: óÂ. ÎÁÕÞ. ÔÒ.÷Ù�. 6. | óÁÒÁÔÏ×: éÚÄ-×Ï óÁÒÁÔ. ÕÎ-ÔÁ, 2004. | C. 111{114.3. Golan J. S. Semirings and their appliations. | Dordreht: KluwerAademi Publishers, 1999.4. Reutenauer C, Straubing H. Inversion of matries over a ommu-tative semiring // Journal of Algebra. | 1984. | V. 88. | P. 350{360.ïâ ïðòåäåìåîéñèçïíïíïòæéúíá çéðåòçòáæï÷á. ÷. òÅÛÅÔÎÉËÏ× (íÏÓË×Á)òÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÉÄÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÇÒÁÆÏ× ÂÙÌÉ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÎÁ ÓÌÕ-ÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Y ÚÁ-ÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : X ! Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (x; y) 2 � ) (x�; y�) 2 � . çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÏÌÕÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ (x�; y�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅt 2 x���1, u 2 y���1, ÞÔÏ (t; u) 2 �. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÌÏËÁÌØÎÏ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ (x�; y�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏt 2 x���1 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ u 2 y���1, ÞÔÏ (t; u) 2 �. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÚÉÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ (x�; y�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ t 2 x���1, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u 2 y���1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ325



ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (t; u) 2 �, É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ u 2 y���1, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖ-ÄÏÇÏ t 2 x���1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (t; u) 2 �. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ (x�; y�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (x; y) 2 �.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � : X ! Y ÏÂÏÚÎÁÞÉÍHom (�; �), ×ÓÅÈ �ÏÌÕÓÔÒÏÇÉÈ | HHom (�; �), ×ÓÅÈ ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÔÒÏ-ÇÉÈ | LHom (�; �), ×ÓÅÈ Ë×ÁÚÉÓÔÒÏÇÉÈ | QHom (�; �), ×ÓÅÈ ÓÔÒÏÇÉÈÏÂÏÚÎÁÞÉÍ SHom (�; �).÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÑÚÙËÅÂÕÌÅ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ðÏÓÌÅ ÉÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÎÅÄÏÞ£-ÔÏ× ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:� 2 Hom (�; �), �� � �� ;� 2 HHom (�; �) , �� � �� ^ (� \ im�� im�) � ��1��;� 2 LHom (�; �) , �� � �� ^ (� \ im�� im�)� � ��;� 2 SHom (�; �) , ����1 = �:ïÂÏÂÝÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n-ÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï X Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁ Î£Í n-ÁÒÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏÍ. ïÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ [3℄ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÂÒÏ | ÜÔÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ×ÅÒÛÉÎ.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �A ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á ÎÁ A. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � � X�Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ X ! Y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ��1� � �Y .ïÔÎÏÛÅÎÉÅ � � X � Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÍ �ÏÌÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ X ! Y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �X � ���1. ðÕÓÔØ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÏ n-ÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �, ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Y ÚÁÄÁ-ÎÏ n-ÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � . þÁÓÔÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : X ! Y ÎÁ-ÚÏ×£Í ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (x1; :::; xn) 2�\(dom�)n ) (x1�; :::; xn�) 2 � . íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ �ÏÌÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ� : X ! Y ÎÁÚÏ×£Í ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1; :::; xn 2X É y1; :::; yn 2 Y ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÑ (x1; :::; xn) 2 �; y1 =x1�; :::; yn = xn� ) (y1; :::; yn) 2 � . çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÎÁÚÏ×£Í ÓÔÒÏ-ÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ (x1�; :::; xn�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (x1; :::; x2) 2 �. çÏÍÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ � ÎÁÚÏ×£Í �ÏÌÕÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ (x1�; :::; xn�) 2 � ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ t1 2 x1���1, ..., tn 2 xn���1, ÞÔÏ (t1; :::; tn) 2 �.úÁ�ÉÛÅÍ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉ�.�ÅÏÒÅÍÁ 1. þÁÓÔÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : X ! Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ(� \ (dom�)n)i1:::in � _j1:::jn�i1j1:::�injn�j1:::jn :326



�ÅÏÒÅÍÁ 2.íÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ �ÏÌÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : X ! Y Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ_i1:::in�i1j1:::�injn�i1:::in � �j1:::jn :�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ  : X ! Y | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ (ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÉÌÉÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÊ �ÏÌÎÙÊ). �ÏÇÄÁ:1)  ÓÔÒÏÇÉÊ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ(� \ (dom�)n)i1:::in � _j1:::jni1j1:::injn�j1:::jn ;2)  �ÏÌÕÓÔÒÏÇÉÊ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ_i1:::ini1j1:::injn�i1:::in � (� \ (im)n)j1:::jn :ðÕÓÔØ � = � . �ÏÇÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÉÄÙÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×: � 2 H 0End (�), � = ��1��;� 2 L0End (�), �� = ��:ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÏÎÏÉÄÙ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÓÔÒÏ-ÇÉÅ, Ë×ÁÚÉÓÔÒÏÇÉÅ É ÌÏËÁÌØÎÏ ÓÔÒÏÇÉÅ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔÍÏÎÏÉÄÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏSHom0 � QHom � LHom � HHom � Hom:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ L0End � LHom;H 0End � HHom: ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ L0End \ (HHomnLHom) = ;;(H 0EndnHHom) � L0End:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Boetther M., Knauer U. Endomorphism spetra of graphs // Dis-rete Mathematis. | 1992. | V. 109. | P. 45{57.2. ñÒÏÛÅ×ÉÞ ÷. á. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÇÌÁÓÕÀÝÉÅÓÑ Ó ÂÉÎÁÒÎÙÍÉÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ // íÁÔ. ×ÅÓÔÎÉË �ÅÄ×ÕÚÏ× É ÕÎ-ÔÏ× ÷ÏÌÇÏ-÷ÑÔÓËÏÇÏÒÅÇÉÏÎÁ. | 2009. | ÷Ù�. 11. | C. 135{142.327



3. úÙËÏ× á. á. çÉ�ÅÒÇÒÁÆÙ // õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË. | 1974. |�. XXIX, ×Ù�. 6 (180). | C. 89{154.ï þéóìå ãéëìï÷ äìéHù m, m � 6,÷ òåçõìñòHùè �õòHéòáèó. ÷. óÁ×ÞÅÎËÏ (þÅÒÎÏÇÏÌÏ×ËÁ)ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÔÕÒÎÉÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.ðÕÓÔØ m(T ) | ÞÉÓÌÏ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙm (ÉÌÉ, �ÒÏÓÔÏ,m-�ÉËÌÏ×) × ÔÕÒ-ÎÉÒÅ T É �m(n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m-�ÉËÌÏ× × ËÌÁÓÓÅ ×ÓÅÈ ÔÕÒ-ÎÉÒÏ× �ÏÒÑÄËÁ n: �ÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �m(n) ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏÄÌÑ m = 3 É m = 4: ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅÍÅÔÏÄÙ, í. ëÅÎÄÁÌÌ É â. âÁÂÉÎÇÔÏÎ-óÍÉÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ × [1℄ ÔÏÞÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ �3(n): ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ n ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï 3(T ) = �3(n) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁT �ÏÒÑÄËÁ n; Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÓÔÅ�ÅÎØ ÉÓÈÏÄÁ ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÅÅ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÚÁÈÏÄÁ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁ×ÎÁn�12 : ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÏÞÔÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ, ËÏÔÏÒÙÊ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ �ÏÒÑÄËÁ n + 1 �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÕÄÁÌÅÎÉÑÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ.óÌÕÞÁÊm = 4 ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÅÎ. �ÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �4(n) �ÅÒ×ÙÍ ÎÁÛÅÌà. ëÏÌÏÍÂÏ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÅÇÏ ÓÔÁÔØÅÊ [2℄ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 4-�ÉËÌÏ×, ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ × ÔÕÒÎÉÒÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ n; ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ RLTn�ÏÒÑÄËÁ n: ðÕÓÔØ N+(v) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ × T; × ËÏÔÏÒÙÅÉÄÕÔ ÄÕÇÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v; É N�(v) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ × T;ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÙÈÏÄÑÔ ÄÕÇÉ × ×ÅÒÛÉÎÕ v: ìÏËÁÌØÎÁÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á N+(v) É N�(v)ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÅ ÔÕÒÎÉÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÅÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÉËÌÏ×. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ. [3℄), ÞÔÏ ÍÉ-ÎÉÍÕÍ ÞÉÓÌÁ 4-�ÉËÌÏ× × ËÌÁÓÓÅ ×ÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÕÒÎÉÒÏ× (ÎÅÞÅÔÎÏ-ÇÏ) �ÏÒÑÄËÁ n ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ v × T �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á N+(v) É N�(v) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 3-�ÉËÌÏ×, Ô. Å. ÉÎÄÕ�ÉÒÕÀÔ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÉÌÉ �ÏÞÔÉ ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó n � 3 mod 4 ÉÌÉ n � 1 mod 4: ðÏ
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Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÔÕÒ-ÎÉÒÏÍ DRn; Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | �ÏÞÔÉ Ä×ÁÖÄÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ÔÕÒÎÉÒÏÍNDRn:÷ ÎÁÛÅÍ ÄÏËÌÁÄÅ ÎÁ IX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÓÅÍÉÎÁÒÅ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" Ó �ÏÍÏÝØÀ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÂÙ-ÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ5(T ) + 24(T ) = n(n� 1)(n+ 1)(n� 3)(n+ 3)160 (1)ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ T �ÏÒÑÄËÁ n: ÷ÍÅÓÔÅ Ó Õ�ÏÍÑÎÕ-ÔÙÍÉ ×ÙÛÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÍÉ Ï ÞÉÓÌÅ 4-�ÉËÌÏ× ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �Ï-ÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÞÉÓÌÅ 5-�ÉËÌÏ× × T:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ T | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ �ÏÒÑÄËÁ n: �ÏÇÄÁ5(T ) � 8>><>>: n(n� 1)(n+ 1)(n� 2)(n� 3)160 ; ÅÓÌÉ n � 3 mod 4n(n� 1)(n3 � 4n2 + n� 14)160 ; ÅÓÌÉ n � 1 mod 4: (2)üÔÁ Ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÔÕÒ-ÎÉÒ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ (�ÒÉ n � 3 mod 4) ÉÌÉ �ÏÞÔÉÄ×ÁÖÄÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ (�ÒÉ n � 1 mod 4). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÖÅ Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïn(n� 1)(n+ 1)(n� 3)(3n� 11)480 � 5(T );× ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ T = RLTn.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ m = 2; 3; 4; 5 É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ T ×Å-ÌÉÞÉÎÁ mm(T ) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÅÄÏÍ trm(T ) m-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÁÔÒÉ�ÙÓÍÅÖÎÏÓÔÉ T: ïÄÎÁËÏ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ 66(T ) ÎÅ ÒÁ×ÎÁ tr6(T ): �ÅÍ ÎÅ ÍÅ-ÎÅÅ, ÄÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ T �ÏÒÑÄËÁ n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÒÁÚ-ÎÏÓÔØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ �ÒÏÓÔÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ n É 4(T ):ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ T �ÏÒÑÄËÁ n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï66(T ) = tr6(T )� 164n(n+ 1)(n� 1)(3n2 � 19) + 64(T ): (3)�ÁË ËÁË 44(T ) = tr4(T ); ÆÏÒÍÕÌÁ (3) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ 6(T ) Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó�ÅËÔÒÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ T �ÏÒÑÄËÁ n: ëÁË ÉÚ-×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [4℄), ÏÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÅÒÒÏÎÏ×Á ËÏÒÎÑ n�12 É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ329



ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÉÄÁ � 12+i�j ; ÇÄÅ j = 1; :::; n�1: üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØÆÏÒÍÕÌÕ (3) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:66(T ) = n(n� 1)(n4 � 8n3 + 13n2 � 9n� 9)64 + 214 n�1Xj=1 �4j � n�1Xj=1 �6j :òÁ×ÅÎÓÔ×Ï tr2(T ) = 22(T ) = 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ n�1Pj=1 �2j = n(n�1)4 : �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ Ï�ÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÑ 6(T ):�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ T | ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ �ÏÒÑÄËÁ n � 7: �Ï-ÇÄÁ 6(T ) � n(n� 1)(n+ 1)(n� 3)(n2 � 6n+ 3)384 :ðÒÉ n � 11 ÜÔÁ Ï�ÅÎËÁ Ó×ÅÒÈÕ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÔÕÒÎÉÒ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÁÖÄÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅÍ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ä×ÁÖÄÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁDRn �ÏÒÑÄËÁ n � 3 mod 4 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �2j = n4 �ÒÉ ËÁ-ÖÄÏÍ j = 1; :::; n � 1; É × ÓÉÌÕ [5℄ ÜÔÏ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÌÎÏ-ÓÔØÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ Ä×ÁÖÄÙ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ × ËÌÁÓÓÅ ×ÓÅÈ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÙÈ ÔÕÒÎÉÒÏ× �ÏÒÑÄËÁ n:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kendall M. G., Babington Smith B. On the method of pairedomparisons // Biometrika. | 1940. | V. 33. | P. 239{251.2. Colombo U. Sui iruiti nei gra� ompleti // Bollettino dellaUnione Matematia Italiana. | 1964. | V. 19. | P. 153{170.3. Alspah B., Tabib C. A note on the number of 4-iruits in atournament // Annals of Disrete Mathematis. | 1982. | V. 12. |P. 13{19.4. Brauer A., Gentry I. C. On the harateristi roots of tournamentmatries // Bulletin of the Amerian Mathematial Soiety. | 1968. |V. 74. | P. 1133{1135.5. Rowlison P. On 4-yles and 5-yles in regular tournaments //Bulletin of the London Mathematial Soiety. | 1986. | V. 18. |P. 135{139.
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îï÷ùê ëìáóó íå�òéë äìñ ÷åòûéî çòáæáð. à. þÅÂÏÔÁÒÅ× (íÏÓË×Á)óÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × ÇÒÁÆÅ | ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ [1℄.éÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÔÁËÖÅ ÒÅÚÉÓÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ [2℄, ÒÁ×ÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁ�É-ÏÎÎÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ (ommute-time distane) ÄÌÑ �Å�É íÁÒËÏ×Á [3℄.÷ [4℄ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÅÒ ÕÄÁÌÅÎÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, �ÒÅ-ÄÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ�ÕÔÉ É ÒÅÚÉÓÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. ÷ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÒÁÍÉ [4℄ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁÈ ËÌÁÓÔÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ�ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÎÅ ËÒÁÊÎÉÈ, Á �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á, ÎÏ �ÅÎÎÏÓÔØ �ÏÄÈÏÄÁ ÓÎÉÖÁÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÁÍÉ: ÏÎÉ ÎÁÒÕÛÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÌÅÓÎÙÈ ÍÅ-ÔÒÉË , ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÔÅÍÉ ÖÅ �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑËÌÁÓÓÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÌÅÓÁÈ [5℄ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å �Å-ÒÅÍÙÞËÉ [6℄. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÏÍÕÕÓÌÏ×ÉÀ: d(i; j) + d(j; k) = d(i; k) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁ-ÖÄÙÊ �ÕÔØ ÉÚ i × k �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ j.ðÕÓÔØ G | ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ×ÅÒÛÉÎ V (G) = f1; : : : ; ng (n > 1) É ÒÅÂÅÒ E(G). äÌÑ i; j 2 V (G)�ÕÓÔØ nij 2 f0; 1; : : :g | ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × G, ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÙÈ i É j; ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ p 2 f1; : : : ; nijg wpij > 0 | ×ÅÓ p-ÇÏ ÒÅÂÒÁ ÜÔÏÇÏ ÔÉ�Á. ðÕÓÔØwij =Pnijp=1 wpij (ÅÓÌÉ nij = 0, ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ wij = 0).ëÏÒÎÅ×ÏÅ ÄÅÒÅ×Ï | Ó×ÑÚÎÙÊ Á�ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÏÄÎÏÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ËÏÒÎÅÍ. ëÏÒÎÅ×ÏÊ ÌÅÓ |ÇÒÁÆ, ×ÓÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ | ËÏÒÎÅ×ÙÅ ÄÅÒÅ×ØÑ. ëÏÒÎÉ ÜÔÉÈÄÅÒÅ×ØÅ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÌÅÓÁ. ðÏÄ ×ÅÓÏÍ ×Ú×ÅÛÅÎ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ H , w(H), �ÏÎÉÍÁÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÓÏ× ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ. åÓÌÉ ×H ÎÅÔ ÒÅÂÅÒ, ÔÏ w(H) = 1. ÷ÅÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ÇÒÁÆÏ×, w(S), ÅÓÔØ ÓÕÍ-ÍÁ ×ÅÓÏ× ÇÒÁÆÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ S; ×ÅÓ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÅÎÎÕÌÀ.äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ G ÞÅÒÅÚ F = F(G) ÉFij = Fij(G) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÏ×ÎÙÈËÏÒÎÅ×ÙÈ ÌÅÓÏ× G É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÌÅÓÏ× G, ×ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁ i �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÅÒÅ×Õ Ó ËÏÒÎÅÍ j. ðÕÓÔØf = w(F); fij = w(Fij); i; j 2 V (G):F = (fij)n�n ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÌÅÓÏ× ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ G.ðÕÓÔØ L = (`ij) | ÌÁ�ÌÁÓÏ×ÓËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á G, Ô. Å. `ij = �wij �ÒÉj 6= i É `ij = Pk 6=i wik �ÒÉ j = i: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ Q = (qij) =331



(I + L)�1: ÷ ÓÉÌÕ ÍÁÔÒÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÌÅÓÁÈ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5℄)qij = fij=f; i; j = 1; : : : ; n:íÁÔÒÉ�Á Q ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÍÁÔÒÉ�Á ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÅÒ-ÛÉÎ G [7℄.þÅÒÅÚ ds(i; j) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉ, Ô. Å.ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍ �ÕÔÉ ÍÅÖÄÕ i É j × G; dr(i; j) | ÒÅÚÉ-ÓÔÏÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ i É j, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:dr(i; j) = `+ii + `+jj � 2`+ij ;ÇÄÅ (`+ij)n�n = L+ | ÍÁÔÒÉ�Á, ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ �Ï íÕÒÕ|ðÅÎÒÏÕÚÕ Ë ÌÁ�ÌÁÓÏ×ÓËÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å L ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ G.÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÅÔÒÉË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ. ðÕÓÔØQ� = (I + �L)�1; (1)ÇÄÅ I | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, � 2 R+ | �ÁÒÁÍÅÔÒ. ðÕÓÔØH� =  (�� 1)�����!log�Q�; (2)ÇÄÅ � 6= 1,  2 R+ , �����!log�Q� | �ÏËÏÍ�ÏÎÅÎÔÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍD� = 12 (h�1T + 1hT�)�H�; (3)ÇÄÅ h� | ÓÔÏÌÂÅ� ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× H�, 1 = (1; : : : ; 1)T.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (2) �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ � = 1 �Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ:H1 = ��!lnQ; (4)�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ G Ó×ÑÚÅÎ É �;  > 0; ÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á D� =(dij(�)); Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ (1){(4), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÚÁÄÁÅÔ ÍÅÔÒÉËÕÎÁ V (G).÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ G|Ó×ÑÚÎÙÊ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆ É � > 0: ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÓÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ Ó�ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ � ÎÁ G ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ d�: V (G)�V (G) ! R ÔÁËÕÀ,ÞÔÏ d�(i; j) = dij(�); ÇÄÅ (dij(�)) = D� | ÍÁÔÒÉ�Á, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ(1){(4).üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ D� ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÙ ÞÅÒÅÚ×ÅÓÁ ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÌÅÓÏ× × G. þÅÒÅÚ G� ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÊ ÍÕÌØÔÉ-ÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ G ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅÓÏ× ÅÇÏ ÒÅÂÅÒ ÎÁ �. ðÕÓÔØfij(�) = w(Fij(G�)); i; j = 1; : : : ; n:ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. åÓÌÉ G Ó×ÑÚÅÎ É �;  > 0; ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁ-ÔÒÉ�Ù D� = (dij(�)); Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ (1){(4), ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ332



dij(�) = 8<: (�� 1) log�pfii(�) fjj (�)fij(�) ; � 6= 1 lnpfii fjjfij ; � = 1 ; i; j = 1; : : : ; n:äÌÑ ÍÕÌØÔÉÇÒÁÆÁ G ÆÕÎË�ÉÑ d : V (G)�V (G) ! R ÇÅÏÄÅÚÉÞÎÁ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i; j; k 2 V (G) d(i; j)+d(j; k)=d(i; k) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ �ÕÔØ ÉÚ i × k ÓÏÄÅÒÖÉÔ j.�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ G Ó×ÑÚÅÎ É � > 0; ÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ d�(i; j) ÇÅÏÄÅ-ÚÉÞÎÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ××ÅÄÅÎÎÙÅ ÍÅÔÒÉËÉ ÓÏ ÛËÁÌÉÒÕÀÝÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ = ln(e+ � 2n ): (5)�ÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ G Ó×ÑÚÅÎ; ÔÏ ÍÅÔÒÉËÁ d�(i; j) ÓÏ ÛËÁÌÉÒÕ-ÀÝÉÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ (5) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÅÔÒÉËÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ �ÕÔÉds(i; j) �ÒÉ �! 0+ É Ë ÒÅÚÉÓÔÏÒÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ dr(i; j) �ÒÉ �!1.äÌÑ ÍÅÔÒÉË Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ  "ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë" ×ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ÎÕÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ "× �ÒÅÄÅÌÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÁ".òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ 09-07-00371-Á)É ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ðÒÅÚÉÄÉÕÍÁ òáî "íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ Õ�ÒÁ×ÌÅ-ÎÉÑ". ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Bukley F., Harary F. Distane in Graphs. | Redwood City:Addison-Wesley, 1990.2. Klein D. J., Randi� M. Resistane distane // Journal of Mathema-tial Chemistry. | 1993. | V. 12. | P. 81{95.3. Tetali P. Random walks and the e�etive resistane of networks //Journal of Theoretial Probability. | 1991.| V. 4. | C. 101{109.4. Yen L., Saerens M., Mantrah A., Shimbo M. A family of dissimila-rity measures between nodes generalizing both the shortest-path and theommute-time distanes // 14th ACM SIGKDD International Confere-ne on Knowledge Disovery & Data Mining, 2008. | P. 785{793.5. Chebotarev P., Agaev R., Forest matries around the Laplaianmatrix // Linear Algebra and its Appliations. | 2002. | V. 356. |P. 253{274.6. Chebotarev P. A graph bottlenek inequality / arXiv preprintmath.CO/0810.2732, 2008. | http://arxiv.org/abs/0810.2732.7. Chebotarev P. Spanning forests and the golden ratio // DisreteApplied Mathematis. | 2008. | V. 156. | P. 813{821.
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ïâ áóéíð�ï�éþåóëïí ðï÷åäåîééðòåäðéóáîîïçï èòïíá�éþåóëïçï þéóìáðïìîùè íîïçïäïìøîùè çòáæï÷ä. á. ûÁÂÁÎÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÄÏËÌÁÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÅÄ�É-ÓÁÎÎÏÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÎÙÈ ÍÎÏÇÏÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× Ó ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÄÏÌÅÊ. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ G = (V;E) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÇÒÁÆ É ÚÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï C, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �×ÅÔÏ×. ÷ÅÒÛÉÎÎÙÍ �ÒÅÄ�ÉÓÁ-ÎÉÅÍ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅv 2 V ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÎÅ�ÕÓÔÏÅ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏA(v) � C. åÓÌÉ jA(v)j = r ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v 2 V , ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ,ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÉÑ ÒÁ×ÎÁ r.òÁÓËÒÁÓËÏÊ f ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÉÀA, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : V ! C, ÞÔÏf(v) 2 A(v) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v 2 V . òÁÓËÒÁÓËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊÄÌÑ ÇÒÁÆÁ G, ÅÓÌÉ × ÜÔÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ÎÅÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙ.çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏ r-ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �×ÅÔÏ× C É ÌÀÂÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÉÑ A ÍÏÝ-ÎÏÓÔÉ r ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÄÁÎÎÏÍÕ�ÒÅÄ�ÉÓÁÎÉÀ. ðÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÍ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ r, ÞÔÏ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏ r-ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÅÍÙÍ.éÚÕÞÅÎÉÅ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÙÌÏ ÉÎÉ�ÉÉÒÏ-×ÁÎÏ ÒÁÂÏÔÁÍÉ ÷. ç. ÷ÉÚÉÎÇÁ [1℄, Á ÔÁËÖÅ ð. üÒÄÅÛÁ, á. ì. òÕÂÉÎÁÉ è. �ÅÊÌÏÒÁ [2℄. äÌÑ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÒÁÆÁ GÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ h(G).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Km�r = Km;:::;m �ÏÌÎÙÊ r-ÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÄÏÌÅÊm. üÒÄÅÛ, òÕÂÉÎ É �ÅÊÌÏÒ �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÚÁÄÁ-ÞÕ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ h(K1�r) = r É h(Km�1) = 1. üÒÄÅÛ, òÕÂÉÎ É�ÅÊÌÏÒ ÄÏËÁÚÁÌÉ [2℄, ÞÔÏ h(K2�r) = r. è. ëÉÅÒÓÔÅÄ �ÏËÁÚÁÌ [3℄, ÞÔÏh(K3�r) = d(4r � 1)=3e.äÌÑ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ m ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ h(Km�r)ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÏ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÏÒÏÛÉÅ Ï�ÅÎËÉ. î.áÌÏÎ [4℄ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ h(Km�r) = �(r lnm), Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁ-ËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1 É 2, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ m � 2, r � 2×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1 r lnm � h(Km�r) � 2 r lnm:334



á. òÕÂÉÎ [2℄ ÎÁÛÅÌ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ h(Km�2) �ÒÉ m!1:h(Km�2) = (1 + o(1)) log2m:îÁËÏÎÅ�, í. ëÒÉ×ÅÌÅ×ÉÞ É î. çÁÚÉÔ [5℄ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÏÍ r É m!1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏh(Km�r) = (1 + o(1)) lnmln (r=(r � 1)) : (1)ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ h(Km�r) �ÒÉ m; r ! 1. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÁÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.ðÕÓÔØ r = r(m)|ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ-×ÉÀ ln r = o(lnm) �ÒÉ m!1. �ÏÇÄÁh(Km�r) = (1 + o(1)) lnmln (r=(r � 1)) :ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ (1),�ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ëÒÉ×ÅÌÅ×ÉÞÅÍ É çÁÚÉÔÏÍ, ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊr = r(m).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÓÎÕÀ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ�ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ÒÁÓËÒÁÓËÁÍÉ �ÏÌÎÙÈ r-ÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× É �ÏÌÎÏ-�×ÅÔÎÙÍÉ r-ÒÁÓËÒÁÓËÁÍÉ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ×. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏn ×ÅÒÛÉÎ. òÁÓËÒÁÓËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ H = (V;E) × r�×ÅÔÏ× (r-ÒÁÓËÒÁÓËÁ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏ�×ÅÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ × ÎÅÊ ËÁÖÄÏÅÒÅÂÒÏ ÉÚ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÅÈ �×ÅÔÏ×. ÷ ÒÁÂÏÔÅ á. ÷. ëÏÓÔÏÞ-ËÉ [6℄ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÏÔÙÓËÁÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ p(n; r), ÒÁ×-ÎÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ × ËÌÁÓÓÅ n-ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ×, ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ �ÏÌÎÏ�×ÅÔÎÙÈ r-ÒÁÓËÒÁÓÏË. á. ÷. ëÏ-ÓÔÏÞËÁ �ÏËÁÚÁÌ [6℄, ÞÔÏp(n; r) � N(r; n) � r p(n; r); (2)ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ N(r; n) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ ×ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÎÙÈ r-ÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ n. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) × ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ r = 2ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÅÝÅ üÒÄÅÛÅÍ, òÕÂÉÎÏÍ É �ÅÊÌÏÒÏÍ × [2℄. ó �ÏÍÏÝØÀÜÔÉÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ, �ÒÏÑÓÎÑÀÝÕÀÓ×ÑÚØ ×ÅÌÉÞÉÎ h(Km�r) É p(n; r).335



ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÙÈ r É m ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Áp (h(Km�r)� 1; r) � rm < r p (h(Km�r); r) :þÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ï�ÅÎÉÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕp(n; r). ï�ÅÎËÉ p(n; r) �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ n É r �ÏÌÕÞÅÎÙ× ÔÅÏÒÅÍÅ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ r � n ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á1r � rr � 1�n � p(n; r) � Cn2� rr � 1�n :òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ 09-01-00294), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ "÷ÅÄÕÝÉÅ ÎÁÕÞÎÙÅ ÛËÏÌÙ" (ËÏÄ �ÒÏÅËÔÁ îû{8784.2010.1), ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ (MK { 3429.2010.01).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ÷ÉÚÉÎÇ ÷. ç. òÁÓËÒÁÓËÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ × �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÙÅ �×ÅÔÁ //íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÏ× É ÓÈÅÍ: ÓÂÏÒÎÉË ÎÁÕÞ-ÎÙÈ ÔÒÕÄÏ×. �. 29. | îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË: éÚÄ-×Ï éÎÓÔÉÔÕÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉóï áî óóóò, 1976. | C. 3{10.2. Erd}os P., Rubin A. L., Taylor H. Choosability in graphs // Pro.West Coast Conferene on Combinatoris, Graph Theory and Comput-ing. | 1979. | 26. | P. 125{157.3. Kierstead H. On the hoosability of omplete multipartite graphswith size part 3 // Disrete Mathematis. | 2000. | V. 211. | P. 255{259.4. Alon N. Choie number of graphs: a probabilisti approah //Combinatoris, Probability and Computing. | 1992. | V. 1. | P. 107{114.5. Gazit N., Krivelevih M. On the asymptoti value of the hoienumber of omplete multi-partite graphs // Journal of Graph Theory. |2006. | V. 52. | P. 123{134.6. Kostohka A. V. On a theorem by Erd}os, Rubin and Taylor onhoosability of omplete bipartite graphs // Eletroni Journal of Combi-natoris. | 2002. | V. 9.
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ï ó÷ñúîïó�é óìõþáêîùè äéó�áîãéïîîùèçòáæï÷ óðåãéáìøîïçï ÷éäáá. ò. ñÒÍÕÈÁÍÅÔÏ× (íÏÓË×Á)÷ 1959 ÇÏÄÕ ð. üÒÄÅÛ É á. òÅÎØÉ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÍÏÄÅÌØÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ [1, 2℄: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï G(N; p) = (
N ;FN ;PN;p);ÇÄÅ 
N | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÆÏ× G = (V;E) ÎÁ N ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÂÅÚ�ÅÔÅÌØ, ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ (Ô. Å. j
N j = 2C2N ), FN = 2
N ,PN;p(G) = pjEj(1� p)C2N�jEj; p 2 (0; 1):éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÙ �ÒÏ×ÏÄÉÍ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁ-ÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ (ËÒÁÔ-ËÏ Á.�.Î.), ÅÓÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÇÒÁÆÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 �ÒÉ N ! 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÒÅÂÒÁ p ÅÓÔØ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ N .÷ ÒÁÂÏÔÁÈ üÒÄÅÛÁ É òÅÎØÉ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁ-ÔÙ:1. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ p� = lnNN Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \�ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ" ÄÌÑÓ×ÏÊÓÔ×Á Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, Ô. Å. �ÒÉ p � p� (ÇÄÅ  > 1)ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å G(N; p) Á.�.Î. Ó×ÑÚÅÎ, Á �ÒÉ p � p�(ÇÄÅ  < 1) ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ Á.�.Î. ÎÅ Ó×ÑÚÅÎ;2. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ p�1 = 1N Ñ×ÌÑÅÔÓÑ \�ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ" ÄÌÑ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ \ÇÉÇÁÎÔÓËÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ" × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, Á ÉÍÅÎ-ÎÏ: ÅÓÌÉ p � N (ÇÄÅ  < 1), ÔÏ Á.�.Î. ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅG(N; p) ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ËÁÖÄÏÊÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÏ O(lnN); ÅÓÌÉ ÖÅ p � N (ÇÄÅ  > 1), ÔÏ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ Á.�.Î. ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ \ÇÉÇÁÎÔÓËÕÀ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÕ" ÒÁÚÍÅÒÁ
(N) (�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × ËÏÍ-�ÏÎÅÎÔÁÈ ÒÁÚÍÅÒÁ O(lnN)).÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×. äÌÑÜÔÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÍ n = 4k, k 2 N, N = Cn=2n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÎÙÊÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ GN = (VN ; EN ), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏVN = nx = (x1; : : : ; xn) : xi 2 f0; 1g ; x1 + : : :+ xn = 2k = n2o ;337



EN = nfx;yg 2 VN � VN : (x;y) = k = n4o :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÌÎÏÇÏ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÚ f0; 1gn É ÜÔÉÈ ×ÅÒÛÉÎ ÒÏ×ÎÏ N . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÁÇÒÁÆÁ GN ÓÕÔØ �ÁÒÙ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÅpn2 . éÍÅÎÎÏ ÜÔÉÍ É ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ�ÏÄÏÂÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÇÌÕÂÏËÏ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÏ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊÇÅÏÍÅÔÒÉÉ [3, 4℄.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏ×ÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏGdist(N; p) = (
distN ;FdistN ;PdistN;p ),ÇÄÅ 
distN | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÏ×ÎÙÈ �ÏÄÇÒÁÆÏ× G = (VN ;E) �ÏÌ-ÎÏÇÏ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ GN , FdistN = 2
distN ,PdistN;p (G) = pjEj(1� p)jEN j�jEj; p 2 (0; 1):îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÂÌÉÚÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ,É ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ üÒÄÅÛÁ|òÅÎØÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÍÅÖÄÕÎÉÍÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÁÚÌÉÞÉÑ.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Gdist(N; p) Ï \�ÏÒÏÇÏ×ÏÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ" É Ï ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ�Å \ÎÁÌÉÞÉÑ ÇÉÇÁÎÔÓËÏÊËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ".�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ p� = p�2p2 ln 2 (lnN)3=2N . �ÏÇÄÁ:Á) �ÒÉ p � p�, ÇÄÅ  > 1, ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅGdist(N; p) Á.�.Î. Ó×ÑÚÅÎ;Â) �ÒÉ p � p�, ÇÄÅ  < 1, ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅGdist(N; p) Á.�.Î. ÎÅ Ó×ÑÚÅÎ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ p�� = p�2p2 ln 2 (lnN)1=2N . �ÏÇÄÁ �ÒÉ p � p��,ÇÄÅ  < 1, ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Gdist(N; p) Á.�.Î. ÂÕÄÅÔÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔ O(lnN).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÌÏÎ î., ó�ÅÎÓÅÒ äÖ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ. | í.: âÉÎÏÍ,2007.2. Erd}os P., R�enyi A. On the evolution of random graphs // MagyarTud. Akad. Mat. Kutat�o Int. K�ozl. | 1960. | 5. | ó. 17{61.3. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. ìÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ × ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÉËÅ. | í.: íãîíï, 2007.338



4. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ É ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉ-ÓÌÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× // õíî, 56. | 2001. |1 (337). | ó. 107{146.5. Bollobas B. Random Graphs. | New York: Aademi Press, 1985.6. ëÏÌÞÉÎ ÷. æ. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2004.7. Karp R. The transitive losure of a random digraph // Randomstrutures and Algorithms. | 1990. | 1. | ó. 73{94.
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óÅË�ÉÑ�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ�ï ëïäéòï÷áîéé éúïâòáöåîéê, éî÷áòéáî�îïíï�îïóé�åìøîï ðòïåë�é÷îùè ðòåïâòáúï÷áîéêä. ÷. áÌÅËÓÅÅ× (íÏÓË×Á)ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×. òÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ ËËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÀ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ �ÏÄÏÂÉÑ É ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÒÁÎÅÅ÷. î. ëÏÚÌÏ×ÙÍ [1, 2℄.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ïÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ \AOB ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ×ÅÌÉÞÉÎÕ �, ÅÓÌÉ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ 0 � � � � × �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ-�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ (Ô.Å. �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O �Å-ÒÅ×ÏÄÉÔ ÌÕÞ OA × ÌÕÞ OB É \AOB = �� ÅÓÌÉ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ ÕÇÏÌ �× ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ (Ô.Å. �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ) �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÌÕÞ OA × ÌÕÞ OB.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×ÏÊÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÌÕÞÅÊ OA, OB, OC É ODÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÌÉÞÉÎÕ [A;B;C;D℄O = sin\AOCsin\BOC : sin\AODsin\BOD , ÇÄÅ ×ÓÅ ÕÇÌÙÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÁË ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ. åÓÌÉ ÖÅ ËÁËÏÊ ÌÉÂÏ ÉÚ ÚÎÁ-ÍÅÎÁÔÅÌÅÊ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ)[A;B;C;D℄O =1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R3 n f(0; 0; 0)g, �ÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒÙ (x; y; z) É (kx; ky; kz),(k 6= 0) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË,ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ (x; y; z) 7! (x; y; z)A, (detA 6= 0).úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: (kx; ky; kz)7! (x; y; z)A � k.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × [4{6℄.340



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÅË�ÉÑ M : A $ f1; 2; : : : ; ng |ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÔÏÞÅË É ËÏÄÉÒÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ T : �n 7! Rn�C4n�1 , ÓÔÁ×Ñ-ÝÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�s; i;j;k;l = [M�1(i);M�1(j);M�1(k);M�1(l)℄M�1(s)| Ä×ÏÊÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÞÅÔ×ÅÒÏË �ÒÑÍÙÈ, ÄÌÑ ÔÅÈ �ÑÔÅÒÏË, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ. ëÏÄÏÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÁÒÕ < M;T (A;M) >.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑA ÉB ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÄÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ T , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÕ-ÍÅÒÁ�ÉÉ M1 É M2, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ T (A;M1) = T (B;M2).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ A É B ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (�-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ P : A 7! B.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÏÓËÉÍ �ÒÏÅË-ÔÉ×ÎÙÍ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÈ �ÒÑÍÙÈ l1, l2 É l3ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ A � l1 [ l2 [ l3.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÌÏÓËÉÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �{ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.ìÅÍÍÁ 1 [3℄. ðÕÓÔØ P | �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, É ÔÏÞËÉO;A;B;C;D ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ ÉÚ OA, OB, OC É ODÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÏÇÄÁ [A;B;C;D℄O = [P(A);P(B);P(C);P(D)℄P(O):äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.ìÅÍÍÁ 2 [4℄. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÔÏÞÅË A1; A2; A3; A4 2� É B1; B2; B3; B4 2 � ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ P, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P(Ai) = Bi, i = 1; 2; 3; 4.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÔÏÞËÉ O;A;B;C, ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅÔÒÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ÞÉÓÌÏ � 2 R. �ÏÇÄÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÍ ÍÅÓÔÏÍ ÔÏÞÅË X ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ [A;B;C;X ℄O = � Ñ×ÌÑÅÔÓÑl n fOg, ÇÄÅ l | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÒÑÍÁÑ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O.ìÅÍÍÁ 4. 1) åÓÌÉ [A;B;C;D℄O = 1, ÔÏ ÔÏÞËÉ A;O;B, ÉÌÉ C;O;DÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. 2) åÓÌÉ [A;B;C;D℄O = 0, ÔÏ ÔÏÞËÉ A;O;CÉÌÉ B;O;D ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. 3) åÓÌÉ [A;B;C;D℄O ÎÅ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÏ, ÔÏ ÔÏÞËÉ B;O;C ÉÌÉ A;O;D ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ËÏÄ �ÌÏÓËÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ A. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÔÒÏÊËÉ ÔÏÞÅË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÌÅÖÁÔ ÌÉ ÏÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÎÅÔ.341



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÔÅÏÒÅÍÙ). éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏÅÓÌÉ A É B �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÏÎÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ É ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÄÉÒÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ T .äÏËÁÖÅÍ × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÉ Ai, i = 1; 2; 3; 4ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. �ÁËÁÑ ÞÅÔ×ÅÒ-ËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Ô.Ë. A | �ÌÏÓËÏÅ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.ðÕÓÔØ ÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ Bi i=1,2,3,4. ðÏ ÌÅÍÍÅ 2 ÎÁÊÄÅÔ-ÓÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ P , �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ Ai × Bi, i=1,2,3,4.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ A0 2 A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÓÌÕÞÁÉ: A0 ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÒÑÍÙÈ A1A2, A1A3 É A1A4. �ÏÇÄÁ Ä×ÏÊÎÏÅÏÔÎÏÛÅÎÉÅ � = [A0A2A3A4℄A1 Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1ÔÁËÉÍ ÖÅ ÂÕÄÅÔ É [ ~BB2B3B4℄B1 = �, ÇÄÅ ~B | ÏÂÒÁÚ A0 �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉ×-ÎÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ P . îÏ �Ï ÌÅÍÍÅ 3 ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ~BÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l0 = B1B0, ÇÄÅ B0 2 B | ÔÏÞËÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÁÑ A0. åÓÌÉ ÔÏÞËÁ ~B ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÁËÏÊ{ÌÉÂÏ �ÒÑÍÏÊ ~l, ÓÏÅÄÉÎÑ-ÀÝÉÈ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÏ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ, ÞÅÒÅÚ A1, ÔÏ ÔÏÞËÁ B0 ÔÏÖÅÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ ~l. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ~B = B0 = l0\~l, ÞÔÏÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ Ó×ÏÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å×Õ É÷. î. ëÏÚÌÏ×Õ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÚÌÏ× ÷. î. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÚÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ×ÏÓ�ÒÉÑÔÉÑ. | í.: éÚÄ. ãðé �ÒÉ ÍÅÈ.-ÍÁÔ. Æ-ÔÅ íçõ, 2001.2. ëÏÚÌÏ× ÷. î. ï ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÆÉÇÕÒ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1996. | �. 8, ×Ù�. 4. | ó. 57{61.3. ëÌÅÊÎ æ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ×ÙÓÛÅÊ.�ÏÍ 2. çÅÏÍÅÔÒÉÑ. | í: îÁÕËÁ, çÌÁ×Î. ÒÅÄ. ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÌÉÔ., 1987.4. àÎÇ äÖ. ÷. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. | í.: éì, 1949.5. åÆÉÍÏ× î. ÷. ÷ÙÓÛÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2003.6. ëÏËÓÔÅÒ è. ó. í. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ. |í: çÏÓ. ÉÚÄ-×Ï ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÌÉÔ., 1959.á÷�ïíá�ù ÷ p-áäéþåóëïí òáëõòóå÷. ó. áÎÁÛÉÎ (íÏÓË×Á)ðÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÍÙ ×ÅÚÄÅ ÄÁÌÅÅ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔíÉÌÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ), ×ÈÏÄÎÏÊ É×ÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ p ÓÉÍ×ÏÌÏ×342



(ÞÉÓÅÌ) 0; 1; : : : ; p�1, ÇÄÅ p| �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ. ëÁÖÄÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Zp ×ÓÅÈ (ÏÄÎÏÓÔÏ-ÒÏÎÎÅ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ × Zp. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÔÁËÉÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, �ÒÉÞÅÍÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ-×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Zp ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÏÊ ËÏÌØ�Á �ÅÌÙÈ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ, Ô. Å. �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÎÉÅÍ ÍÅÔÒÉËÉ ja � bjp, a; b 2 Zp, ÇÄÅj jp | p-ÁÄÉÞÅÓËÁÑ (Ô. Å., ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏ×Á) ÎÏÒÍÁ, É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÔÁ-ÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊÍÅÒÏÊ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÔÏÒÏÊ ×ÙÓÔÕ�ÁÅÔ ÍÅÒÁ èÁÁÒÁ �, ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎ-ÎÁÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �(Zp) = 1. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅÞÉÓÌÏ a 2 Zp ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ËÁ-ÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ a = P1i=0 �i � pi, �i 2 f0; 1; : : : ; p � 1g, Á ÔÏÇÄÁjajp = p�minfi : ai 6=0g, É jajp = 0, ÅÓÌÉ ×ÓÅ �i = 0 (Ô.Å. ÅÓÌÉ a = 0).íÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄), ÞÔÏ ×ÓÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ f : Zp ! Zp, É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍÕÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ�Á Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 1, Ô.Å. jf(a) � f(b)jp 6 ja � bjp ÄÌÑÌÀÂÙÈ a; b 2 Zp. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÅÔÅÒÍÉ-ÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ Ó �Å-ÌÙÍÉ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍÉ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ �ÅÌÙÍÉ) ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ p = 2 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÏÍÁÎÄÙ �ÒÏ-�ÅÓÓÏÒÁ, ÔÁËÉÅ ËÁË OR, �ÏÒÁÚÒÑÄÎÏÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ "ÉÌÉ", XOR, �ÏÒÁÚÒÑÄ-ÎÏÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ "ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÉÌÉ" (Ô. Å. �ÏÒÁÚÒÑÄÎÏÅ ÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÍÏÄÕÌÀ 2), AND, �ÏÒÁÚÒÑÄÎÏÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ "É" (Ô. Å. �ÏÒÁÚÒÑÄÎÏÅ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2), É Ô. �. ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÔÓÑ ÄÏÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ Z2� Z2 × Z2 (Ô.Å. ÄÏ ÆÕÎË�ÉÊ Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ 2-ÁÄÉÞÅÓËÉÈÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×), ËÏÔÏÒÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ (2-ÍÅÒÎÏÍÕ) ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ-�Á Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 1. ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ,�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ É�ÏÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÁÎÄ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÁ ÍÏÇÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑËÁË 2-ÁÄÉÞÅÓËÉÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÆÕÎË�ÉÑf(x) = x+(x2 OR) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ  2 Z2 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�ÛÉ-�Á Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÁ-�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ �ÅÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (Ô.Å. × ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÊ 2-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒÍÅ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ  ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÁ-ÇÁÅÍÙÈ), ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ-ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ.÷ Ó×ÅÔÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, p-ÁÄÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ×ÅÓØ-343



ÍÁ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ "ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ" ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É �Ï×ÅÄÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÞÔÏ É ÂÙÌÏ�ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ × [1℄. îÁ�ÒÉÍÅÒ, Á×ÔÏÍÁÔ ÏÂÒÁÔÉÍ (Ô.Å. ÉÎÄÕ-�ÉÒÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z=pnZp = f0; 1; : : : ; pn�1g×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ Z=pZ = f0; 1; : : : ; p � 1g ÄÌÑ ×ÓÅÈn = 1; 2; 3; : : :) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÉÍ ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÍÅÒÕ �. üÔÏ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.îÁ�ÒÉÍÅÒ, Á×ÔÏÍÁÔ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏ-ÍÏÍ ÎÁÄ Zp (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍZÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ),ÏÂÒÁÔÉÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z=p2Z ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 2. üÔÏ ÖÅ ×ÅÒÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÀ f(x) = x+ (x2 OR ).îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á M ÎÁÚ. ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b 2 M ÎÁÊ-ÄÅÔÓÑ f 2 F ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(a) = b. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM ÎÁÚ. ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fe = f0; f =f1; f2; : : :g, ÇÄÅ f i(x) = f(f(: : : (f| {z }i ÒÁÚ (x) : : :), e | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ÷ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f ÎÁÚ. ÔÒÁÎÚÉ-ÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fe; f�1; f�2; : : :g, ÇÄÅ f�1 |�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë f . ÷ Ó×ÅÔÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÊ Á×ÔÏ-ÍÁÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×-ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z=pnZ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ n,n = 1; 2; 3 : : : ÷ [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÅÎ ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÉÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑf : Zp! Zp ÜÒÇÏÄÉÞÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ �. ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÏÂ-ÝÅÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ�ÏÌÉÎÏÍ ÎÁÄ Zp, ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ 3; ÜÔÏ ÖÅ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÀ x+ (x2 OR ), ÇÄÅ  2 Zp.÷ÏÚÍÏÖÅÎ, ÏÄÎÁËÏ, É ÄÒÕÇÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ �ÏÎÑÔÉÑ"ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ". âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅ Á×ÔÏÍÁ-ÔÙ, ËÁÖÄÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊÁ×ÔÏÍÁÔÁ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s0, Ô. Å. Á×ÔÏÍÁÔ �Å-ÒÅÊÄÅÔ ÉÚ s0 × s �ÒÉ �ÏÄÁÞÅ ÎÁ ×ÈÏÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ×ÈÏÄÎÏÇÏÓÌÏ×Á. ëÁÖÄÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A ÚÁÄÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÏ× As, s 2 S,ÇÄÅ As ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ A ÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ Õ ÎÅÇÏ ÄÒÕÇÏÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, s ×ÍÅÓÔÏ s0. á×ÔÏÍÁÔ A ÎÁÚ. ×�ÏÌÎÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓ-ÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍÁ×ÔÏÍÁÔÏ× As, s 2 S, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÖÅ-344



ÓÔ×Å Z=pnZ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n = 1; 2; 3; : : : (Ô.Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ËÏÎÅÞÎÙÈÓÌÏ× v É w ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁÊÄÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔ As, �ÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊv × w). á×ÔÏÍÁÔ A ÎÁÚ. ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊÁ×ÔÏÍÁÔ As, s 2 S, ×�ÏÌÎÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÅÎ. á×ÔÏÍÁÔÕ A ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÚÁ-ÍÙËÁÎÉÅ (× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ) AA ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ×ÉÄÁ( vpn ; wpn ) ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ [0; 1℄ � [0; 1℄, ÇÄÅ v | ×ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×ÏÄÌÉÎÙ n, Á w | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ×ÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏ×Ï, n = 1; 2; : : :(ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÍÙ ÔÒÁËÔÕÅÍ ÓÌÏ×Ï ÄÌÉÎÙ n × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ f0; 1; : : : ; p� 1gËÁË ÞÉÓÌÏ ÉÚ f0; 1; : : : ; pn�1g). íÎÏÖÅÓÔ×Ï AA, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ìÅÂÅÇÁ �. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁËÏÎ 0 ÉÌÉ 1 ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Á×ÔÏ-ÍÁÔÁ A, �(AA) 2 f0; 1g. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Á×ÔÏÍÁÔ A ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÏ�(AA) = 0; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �(AA) = 1 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A×�ÏÌÎÅ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÅÎ. íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ N0 = f0; 1; 2; : : :g × N0 , Á ÅÅ ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÎÁÑ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÔÒÉËÉ) ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ ÈÏ-ÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, �ÒÉÞÅÍ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÒÁÎÚÉ-ÔÉ×ÅÎ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ �ÏÌÉ-ÎÏÍ ÎÁÄ Z ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÙÛÅ 1, Á ÔÁËÖÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉf(x) = x + (x2 OR ) (ÇÄÅ  2 N0 ), f(x) = (1 + pz)x (ÇÄÅ z 2 N0 n f0g)ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ 09-01-00653-Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Anashin V., Khrennikov A. Applied algebrai dynamis. |Berlin|N.Y.: W. de Gruyter, 2009.ï ðòïâìåíå ðïìîï�ù÷ éóþéóìåîéé ÷ùóëáúù÷áîéêç. ÷. âÏËÏ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ ÉÌÉ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ ÎÁÄ Ó×ÑÚËÁÍÉ f^;_;:;!g. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T . âÕÄÅÍ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÊ �ÏÏ�ÕÓËÁÎÉÀ ÓËÏÂÏË [5℄. óÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ×ÁÖÎÙÍ ÏÂßÅËÔÏÍ ÉÓÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ �ÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÉÚÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÔØ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ:345



1) ðÒÁ×ÉÌÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ. ðÕÓÔØ A| ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ X , Á B | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÁÄÓ×ÑÚËÁÍÉ f^;_;:;!g. �ÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ × A ×ÓÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑX ÎÁ B, ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÅÊ.2) ðÒÁ×ÉÌÏ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ ÉÌÉ modus ponens. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÙ A É A!B | ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ B ÔÁËÖÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ.ðÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÏÔÏ-ÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ, ÕÄÏÂÎÏ ××ÅÓÔÉ �ÏÎÑÔÉÅ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ J , �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ ×Ù×ÏÄÁ [2℄. ðÕÓÔØM � T , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [M ℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅÌÉÂÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔM , ÌÉÂÏ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ Ë ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑÍ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍM . ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Mk � T ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k:M0 =M; Mk+1 = [Mk℄:�ÏÇÄÁ �ÏÌÏÖÉÍ J(M) = 1Sk=0Mk. îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ J Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ, Ô. Å.ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ M � T É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ A 2 T , ÅÓÌÉ A 2 J(M), ÔÏA 2 J(M 0), ÇÄÅ M 0 | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ ÉÚ M .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÅÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ �ÏÌÎÏÔÙ. óÉÓÔÅÍÁ ÔÁ×ÔÏ-ÌÏÇÉÊ M � T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ × T , ÅÓÌÉ J(M) = T . ðÒÏÂÌÅÍÁ�ÏÌÎÏÔÙ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊM ÉÚ T ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÑÓÎÉÔØ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ �ÏÌÎÏÊ × T ÉÌÉ ÎÅÔ. äÁÎÎÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÚÁÄÁÞÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× M , ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÉ× T , �ÏÓÌÅÄÎÑÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ×ÙÒÁ-ÚÉÍÏÓÔÉ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM2 � T ×ÙÒÁÚÉÍÏ ÞÅÒÅÚ M1 � T Ó�ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ J , ÅÓÌÉM2 � J(M1). �ÏÇÄÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏ-ÓÔÉ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ J ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁÊÔÉ×ÓÅ ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ (M1;M2), ÞÔÏ M1;M2 � T É M2 � J(M1).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ËÒÉÔÅÒÉÅ× �ÏÌÎÏÔÙ ×ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. ðÒÉÎ�É� Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÒÉÔÅÒÉÅ× ÚÁ-×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁ×-ÔÏÌÏÇÉÊ M ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ J ,ÅÓÌÉ J(M) =M . äÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ J ËÌÁÓÓÏ×Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á 346



�ÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.ïÓÎÏ×ÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ × ÄÁÎÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÓÌÕÖÉÔ �ÏÎÑÔÉÅ ËÒÉÔÅ-ÒÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ïÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: �ÕÓÔØ�(T ) | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á T .ðÏÓËÏÌØËÕ J(T ) = T , ÔÏ �(T ) ÎÅ �ÕÓÔ. ëÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �;� � �(T ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ ÉÚ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Q;Q 2 �, ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅM * Q. ëÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎ-ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ �ÏÄÓÉÓÔÅÍ.úÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ M ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉJ(M) 6= T É, �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ Ë M ÌÀÂÏÊ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ ÉÚ T nM , �ÏÌÕ-ÞÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.ðÏÓËÏÌØËÕ J | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ É ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ×ÓÅ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÉ ÉÚ T ([1℄ É [5℄), ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ËÌÁÓÓ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ [2℄. óÏÇÌÁÓÎÏ [3℄, ÜÔÏ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × T ÏÂÒÁÚÕÅÔ ËÒÉÔÅ-ÒÉÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÏÂÌÅÍÁ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ ÉÚ T Ó×ÅÌÁÓØ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ �ÒÅÄ-�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × T . ïÄÎÁËÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏÓ×ÏÊÓÔ×Ï ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅ ÄÁÅÔÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.÷ÁÖÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ ÎÅ ÌÀÂÙÈ, ÁÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁÅÔ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÕÀ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÕÀ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ ÄÌÑ�ÒÏÂÌÅÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÞÅÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×,ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ, É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÁ×ÔÏ-ÌÏÇÉÊ ÎÅÌØÚÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÞÅÔÎÏÅ ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄ�ÏÌ-ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÁ ÂÙ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÔÙ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.�ÅÏÒÅÍÁ. ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÔÙ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÊ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.éÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ×ÁÖÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ, ËÁÓÁÀÝÅÅÓÑ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍÙ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÙÓËÁÚÙ×Á-347



ÎÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., äÒÁÇÁÌÉÎ á. ç. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀÌÏÇÉËÕ. | í.: éÚÄ-×Ï íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ, 1982.2. ëÏÎ ð. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. | í.: íÉÒ, 1968.3. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | í.: éÚÄ-×ÏíÏÓË. ÕÎ-ÔÁ, 1982.4. íÁÌØ�Å× á. é. áÌÇÏÒÉÔÍÙ É ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. | í.:îÁÕËÁ, 1965.5. îÏ×ÉËÏ× ð. ó. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ.|í.: îÁÕËÁ,1973. ïâ áóéíð�ï�éþåóëïí ðï÷åäåîééèòïíá�éþåóëïçï éîäåëóáóìõþáêîùè çéðåòçòáæï÷à. á. âÕÄÎÉËÏ× (íÏÓË×Á)äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.õ�ÁËÏ×ËÁ × ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÅ G | ÎÁÂÏÒ P ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÅÒG, �(G) | "ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÄÅËÓ" ÇÒÁÆÁ G | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉ-ÓÌÏ Õ�ÁËÏ×ÏË, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ G. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ�ÏÌÎÙÊ ÇÉ�ÒÅÇÒÁÆ G(n) = (V (G(n)); E(G(n))) ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ, k-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÊ, Ô. Å. ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÏ e 2 E(G(n)) ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉk ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V (G(n)). óÔÅ�ÅÎØ ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ Ck�1n�1,jE(G(n))j = Ckn.÷×ÅÄÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (
;F ;P), ÇÄÅ 
 | ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Zi 2 E(G); i = 1; 2Ckn , F | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ-×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× 
. åÓÌÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÊ ÉÓÈÏÄZi = fei1 ; :::; eimg, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ "ÒÏÄÉÌÉÓØ ÒÅÂÒÁ ei1 ; :::; eim".ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÒÏÖÄÁÀÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p(n). îÁÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÅÔÓÑ × ×ÉÄÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÉÓ-�ÙÔÁÎÉÊ âÅÒÎÕÌÌÉ, ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ | ÜÔÏ ËÏÒÔÅÖÉ ÉÚ0; 1 ÄÌÉÎÙ Ckn, ÇÄÅ ÅÄÉÎÉ�Ù ÎÁ ËÁËÉÈ-ÔÏ �ÏÚÉ�ÉÑÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÒÅÂÒÁÍ, Á ÎÕÌÉ | ÎÅ ÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. îÁ 
 ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÅÒÁ:P(Zi) = P(ÒÏÄÉÌÏÓØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ fei1 ; :::; eimg É ÎÅ ÒÏÄÉÌÉÓØ×ÓÅ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÒÅÂÒÁ G(n)) = p(n)m(1� p(n))kn�m:348



îÁ ÜÔÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×Å-ÌÉÞÉÎÁ G(n; p) = Zi Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ P(Zi). üÔÏ É ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊÇÉ�ÅÒÇÒÁÆ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÄÅËÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÊÒÁÂÏÔÅ.ðÕÓÔØ p(n) = D(n)Ck�1n�1 , ÇÄÅ D(n) | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔn. äÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ Ï�ÕÓËÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔ Õ ÆÕÎË�ÉÊD(n); p(n); k(n), ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ Ë ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÔÒÁË-ÔÏ×ËÅ.äÁÌÅÅ ×ÅÚÄÅ Ó | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÂÏÌØÛÁÑ 1. äÌÉÎÁ ÒÅÂÒÁÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ k(n) | ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ n, ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÀÝÁÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ n × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. õ�ÁËÏ×ËÁ × ÇÒÁÆÅ G |ÎÁÂÏÒ P ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÅÒ G. ðÏËÒÙÔÉÅ ÇÒÁÆÁ G | ÎÁÂÏÒK ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, �(G) | "ÈÒÏÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÄÅËÓ" ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ G| ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Õ�ÁËÏ×ÏË, ÎÁËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ G.óÌÕÞÁÊÎÁÑ Õ�ÁËÏ×ËÁ | ÜÔÏ Õ�ÁËÏ×ËÁ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÅG(n; p). ïÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ P =fei1 ; :::; eisg | Õ�ÁËÏ×ËÁ �ÏÌÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÁ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ. äÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÅÅ ÒÅÂÒÁ eij ; j = 1; :::; s, ÎÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 
ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÎÄÉËÁÔÏÒÎÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ I(eij ) = 1 ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p, I(eij ) = 0  ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1� p. åÓÌÉ I(eij ) = 1, ÔÏÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÒÏÄÉÌÏÓØ ÒÅÂÒÏ eij , ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ eij ÎÅÒÏÄÉÌÏÓØ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ Õ�ÁËÏ×ËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒ-ÇÒÁÆÁ G(n; p) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ I(P ) = Qsj=1 I(eij ):íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÏÄÉ×ÛÉÈÓÑ Õ�ÁËÏ×ÏË ÒÁ×ÎÏN(n) = n!(k!) nk (n(1� 1 ))!( nk )!  DCk�1n�1! nk :�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G(n; p(n)) | ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆ (n!1) :p(n) = D(n)Ck(n)�1n�1 � 1; k(n) = o(n); D(n) > � nk(n)�3� � 1�k(n) ;ÇÄÅ k(n) | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0�ÒÉ n!1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ:P �����PP2PG(n) I(P )N(n) � 1����� > "! < 1"2 0B� 1N(n) + 1nk(n) � �1�k(n)1CA :349



�ÅÏÒÅÍÁ 2.ðÕÓÔØ G(n; p(n))| ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆ, (n!1) :p(n) = D(n)Ck(n)�1n�1 � 1; k(n) = o(n); D(n) > � nk(n)�3� � 1�k(n) ;ÇÄÅ k(n) | ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0�ÒÉ n!1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ:P (�(G(n; p(n))) � [1 + "+  ln(k(n))℄D(n))! 1:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Pippenger N., Spener J. Asymptoti behavior of the hromatiindex for hypergraphs // Journal of ombinatorial theory. | 1989. |Series A, 51. | P. 24{42.2. âÕÄÎÉËÏ× à. á. ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ. | 2007. | �. 11. | ó. 343{360.3. ûÉÒÑÅ× á. î. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. 3-Å ÉÚÄ. | M: íãîíï, 2004.ëáë òïâï�áí òåûé�ø úáäáþõ ï îáúîáþåîéñè?î. ï. çÁÒÁÎÉÎÁ, î. ÷. ûÉÌÏ× (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)ãÅÌØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ| ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÔØ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÙÅ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÊ ×ÁÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ [1℄ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ Ä×É-ÖÅÎÉÑ × ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, ËÏÔÏÒÁÑ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÅÄÅÎÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ (ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ �ÁÒÏÓÏ-ÞÅÔÁÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ×ÅÓÁ ×Ï ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ). üÔÁÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÚ×ÁÎÁ ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÒÏÂÏÔÁÈ É ÕËÒÙÔÉÑÈ. ÷ ÎÅÊÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÉÄÅÎÔÉÞÎÙÈ ÒÏÂÏÔÏ×, ËÏÔÏ-ÒÙÍ ÎÕÖÎÏ \ÄÏÇÏ×ÏÒÉÔØÓÑ" Ï ×ÙÂÏÒÅ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÈ ÕËÒÙÔÉÊ ÓÒÅ-ÄÉ n ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ (ÞÉÓÌÏ n > 1 ÒÏÂÏÔÏ× É ÕËÒÙÔÉÊ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ).ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÏÂÏÔ ×ÉÄÉÔ ×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÒÏÂÏÔÏ× É×ÓÅ ÕËÒÙÔÉÑ (ÎÉ ËÁËÉÅ ÔÒÉ \ÏÂßÅËÔÁ" ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ�ÒÑÍÏÊ). úÁÄÁÞÁ ÓÉÓÔÅÍÙ × �ÅÌÏÍ | ÓÁÍÉÍ ÒÏÂÏÔÁÍ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÏ× × �ÁÒÁÈ ×ÙÂÏÒ ÕËÒÙÔÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÏÂÏ-ÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ Ë ÕËÒÙÔÉÑÍ Õ ÒÏÂÏÔÏ×350



ÎÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ �ÏÄ ÍÕÌØÔÉÁ-ÇÅÎÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× [2℄, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓ-ÔÒÏÊÓÔ×Ï ÓÅÔÉ (Ô. Å. ÁÇÅÎÔ) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ �Ï �ØÀÒÉÎ-ÇÕ (Ó�ÏÓÏÂÅÎ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÏÞÅÎØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ), ÎÏ�ÒÉ ÜÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁËÔÉ×ÎÙÍ (ÍÏÖÅÔ �Ï Ó×ÏÅÊ ÉÎÉ�ÉÁÔÉ×Å �ÒÅÄ�ÒÉ-ÎÉÍÁÔØ ×ÎÅÛÎÉÅ ÄÅÊÓ×ÉÑ × ÓÉÓÔÅÍÅ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó×ÑÚÙ×ÁÔØÓÑ Ó ÄÒÕ-ÇÉÍ ÁÇÅÎÔÏÍ), ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ (�ÒÅÄ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÏÌØÚÙ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÌÉÞÎÏ), Á ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÁÇÅÎÔÁ Ï ×ÎÅÛÎÅÍÍÉÒÅ (belief), ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ �ÅÌÅÊ ÁÇÅÎÔÁ (desire) É ÓÉÀÍÉÎÕÔÎÙÈ ÎÁ-ÍÅÒÅÎÉÊ ÁÇÅÎÔÁ (intension); ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÔÁËÉÅ ÁÇÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑBDI-ÁÇÅÎÔÁÍÉ [3℄.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÏÂÏÔÁÈ É ÕËÒÙÔÉÑÈÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÁÓÔÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÅÊ äÅÊËÓÔÒÙ [4, 5℄: ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ n Þ£ÒÎÙÈ ÔÏÞÅË É nÂÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ (ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄ-ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ); ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÔÏÞËÉ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÒÏÂÏÔÁÈ É ÕËÒÙÔÉÑÈ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÉ äÅÊËÓÔÒÙ; ÚÁÄÁÞÁ äÅÊËÓÔÒÙÓ×ÏÄÉÔÓÑ ÕÖÅ Ë ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ [4, 5℄; ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÁ �ÅÎÔÒÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ (ÎÅËÉÍ\ÄÉÓ�ÅÔÞÅÒÏÍ", Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÍ ×ÓÅÍÉ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ) ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(n3)(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÅÎÇÅÒÓËÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ).ïÄÎÁËÏ Õ ÚÁÄÁÞÉ äÅÊËÓÔÒÙ ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÒÅÛÅÎÉÑ, �ÒÅÄ-ÌÏÖÅÎÎÙÊ ÓÁÍÉÍ ü. äÅÊËÓÔÒÏÊ [4, 5℄: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÞÅÒÎÙÈ É ÂÅÌÙÈ ÔÏÞÅË; ÚÁÔÅÍ, �ÏËÁ × ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ÅÓÔØ �Å-ÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔÒÅÚËÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ \�ÅÒÅÝÅÌËÉ×ÁÎÉÅ" ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ (�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÁÒÁ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× [B1;W1℄,[B2;W2℄ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÁÒÕ ÏÔÒÅÚËÏ× [B1;W2℄ É [B2;W1℄). üÔÏÔ ÍÅ-ÔÏÄ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË �ÒÉ �ÅÒÅÝÅÌËÉ×ÁÎÉÉ ÓÕÍÍÁÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÕÂÙ×ÁÅÔ [4, 5℄. �ÏÌÞËÏÍ Ë �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÏÂÏÔÁÈ É ÕËÒÙÔÉÑÈ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÏÇÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÓÌÕÖÉÌÁ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ \�ÅÒÅÝÅÌËÉ×ÁÎÉÑ" ËÁË ÌÏËÁÌØ-ÎÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÎÆÌÉËÔÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÒÏÂÏÔÁÍÉ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ�ÅÒÅÇÏ×ÏÒÏ×.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÏÂÏÔ (ÁÇÅÎÔ) ÉÍÅÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÕÀ �Å-ÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÅÍÕ \ÞÉÓÌÁ ËÏÎ-ÆÌÉËÔÏ×" (�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÅÇÏ belief). ãÅÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÏÂÏÔÁ |×ÙÂÒÁÔØ ÕËÒÙÔÉÅ, �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÔÏÌ-351



ËÎÏ×ÅÎÉÊ (ÜÔÏ ÅÇÏ desire). òÁÂÏÔÕ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÏÂÏÔÁ �ÏÄÅÌÉÍ ÎÁ ÒÁÕÎ-ÄÙ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÔ ÒÏÂÏÔ ÄÏÌÖÅÎ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ �ÏÇÏ-×ÏÒÉÔØ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÄÒÕÇÉÍÉ ÒÏÂÏÔÁÍÉ É, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÓÍÅÎÉÔØ ÕËÒÙÔÉÅ,Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÒÏÂÏÔ ÈÏÞÅÔ ÉÄÔÉ (ÜÔÏ ÅÇÏ intention). ï�ÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ,ËÁË ÒÏÂÏÔ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÞÅÔÞÉËÁ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÆÌÉËÔÏ× É ËÁË ×Å-ÄÅÔ ÓÅÂÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÞÅÔÞÉËÁ:1) × ÎÁÞÁÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÕÎÄÁ ÒÏÂÏÔ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó×ÏÅÇÏÓÞÅÔÞÉËÁ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÆÌÉËÔÏ× (n� 1);2) ×Ï ×ÒÅÍÑ ÒÁÕÎÄÁ �ÒÉ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÁÈ Ó ÏÞÅÒÅÄÎÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÒÏÂÏÔÏÍ(ËÏÎÔÒÁÇÅÎÔÏÍ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ), ÒÏÂÏÔ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉÜÔÏÔ ËÏÎÔÒÁÇÅÎÔ ÕÖÅ × ÕËÒÙÔÉÉ ÉÌÉ ÎÅÔ; ÅÓÌÉ ËÏÎÔÒÁÇÅÎÔ ÕÖÅ ÎÁ-ÈÏÄÉÔÓÑ × ÕËÒÙÔÉÉ, ÔÏ ÒÏÂÏÔ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó×ÏÅÇÏ ÓÞÅÔÞÉËÁÞÉÓÌÁ ËÏÎÆÌÉËÔÏ× ÎÁ 1, ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÙ Ó ÜÔÉÍ ËÏÎÔÒÁÇÅÎ-ÔÏÍ É �ÅÒÅÈÏÄÉÔ Ë �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÁÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÏÂÏÔÏÍ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏ-×ÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÕÎÄÅ); ÅÓÌÉ ÖÅ ËÏÎÔÒÁÇÅÎÔ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÕËÒÙÔÉÉ, ÔÏ:2.1) ÒÏÂÏÔ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÓÕÍÍÕ S ÄÌÉÎ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÒÏÂÏÔÏ× ÉÓÕÍÍÕ S0 ÄÌÉÎ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÒÏÂÏÔÙ �ÏÍÅÎÑÀÔÓÑ ÕËÒÙÔÉÑÍÉ(ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÍÁÒÛÒÕÔÙ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ);2.) ÅÓÌÉ S ÂÏÌØÛÅ S0, ÔÏ ÒÏÂÏÔ ÏÂÍÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÕËÒÙÔÉÑÍÉ Ó ËÏÎÔÒÁ-ÇÅÎÔÏÍ É ÚÁÎÏ×Ï ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó×ÏÅÇÏ ÓÞÅÔÞÉËÁ ÞÉÓÌÁ ËÏÎ-ÆÌÉËÔÏ× × (n� 1);2.3) ÅÓÌÉ ÖÅ S ÎÅ ÂÏÌØÛÅ S0, ÔÏ ÒÏÂÏÔ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó×ÏÇÏÓÞÅÔÞÉËÁ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÆÌÉËÔÏ× ÒÁ×ÎÙÍ (max(m;m0)� 1), ÇÄÅ m É m0 |ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÆÌÉËÔÏ× Õ ÓÁÍÏÇÏ ÒÏÂÏÔÁ É ÅÇÏ ËÏÎÔÒ-ÁÇÅÎÔÁ;2.4) ÒÏÂÏÔ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÙ Ó ÜÔÉÍ ËÏÎÔÒÁÇÅÎÔÏÍ É �ÅÒÅÈÏÄÉÔË �ÅÒÅÇÏ×ÏÒÁÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÏÂÏÔÏÍ (ÅÓÌÉ ÔÁËÏ×ÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁ ÄÁÎ-ÎÏÍ ÒÁÕÎÄÅ);3) åÓÌÉ × ËÏÎ�Å ÒÁÕÎÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÞÅÔÞÉËÁ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÆÌÉËÔÏ× Õ ÒÏÂÏ-ÔÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ 0, ÔÏ ÒÏÂÏÔ \�ÒÙÇÁÅÔ" (ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ) × Ó×ÏÅÕËÒÙÔÉÅ, Á �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÙ ÄÒÕÇÉÈ ÒÏÂÏ-ÔÏ×, ÞÔÏ ÏÎ ÕÖÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÕËÒÙÔÉÉ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÏÂÏÔ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ë �ÕÎËÔÕ (1) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÒÏÂÏÔÙ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÀÔ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, Á × ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÓÅ ÒÏÂÏ-ÔÙ ÉÍÅÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ÕËÒÙÔÉÑ, ËÕÄÁ ÎÁÍÅÒÉ×ÁÌÉÓØ ÉÄÔÉ, ÔÏ × ÓÉÓÔÅÍÅÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ, Á ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÏÊ-ÄÕÔ ÒÏÂÏÔÙ, ÂÕÄÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍ �Ï ðÁÒÅÔÏ, Á ÉÍÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÒÏÂÏÔ ÒÅÛÉÔ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÊ ÍÁÒÛÒÕÔ, ÔÏËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÒÏÂÏÔÕ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÒÉÄÅÔÓÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÏÌÅÅÄÌÉÎÎÙÊ ÍÁÒÛÒÕÔ. 352



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÒÏ-ÂÏÔÁÈ É ÕËÒÙÔÉÑÈ ÒÅÛÅÎÁ (ÄÌÑ �ÒÙÇÁÀÝÉÈ ÒÏÂÏÔÏ×). üÔÏ, ÏÄÎÁËÏ,ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÏ ÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÁÚ-ÎÁÞÅÎÉÑÈ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÚÁÄÁÞÉ äÅÊËÓÔÒÙ. äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ äÅÊËÓÔÒÙ ÎÁÛÍÕÌØÔÉÁÇÅÎÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÏÂÏÔÁÈ É ÕËÒÙÔÉÑÈ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÓÔÒÏÉÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ Ó ðÁÒÅÔÏ-Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎÏÔÒÅÚËÏ×, ÎÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒÙ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÜÔÉÍ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÙ.ðÏÜÔÏÍÕ ×Ï�ÒÏÓ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ × ÚÁÇÌÁ×ÉÉ ÓÔÁÔØÉ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙ-ÔÙ: ËÁË ÒÏÂÏÔÁÍ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÚÁÄÁÞÕäÅÊËÓÔÒÙ)?òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ × ÒÁÍËÁÈ ÉÎÔÅÇÒÁ�ÉÏÎÎÏÇÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ óïòáî 2/12 \æÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÑÚÙËÉ É ÍÅÔÏÄÙ Ó�Å�ÉÆÉËÁ�ÉÉ, ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÓÉÎÔÅÚÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ". á×ÔÏÒÙ ×ÙÒÁÖÁÀÔ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ì. á. ëÏÎÑÅ×Õ É å. ÷. âÏÄÉÎÕ ÚÁ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ É �ÅÎÎÙÅ ÓÏ×ÅÔÙ×Ï ×ÒÅÍÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Garanina N. O., Shilov N. V., Konyaev L.E. Can Robots Solvethe Assignment Problem? // Proeedings of Workshop on Conurreny,Spei�ation, and Programming CS&P 2009. | Warsow University. |V. 1. | P.154{163.2. �ÅÌØ ö. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ. | í.:íãîíï, 2009.3. Wooldridge M. An Introdution to Multiagent Systems. | JohnWilley & Sons Ltd, 2002.4. áÎÄÒÅÅ×Á �. ÷., âÏÄÉÎ å. ÷., çÏÒÏÄÎÑÑ ì. ÷., ûÉÌÏ× î. ÷.üÔÀÄ ÎÁ ÔÅÍÕ äÅÊËÓÔÒÙ: ÉÎÆÏÒÍÁÔÉË × ÇÏÓÔÑÈ Õ ÇÅÏÍÅÔÒÁ // ðÏ-ÔÅÎ�ÉÁÌ. | 2006. | � 9. | ó. 32{38.5. Shilov N. V., Shilova S. O. Etude on theme of Dijkstra // ACMSIGACT News. | 2004. | 35 (3).ï ðòåäéëá�îïê üë÷é÷áìåî�îïó�éæïòíõì áìçåâòù ìïçéëéü. ü. çÁÓÁÎÏ×, á. á. ûÁËÉÒÏ× (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ R2 | Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É Bn | ÅÄÉÎÉÞ-ÎÙÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ. 353



ðÕÓÔØ X1 ^ X2; X1 _ X2;:X ÓÕÔØ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÏÎßÀÎË�ÉÅÊ, ÄÉÚßÀÎË�ÉÅÊ É ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅÍ É B |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ïÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ B:ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ F (X1; : : : ; Xn) É G(Y1; : : : ; Ym) ÉÚ P2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑÒÁ×ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔÉ ÎÁ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ��n É ��m; ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ,ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏF ( ��n) = G( ��m):ðÕÓÔØ �B | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ B É �B(X1; : : : ; Xn)(ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ �B(n)) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ B, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÅ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ X1; : : : ; Xn.æÏÒÍÕÌÙ A É B ÉÚ �B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÒÁ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ �B ÎÁ ËÌÁÓÓÙÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ D; ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÞÎÏ ×ÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.ïÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × R2 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÆÉÇÕÒÏÊ. ðÕÓÔÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï × R2 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÕÓÔÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÉÇÕÒ × R2 G =fG1; G2; : : : ; Gng: ëÁÖÄÏÊ ÆÉÇÕÒÅ Gi ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ �ÒÅÄÉËÁÔ pi(x1; x2);ÏÂÌÁÓÔØÀ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Gi, i = 1; 2; : : : ; n:ðÕÓÔØ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ P = fp1(x1; x2); p2(x1; x2); : : : ; pn(x1; x2)g ÉA(X1; X2; : : : ; Xn) 2 �B(n): ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ × A ×ÍÅÓÔÏ ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÊ Xi �ÒÅÄÉËÁÔ pi ÉÚ P . äÁÎÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ,É �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ A(p1; p2; : : : ; pn) ÎÁÚÏ×ÅÍ P-ÆÏÒÍÕÌÏÊ.ðÏÓËÏÌØËÕ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ G ËÁË × ×ÉÄÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÁË É × ×ÉÄÅ �ÒÅÄÉËÁÔÁ p, ÏÂÌÁÓÔØ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÉËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÞÎÙÍÉ, ÔÏÍÙ ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÉËÁÔ p ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙG É ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ "ÆÉÇÕÒÁ p" ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ p | �ÒÅÄÉËÁÔ,Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÊ ÆÉÇÕÒÕ G.ó×ÑÖÅÍ Ó ËÁÖÄÏÊ P-ÆÏÒÍÕÌÏÊ A(p1; p2; : : : ; pn) ÎÅËÕÀ ÆÉÇÕÒÕFA(p1;p2;:::;pn) � R2, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÉËÁÔÏÍ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÍÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÓÍ. [1℄).æÉÇÕÒÙ F1 É F2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍÉ (�ÉÛÅÍ F1 = F2); ÅÓÌÉ ÏÎÉÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × R2 ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.P-ÆÏÒÍÕÌÙ A(P) É B(P) ÎÁÚÏ×ÅÍ P-ÒÁ×ÎÙÍÉ (�ÉÛÅÍ A(P) P=B(P)), ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ.354



ðÕÓÔØ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅM = f�1; : : : ; �kg| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ n-�ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË �n.æÏÒÍÕÌÙ A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ (M;P)-ÒÁ×ÎÙÍÉ, (�ÉÛÅÍ A M;P= B),ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ � 2 M ×ÎÉÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÉÚ P ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ P-ÆÏÒÍÕÌÙÑ×ÌÑÀÔÓÑ P-ÒÁ×ÎÙÍÉ.ïÔÎÏÛÅÎÉÅ (M;P)-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �B(n) ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÜÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ DM;P ; ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÔÏÞÎÏ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (M;P)-ÒÁ×ÎÙÍÉ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÉÇÕÒ P ÏÂÌÁÄÁÅÔM -Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ É (M;P)-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, Ô. Å. ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ D É DM;P ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÉÌÉ,ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÏÒÍÕÌ A;B 2 �B(n) ×ÅÒÎÏ A M;P=B ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A = B:åÓÌÉ p ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÀh(p) = n 1; ÅÓÌÉ p 6� 00; ÅÓÌÉ p � 0ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÅÄÉËÁÔÏÍ �ÕÓÔÏÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á p:ðÕÓÔØ p | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÇÕÒÁ. þÅÒÅÚ p1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÉÇÕÒÕ p, ÁÞÅÒÅÚ p0 | ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÆÉÇÕÒÅ p, Ô.Å. ÆÉÇÕÒÕ p. ðÕÓÔØ� = � 1 2 : : : ni1 i2 : : : in �|n-�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÚ �n. �ÏÇÄÁ ÂÕÌÅ×ÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ
P� (�1; : : : ; �n) = h(p�1i1 \ p�2i2 \ � � � \ p�nin )ÎÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÉÇÕÒ P ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �; Á ÂÕÌÅ×ÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ�PM = 
P�1 _ 
P�2 _ � � � _ 
P�kÎÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÉÇÕÒ P ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË M .�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ M � �n; ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÉÇÕÒP = fp1; p2; : : : ; png ÏÂÌÁÄÁÅÔ M-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ �PM � 1:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÉki(t) = �n!� t+ 1i!(n� i)! � ;355



ÇÄÅ i 2 f1; 2; : : : ; ng, ℄a[ | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÅÍ a. ðÕÓÔØ" | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ n 2 N, t 2 f1; 2; : : : ; n!g, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á M � �n, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ jM j � t, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÉÇÕÒP = fp1; : : : ; png ÏÂÌÁÄÁÅÔ M-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ i ËÕÂÁ Bn ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ki(t) ÎÁÂÏÒÏ×aj ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ 
P" (aj) = 1.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ûÁËÉÒÏ× á. á. ë ÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÆÉ-ÇÕÒ // æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ É �ÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1999. | �. 5,� 4. | ó. 1191{1197.òáóðïúîá÷áîéå ìáâéòéî�îïó�éï�íåþåîîùè çòáæï÷÷. é. çÒÕÎÓËÁÑ (õÌØÑÎÏ×ÓË)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÁËÔÕÁÌØÎÙ ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÓÒÅÄ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÌÕÖÄÁÀÝÉÈ �Ï ÎÉÍ ÁÇÅÎÔÏ× (ÍÏÂÉÌØÎÙÈÒÏÂÏÔÏ×, Á×ÔÏÍÁÔÏ×, �ÏÉÓËÏ×ÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ É Ô. �.). áÇÅÎÔ �ÅÒÅÍÅÝÁ-ÅÔÓÑ �Ï ÓÒÅÄÅ, �ÏÌÕÞÁÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀÏ ÎÅÊ, ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÔÏÒÏÊ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ, ÒÅÛÁÅÔ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ �ÅÒÅÄ ÎÉÍ ÚÁÄÁÞÉ: ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÂÈÏÄÉÔÓÒÅÄÕ É (ÉÌÉ) ÄÅÌÁÅÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÑ Ï ÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ. ÷ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÓÒÅÄ. ïÄÎÏÊ ÉÚÎÉÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÆÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÔÏ�ÏÌÏÇÉ-ÞÅÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ ÓÒÅÄÙ [1℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ Ï�ÉÓÁÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ�ÌÏÓËÉÈ ÌÁÂÉÒÉÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÁË ÇÒÁ-ÆÏ×ÙÈ, ÔÁË É Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÓÒÅÄ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [3, 4℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ �ÌÏÓ-ËÉÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, É ÄÌÑ ÎÉÈ ÒÅÛÁÌÉÓØ ÚÁÄÁÞÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÄÁÞÁÍ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×: ÏÔÌÉÞÉÍÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÉ ÇÒÁÆÏ×. âÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÅÇÏ ÓÌÏ×Á ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÌÉ ÏÔÍÅÔËÉ ÎÁ ÄÕÇÁÈ ÌÁÂÉÒÉÎÔÁ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÈ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÎÅÔ. �Ï ÅÓÔØ ÏÔ ÔÏÇÏ, Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÌÉ ÇÒÁÆ ÌÁÂÉÒÉÎÔÏÍ, ÉÌÉ ÎÅÔ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÄÏËÌÁÄÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÍÅÔÏÄ �ÒÏ×ÅÒËÉ "ÌÁÂÉÒÉÎÔÎÏÓÔÉ" ÇÒÁÆÁ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ Z2 × ÎÅÍ. üÌÅÍÅÎÔÙ(x; y) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Z2 ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ v. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ v =(x; y) É v0 = (x0; y0) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ �(v; v0) = jx� x0j+ jy� y0j.356



üÌÅÍÅÎÔÙ v É v0 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉ�Å.ðÕÓÔØ B = fe; n; s; wg | ÁÌÆÁ×ÉÔ ÏÔÍÅÔÏË ÄÕÇ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚb�1 ÏÔÍÅÔËÕ, �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ Ë ÏÔÍÅÔËÅ b ÉÚ B . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ e�1 = w, n�1 = s, w�1 = e, s�1 = n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A = 2Bn;.ïÔÍÅÞÅÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ G = (V;E; a; b) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊËÏÎÅÞÎÙÊ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ V ÅÓÔØ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z2, E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÕÇ, a : v 2 V ! a 2 A | ÆÕÎË�ÉÑÒÁÚÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎ, b : (v; v0) 2 E ! b 2 B | ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÄÕÇ.äÕÇÉ (v; v0) É (v0; v) ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ.óÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ �ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÏÚÁÉÞ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:| ÄÕÇÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÓÏÅÄÉÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ;| ÏÔÍÅÔËÁ ËÁÖÄÏÊ ÄÕÇÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÅÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ;| ÏÔÍÅÔËÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÍÅÔÏË ×ÓÅÈ ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚÎÅÅ ÄÕÇ.íÏÚÁÉÞÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÛÁÈÍÁÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÅÇÏ ÓÏÓÅÄ-ÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÁÒÏÊ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÄÕÇ.ïÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ G = (V;E; a; b) É G0 = (V 0; E0; a0; b0) ÎÁÚÏ×ÅÍÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Á V ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V 0, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÓÍÅÖÎÏÓÔØ ×ÅÒÛÉÎ ÉÏÔÍÅÔËÉ ×ÅÒÛÉÎ É ÄÕÇ.÷ ÄÏËÌÁÄÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏÇÒÁÆÁ G ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÚÁÉÞÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ �Á-ÒÁ Á×ÔÏÍÁÔÏ× | ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ É ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÔÏ-ÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ × [5℄. á×ÔÏÍÁÔ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ Ó ËÒÁÓËÁÍÉÏÂÈÏÄÉÔ ÇÒÁÆ G. ïÎ ×ÉÄÉÔ ÏÔÍÅÔËÕ É ÏËÒÁÓËÕ ×ÅÒÛÉÎÙ, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ, ÏÔÍÅÔËÉ É ÏËÒÁÓËÕ ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÎÅÅ ÄÕÇ; ÍÏÖÅÔ ÍÅ-ÎÑÔØ ÏËÒÁÓËÕ ×ÅÒÛÉÎÙ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ, É ÏËÒÁÓËÕ ÉÓÈÏÄÑÝÉÈÉÚ ÎÅÅ ÄÕÇ; �ÅÒÅÄÁ×ÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÕ-ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÕ.á×ÔÏÍÁÔ-ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ �ÙÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÌÏÓËÕÀ ÕËÌÁÄ-ËÕ ÇÒÁÆÁ G, É, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ �ÌÁÎÁÒÅÎ, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÕËÌÁÄËÕÎÁ ÍÏÚÁÉÞÎÏÓÔØ É ÛÁÈÍÁÔÎÏÓÔØ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Kuipers B. The Spatial Semanti Hierarhy // Arti�ial Intelli-gene. | 2000. | V. 119, � 1{2. | P. 191{233.2. ëÉÌÉÂÁÒÄÁ ç., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., õÛÞÕÍÌÉÞ ý. îÅÚÁ×ÉÓÉ-ÍÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Á×ÔÏÍÁÔÏ× × ÌÁÂÉÒÉÎÔÁÈ //äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2003. | �. 15, ×Ù�. 2. | ó. 3{39.3. çÒÕÎÓËÁÑ ÷. é. ïÂ ÏÔÌÉÞÉÍÏÓÔÉ �ÌÏÓËÉÈ ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ ÌÁÂÉÒÉÎ-ÔÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2004. | �. 8. | ó. 457{464.357



4. çÒÕÎÓËÁÑ ÷. é. ïÔÌÉÞÉÍÏÓÔØ s-ÌÁÂÉÒÉÎÔÏ× // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÕÚÏ×.íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2009. | �. 8. | ó. 14{22.5. çÒÕÎÓËÉÊ ÷. é., �ÁÔÁÒÉÎÏ×. å. á. òÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÏ× �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÂÌÕÖÄÁÀÝÅÇÏ �Ï ÎÉÍ ÁÇÅÎÔÁ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. �ÅÚÉÓÙ ÄÏËÌÁÄÏ× XV ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ(ëÁÚÁÎØ, 2{7 ÉÀÎÑ 2008Ç.) | ëÁÚÁÎØ: ïÔÅÞÅÓÔ×Ï, 2008. | ó. 21.íå�ïä ïãåîëé óìïöîïó�é é ëìáóóéæéëáãééúáëïîï÷ æõîëãéïîéòï÷áîéñ äéóëòå�îùèäå�åòíéîéòï÷áîîùè á÷�ïíá�ï÷á. ó. å�ÉÆÁÎÏ× (óÁÒÁÔÏ×)ëÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅÍÏÄÅÌÉ ÓÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÌÉÓØ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ Ó×ÑÚÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÉÇÎÁÌÏ×É ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ó ÎÅÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. üÔÏ ÏÔÒÁÖÅÎÏ × Ó�Ï-ÓÏÂÁÈ ÚÁÄÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×,ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ Ñ×ÎÏÍ ÕËÁÚÁÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ(ÔÁÂÌÉ�Ù, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÍÁÔÒÉ�Ù, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÍÉ, ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ). æÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×Á-ÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ÒÅËÕÒÓÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ, ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ, ÆÒÁÇÍÅÎÔ �ÒÏ�ÅÓÓÁÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÷. á. �×ÅÒÄÏÈÌÅÂÏ×ÙÍ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏ×ÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ (Á×ÔÏÍÁÔÏ×),ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÚÁÄÁ×ÁÔØÚÁËÏÎÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊÏÂÒÁÚ s Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÚÁËÏÎÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁ-ÔÁ As ,ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÀ ÆÁÚÏ×ÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ Ó×ÑÚÅÊ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ×ÙÈÏÄÎÙÍÉ ÓÉÇÎÁÌÁÍÉ. ÷×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÊ ÏÂÒÁÚ ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× �ÒÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÈ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ X É ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å X� ×ÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏ× ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ×ÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË-�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÍÏÇÕÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÎÁÌÉÚÁÓ×ÏÊÓÔ× ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ-ÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×,
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�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ × ÆÏÒÍÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (�ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ×) ÄÌÉ-ÎÏÊ ÄÏ 5000000 ÚÎÁËÏ×. ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ × ÆÏÒÍÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ó�ÅËÔÒÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ Ï�É-ÓÁÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ [1℄. ó�ÅËÔÒ 
 =< 
0;
1;
2;
3;
4 >××ÏÄÉÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÇÏÕÒÏ×ÎÅ×ÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍÕÒÏ×ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÁÂÏÒÙ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍ Fmi (z1; z2; :::; zm) = zm+1, ÇÄÅ m | �ÏÒÑÄÏË ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, m = 1; 2; : : :. ðÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÁÑ ÆÏÒ-ÍÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊÆÏÒÍÙ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �. äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉ-ÅÍ ÒÁÂÏÔ [2-3℄, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ËÌÁÓ-ÓÏ× Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÚÁËÏÎÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÎÙ × ÆÏÒ-ÍÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× 10 ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ: �; e; � = 1+p52 (ÚÏÌÏÔÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ), p2, 3p2, ln(2),ln(10), �(3) = 1Px=1( 1x3 ), ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ëÁÔÁÌÁÎÁ ó= 1Pn=0 (�1n)(2n+1)2 , ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ üÊÌÅÒÁ  = limn!1(1 + 12 + 13 + ::: + 1n � ln(n)). áÎÁÌÉÚÉÒÕ-ÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ ÄÏ5000000 ÚÎÁËÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ 5000000 ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �. ðÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á � = f�1; �2; :::; �10g ×ËÌÀÞÉÌÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÜÔÁ�Ù:1. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÁ ÂÁÚÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � ÓÅÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 	1;	2;	3;	4;	5;	6;	7, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 10000 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 50,100, 200, 500, 1000, 2000 É 5000 ÚÎÁËÏ× (�ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×	i; 1 � i � 7 ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÉÚ ËÁ-ÖÄÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � 2 � 1000 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉ-ÎÙ di; di 2 f50; 100; 200; 500; 1000; 2000; 5000g. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ 	i = di1 ;  di2 ; :::;  di10000, ÇÄÅ  dij (1 � j � 10000) ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÄÌÉÎÙ di ÉÚ×ÌÅÞÅÎÎÁÑ ÉÚ �[j=1000℄ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ �ÒÁ×ÉÌÕ:ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ�ÅÒ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ  dij , 1 � j � 10000 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ((j � 1) � di + 1) × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�[j=1000℄ , Á ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ  dijÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ (j � di) × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ�[j=1000℄). 359



2. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ó�ÅËÔÒÏ× ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ× 	1;	2;	3;	4;	5;	6;	7.3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× 	i; 1 � i � 7 ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �Ï ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÀ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÊ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ Ó�ÅËÔÒÏ×.4. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ m0 ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 	i; 1 � i � 7, ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ � 2 �.÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ Ó�ÅËÔÒÏ× ÎÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓËÁÞËÏ× × ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÄÏ5000000 ÚÎÁËÏ× ×Ï ×ÓÅÈ 10 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �. ëÒÏÍÅÔÏÇÏ, ÓÒÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ 
0 Ó�ÅËÔÒÁ 
×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 	i; 1 � i � 7, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ � 2f�; e;p2,3p2, ln(2), ln(10), �(3), C,  g ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÚÎÁËÅ�ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ. �ÁËÖÅ ÏÔÍÅÞÅÎÏ ÅÝÅ ÏÄÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÌÁ-ÄÁÀÔ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á � | �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÄÌÉÎÙ ÉÚ×ÌÅËÁ-ÅÍÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔ 50 ÄÏ 5000, ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ ÎÕÌÅ-×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ Ó�ÅËÔÒÁ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ × 2 ÒÁÚÁ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [2, 3℄�ÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ó�ÅËÔÒÁ 
 ÂÁÎËÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊOEIS ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÚËÏÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ P0 (�Ï�ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ Ó�ÅËÔÒÁ) Ë ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ P1(�Ï �ÏËÁÚÁ-ÔÅÌÑÍ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ Ó�ÅËÔÒÁ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×Ï×ÓÅÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ É �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÁÈ 	i; 1 � i � 7;| ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× × P1 ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × P0 �ÒÉÍÅÒÎÏ× 1000{1500 ÒÁÚ (Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÄÌÉÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ). éÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÊ Á��ÁÒÁÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÚÁËÏ-ÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× [1℄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÎÁÌÉÚÁ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÉÅ Á��ÁÒÁÔÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×Á-ÎÉÑ �ÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ. äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎ Ó�ÅËÔÒ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÏÓÔÒÏÅÎÙ É �ÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÙ Ó�ÅËÔÒÙ ÄÌÑ70000 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ ÄÏ 5000. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÉÍÉ ÚÁ-ËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �×ÅÒÄÏÈÌÅÂÏ× ÷. á. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏ-360



ÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | óÁÒÁÔÏ×: îÁÕÞÎÁÑ ËÎÉÇÁ, 2008.2. å�ÉÆÁÎÏ× á. ó. áÎÁÌÉÚ ÆÁÚÏ×ÙÈ ËÁÒÔÉÎ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | óÁÒÁÔÏ×: îÁÕÞÎÁÑ ËÎÉÇÁ, 2008.3. å�ÉÆÁÎÏ× á. ó. áÎÁÌÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÚÁËÏÎÏ×ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ.÷Ù�. 24. | í.: éðõ òáî, 2009. | ó. 81{98.ðòåäó�á÷ìåîéå ëïììåëãéê ñúùëï÷á÷�ïíá�áíéí. á. ëÉÂËÁÌÏ (íÏÓË×Á)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÑÚÙËÏ× | ÏÄÎÁ ÉÚ ÔÒÁÄÉ-�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÑÚÙËÏ× × ÏÄÎÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÅ.óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÑÚÙËÁÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÈ ÓÁÍÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÉÌÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅ-ÇÏ ÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÑÚÙËÁ (ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÑÚÙËÏ×) �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ×�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÍ ÅÇÏ (ÉÈ) �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÅÛÅÎÁÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÅ-ÍÅÊÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ÑÚÙËÏ× × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙÓÌÏ×Á × ÎÅÍ.ðÕÓÔØ A;B;Q | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÌÆÁ×ÉÔÙ, jAj = N; jBj = M . âÅÚÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A = 0; 1; : : : ; N � 1; B =0; 1; : : : ;M � 1. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ [1℄ �ÏÎÑÔÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁ-ÔÁ (ëá), ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ (éëá), �ÒÅÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ × éëá, ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ.äÌÑ k 2 Z+ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÌÁÓÓÙ ÑÚÙËÏ× Lk(A) = fL � A� j8� 2L) j�j = kg É L6k(A) = fL � A� j8� 2 L) j�j 6 kg.ðÕÓÔØ L � A� | ÌÀÂÏÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË, s > 2; s 2N . s-ËÏÌÌÅË�ÉÅÊ ÑÚÙËÁ L ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÑÚÙËÏ× �(L; s) =fL0; :::; Ls�1g ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ: Li \ Lj = ?; i 6= j; i; j = 0; :::; s �1; Ss�1i=1 Li = L; L0 def= A�nL.ëÏÎÅÞÎÙÊ ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Vq0 = (A;B;Q; ';  ; q0) �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ s-ËÏÌÌÅË�ÉÀ ÑÚÙËÁ L �(L; s) (Vq s �(L; s)) Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÉÓÔÅÍÙ
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�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ fB0; :::; Bs�1g;Bi � B; Bi \ Bj = ?; i 6= j; i; j = 0; :::; s� 1, ÅÓÌÉ8� 2 Li  (q0; �) 2 Bi; i = 0; :::; s� 1:ðÕÓÔØ N > 2; M > 2; K � A� | ËÌÁÓÓ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÏ× ÎÁÄÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A. �ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ K ÎÁÚÏ×ÅÍS(K;N;M) = maxL2K max�(L;M) minVqs�(L;M)Sa(Vq);ÇÄÅ Sa(Vq) | ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × Á×ÔÏÍÁÔÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. 8N > 2, M > 2, 8k > 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p > 0, ËÏÎÅÞÎÙÊÑÚÙË L 2 Lk(A), ËÏÌÌÅË�ÉÑ �(L;M) É éëá Vq(k;N;M) s �(L;M),ÔÁËÉÅ ÞÔÏSa(Vq(k;N;M)) = S(Lk(A); N;M) = Nk�p � 1N � 1 + pXi=1 (MNi � p+ 1):óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. 8N > 2, M > 2 ÄÌÑ S(Lk(A); N;M) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ1N � 1 � Nk � logNMk . S(Lk(A); N;M) . NN � 1 � Nk � logNMk :�ÅÏÒÅÍÁ 2. 8N > 2, M > 2, 8k > 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔp > 0, ËÏÎÅÞÎÙÊ ÑÚÙË L 2 L6k(A), ËÏÌÌÅË�ÉÑ �(L;M) É éëáVq(k;N;M) s �(L;M), ÔÁËÉÅ ÞÔÏSaÓ(Vq(k;N;M)) = S(L6k(A); N;M) = Nk�p � 1N � 1 +M Np+1�NN�1 :óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. 8N > 2, M > 2 ÄÌÑ S(L6k(A); N;M) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏN(N � 1)2 �Nk � logNMk . S(L6k(A); N;M) . N2(N � 1)2 �Nk � logNMk :ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌ£ÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.2. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó., õÛÞÕÍÌÉÞ û. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: éÚÄ-×Ï íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ, 1985.362



3. Campeanu ó., Santean N., Yu S. Minimal over-automata for �-nite languages // Proeedings of the Third International Workshop onImplementing Automata (WIA'98). | 1998. | P. 32{42.ï ðïó�òïåîéé ðòá÷éìøîùè óåíåêó�÷ ÷îåëï�ïòùè ëìáóóáè æõîëãéêï. ÷. ëÏÎÄÒÁÔØÅ×Á (íÏÓË×Á)ðÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÄÌÑ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÌÁÔÉÎÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅÛÉÒÏËÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÉ É �ÌÁÎÉÒÏ×ÁÎÉÉÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ. îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÈ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÄÁ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �Ï ÎÏÍÅÒÕ ÓÔÒÏËÉ ÉÓÔÏÌÂ�Á. éÍÅÎÎÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÍÅÔÏÄÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÌÁÔÉÎ-ÓËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ.îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ìÁÔÉÎÓËÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ �Ï-ÒÑÄËÁ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n � n, ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ-ÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ×ËÁÖÄÏÊ ÅÅ ÓÔÒÏËÅ É × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.æÕÎË�ÉÉ f1; f2; : : : ; fn ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ p1; p2; : : : ; pn ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× p0 = (p01;p02; : : : ; p0n) É p00 = (p001 ; p002 ; : : : ; p00n) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ �, 1 � � � n,ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ p0� 6= p00� É f�(p0) = f�(p00).çÒÁÆÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ F =ffigni=1, fi = fi(z1; : : : ; zn), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ GF =(V;E) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ V = f1; 2; : : : ; ng ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (i; j) 2 E,ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ fj ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ xi.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ G(V;E) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊÇÒÁÆ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ V = f1; 2; : : : ; ng.�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÁÆ G0(V 0; E0) ÎÁ n0 � n + dlog2 ne ×ÅÒÛÉÎÁÈV 0 = f1; 2; : : : ; ng, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊ × ×ÉÄÅ ÇÒÁÆÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉ-ÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å V � V 0 ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó G.âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ F = ffigni=1, ÒÅÁÌÉÚÕ-ÀÝÅÇÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ G, ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊF 0 = ff 0ign0i=1, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÅ ÇÒÁÆ G0 É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i,363



1 � i � n, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× xn+1; : : : ; xn0 ,�ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f 0i ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× x1; : : : ; xn ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ fi.îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G0 × ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅÎÅ�ÏÎÉÖÁÅÍÁ: ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔØ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÇÒÁÆÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÏ×ÙÊÇÒÁÆ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÇÒÁÆÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÌÕÞÁÅÍÏÇÏ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÁÓÌÅÄÕÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÅ-ÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÒÁÆ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ × ×ÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n � 3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊF = ffigni=1, fi = fi(z1; : : : ; zn), Ë ÇÒÁÆÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÒÏ×ÎÏ dlog2 ne ×ÅÒÛÉÎ ÄÌÑ ÔÏÇÏ,ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÇÒÁÆ G0, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÇÒÁÆÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×É-ÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ F 0. ðÒÉ ÜÔÏÍÓÅÍÅÊÓÔ×Ï F 0 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i, 1 � i � n,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× xn+1; : : : ; xn0 , �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈf 0i ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× x1; : : : ; xn ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó fi.ðÒÉÍÅÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:f1 = x2x3 � : : : � xnf2 = x1x3 � : : : � xn...fn = x1x2 � : : : � xn�1:âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × P2 ÄÁÎÎÁÑÏ�ÅÎËÁ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ n � 3 É R| ÌÀÂÏÊ ÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × P2(Ô.Å. ÌÀÂÏÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× T0, T1, L, M , S).óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ F = ffigni=1, fi 2 R, Ë ÇÒÁ-ÆÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÒÏ×-ÎÏ dlog2 ne ×ÅÒÛÉÎ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÌÓÑ ËÁËÇÒÁÆ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ.îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× T0, T1, M ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï,ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ, Á ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ïf1 = x2 + x3 + : : :+ xnf2 = x1 + x3 + : : :+ xn...fn = x1 + x2 : : :+ xn�1: 364



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. îÏÓÏ× ÷. á. ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÌÁÔÉÎÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× × ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 1990. | �. 4,×Ù�. 3{4. | ó. 307{320.2. ëÏÚÌÏ×A. A., îÏÓÏ× B. A., ðÁÎËÒÁÔØÅ× A. E. íÁÔÒÉ�Ù É ÇÒÁÆÙÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× ÆÕÎË�ÉÊ // æÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ É �ÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2008. | �. 14, � 4. |ó. 137{149.ïãåîëé þéóìá ûáçï÷ òáâï�ù áìçïòé�íï÷òåûåîéñ úáäáþ òáóðïúîá÷áîéñ ïâòáúï÷ðòé ìïçéëï-ðòåäíå�îïí ðïäèïäå�. í. ëÏÓÏ×ÓËÁÑ (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ �Ï-ÓÔÁÎÏ×ËÅ [1℄. òÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÊ ÏÂßÅËÔ ! �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ËÁË ËÏÎÅÞÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ! = f!1; : : : ; !tg. îÁ ÞÁÓÔÑÈ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× p1; : : : ; pn, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á É ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ï�ÉÓÁÎÉÅÍ S(!) ÏÂßÅËÔÁ ! ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÎÁÂÏÒ ×ÓÅÈ ÉÓÔÉÎÎÙÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ×ÉÄÁ pi(� ) ÉÌÉ :pi(� ), ×Ù-�ÉÓÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ � ÏÂßÅËÔÁ !. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× 
 ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ K ËÌÁÓÓÏ× 
 = SKk=1
k.ï�ÉÓÁÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ 
k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Ak(x) ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙ-ÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Ó�ÉÓËÁ ! ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ! ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ Ak(!), ÔÏ ! 2 
k, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ××ÉÄÅ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ.òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ, ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ, É ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÌÏÖ-ÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ Ó×ÅÄÅÎÏ × [1℄ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÅË×ÅÎ-�ÉÊ S(!) j= 9y 6=Ak(y), S(!) j= WKk=1 Ak(!), S(!) j= WKk=1 9y 6=Ak(y).÷ [2℄ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. úÁÄÁÞÉ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ, ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ É ÁÎÁÌÉÚÁÓÌÏÖÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ NP-ÔÒÕÄÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÑÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ×, ÔÏ �ÒÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÒÅÛÅÎÉÑÌÀÂÏÊ ÉÚ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ O(tm � jAj � jSj): 365



�ÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ ea | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅÏ�ÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ×, s | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÏÄ-ÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÅÄÉËÁÔÁ (ÔÏÌØËÏ ÂÅÚ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÊ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÓÏÔÒÉ�ÁÎÉÑÍÉ) × Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÏÂßÅËÔÁ, D | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÄÉÚßÀÎËÔÏ×× Ï�ÉÓÁÎÉÑÈ ËÌÁÓÓÏ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ �ÒÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÉÌÉ ÍÅÔÏÄÁÒÅÚÏÌÀ�ÉÊ ÄÌÑ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊÉÚ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑ-ÅÔ O(D � sea):äÌÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ × ××Å-ÄÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÇÏÕÒÏ×ÎÅ×ÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ×, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÅÅÓÑ ××ÙÄÅÌÅÎÉÉ �ÏÄÆÏÒÍÕÌ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ× É ÚÁÍÅÎÏÊ ÉÈ ÎÁ ÁÔÏÍÁÒÎÙÅÆÏÒÍÕÌÙ Ó ÎÏ×ÙÍÉ �ÒÅÄÉËÁÔÁÍÉ É �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.ðÕÓÔØ P li (yli) | �ÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ÆÏÒÍÕÌ Al�1k (xl�1), pli É xli |ÎÏ×ÙÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙ É �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÑÍÉpli(xli) , P li (yli), Alk(xl) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Al�1k (xl�1) ÚÁÍÅÎÏÊ P li (yli) ÎÁpli(xli) (i = 1; :::; nl, l = 1; :::L). ÷ [3℄ ÄÏËÁÚÁÎÙ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ×ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ Ä×ÕÈÕÒÏ×ÎÅ×ÏÇÏÏ�ÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ �ÅÒÅÂÏÒÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÒÅ-ÛÁÀÝÅÇÏ ÚÁÄÁÞÕ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ, ÕÍÅÎØÛÉÌÏÓØ �Ï ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÀ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ t), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÔÏÂÙjSj �(PKk=1 tmk � jAkj�Pn1j=1 t�1j � jPj j) � jS1j �PKk=1 t1Æ1k+n1k � jA1kj; ÇÄÅ jSjÉ jS1j | ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂßÅËÔÁ É ÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ× ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, jAkj, jA1kj É jPj j | ÄÌÉÎÙÚÁ�ÉÓÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ËÌÁÓÓÏ×, ÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ �ÒÅÄÉ-ËÁÔÏ× �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ É ÆÏÒÍÕÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ �ÒÅÄÉËÁÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏÕÒÏ×ÎÑ, mk, �1j É Æ1k+n1k | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Õ ÆÏÒÍÕÌ Ak(x),P 1i (y1i ) É A1k(x1) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂßÅËÔÁ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÅ�ÏÌÎÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÚÁÓÌÏÎÅÎÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ××Ï-ÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÎÅ�ÏÌÎÏÇÏ ×Ù×ÏÄÁ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ, ÚÁ-ËÌÀÞÁÀÝÉÊÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÏÒ-ÍÕÌ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ ÓÁÍÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ, Á ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÅÅ�ÏÄÆÏÒÍÕÌÁ, �ÒÉÞÅÍ ÎÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÁ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ. ÷ [4℄ÄÏËÁÚÁÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. þÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ �ÅÒÅÂÏÒÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÒÏ-×ÅÒËÉ ÎÅ�ÏÌÎÏÊ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ S(!) ` 9x 6= A(x) ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÅÔ O(tm � 2a�1); ÇÄÅ t | ÞÉÓÌÏ ÏÂßÅËÔÏ× �ÒÅÄÍÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ,366



m | ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÍÅÔÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÆÏÒÍÕÌÅ A(x), a | ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ × A(x).�ÅÏÒÅÍÁ 6. þÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÎÅ�ÏÌÎÏÊ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ S(!) ` 9x6= A(x) × ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅ-ÎÉÉ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ O(sa�1 � a2 � (s + �2 � a)); ÅÓÌÉ s � 2,ÇÄÅ s | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× pi ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S(!) , a | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÔÏÍÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ × A(x), � |ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÅÄÉËÁÔÏ× p1,...,pn.äÌÑ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÙÅÏÂßÅËÔÙ, G� Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ G = fg1; :::; gT g ××Ï-ÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ gj (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏ-ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ �lj(x)) ×ÉÄÁ Blj(x) , Clj(gj(x)), ÇÄÅ Blj(x) ÉClj(gj(x)) | ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ.òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ É ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÌÏÖÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ × [5℄ Ó×Å-ÄÅÎÙ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÏÒÍÕÌ S(!) �(x) j= 9y 6=Ak(y), S(!) �(x) j= WKk=1Ak(!), S(!) �(x) j= WKk=1 9y 6=Ak(y).�ÅÏÒÅÍÁ 7. þÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ,ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù G� Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÒÁÚÕ-ÀÝÉÈ G = fg1; :::; gT g �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÇÌÕÂÉÎÁ ×ÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉÔÅÒÍÏ×, ÚÁÄÁÀÝÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÇÒÕ��Ù G�, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ R, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ O(TR �R�jSj�(tmk �jAk j+tm �jCj�L) +� �TR�1 �R2 � (tmk � jAkj+ tm � jCj �L)) �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ�ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ ÉÌÉ O(TR � (Jk � (s + R � Æ)ea + (s + R � Æ)); ÅÓÌÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ×Ù×ÏÄÁ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÓÏ×ÓËÁÑ �. í., �ÉÍÏÆÅÅ× á. ÷. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÎÏ×ÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ËÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÁÀÝÉÈ �ÒÁ×ÉÌ // ÷ÅÓÔÎÉË ìçõ. |1985. | � 8. | ó. 22{27.2. ëÏÓÏ×ÓËÁÑ �. í. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ï�ÅÎÏË ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÒÅÛÅÎÉÑÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ï�É-ÓÁÎÉÑ // ÷ÅÓÔÎ. ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, ÍÅÈÁÎÉËÁ,ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÑ. | 2007. | ÷Ù�. 4. | ó. 82{90.3. ëÏÓÏ×ÓËÁÑ �. í. íÎÏÇÏÕÒÏ×ÎÅ×ÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÌÁÓÓÏ× ÄÌÑ ÕÍÅÎØ-ÛÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ×, Ï�ÉÓÙ×Á-ÅÍÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× // ÷ÅÓÔÎ. ó.-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ.ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 10. | 2008. | ÷Ù�. 1. | ó. 64{72.4. ëÏÓÏ×ÓËÁÑ �. í. þÁÓÔÉÞÎÁÑ ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔØ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌËÁË ÓÒÅÄÓÔ×Ï ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂßÅËÔÏ× Ó ÎÅ�ÏÌÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ //367



÷ÅÓÔÎ. ó.-ðÅÔÅÒÂ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 10. | 2009. | ÷Ù�. 1. | ó. 74{84.5. ëÏÓÏ×ÓËÁÑ �. í. òÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÅ ÏÂßÅËÔÏ× ÉÚ ËÌÁÓÓÏ×, ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ // ÷ÅÓÔÎ. ó.-ðÅÔÅÒÂ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 10. | 2009. | ÷Ù�. 3. | ó. 45{55.óìïöîïó�ø òáóðïúîá÷áîéñ�òáóóéòï÷áîéê áâó�òáë�îùè úîáîéêë. é. ëÏÓÔÅÎËÏ (ëÒÁÓÎÏÄÁÒ)ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÎÁÎÉÊ ÜÔÏ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÔÉ� ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈÓÉÓÔÅÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ �ÅÌÏÓÔÎÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÎÁÎÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ�ÒÅÄÍÅÔÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ. áÂÓÔÒÁËÔÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÚÎÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÚÎÁÎÉÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁ-ÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÞÅÔÙÒ�ÅÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÔÉ�Ï× [1℄. ë ÎÉÍ ÏÔÎÏÓÑÔ-ÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÄÅÁÌÉ-ÚÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ. ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÍÉÂÉÎÁÒÎÙÍÉ ÄÅÒÅ×ØÑÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÉÓÑÞÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ-ÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ (ÎÅÄÅÌÉÍÙÅ) ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, Á ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ×ÅÒÛÉ-ÎÁÍ | ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÝÉÍÉÓÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÎÆÉ-ÇÕÒÁ�ÉÑÍÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÌÅ×ÙÍÉ É �ÒÁ×ÙÍÉ �ÏÄÄÅÒÅ×ØÑÍÉ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. �ÒÁÓÓÉÒÕÅÍÏÓÔØ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ-ÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ×ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÔËÉ ÓÏ�ÏÓÔÁ-×ÌÑÅÍÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ [1℄. �ÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÌÅÖÁÔ× ÏÓÎÏ×Å ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉ É �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÁÖÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÅÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×Á-ÎÉÑ.óÔÒÕËÔÕÒÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ. ðÕÓÔØ M |ÎÏÓÉÔÅÌØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÅ ÁÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ �ÕÓÔÕÀ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ �, ÁR | ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁM , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ �1. òÁÚÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � :M �M 7!M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ:�(�) = (�;�) É 8 z1; z2 2M 9 z 2M(�(z) = (z1; z2)).ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ z 2 M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ �(z) =(�;�). ðÕÓÔØ M0 É M1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ (ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ)ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ �. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÚÒÅ-ÛÉÍÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÒÑÄËÁ �0. 368



÷ÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  : M1 ! R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅ-ÓËÉÍ Ó×ÑÚÙ×ÁÎÉÅÍ ÄÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �, ÅÓÌÉ:1) 8 z 2M1 (�(z) 2  (z));2) 8 z1; z2 2 M 8 r 2 R((z1; z2) 2 r ! 9z 2 M(�(z) = (z1; z2) ^ (z) = r)).3)  Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, ÉÍÅ-ÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ.ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅ-ÍÁ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ M [ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÅËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉd = (�;  ), ÇÄÅ � | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ, Á  | ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÏÅ Ó×ÑÚÙ×ÁÎÉÅÄÌÑ �.ëÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÉÈ �ÏÌÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ (ðóð). ëÏÒÎÀ ðóð z 2M1, �ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ  (z),Á ÅÇÏ ÌÅ×ÏÅ É �ÒÁ×ÏÅ �ÏÄÄÅÒÅ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ðóð ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÉÚ�(z). ðóð ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÉÚM0 | ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÅ É ÒÁÚÍÅÞÅÎÙ ÜÔÉ-ÍÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑÍÉ. òÁÚÌÏÖÅÎÉÅ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÅÓÌÉ ðóð×ÓÅÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ | ËÏÎÅÞÎÙÅ.�ÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ. âÕÄÅÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÓÙÝÅÎÎÏÇÏ ÂÉÎÁÒÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁËÏÎÅÞÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ I . ðÕÓÔØ z 2 M . íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ (×ÉÓÑÞÉÈ ×ÅÒÛÉÎ) ðóð z ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË D(z) (O(z)).éÚÏÔÏÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : I ! I : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÅÍz1 2M × z2 2M , ÅÓÌÉ:1) �(D(z1)) � �(D(z2)) ^ 8� 2 D(z1)(� 2 D(z1) n O(z1) $ �(�) 2D(z2) nO(z2));2) 8�; �� 2 D(z1); � 2 f0; 1g 9 �;  2 I ((�(�) � �(��) ! �(��) =�(�)��)ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ Ó ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÎÁ � É  Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ËÌÁÓÓÙ, -ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÊ (� É | �Õ-ÓÔÙÅ) É o-ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÊ (� | �ÕÓÔÏÅ). éÎßÅËÔÉ×ÎÙÅ ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ p-ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑÍÉ [1℄. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÁÓ�Ï-ÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÔÒÁÓÓÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÊ × �1 É �2.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ -ÔÒÁÓ-ÓÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n2.áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ -ÔÒÁÓÓÉÒÕÅÍÏÓÔÉ z1 2 M × z2 2 M ,ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ n2, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÏÂÈÏÄ ðóð z1 × ÇÌÕÂÉÎÕÓ×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ [2℄. ïÎ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ -ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ � ×ÙÂÉ-ÒÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ D(z2) ÔÁËÖÅ �ÒÏÈÏÄÉÍÏÇÏ × ÇÌÕÂÉÎÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á -ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ � ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ369



z1 × z2: 1) � ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ ×ÅÔ×Ø D(z1) ÎÁ ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ×ÅÔ×Ø D(z2); 2) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ D(z1), ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÍÙÈ � × ×ÅÒ-ÛÉÎÕ D(z2), ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÄÅÒÅ×ØÅ×; 3) ÅÓÌÉ �(�) = �, ÇÄÅ� = �1; :::; �k, � = Æ1; :::; Æq , ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑÎÁÞÁÌÁÍÉ �, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÅÍ ÎÁÞÁÌÁÍ �.ïÂÈÏÄ ðóð z1 ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÁ�Ù �ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ �Ï ×ÅÔ×ÑÍ,ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÍ ÌÅ×ÙÍÉ �ÏÔÏÍËÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÂÉÒÁÅÍÙÈ ×ÅÒ-ÛÉÎ × ðóð z1. üÔÁ�Ù ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ÎÁÞÁÌÅ ÏÂÈÏÄÁ, Á ÔÁËÖÅ �ÏÓÌÅ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë �ÒÁ×ÙÍ �ÏÔÏÍËÁÍ ×ÅÒÛÉÎ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ p-ÔÒÁÓ-ÓÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n2.áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÈ ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ z1 É z2 ÕËÁÚÁÎÎÉÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÏÂÈÏ-ÄÅ ðóð z1 × ÇÌÕÂÉÎÕ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ � ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÙðóð z2 ÔÁËÖÅ × �ÏÒÑÄËÅ ÏÂÈÏÄÁ ÄÅÒÅ×Á D(z2) × ÇÌÕÂÉÎÕ. ÷ �ÒÏ�ÅÓÓÅ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ � ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ Ó�ÉÓÏË L1, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÔÁËÉÍÉ �ÁÒÁ-ÍÉ (�; �), ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ p-ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ z1 × z2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ�(�) = �. åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎ � É � ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÄÅÎÏ p-ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÅ(z1)� × (z2)� , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �(�) = �, ÔÏ ×ËÌÀÞÉÍ �ÁÒÕ (�; �) × Ó�É-ÓÏË L2. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÂÅÖÁÔØ �ÏÉÓËÁ p-ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÊ �ÏÄËÏÎÆÉ-ÇÕÒÁ�ÉÊ z1 × ÔÅ �ÏÄËÏÎ ÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ z2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÈ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ(ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ) ÕÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÓÔÅÎËÏ ë. é. ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÚÎÁÎÉÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉúïî�09 (20{22 ÏËÔÑÂÒÑ 2009 Ç.). �. 2. | ó. 36{40.2. áÈÏ á., èÏ�ËÒÏÆÔ ä., õÌØÍÁÎ ä. óÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÁÎÎÙÈ É ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÙ. | ÷ÉÌØÑÍÓ, 2003.ï òáóðïúîá÷áîéé ó÷ïêó�÷á ïâòá�éíïó�éäìñ íïîïæõîëãéïîáìøîùè ëìáóóï÷âéîáòîùè ëìå�ïþîùè á÷�ïíá�ï÷é. ÷. ëÕÞÅÒÅÎËÏ (íÏÓË×Á)ëÌÅÔÏÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ (ëá) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ×ÒÅ-ÍÅÎÎÁÑ, ÎÏ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏÔÑÖÅÎÎÏÓÔØ [1℄. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ËÌÅ-ÔÏÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ | ÜÔÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏÄËÌÁÓÓ × ËÌÁÓÓÅ ×ÓÅÈ ëá,370



ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÊÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ëá ÉÚÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÏÔÅÒÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ëÌÁÓÓ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈëá �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁË ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ (ÍÏÄÅÌÉ \ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ×ÓÅÌÅÎÎÏÊ"), ÔÁË É �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ | × Ó×ÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÚÁÝÉÔÙ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÓÉÎÔÅÚÁ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ, �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÉ�Ï×Ó �ÏÎÉÖÅÎÎÙÍ ÜÎÅÒÇÏ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÅÍ É ÄÒÕÇÉÈ.÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÊÄÅÔ ÒÅÞØ Ï ÚÁÄÁÞÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑÓ×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ × ËÌÁÓÓÁÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ëá (Õ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÑÞÅÊËÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ). á×ÔÏÒÏÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÎÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÅÍÏ × ËÌÁÓÓÅ ×ÓÅÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÂÉÎÁÒ-ÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× [2℄. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ËÌÁÓÓÅ Ä×ÕÍÅÒ-ÎÙÈ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÔÏÌØËÏëá Ó ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ×, Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁ-ÔÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ [3℄. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ËÌÁÓÓÉÆÉ-ËÁ�ÉÉ \ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ" ËÌÁÓÓÏ× ëá ÎÁ ÔÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁ-ÔÉÍÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, É ÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÙ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ëá,ÉÍÅÀÝÉÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÅÒÅÈÏÄÏ× (× ÔÁËÏÍËÌÁÓÓÅ ×ÁÒØÉÒÕÀÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁ × ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÛÁÂÌÏÎÅÓÏÓÅÄÓÔ×Á); ÔÁËÉÅ ËÌÁÓÓÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÏÎÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ.á×ÔÏÒÏÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÍÏÎÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÌÁÓ-ÓÙ Ó ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ.ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑÞÅÔ×ÅÒËÕ ×ÉÄÁ (Zk; En; V; '), ÇÄÅ Zk | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ k-ÍÅÒÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, En | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÒÏÄÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ. äÌÑ �ÒÏ-ÓÔÏÔÙ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f0; 1; : : : ; n � 1g:V = fv1; v2; : : : ; vmg | Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ-×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ Zk: ' : (En)m+1 7! En; '(0; 0; : : : ; 0) = 0. üÌÅÍÅÎ-ÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Zk ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÑÞÅÊËÁÍÉ, En | ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÑÞÅ-ÅË, 0 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ �ÏËÏÑ. ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÛÁÂÌÏÎÁ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á V ËÁ-ÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÅ � ÓÔÁ×ÉÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× V (�) =f�; �+ v1; �+ v2; : : : ; �+ vmg, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÅ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ.æÕÎË�ÉÑ ' ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏÁ×ÔÏÍÁÔÁ.æÕÎË�ÉÉ g : Zk 7! En ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ëá. ïÓÎÏ×ÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ× � ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ � × ÓÅÂÑ, �ÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ g = �(g0),ÔÏ g(�) = '(g0(�); g0(� + v1); g0(� + v2); : : : ; g0(� + vm));8�: æÕÎË-�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ëá Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏ-371



ÑÎÉÊ g0; g1; g2; : : : ; �ÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ g0, ÔÏ ÅÓÔØgt = �(gt�1) = �t(g0); t | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÌÅÔÏÞ-ÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑÞÅÅË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ.ëÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎß-ÅËÔÉ×ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ.ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ íÕÒÁ|íÁÊÈÉÌÌÁ [1℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈÁ×ÔÏÍÁÔÏ× ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ëá, ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏ-ÄÏ× ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÊ.ðÕÓÔØ ' | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ m + 1 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÎÏÌØ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÓÌÏËÁÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÏ× ' ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ CA(2; 2;m; '). âÕ-ÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔÏÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁCA(2; 2;m; ') ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ m Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ×ÅËÔÏÒÏ× V (ÉÈ ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á). úÁÄÁÞÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓ-�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÁÛÉ-ÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ V = ((x1; y1); (x2; y2); : : : (xm; ym));ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ÎÁ ÅÅ ÌÅÎÔÅ × ×ÉÄÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ 2 � m ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; y1; x2; y2; : : : ; xm; ym × ÕÎÉÔÁÒÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ (ÏÔÄÅÌØ-ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÄÉÎÏÞÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ \0"; × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÉ ÎÁ ×ÓÅÊ \Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ" ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ ÚÁ�ÉÓÁÎÁ ÂÕË×Á \0", ÇÏÌÏ×ËÁÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁÄ ÓÁÍÏÊ ÌÅ×ÏÊ ÂÕË×ÏÊ \1" ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ), ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×Á-ÌÁÓØ, �ÒÉ ÜÔÏÍ × ÑÞÅÊËÅ ÌÅÎÔÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ �ÏÄ ÇÏÌÏ×ËÏÊ × ÍÏÍÅÎÔÏÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÄÏÌÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÂÕË×Á \1", ÅÓÌÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ� = (Z2; E2; V; ') ÏÂÒÁÔÉÍ, ÉÌÉ \0", ÅÓÌÉ � ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÎÏÌØÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ '(x0; x1; : : : ; xm), ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ × ËÌÁÓÓÅ CA(2; 2;m; ')Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀ÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å×Õ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ 06{01{00240.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó., âÏÌÏÔÏ× á. á. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏ-ÒÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. | í.: îÁÕËÁ, 1990.2. ëÕÞÅÒÅÎËÏ é. ÷. ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2004. | T. 8, ×Ù�. 1{4. |C. 465{482.3. ëÕÞÅÒÅÎËÏ é. ÷. ï ÓÔÒÕËÔÕÒÉÚÁ�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÂÉ-ÎÁÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |2005. | T. 9, ×Ù�. 1{4. | C. 445{456.372



áóéíð�ï�éëá ðòïíåöõ�ïþîùè æõîëãéêòïó�á óìïöîïó�é ðïéóëáäìñ óìõþáêîùè âáú äáîîùèî.ó. ëÕÞÅÒÅÎËÏ (íÏÓË×Á)�ÅÏÒÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ É �ÏÉÓËÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍ ÒÁÚÄÅ-ÌÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ËÌÀÞÅ×ÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (éç) [1℄ | Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÍÏÄÅÌÉÄÁÎÎÙÈ É ÚÁÄÁÞÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÎÉÍÉ, Ó ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÈ �ÏÚÉ�ÉÊ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1):ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÏÂßÅËÔÁÈ ÂÁÚÙ ÄÁÎ-ÎÙÈ ××ÅÄÅÎ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÂßÅËÔÙ ÒÁÓ-ÓÏÒÔÉÒÏ×ÁÎÙ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ �ÏÒÑÄËÏÍ, É �Ï �ÒÉÛÅÄÛÅÍÕ ÚÁ-�ÒÏÓÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÏÂßÅËÔ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ.áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÉÓËÁ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÉÓ-ÓÌÅÄÕÀÔÓÑ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÓÒÅÄ-ÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ.áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÉÓËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈÇÒÁÆÏ× (éç). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ éç[2℄, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ �ÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ éç.÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏ-ÇÏ éç ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÏÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ, ÔÁËÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. á×ÔÏÒÏÍ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÚÁÄÁÞ × ÓÒÅÄÎÅÍ.ëÌÁÓÓÙ ÚÁÄÁÞ �n(f; g); ÇÄÅ n | ÍÏÝÎÏÓÔØ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ n-ÍÅÒÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ó ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (0; 1) É ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÚÁ�ÒÏÓÏ× f É ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g:÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [2,3℄ Á×ÔÏÒÏÍ ÂÙÌÉ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ËÌÁÓÓÙ ÚÁ-ÄÁÞ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÏÓÔÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÉÓËÁ Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, É ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÏÓÔÁ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏËÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÏÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ. ðÏÌÕÞÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÆÕÎË-�ÉÉ f É g; �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏÇÒÁÆÁ × ÓÒÅÄÎÅÍ �Ï ËÌÁÓÓÕ ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÏÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ. õÔÏÞÎÅÎÙ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÏ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÔÁ-ËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. �ÁËÖÅ Á×ÔÏÒÏÍ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ×ÉÄÁ [b; b+2℄; ÇÄÅ b | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅÅ ÅÄÉÎÉ�Ù, ÍÏÖÎÏ�ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÌÁÓÓÙ ÚÁÄÁÞ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ �ÒÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ.÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊÁ×ÔÏÒÏÍ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄. ðÏÓÔÒÏÅÎÙ ËÌÁÓÓÙ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉË373



ÆÕÎË�ÉÊ ÒÏÓÔÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÉÓËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏ-ÎÙ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, Ó ÄÒÕÇÏÊÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÀÔ �ÏÒÑÄÏË ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁÚÙÄÁÎÎÙÈ.óÅÍÅÊÓÔ×Ï S ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉË �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÒÏÓÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ r(log2 log2(n)); ÇÄÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ,�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ r(x); Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (x0;+1); x0 � 0; ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÕ É ÉÍÅÅÔ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ r0(x); ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÏÇÏ �; � > 0; ×ÅÒÈÎÉÊ �ÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ r0(x)=(x�) ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉ�Ù�ÒÉ x! +1:÷ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ S Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÍÉ ÉÉÍÅÀÔ �ÏÒÑÄÏË ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ log2 n �ÒÉ n ! 1: äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ s(n) ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á S �ÏÓÔÒÏÅÎ ËÌÁÓÓ ÚÁÄÁÞ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË-�ÉÉ ÒÏÓÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË Õ ÆÕÎË�ÉÉ s(n). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚMV T (f;g)n (V )) ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÉÓËÁ �Ï ËÌÁÓ-ÓÕ ÚÁÄÁÞ �n(f; g):�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ s(n) = r(log2 log2(n)) ÉÚ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Á S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ �ÌÏÔÎÏÓÔÉ f É g; ÔÁËÉÅ ÞÔÏMV T (f;g)n (V )) � r(log2 log2(n)) (n!1):�ÁËÖÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ �ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ×É-ÄÁ  � (log2 : : : log2| {z }i+1 n)�;ÇÄÅ � É | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á i| ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀ�ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ çÁÓÁÎÏ×Õ üÌØÑÒÕ üÌØÄÁÒÏ×ÉÞÕ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÓÁÎÏ× ü.ü., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷.â. �ÅÏÒÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ É �ÏÉÓËÁ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2002.2. ëÕÞÅÒÅÎËÏ î.ó. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÉÓËÁ ÉÄÅÎÔÉÞÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ×ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÁÚÁÈ ÄÁÎÎÙÈ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2007. |�. 11, � 1{4. | C. 495{516.3. ëÕÞÅÒÅÎËÏ î.ó. óÒÅÄÎÑÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÉÓËÁ ÉÄÅÎÔÉÞÎÙÈ ÏÂß-ÅËÔÏ× ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉËÁ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ. 374



4. ëÕÞÅÒÅÎËÏ î.ó. ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÒÏÓÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ�ÏÉÓËÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |÷ �ÅÞÁÔÉ. ï ó÷ïêó�÷å õó�ïêþé÷ïó�éäìñ óèåí æõîëãéïîáìøîùè üìåíåî�ï÷÷ k-úîáþîïê ìïçéëåá. á. ìÅÂÅÄÅ× (íÏÓË×Á)÷ÁÖÎÙÍ ÁÓ�ÅËÔÏÍ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÁËÔÉÞÅ-ÓËÏÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ ÅÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ×ÏÚ-ÎÉËÁÀÔ (ÍÁÌÅÎØËÉÅ) ÏÛÉÂËÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ. åÓÌÉ ÍÏÄÅÌØ ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁË ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÛÉÂËÁÍ, ×Ï�ÒÏÓ ÅÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÂÌÅÍÁÔÉÞÎÙÍ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ×Ï�ÒÏÓ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÍÏÄÅÌÉÒÕ-ÅÍÙÈ ÓÈÅÍÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (óæü).æÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÉÍÅ-ÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:äÁÎÁ F (x1; :::; xN ) | ÆÕÎË�ÉÑ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÈÅ-ÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ B, ÓÏÓÔÏ-ÑÝÉÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ1 � A � k � 2 ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÌÉ F ÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ (ÎÁÚÏ×£Í ÅÇÏ A-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØÀ):8�; � 2 ENk maxi=1;:::;N j�i � �ij � A) jF (�1; :::; �N )� F (�1; :::; �N )j � AëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ A-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ RAk , Á ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ A-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n (ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍRAk (n). óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÁ£Ô Ï�ÅÎËÕ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈËÌÁÓÓÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ. k�AA+1 (A+1)kn � jRAk (n)j � k�A2A+1 (A+1)kn(2A+1)d k�1A en .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. lnjRAk (n)j � kn � ln jPk(n)j.óÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÔ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ RAk Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏ×ÅÒËÉÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.éÚ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÏ× RAk ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ A-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ.375



�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÈÅ-ÍÙ, A-ÕÓÔÏÊÞÉ×Ù, ÔÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÓÈÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÖÅ A-ÕÓÔÏÊÞÉ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ. 8f(x1; :::; xm);m � n; f 2 Pk n RAk ÚÁÄÁÞÁ �ÒÏ×ÅÒËÉ A-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ óæü ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ f [RAk (2) [ RAk (1), o-NP-�ÏÌÎÁ.ðÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ×ÎÅÓÅÎÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØ-ÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÂÁÚÉÓ óæü ÎÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ Õ�ÒÏ-ÝÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ-×ÁÅÔ, ÞÔÏ, ×ÎÅÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÇÒÁÆÏ×ÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ óæü, ÚÁÄÁÞÕÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ (ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÈÅÍÙ) ×ÒÅÍÑ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ óæü, ÇÒÁÆ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ, ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ, ÚÁ×ÒÅÍÑ C(n) � jV j, ÇÄÅ jV j | ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, C(n) | ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÚÁ×É-ÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ óæü, × ÇÒÁÆÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÉËÌÙ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕÎÅ ÂÏÌØÛÅ l, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÏ×ÅÒËÉÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ, ÚÁ ×ÒÅÍÑ C(n) � jV j � knl , ÇÄÅ jV j | ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ,C(n) | ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ óæü k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, × ÇÒÁÆÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅ-ÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ  �ÉËÌÏ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÚÁÄÁÞÕ�ÒÏ×ÅÒËÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ, ÚÁ ×ÒÅÍÑ C(n) � jV j �k, ÇÄÅ jV j| ÞÉÓÌÏ ×ÅÒ-ÛÉÎ, C(n) | ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | í.: éÚÄÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, 1982.2. ìÅÂÅÄÅ× á. á. ï ÚÁÄÁÞÁÈ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÅÓÕÒÓÏ×É �ÒÏ×ÅÒËÉ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÈÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.3. òÙÖÏ× á. ð. ïÂ ÁÇÒÅÇÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÎÅÞÅÔËÉÈ ÉÅÒÁÒ-ÈÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2002. | �. 6,×Ù�. 1{4. | ó. 341{364.4. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 2. | 1959. | C. 7{38.5. Ryjov A. Basi priniples and foundations of information monitor-ing systems // Monitoring, Seurity, and Resue Tehniques in Multi-agent Systems. | Springer, 2005. | P. 147{160.376



ï ÷ùòáúéíïó�é óõðåòðïúéãéñíéá÷�ïíá�ï÷ ó ãéëìéþåóëéíé çòõððáíéA. A. ìÅÔÕÎÏ×ÓËÉÊ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ A ÓÕ-�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ ÓÉÓÔÅÍÙ �[ �, ÇÄÅ � ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ É "ÚÁÄÅÒÖËÉ", � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.òÁÎÅÅ Á×ÔÏÒ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ A Ó ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÁ-ÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÏ×ÅÒËÉ A 2 [� [ �℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÓÉÓÔÅÍÕ � [ � Á×ÔÏÍÁÔÁ A Ó�ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ.ðÕÓÔØ Ek = f0; 1; :::; k � 1g, ÆÕÎË�ÉÉ ×ÉÄÁ g : Enk ! Ek ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ k- ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑÞÅÒÅÚ Pk. ðÕÓÔØ E1k | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ×ÉÄÁ a(1)a(2):::,ÇÄÅ a(j) 2 Ek, j = 1; 2; :::. þÅÒÅÚ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ f : (E1k )n ! (E1k )m | Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (a-ÆÕÎË�ÉÑ), Ô. Å. ÏÎÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ (1):8>>>>>>>><>>>>>>>>:
q1(1) = q01;:::qs(1) = q0sq1(t+ 1) = �1(q1(t); :::; qs(t); a1; :::; an); (1):::qs(t+ 1) = �s(q1(t); :::; qs(t); a1; :::; an)b1(t) =  1(q1(t); :::; qs(t); a1; :::; an):::bm(t) =  m(q1(t); :::; qs(t); a1; :::; an)÷ÅËÔÏÒ q = (q1; :::; qs) ÚÁÄÁÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ a-ÆÕÎË�ÉÉ f , q0 Å£ ÎÁ-ÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÂÕË×Ù a = (a1; a2:::; an) É b = (b1; :::; bm) ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔ ×ÈÏÄÎÏÊ É ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÂÕË×ÁÍÉ, Á Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á a(1)a(2)::: Éb(1)b(2)::: | ×ÈÏÄÎÙÍÉ É ×ÙÈÏÄÎÙÍÉ Ó×ÅÒÈÌÏ×ÁÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.÷ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ � É  ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÛÅÓÔÅÒËÁ (Enk ; Esk; Emk ; �;  ; q0) |Á×ÔÏÍÁÔÏÍ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f . äÁÌÅÅ × ÔÅËÓÔÅ ÍÙ ÉÎÏÇÄÁÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (A;Q;B; �;  ; q0), �ÒÉÜÔÏÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ ÞÔÏ A � Enk ; Q � Esk; B � Emk . ïÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ � É  ÎÁ ÓÌÏ×Á:�(q; a(1):::a(t)) = �(�:::�(q; a(1)); :::; a(t � 1)); a(t)), (q; a(1); :::; a(t)) =  (�(q; a(1)); :::; a(t� 1)); a(t))É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ÆÕÎË�ÉÀ (q; a(1); :::; a(t)) =  (q; a(1); :::; a(t � 1)) (�(q; a(1):::a(t � 1)); a(t)).ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ a-ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P .377



÷ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÅÄÅÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ:(�f)(x1; x2; ::; xn) = f(x2; x3; :::; xn; x1);("f)(x1; x2; ::; xn) = f(x2; x1; x3; :::; xn);($f)(x1; x2; ::; xn) = f(x1; x3; ::; xn);(Æf)(x1; x2; ::; xn) = f(x1; x2; ::; xn+1);(f � g)(x1; x2; ::; xm+n�1) = f(g(x1; :::; xm); xm+1; :::; xm+n�1):ðÕÓÔØ M � P , ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [M ℄ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï a-ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÌÕ-ÞÁÀÝÉÈÓÑ ÉÚ M Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ.á×ÔÏÍÁÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ G0, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ( q(1) = 0;q(t+ 1) = a(t);b(t) = q(t);ÎÁÚÏ×£Í Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÚÁÄÅÒÖËÉ.ëÏÎÓÔÁÎÔÎÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ, ×ÙÄÁÀÝÕÀ ÏÄÎÏ É ÔÏÖÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÅ ×ÙÈÏÄÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï ÎÁ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÎÙÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×ÁÈ. ëÌÁÓÓ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ K.þÅÒÅÚ �K1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ K1.äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ K 0 � K ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(K 0) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÌÉÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �ÅÒÉÏÄÏ×Ó×ÅÒÈÓÌÏ× f�Ki : Ki 2 K 0g.éÚ [5℄ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ M � P × ÓÌÕÞÁÅ [M ℄ � fPk; G0g; jM j <1 ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ,ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ 9bM ; qM 2 N, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ�([M [ fPk; G0g℄ \K) = ft : tjbMqiM ; i = 0; 1; ::g.þÉÓÌÏ qM ÎÁÚÏ×ÅÍ ÇÌÁ×ÎÙÍ �ÉËÌÏ×ÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓ-ÓÁ M , bM ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÁÓÔÎÙÍ �ÉËÌÏ×ÙÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁM . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ < M >= [M [ fPk; G0g℄:÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÉËÌÏ×ÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ bM É qM ×ÙÞÉÓÌÑ-ÀÔÓÑ �Ï ÓÉÓÔÅÍÅ Á×ÔÏÍÁÔÏ× M .á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ap ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔ ×ÉÄÁ (fa; bg; f1; :::; pg;f1; :::; pg; �;  ; 1) �(i; a) = i; �(i; b) = i+ 1(mod p)  (i; a) =  (i; b) = i.íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ApÉ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ × ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÉ ÅÓÔØ ÛÔÒÉÈ ûÅÆÆÅÒÁ ÉÚÁÄÅÒÖËÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ íÅÄ×ÅÄÅ×Á, ÔÏÇÄÁ Ap 2< M > ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ pjqiM ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i. 378



�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ íÅÄ×ÅÄÅ×Á, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ�ÒÏ×ÅÒÉÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ap 2< M >.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ëÕÄÒÑ×�Å×Õ ÷. â. É âÁÂÉÎÕ ä. î.ÚÁ �ÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ É ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÒÁÔËÏ í. é. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ �ÒÏÂÌÅÍÙÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× // äáî óóóò. |1964. | �. 155, � 1. | C. 35{37.2. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.3. âÁÂÉÎ ä. î. ï �ÏÌÎÏÔÅ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÔÍÁÔÉËÁ. | 1989. |�. 1, ×Ù�. 4. | C. 423{431.4. ìÅÔÕÎÏ×ÓËÉÊ á. á. ï ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× //éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2005. | �. 9, ×Ù�. 1{4. | ó. 457{469.5. ìÅÔÕÎÏ×ÓËÉÊ á. á. òÁÚÒÅÛÉÍÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉÁ×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕ-ÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.ðï÷ùûåîéå ëòéð�ïó�ïêëïó�éðòï�ïëïìá ãéæòï÷ïê ðïäðéóéîá üììéð�éþåóëéè ëòé÷ùè÷. à. ì£×ÉÎ (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ �Ï ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÀ �ÏÄ-ÌÉÎÎÏÓÔÉ �ÉÆÒÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈËÒÉ×ÙÈ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ (DSA) ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊÇÒÕ��Å ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ. ïÄÎÁËÏ, ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ �ÉÆÒÏ×ÏÊÔÅÈÎÉËÉ ÓÔÁ×ÉÔ �ÏÄ ÓÏÍÎÅÎÉÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ �Ï-ÄÏÂÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔ-ÓÑ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÍÅÓÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �Ï-ÌÑ ÇÒÕ��Õ ÔÏÞÅË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �Ï-ÌÅÍ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÅÎÎÏ �ÏÄÒÏÂÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×Å-ÌÉÞÉÎÙ ËÒÉ�ÔÏÓÔÏÊËÏÓÔÉ �ÒÉ �ÏÄÏÂÎÏÍ �ÅÒÅÈÏÄÅ. ïÂÎÁÒÕÖÅÎÏ, ÞÔÏ�ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÓÅÒØÅÚÎÏÇÏÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ËÒÉ�ÔÏÓÔÏÊËÏÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ379



ËÌÀÞÉ ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÎÙ. þÉÓÌÅÎÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÉÖÅ-ÎÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ËÒÉ�ÔÏÓÔÏÊËÏÓÔÉ (ÂÅÚ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉ-ÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ), ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ × ÒÁÍËÁÈ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ËÏ-ÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÎÕÖÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ× ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÅ ËÌÀÞÅÊ. äÁÎÎÁÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒØÅÚÎÙÍÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ, ×ÅÄØ Ï�ÅÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ × �ÏÌÑÈ ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ-×ÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÍÁÌÏÍÏÝÎÙÈ ÍÉËÒÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× É ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ÓÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÍÏÂÉÌØÎÙÈ �ÉÆÒÏ×ÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×. äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑÚÁÄÁÞÉ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ �ÏÄÌÉÎÎÏÓÔÉ �ÉÆÒÏ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÁÑ ÓÈÅÍÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ (DSA) �ÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅËÒÉ×ÙÅ. ðÏÄÏÂÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÉÍÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒ-ÔÅ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ (ECDSA), ÏÄÎÁËÏÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÌÏÉÚÕÞÅÎÎÏÊ É ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÄÏ-ÓÔÁÔËÏ×. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, �ÒÏÔÏËÏÌ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ (DSA) Ñ×ÌÑÅÔÓÑÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ üÌØ-çÁÍÁÌÑ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ üÌØ-çÁÍÁÌÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÅÅ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ �ÅÒÅ×ÅÄÅÎÁÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ. ÷ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÏÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏ×. ðÅÒ×ÙÊ É ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÊÓÑ × ÓÈÅÍÅ �ÉÆÒÏ×ÏÊ�ÏÄ�ÉÓÉ ÏÄÎÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎ-ÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÈÓÑ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞ-ÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË Ó×ÏÅÇÏ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÎÙÈÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÙÍ Ú×ÅÎÏÍ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ�ÏÄ�ÉÓÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÁÎÁÌÉÚ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Á ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÉÈ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ËÁË (MD2, MD4, MD5 ,SHA1,SHA2, RIPEMD, HAVAL, TIGER, GOST). äÌÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÄÎÏ-ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ ÍÅÔÏÄÉËÉ (ÍÅÔÏÄ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÊ �ÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÍÅÔÏÄ ËÏÎËÁÎÔÅÎÁ�ÉÉ, ÍÅÔÏÄ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ÍÅÔÏÄ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË É �ÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÓÕ-�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÊ), �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÉÈ ËÒÉ�ÔÏÓÔÏÊËÏÓÔØ × ÎÕÖ-ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ëÌÀÞÅ×ÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÄÁÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑÔÏ, ÞÔÏ �Ï×ÙÛÅÎÉÅ ËÒÉ�ÔÏÓÔÏÊËÏÓÔÉ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ (Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ ÅÅ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ) ÄÏÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ×, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅÁÎÉÍÉÒÏ×ÁÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÊ ËÁË (MD2, MD4, MD5, SHA1, HAVAL É Ô. Ä.). äÁÎÎÏÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ, ×ÅÄØ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÉ ÚÁÛÉ-ÔÙ × ÖÅÌÅÚÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ É �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, É ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÉÈÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ. ÷ÔÏÒÏÊ, ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÚÁ×ÅÄÏÍÏÊ ÓÌÁÂÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÏÊ ÓÈÅÍÙ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ üÌØ-çÁÍÁÌÑ É ÅÅ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ ËÆÁÌØÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏÔÏËÏÌÁ. äÅÊ-380



ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÌÏÕÍÙÛÌÅÎÎÉËÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ �ÉÆÒÏ×ÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ É ÅÇÏÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ×ÅÄØ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÏÔÏËÏÌÕ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ, ÜÔÉ ÄÁÎ-ÎÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ. ðÏÓÌÅ �ÅÒÅÈ×ÁÔÁ �ÏÄÏÂÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,ÌÉÂÏ ÚÁÇÏÔÏ×ËÉ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÚÌÏÕÍÙÛÌÅÎÎÉË × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÏÂÌÁÄÁÔØ Ä×Õ-ÍÑ ÔÅËÓÔÁÍÉ M1 6=M2;Mi 2 f0; 1g� ; i = 1; 2, �ÒÉÞÅÍ �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀh (M1) = h (M2), ÇÄÅ h (M) : f0; 1g� ! f0; 1gÆ | ÏÄÎÏÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÁÑÈÅÛ-ÆÕÎË�ÉÑ �ÏÒÑÄËÁ Æ. äÁÌÅÅ ÚÌÏÕÍÙÛÌÅÎÎÉËÕ ÎÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÒÕ-ÄÁ �ÏÌÕÞÉ× ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ, �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × �ÒÏÔÏËÏÌ �É-ÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ üÌØ-çÁÍÁÌÑ ÄÒÕÇÏÊ (ÎÕÖÎÙÊ ÅÍÕ) ÔÅËÓÔ Ó �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÍ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ. ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ, ËÁË × ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÅËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ, ÔÁË É × ÇÒÕ��Å ÔÏÞÅË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÁÄ ËÏ-ÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ, ÒÁÂÏÔÁ �ÒÏÔÏËÏÌÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ üÌØ-çÁÍÁÌÑ ÎÅÒÁÓ�ÏÚÎÁÅÔ �ÏÄÏÂÎÏÊ ÆÁÌØÓÉÆÉËÁ�ÉÉ. ðÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ, �ÏÚ×ÏÌÑÀ-ÝÉÊ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ, ÂÅÚ ÓÅÒØÅÚÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅ-ÎÉÑ ÌÏÇÉËÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ üÌØ-çÁÍÁÌÑ(ÌÏÇÉËÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÇÅÎÅÒÁ�ÉÉ É ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÏ×ÏÇÏ �ÒÏÔÏËÏÌÁ �É-ÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÅÚ ÓÅÒØÅÚÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ�ÏÌÕÞÅÎÁ ÎÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ üÌØ-çÁÍÁÌÑ, ÕÓÔÏÊÞÉ×ÁÑ ËÆÁÌØÓÉÆÉËÁ�ÉÉ �ÏÄ�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ ËÁË × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÅÅ ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ, ÔÁË É �ÒÉ ÓÅÁÎÓÏ×ÏÊ �ÅÒÅÄÁÞÅ. ëÒÉ�ÔÏÓÔÏÊËÏÓÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊÓÈÅÍÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÄÏÂÒÁÎÁ �ÏÄ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÅÓÔØÑ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÁÒØÉÒÕÅÍÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ. óÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÙÅ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÅÈÁÎÉÚÍÙ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �É-ÆÒÏ×ÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ üÌØ-çÁÍÁÌÑ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ É × ÄÒÕÇÉÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ, ÔÁËÉÈ ËÁË ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏÇÏ�ÏÌÑ, ÇÒÕ��Á ÔÏÞÅË ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÑËÏÂÉÁÎ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊËÒÉ×ÏÊ. òåûåîéå á÷�ïíá�îùè õòá÷îåîéêé. ÷. ìÑÌÉÎ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ S, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ó×ÑÚÉ. ðÕÓÔØ× S ×ÙÄÅÌÅÎÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÏ× x1; x2; : : : ; xn. á×-ÔÏÍÁÔÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ �ÏÚÉ�É-ÑÍÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ × ÓÈÅÍÅ S | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ. óÈÅÍÕS ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ �ÏÚÉ�ÉÑÍÉ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÁË: S(x1; : : : ; xn).381



ðÕÓÔØ ×ÍÅÓÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÏ× xi ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ÓÈÅÍÕ S ÌÀ-ÂÙÅ ÄÒÕÇÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ×ÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ×. �Ï ÅÓÔØÅÓÌÉ Õ Á×ÔÏÍÁÔÁ x1 ÉÍÅÅÔÓÑ a1 ×ÈÏÄÏ× É b1 ×ÙÈÏÄÏ×, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÎÅÇÏÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ 1, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ a1 ×ÈÏÄÏ×É b1 ×ÙÈÏÄÏ×, �ÒÉ ÜÔÏÍ i-Ê ×ÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ 1 �ÏÄËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÈÅÍÕÔÕÄÁ ÇÄÅ ÒÁÎØÛÅ ÂÙÌ �ÏÄËÌÀÞÅÎ i-Ê ×ÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ x1, Á j-Ê ×ÙÈÏÄÁ×ÔÏÍÁÔÁ u �ÏÄËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÈÅÍÕ ÔÕÄÁ ÇÄÅ ÒÁÎØÛÅ ÂÙÌ �ÏÄËÌÀÞÅÎj-Ê ×ÙÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ x1. ðÕÓÔØ ËÁÖÄÙÊ xi ÚÁÍÅÎÅÎ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÁËÁËÏÊ-ÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ i. �ÏÇÄÁ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ó×ÑÚÉ × ÓÈÅÍÅ S ÏËÁ-ÖÕÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ, ÔÏ ÓÈÅÍÁ S ÓÔÁÎÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕÁ×ÔÏÍÁÔÕ h. âÕÄÅÍ ÜÔÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÔÁË: S(1; : : : ; n) = h. ïÓÎÏ×-ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÁÎÁ ÓÈÅÍÁ ÓÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ �ÏÚÉ�ÉÑÍÉ S(x1; : : : ; xn) É Á×-ÔÏÍÁÔ h, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ Á×ÔÏÍÁÔÏ× 1; : : : ; n,ÞÔÏÂÙ S(1; : : : ; n) = h. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ× xi ÎÁÍ ÎÅ ×ÁÖÎÏ, ÏÎÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÁË �ÏÚÉ�ÉÉ, ×ÍÅ-ÓÔÏ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÙ i. íÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÓËÁÚÁÔØ ÞÔÏxi | ÜÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×,ÉÍÅÀÝÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ×. á S(x1; : : : ; xn) = h,ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔ-ÓÑ ÒÅÛÉÔØ. âÕÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍÉ. ìÀÂÏÊÎÁÂÏÒ Á×ÔÏÍÁÔÏ× 1; : : : ; n, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ S(1; : : : ; n) = h, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÒÅÛÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ S(x1; : : : ; xn) = h.ïÓÎÏ×ÎÙÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏÌÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÀÂÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. îÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-ÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ,ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ Õ ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ.ëÁË ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÂÌÅÍÁÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ Õ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÍÑÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Õ ÚÁ�ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÑÌÉÎ é. ÷. ï ÒÅÛÅÎÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2004. | �. 16, ×Ù�. 2. | ó. 104{116.2. ìÑÌÉÎ é. ÷. òÅÛÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÏÄÎÏÊ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÏÊ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2008. | �. 12, ×Ù�. 1{4. |ó. 271{282. 382



ïâ áäáð�é÷îïê ãéæòï÷ïêïâòáâï�ëå óéçîáìï÷é. ì. íÁÚÕÒÅÎËÏ (íÏÓË×Á)áÄÁ�ÔÉ×ÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ó×ÑÚØÀ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÏÂÏÊ ÁÄÁ�ÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊ ÎÁ ×ÈÏÄ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÁ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ x ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÒÁ-ÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ É ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ d (x � d =" | ÓÉÇÎÁÌ ÏÛÉÂËÉ), É ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÏ �ÏÄÓÔÒÁÉ×ÁÀÝÉÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÙÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ó �ÅÌØÀ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÉÇÎÁÌÁÏÛÉÂËÉ [1℄.ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÁÄÁ�ÔÉ×ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ�ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÓÉÇÎÁÌÁ, ÛÉÒÏËÏ �ÒÉÍÅÎÑÀÝÁÅÓÑ �ÒÉ �ÉÆÒÏ×ÏÍ ËÏ-ÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÒÅÞÉ, ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÉÄÅÎÔÉÆÉËÁ�ÉÉ, �ÒÉÍÅ-ÎÑÀÝÉÅÓÑ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ×ÉÂÒÁ�ÉÊ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÉÓÔÅÍÙ×ÙÒÁ×ÎÉ×ÁÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÅÓÑ ÄÌÑ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ×ÌÉ-ÑÎÉÑ ËÁÎÁÌÏ× Ó×ÑÚÉ, ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÛÕÍÏ× É �ÏÍÅÈ, �ÒÉÍÅÎÑ-ÀÝÉÅÓÑ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÁÄÁ�ÔÉ×ÎÏÊ ÛÕÍÏÏÞÉÓÔËÉ É ÁÄÁ�ÔÉ×ÎÏÇÏ ÜÈÏ�Ï-ÄÁ×ÌÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÈÏÄÏ× Ë ÒÅÛÅÎÉÀ �Ï-ÓÌÅÄÎÅÊ ÚÁÄÁÞÉ É �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ.÷ ÚÁÄÁÞÅ ÁÄÁ�ÔÉ×ÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ×ÈÏÄÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ | ÌÉÎÅÊÎÏ, É ÁÄÁ�ÔÉ×-ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏÄÓÔÒÁÉ×ÁÎÉÑ �Á-ÒÁÍÅÔÒÏ× ÜÔÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× H =(h0; : : : hL�1) ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÉÌØÔÒÁ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÍ�ÕÌØÓÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÈÏÄÎÏÊ ÓÉÇÎÁÌ y × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ k �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ Ó×ÅÒÔËÉ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ x É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÆÉÌØÔÒÁ:yk = PL�1l=0 hlxk�l. îÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÄÁ-�ÔÉ×ÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÉÌØÔÒÁ�ÉÉ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÄÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÜÈÏ-ÓÉÇÎÁÌÁ × ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÈ (�ÒÏ×ÏÄÎÙÈ É ÂÅÓ�ÒÏ×ÏÄÎÙÈ) ÓÅÔÑÈ.üÈÏ × ÔÁËÉÈ ÓÅÔÑÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÅ (×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ × Ô. Î."ÇÉÂÒÉÄÁÈ" | ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÁÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ 2-�ÒÏ×ÏÄÎÙÈ ÔÅÌÅÆÏÎ-ÎÙÈ ÓÅÔÅÊ × 4-�ÒÏ×ÏÄÎÙÅ) É ÁËÕÓÔÉÞÅÓËÏÅ (×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÅ × ÏËÏÎÅÞÎÏÍÏÂÏÒÕÄÏ×ÁÎÉÉ: ÍÏÂÉÌØÎÙÈ É ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÔÅÌÅÆÏÎÁÈ, ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÁÈÏÂÒÁÔÎÏÊ Ó×ÑÚÉ, ÏËÏÎÅÞÎÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÁÈ IP-ÔÅÌÅÆÏÎÉÉ).áÄÁ�ÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÏÄÓÔÒÏÊËÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÇÏÆÉÌØÔÒÁ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÉÎ�É�Å ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÉÇ-ÎÁÌÁ ÏÛÉÂËÉ ". ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÁÒÁÍÅÔÒÁ ÓÉÇÎÁÌÁ ÏÛÉÂËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÀÔ Ï�ÅÎËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÓÉÇÎÁÌÁE("2k) = E(d2k) +HTE(XkXTk )H � 2E(dkXTk )H .ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÓÒÅÄÎÅË×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÓÉÇÎÁ-ÌÁ ÏÛÉÂËÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Ë×ÁÄÒÁ-383



ÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÏÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÆÉÌØÔÒÁ H , ÍÉÎÉÍÕÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁÏÛÉÂËÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÕÌÀ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ r("2k) =2RH � 2P , ÇÄÅ R = E(XkXTk ) | (L � L)-ÍÁÔÒÉ�Á Á×ÔÏËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ,P = E(dkXTk ) | ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÑ ÜÈÏ É ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ×ÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ d.üÔÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÉÎÅÒÁ|èÏ�ÆÁ [1℄, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÕÀÎÁÊÔÉ "ÉÄÅÁÌØÎÙÊ" ÆÉÌØÔÒ H, ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÏÛÉÂËÉ�ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ: H = R�1P .ðÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÎÉ Ï�ÅÎËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù Á×ÔÏËÏÒÒÅÌÑ�ÉÉ R,ÎÉ ×ÅËÔÏÒ P ÔÏÞÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ,× ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó×ÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë �ÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÍÅÔÏÄÁ ÇÒÁÄÉ-ÅÎÔÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ: Hk+1 = Hk + �(�rk), 0 < � < 1�max , ÇÄÅ �max |ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù Á ×ÔÏËÏÒ-ÒÅÌÑ�ÉÉ R.îÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ É ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÏÊ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÍÅÔÏÄÁÇÒÁÄÉÅÎÔÎÏÇÏ Ó�ÕÓËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ô. Î. "ÍÅÔÏÄ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×",ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ËÁ-ÞÅÓÔ×Å Ï�ÅÎËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÖÉÄÁÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÏÛÉÂËÉ E("2k)ÂÅÒÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ "2k. æÏÒÍÕÌÁ ÁÄÁ�ÔÉ×ÎÏÇÏ ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÆÉÌØÔÒÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ×ÙÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÏ: Hk+1 = Hk � �r̂k = Hk + 2�"kXk, 0 < � < tr(R), ÉÂÏÔÒÅÂÕÅÔ 2L+2 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ. âÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÏÒ-ÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ 2L+2 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊÉ ÏÄÎÏ ÄÅÌÅÎÉÅ: Hk+1 = Hk + 2�"k XkkXkk2 , 0 < � < 1.÷ ËÏÎ�Å XX { ÎÁÞÁÌÅ XXI ×ÅËÁ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏ× �ÉÆÒÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÉÇÎÁÌÏ×, ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ Ó ÔÏÞËÉÚÒÅÎÉÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ. ë ÉÈ ÞÉÓÌÕ ÍÏÖÎÏ ÏÔÎÅÓÔÉ ÍÅÔÏÄ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ [2℄,ÍÅÔÏÄ ÂÙÓÔÒÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ [3, 4℄ É �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙÂÙÓÔÒÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ �Å�ÌÉ�Å×ÏÍ �ÒÉÂÌÉ-ÖÅÎÉÉ Ï�ÅÎËÉ Á×ÔÏËÏÒÅÌÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù R ([5℄ É ÄÒ.).íÅÔÏÄ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÎÁÉ×ÙÓÛÅÊ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2LN+KinvN2ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÇÄÅ Kinv | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù, Á �ÏÔÏÍÕ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ. åÇÏ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ | ÍÅÔÏÄ ÂÙ-ÓÔÒÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ | ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÍÅÒÁ �ÒÏÅË�ÉÉ N É ÞÉÓÌÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÆÉÌØÔÒÁL | 2L + 20N ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, | ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÌÉÛÅÎ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏ×, ÏÄÉÎÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ (ÎÅÕÓÔÒÁÎÉÍÏÅ ÎÁËÏ�ÌÅÎÉÅ ÏÛÉÂÏË �ÒÉ �ÅÌÏÞÅÓÌÅÎÎÏÊÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ) ÄÅÌÁÅÔ ÅÇÏ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ�ÒÉÍÅÎÉÍÙÍ. ðÒÉÂÌÉÖÅÎ-ÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÙÓÔÒÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ384



[5℄, ÌÉÛÅÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ É ÄÁÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ × ÌÕÞÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ2L+ 8N � 3 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÔÁÂÉÌØÎÏÓÔØÀ × ÓÌÕ-ÞÁÅ ÂÙÓÔÒÏÍÅÎÑÀÝÅÇÏÓÑ �Ï ×ÏÉÍ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÉÇÎÁÌÁ x.á×ÔÏÒÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ �ÒÉÂÌÉ-ÖÅÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÂÙÓÔÒÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÏÅË�ÉÊ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÉÉ �Å�ÌÉ�Å×ÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Á×ÔÏËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù R,× ËÏÔÏÒÏÍ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ [5℄, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÉÔÅÒÁ�ÉÉÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ìÅ×ÉÎÓÏÎÁ|äÕÒÂÉÎÁ ÉÓ�ÏÌØÎÕÅÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÁ×ÔÏËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, Á ÄÌÑ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÚÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÏÒÏÇÏ×ÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÎÅÄÅËÏÒ-ÒÅÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ ÁÄÁ�ÔÁ�ÉÉ. äÁÎÎÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ,�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÑ × ÓËÏÒÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÕ [5℄, ÄÁÅÔ ÎÁ ÔÅÓÔÏ-×ÙÈ ÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÁÄÁ�ÔÁ�ÉÉ. òÁÂÏÔÁ ÚÁÝÉÝÅÎÁ �ÁÔÅÎÔÏÍóûá. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. õÉÄÒÏÕ â., óÔÉÒÎÚ ó. áÄÁ�ÔÉ×ÎÁÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÓÉÇÎÁÌÏ×. | í.:òÁÄÉÏ É Ó×ÑÚØ, 1989.2. Ozeki K., Umeda T. An adaptive �ltering algorithm using an or-thogonal projetion to an aÆne subspae and its properties // Pro. ofthe Ele. Comm. Japan. | 1984. | V. J67-A. | P. 126{132.3. Gay S. L. A fast onverging, low omplexity adaptive �ltering al-gorithm // Third International Workshop on Aousti Eho Control. |Plestin les Greves (Frane), 7{8 Sept. 1993.4. Tanaka M., KanedaY., Makino S., Kojima J. A fast projetion al-gorithm for adaptive �ltering // IEICE Trans. Fund. | Otober 1995. |E78-A (10m).5. Ding H. Fast aÆne projetion adaptation algorithms featuring sta-ble symmetri positive-de�nite linear system solvers // Appliations ofSignal Proessing to Audio and Aoustis. | 2005.ï þáó�éþîïí õçáäù÷áîééòåçõìñòîùè ÷ùòáöåîéêá. á. íÁÓÔÉÈÉÎÁ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÎÁ ×ÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÓÔÕ�ÁÅÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. ãÅÌØ Á×ÔÏÍÁÔÁ385



× ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÒÁÂÏÔÙ | �ÒÅÄÓËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.÷ÙÈÏÄÎÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÁ A �ÒÉ �ÏÄÁÞÅ ÎÁ ÅÇÏ ×ÈÏÄ Ó×ÅÒÈ-ÓÌÏ×Á � ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ yA� .á×ÔÏÍÁÔ A ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï � 2 f0; 1g1, ÅÓÌÉ1Xi=1 jyA� (i)� �(i+ 1)j <1:÷ [1℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÀÝÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØÔÏÌØËÏ ÄÌÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×.á×ÔÏÍÁÔ A ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï � 2 f0; 1g1 ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ � 2[0; 1℄, ÅÓÌÉ A(�) = limt!1 1t tXi=1(1� jyA� (i)� �(i+ 1)j) = �:á×ÔÏÍÁÔ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎØÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Á ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏ-ÍÁÔ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÀÝÉÊ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÝÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (a1[a2[ :::[as)1,ÇÄÅ s 2 N, ai 2 f0; 1g�, i = 1; s.úÁ st ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÄÌÉÎÙ t, ÚÁ l | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀÄÌÉÎÕ ÓÌÏ× ai. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ai ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓÏÍ ÎÉ-ËÁËÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÁÎÏ ÏÂÝÅÒÅÇÕÌÑÒÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ A = (a1 [a2 [ ::: [ as)1, ÇÄÅ ÎÉ ÏÄÎÏ ai ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÆÉËÓÏÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ajíÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ A; ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÏ, ÅÓÌÉÏÎÏ ÎÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (0[1)1; �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ó×ÅÒÈÌÏ×Á� 2 A ×Ù�ÏÌÎÅÎÏA(�) > mint=1::l;st 6=0f t� [log2(Pti=1(2t�i � si)℄t g:÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a1; ::as | ÓÌÏ×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ l,ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÅÒÈÓÌÏ× ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÍÏ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ � > l�log2 sl .�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ A ÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ó×ÅÒÈÓÌÏ×, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ A = (a1 [ ::: [ as)1×Ù�ÏÌÎÅÎÏ min�2A A(�) = �1, max�2A A(�) = �2. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ �0 2 [�1; �2℄ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï � 2 A, ÞÔÏ A(�) = �0.386



�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = (a1[ :::[as)1. ëÁÖÄÙÊËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ai ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÎÅÍÅÎØÛÅÊ ÞÅÍ �i, É �ÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �0 = maxi �i: �ÏÇÄÁ × ÄÁÎÎÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ Ó×ÅÒÈÓÌÏ×Ï �, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÕÇÁ-ÄÙ×ÁÅÔ ÅÇÏ ÓÏ ÓÔÅ�ÅÎØÀ 6 �0.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Õ ÚÁ�ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É �ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ.1. ÷ÅÒÅÎÉËÉÎ á. ç., çÁÓÁÎÏ× ü. ü. ïÂ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÚÁ�ÉÉÍÎÏÖÅÓÔ× Ó×ÅÒÈÓÌÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2006. | �. 18,� 2. | C. 84{97.2. íÁÓÔÉÈÉÎÁ á. á. ï ÞÁÓÔÉÞÎÏÍ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÉ Ó×ÅÒÈÓÌÏ× // éÎ-ÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2007. |�. 11, ×Ù�. 1{4. | ó. 609{619.3. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.íå�ïä áîáìéúá ó÷ïêó�÷æõîëãéïîáìøîùè ðòïçòáííá. í. íÉÒÏÎÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÄÏËÌÁÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÏ×ÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ (æð) �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÇÒÁ-ÆÏ×ÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, É �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ æð. ðÏÄ ÚÁÄÁ-ÞÅÊ ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ æð × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÄÏËÌÁÄÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Ä×ÅÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ æð, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. äÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁ-ÞÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÍÅÔÉÍ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1{3℄. ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÊÓÔ× æð ×ÄÁÎÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ Ñ×ÌÑÌÓÑ ÍÅÔÏÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ. ÷ ÎÁÓÔÏ-ÑÝÅÍ ÄÏËÌÁÄÅ ÍÙ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÊÓÔ×æð, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÍÅ-ÔÏÄÁ æÌÏÊÄÁ ÄÌÑ ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ ÉÍ�ÅÒÁÔÉ×ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ.ðÏÄ æð × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÄÏËÌÁÄÅ ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ( f1(x11; : : : ; x1k1) = e1;: : :fn(xn1; : : : ; xnkn) = en; (1)387



ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÆÕÎË�ÉÊ, ÇÄÅ f1, : : :, fn | ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑÉÍÅÎÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, x11, : : :, xnkn | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÅ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈÆÕÎË�ÉÊ, É e1, : : :, en | ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ.çÒÁÆÏ×ÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ (çí) æð (1) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁ-ÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÔËÕ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÄ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × (1), É ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÉÍÅÅÔÍÅÔËÕ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÉ�Ï×: 1) ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÍÅÔËÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�ÁÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ' ? ÉÌÉ :' ?, ÇÄÅ ' ÌÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÏÄ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏÉÚ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ e1; : : : ; en, ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 1; 2) �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ: ÍÅÔËÁÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ[x1 := u1; : : : ; xm := um℄ÇÄÅ x1, : : :, xm | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ × (1),É u1, : : :, um | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÄ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×(1); 3) ÓÓÙÌËÁ ÎÁ �ÏÄ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ: ÍÅÔËÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (i), ÉÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ Ó ÍÅÔËÏÊ (i) ÍÅÔËÁ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ f(u1; : : : ; um),É ÍÅÔËÁ ×ÅÒÛÉÎÙ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ËÏÎ�ÏÍ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, ÒÁ×ÎÁ ui.çí ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï æð (1) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.1) íÎÏÖÅÓÔ×Ï Å�Å ×ÅÒÛÉÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ �ÏÄ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ× (1). íÅÔËÏÊ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÅÊ �ÏÄ-×ÙÒÁÖÅÎÉÅ.2) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ fi(xi1; : : : ; xiki ) = ei, ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × (1),çí ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÏ Ó ÍÅÔËÏÊ 1? ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÍÅÔËÏÊ fi(xi1, : : :,xiki ) × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÍÅÔËÏÊ ei.3) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ N Ó ÍÅÔËÏÊ ×ÉÄÁ if e1 then e2 else e3çí ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÏ ÉÚ N × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÍÅÔËÏÊ e2, ÍÅÔËÁ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁÒÁ×ÎÁ e1?, É ÒÅÂÒÏ ÉÚ N × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÍÅÔËÏÊ e3, ÍÅÔËÁ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁÒÁ×ÎÁ :e1?.4) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ N Ó ÍÅÔËÏÊ ×ÉÄÁ fi(u1; : : : ; uki), ÇÄÅ fi {ÉÍÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ × æð (1), çí ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÏÉÚ N × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÍÅÔËÏÊ fi(xi1, : : :, xiki), ÍÅÔËÁ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÅÔ×ÉÄ [xi1 := u1; : : : ; xiki := uki ℄.5) äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ N Ó ÍÅÔËÏÊ ×ÉÄÁ f(u1; : : : ; um), ÇÄÅ f |ÉÍÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÂÁÚÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, É ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ;m çí ÓÏÄÅÒÖÉÔÒÅÂÒÏ ÉÚ N × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÍÅÔËÏÊ ui, ÍÅÔËÁ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÒÁ×ÎÁ (i).�ÅÏÒÅÍÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÍÅÔÏÄ ×ÅÒÉÆÉËÁ�ÉÉ æð, �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍ ÄÏÌÖÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ çí388



Ä×ÕÈ æð, × ÓÌÕÞÁÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÜÔÉ-ÍÉ æð, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. æÉÌÄ á., èÁÒÒÉÓÏÎ ð. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. |í.: íÉÒ, 1993.2. van den Berg K. G., van den Broek P. M. Stati analysis of fun-tional programs // Information and Software Tehnology. | 1995. |V. 37, � 4. | P. 213{224.3. Ireland A., Bundy A. Automati veri�ation of funtions withaumulating parameters // Journal of Funtional Programming. |1999. | 9 (2). | P. 225{245.ë ÷ïðòïóõ ïâ áìçïòé�íéþåóëïêòáúòåûéíïó�é ðòïâìåíù ÷ùòáúéíïó�éäìñ æõîëãéê ó úáäåòöëïêó. ÷. íÏÉÓÅÅ× (íÏÓË×Á)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pk(m), ÇÄÅ k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ m-ÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, �ÕÓÔØ ÔÁËÖÅ Pk |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ. ðÕÓÔØ ! = f0; 1; 2; : : :g.æÕÎË�ÉÑ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ| ÜÔÏ �ÁÒÁ hf; ti, ÇÄÅ f 2 Pk,t 2 !.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Pk Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÏÔÏÖÄÅ-ÓÔ×ÌÅÎÉÑ É ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ [1℄:(�f) hx1; : : : ; xmi� fhx2; : : : ; xm; x1i;(�f) hx1; : : : ; xmi� fhx2; x1; x3; : : : ; xmi;(�f) hx1; : : : ; xm�1i� fhx1; x1; : : : ; xm�1i;(rf) hx1; : : : ; xm+1i� fhx2; : : : ; xm+1i:òÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÜÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ: �hf; ti �h�f; ti; �hf; ti � h�f; ti; �hf; ti � h�f; ti; rhf; ti � hrf; ti É ××Å-Ä£Í ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ �: ÓËÁÖÅÍ, ÞÔÏÏ�ÅÒÁ�ÉÑ � �ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë hf (n); ti É ÎÁÂÏÒÕ hhg(m)1 ; t1i; : : : ; hg(m)n ; tnii,ÅÓÌÉ t1 = t2 = : : : = tn, É × ÓÌÕÞÁÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ �ÏÌÏÖÉÍhf (n); ti � hhg(m)1 ; t1i; : : : ; hg(m)n ; tnii� hf � hg1; : : : ; gni; t+ t1i;389



ÇÄÅ f � hg1; : : : ; gni | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ g1; : : : ; gn ×ÆÕÎË�ÉÀ f , Á ÉÍÅÎÎÏ: (f � hg1; : : : ; gni)�� fhg1 �; : : : ; gn �i:îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Pk�! ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÏÄÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ [ ℄ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �; �;�;r; �: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ M �Pk � ! ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [M ℄ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ M É ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ: ÄÁ-ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M � Pk � ! É hf; ti 2 Pk � !; Ó�ÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ, ×ÅÒÎÏ ÌÉ,ÞÔÏ hf; ti 2 [M ℄. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× M ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.÷�ÅÒ×ÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÁ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ ÉÓÓÌÅ-ÄÏ×ÁÌÁÓØ ëÕÄÒÑ×�Å×ÙÍ ÷. â. (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ [2℄). �ÒÁ-ÄÉ�ÉÏÎÎÏ �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÒÏÂÌÅ-ÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË É ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖ-ËÁÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ Á��ÁÒÁÔ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× É ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÉÎÏÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Õ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ | �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÁÍÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÇÏ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁ Î£Í ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-×ÁÔØ �ÒÏÂÌÅÍÕ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×�ÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÄÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÎÁÌÉÞÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ ÜÔÏÇÏÑÚÙËÁ.æÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÑÚÙË ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ. äÌÑ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÇÎÁÔÕÒÕ hF(1);Z(2);�(2); u1; : : : ; umi,ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ Ä×Á ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÁ F; Z, �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ-×ÏÌ � É m ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× u1; : : : ; um; É �ÕÓÔØ æú(m) | ÍÏ-ÎÁÄÉÞÅÓËÉÊ ×ÔÏÒÏ�ÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÑÚÙË ÜÔÏÊ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÑÚÙËÌÏÇÉËÉ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×�Ï �ÒÅÄÍÅÔÎÙÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÓÔÒÏÞÎÙÍÉ ÂÕ-Ë×ÁÍÉ, É �Ï ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÍ �ÒÅÄÉËÁÔÁÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÍ �ÒÏ�ÉÓÎÙÍÉÂÕË×ÁÍÉ).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÑÚÙËÁ æú(m) ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ: ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ×ÙÓÔÕ-�ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Pk(m)� !, Á ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ, �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ É ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÎÙÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ F; Z; �; u1; : : : ; um ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ F; Z, �ÒÅÄÉËÁÔÏÍ ' É ÆÕÎË�ÉÑÍÉ u1; : : : ; um, ÇÄÅF hhf1; t1i; hf2; t2ii� �hFuhf1; f2i; t1i; t1 = t2;hf1; t1i; t1 6= t2:Z hf; ti� hf; t+ 1i;hf1; t1i ' hf2; t2i� t1 = t2;ui h�1; : : : ; �mi� �i (i 2 f1; : : : ;mg);390



ÇÄÅ Fu : Pk � Pk ! Pk | Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ: Fuhf1; f2i�� Ukhf1 �; f2 �i; Á Uk | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ, ÉÚÎÁÞÁÌØ-ÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ k, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ (ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�Ï-ÚÉ�ÉÉ). âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÕ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÞÅÒÅÚ Pk(m)� !.÷ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÑÚÙËÁ æú(m). ðÕÓÔØM = f�1; : : : ; �ng | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÒÍÏ×ÎÁÄ fZ(1);F(2); u1; : : : ; umg. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙúÁÍËM (X) =8f1 : : :8fm �� m̂k=1X fk ^ r�1̂k=1 fk � fk+1�! n̂k=1X �k(f1; : : : ; fm)�;ÇÄÅ �k(f1; : : : ; fm) | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁÍÅÎÙ × ÔÅÒÍÅ �k ×ÓÅÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊÓÉÍ×ÏÌÏ× u1; : : : ; um ÎÁ f1; : : : ; fm ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.(X = [M ℄)� ^�2M�X � ^ úÁÍËM (X)^^ 8Y �� ^�2M� Y � ^ úÁÍËM (Y )�! 8f�X f ! Y f��;ÇÄÅ M� � f�(a1; : : : ; am) j � 2 M ; a1; : : : ; am 2 fu1; : : : ; umgg (ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï).òÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍ, �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ ÑÚÙËÁ æú(m), ÉÓÔÉÎÎÁ ÌÉ ÏÎÁ ×ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÉ Pk(m) ÉÌÉ ÎÅÔ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÍÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔ A, ÔÁËÏÊÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É m É ÍÏÎÁÄÉÞÅÓËÏÊ ×ÔÏÒÏ�ÏÒÑÄËÏ×ÏÊÆÏÒÍÕÌÙ ' ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ hF(1);Z(2);�(2); u1; : : : ; umiAhk;m; 'i $ �Pk(m)� ! j= '�:á �ÏÓËÏÌØËÕ × ÑÚÙËÅ æú(m) ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØÓ×ÏÊÓÔ×Ï ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ: �� 2 [M ℄� � 9X��X = [M ℄� ^ X ��; ÉÚÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙÁ×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ×ÙÔÅËÁÅÔõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÒÏÂÌÅÍÙ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁ-ÄÅÒÖËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.391



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. íÁÌØ�Å× á. é. éÔÅÒÁÔÉ×ÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ðÏÓÔÁ //áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1966. | �. 5, � 2. | C. 5{24.2. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | í.: éÚÄÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ, 1982.ï ëïäéòï÷áîééäéóëòå�îùè æéçõò ï�òåúëáíéá. á. íÕÒÁ×ØÅ×Á (íÏÓË×Á)îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÒÅÁÌØÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÔ-ÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË, É \�ÏÈÏÖÅÓÔØ" ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÍÏÖÎÏÉÚÕÞÁÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÉÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÊ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ-ËÉ ÔÁËÉÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÊ ×ÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï�ÁÒÎÙÈÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. ïÔÌÉÞÉÅ ÔÁËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÆÉÇÕÒÏÔ �ÏÄÒÏÂÎÏÊ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÅÍËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÉÍ�ÌÅË-ÓÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÏÄÏ× ÆÉÇÕÒ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ ÉÈÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÍÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÏÔ ÎÉÈ, ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÄÉÒÏ×ËÁ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÁÑÆÉÇÕÒÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ [1℄.îÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÚ n ÔÏÞÅË (jAj = n) n-ÏÂÒÁÚÏÍ. ÷Ù�É-ÛÅÍ ×ÓÅ �Ï�ÁÒÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×Á-ÎÉÑ. ðÏÌÕÞÉÍ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ S(A) = fd1; : : : ; dN : d1 � d2 �� � � � dNg; ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ Ó�ÅËÔÒÏÍ A. çÒÁÆÉËÏÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÕÀ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ � �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. A | ÍÏÄÅÌØ ÄÌÑ �, ÅÓÌÉ Ó�ÅËÔÒ AÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó � (S(A)=�).�ÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �Ï ÇÒÁÆÉËÕ ×ÓÅÈÅÇÏ ÍÏÄÅÌÅÊ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Á Ó�ÏÓÏÂÁ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÁ ÄÏ Ó�ÅËÔÒÁ �ÕÔÅÍÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ × ÎÅÇÏ ÎÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉ �ÅÒ×ÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ�ÒÉ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÇÒÁÆÉËÁ, Á �ÒÉ ×ÔÏÒÏÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÄÏÂÁ-×ÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ \×ÎÕÔÒØ" ÇÒÁÆÉËÁ. ÷×ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ J�; ÒÁ×ÎÕÀ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÉ�ÉÓÁÔØ Ë �ÄÌÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÅÇÏ ÄÏ Ó�ÅËÔÒÁ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ××ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ N�;ÒÁ×ÎÕÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÏÂÁ-×ÉÔØ × � ÄÌÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÅÇÏ ÄÏ Ó�ÅËÔÒÁ. ðÏÌÏÖÉÍJ(m) = maxj�j=m J�; N(m) = maxj�j=mN�:392



äÌÑ ÜÔÉÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÎÁÊÄÅÎÙ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. J(m) = C22(m�1) �m:�ÅÏÒÅÍÁ 3. N(m) = C2m+1 �m:äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÆÉËÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑÓ�ÅËÔÒÁÍÉ.ðÕÓÔØ j�j = m. ÷×ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕonst(�) = maxi=1;:::;m(j 2 Njdi = � � � = di+j�1; 1 � j � m� i+ 1);ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ �ÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÇÒÁÆÉËÁ �.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ A � R2 . �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ:1) 8A (onst(�(A)) < 3jAj);2) 8" > 0 9N" 8n � N" 9A (jAj = n É onst(�(A)) > (3� ")n).ðÕÓÔØ onst(n) = maxA�R2:jAj=n onst(A).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. onst(n) � 3n �ÒÉ n!1.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ × ÇÒÁÆÉËÅ � = (d1; d2; : : : ; dC2n) onst(�) > 3n,ÔÏ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÏÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÇÒÁÆÉËÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÁÆÉËÁ Ë ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ. ïËÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÉËÁÈ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ Ó�ÅËÔÒÁÍÉ, ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍRm(n) = infA�Rm:jAj=n d1(A)dC2n(A) ; ÇÄÅ S(A) = (d1(A); : : : ; dC2jAj(A)):ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍÁÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. R2(n) >q 2p3� pn� 43 .óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÇÒÁÆÉËÁ � = (d1; d2; : : : ; dC2n) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÕÓÌÏ×ÉÅ d1dC2n < q 2p3� pn � 43 , ÔÏ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÏÍ ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ fnk; k = 1; 2; : : : g ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊR2(nk) �s2p3� pnk �ÒÉ k !1:�ÅÏÒÅÍÁ 6. R3(n) > 45 3pn� 45 .393



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ × ÇÒÁÆÉËÅ � = (d1; d2; : : : ; dC2n) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ-×ÉÅ d1dC2n < 45 3pn� 45 , ÔÏ � ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÏÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. R3(n) � 3pn �ÒÉ n!1.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀëÕÄÒÑ×�Å×Õ ÷.â. ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ, ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ É �ÅÎÎÙÅÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÚÌÏ× ÷. î. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÚÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ×ÏÓ�ÒÉÑÔÉÑ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1996. |÷Ù�. 6. | ó. 321{338.2. íÕÒÁ×ØÅ×Á á. á. òÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÅ n-ÔÏÞÅÞÎÉËÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕ-ÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2007. | �. 11, ×Ù�. 1{4. | ó. 777{780.ï òáóûéæòï÷ëå ïäîïçï ëìáóóáäéóëòå�îùè æõîëãéê÷. ÷. ïÓÏËÉÎ (íÏÓË×Á)îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÁ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ � |ÜÔÏ ÉÇÒÁ ÍÅÖÄÕ ÕÞÉÔÅÌÅÍ É ÕÞÅÎÉËÏÍ (ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ)[1℄. õÞÉÔÅÌØ ÚÁÇÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ �. õÞÅ-ÎÉË ÄÏÌÖÅÎ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÚÁÇÁÄÁÎÎÏÊÆÕÎË�ÉÉ, ÚÁÄÁ× ÕÞÉÔÅÌÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ï�ÒÏÓÏ× (ÚÁ�ÒÏÓÏ×ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ). ðÏÄ ÚÁ�ÒÏÓÏÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ, Á ÏÔ×ÅÔÏÍ ÕÞÉÔÅÌÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ.ðÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔ ÚÁ�ÒÏÓÙ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÔ×ÅÔÏ× ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁ�ÒÏÓÙ. âÕÄÅÍÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ(Ô.Å., ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÉÍ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÔÁÂÌÉ�Õ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . áÌÇÏ-ÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏÍ. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÎÙÍ.
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ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÌÁÓÓ 	n ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ËÁ-ÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ËÕÂÁ f0; 1gn ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ f : f0; 1gn ! N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÅ×ÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏ-ÒÏ× � > � 2 f0; 1gn É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ  2 f0; 1gn, ÔÁËÏÇÏ ÞÔÏ� >  > �, ÉÚ f(�) = f(�) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(�) = f(). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ-×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÒÁ×-ÎÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ËÕÂÁ, ÔÏ ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ É ÎÁ ×ÓÅÊÇÒÁÎÉ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÎÁÂÏÒÁÍÉ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÂÕÌÅ×-ÓËÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÓÅ×ÄÏ-ÂÕÌÅ×ÓËÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ[2℄, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ [3℄ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÒÁÎÅ×ÙÍÉ. ëÌÁÓÓ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 	.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ 	n�ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ.ðÕÓÔØ '(F; f) | ÞÉÓÌÏ ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ F ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 	, A(	) |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÒÁÓÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÀÝÉÈ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ 	. ðÏ-ÌÏÖÉÍ '(	; n) = minF2A(	n) maxf2	n '(F; f): úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎ min, Á ÎÅ inf, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ n ÞÉÓÌÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ 	n ËÏÎÅÞÎÏ. æÕÎË�ÉÀ '(	; n) ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ 	.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n 2 N ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ '(	; n) = 2n.äÌÑ �ÒÁËÔÉËÉ ÏÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ËÌÁÓ-ÓÁ 	n, ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÌÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅ-ÎÉÀ Ó n. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÅÎ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ-ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ [4℄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ 	n, Ô.Å. ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÁ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÁÂÏ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ) ÚÁ-×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ðÕÓÔØ 	k;n | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 	n, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÌÏÖÉÍ '(	; n; k) =minF2A(	n) maxf2	k;n '(F; f): íÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×-ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ 	k;n ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k logn+2k É ÓÔÒÏÉÍÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï �ÏÒÑÄËÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ-ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉ-ÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ 	n.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ k; n 2 N ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ '(	; n; k) � k logn + 2k �ÒÉn!1.éÎÔÅÒÅÓ ÔÁËÖÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÞÉÔÅÌØ ÍÏ-ÖÅÔ ÏÔ×ÅÞÁÔØ ÓÒÁÚÕ ÎÁ �ÅÌÙÊ ÂÌÏË ÓÇÅÎÅÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÕÞÅÎÉËÏÍ ÚÁ-�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ ÔÁËÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ×ÓÔÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ ÍÉ-ÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÞÉÓÌÁ ÂÌÏËÏ× ÚÁ�ÒÏÓÏ× ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÄÁ×ÁÅÍÙÈÕÞÅÎÉËÏÍ ÕÞÉÔÅÌÀ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ (ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ �ÁÒÁÌ-395



ÌÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ). õ�ÏÍÑÎÕÔÙÊ ×ÙÛÅÏ�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï �ÏÒÑÄËÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ-ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉ-ÆÒÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ 	n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÕÓÌÏ×ÎÙÍ: �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÎ �ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÚÎÁÎÉÑÍÉ ÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÏÄÁÎÎÙÈ ÉÍ ÎÁÂÏÒÁÈ. ïÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁ. ÷ ÉÄÅÁÌÅÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ-ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ, �ÏÓËÏÌØËÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å. íÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÇÏ ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÏÍÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ-ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÇÒÁÎÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÏÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÓÔÒÏÉÍ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï�ÏÒÑÄËÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ-ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÇÒÁÎÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ Ó Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ F ÚÁ�ÒÏÓÏ×ÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ(F; f)-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ ÉÚÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÀ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÒÁÎÅÅ �ÏÄÁÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ ÜÔÏ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. þÅÒÅÚ 'p(F; f) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (F; f)-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ ÏÎÉ ÄÁÀÔ ×ÓÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÒÏÓÏ×, ÓÄÅÌÁÎÎÙÈ F �ÒÉ ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ f .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Aq(	; n; k) = fF 2 A(	n) : maxf2	k;n '(F; f) � qg:ðÏÌÏÖÉÍ 'p(	; n; k; q) = minF2Aq(	;n;k) maxf2	k;n 'p(F; f):�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ k; n 2 N É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ  > 2, ÔÁËÏÊÞÔÏ 2k < ( 2 � 1)k logn, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ 'p(	; n; k;  � k logn) � k �ÒÉk; n!1.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Õ ÚÁ�ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É �ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., çÁÓÁÎÏ× ü. ü., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï Æ-ÔÁ ÷íÉë íçõ,2006.2. Foldes S., Hammer P. L. Monotone, horn and quadrati pseudo-Boolean funtions // J. UCS. | 2000. | 6 (1). | P. 97{104.3. ïÓÏËÉÎ ÷. ÷. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓÛÉ-ÆÒÏ×ËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÏÇÏ ËÕÂÁ ÎÁ �ÏÄËÕÂÙ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ. | 2007. |�. 11. | ó. 587{606.4. Damashke P. Adaptive versus nonadaptive attribute-eÆientlearning // Mahine Learning. |2000. | 41. | P. 197{215.396



ïâ ïâÿåíîïê óìïöîïó�é òåáìéúáãééíïîï�ïîîùè æõîëãéêá. á. ïÈÌÏ�ËÏ× (íÏÓË×Á)÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ, ×ÓÅ ÏÓÔÒÅÅ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÉÏ�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× ü÷í. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÁÖÎÅÊÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÏÂßÅÍÏ× �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× �ÒÉÓÏÈÒÁÎÅÎÉÉ ÉÍÉ ×ÙÓÏËÉÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÎÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ×ÉÄÅÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÏÊ ÓÏÓÔÁ-×ÌÑÀÝÅÊ.éÚ ÒÁÂÏÔ ë. ü. ûÅÎÎÏÎÁ É ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎ-ÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÕÀ ÓÈÅÍÎÕÀ ÒÅ-ÁÌÉÚÁ�ÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÙÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ [1{3℄ ××ÏÄÉÌÉÓØ É ÉÚÕÞÁÌÉÓØËÌÁÓÓÙ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÉÅ, ÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ É ÉÓÓÌÅÄÕ-ÅÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ, Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÏ× ÓÈÅÍ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁ-ÀÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÅ Ï�ÅÎÏËÆÉÚÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ ÓÈÅÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | Mn. æÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Sf [4℄ ×ÂÁÚÉÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ËÏÎßÀÎËÔÏÒÏ× É ÄÉÚßÀÎËÔÏÒÏ×, Á ÔÁËÖÅ ÓÏ-ÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÉÈ �ÒÏ×ÏÄÎÉËÏ×. ëÁÖÄÙÊ ËÏÎßÀÎËÔÏÒ ÉÌÉ ÄÉÚßÀÎËÔÏÒ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ R, × ËÏÔÏÒÙÊ ×ÈÏÄÑÔ Ä×Á �ÒÏ×ÏÄÎÉ-ËÁ É ÏÄÉÎ ×ÙÈÏÄÉÔ. ðÒÏ×ÏÄÎÉËÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ �ÉÌÉÎÄÒÁÍÉ Ó ÄÉÁ-ÍÅÔÒÏÍ d. ïÂßÅÍ ÓÈÅÍÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ V (n), �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÂÙÌ Ï�ÅÎÅÎ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ. �ÁËÖÅ× ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÉÖÎÑÑ É ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÏÂßÅÍÁ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏVsym(n).÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ×ÉÄÅ: f =_i ai � bi;ÇÄÅ ai 2 A; bi 2 B É A | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎßÀÎË�ÉÊ ÏÔ397



�ÅÒ×ÙÈ n2 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÷ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎßÀÎË-�ÉÊ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ n2 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÌÑ ÔÁËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÍÅÔÏÄ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ × ×ÉÄÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÉ�É�ÅÄÁ,ÎÁÊÄÅÎÙ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÔÁËÉÈ ÓÈÅÍ.ðÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ �ÒÉ n!1 ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:1) C1(R) � 2nn 32 � . V (n) . C2(R; d) � 2n;2) �ÒÉ d � 2Rr 2� � 2nn 32 � 43�R3 . V (n) . 16R3 � (1 + 3d4R ) � 2n;3) �ÒÉ d > 2Rr 2� � 2nn 32 � 43�R3 . V (n) . 2n � d2 � (4R+ 3d):óÈÅÍÙ ÓÔÒÏÑÔÓÑ Ñ×ÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. (n logn) 43�R3 � Vsym(n) � 8 � n2 � R3á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, �ÒÏÑ×ÌÅÎÎÏÅ Ë ÒÁ-ÂÏÔÅ, ÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å×Õ É î. à. ÷ÏÌËÏ×Õ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. áÎÄÒÅÅ× á. å. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÎÉÖ-ÎÉÈ Ï�ÅÎÏË ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ // áÌÇÅÂÒÁ É ÌÏÇÉËÁ. | 1987. |�. 26, � 1.2. õÇÏÌØÎÉËÏ× á. â. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×Ù�.31. | 1976.3. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ É ËÏÎÔÁËÔÎÏ-×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅ-ÍÁÈ // äáî óóóò. | 1956. | �. 111, � 6.4. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2003.
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ï äéáçîïó�éþåóëéè üëóðåòéíåî�áèó á÷�ïíá�áíé é óìïöîïó�éðïòïöäåîéñ üìåíåî�ï÷ ðïìõçòõððð. á. ðÁÎÔÅÌÅÅ× (íÏÓË×Á)÷ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ü. íÕÒÁ [1℄ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ �ÒÏÓÔÏ-ÇÏ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ, �ÏÚ×Ï-ÌÑÀÝÅÇÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÓÌÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÜËÓ�Å-ÒÉÍÅÎÔÁ ÜÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. íÕÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ �ÒÏÓÔÙÅ ÄÉÁ-ÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÙ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×: ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ�.Â.Ä.Ü.), ËÏÇÄÁ �ÏÄÁ×ÁÅÍÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÅÁË-�ÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ É ÕÓÌÏ×ÎÙÅ (ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ �.Õ.Ä.Ü.), ËÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ �ÏÄÁ×ÁÅÍÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÅÁË�ÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÕÖÅ�ÏÄÁÎÎÙÅ. ðÏÚÄÎÅÅ, × ËÎÉÇÅ á. çÉÌÌÁ [2℄ ÜÔÉ �ÏÎÑÔÉÑ ÂÙÌÉ ÏÂÏÂÝÅ-ÎÙ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ É �ÏÌÕÞÅÎÙ�ÅÒ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×. ÷ÒÁÂÏÔÅ í. î. óÏËÏÌÏ×ÓËÏÇÏ [3℄ ÂÙÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ ×ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑÏ�ÅÎËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ l(n; k) ÄÌÉÎÙ �.Â.Ä.Ü. ÄÌÑ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ l(n; k). îÁÊÄÅÎÁÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÄÌÑ l(n; k) �ÒÉ n; k !1 É k=n! a 2 (0; 1).ëÁË �ÏËÁÚÁÌ óÏËÏÌÏ×ÓËÉÊ [3℄, ÆÕÎË�ÉÑ l(n; k) ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÆÕÎË-�ÉÅÊ ûÅÎÎÏÎÁ l(n) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÊ n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ l(n) = 2nep 12n lnn(1+o(1)) �ÒÉ n!1.�ÅÏÒÅÍÁ 2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ln l(n; k) � '(a) � n, �ÒÉ n ! 1 Ék=n! a 2 (0; 1), ÇÄÅ '(a) = H(a) ÅÓÌÉ a � 1=2 É '(a) = 1 ÉÎÁÞÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Moore E. F. Gedanken-experiments on sequential mahines // Au-tomata Studies. | 1956. | P. 129{153 [ÒÕÓÓËÉÊ �ÅÒÅ×ÏÄ: "á×ÔÏÍÁÔÙ"(ÓÂ. ÓÔÁÔÅÊ). | í.: éì, 1956. | ó. 179{210.℄2. çÉÌÌ á. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ,1966.3. óÏËÏÌÏ×ÓËÉÊ í. î. óÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË É ÜËÓ-�ÅÒÉÍÅÎÔÙ Ó Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ // íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉËÏÄÏ× É ÓÈÅÍ. | 1976. | ÷Ù�. 29. | ó. 68{86.
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ïóïâåîîïó�é íïäåìéòï÷áîéñ çòáæéëï÷÷åòïñ�îïó�îùíé éó�ïþîéëáíéä. ÷. ðÁÒÈÏÍÅÎËÏ (íÏÓË×Á)ðÏÄ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ (×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÂÅÚ×ÈÏÄÁ) �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ L = (Q;E;A;B; �), ÇÄÅ Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q1; ; qN , E | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÙÈÏÄÎÙÈ ÓÉÍ-×ÏÌÏ×, ÍÁÔÒÉ�Á A = faijg, aij | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÉÚ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÑ qi × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ qj , 1 � i; j � N , B = fbikg, bik | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ×ÙÄÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌ "k × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ qi, ÇÄÅ 1 � k � jEj, � = f�ig| ×ÅËÔÏÒÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, 1 � i � N [1℄,[2℄.÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÒÁÂÏÔÁÅÔ �Ï ÔÁËÔÁÍ É �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÓÌÏ-×Á ÉÚ E�. óÎÁÞÁÌÁ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �, ×ÙÂÉÒÁÅÔ-ÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ qi, É, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ fbikg, |×ÙÈÏÄÎÏÊ ÓÉÍ×ÏÌ ". ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ�ÅÒÅÈÏÄ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. úÁ T ÔÁËÔÏ× ÉÓÔÏÞÎÉË ×ÙÄÁÓÔ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ " = "1; : : : ; "T .÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÅ ×ÙÄÁÞÉ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊP ("jA;B; �) =XQT �q1bq1("1) T�1Ys=1 aqsqs+1bqs+1("s+1); (1)ÇÄÅ QT | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÌÉÎÙ T ,aq1q2 2 A, bq("i) 2 B.ðÏÄ ÏÂÕÞÅÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÁÄÁ�ÔÉ×-ÎÏÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� A,B É ×ÅËÔÏÒÁ �.ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, �ÒÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× | Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ, Ó�ÏÓÏÂ-ÎÏÇÏ ÒÅÛÁÔØ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1),ÚÁÄÁÅÔ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ T , É ÎÅ ×ÓÑ-ËÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ.÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, �ÏÓÌÅ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÎÁ ÂÕÌÅ×ÏÍ ËÕÂÅ EN2 , E2 = f0; 1g, Ô. Å.ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xN ) : EN2 ! [0; 1℄, P f(�) = 1, ÚÄÅÓØ ÓÕÍÍÉÒÏ×Á-ÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ � ÂÕÌÅ×Á ËÕÂÁ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏúÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕ-ÒÁÌØÎÏÅ N > k + 1 É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ f(x1; : : : ; xN ) : EN2 ![0; 1℄, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ L =(Q;E2; A;B; �),  k ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ f .400



óÉÓÔÅÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× fLig ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÄÌÑ ÒÁÓ�Ï-ÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÞÅÒÅÚ ÓÉÎÔÅÚ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏ×Á " �Ï ÆÏÒ-ÍÕÌÅ (1) ÍÙ ÚÎÁÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ P ("jLi) ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ×ÙÄÁÌ ÄÁÎÎÙÊ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÑ ÔÏ i, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ P ("jLi) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ.á×ÔÏÒ �ÒÉÍÅÎÉÌ ÄÁÎÎÕÀ ÍÅÔÏÄÉËÕ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÚÁÓÙ-�ÁÎÉÊ ÞÅÌÏ×ÅËÁ. úÁÄÁÞÁ ×ÁÖÎÁ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁÓÙ�ÁÎÉÑ ×ÏÄÉÔÅ-ÌÅÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ× É Á×ÉÁÄÉÓ�ÅÔÞÅÒÏ×. ÷ÉÄÅÏËÁÍÅÒÁ ÓÎÉÍÁÌÁÏÂÌÁÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÇÌÁÚÁ ÉÓ�ÙÔÕÅÍÏÇÏ.ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÅÓ�×ÅÞÉ×ÁÌÏÓØ É ×ÙÞÉÓÌÑÌÁÓØ ÛÉÒÉÎÁÏÔËÒÙÔÉÑ ÇÌÁÚÁ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁ-ÌÁÓØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ | ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÏÔËÒÙÔÉÑ ÇÌÁÚÁ. ðÏ ÜÔÏÊË×ÁÎÔÏ×ÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÓËÁÚÁÔØ ÚÁÓÙ�Á-ÎÉÅ ×ÏÄÉÔÅÌÑ. ó×ÑÚØ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÞÁÓÔÏÔÙ ÍÏÒÇÁÎÉÊ Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍÂÏÄÒÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ Ï�ÉÓÁÎÁ × [7℄.äÌÑ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÚÁÓÙ�ÁÎÉÑ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÞÉ-ÓÌÁ É ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÒÇÁÎÉÊ. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ËÁÖÕÝÕÀÓÑ �ÒÏÓÔÏÔÕ,ÜÔÏ | ÎÅ�ÒÏÓÔÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÍÏÖÅÔ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕÄÅÒÖÁÔØ ÇÏÌÏ×Õ ×Ï ×ÒÅÍÑ ×ÏÖÄÅÎÉÑ, É ÖÅÓÔËÏ ÚÁËÒÅ�ÌÅÎÎÙÅ ×ÉÄÅÏËÁ-ÍÅÒÙ ÂÕÄÕÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÓÉÇÎÁÌÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏ ËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÞÅÌÏ×ÅË ÓÍÏ-ÔÒÉÔ ÉÚ-�ÏÄÌÏÂØÑ ÉÌÉ ÏÔ×ÅÌ ×ÚÇÌÑÄ × ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÏ ÏÂÙÞÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÒÇÁÎÉÑ �Ï �ÏÒÏÇÕ | ÅÓÌÉ ÇÒÁÆÉË Õ�ÁÌ ÎÉÖÅ �ÏÒÏÇÁ,ÔÏ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÏÒÇÁÎÉÅ | ÎÅ ÓÒÁÂÏÔÁÅÔ ÉÌÉ ÓÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅ×ÅÒÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ. �ÁËÖÅ ÏÛÉÂËÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙ �ÒÉ ÒÅÚËÏÊ ÓÍÅÎÅ ÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ.ïÂÕÞÉ× Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË K ÄÌÑ ÍÏÒÇÁÎÉÊ ÎÁ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÏ-ÄÁ ÍÏÒÇÁÎÉÑÈ, É Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË L ÄÌÑ ÎÅÍÏÒÇÁÀÝÅÇÏ ÇÌÁÚÁ,�ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÒÅÛÁÀÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÏÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ×ÈÏÄ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ " = "1; : : : ; "N ÍÏÒÇÁÎÉÅÍ ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ-ÓÑ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÏÇÏ, ËÁËÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ: P ("1; : : : ; "N jK) ÉÌÉP ("1; : : : ; "N jL). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÒÇÁÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÓ-ÈÏÄÑ ÉÚ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q1; : : : ; qNÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÷ÉÔÅÒÂÉ, ÇÄÅ N |ÄÌÉÎÁ ×ÈÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÂÙÌ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ×�ÒÏÇÒÁÍÍÅ É �ÒÏÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎ. òÅÚÕÌØÔÁÔ �ÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÚÁÓÙ�ÁÎÉÊ |Ó×ÙÛÅ 98% ÎÁ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÉÄÅÏÚÁ�ÉÓÑÈ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ �ÏÒÏÇÏ×ÙÊ ÍÅÔÏÄ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÒÇÁÎÉÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉ×ÁÅÔ ÍÏÒÇÁÎÉÑ, �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÙÅ ÜËÓ�ÅÒÔÏÍ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅÜÔÁ ÍÏÄÅÌØ Ï�ÉÓÁÎÁ × [6℄. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÔÁÔØÉ [7℄ Ï Ó×ÑÚÉ ÄÉÎÁÍÉËÉÍÏÒÇÁÎÉÊ Ó ÚÁÓÙ�ÁÎÉÑÍÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓËÁÚÁ-ÎÉÑ ÚÁÓÙ�ÁÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ Á��ÁÒÁÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×401



ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.2. âÕÈÁÒÁÅ× ò. ç. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.3. Dempster A. P., Laird N. M., Rubin D. B. Maximum likelihoodfrom inomplete data via the EM algorithm // J. Royal Stat. So. |1977. | V. 39. | P. 1{87.4. Musi and speeh detetion system based on hidden Markov mod-els and Gaussian mixture models // White paper by ompure.om.5. ìÅ×ÉÎÓÏÎ ó. å. óÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓ�Ï-ÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÒÅÞÉ // �ééüò. | 1985. | � 11. | C. 100{126.6. Baum L. E. An inequality and assoiated maximization tehniquein statistial estimation for probabilisti funtions of Markov proesses// Inequalities. | 1972. | V. 3. | P. 1{8.7. âÁÂÉÎ ä. î., íÁÚÕÒÅÎËÏ é. ì., èÏÌÏÄÅÎËÏ á. â. ï �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÁÈÓÏÚÄÁÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÓÌÉÔÎÏÊ ÕÓÔÎÏÊÒÕÓÓËÏÊ ÒÅÞÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |2004. | �. 8, ×Ù�. 1{4. | ó. 45{70.8. ðÁÒÈÏÍÅÎËÏ ä. ÷. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÚÁÓÙ�ÁÎÉÊ // ÷Ï�ÒÏÓÙ ÁÔÏÍÎÏÊ ÎÁÕËÉ É ÔÅÈÎÉËÉ. |2008. | ÷Ù�. 4. | ó. 54{60.9. Eletrooulogram analysis and development of a system for de�n-ing stages of drowsiness. | Report from Linkoping University, Dept.Biomedial Engineering. LiU-IMT-EX-351.ï íïäåìéòï÷áîéé ðòïãåóóï÷óòåäó�÷áíé óéó�åíîïê äéîáíéëé÷. é. ðÅÔÒÅÎËÏ, á. ð. òÙÖÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ × ÍÏÄÅÌÉÒÏ×Á-ÎÉÉ ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ. üÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÏÒ-ÍÁÌÉÚÕÅÔ ÅÄÉÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÓÌÏÖÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, �ÏÍÏ-ÇÁÅÔ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ É Ó�ÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÔØ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ× ÂÕÄÕÝÅÍ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÔÁËÉÈÏÂÌÁÓÔÑÈ, ËÁË ÍÉËÒÏÜÌÅËÔÒÏÎÉËÁ, ÍÅÄÉ�ÉÎÁ, ÜËÏÌÏÇÉÉ É ÄÒ.üÔÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÏ äÖ. æÏÒÒÅÓÔÅÒÏÍ × 1960-ÈÇÏÄÁÈ. ðÏÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÏÂÏÓÏÂÌÅÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ×, ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÅÔ ËÁËÅÄÉÎÏÅ �ÅÌÏÅ.üÔÁ�Ù ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ:� ïÂÝÁÑ ËÏÎ�Å��ÉÑ ÓÉÓÔÅÍÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ [1℄.402



� éÎÄÕÓÔÒÉÁÌØÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ | �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÎ�Å��ÉÉ Ë ÍÏÄÅÌÉ-ÒÏ×ÁÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ÎÁ �ÒÏÍÙÛÌÅÎÎÙÈ �ÒÅÄ�ÒÉÑÔÉÑÈ [2℄.� íÉÒÏ×ÁÑ ÄÉÎÁÍÉËÁ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÓÏ�ÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, ÄÅÍÏ-ÇÒÁÆÉÉ É ÜËÏÌÏÇÉÉ [3℄.÷ ÄÏËÌÁÄÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÉ-ÓÔÅÍÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÔÁ�Ï×.îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÜÔÁ�Å Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÓÉÓÔÅÍÙ, ÎÁÂÏÒ ËÌÀÞÅ×ÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÄÅÔÁÌÉÚÁ�ÉÉ. õÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ É ËÁÞÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ).îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁ�Å �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ. íÏÄÅÌØ ÕÔÏÞÎÑÅÔÓÑ É ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÔÓÑ. äÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÍÏ-ÄÅÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ Ó�Å�ÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÅ.îÁ ÄÁÎÎÏÍ ÜÔÁ�Å �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ËÌÀÞÅ×ÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÓÉÓÔÅ-ÍÙ É ÄÉÎÁÍÉËÁ ÅÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, ×ÎÏÓÑÔÓÑ ÆÉÎÁÌØÎÙÅËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ËÉ. ÷ ÄÏËÌÁÄÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÉÍÅÒ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚÔÁËÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ.äÁÌÅÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÉ�Ù ÓÉÓÔÅÍ É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÄÅÌÅÊ.óÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÚÁËÒÙÔÙÅ É ÏÔËÒÙÔÙÅ. óÉÓÔÅÍÙ �ÅÒ-×ÏÇÏ ÔÉ�Á ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ×ÍÅÛÁÔÅÌØÓÔ×Á ÉÚ×ÎÅ: ÆÉËÓÉÒÕÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØ-ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ, Á ÄÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÑÍÉ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÅ. ïÔ-ËÒÙÔÙÅ ÖÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ×ÍÅÛÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚ×ÎÅ.ðÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍ �ÒÏ-�ÅÓÓÏ×. ÷ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÁÎÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÅÔÌÉÏÂÒÁÔÎÏÊ Ó×ÑÚÉ. éÈ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔ ÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ, ×ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÎÕ-ÔÒÉ ÎÉÈ. ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÄÉÁÇÒÁÍÍ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅÕÒÏ×ÎÅÊ (ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ) É ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔÅÊ (ÓËÏÒÏÓÔÅÊ). ÷ ÄÏËÌÁÄÅ Ï�É-ÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÉÓÔÅÍÎÏÊ ÄÉÎÁ-ÍÉËÉ É �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÙ ×ÓÅÈ ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÄÅ-ÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ.ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÓÉ-ÓÔÅÍÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ �ÒÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ:1. óÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÒÏÓÔÁ ÷÷ð.2. óÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÎÏ×ÏÍÕ �ÏËÏÌÅÎÉÀ ÌÉÔÏÇÒÁ-ÆÉÉ [4℄.3. óÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÉÎ×ÅÓÔÉ�ÉÊ × ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ ÌÉÔÏÇÒÁÆÉÉ [5℄.4. áÎÁÌÉÚ ÒÙÎËÁ ÜÌÅËÔÒÏÜÎÅÒÇÉÉ û×ÅÊ�ÁÒÉÉ.÷ ÒÅÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏÅ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÄÁÎÎÙÈÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, �ÒÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÄÉÎÁ-ÍÉËÉ ÓÉÓÔÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÏÓØ. üÔÏÔ ÆÁËÔ403



ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÀÂÕÀ ÍÏÄÅÌØ × ÔÅÒÍÉ-ÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ÷ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:� óÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÓÉÓÔÅÍÙ� ÷ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ ËÏÄÉÒÕÅÔ �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍÛÁÇÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (× ÓÌÕÞÁÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÓÉÓÔÅÍ)� ÷ÙÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �ÏÌÅÚÎÏÓÔÉ,××ÅÄÅÎÎÕÀ ÄÌÑ Ï�ÅÎËÉ �ÒÉÎÉÍÁÅÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ. ïÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �Ï-ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ �ÅÌÅÊ� æÕÎË�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÑÍÉ×ÎÕÔÒÉ ÓÉÓÔÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ-×ÁÎÉÑ÷ ÄÏËÌÁÄÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈÚÁÄÁÞ, ÉÍÅÀÝÉÅ ËÁË ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ, ÔÁË É �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.1. ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ.2. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× ×ÈÏÄÎÙÈ ×ÏÚÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÈÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ (ÓÔÁÂÉÌÉÚÁ�ÉÀ, ÒÏÓÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É Ô. Ä.)3. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Forrester J. W. Priniples of systems. | Wright-Allen Press,1968. | ó. 10{50.2. Forrester J. W. Urban dynamis. | Pegasus Comuniations, In.,1999. | ó. 12{16.3. Foster R. O. The dynamis of blood sugar regulation // MIT,1970. | ó. 25{30, 41.4. Boksha V. V. Mirolithography Dynamis. Soial, eonomi, spa-tial and temporal impliations of developments in omputing tehnolo-gy // MIT Thesis. | M. S. in Management, 2000. | P. 154.5. Boksha V. V., Bruggeman B., O'Brien M. Mirolithography ostanalysis // Proeedings of Interfae Symposium. | San Diego, Califor-nia, 1999. | P. 10.ï íáòëï÷óëéè óìõþáêîùè ðïìñèá. á. ðÅÔÀÛËÏ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ A = f1; 2; :::; ag É B = f1; 2; :::bg; a; b < 1 | Ä×Á ËÏÎÅÞÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ðÕÓÔØ S = f1; 2; :::; Ng | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅËÓÏ×.ðÕÓÔØ X = fXij i 2 Sg | ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÔÁ-ËÁÑ ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ Xj , Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ404



×ÅÌÉÞÉÎÏÊ, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ xj É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × Ó×ÏÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔ-ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ 8j Xj ÄÉÓËÒÅÔ-ÎÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÚÎÁÞÅÎÉÊ | ËÏÎÅÞÎÏ.�ÁËÖÅ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÄÅË-ÓÏ× S ÚÁÄÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ X × ÜÔÉÈÔÏÞËÁÈ. ÷×ÅÄÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁX ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÓÌÕÞÁÊÎÙÍ �ÏÌÅÍ (Random Field).óÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ (X1 = x1; :::; XN = xN ), ÉÌÉ ËÒÁÔËÏ X = x,ÇÄÅ x = fx1; :::; xNg, ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ X .ðÕÓÔØ X | ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ �ÏÌÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A, Ô. Å.8i 2 S xi 2 A. åÓÌÉ x | ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÑ X , ÔÏ� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ:� = fx = (x1; :::; xN )j xi 2 A 8i 2 Sg:÷×ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á: ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � = f�i; i 2Sg, ÇÄÅ �i | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÛÁÂÌÏÎÏÍ ÓÏ-ÓÅÄÓÔ×Á ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ i, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ:n i =2 �i;i 2 �j , j 2 �i:ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óÌÕÞÁÊÎÏÅ �ÏÌÅ X ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍÓÌÕÞÁÊÎÙÍ �ÏÌÅÍ (Markov Random Field, MRF) × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÓÉÓÔÅÍÏÊ ÓÏÓÅÄÓÔ×Á � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 8i:� P (X = x) > 0 8x 2 �;P (Xi = xij Xj = xj ; j 2 Snfig) = P (Xi = xij Xj = xj ; j 2 �i):ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÌÉËÁ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ S, Ô.Þ. 8s; r 2 ) r 2 �s. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÉËÉ | ÔÁËÖÅËÌÉËÁ.ðÕÓÔØ x | ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Xi, ÇÄÅ i 2 . ÷×ÅÄÅÍ �ÏÔÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ V(x) ËÁË ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÏÔ x.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅÍ çÉÂÂÓÁ, ÅÓÌÉP(X = x) = 1Z exp �X2C V(x)! ; (1)405



ÇÄÅ C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÉË, Á Z | ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, Ôá-ËÁÑ ÞÔÏ: Z =Xx2� exp �X2C V(x)! : (2)îÁÉÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ�ÏÌÑ É ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ çÉÂÂÓÁ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ (Hammersley|Cli�ord) [1℄. X | ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ�ÏÌÅ , P(X = x) | ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ çÉÂÂÓÁ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ �ÏÌÑ �Ï ÆÏÒÍÕ-ÌÁÍ (1); (2).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. óËÒÙÔÏÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ �ÏÌÅ (HiddenMarkov Random Field, HMRF) | �ÁÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ �ÏÌÅÊ (X;Y ), Ô.Þ.×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) X = fXi; i 2 Sg | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ "ÓËÒÙÔÏÅ" (ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ, ÎÅÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÅ) ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ �ÏÌÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × A.2) Y = fYi; i 2 Sg | ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÅ (×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÍÁÒ-ËÏ×ÓËÏÅ) ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ �ÏÌÅ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × B. ÷ÁÖÎÏ, ÞÔÏ 8i 2S;8d 2 A ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÕÓÌÏ×ÎÙÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P(Yij Xi = d).3) äÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ x 2 � ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Yi ÕÓÌÏ×ÎÏÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, Ô. Å.P(Y j X = x) =Yi2SP(Yij Xi = xi):òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÒËÏ×ÓËÕÀ �Å�Ø Ó ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ x0; x1; :::; xn, ÆÕÎË-�ÉÏÎÉÒÕÀÝÕÀ × ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ×ÒÅÍÅÎÉ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÕÀ ÓÌÕ-ÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ X = fXi; i = 0::ng �Ï ÜÔÏÊ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÊ �Å�É ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: P(Xi = xi) | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ×ÒÅÍÅÎÉ i ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ xi. îÁÚÏ×ÅÍ X �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÁÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ | ÜÔÏÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ �ÏÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ìÀÂÏÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ �ÏÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÙ | ÜÔÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ.�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓËÒÙÔÕÀ ÍÁÒËÏ×ÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ [2℄ É ÅÅ Ó×ÑÚØÓ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ �ÏÌÅÍ É ÓËÒÙÔÙÍ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ�ÏÌÅÍ. 406



òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓËÒÙÔÕÀ ÍÁÒËÏ×ÓËÕÀ ÍÏÄÅÌØ, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÕÀ ×ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ×ÒÅÍÅÎÉ. ðÕÓÔØ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÅÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ�ÒÉ �ÒÏÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ x0; x1; :::; xn ÎÁ ×ÙÈÏÄ �ÏÄÁ×ÁÌÉÓØ ÂÕ-Ë×Ù y0; y1; :::; yn ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÕÀ ÓÌÕÞÁÊ-ÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕZ = (Z1; Z2; :::; Z2n+2) = (X0; Y0; X1; Y1; :::; Xn; Yn);�ÒÉÞÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ P(Xi = xij Xi�1 = xi�1) | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ�ÅÒÅÈÏÄÁ a(xi�1; xi) ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ xi�1 × ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ xi, Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØP(Yi = yij Xi = xi) | ÜÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÙÄÁÞÉ b(yi; xi) ÂÕË×Ù yi× ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ xi. îÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÕÀ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕÓËÒÙÔÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ìÀÂÁÑ ÓËÒÙÔÁÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉ-ÎÁ | ÜÔÏ ÓËÒÙÔÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ �ÏÌÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ìÀÂÏÅ ÓËÒÙÔÏÅ ÍÁÒËÏ×ÓËÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ �ÏÌÅ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ | ÜÔÏ ÓËÒÙÔÁÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Hammersley J. M., Cli�ord P. Markov random �elds in statistis //Unpublished paper. | 1971.2. Rabiner L. R. A tutorial on hidden Markov models and selet-ed appliations in speeh reognition // Proeedings of the IEEE. |February 1989. | 77 (2). | P. 257-286.íá�åíá�éþåóëáñ íïäåìøîåðåòåþéóìé�åìøîùè úáäáþ ðïéóëáá. ð. ðÉ×Ï×ÁÒÏ× (íÏÓË×Á)äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏ-ÇÒÁÆÏ×ÏÊ ÍÏ-ÄÅÌÉ �ÏÉÓËÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ [1℄. ÷ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÚÁ-ÄÁÞÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ (úéð) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÚ ÓÅÂÑ ÔÒÏÊ-ËÕ I = hX;V; �i, ÇÄÅ X | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÒÏÓÏ×, V | ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ,Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈÚÁ�ÉÓÅÊ Y , Á � | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÏÉÓËÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ X � Y . ðÒÉ ÜÔÏÍÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÞÁ I ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ x 2 X �ÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÚ V ,ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ � Ó x.407



ïÄÎÁËÏ × ÒÑÄÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅ ÓÁÍ ÏÔ×ÅÔ ËÁËÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÉÓÅÊ, ÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÎÁ ÎÅÍ. äÁÄÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ.ðÑÔÅÒËÕ S = hX;Y; Z; �; �i, ÇÄÅ Z | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔ×ÅÔÏ×, � : 2Y !Z | ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÉ�ÏÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁ-ÄÁÞ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ. ðÑÔÅÒËÕ I = hX;V; Z; �; �i, ÇÄÅ V |ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y (× ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÏÊ), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ (÷úéð) ÔÉ�Á S = hX;Y; Z; �; �i. óÏÄÅÒÖÁ-ÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ I = hX;V; Z; �; �i ÓÏÓÔÏÉÔ × ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÉ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ x 2 X ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÚÁ�ÉÓÅÊ ÉÚ V , ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔ-ÓÑ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ � Ó ÚÁ�ÒÏÓÏÍ x, Ô.Å. ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ z 2 Z, ÞÔÏz = � (fy 2 V : x�yg).ðÏÎÑÔÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �ÒÉ ÔÁËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÚÁÄÁÞÉÔÁËÖÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÎÏ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ | ÔÅ�ÅÒØ ÌÉÓÔØÑÍ ÂÕÄÕÔ �ÒÉ�É-ÓÙ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÚ Y , Á ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ z 2 Z. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁ�ÒÏÓ x ÄÏÌÖÅÎ ÄÏÈÏÄÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙÄÏ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÏÍÅÞÅÎÎÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÍ ÅÍÕ ÏÔ×ÅÔÏÍ z 2 Z,É ÎÅ ÄÏÈÏÄÉÔØ ÎÉ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÄÒÕÇÉÍ ÏÔ×ÅÔÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 1.ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÉÓËÁ I = hX;V;Z; �; �i, ÇÄÅ X =f(u; v) 2 [0; 1℄2 j u � vg, V � [0; 1℄, jV j < 1, (u; v)�y , u � y � v,ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ W � V �ÏÌÏÖÉÍ �(W ) = jW j. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÏ×ÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï F = hF;?i, ÇÄÅ F ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÚÁ�ÒÏÓÁ x Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁ-ÍÉ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ D ÎÁÄÂÁÚÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ F , ÒÅÛÁÀÝÅÇÏ ÚÁÄÁÞÕ I Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ:Q(D) � k(k + 1)=2;ÇÄÅ k = jV \ (0; 1)j, Q(D) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ × D.íÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÷úéð. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ××ÅÄÅÍ ÎÏ×ÙÊ ÏÂßÅËÔ:×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ (÷éç).÷ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÷éç ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÛÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×: ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÚÁ�ÒÏÓÏ× X , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔ×ÅÔÏ× Z, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÷éç MÓ ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ m0 2 M , ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÅÍ (ÔÁËÖÅ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ �Ï ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÀ � :M ! Z), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÈÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X , ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÈ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÅÊ, ÚÁ-ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X (�ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÉ | ÜÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ, ÏÂÌÁÓÔØ408



ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑ-ÄÁ), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ×ÉÄÁ h :M !M ,ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ H ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÏ�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ. ûÅÓÔÅÒËÕ F = hF;G;H;M;m0; �i ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ .ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÷éç Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÅÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÁÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÍÎÏÇÏ�ÏÌÀÓÎÁÑ ÓÅÔØ. ÷ÙÄÅÌÉÍ × ÎÅÊ ÏÄÉÎ �ÏÌÀÓ ÉÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÏÌÀÓÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÉÓÔØÑÍÉ.÷ÙÄÅÌÉÍ × ÓÅÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÎÁÚÏ×ÅÍ ÉÈ ÔÏÞËÁÍÉ �Å-ÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ (�ÏÌÀÓÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÏÞËÁÍÉ �ÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ). ëÁÖÄÏÊÔÏÞËÅ �ÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ � ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÅËÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ ÉÚ G. åÓÌÉ � |×ÅÒÛÉÎÁ ÓÅÔÉ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ  � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �ÏÌÕÓÔÅ�ÅÎØ ÉÓÈÏÄÁ ×ÅÒÛÉÎÙ�. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅËÌÀÞÅÎÉÑ � ÒÅÂÒÁÍ, ÉÚ ÎÅÅ ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ,�ÏÓÔÁ×ÉÍ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áf1;  �g. üÔÉ ÒÅÂÒÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ.òÅÂÒÁ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØÎÙÍÉ, ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÅÄÉËÁÔ-ÎÙÍÉ. ëÁÖÄÏÍÕ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÍ-×ÏÌ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á F . óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔÕ ÓÅÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊÓÉÍ×ÏÌ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á H . üÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÇÒÕÚËÏÊ ÌÉ-ÓÔØÅ×. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÕÀ ÓÅÔØ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ (÷éç) ÎÁÄ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ F =hF;G;H;M;m0; �i.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÷éç. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÅÒÅÂÒÏ �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÚÁ�ÒÏÓ x 2 X , ÅÓÌÉ �ÒÅÄÉËÁÔ, �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÙÊ ÜÔÏ-ÍÕ ÒÅÂÒÕ, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1 ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÅ x; �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌØÎÏÅÒÅÂÒÏ, ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉ�ÉÓÁÎ ÎÏÍÅÒ n, �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÚÁ�ÒÏÓ x, ÅÓÌÉ �ÅÒÅ-ËÌÀÞÁÔÅÌØ, �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÙÊ ÎÁÞÁÌÕ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅn ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÅ x; ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÒÅÂÅÒ �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÚÁ�ÒÏÓx, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ �Å�ÏÞËÉ �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÚÁ�ÒÏÓ x; ÚÁ�ÒÏÓ x �ÒÏÈÏ-ÄÉÔ × ×ÅÒÛÉÎÕ � ÷éç, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ,×ÅÄÕÝÁÑ ÉÚ ËÏÒÎÑ × ×ÅÒÛÉÎÕ �, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔ ÚÁ�ÒÏÓ x. åÓÌÉ�1; : : : ; �p | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÓÔØÅ× ÷éç ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÚÁ�ÒÏÓ �ÒÏÈÏ-ÄÉÔ × ÜÔÉ ÌÉÓÔØÑ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÷éç UÎÁ ÚÁ�ÒÏÓÅ x ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ mU (x) = h1 : : : hp(m0), ÇÄÅ hi | ÎÁÇÒÕÚËÁ ÌÉ-ÓÔÁ �i (i = 1; : : : ; p). ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÚÁ�ÒÏÓ x ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÎÉ × ÏÄÉÎÌÉÓÔ ÷éç, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ mU (x) = m0. ïÔ×ÅÔÏÍ ÷éç U ÎÁÚÁ�ÒÏÓ x ÎÁÚÏ×ÅÍ zU (x) = �(mU (x)). üÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ zU (x) : X ! ZÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÷éç U É ÎÁÚÙ×ÁÔØÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔ×ÅÔÁ.ïÂßÅÍÏÍ Q(U) ÷éç U ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × ÷éç U . üÔÁ ×ÅÌÉ-ÞÉÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔ ÏÂßÅÍ �ÁÍÑÔÉ, ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÉÓËÁ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÇÏ ÷éç U . óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÷éç U ÎÁ ÚÁ-409



�ÒÏÓÅ x ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ T (U; x), ÒÁ×ÎÏÅ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅËÌÀÞÁÔÅÌÅÊÉ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÚÁ�ÒÏÓÁ x. ÷ÅÒÈ-ÎÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÌÉÞÉÎÕ T̂ (U) = supx2X T (U; x).ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÁ ÷úéð I = hX;V; Z; �; �i. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÷éç UÒÅÛÁÅÔ ÷úéð I = hX;V; Z; �; �i, ÅÓÌÉ zU (x) = � (fy 2 V : x�yg) ÄÌÑÌÀÂÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ x 2 X .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ I , ÞÔÏ É × ÔÅ-ÏÒÅÍÅ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F = hF;G;H;M;m0; �i, ÇÄÅF ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏ-ÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÚÁ�ÒÏÓÁ x Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ, G = ?, M = Z;m0 = 0, H = fha :M !M j a 2 Zg,ÇÄÅ ha(m) = m+ a, �(m) = m.�ÅÏÒÅÍÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÷éç U ÎÁÄ ÂÁÚÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ F ,ÔÁËÏÊ ÞÔÏ U ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ ÷úéð I É ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉËÉ: T̂ (U) � 4℄ log2(jV j+ 1)[+2, Q(U) = 4jV j+ 2.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Õ ÚÁ�ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É �ÏÍÏÝØ × ÒÁÂÏÔÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÓÁÎÏ× ü. ü., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. �ÅÏÒÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ É �ÏÉÓËÁ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2002ï óõýåó�÷ï÷áîéé áìçïòé�íáäìñ òáúòåûéíïó�é úáäáþé ïâ á-ðïìîï�åäìñ óéó�åí ä.æõîëãéê, óïäåòöáýéè÷óå ïäîïíåó�îùå S-ï.-ä.æõîëãééí. á. ðÏÄËÏÌÚÉÎÁ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ E12 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏ-ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ 0 É 1. ðÕÓÔØ PÏ.Ä. | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ,�ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ E12 . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å PÏ.Ä. ÚÁÄÁÎÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ [1℄.íÎÏÖÅÓÔ×ÏM,M � PÏ.Ä., ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ á-�ÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÏ.-Ä. ÆÕÎË�ÉÉ f É ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ � � 1 ÉÚ Ï.-Ä.ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM Ó�ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÀ g,ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ Ó f ÎÁ ÓÌÏ×ÁÈ ÄÌÉÎÙ � [2℄.éÚ×ÅÓÔÎÏ [3℄, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑá-�ÏÌÎÏÔÙ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ.410



ðÕÓÔØ S(P 2Ï.Ä.(1)) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ É ÎÅ ×Ù�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á E12 [4℄.ðÕÓÔØ N | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ M ÉÚ P 2Ï.Ä., ÞÔÏS(P 2Ï.Ä.(1)) �M É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM n S(P 2Ï.Ä.(1)) ËÏÎÅÞÎÏ [5℄.éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ á-�ÏÌÎÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕN . ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.2. âÕÅ×ÉÞ ÷. á. õÓÌÏ×ÉÑ á-�ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.þ. 1. í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1986.3. âÕÅ×ÉÞ ÷. á. ïÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÑ á-�ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ-ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ. | 1972. | �. 6. | ó. 687{697.4. âÕÅ×ÉÞ ÷. á., ðÏÄËÏÌÚÉÎÁ í. á. ëÒÉÔÅÒÉÊ �ÏÌÎÏÔÙ S-ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏ-ÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 16. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2007. | ó. 191{238.5. âÕÅ×ÉÞ ÷. á., ëÌÉÎÄÕËÏ×Á �. ü. ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ á-�ÏÌÎÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÓÅ ÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ-ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï-�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 8. | í.: îÁÕËÁ, 1999. | ó. 289{297.áìçåâòáéþåóëéå íïäåìé ðòïçòáíí éüë÷é÷áìåî�îùå ðòåïâòáúï÷áîéñ ÷ îéèò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ ××ÅÄÅ-ÎÙ × [1℄ ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×: �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ á. á. ìÑ�ÕÎÏ×ÙÍ É à. é. ñÎÏ×ÙÍ× [2℄ É ÷. í. çÌÕÛËÏ×ÙÍ É á. á. ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÍ × [3℄. ëÁË É ÄÒÕÇÉÅÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÙ ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÏÇÒÁÍÍ, ×ÚÑÔÙÈ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÁ-ÌÉÚÁ�ÉÉ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ×Ï�ÒÏÓÙ:| ËÁË ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ Ä×Å �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙ, Ô. Å. ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÆÕÎË�ÉÀ;411



| ËÁËÉÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÌÀÂÕÀÅÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ.ðÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÏÂÕÓÌÏ-×ÌÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ:| ÍÏÄÅÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÄÌÑ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ËÏÔÏÒÙÅ,�Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÒÁÚÄÅÌÁÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ÒÅÁÌØÎÙÈ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÁÈ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÑÚÙËÁÈ ÔÉ�Á ðÁÓËÁÌØ;ÜÔÉÍ ÏÎÉ �ÒÉÇÏÄÎÙ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÓÅÍÁÎÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÅÁÌØÎÙÈ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ;| ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÏÄÅÌÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÈÅÍÁÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ,ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÍÉ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ;�ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÑËÏÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÈÅÍÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÏÄÎÏ-×ÒÅÍÅÎÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÜÔÁ ÓÈÅÍÁ;| ÉÍÅÀÔÓÑ ÕÄÏÂÎÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ �ÒÉÚÎÁËÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÙÂÒÁÎÎÁÑÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÅÊ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÉÚ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ�ÒÏÇÒÁÍÍ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÍÏÄÅÌÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÙÈ ÄÁÎÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁ-ÍÉ; ÄÌÑ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÓÑËÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÅÅ ÓÈÅÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÉÚ Á��ÒÏËÓÉÍÉ-ÒÕÅÍÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ �ÒÏÇÒÁÍÍ.÷ �ÒÏÂÌÅÍÁÔÉËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÏÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÓÞÉ-ÔÁÀÔÓÑ Ä×Å �ÒÏÂÌÅÍÙ: �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ × ÍÏÄÅÌÉ É�ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ (Ü. �.) × ÍÏÄÅÌÉ. ðÅÒ×ÁÑ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ × �ÏÉÓËÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, �ÏÌÕÞÉ× ÎÁ Ó×ÏÊ ×ÈÏÄ Ä×Å �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÍÏÄÅÌÉ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÎÉ ÉÌÉ ÎÅÔ.÷ÔÏÒÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ Ü. �., �ÏÌÎÏÊ ×ÍÏÄÅÌÉ, Ô. Å. ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ËÁËÉÍÉ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÉ Ä×Å ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÍÏÄÅÌÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ �Å�ÏÞËÁ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÅ, ÔÒÁÎÓÌÉÒÕÀÝÁÑ �ÅÒ×ÕÀ ÓÈÅÍÕ ×Ï×ÔÏÒÕÀ. ðÒÏÂÌÅÍÁ Ü. �. × ÍÏÄÅÌÉ ×ÓÅÇÄÁ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ× ÍÏÄÅÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ. úÄÅÓØ �ÒÅÄÍÅ-ÔÏÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÎÙÅ �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Ï×ÙÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ó ÌÅ×ÙÍ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅÍ | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÛÉÒÏËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ. éÈ ×Ù-ÂÏÒ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ Ä×ÕÍÑ ÆÁËÔÏÒÁÍÉ: ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÕÀÝÉ-ÍÉ, É × ÎÉÈ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ; �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÏ × [4℄, �ÒÉÅÍÌÅÍÙÅ �Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÏ�ÉÓÁÎÙ × [5℄. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÅÛÅÎÉÉÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ü. �., Ô. Å. × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÄÌÑÎÉÈ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Ü. �.òÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ü.�. ÉÝÅÔÓÑ × ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÞÅÒÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å412



ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÈÅÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ××Ï-ÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÓÈÅÍÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× É Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÓÈÅ-ÍÅ ×ÍÅÓÔÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÅÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏÓ ÎÉÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ. ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÒÉ ÅÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÏÓÕ-ÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÈÅÍÙ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÎÙÍ. ïÎÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × Ï�ÅÒÁ-�ÉÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ. äÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ü. �. ÏÂß-Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÎÙÈ Ü. �., ÚÁÄÁÎÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ �ÁÒ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ×. üÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÑÚÁÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ, Ô. Å. ÓÏ�ÒÏ×ÏÖÄÁÅÍÙÍÉ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÁÍÉ, ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÍÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÔÏÊ ÉÌÉÉÎÏÊ �ÁÒÙ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ×. íÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÎÕÀÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ × ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÔÒÁÄÉ�É-ÏÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ: Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ, �ÏÌÕ-ÞÉ× ÎÁ Ó×ÏÊ ×ÈÏÄ Ä×Å ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÍÏÄÅÌÉ, ÔÒÁÎÓÌÉÒÕÅÔÉÈ Ë ÏÂÝÅÍÕ ×ÉÄÕ, Ô. Å. × ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÓÈÅÍÙ; ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÅ ÜÔÉÍÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÈÅÍ �ÏÄÓËÁÚÙ×ÁÀÔ ××Å-ÄÅÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÁËÓÉÏÍ.ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÓÉ-ÓÔÅÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÎÙÈ Ü.�. ÓÈÅÍ, �ÏÌÎÙÈ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ�ÒÏÇÒÁÍÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÏÄÅÌÉ | Ó×ÏÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÒÉÍÅÎÑÅÍÙÅÆÒÁÇÍÅÎÔÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÈÅÍ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ �ÏÓÔÒÏÅ-ÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ðÕÓÔØ G1, G2 | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÓÈÅÍÙ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. óÎÁÞÁÌÁ ËÁÖÄÁÑ ÓÈÅÍÁGi,i = 1; 2, ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ × ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÅÊ ÍÁÔÒÉÞÎÕÀ ÓÈÅÍÕG00i . äÁÌÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÈÅÍ,ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ × [4℄. ÷ ÓÈÅÍÅ G0i, i = 1; 2, ÎÅ�ÒÅÍÅÎÎÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÆÒÁÇ-ÍÅÎÔÙ, ÉÍÅÎÕÅÍÙÅ ËÕÓÔÁÍÉ. ïÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ G0i ×ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÅÊ ÓÈÅÍÕ G00i , i = 1; 2, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÑËÉÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁ-ÝÉÊ ÅÊ ËÕÓÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÔÙÍ, Ô. Å. ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÈÏÄ.óÏÇÌÁÓÎÏ [4, 5℄, × ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ G001 , G002 ÍÅÖÄÕ ×ÈÏÄÑÝÉ-ÍÉ × ÎÉÈ ËÕÓÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. ðÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÁÎÓÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ ÜÔÉÈ ÓÈÅÍ ÓÏÓÔÏÑÔ × ÚÁÍÅÎÅ ×Ï ×ÓÑËÏÊ �ÁÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÞÉÓÔÙÈ ËÕÓÔÏ× ÓÁÍÉÈ ËÕÓÔÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �Å�ÏÞËÁÍÉÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ×. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÈÅÍÙ G0001 , G0002 Ñ×ÌÑÀÔÓÑÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, Á ÓÔÒÏÇÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, Ô.Å. ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÍÉ ËÁË ÏÂÙÞÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ.ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÓÈÅÍ G0001 , G0002ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ × ÓÈÅÍÕ, �ÏÄÏÂÎÕÀ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ Á×ÔÏÍÁÔÕ, ÞÔÏÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÓÈÅÍÁÍ. ðÏÄÓËÁÚÁÎÎÙÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÁÇÁÀÔÓÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ, Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÕÀ ÓÅÍØÀÁËÓÉÏÍÁÍÉ. 413



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. éÅÒÁÒÈÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÏÇÒÁÍÍ // ðÒÏÇÒÁÍ-ÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 1981. | � 2. | ó. 3{14.2. ñÎÏ× à. é. ï ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍÁÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1958. | ÷Ù�. 1. | ó. 75{127.3. çÌÕÛËÏ× ÷. í., ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÊ á. á. �ÅÏÒÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ // éÚÂÒÁÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÌÏÇÉËÉ. | 1973. |ó. 5{39.4. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. �ÅÈÎÉËÁ ÓÌÅÄÏ× × ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÉ �ÒÏÂÌÅÍÙÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ // ëÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | 2009. | � 5. | ó. 25{37.5. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ�ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ //ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ É ÓÉÓÔÅÍÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.îåìéîåêîáñ óìïöîïó�ø îåêòïîîùè óèåí÷. ó. ðÏÌÏ×ÎÉËÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1, 2℄ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÎÅÊÒÏÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÂÅÚ �ÁÍÑÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ ÅÊ ÓÈÅÍÁ,ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ. �ÁË ÖÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÊÒÏÎÎÙ-ÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ðÏÄÒÏÂ-ÎÅÅ Ï ÓÈÅÍÁÈ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ 1 ÉÚÌÏÖÅÎÏ × [3℄. ÷ ÄÏËÌÁÄÅ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ [4℄, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÅ ÎÅÊÒÏÎ-ÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÂÅÚ �ÁÍÑÔÉ É ÂÅÚ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ F . ðÕÓÔØf(x1; : : : ; xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × Rn,ÚÁÄÁÎÎÁÑ k ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ [4℄, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ S | ÎÅÊÒÏÎ-ÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ Ä×Á (Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ×ÉÄÁ), ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ f . þÅÒÅÚ L(S) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× (�) × ÓÈÅÍÅ S, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÌÉÎÅÊÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ S. óÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ L(f) = minL(S), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍÎÅÊÒÏÎÎÙÍ ÓÈÅÍÁÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ f . æÕÎË�ÉÑûÅÎÎÏÎÁ L(k) = maxL(f), �Ï ×ÓÅÍ ËÕÓÏÞÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÆÕÎË�É-ÑÍ f , ÚÁÄÁÎÎÙÍ k ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ. ÷ ÄÏËÌÁÄÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÅÍÁÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÏÒÑÄËÁ É ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁL(k) � 2nn! kn, k !1, n = onst, n > 1:414



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÏÌÏ×ÎÉËÏ× ÷. ó. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÈ ÎÅÊÒÏÎÎÙÈÓÈÅÍ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. |2004. | � 5. | ó. 65{67.2. ðÏÌÏ×ÎÉËÏ× ÷. ó. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÈ ÎÅÊÒÏÎÎÙÈÓÈÅÍ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2004. | �. 8, ×Ù�. 1{4. |C. 121{145.3. ðÏÌÏ×ÎÉËÏ× ÷. ó. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÄÎÏÓÌÏÊÎÏÓÔÉ ÎÅÊÒÏÎ-ÎÙÈ ÓÈÅÍ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. |2006. | � 6. | ó. 3{5.4. ðÏÌÏ×ÎÉËÏ× ÷. ó. ï ÚÁÄÁÞÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ �ÏÌÎÏ-ÔÙ × ËÌÁÓÓÅ ËÕÓÏÞÎÏ-�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË. ÕÎ-ÔÁ.óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2008. | � 6.ëòéð�ïóéó�åíá ó ï�ëòù�ùí ëìàþïíîá ïóîï÷å úáäáþéïâ F -÷ùðïìîéíïó�é âõìå÷ùè æïòíõìå. á. ðÏ�ÅÌÕÅ×ÓËÁÑ (íÏÓË×Á)÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÍÉÒÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÂÒÁÂÁ-ÔÙ×ÁÅÔÓÑ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÏÂÅÓ�Å-ÞÉÔØ ÚÁÝÉÔÕ ÔÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÒÉ �ÅÒÅÄÁÞÅ �Ï ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÁÎÁ-ÌÁÍ Ó×ÑÚÉ, ÛÉÒÏËÏÅ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ NP-�ÏÌÎÙÈÚÁÄÁÞÁÈ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å NP-�ÏÌÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉÏÂ F-×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.úÁÄÁÞÁ ÏÂ F -×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ F = fF1; : : : ; Fsg| ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÏÒ-ÍÕÌ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ F -ÆÏÒÍÕÌÕ ËÁË ËÏÎßÀÎË�ÉÀ Fi1(�)Fi2 (�) : : : Fit (�) Ó�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ x1; : : : ; xn, ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÏ-ÂÌÅÍÁ F -×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ | ÜÔÏ �ÒÏÂÌÅÍÁ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ F -ÆÏÒÍÕÌ. ÷ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP-�ÏÌÎÏÊ.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ F -ÆÏÒÍÕÌÁ ÚÁÄÁÎÁ × ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊÆÏÒÍÅ É ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ Fi ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ ÔÒÅÈ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ F -×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ × ÓÔÁÔØÅ 1. áÌÇÏÒÉÔÍ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ �ÅÒÅÂÏÒÅ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á S �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi, ËÏÔÏÒÙÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ×ÓÅÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ÏÔ ÔÒÅÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ëîæ, É ÒÅÛÅÎÉÉ ÄÌÑ415



ËÁÖÄÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ S �ÏÌÉÎÏ-ÍÉÁÌØÎÏÊ �ÏÄÚÁÄÁÞÉ Ï 2-×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ.óÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �1+ kPi=1 2jSij�poly(jxj),ÇÄÅ jxj | ÄÌÉÎÁ ×ÈÏÄÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Si | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅ × ÈÏÄÅ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÏ: S = Fki=1 Si. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1::k jSij � log2(poly(jxj))ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ.æÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ËÌÀÞÅ×ÏÊ �ÁÒÙ. ïÓÎÏ×ÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ F -×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÓÌÕÖÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ n, ÚÁÄÅÊ-ÓÔ×Ï×ÁÎÎÙÈ × F -ÆÏÒÍÕÌÅ.äÌÑ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÌÀÞÅ×ÏÊ �ÁÒÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ n ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ F1; : : : ; Fn, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ ÔÒÅÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÏÎÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ, É ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁ-ÄÁÞÉ ÏÂ F -×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÊ Ó �ÏÍÏÝØÀÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÚ 1 ÚÁÎÉÍÁÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.äÁÌÅÅ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ F1; : : : ; Fn ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÆÏÒÍÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ öÅÇÁÌËÉÎÁ, É ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈy = Ax+ b, ÇÄÅ y = (y1; : : : ; yn)T , x = (x1; : : : ; xn)T | ÓÔÏÌÂ�Ù �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ, A| ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n�n, ai;j 2 f0; 1g; i 2f1; : : : ; ng; j 2 f1; : : : ; ng, b = (b1; : : : ; bn)T , bi 2 f0; 1g; i 2 f1; : : : ; ng.òÁÓÛÉÒÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ P = (Ajb) ÒÁÚÍÅÒÁ n � (n + 1)ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÚÁËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ. äÌÉÎÁ ÚÁËÒÙÔÏÇÏËÌÀÞÁ ÒÁ×ÎÁ n2 + n ÂÉÔ.ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÍÉ × ÈÏÄÅ Ï�ÉÓÁÎÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ, ÏÓÕ-ÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÍÁÔÒÉ�Ù A, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊh1; : : : ; hn, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÙ öÅÇÁÌËÉÎÁ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 2 É ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ 2n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÁÎÎÙÊÎÁÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÏÌÉ-ÎÏÍÏ×, ÓÌÕÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ ÓÉÓÔÅÍÙ. äÌÉÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ n(n2 + n+ 1).ûÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ. ûÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÄÌÉÎÙ n2 É �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÉÔÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ, �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ × ÆÏÒÍÕÌÁÈÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ �ÏÌÕÞÁÔÅÌÑ h1; : : : ; hn. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏËÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÄÌÉÎÙ n2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ×ÂÌÏË ÛÉÆÒÏÔÅËÓÔÁ ÄÌÉÎÙ n2 ÚÁ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.òÁÓÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÅ. úÁÛÉÆÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÌÏËÉ ÄÌÉÎÙ n2. ïÓÕÝÅÓÔ×É× ÏÂÒÁÔÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌ É �Å-416



ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ h1; : : : ; hn Ó �ÏÍÏÝØÀ Ó×ÏÅÇÏ ÚÁËÒÙÔÏÇÏËÌÀÞÁ, �ÏÌÕÞÁÔÅÌØ �ÒÉÈÏÄÉÔ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÆÏÒÍÕÌ F1; : : : ; Fn.éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ F -ÆÏÒÍÕÌÁ, ÄÌÑ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ F -×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁÎÉ-ÍÁÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍÆÏÒÍÕÌ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÔÅÌØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÛÉÆÒÏÔÅËÓÔÁ ÄÌÉÎÙ n2 ÂÌÏË ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁÄÌÉÎÙ n2.ï�ÅÎËÁ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÔ-ËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ÛÉÆÒÏÔÅËÓÔÅ É ÏÔËÒÙÔÏÍ ËÌÀÞÅ, ÚÌÏ-ÕÍÙÛÌÅÎÎÉËÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ F-×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑNP-�ÏÌÎÁ É Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÅÒÅÂÏÒÕ n2 ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÓ-ÈÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ F1; : : : ; Fn. ïÄÎÁËÏ ÂÅÚ ÚÎÁÎÉÑ ÚÁËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÁËÖÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÅÒÅÂÏ-ÒÕ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÚÌÏÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÏÔÒÅÂÕÅÔ2n2 Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.îÁ ÔÅËÕÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ × ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅ-ÍÁÈ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ÚÁËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ × 256ÂÉÔ. äÌÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ËÒÉ�ÔÏÓÔÏÊËÏÓÔÉ × ËÒÉ-�ÔÏÓÉÓÔÅÍÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÚÁÄÁÞÉ F -×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ�ÁÒÁÍÅÔÒ n = 16. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÉÎÙ ËÌÀÞÅÊ ÂÕÄÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ:ÄÌÉÎÁ ÚÁËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ | 272 ÂÉÔÁ, ÄÌÉÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ | 4368ÂÉÔ.äÌÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÙ, ÇÄÅ ÄÌÑ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á,ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi (i 2 f1; : : : ; ng) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅÞÅÍ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ yk (k 2 f1; : : : ; ng). �ÏÇÄÁ ÚÁËÒÙÔÙÊ ËÌÀÞÁÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎ n(4 log2 n + 1) ÂÉÔÁÍÉ, Á ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÌÀÞÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎ n(12 log2 n + 37) ÂÉÔÁÍÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ �Á-ÒÁÍÅÔÒÅ n = 16 ÄÌÉÎÁ ÚÁËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ ÓÏÓÔÁ×ÉÔ 272 ÂÉÔÁ, ÄÌÉÎÁÏÔËÒÙÔÏÇÏ ËÌÀÞÁ | 1360 ÂÉÔ.á×ÔÏÒ ÒÁÂÏÔÙ ×ÙÒÁÖÁÅÔ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÷. á. îÏÓÏ×Õ ÚÁ ÎÁÕÞ-ÎÏÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÏ�ÅÌÕÅ×ÓËÁÑ å. á. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂF-×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÏÒÍÕÌ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |2008. | �. 12.2. áÌÅËÓÅÅ× ÷. â., îÏÓÏ× ÷. á. NP-�ÏÌÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ É ÉÈ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÙÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ. ïÂÚÏÒ // ïÂÏÚÒÅÎÉÅ �ÒÉËÌÁÄÎÏÊ É �ÒÏÍÙÛÌÅÎÎÏÊÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. | 1997. | �. 4, ×Ù�. 2. | ó. 165{193.3. Shaefer T. J. The omplexity of satis�ability problems // Proeed-417



ings of the 10th ACM Symposium on Theory of Computing. | 1978. |P. 216{226. ïâ ïäîïê ïóïâåîîïó�éä÷õíåòîïê úáäáþé ï òàëúáëå÷. ÷. ðÓÉÏÌÁ (íÏÓË×Á)óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÏÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ "Ï ÒÀËÚÁËÅ", ËÏ-ÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÚÁÄÁÎÏ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U "�ÒÅÄÍÅÔÏ×" É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ u 2 U "ÒÁÚ-ÍÅÒ" s(u) 2 Z+ É ÓÔÏÉÍÏÓÔØ v(u) 2 Z+, Á ÔÁË ÖÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅÞÉÓÌÏ B � maxfs(u) : u 2 Ug | "ÅÍËÏÓÔØ ÒÀËÚÁËÁ". �ÒÅÂÕÅÔÓÑÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U 0 � U , ÞÔÏ Pu2U 0 s(u) � B É ×ÅÌÉ-ÞÉÎÁ Pu2U 0 v(u) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.äÌÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËËÌÁÓÓÕ NP-�ÏÌÎÙÈ [3℄ É ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÑ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.�Ï ÅÓÔØ ×ÒÅÍÑ ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ ÂÕÄÅÔ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ �ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅ-ÂÏÒÁ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Õ�ÁËÏ×ËÉ �ÒÅÄÍÅÔÏ× × ÒÀËÚÁË É ×ÙÂÏÒÁ ÎÁÉÌÕÞ-ÛÅÇÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ Õ�ÁËÏ×ËÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÅÄÍÅÔÏ×.þÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ 2-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÜÔÏÊÚÁÄÁÞÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÒÁÓËÒÏÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× ÉÌÉ ÒÁÓ-ÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÒÅÄÍÅÔÏ× × ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÈ. ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ× 2-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÔÁË ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁ: ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-�ÉÉ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ ("ÒÀËÚÁËÁ") É �ÒÅÄÍÅÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ 2-ÍÅÒÎÙÍÉ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, Á ÔÁË ÖÅÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÒÅÄÍÅÔÏ× × ËÏÎÔÅÊÎÅ-ÒÅ. äÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÑ �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ É �ÒÅÄÍÅÔÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁ ÌÀÂÁÑÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÒÅÂÒÁ �ÒÅÄÍÅ-ÔÏ× �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÒÅÂÒÁÍ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ. äÁÖÅ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ2-ÍÅÒÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÎÅ �ÒÏÝÅ Ó×ÏÅÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÉÍÅÔÏÄÙ Å£ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÏÓÔÒÅÂÏ×ÁÎÙ.îÁ �ÒÁËÔÉËÅ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ 2- É 3-ÍÅÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ "Ï ÒÀËÚÁËÅ" ÏÂÙÞ-ÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏÒÅÛÅÎÉÑ [1, 2℄, ÎÏ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÉÓËÁ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÌÎÙÍ �ÅÒÅ-ÂÏÒÏÍ ÔÏÖÅ ÁËÔÕÁÌÅÎ �ÒÉ ÎÅÂÏÌØÛÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å �ÒÅÄÍÅÔÏ×. ïÄÎÁËÏ,× 2-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ�ÏÎÑÔÎÏ ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎ418



�ÅÒÅÂÏÒÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ, ×ÅÄØ ÔÕÔ, × ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ, ÒÅÛÅÎÉÅÚÁÄÁÞÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÅÄÍÅÔÏ×, ÎÏ É ÉÈ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ × ËÏÎÔÅÊÎÅÒÅ. ÷ÏÚÍÏÖÎÁ ÓÉÔÕÁ�ÉÑ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ �ÌÏ-ÝÁÄØ �ÒÅÄÍÅÔÏ× �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÎØÛÅ �ÌÏÝÁÄÉ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ, ÎÏ ÉÈÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÂÅÚ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÁ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÌÑ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÒÅÄÍÅÔÏ× É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÒÅ-ÍÑ �ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ ÜÔÉÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÁËÔÕÁÌØÎÙÍ ×Ï�ÒÏÓ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ 2-ÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ "Ï ÒÀËÚÁËÅ".ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ gP2d ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏÒÅÛÅÎÉÑ 2-ÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÀËÚÁËÅ, ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁ×É-ÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÒÅÄÍÅÔÏ× É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×:� �ÅÒÅÂÉÒÁÀÔÓÑ ×ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÍÅÔÏ× × �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅÚÁÄÁÞÉ;� ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÍÅÔÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË:{ �ÅÒ×ÙÊ �ÒÅÄÍÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎ ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÉÖÎÉÊ ÌÅ×ÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÎÉÖÎÅÍÌÅ×ÏÍ ÕÇÌÕ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ (×ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Å ÔÁËÉÅ �ÏÚÉ�ÉÉ);{ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÅÄÍÅÔÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÁ ËÏÎ-ÔÅÊÎÅÒÏ× ÉÌÉ ÒÁÎÅÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÍÅÔÏ×;{ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁÕÓÔÁÎÏ×ËÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ �ÒÅÄÍÅÔÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ �ÁÒÁÌ-ÌÅÌØÎÙ ÒÅÂÒÁÍ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ, ÌÅ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÕÇÏÌ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ É �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÄÍÅÔ ÎÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ �ÒÅÄÅ-ÌÙ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ É ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÒÁÎÅÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÍÉ�ÒÅÄÍÅÔÁÍÉ.� ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ �ÒÅÄÍÅÔÁ �ÅÒÅ-ÂÉÒÁÅÔÓÑ ×Ó£ ÄÅÒÅ×Ï ×ÁÒÉÁÎÔÏ× �ÏÚÉ�ÉÊ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ �ÒÅÄÍÅÔÏ×;� ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË × ËÁÞÅÓÔ×ÅÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÔÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÓÔÏÉÍÏÓÔÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÈ �ÒÅÄÍÅÔÏ× ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ. áÌÇÏÒÉÔÍgP2d ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÁÉÌÕÞÛÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ "2-ÍÅÒÎÏÊÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÀËÚÁËÅ". 419



äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÒÅÄÍÅÔÏ×, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÈ Ó×ÑÚÎÁÑ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ, ÕËÏÔÏÒÏÊ ÌÅ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÕÇÏÌ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÅÄÍÅÔÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÞËÅ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÁ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ ÉÌÉ ÄÒÕ-ÇÉÈ �ÒÅÄÍÅÔÏ× É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÉÎ ÉÚ �ÒÅÄÍÅÔÏ× ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ × ÎÉÖÎÉÍÌÅ×ÏÍ ÕÇÌÕ ËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÓÅ �ÒÅÄÍÅ-ÔÙ ÉÚ ÔÅËÕÝÉÈ �ÏÚÉ�ÉÊ ÓÍÅÓÔÉÔØ ×ÎÉÚ É ×ÌÅ×Ï "ÄÏ Õ�ÏÒÁ" × ÇÒÁÎÉ�ÕËÏÎÔÅÊÎÅÒÁ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÊ �ÒÅÄÍÅÔ, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ "Ó×ÑÚ-ÎÁÑ" ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÔÉÈ ÖÅ �ÒÅÄÍÅÔÏ×. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×Ù-ÚÙ×ÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÉËÌÁ �ÏÚÉ�ÉÊ �ÒÅÄÍÅÔÏ×, ×ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ �ÏÚÉ�ÉÊ "Õ�ÉÒÁÅÔÓÑ" × ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ�ÕÔ£Í �ÏÄÒÏÂÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÓÏÚÄÁ×ÁÌÁ ÂÙ ÇÒÁÎÉ�Á ÔÁËÏÇÏ �ÉËÌÁ Ó×ÑÚÎÙÈ�ÒÅÄÍÅÔÏ×. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ �ÒÅÄÍÅÔ �ÉËÌÁ ÓÏ�ÒÉËÁÓÁ-ÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÉÍ ÌÅ×ÙÍ ÉÌÉ ÎÉÖÎÉÍ ÒÅÂÒÏÍ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÊÔÉË ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ.ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ 3-ÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. úÁ ÓÞ£Ô ×ÙÈÏÄÁ × ÔÒÅÔØÅÉÚÍÅÒÅÎÉÅ ÔÁÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ �ÉËÌÁ, Á ÚÎÁÞÉÔ �ÒÏ-ÓÔÏÅ ÓÍÅÝÅÎÉÅ �ÏÚÉ�ÉÊ ×ÎÉÚ É ×ÌÅ×Ï ÍÏÖÅÔ ÎÅ �ÒÉ×ÅÓÔÉ Ë Ó×ÑÚÎÏÊÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ × 3-ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÒ-�ÒÉÍÅÒ | ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ �ÒÅÄÍÅÔÏ× × ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÄÒÕ-ÇÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÔÉÈ ÖÅ �ÒÅÄÍÅÔÏ×. üÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×Ï�ÒÏÓ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ × 3-È ÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÌÏÖÅÎ É ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÓÉÏÌÁ ÷. ÷. ï �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ 3-È ÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉÏÂ Õ�ÁËÏ×ËÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ü×ÒÉÓÔÉË // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. |2007. | �. 11, ×Ù�. 1{4. | 2007. ó. 83{101.2. ðÓÉÏÌÁ ÷. ÷. ï�ÅÎËÉ ËÁÞÅÓÔ×Á ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Paker3d (ÔÅ-ÏÒÉÑ É �ÒÁËÔÉËÁ) // íçõ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á, íÏÓË×Á, 2009. |äÅ�. × ÷éîé�é 01.04.09, 182-÷2009.3. çÜÒÉ í., äÖÏÎÓÏÎ ä. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÔÒÕÄÎÏÒÅ-ÛÁÅÍÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. | í.: íÉÒ, 1982.
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ï óõýåó�÷ï÷áîéé áìçïòé�íï÷äìñ òáóðïúîá÷áîéñ ðïìîï�ùóéó�åí ï.-ä. æõîëãéê éú íîïöåó�÷á NDá. á. òÏÄÉÎ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ E12 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ 0 É 1. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ, �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÅ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E12 . âÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P ÚÁÄÁÎÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ É ÏÂÒÁÔ-ÎÏÊ Ó×ÑÚÉ. ðÕÓÔØ M � P . úÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ [M ℄. éÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÔÙ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÉÚ P É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÎÔÉÎÕ-ÕÍ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ × [3℄, ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏÚÁÍËÎÕÔÏÇÏD ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ðÏÓÔÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ �ÒÅÄ�ÏÌ-ÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï PD |ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ, × ËÁÖÄÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ D. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ D ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.ðÕÓÔØ ND | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ M ÔÁËÉÈ, ÞÔÏPD �M , Á ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM nPD ËÏÎÅÞÎÏ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÉ �ÏÌÎÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ ND?�ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ �ÏÌÎÏÔÙÓÉÓÔÅÍ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ND, ÅÓÌÉ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (0 ÉÌÉ1) É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × [4℄ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÓÌÕ-ÞÁÑ, ËÏÇÄÁ D = fx; x; 0; 1gó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.2. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ. |ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 13. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1965.3. òÏÄÉÎ á. á. ï �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ // óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÉÈ �ÒÉÌÏÖÅ-ÎÉÊ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÊ 70-ÌÅÔÉÀ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ÷.á. óÁÄÏ×ÎÉÞÅÇÏ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 2009. | ó. 372.4. áÌÅÛÉÎ ó. ÷. �Uber ein Vollst�andigkeits kriterium f�ur Automaten-abbildungen beruglih der Superposition // Rostoker Math. Kolloq. |1977. | � 5. | S. 119{132. 421



éî÷áòéáî�îùå ó÷ïêó�÷á ëïäéòï÷áîéêóïó�ïñîéê á÷�ïíá�ï÷ó. â. òÏÄÉÎ (íÏÓË×Á)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÁÚÏ×ÅÍÔÒÏÊËÕ (A;Q; '), ÇÄÅ A | ×ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Q = f0:::n � 1g, ' |ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÏ×.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÅÒÅÈÏÄÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ×ÈÏÄ-ÎÙÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ A = E2 É ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ n = 2k.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Q = f0:::n� 1g ÎÁÚÏ-×ÅÍ ×ÚÁÉÍÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : f0:::n� 1g ! E2k.ëÁÖÄÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ F ÄÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q�ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÂÕÌÅ×ÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ [1℄ � : E2k+1 ! E2k, ÇÄÅ�(a; �1; :::; �k) = F ('(a; F�1(�1; :::; �k))); a 2 A;�i 2 E2:÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÌÓÑ ×Ï�ÒÏÓ, ËÏÇÄÁ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔË ÎÁÂÏÒÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ÙÄÅÌÉÍ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÊ "ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ" ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ F0 : f0:::n � 1g ! E2k ÎÁÚÏ×ÅÍÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ ÅÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ.ëÁÖÄÏÍÕ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÀ F ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ sF ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å F : f0:::n� 1g �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ sF (i) = F0�1(F (i)). ðÏÓËÏÌØËÕn = 2k, ÔÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q = f0:::n � 1g ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁ F2k [2℄. ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ Pn ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å En. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚH+ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ x +  ÎÁÄ �ÏÌÅÍçÁÌÕÁ Fn, ÇÄÅ  2 En | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ HL = fs 2 Pn;ÔÁËÉÅ ÞÔÏ 8h 2 H+ 9h0 2 H+, hs = sh0g.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁ Fn, Ñ×ÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑÍÉ ÎÁÄ< x2i ;  >; i 2 f0:::kg,  2 En | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, �ÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ.ëÁÖÄÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ F ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Q ÄÌÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ s �ÏÒÏ-ÖÄÁÅÔ ÂÕÌÅ×ÓËÉÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ [1℄ � : E2k ! E2k, ÇÄÅŝ(�1; :::; �k) = F (s(F�1(�1; :::; �k))); �i 2 E2:�ÅÏÒÅÍÁ 2. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ s �ÒÉÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÌÉÎÅÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁs 2 HL. 422



�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ s0; s1 | �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ �ÏÌÕÇÒÕ�-�Ù �ÅÒÅÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. ðÅÒÅÈÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÒÅ-ÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 9 ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ F , ÔÁËÏÅÞÔÏ, Á) sF�1 � s0 � sF , sF�1 � s1 � sF �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ HL; Â) sF�1 � s0 � sF ,sF�1 � s1 � sF ÏÄÎÏÍÕ �ÒÁ×ÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ Pn �Ï H+.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÏÄÉÎ ó. â. ðÅÒÅÈÏÄÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ-ÎÏÓÔØÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ. | 1999. | �. 4, ×Ù�. 3{4. | ó. 335{352.2. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ | í.:îÁÕËÁ, 1979.ïãåîëá é íïîé�ïòéîç óìïöîùè ðòïãåóóï÷óòåäó�÷áíé �åïòéé îåþå�ëéè íîïöåó�÷á. ð. òÙÖÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÏÎÉÔÏÒÉÎ-ÇÁ ÓÌÏÖÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÍÁÑ Á×ÔÏÒÏÍ Ó ËÏÎ�Á 80-È |ÎÁÞÁÌÁ 90-È ÇÏÄÏ×. ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÏÂÌÅ-ÍÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÏÎÉÔÏÒÉÎÇÁ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÁÓ�ÅËÔÙ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÓÉÓÔÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏÍÏÎÉÔÏÒÉÎÇÁ.íÎÏÇÉÅ �ÒÏ�ÅÓÓÙ × ÂÉÚÎÅÓÅ, ÜËÏÎÏÍÉËÅ, �ÏÌÉÔÉËÅ É ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁ-ÓÔÑÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÓÌÁÂÏ (ÉÌÉ �ÌÏÈÏ) ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍÙÍÉ, ÎÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÎÁÂÏÒÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÄÒÕÇÉÈ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÓÔ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ É ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ,ÏÄÎÁËÏ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÙ ËÁË-ÔÏ ÒÅÛÁÀÔ ÚÁÄÁÞÉ Ï�ÅÎËÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÒÏ-�ÅÓÓÁ É Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÍ. ÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × Ï�ÅÎËÅÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ×ÓÅÊ ÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ, �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÒÏÇÎÏÚÏ× ÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ É ×ÙÒÁÂÏÔËÅ ÒÅËÏÍÅÎÄÁ�ÉÊ�Ï Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ �ÅÌÅÊ, ÓÔÏÑÝÉÈ �ÅÒÅÄ Ó�Å�ÉÁÌÉÓÔÏÍ. ÷ ÒÁ-ÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ �ÏÌÉÔÏÌÏÇÉÉ, ÍÁÒËÅÔÉÎÇÁ,ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÓÔÒÁÈÏ×ÏÇÏ ÄÅÌÁ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏ×, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÔÁËÏ×ÙÍÉ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ä×ÕÈÔÅÌ ÉÌÉ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÒÅÄÅ. éÍÅÀÔÓÑÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÔÁËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×, ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ ÉÚÍÅÒÉÍÁ ÉÄÏÓÔÕ�ÎÁ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ.
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âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ Ï�ÅÎËÉ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ (�ÒÏ-�ÅÓÓÁ) É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÒÏÇÎÏÚÏ× ÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎ-ÎÏÇÏ ÍÏÎÉÔÏÒÉÎÇÁ, Á ÞÅÌÏ×ÅËÏ-ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×Á-ÀÝÉÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÕÀ �ÏÄÄÅÒÖËÕ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈÚÁÄÁÞ, ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÏÎÉÔÏÒÉÎÇÁ. ïÓÎÏ×ÎÙÍÉ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÏÎÉÔÏÒÉÎÇÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÏÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É ÁÎÁÌÉÔÉË. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: ÒÁÚÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ, ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÒ-ÎÏÓÔØ, ÒÁÚÎÏÕÒÏ×ÎÅ×ÏÓÔØ É ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÕ�ÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÅÅ�ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ É ÉÚÍÅÎÑÅÍÏÓÔØ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ.ðÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÎÙÅ É ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ËÏÍ-�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÉÅ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ [1℄. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ:| ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÚ ÒÁÚ-ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ×, × ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ÈÒÁÎÑÔÓÑ ËÁË ÓÁÍÉÄÏËÕÍÅÎÔÙ, ÔÁË É ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÎÉÈ Ó Ï�ÅÎËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊÓÑ × ÎÉÈ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÄÁÎÎÏÊ ÜËÓ�ÅÒÔÏÍ;| ÄÌÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØ �ÒÏ�ÅÓÓÁ × ×ÉÄÅ ÇÒÁÆÁ;| ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÒÁÚÎÏÕÒÏ×ÎÅ×ÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞÅÔ�ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÅÓÔÉ Ï�ÅÎËÕ ËÏÎ-ËÒÅÔÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ Ë ÒÁÚÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÍÏÄÅÌÉ;| ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ É ÏÂÌÁ-ÄÁÀÝÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØÀ ÉÌÉ ÔÅÎÄÅÎ�ÉÏÚÎÏÓÔØÀ ÄÏ-ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÎÏË ÜËÓ�ÅÒÔÁ-ÍÉ ÄÁÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ;| ÉÚÍÅÎÑÅÍÏÓÔØ ×Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÉËÓÁ�ÉÅÊ ÄÁÔÙ �Ï-ÓÔÕ�ÌÅÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, Ô.Å. ×ÒÅ-ÍÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÏÂßÅËÔÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ.äÌÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ �ÒÏÒÁÂÏÔËÁ ÒÑÄÁ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅ-ÓËÉÈ �ÒÏÂÌÅÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ × ÄÏËÌÁÄÅ. òÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÉ ÔÁËÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ.ðÒÏÂÌÅÍÁ 1. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ×ÏÓ-�ÒÉÑÔÉÑ ÞÅÌÏ×ÅËÏÍ ÏÂßÅËÔÏ× ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÒÁ É ÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑ, ÓÆÏÒ-ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÒÉ-ÚÎÁËÏ×, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÔÉ ÏÂßÅËÔÙ? ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ËÒÉ-ÔÅÒÉÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ:ëÒÉÔÅÒÉÊ 1. ðÏÄ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÏÔÏÒÙÅ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÓ�ÙÔÙ×ÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÎÅ-Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ �ÒÉ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ÏÂßÅËÔÏ×.ëÒÉÔÅÒÉÊ 2. åÓÌÉ ÏÂßÅËÔ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍÜËÓ�ÅÒÔÏ×, ÔÏ �ÏÄ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ �ÏÎÉÍÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÓÏÇÌÁÓÏ×Á-424



ÎÉÑ Ï�ÉÓÁÎÉÊ.ðÏËÁÚÁÎÏ [4℄, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄÉËÕ ×ÙÂÏÒÁÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÉÚÎÁËÏ×. âÏÌÅÅÔÏÇÏ, �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÍÅÔÏÄÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÌÉÑÎÉÑ ÎÁ ×Ù-ÂÏÒ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Á, Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÅ�Ï ËÒÉÔÅÒÉÑÍ 1 É 2 ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ðÒÏÂÌÅÍÁ 2.íÏÖÎÏ ÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ËÁÞÅÓÔ×Á �ÏÉÓËÁÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÎÅÞÅÔËÉÈ (ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ) ÂÁÚÁÈ ÄÁÎÎÙÈ É ÓÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÌÏ ÂÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �Ï-ËÁÚÁÔÅÌÉ ËÁÞÅÓÔ×Á �ÏÉÓËÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ?ðÏËÁÚÁÎÏ [2℄, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ËÁÞÅÓÔ×Á �ÏÉÓËÁ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÎÅÞÅÔËÉÈ (ÌÉÎÇ×ÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ) ÂÁÚÁÈ ÄÁÎÎÙÈ É ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ-×ÁÔØ ÉÈ. ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÍÅÔÏÄÉËÕ ×ÙÂÏÒÁÏ�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÉÚÎÁËÏ×, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ �ÏËÁÚÁÔÅÌÉ ËÁÞÅÓÔ×Á �ÏÉÓËÁ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÍÅÔÏÄÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÔÏÊÞÉ-×ÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÌÉ-ÑÎÉÑ ÎÁ ×ÙÂÏÒ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ.ðÒÏÂÌÅÍÁ 3.íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ×ÙÂÏÒÁ Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ× ÁÇÒÅÇÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÎÅÞÅÔËÉÈ ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÎÁÍÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ, ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÈ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ/�ÒÏ�ÅÓÓÁ × ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÏÎÉÔÏÒÉÎÇÁ?íÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅ-ÍÙ, ÂÁÚÉÒÕÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÁÇÒÅ-ÇÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ [3℄: ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ É �ÏÄÈÏÄ ÎÁÏÓÎÏ×Å ÏÂÕÞÅÎÉÑ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÊ × ÓÅÂÑ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÇÅÎÅÔÉÞÅ-ÓËÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÎÅÊÒÏÎÎÙÈ ÓÅÔÅÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÙÖÏ× á. ð. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÏÎÉÔÏÒÉÎÇ ÓÌÏÖÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÏ×: ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×Ù // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØ-ÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | �. 11, ×Ù�. 1{4. | C. 101{136.2. òÙÖÏ× á. ð. íÏÄÅÌÉ �ÏÉÓËÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÎÅÞÅÔËÏÊ ÓÒÅÄÅ. |í.: éÚÄ-×Ï ãðé �ÒÉ ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÅ íçõ, 2004.3. òÙÖÏ× á. ð. ïÂ ÁÇÒÅÇÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÎÅÞÅÔËÉÈ ÉÅÒÁÒ-ÈÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2001. | �. 6,×Ù�. 1{4. | C. 341.4. òÙÖÏ× á. ð. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÞÅÔËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÉÚÍÅÒÅÎÉÑÎÅÞÅÔËÏÓÔÉ. | í.: äÉÁÌÏÇ-íçõ, 1998.425



çïíïíïòæéúíù éçòó ï�îïûåîéñíé ðòåäðïþ�åîéñ�. æ. óÁ×ÉÎÁ (óÁÒÁÔÏ×)íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÇÒ ÚÁÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ É ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÉÎÑÔÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ËÏÎ-ÆÌÉËÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁ ÓÞÅÔ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓÏ× �ÒÉÎÉÍÁÀ-ÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍ. ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ ÉÎÔÅÒÅÓÙ ÉÇÒÏËÏ×ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÅÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÏ ÓÏ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÑ-ÍÉ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÉÇÒ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÉÉÇÒÏËÏ× ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÉÓÈÏÄÏ×.éÇÒÁ n (n � 2) ÉÇÒÏËÏ× Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÔÓÑ ËÁË ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÂßÅËÔÏ×G = hX1; : : : ; Xn; A; �1; : : : ; �n; F i;ÇÄÅ Xi | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÉÇÒÏËÁ i (i = 1; : : : ; n), A |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÓÈÏÄÏ×, F | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÉÔÕÁ�ÉÊX1 � : : :�Xn × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÓÈÏÄÏ×A, �i | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑÉÇÒÏËÁ i (i = 1; : : : ; n), ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÎÁ A.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈÒÅÛÅÎÉÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÉÇÒ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ×ÉÄÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÏÒÑÄËÁ [1℄). �ÁË ËÁË ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅÏÔÎÏÛÅÎÉÑ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÇÒÁÆÏ×, ÔÏ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÂÙ×ÁÀÔ ×ÅÓØÍÁ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍÉ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÍÅÔÏÄ ÉÈ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ÉÇÒÙ Ë ÅÅ ÇÏ-ÍÏÍÏÒÆÎÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕ.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÉÇÒÙ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ ÍÙ ÍÏÖÅÍ�ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÄÏÂÎÕÀ ÅÊ ÉÇÒÕ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ×ÉÄÁ | ÆÁËÔÏÒ-ÉÇÒÕ. ÷ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒ-ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔÉÇÒÏÊ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-ÓÔÉ, ÒÅÛÅÎÙ ÚÁÄÁÞÉ | ËÏÇÄÁ ÆÁËÔÏÒ-ÉÇÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÏÊ Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉ×-ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÊ [2℄ É ÉÇÒÏÊ Ó Á�ÉËÌÉÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕ-ÒÏÊ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÊ. òÅÛÅÎÉÅ ÄÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÈÎÁ ÓÉÓÔÅÍÕ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ, �Ï ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ-�ÉÑ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÎÁ ÑÚÙËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ, ËÒÏÍÅ ÉÇÒÙ G, ÚÁÄÁÎÁ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÉÇÒÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉ-ÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ ÔÅÈ ÖÅ ÉÇÒÏËÏ× � = hU1; : : : ; Un; B; �1; : : : ; �n; �i.426



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ' = ('1; : : : ; 'n; 'n+1), ÇÄÅ'i : Xi ! Ui (i = 1; : : : ; n); 'n+1 : A! B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÉÇÒÙ G × ÉÇÒÕ �, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:a1 �i. a2 ) 'n+1(a1) �i. 'n+1(a2) (i = 1; : : : ; n); (H1)'n+1 Æ F = � Æ ('1� : : :�'n):çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' ÉÇÒÙ G × ÉÇÒÕ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÅÓÌÉ ÕÓÌÏ-×ÉÅ (H1) ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÊ:a1 �i< a2 ) 'n+1(a1) �i< 'n+1(a2) (i = 1; : : : ; n);a1 �i� a2 ) 'n+1(a1) �i� 'n+1(a2) (i = 1; : : : ; n):ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. îÁÂÏÒ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ " = ("1; : : : ; "n; "n+1),ÇÄÅ "i � X2i (i = 1; : : : ; n); "n+1 � A2, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔØÀ ×ÉÇÒÅ G, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:x01 "1� x1x02 "2� x2: : :x0n "n� xn 9>>=>>;) F (x01; : : : ; x0n) "n+1� F (x1; : : : ; xn):ëÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔØ " × ÉÇÒÅ G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ str-ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔØÀ, ÅÓ-ÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÊ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ:a1 �. a2 ^ a01 "� a1 ^ a02 "� a2 ^ a02 �. a01 ) a1 �� a2:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ G | ÉÇÒÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ, ÎÁËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔØ ". �ÏÇÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÉÇÒÁG/ " = hX1/ "1; : : : ; Xn/ "n; A/ "n+1; �1/ "n+1; : : : ; �n/ "n+1; F"n+1iÓ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ É ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '" =('"1 ; : : : ; '"n ; '"n+1), ÇÄÅ '"i : Xi ! Xi/ "i (i = 1; : : : ; n); '"n+1 : A !A/ "n+1 É F"n+1([x1℄"1 ; : : : ; [xn℄"n) df= [F (x1; : : : ; xn)℄"n+1 , ÂÕÄÅÔÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÉÇÒÙ G ÎÁ G/ ".427



ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔØ " Ñ×ÌÑÅÔÓÑ str-ËÏÎÇÒÕÜÎÔ-ÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ '" ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÉÍ ÇÏÍÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ G | ÉÇÒÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔØ ". äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÁËÔÏÒ-ÉÇÒÁ G/ " ÂÙÌÁ ÉÇÒÏÊ Ó ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÊÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ:�i Æ "n+1 Æ �i � "n+1 Æ �i Æ "n+1 (i = 1; : : : ; n):�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ G | ÉÇÒÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ, ÎÁËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÁ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔØ ". äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÆÁËÔÏÒ-ÉÇÒÁG/ " ÂÙÌÁ ÉÇÒÏÊ Ó Á�ÉËÌÉÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉ-ÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �i [ "n+1ÂÙÌÏ Á�ÉËÌÉÞÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ "n+1, Ô. Å. ×Ù�ÏÌÎÑÌÁÓØ ÉÍ�ÌÉËÁ-�ÉÑ:a0 �i["n+1. a1 �i["n+1. : : : �i["n+1. an �i["n+1. a0 ) a0 "n+1� a1 "n+1� : : : "n+1� anó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÏÚÅÎ ÷. ÷. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÇÒ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÉÓÈÏÄÁÍÉ //íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ. íÅÔÏÄÙ É ÍÏÄÅÌÉ �ÒÉÎÑÔÉÑ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ. íÅÖ×ÕÚ. ÎÁÕÞ. ÓÂ. | óÁÒÁÔÏ×: éÚÄ-×Ï óçõ, 1981.| ó. 90{104.2. óÁ×ÉÎÁ �. æ. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ É ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ ÉÇÒ Ó ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ íÅÖÄÕÎÁÒ. ÎÁ-ÕÞ. ËÏÎÆ. "ëÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÎÁÕËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ"(1{4 ÉÀÌÑ 2009 Ç.). | óÁÒÁÔÏ×: éÚÄ-×Ï óçõ, 2009. | ó. 157{160.ï ó÷ïêó�÷áè çéðåòá÷�ïíá�ï÷é. à. óÁÍÏÎÅÎËÏ (íÏÓË×Á)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ek = f0; : : : ; k � 1g. ðÕÓÔØ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,n É s | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. þÅÒÅÚ < x1; :::; xn > ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÕÌØ-ÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x1; : : : ; xn, Ô. Å. < x1; :::; xn >=f(xi1 ; ti1); : : : ; (xis ; tis)g, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁ xij × ×ÅËÔÏÒ(x1; :::; xn) ÒÁ×ÎÏ tij , j = 1; : : : ; s É ti1 + � � �+ tis = n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍp1(x1; : : : ; xs) = (x1; : : : ; xs);p2(x1; : : : ; xs) =< x1; : : : ; xs >;p3(x1; : : : ; xs) = fx1; : : : ; xsg:428



ï�ÒÅÄÅÌÉÍ X(s;i) = fpi(x1; : : : ; xs)jxi 2 Xg, i = 1; 2; 3.ðÕÓÔØA = (A;Q; ') | ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ. á×ÔÏÍÁÔBi = A(s;i) =(A;Q(s;i); '(s;i)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ s-ÇÉ�ÅÒÁ×ÔÏÍÁÔÏÍ i-ÏÇÏ ÔÉ�Á (i = 1; 2; 3)�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ A, ÇÄÅ'(s;i)(pi(q1; : : : ; qs); a) = pi('(q1; a); : : : ; '(qs; a)):á×ÔÏÍÁÔA ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÁÚÏÊ ÇÉ�ÅÒÁ×ÔÏÍÁÔÁA(s;i). âÁÚÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÊ ÇÉ�ÅÒÁ×ÔÏÍÁÔÁ A(s;i) ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ A.ðÕÓÔØ A = (A;Q; ') | ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, q0 2 Q É F � Q,ÔÏÇÄÁ ÞÅÒÅÚ L(A; q0; F ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÑÚÙË �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÊ× Á×ÔÏÍÁÔÅ A �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q0 É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÆÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ F . þÅÒÅÚ L(A) = fL(A; q0; F )jq0 2 Q; F �Qg ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ ×Á×ÔÏÍÁÔÅ A.ðÕÓÔØ 
 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Á×ÔÏÍÁÔÏ×. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Á×ÔÏÍÁÔÏ× 
 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 
(s;i) = [A2
A(s;i). þÅ-ÒÅÚ L(
) = [A2
L(A) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙ-ËÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
. þÅÒÅÚ N(
) =maxA2
(jL(A)j) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑÚÙËÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×É-ÍÏÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÅ A 2 
. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ni(
; s) = N(
(s;i)),i = 1; 2; 3.þÅÒÅÚ 
n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉÉ jAj � 3. þÅÒÅÚ 
0n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ× Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É jAj � 2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ni(n; s) = Ni(
n; s) ÉN 0i(n; s) = Ni(
0n; s). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ U(n; s; x) = n!s!(n�s)!2x.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ s É n ! 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:1. N1(n; s) � U(n; s; ns), N 01(n; s) � U(n; s; n!(n�s)! ).2. N2(n; s) � U(n; s; (n+s�1)!s!(n�1)! ), N 02(n; s) � U(n; s; n!s!(n�s)! ).3. N3(n; s) � U(n; s;Pst=1 n!t!(n�t)! ), N 03(n; s) � U(n; s; n!s!(n�s)! ).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌ£ÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í., 1985.2. óÁÍÏÎÅÎËÏ é. à. ïÂ r-�ÒÅÄÓËÁÚÕÅÍÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÓÅÔÅÊ //éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2007. | �. 11. | ó. 787.
429



óòá÷îé�åìøîùê áîáìéú áìçïòé�íï÷ãåìïþéóìåîîïçï óâáìáîóéòï÷áîéñ íá�òéãùá. ÷. óÍÉÒÎÏ× (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ)÷ [1℄ ÄÁÎÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù. éÍÅÅÔÓÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÁÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁA Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ aijp (i 2 0; n; j 2 0;m; p 2 0; t),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁ: ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÍÉ ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ, Á ÎÕÌÅ×ÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÚÁ-ÍÅÎÅÎÙ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÄÉÁ�ÁÚÏÎÏ× ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÉÎÄÅËÓÏ×.�ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÔÁË ÏËÒÕÇÌÉÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ÄÏ �ÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊÓ×ÅÒÈÕ ÉÌÉ ÓÎÉÚÕ (ÜÌÅÍÅÎÔ a000 ÏËÒÕÇÌÑÅÔÓÑ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ �ÅÌÏÇÏ),ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÂÁÌÁÎÓÁ.äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ × [1℄ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÔÅÏÒÉÉ �ÏÔÏËÏ× æÏÒÄÁ|æÁÌËÅÒÓÏÎÁ, ÎÁÚ×ÁÎÎÏÅ ËÒÁÔÎÙÍÉ �ÏÔÏËÁ-ÍÉ É ÚÁÄÁÞÅÊ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ. �ÁÍÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ë �ÏÔÏËÏ-×ÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ-ËÏÔÏÒÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË ×ÅÌÉÞÉÎÙ [a000 + 0:5℄. åÓÌÉ ÖÅ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË × ËÒÁÔÎÏÊ ÓÅÔÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ [a000 + 0:5℄, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.ëÁË É × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ æÏÒÄÁ|æÁÌËÅÒÓÏÎÁ, �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-ÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÄÅÌÅÎÏ ÎÁ Ä×Á ÜÔÁ�Á: �ÏÌÕÞÅÎÉÅ�ÏÌÎÏÇÏ �ÏÔÏËÁ É, ÅÓÌÉ �ÏÌÎÙÊ �ÏÔÏË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ,ÔÏ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ �ÏÔÏËÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÍÅÔÏË,�ÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÔÏË ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÉÎÄÕ�ÉÒÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ××ÏÄÉÔÓÑÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÜÔÁ� ËÏÒÒÅË�ÉÉ �ÏÔÏËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÍÅÔÏË.éÄÅÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÍÅÔÏË ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ×�ÒÏÅË�ÉÑÈ G1 É G2 (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. × [1℄) �ÏÏÞÅÒÅÄÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÕÔØ�ÒÏÒÙ×Á (×ÏÚÍÏÖÎÏ, × ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ �ÉËÌÁÍÉ) ÄÏ ÔÅÈ�ÏÒ, �ÏËÁ �ÕÔÉ × ÏÂÅÉÈ �ÒÏÅË�ÉÑÈ ÎÅ ÓÔÁÎÕÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ, ÌÉ-ÂÏ ÖÅ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÄÌÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÕÔÉ.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ �ÕÔÅÊ �ÒÏÒÙ×Á × ÞÁÓÔÑÈ G1 É G2 ÓÍÕÌØÔÉÄÕÇÏÊ Ó ËÏÎ�ÏÍ × z ÄÁÓÔ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ �ÕÔØ �ÒÏÒÙ×Á [1℄, ×Ï×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÔËÁÔ ÄÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ "ÔÏÞËÉ ×Å-Ô×ÌÅÎÉÑ", �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÏÚÏÂÎÏ×ÌÑÅÔÓÑ. åÓÌÉÔÏÞËÏÊ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ x000, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÂÁ-ÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ.430



�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-ÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÍÅÔÏË.úÁÄÁÞÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÅÄÅÎÁÔÁËÖÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. �Á-ËÏÅ Ó×ÅÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ × [2℄. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÁ çÏÍÏÒÉ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÍ. × [3℄).óÒÁ×ÎÉÍ Ä×Á ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÉÍÅÀÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÕÀ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÓÔØ. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ×.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÏ× �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ çÏÍÏÒÉ, ËÁË�ÒÁ×ÉÌÏ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÊ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ �Å-ÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ �ÏÍÅÔÏË ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ�ÏÌÎÙÊ �ÅÒÅÂÏÒ ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. �ÁËÖÅ �ÒÅÄ�ÏÞÔÉÔÅÌØÎÅÊ ÏËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ çÏÍÏÒÉ × ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍÉÒÕÀÝÉÈ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Å ÂÌÉÚËÉ, ÌÉÂÏ ÖÅ �ÅÌÙÈ ÓÕÍÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ, ËÏÇÄÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å ÎÅÔ �ÅÌÙÈ ÓÕÍÍ, ÉÌÉ ÖÅ ÉÈËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÏ, ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ ÎÁ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÅÔÅÓÔÏ× (× 87,8 % ÓÌÕÞÁÅ× × ÓÒÅÄÎÅÍ �Ï ÔÁËÉÍ �ÒÉÍÅÒÁÍ) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÍÅÔÏË. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ �ÏÌÎÙÊ �ÅÒÅÂÏÒ ÍÏÖÅÔ×ÏÚÎÉËÎÕÔØ É × ÜÔÉÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ.ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ�ÏÍÅÔÏË ÏËÁÚÙ×ÁÌÓÑ ÂÙÓÔÒÅÅ ÍÅÔÏÄÁ çÏÍÏÒÉ, ×ÒÅÍÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ× ÏÔÌÉÞÁÌÏÓØ × ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÁ �ÏÒÑÄÏË.éÓÈÏÄÑ ÉÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÓÈÅÍÕÄÅÊÓÔ×ÉÊ:1) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ ×ÒÅÍÑ ×Ù-�ÏÌÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù É �ÒÏÉÚ-×ÏÄÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ;2) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÕÝÅÎ�ÅÒ×ÙÍ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÌÙÈ ÓÕÍÍ �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚ-ÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÍÅÔÏÄ çÏÍÏÒÉ, × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ { ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÍÅÔÏË;3) ×Ù�ÏÌÎÑÅÍ ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ�ÏÌÕÞÅÎ ÏÔ×ÅÔ, ÌÉÂÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÅ×ÙÛÅÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ×ÒÅÍÑ;4) ÅÓÌÉ ÂÙÌÏ �ÒÅ×ÙÛÅÎÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÅ ×ÒÅÍÑ, ÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÍ ÛÁÇ3 ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ; ÅÓÌÉ ×ÒÅÍÑ Ï�ÑÔØ �ÒÅ×ÙÛÁÅÔÓÑ, ×ÙÄÁÅÍÏÛÉÂËÕ.çÉ�ÏÔÅÚÁ. úÁÄÁÞÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÊÍÁÔÒÉ�Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP-ÔÒÕÄÎÏÊ.431



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÕÂÌÅ× ÷. ó., óÍÉÒÎÏ× á. ÷. ãÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÅ 3-ÍÅÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÌÁÎÁ // �ÒÕÄÙ VII ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ"äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (ðÏËÒÏ×ÓËÏÅ,4{6 ÍÁÒÔÁ 2006 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï Æ-ÔÁ ÷íë íçõ, 2006. | ó. 302{308.2. óÍÉÒÎÏ× á. ÷. úÁÄÁÞÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÒÅÈ-ÍÅÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù É ÓÅÔÅ×ÁÑ ÍÏÄÅÌØ // íÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. | 2009. | �. 16, 3. | ó. 70{76.3. ëÏÒÂÕÔ á. á., æÉÎËÅÌØÛÔÅÊÎ à. à. äÉÓËÒÅÔÎÏÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÅ | í.: îÁÕËÁ, 1969.ëòé�åòéê ó÷ïäéíïó�é úáäáþéïâ ïðáóîïê âìéúïó�é ë úáäáþåïäîïíåòîïçï éî�åò÷áìøîïçï ðïéóëáå. á. óÎÅÇÏ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÏÉÓËÅ Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏ-ÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÓÔÏÌËÎÕÔØÓÑ Ó Ä×ÉÖÕÝÉÍÓÑ ÏÂßÅËÔÏÍ-ÚÁ�ÒÏÓÏÍ, ÇÄÅ�ÏÄ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÅÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÏÂßÅËÔÏ× × Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉ-ÚÏÓÔÉ.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ f : [0; �max℄ ! [��; 1 + �℄ É fq :[0; �qmax℄ ! [��; 1 + �℄, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÚÁËÏÎÁÍÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÏÂßÅËÔÏ×É ÏÂßÅËÔÏ×-ÚÁ�ÒÏÓÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÞÅÔ-ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×, Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÞÔÏ ÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÁÒÏÊ(f(t � ti); yi), ÇÄÅ i 2 N , yi 2 [0; 1℄, Á ti ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁ-ÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, Ä×É-ÖÅÎÉÅ ÏÂßÅËÔÁ-ÚÁ�ÒÏÓÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ (x; fq(t � tq)), ÇÄÅ x 2 [0; 1℄,tq � 0.íÎÏÖÅÓÔ×Ï V (tq) = f(ti; yi) : (f(tq � ti); yi) 2 [��; 1 + �℄ � [0; 1℄gÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÏÊ × ÍÏÍÅÎÔ tq . ÷ÍÅÓÔÏ V (tq) ÂÕÄÅÍ �ÉÓÁÔØ �ÒÏÓÔÏV , �ÏÎÉÍÁÑ �ÏÄ ÜÔÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÔÅËÕ-ÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. þÅÒÅÚ jV j ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏÏÂßÅËÔÏ× × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ.÷ ÚÁÄÁÞÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅÏÂßÅËÔÙ ÉÚ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ Ó×ÏÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑÂÕÄÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅÍ, ÞÅÍ � �Ï íÁÎÈÜÔÔÅÎÕ.432



ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓ q = (tq ; x) �ÒÉ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ V É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ Ï�ÁÓÎÏÊÂÌÉÚÏÓÔÉ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË J(�; q; V ).�ÒÏÊËÕ (f; fq ; �) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÂ Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÉÓËÁ, ÉÚÍÅÒÑÅÍÁÑ × Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÑÔÙÈ ÚÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ. ðÏÓËÏÌØËÕÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÏ ×ÒÅÍÅÎÅÍ, ÔÏ ×ÁÖÎÙÍÉ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÓÔÁ×ËÉ É ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÏÂß-ÅËÔÏ× × âä. åÝÅ ÏÄÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÍ �ÁÍÑÔÉ,ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÄÌÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÁÎÎÙÈ.úÁÄÁÞÅÊ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÁÒÕ (I; Z),ÇÄÅ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÁ Z | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï [0; 1℄, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁ-�ÒÏÓÏ× I | ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × [0; 1℄.óÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏÚÁ�ÒÏÓÁ p 2 I �ÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ×ÓÅ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÔÏÞËÉ ÉÚ Z, ËÏÔÏÒÙÅ�Ï�ÁÄÁÀÔ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌ p.ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÚÁ�ÒÏÓ p 2 I �ÒÉ ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ Z × ÚÁÄÁÞÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J(p; Z) = fz 2 Z : z 2 pg:âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ (f; fq; �) Ó×Ï-ÄÉÔÓÑ Ó ÚÁÄÁÞÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ '; '1; '2 : R � [0; 1℄ ! [0; 1℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÂÉÂÌÉÏÔÅËÉ V , ÌÀÂÏÇÏ ÚÁ�ÒÏÓÁ q É ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ o 2 V ×ÅÒÎÏo 2 J(�; q; V ), '(o) 2 J(['1(q); '2(q)℄; Z); ÇÄÅ Z = f'(o) : o 2 V g.÷ [1℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÏÂßÅË-ÔÏ×, ÔÏ ÅÓÔØ f(t) = vt, Á fq(t) = vqt, × [2℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ÓÌÕÞÁÊ,ËÏÇÄÁ f 0(t + t0) � f 0q(t) � 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t 2 [0; �qmax℄ É ÌÀÂÏÇÏ t0, ÔÁ-ËÏÇÏ, ÞÔÏ t + t0 2 [0; �max℄. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÁÌÁÓØ �ÕÔÅÍÓ×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ-×ÁÌØÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂßÅËÔÏ× × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÉÓËÁ ×ÓÔÁ×ËÉ ÉÕÄÁÌÅÎÉÑ, É ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÂßÅÍ �ÁÍÑÔÉ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ:FL(x; y) = min�2[0;�℄[f�1q (y + � � �)� f�1(x + �)℄;FR(x; y) = max�2[��;0℄[f�1q (y + � + �)� f�1(x+ �)℄:�ÅÏÒÅÍÁ. úÁÄÁÞÁ ÏÂ Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ (f; fq; �) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁ-ÞÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ  ;  L;  R : [0; 1℄! R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ:FL(x; y) =  (y) +  L(x) 8(x; y) : FL(x; y) � 0; (1)433



FR(x; y) =  (y) +  R(x) 8(x; y) : FR(x; y) � 0: (2)óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÔÒÏÊËÉ (f; fq; �) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÆÕÎË�ÉÉ ;  L;  R : [0; 1℄! R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ (1) É (2). �ÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂ Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ(f; fq; �). äÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÉÓËÁ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÚÁ�ÒÏÓ q, ×ÓÔÁ×-ËÉ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ-ÄÁÎÎÏÇÏ o, ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ-ÄÁÎÎÏÇÏ ~o�Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ A, É ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ×ÅÒÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎ-ËÉ: TA(�; q; V ) = O(log2 jV j);SA(�; o; V ) = O(log2 jV j);RA(�; ~o; V ) = O(log2 jV j);QA(�; V ) = O(jV j);ÇÄÅ ÚÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÒÉÎÑÔÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ, Á ÔÁËÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÆÕÎË�ÉÊ  ;  L;  R × ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÎÁ ËÁÆÅÄÒÅ íÁ�éó ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓ-ËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ. îÁÕÞÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ | �ÒÏÆÅÓÓÏÒ çÁÓÁ-ÎÏ× ü. ü. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óËÉÂÁ å. á. ìÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉ-ÚÏÓÔÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2007. | �. 11, ×Ù�. 1{4.2. óÎÅÇÏ×Á å. á. óÌÕÞÁÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉ, Ó×ÏÄÑÝÉÊÓÑË ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÍÕ �ÏÉÓËÕ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ. | ÷ �ÅÞÁÔÉ.ïâ ïäîïí óåíåêó�÷å îåêòïîï÷ó ïçòáîéþåîîïê óìïöîïó�øà÷úáéíîïê ðåòåó�òïêëéá. ð. óÏËÏÌÏ× (íÏÓË×Á)ðÏÒÏÇÏ×ÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊÍÏÄÅÌØÀ ÎÅÊÒÏÎÏ×. ïÎÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ Ó×ÏÉÍ ÕÎÉ-×ÅÒÓÁÌØÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍ, Á ÔÁËÖÅ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔÉ ÉÈ ÏÂÕÞÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï Ó ÕÓ�ÅÈÏÍ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ �ÌÏÈÏÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÚÁÄÁÞ.434



÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÒÅÄÓÔ×Á ÚÁÄÁÎÉÑ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ×ÉÄÁ x1w1 + :::+xnwn� � Ó �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ É Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ.éÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ, Ë ÄÒÕÇÏÊ, �ÕÔÅÍ �ÏÛÁÇÏ×ÏÇÏ ÉÚ-ÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ ÉÌÉÓ×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ. äÁÎÎÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏ-ÖÅÔ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØÓÑ ËÁË �ÒÏ�ÅÓÓ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÎÅÊÒÏÎÁ Ó �ÏÒÏÇÏ×ÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ ÁËÔÉ×Á�ÉÉ.òÁÎÅÅ, × ÒÁÂÏÔÅ [1℄, ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ×ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÁÓØ ÛÅÎÎÏÎÏ×ÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � (n). ïÎÁ ÇÏ-×ÏÒÉÔ Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÚÁÄÁ-ÎÉÑ ÖÅÌÁÅÍÏÊ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. âÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÓÔÒÅÍ-ÌÅÎÉÉ n Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁ log2 � (n) ÒÁÓÔÅÔ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ËÁËn log2 n.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁË ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÏÒÏÇÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ×.÷ ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÂÙÌ �ÏÓÔÒÏÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕË-Î�ÉÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ "×ÅÌÉËÏ" (ÚÁ×ÉÓÉÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÏÔ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ). ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÍÏÝÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÏ-�ÏÓÔÁ×ÉÍÁ Ó ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÔÁ-ËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕËÎ�ÉÊ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÆÕÎË�ÉÑÍÉÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ, ÌÅÖÁÝÅÊ× ÄÉÁ�ÁÚÏÎÅ ÏÔ 3 � n ÄÏ 3 � 2n, ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ,ÍÏÝÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n.ðÕÓÔØ U = fu1; u2; :::g | ÓÞÅÔÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ëÁ-ÖÄÏÅ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ui ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁE2 = f0; 1g. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ×Ï ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ Õ�ÏÔÒÅÂÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÙÈ ÉÎ-ÄÅËÓÏ× ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÕË× ÁÌÆÁ×ÉÔÁ UÍÅÔÁÓÉÍ×ÏÌÙ xi Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÌÉ ÂÅÚ ÎÉÈ.÷×ÅÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÙ É �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ìÉÎÅÊÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÉÄÁl~w;� (x1; :::; xn) = nXi=1 xiwi � �;ÇÄÅ wi É � ÓÕÔØ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ �ÒÉ i = 1; :::; n.÷ÅËÔÏÒ ~w = (w1; :::; wn) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅËÔÏÒÏÍ ×ÅÓÏ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÏ×, Á � | �ÏÒÏÇÏÍ. 435



æÕÎË�ÉÑ f (x1; :::; xn) : En2 ! E2, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ, ÅÓÌÉÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ l~w;� (x1; :::; xn) = x1w1 + ::: + xnwn � �ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(x1; :::; xn) = ( 1; ÅÓÌÉ nPi=1 xiwi � � � 0;0; ÉÎÁÞÅ:÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ l~w;� ÚÁÄÁÅÔ �ÏÒÏÇÏ-×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; :::; xn), É ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÁË:l~w;� ! f(x1; :::; xn);ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏ f~w;� .íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; :::; xnÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Tn.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ É �ÏÒÏÇÏÍ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÚÁÄÁÔØ ÌÀÂÕÀ �ÏÒÏÇÏ×ÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ,ÄÁÌÅÅ × ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ.÷×ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É �ÏÒÏ-ÇÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ.ðÕÓÔØ l~w0;�0 É l~w00;�00 | ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. òÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ l~w0;�0 É l~w00;�00 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ� (l~w0;�0 ; l~w00;�00) = j�0 � �00j+ nXi=1 jw0i � w00i j:üÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ ËÁË ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ � �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊÆÏÒÍÙ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ.òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ �ÏÒÏÇÏ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ f 0(x1; :::; xn) Éf 00(x1; :::; xn) ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ� (f 0; f 00) = minl~w0;�0!f 0l~w00;�00!f 00 � (l0; l00) :úÄÅÓØ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÆÏÒÍÁÍ l~w0;�0 É l~w00;�00 ,ÚÁÄÁÀÝÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ f 0 É f 00, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ n + 1 �  � 2n2 , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÌÁÓÓ M �Ï-ÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ( � n � 1) � 2n�2ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ f 0; f 00 ÉÚ M ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ� (f 0; f 00) � 3 � :436



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÓÔÒÉËÉÎ á. é. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÅÂÒÕ. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. | í.:æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2000.2. óÏËÏÌÏ× á. ð. ï ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2008. | T. 12, ×Ù�.1{4. | C. 363{388.2. óÏËÏÌÏ× á. ð. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÎÅÊÒÏ-ÎÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2009. | T. 13, ×Ù�. 1{4.ïâ áìçïòé�íéþåóëéè ÷ïðòïóáèíïäåìéòï÷áîéñ ðòïãåóóá ïâõþåîéñá. ó. óÔÒÏÇÁÌÏ× (íÏÓË×Á)ïÓÎÏ×ÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ× × ÏÂÕÞÅÎÉÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÕÎÉËÁÌØÎÙÈ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅ-ÎÉÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊÉÈ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ, �ÏÄÄÅÒÖËÉ, ÏÂÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ É �Ò., ×ËÌÀÞÁÑ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÉÒÁÖÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ ËÁË ÄÅÌÁÔØ ËÏÍ-�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÏÂÕÞÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ËÁË ÒÁÚ×ÉÔÙÍÉ ÔÅÈ-ÎÉÞÅÓËÉÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ �Ï ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÕÞÅÂÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÔÁËÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ É ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅ-ÌÑ? ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ Ñ×ÎÙÊ ÒÏÓÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÏ× �Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ É ÏÂ-ÒÁÂÏÔËÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÏÊ ÓÔÁÄÉÉ, ÈÏÔÑÅÓÔØ É ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂÎÁÄÅÖÉ×ÁÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ [1{6℄, �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÙÅ ÎÁÍÉ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÒÅÁÌØÎÙÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÏÂÕ-ÞÅÎÉÑ.ðÒÉÍÅÒÏÍ ÒÅÛÅÎÉÑ �ÒÏÂÌÅÍ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÒÕ-ÍÅÎÔÁÒÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÏÂÕÞÁÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÅËÔ "IDEA" (ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÜËÓ�ÅÒÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ × ÏÂÌÁÓÔÉÏÂÕÞÅÎÉÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÍÅÔÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ) [7℄. ÷ ÎÅÍ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÏÓØÓÏÚÄÁÎÉÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÄÅÌÉ ÕÞÅÎÉËÁ ÉÕÞÉÔÅÌÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÞÅÒÅÚ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ × ×ÉÄÅ,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚ-ÍÅÞÅÎÎÙÈ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÉÌÉ ÎÁÇÒÕÖÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÂÏ-ÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ×ÉÄÁ. õÄÁÌÏÓØ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÄÁÞÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ×ÅÒÓÉÊ ÏÂÕÞÁ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÈ ÑÚÙËÏ× (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ437



É Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÜËÓ�ÅÒÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ÂÙÌÉ ÒÁÚ-×ÉÔÙ ÄÏ Ó×ÏÅÇÏ �ÏÌÎÏÇÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÏÚÄÁÎÉÑÂÏÌØÛÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÒÅÛÁÀÝÉÈ �ÒÁ×ÉÌ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÁÔÒÁÔÒÅÓÕÒÓÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÒÇÁÎÉÚÁÔÏÒÙ ÒÁÂÏÔ × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÌÉ.îÁ ÏÓÎÏ×Å ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÙ "IDEA Professional" ÂÙÌ ÓÏ-ÚÄÁÎ ÒÑÄ ÍÕÌØÔÉÍÅÄÉÊÎÙÈ ÏÂÕÞÁÀÝÉÈ É ÔÅÓÔÉÒÕÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÜÌÅË-ÔÒÏÎÎÙÈ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÊ �Ï ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÅ, ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÍ ÎÁÕËÁÍ, ÍÅ-ÄÉ�ÉÎÅ É ÄÒÕÇÉÍ �ÒÅÄÍÅÔÎÙÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ. ïÔÒÁÂÁÔÙ×ÁÌÓÑ Ï�ÙÔ ÜÆ-ÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÔÅÌÅËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÊ × ÏÂÕÞÅÎÉÉ × ÒÅÖÉ-ÍÁÈ "o�-line" É "on-line". ÷ÓÅÇÏ ÚÁ 1995{2008 ÇÇ. ÂÙÌÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÏ�ÏÒÑÄËÁ 20 ËÕÒÓÏ×, ÞÁÓÔØ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÁ ÄÏ×ÅÄÅÎÁ ÄÏ ÔÉÒÁÖÁ É×Ù�ÕÝÅÎÁ ÎÁ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÒÙÎÏË ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÓÌÕÇ.ï�ÉÛÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÀ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÕÀ× ÏÓÎÏ×Å �ÒÏÅËÔÁ "IDEA", ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÔÏÞÎÅÎÁ ÄÏ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ × ×ÉÄÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ [6℄.õÞÅÂÎÙÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÎÁÂÏÒÁ ÄÅÒÅ×ØÅ×, ÉÍÅÀ-ÝÉÈ �ÅÒÅËÒÅÓÔÎÙÅ ÓÓÙÌËÉ, ÞÔÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÅÒÁÒÈÉÞÎÏÓÔØÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÏÂÕÞÁÀÝÅÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÎÏ É ÒÁÚÌÉÞÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÓÙÌËÉ,ÓÏÚÄÁÀÝÉÅ ×ÔÏÒÉÞÎÙÅ É �Ò. ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, ÏÔÒÁ-ÖÁÀÝÉÅ ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÞÅÂÎÙÈ �ÅÌÅÊ, ÚÁÄÁÞ É Ô. Ä. ÷ ÚÁ×É-ÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÉ�Á ÕÞÅÎÉËÁ , ÅÇÏ ÕÓ�ÅÈÏ× ÉÌÉ ÎÅÕÄÁÞ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÏÓØ ÔÒÉÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÏÂÕÞÅÎÉÑ (ÂÙÓÔÒÁÑ, ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ É ÍÅÄÌÅÎÎÁÑ). üËÓ�ÅÒÔÎÁÑÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÌÁ ÎÁÂÏÒ �ÒÁ×ÉÌ �ÒÏÄÕË�ÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á (åÓÌÉ <ÕÓÌÏ×ÉÅ>ÔÏ <ÄÅÊÓÔ×ÉÅ>) Ó ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÍÉ ÒÅÄÁËÔÏÒÏÍ É ËÏÍ�ÉÌÑÔÏÒÏÍ ÄÌÑÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÏÄÕË�ÉÊ. äÌÑ ÜËÓ�ÅÒÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÂÙÌ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÙÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ Ï�ÅÎËÉ ËÁÞÅÓÔ×Á ÓÏÂÙÔÉÊ, �ÒÏÉÓÈÏÄÑÝÉÈ Ó ÅÅÕÞÁÓÔÉÅÍ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÌÏËÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ËÁÞÅÓÔ×Á ÕÞÅÂÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁÎÁ ÏÓÎÏ×Å ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ) × ×ÉÄÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÎÁÂÏ-ÒÁ ËÒÉ×ÙÈ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÔÉ�Á "�ÒÏ-ÇÒÅÓÓ", "ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÏÛÉÂËÁ", "ÎÁÒÁÓÔÁÎÉÅ ÕÓÔÁÌÏÓÔÉ" É Ô. Ä.÷ ÜÔÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÕÞÉÔÅÌØ É ÕÞÅÎÉË ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÌÉÓØ ËÁË ÁÄÁ-�ÔÉ×ÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ, Á �ÒÏ�ÅÓÓ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÌ ÉÈ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÏÍ ×ÚÁ-ÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÉ. óÏ ÓÔÏÒÏÎÙ Á×ÔÏÍÁÔÁ-ÕÞÉÔÅÌÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ×ÙÂÉ-ÒÁÅÔÓÑ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÁÑ Ó ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ �ÏÄÁÞÁ Á×ÔÏÍÁÔÕ-ÕÞÅÎÉËÕÏÂÕÞÁÀÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÏÇÏ, ËÁË "ÕÓ×ÏÉÌ" ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÉÈ ÛÁÇÁÈ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Á×ÔÏÍÁÔ- ÕÞÅÎÉË.÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÓÏ ÓËÁÚÁÎÎÙÍ × �ÒÏÂÌÅÍÅ ÓÉÎÔÅÚÁ ÁÄÁ�ÔÉ×ÎÏ-ÇÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ "ÕÞÉÔÅÌÑ" ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ: 1) ÓÉÎÔÅÚ Á×ÔÏÍÁÔÁ-ÕÞÉÔÅÌÑ; 2) ÓÉÎÔÅÚ Á×ÔÏÍÁÔÁ-ÕÞÅÎÉËÁ; 3) ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊÕÞÅÂÎÉËÕ Ó Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ; 4) ×ÙÒÁÂÏÔËÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ 1{4; 5) ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÁ Ó ÛÉÒÏËÉÍÉÓÅÒ×ÉÓÎÙÍÉ ÕÓÌÕÇÁÍÉ ÄÌÑ �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ.438



òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ 1{4 ÓÏ�ÒÑÖÅÎÏ Ó ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ �ÅÌÏÇÏ ÒÑÄÁ ×Ï-�ÒÏÓÏ×. ë ÉÈ ÞÉÓÌÕ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ: Á) ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÂÁÚ ÄÁÎ-ÎÙÈ É ÚÎÁÎÉÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÂÏÌØÛÉÈ ÍÁÓÓÉ×Ï× ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÊ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÊ ÓÅÍÁÎÔÉËÏÊ É ÎÅÞÅÔËÉÍÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ Ó×Ñ-ÚÑÍÉ; Â) ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ �ÒÉÚÎÁËÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÏ×-ÕÞÉÔÅÌÑ É -ÕÞÅÎÉËÁ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÅÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÍÉ ÚÁÄÁ×ÁÔØÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×; ×) ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ-ÕÞÉÔÅÌÑ Ó Á×ÔÏÍÁÔÏÍ-ÕÞÅÎÉËÏÍËÁË ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÎÅÞÅÔËÏÊ ÌÏÇÉËÉ,ÔÁË É �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍÉ ÔÉ�Á ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× É �Ò.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÞÅÂÎÙÊ ËÕÒÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×Ï ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜËÓ�ÅÒÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ �ÏÄÏÊÔÉ Ë ÕÞÅÎÉËÕÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ×ÏÚÎÉËÎÕÔØÌÏËÁÌØÎÙÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÏÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÜËÓ-�ÅÒÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÌÉ ÓÁÍÏÇÏ ÕÞÅÎÉËÁ, ÎÏ ÇÌÏÂÁÌØÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÜËÓ�ÅÒÔ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ | �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÕÞÅÎÉËÁ �Ï ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ É, ÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÛÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÚÁÄÁÞÕ ÏÂÕÞÅ-ÎÉÑ | ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., ÷ÁÛÉË ë., óÔÒÏÇÁÌÏ× á. ó., áÌÉÓÅÊÞÉË ð. á.,ðÅÒÅÔÒÕÈÉÎ ÷. ÷. ïÂ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÍ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÏÂÕÞÅ-ÎÉÑ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 1996. | �. 8, ×Ù�. 4. | ó. 3{10.2. ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ï ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÒÉÅÍÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 1998. | �. 3, ×Ù�. 3{4. | ó. 51{74.3. óÔÒÏÇÁÌÏ× á. ó., ûÅÈÏ×�Ï× ó. ç. íÙÛÌÅÎÉÅ, ÑÚÙË É ÉÎÔÅÌÌÅË-ÔÕÁÌØÎÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 1998. |�. 3, ×Ù�. 3{4. | ó. 5{50.4. áÆÁÎÁÓØÅ× à. î., óÔÒÏÇÁÌÏ× á. ó., ûÅÈÏ×�Ï× ó. ç. ïÂ ÕÎÉ×ÅÒ-ÓÁÌØÎÏÍ ÚÎÁÎÉÉ É ÎÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÓÒÅÄÅ (Ë ËÏÎ�Å��ÉÉ ÕÎÉ-×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ). | í.: éÚÄ-×Ï òççõ, 1999.5. óÔÒÏÇÁÌÏ× á. ó. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÙÊ ÁÓ�ÅËÔ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÉ? // íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÏÂÝÅÓÔ×Ï. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÎÁ ÒÕÂÅÖÅ ×ÅËÏ×. CÂÏÒÎÉË. | í.: éÚÄ-×Ï íîãíï, 2000.6. áÌÉÓÅÊÞÉË ð. á., ÷ÁÛÉË ë., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., óÔÒÏÇÁÌÏ× á. ó.,ûÅÈÏ×�Ï× ó. ç. ëÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÏÂÕÞÁÀÝÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕ-ÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2007. �. 10, ×Ù�. 1{4. | ó. 189{270.7. ÷ÁÛÉË ë., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., óÔÒÏÇÁÌÏ× á. ó. ðÒÏÅËÔ IDEA.÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÎÏ×ÏÅ �ÏËÏÌÅÎÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÎÏÇÏ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ ÔÉ�Á ICBIÄÌÑ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÚÎÁÎÉÊ É ÎÁ×ÙËÏ× Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜËÓ�ÅÒÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. |Link � Link Software GmbH, Dortmund, Germany, 1995.439



ïâýéê ðïäèïäë ÷ïóó�áîï÷ìåîéà çòáæï÷ ðòé ðïíïýéâìõöäáàýåçï ðï îéí áçåî�áå. á. �ÁÔÁÒÉÎÏ× (äÏÎÅ�Ë)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ, ÎÅÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ, Ó×ÑÚÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ É ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, �ÒÉ �ÏÍÏ-ÝÉ ÁÇÅÎÔÁ (ÒÏÂÏÔÁ, ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ) [1℄. úÁÄÁÎ ÁÇÅÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÄ×ÉÇÁÔØÓÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÕ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÅÍÕ ÇÒÁ-ÆÁ G �Ï ÒÅÂÒÕ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍÕ ÉÈ, ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ É ÁÎÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÔØÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÌÏËÁÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ ÏÂ 1 | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ, ×ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ. áÇÅÎÔ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÒÅÄÓÔ× ÄÌÑ ÉÚÍÅÎÅ-ÎÉÑ ÍÅÔÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÁÆÁ, ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÎÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÎÁÒÁÝÉ×ÁÅÍÏÊ�ÁÍÑÔØÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆ H ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÇÒÁÆÕG, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÅÔÏË ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÇÒÁÆÏ×. éÚÎÁÞÁÌØÎÏ �ÒÅÄ�Ï-ÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÁÆÁ G ÎÅ �ÏÍÅÞÅÎÙ, Á ÁÇÅÎÔ �ÏÍÅÝÁÅÔÓÑ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ.�ÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÏÄ ÏÂÈÏÄÁ ×ÅÒÛÉÎ, ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁG É ÒÁÚÍÅÔËÉ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÞÔÏ ÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÁÆ HÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÇÒÁÆÕ G Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÅÔÏË ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÇÒÁÆÏ×.éÚ×ÅÓÔÅÎ ÒÑÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×, ÒÅÛÁÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞÕ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÁ-ÆÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ [2, 3℄. áÇÅÎÔÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ, ÏÂÌÁÄÁÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÅÎ-ÓÏÒÎÙÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÒÅÓÕÒÓÁÍÉ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÁ-ÆÁ, �ÁÍÑÔØÀ É Á�ÒÉÏÒÎÙÍÉ ÚÎÁÎÉÑÍÉ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅ-ÍÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. áÎÁÌÉÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ �ÏÚ×ÏÌÉÌ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ. óÕÔØ �ÏÄÈÏÄÁ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ (Ñ×ÎÏ ÉÌÉ ÎÅÑ×ÎÏ) ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÏÓÓÔÁÎÁ-×ÌÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1,..,n, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï-×ÁÔØ ÎÏÍÅÒÁÍ ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ H, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÏÓÅÔÉÔØ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏ ÂÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎ,ËÏÔÏÒÙÍ ÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏ �ÏÓÅÝÅÎÎÏÅ ÒÅÂÒÏ, É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÔÁÎÏ-×ÉÔØ ËÁËÏÅ ÒÅÂÒÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÇÒÁÆ H.�ÅÏÒÅÍÁ 1. áÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ G É �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÂÈÏÄ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, ÓÔÒÏÑÔÇÒÁÆ H ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÇÒÁÆÕ G Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÅÔÏË ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈÇÒÁÆÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀÇÒÁÆÁ G ÁÇÅÎÔÕ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÁÓÏË É ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n2ÑÞÅÅË �ÁÍÑÔÉ, ÇÄÅ n ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ G.îÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÈ ÎÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈÇÒÁÆÁ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÏÄÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÕ-440



ÍÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ [4℄. ÷ ÓÉÌÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁÌÏÖÅÎÎÙÈÎÁ ÁÇÅÎÔÁ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÙÍ ÄÌÑ ÁÇÅÎÔÁ ÂÕÄÅÔ ÍÅÔÏÄ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ M -ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ [4℄. M -ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ |ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÇÒÁÆÁ ÍÅÔÏÄÏÍ × ÇÌÕÂÉÎÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. áÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ M-ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ G, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀÇÒÁÆÁ ÚÁ 2(n� 1) + 2(m� n+ 1) ÛÁÇÏ×, ÇÄÅ m | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ× ÇÒÁÆÅ G.÷ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ-×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÁÇÅÎÔÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÁÓÏË × ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å n.ðÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌÅÅ �ÒÉÅÍÌÅÍÙÍ ÂÕÄÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏ×Ù×ÁÔØ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ÎÅÑ×-ÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÂÅÚ �ÒÉÓ×ÏÅÎÉÑ Ñ×ÎÏ ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎÅ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ. äÌÑ ÁÇÅÎÔÁ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �ÏÓÔÏÒÏÅÎÉÅÎÅÑ×ÎÏÊM -ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÅÑ×ÎÏÊM -ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÁÓÏË,ÎÏ ÕÈÕÄÛÁÅÔ ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ñ×ÎÏ-ÇÏ ÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÉÚ ÎÅÑ×ÎÏÇÏ ÅÍÕ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÉÔØÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÛÁÇÏ×.áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ × [2, 3℄ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ �Ï×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÍ ÎÅÑ×ÎÏÊ M -ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ × [2℄, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÅ ÎÅÑ×ÎÏÊ M-ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ G. áÇÅÎÔ ×Ù�ÏÌÎÉÔÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ O(n) É ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ O(n2) ÛÁÇÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÇÅÎÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ËÒÁÓËÉ É ÏÄÉÎ ËÁÍÅÎØ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. áÌÇÏÒÉÔÍÙ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÅ × [3℄, ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÅ ÎÅÑ×ÎÏÊ M-ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ G. áÇÅÎÔ ×Ù�ÏÌÎÉÔÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ O(n) É ÎÅÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÚÁ O(mn) ÛÁÇÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÁÇÅÎÔ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ Ä×Å ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÅ ËÒÁÓËÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ÏÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÀ ÜËÓ�ÅÒÉ-ÍÅÎÔÁ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ðÏÄÈÏÄ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ×ÏÓ-ÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. îÁÊÄÅÎÁ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ×ÒÅÍÅÎÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÜËÓ�ÅÒÉ-ÍÅÎÔÁ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÅÊ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ × ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÏÍ ÇÒÁÆÅ É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ, ÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ËÏÌÉ-ÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÁÓÏË. ðÒÅÄÌÏÖÅÎÙ Ä×Á ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ [2, 3℄, ÒÅÁ-ÌÉÚÕÀÝÉÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔ �Ï ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÎÅÑ×ÎÏÊ M -ÎÕÍÅÒÁ�ÉÉ. üÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÒÁÓÏË, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÅÒÛÉÎ441



× ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÏÍ ÇÒÁÆÅ. ïÄÎÁËÏ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÔÏÞÎÏÊÏ�ÅÎËÉ ×ÒÅÍÅÎÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ, ÞÅÍ ÅÓÌÉ ÂÙ M -ÎÏÍÅÒÁ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÌÉÓØÑ×ÎÏ, É Ï�ÅÎÅÎÙ ÓÎÉÚÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, Á Ó×ÅÒÈÕ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, ÏÔ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ × ÉÓÓÌÅÄÕÅÍÏÍ ÇÒÁÆÅ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ çÒÕÎÓËÏÍÕ é. ó. ÚÁ ÓÏ×ÅÔÙ É ÒÅ-ËÏÍÅÎÄÁ�ÉÉ �ÒÉ �ÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ÔÅÚÉÓÏ×.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Dudek G., Jenkin M. Computational priniples of mobile robot-i. | Cambridge Univ. Press, 2000.2. çÒÕÎÓËÉÊ é. ó., �ÁÔÁÒÉÎÏ× å. á. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÇÒÁ-ÆÏ× // �Ò. 4 ÍÅÖÄÕÎÁÒ. ËÏÎÆ. "ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÚÁÄÁÞÉÕ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ". | í.: éðõ òáî, 2008. | C. 1483{1498.3. çÒÕÎÓËÉÊ é. ó., �ÁÔÁÒÉÎÏ× å. á. òÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁ-ÆÁ ÂÌÕÖÄÁÀÝÉÍ �Ï ÎÅÍÕ ÁÇÅÎÔÏÍ // ÷ÅÓÔÎÉË äÏÎÅ�ËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉ-ÔÅÔÁ. óÅÒÉÑ á. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ. | 2009.| ÷Ù�. 1. | C. 492{497.4. ëÁÓØÑÎÏ× ÷. î., å×ÓÔÉÇÎÅÅ× ÷. á. çÒÁÆÙ × �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ,×ÉÚÕÁÌÉÚÁ�ÉÑ É �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ. | óðÂ.: âè÷|ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, 2003.íå�ïäù óï÷íåýåîéñ úáëïîï÷æõîëãéïîéòï÷áîéñ äéóëòå�îùè á÷�ïíá�ï÷ó çåïíå�òéþåóëéíé ëòé÷ùíé÷. á. �×ÅÒÄÏÈÌÅÂÏ× (óÁÒÁÔÏ×)úÁÍÅÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ (ÓÞ£ÔÎÙÍ) ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔ ÏÂÌÁÓÔØ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊÁ×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÏÂÌÁÓÔØ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÊËÌÁÓÓ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁÛÉÎÁ �ØÀÒÉÎÇÁ) ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ×. äÌÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎ-ÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÚÁÄÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× (ÔÁÂÌÉ�ÁÍÉ, ÇÒÁÆÁÍÉ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉ-ÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ, ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ ÑÚÙËÁ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ) É ÒÁÚ-ÒÁÂÏÔÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÏ×ÙÅ ÓÒÅÄÓÔ×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË-�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÎÉÅ ÚÁËÏ-ÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÍÉ, ÓÏ×ÍÅÝ£ÎÎÙÍÉ Ó ÇÅÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ. äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔAs0 = (S;X; Y; Æ; �; s0), ÇÄÅ S;X; Y | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ×ÈÏÄÎÙÈÉ ×ÙÈÏÄÎÙÈ ÓÉÇÎÁÌÏ×, Á Æ : S �X �! S É � : S �X �! Y | ÆÕÎË-�ÉÉ �ÅÒÅÈÏÄÏ× É ×ÙÈÏÄÏ×, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ442



�As0 = Sp2X�f(p; �(s; p))g, ÇÄÅ X� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ �As0 � X��Y ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÚÉÒÕÅÍ ××ÅÄÅ-ÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× !1 É !2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ X�É Y .íÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ �As0 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË × �ÒÑÍÏ-ÕÇÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ (X�; !1) É ÏÓØÀ ÏÒÄÉ-ÎÁÔ (Y; !2) É �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÇÒÁÆÉË G1. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (p,y)ÇÒÁÆÉËÁ G1 ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏ-ÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞËÕ (r1(p); r2(y)), ÇÄÅ (r1(p), r2(y)) | ÎÏÍÅÒÁ p É y �ÏÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÏÒÑÄËÁÍ !1 É !2.ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË G2 ÔÏÞÅË Ó ÞÉÓÌÏ-×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÓÏ×ÍÅÝÁÔØ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ,ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ, ×ËÌÀÞÁÑ × ÔÁËÉÅ ËÒÉ×ÙÅ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÏÎ-ÎÙÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ.óÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË !1 ÎÁ X�.ðÒÁ×ÉÌÏ 1. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å è ××ÏÄÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË x1 �1x2 �1 ::: �1 xk �1 :::ðÒÁ×ÉÌÏ 2. ðÏÒÑÄÏË !1 ÎÁ è ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÍ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X�, �ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ× p1; p2 2 X�ÎÅÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ (p1 6= p2) jp1j < jp2j ! p1 �1 p2; ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏ×p1; p2 2 X�, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (p1 6= p2) É jp1j = jp2j, ÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �Ï�ÏÒÑÄËÕ !1 �Ï×ÔÏÒÑÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÂÌÉÖÁÊÛÉÈ ÓÌÅ×Á ÎÅÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈÂÕË× ÓÌÏ× p1 É p2.ìÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË !2 ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y ÚÁÄÁÅÔÓÑ.îÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÆÏÒÍ ÚÁÄÁÎÉÑ ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË-�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ É ÞÉÓÌÏ-×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÙ ÍÏÄÅÌÉ É ÍÅÔÏÄÙ: ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ, ËÏÍ-�ÁËÔÎÏÇÏ É ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÚÁÄÁÎÉÀ ÍÁÛÉÎ �ØÀÒÉÎ-ÇÁ; ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× �Ï ÉÈ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÍÕ �Ï×ÅÄÅÎÉÀ ÎÁÏÓÎÏ×Å ÁÎÁÌÉÚÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÚÁËÏÎÁ-ÍÉ ÉÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ; �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÌÉÎÉÊ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× × ÓÉÍ×ÏÌØÎÙÅ É ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÇÒÁÆÉËÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÚÁËÏÎÙÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÇÒÁÆÉËÁÍÉ ×ÉÄÁ G1É G2 �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ X;Y É ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÒÑÄ-ËÁÈ !1 É !2 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ Á×ÔÏÍÁÔ-ÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ×ÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÒÁÆÉ-ËÏ× G1 É G2. äÌÑ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ �ÏÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ×ÔÏÒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÇÒÁÆÉËÏ× ÒÁÚÒÁ-ÂÏÔÁÎ Ó�ÅËÔÒ 
 ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈ ×ÁÒÉÁÎ-ÔÙ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ [1{3℄. ó�ÅËÔÒ 
(�) ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ 5 ÕÒÏ×ÎÅÊ: 
(�) =443



(
0(�);
1(�);
2(�);
3(�);
4(�)), ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ �ÏÒÑÄËÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍ, ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÍÅÎ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 
0(�) =m0(�), ÇÄÅ m0(�) | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ �ÏÒÑÄÏË ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÙ,Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ×ÓÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �. îÁ ÕÒÏ×ÎÅ 
1(�) Ó�ÅËÔÒÁ
(�) ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ m0 ÞÉÓÅÌ (m0 2 N+), Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÄÌÑ ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍ �ÏÒÑÄËÏ× ÏÔ 1 ÄÏ m0 ÒÁÚÍÅÒÙ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÍÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �. õÒÏ×ÅÎØ 
2(�)ÓÏÄÅÒÖÉÔ m0 ÞÉÓÅÌ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÈ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÙ �ÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �. îÁ ÕÒÏ×ÎÅ
3(�) ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÍÅÎ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍ, �ÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ
2(�), ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÄÌÉÎÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �, Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÅÍÙÈ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ.ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó�ÅËÔÒ 
(�) ÉÍÅÅÔÓÔÒÕËÔÕÒÕ: 
0(�) = hm0(�)i; 
1(�) = h(d1(�); d2(�); :::; d�(�))i; 
2(�) =h(r1(�); r2(�); :::; r�(�))i; 
3(�) = h(
13(�);
23(�); :::;
�3 (�))i, ÇÄÅ � =m0(�) É 
j3(�) = h(dj1(�); dj2(�); :::; djnj (�))i (nj | ÎÏÍÅÒ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏÏÔÒÅÚËÁ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ�ÏÒÑÄËÁ j); 
4(�) = �(
3(�)), ÇÄÅ � | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÍÅÎÙ × 
3(�) ×Å-ÌÉÞÉÎ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ× ×ÅÓÁÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÆÏÒÍÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ×. þÅÔ×ÅÒÔÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ 
4(�) Ó�ÅËÔÒÁ 
(�)Ë ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � �Ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ�ÒÁ×ÉÌ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ×ÚÁÉÍÏÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É ×ÅÌÉÞÉÎÁÍ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÒÁ×ÉÌ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊÎÁ ÕÒÏ×ÎÑÈ 
1(�)�
3(�) , ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÉÈ �ÒÁ×ÉÌ.÷ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ××ÏÄÉÔØ ×ÅÓÁ �ÒÁ×ÉÌ (ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÈ ÆÏÒÍ) É ×ÅÓÁ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ �ÒÁ×ÉÌ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ �ÒÉÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó�ÅËÔÒÁÓÍ. × ÒÁÂÏÔÁÈ [1{2℄, Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÅËÔÒÁ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ Ó×ÏÊÓÔ× ÚÁ-ËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÑÍÉ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ F (ÉÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈÆÏÒÍ) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÊÆÏÒÍÙ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ � �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏt; t > m (ÉÌÉ t �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ �ÅÌÙÈ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ) F (u(t�m); u(t�m+ 1); :::; u(t� 1)) = u(t).ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÇÒÁÆÉËÏÍ×ÉÄÁG2 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ444



ÄÌÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ) ÞÁÓÔÉÞÎÏÚÁÄÁÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �×ÅÒÄÏÈÌÅÂÏ× ÷. á. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | óÁÒÁÔÏ×: îÁÕÞÎÁÑ ËÎÉÇÁ, 2008.2. �×ÅÒÄÏÈÌÅÂÏ× ÷. á. ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ�Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍÕ ÍÁÒÛÒÕÔÕ // ðÒÏÂÌÅÍÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. | 2009. | 5. |ó. 69{73.3. �×ÅÒÄÏÈÌÅÂÏ× ÷. á. íÅÔÏÄÙ ÉÎÔÅÒ�ÏÌÑ�ÉÉ × ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÍ ÄÉÁ-ÇÎÏÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. | 2007. | 2. | ó. 28{34.4. å�ÉÆÁÎÏ× á. ó. áÎÁÌÉÚ ÆÁÚÏ×ÙÈ ËÁÒÔÉÎ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÄÉÎÁÍÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | óÁÒÁÔÏ×: îÁÕÞÎÁÑ ËÎÉÇÁ, 2008.ï ìéîåêîïí ðï ÷òåíåîé ëïîó�òõéòï÷áîéééúïâòáöåîéê ëìå�ïþîùí á÷�ïíá�ïíó �òåíñ óïó�ïñîéñíéå. å. �ÉÔÏ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊËÌÅÔÏÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÜËÒÁÎÅ. ÷ ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔ-ËÕ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÜËÒÁÎÁ n�m �ÏÍÅÝÅÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÕ ÏÄ-ÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ Á×ÔÏÍÁÔÁA (ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ), Ë ÅÇÏ ×ÈÏÄÁÍ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ×ÙÈÏÄÙ Á×ÔÏÍÁÔÏ×, ÓÔÏÑÝÉÈ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔËÁÈ, ×ÙÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÁ |ÅÇÏ ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. äÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÕÌÑÍÉ ËÒÁÊÎÉÅ ×ÈÏÄÙ Á×ÔÏ-ÍÁÔÏ× n-Ê ÓÔÒÏËÉ É m-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. îÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ×ÈÏÄÙ Á×ÔÏÍÁÔÏ×�ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ É �ÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ ×ÈÏÄÁ-ÍÉ, Á ×ÓÀ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ| (n;m)-ÜËÒÁÎÏÍ S =< A; n;m >. �ÁËÖÅÉÍÅÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÊ Á×ÔÏÎÏÍÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ae Ó (n+m) ×ÙÈÏÄÁÍÉ, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔ ×ÈÏÄÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÑ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ×ÈÏÄÏ×ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. ðÁÒÁ G =< Ae; S >, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜËÒÁÎÁÉ ×ÎÅÛÎÅÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ. éÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�. =(n;m) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n�m. (n;m)-ÜËÒÁÎ S ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ = 2 =(n;m) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ×ÎÅÛÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔ Ae (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÁËÏÊ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ G =< Ae; S >),ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ T (Ae; S) �ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÂÏÔÙ ×ÎÅÛÎÅÇÏÁ×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÜËÒÁÎÅ �ÏÑ×ÉÔÓÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ =, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ �ÏÄÁÞÅÎÕÌÅÊ ÎÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÈÏÄÙ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÏÌ-ÇÏ. U(n;m) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÈ (n;m)-ÜËÒÁÎÏ×. þÅÒÅÚ445



G(S;=) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏ×< Ae; S >, ÆÏÒÍÉÒÕÀÝÉÈÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ =.åÓÌÉ S =< A; n;m > | ÜËÒÁÎ, ÔÏ Q(S) | ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÌÅ-ÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ A, Q(n;m) = minS2U(n;m)Q(S):ïÂÏÚÎÁÞÉÍ T (S;=) = min<Ae;S>2G(S;=)T (Ae; S);T (S; n;m) = max=2=(n;m)T (S;=);T (n;m) = minS2U(n;m)T (S; n;m);T (n;m; q) = minS2U(n;m);Q(S)�q T (S; n;m):ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÉÍÅÌ 3 ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ðÏÌÕÞÅÎÙ Ï�ÅÎËÉ×ÒÅÍÅÎÉ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÓÏ-ÓÔÏÑÎÉÊ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ n;m 2 N. åÓÌÉ min(n;m) = 1, ÔÏ Q(n;m) =2; ÅÓÌÉ n;m � 2, ÔÏ Q(n;m) = 3.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÙÈ n;m 2 NT (n;m) = min(n;m):�ÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ n;m 2 N, m;n � 2, ÔÏT (n;m; 3) � n+m+min(n;m);T (n;m; 5) � 2min(n;m) + 2:�ÅÏÒÅÍÁ 3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ Ó ÔÒÅÍÑ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÑÍÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÒÏÉÔ ÌÀÂÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÚÁÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÚÁ n+m+min(n;m). ïÄÎÁËÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÇÅÎÅÒÁÔÏÒ Ó ÔÒÅÍÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ËÌÅÔÏÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ×ÒÅÍÑ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË× ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ k ÔÏÞÅË × ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ÍÁÌÏ,ÜÔÏÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒ ÓÔÒÏÉÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÂÙÓÔÒÅÅ �ÅÒ×ÏÇÏ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (n;m)-ÜËÒÁÎ Ó ËÌÅÔÏÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏÍ ÉÚ 3 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ k � mnÔÏÞÅË, ÓÔÒÏÉÔ ÚÁ ×ÒÅÍÑ min(3k + n+m+ 5; 3nm+ 1):446



äÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÎÕÌÑÍÉ ×ÓÅ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÈÏÄÙ ÜËÒÁÎÁ ËÒÏÍÅÏÄÎÏÇÏ, �ÅÒ×ÏÇÏ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÎÅÛÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ×ÙÈÏÄ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÅ�ÅÒØ ÚÁÄÁÞÁ ÓÏÓÔÏÉÔ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÒÏÉÔ ÌÀÂÏÅ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÅÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ×ÈÏÄ. ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÔÏÂÙ ËÌÅÔÏÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ ÉÍÅÌ 8 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. åÓÌÉ n;m 2 N, m;n � 2, ÔÏT (n;m; 8) � 2mn+ 5:á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÓËÒÅÎÎÀÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ü. ü. çÁÓÁÎÏ×Õ ÚÁ�ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÎÁÕÞÎÏÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å×÷. â. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. í.: éÚÄ-×Ï íçõ,1982.2. ëÕÄÒÑ×�Å×÷. â., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó., âÏÌÏÔÏ× á. á. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏ-ÒÉÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. | í.: îÁÕËÁ, 1990.3. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.íïäéæéëáãéñ �òáîóæïòíáãéïîîïçï íå�ïäá÷. å. èÁÞÁÔÒÑÎ, ñ. ç. ÷ÅÌÉËÁÑ (âÅÌÇÏÒÏÄ)�ÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÏÄÅÌÅÊ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ [1℄, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔÒÁÓ�ÏÚÎÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞ-ÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× [2℄. õÎÉËÁÌØÎÏÓÔØ ÍÅÔÏÄÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏÏÎ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÁÓ�ÏÚÎÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÅÊ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ�ÒÏÂÌÅÍÁ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ [3℄. äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, �ÏÄ ÍÏ-ÄÅÌØÀ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ n-ÌÅÎÔÏÞÎÙÊ ÂÉÎÁÒÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ [2℄. ðÒÉ �ÒÏ-×ÅÒËÅ ÍÏÄÅÌÅÊ D1 É D2 ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÍÅ-ÔÏÄÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:� ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉ D1 ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ D1(F), ÏÓÔÏ×-ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï [1℄, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÕËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÁÒÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ×ÅÒÛÉÎ S=f(s1,s01),. . . ,(sk,s0k)g [2℄;
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� ÍÏÄÅÌØ D2, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÆÒÁÇÍÅÎÔÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ-ÍÉ, �ÅÒÅÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ × ÎÏ×ÕÀ ÍÏÄÅÌØ D3, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔ-ÓÑ ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÙÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ D3(F), ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ D1(F). ÷ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÍÏÄÅ-ÌÉ D1 É D2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚS0=f(d1; d01),. . . , (dk,d0k)g ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ×ÅÒÛÉÎ, ÇÄÅ di, siÉ d0i ,s0i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ×ÅÒÛÉÎÙ. óÏÏÔ×ÅÔÓ×ÉÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× D1(F) ÉD3(F);� ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �ÒÏ×ÅÒÑÀÔÓÑ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ �ÒÏ�ÅÓÓÏÍ �ÏÄ-ÍÏÄÅÌÉ D3(di),D3(d0i), ÇÄÅ i=1,2,. . . ,k, Á ÞÅÒÅÚ D3(di),D3(d0i) ÏÂÏ-ÚÎÁÞÅÎÙ �ÏÄÍÏÄÅÌÉ ÍÏÄÅÌÉ D3, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ × ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ diÉ d0i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ;� ×ÙÛÅÏ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �Ï×ÔÏ-ÒÑÀÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ×ÎÏ×Ø �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÏÄÍÏÄÅÌÅÊ;� × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÍÏÄÅÌÅÊ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÄÅÒÅ×Ï �ÏÔÏÍËÏ×T(D1,D2), ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÍÅÞÁÀÔÓÑ �ÁÒÁÍÉ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅ-ÍÙÈ �ÏÄÍÏÄÅÌÅÊ. ëÏÒÅÎØ �ÏÍÅÞÁÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ (D1,D2), ×ÅÒÛÉÎÙÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÑÒÕÓÁ ÍÅÔËÁÍÉ (D3(di); D3(d0i)), ÇÄÅ i = 1; 2; : : : ; kÉ Ô. Ä.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [1℄. íÏÄÅÌÉ D1 É D2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÄÅÒÅ×Å �ÏÔÏÍËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ,ËÁÖÄÁÑ ÍÅÔËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÁÒ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÄÅÌÉ ÂÕÄÕÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ �ÁÒÙ ÂÕ-ÄÕÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÌÉÛØ ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÒÅ×Ï×ÉÄ-ÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÉÍÅ-ÅÔ ÍÅÓÔÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ × ÍÏÄÅÌÉ D ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ si, ×ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ×ÈÏÄÁ ÍÏÄÅÌÉ D, ×ÅÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÒÏÓÔÙÅ �ÕÔÉ. �ÏÇÄÁ,ÄÌÑ �ÁÒÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (si, s0i) ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ si É s0i ÄÒÅ-×Ï×ÉÄÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ D(F) ÂÕÄÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ×ÅÔ×ÑÈ. ðÏÓÌÅÄ-ÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÛÁÇÅ ÍÅÔÏÄÁ �ÏÄÍÏÄÅÌÉ D3(di) É D3(d0i), ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁÄÁÀÔÓÑÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ. ðÏÄÍÏÄÅÌÉ D3(di) É D3(d0i) ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ si É s0i ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×Å-Ô×É ÄÒÅ×Ï×ÉÄÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑD1(F ),�ÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁ si �ÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ×ÅÒÛÉÎÅ s0i, ÇÄÅ i = 1; 2; : : : ; k, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÁË si<s0i. �ÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ di, d0i × ÍÏÄÅÌÉ D3 ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÔ×É, �ÒÉÞÅÍ di<d0i. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÄÍÏÄÅÌØ D3(d0i)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ �ÏÄÍÏÄÅÌÉ D3(di). íÏÄÅÌØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ448



�ÏËÒÙÔÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚ Ó�ÉÓËÁS=f(s1,s01),. . . ,(sk,s0k)g ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ si<s0i, ÇÄÅ i = 1; 2; : : : ; k.÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ , ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÏ�ÅÄÕÒÁ  �Ï ÌÀÂÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÔÒÏÉÔ ÅÊ ÓÔÒÏÇÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ �ÏËÒÙÔÉÅÍ.íÏÄÅÌÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (Á×ÔÏÍÁÔÎÏ- ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ Õ ÎÉÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÓÔÏÒÉÊ �ÕÔÅÊ, ×Å-ÄÕÝÉÈ ÉÚ ×ÈÏÄÁ ×ÙÈÏÄ [2℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÏ×ÅÒ-ËÅ ÍÏÄÅÌÅÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÏÎ-ÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÅÔ ×ÙÄÁÔØ, Ä×Á ÔÉ�Á ÓÅÞÅÎÉÊ. ðÅÒ×ÙÊ ÔÉ� | ÜÔÏ�-ÓÅÞÅÎÉÅ, ÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅ ÍÅÔËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ �ÁÒÍÏÄÅÌÅÊ; ×ÔÏÒÏÊ ÔÉ� | �-ÓÅÞÅÎÉÅ, ÌÀÂÁÑ ÍÅÔËÁ ÓÅÞÅÎÉÑ �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ× ÄÅÒÅ×Å �ÏÔÏÍËÏ×, �ÒÉÞÅÍ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÔ×É.ðÒÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÍÏÄÅÌÅÊ D1 É D2, ÎÁ ÓÔÒÏÇÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ,�ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØ D2 �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. åÓÌÉ ÍÏÄÅÌÉ D1 É D2 ÓÔÒÏÇÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, Á D2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ, ÔÏÇÄÁ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÁÓ�Ï-ÚÎÁÅÔ ÓÔÒÏÇÕÀ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �-ÓÅÞÅÎÉÅÍ.íÏÄÉÆÉ�ÉÒÕÅÍ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÉ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÎÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÅÊ, ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÛÁÇÅ ×Ù�ÏÌÎÅ-ÎÉÑ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ, �ÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ:1) �ÅÒ×ÕÀ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÕÀ ÅÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ;2) ×ÔÏÒÕÀ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÕÀ.ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�É-ÏÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ �ÏÚ×ÏÌÉÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÌÅÎÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÔÏÌØËÏ ÚÁ ÓÞÅÔ �-ÓÅÞÅÎÉÑ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é., èÁÞÁÔÒÑÎ ÷. å. íÅÔÏÄ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÎÎÏÇÏÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ × ÍÏÄÅÌÑÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ // íÁÔÅÒÉ-ÁÌÙ ÷ÏÓØÍÏÇÏ íÅÖÄ. ÓÅÍ. "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅ-ÎÉÑ". | í., 2004. | ó. 38{43.2. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é., èÁÞÁÔÒÑÎ ÷. å. ïÂ ÏÄÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ËÒÁÚÒÅÛÅÎÉÀ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ // ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. |2004. | � 3. | ó. 3{220.3. èÁÞÁÔÒÑÎ ÷. å., ÷ÅÌÉËÁÑ ñ. ç. ï ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÍÅÔÏÄÅÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ // �ÒÕÄÙ ×ÏÓØÍÏÊ ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ".| í., 2009. | ó. 202{206. 449



4. èÁÞÁÔÒÑÎ ÷. å., ÷ÅÌÉËÁÑ ñ. ç. íÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ Ó ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÙÍ �ÏËÒÙÔÉÅÍ // îÁÕÞÎÙÅ ×ÅÄÏÍÏÓÔÉ âÅÌçõ". | 2009. | � 7. |ó. 29{34.5. èÁÞÁÔÒÑÎ ÷. å. �ÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ × ÍÏÄÅÌÑÈ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ // ÷ÅÓÔÎÉË ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. |2008.|� 4. |ó. 52{355.ï ðòåäåìøîùè ó÷ïêó�÷áèòåçõìñòîùè ñúùëï÷á. â. èÏÌÏÄÅÎËÏ (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ | × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÅÓÌÉÔÎÏÊ ÒÅÞÉ | ÔÒÅÂÕÀÔ �ÒÏÓÔÙÈ É ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÅÓÔÅ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÑÚÙËÏ×. þÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÑÚÙ-ËÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÙÅ ÍÏÄÅÌÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ | n-ÇÒÁÍÍÎÙÅÍÏÄÅÌÉ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÉÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÓÌÁÂÏ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄ�ÒÉÎÑÔÁ �Ï�ÙÔËÁ �ÅÒÅÎÅÓÔÉ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ ÎÁ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÑÚÙËÉ, ÞÔÏ �Ï-Ú×ÏÌÑÅÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÌÕÞÛÅ �ÏÎÑÔØ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÅÊ,ÎÏ É �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÏ×ÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÓÁÍÉÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈÑÚÙËÏ×.÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ n-ÇÒÁÍÍÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÎÁÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÑÚÙËÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ × ÎÁÞÁÌÅ ××ÏÄÉÔÓÑ ÞÁ-ÓÔÏÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á w ÎÁ s-Í ÍÅÓÔÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ�ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á w ËÁË �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ s ÓÔÒÅ-ÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ:ðÕÓÔØ L(s) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ× ÑÚÙËÁ L ÄÌÉÎÙ s; PL| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÒÅÆÉËÓÏ× ÓÌÏ× ÑÚÙËÁ L, ×ËÌÀÞÁÑ ÓÁÍÉ ÓÌÏ×Á; L | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÌÏ×ÑÚÙËÁ L, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÓÌÏ×Ï .ðÕÓÔØ jwj = n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ lw(s) ÞÉÓÌÏ ÓÌÏ× ÑÚÙËÁ L, ÉÍÅÀ-ÝÉÈ Ó (s�n+1)-Ê �Ï s-À ÂÕË×Õ �ÏÄÓÌÏ×Ï w, ÔÏ ÅÓÔØ lw(s) = jPLw(s)j.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Gw(s) = lw(s)Pjw0j=jwj lw0 (s) ÞÁÓÔÏÔÕ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉÓÌÏ×Á w ÎÁ s-Í ÍÅÓÔÅ. �ÏÇÄÁ Gw = lims!1Gw(s) | �ÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔÏÔÁ×ÓÔÒÅÞÁÅÍÏÓÔÉ ÓÌÏ×Á w ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÌÏ× ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ.
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ðÕÓÔØ w 2 A�, a 2 A, jwaj = n. ÷×ÅÄ£Í ×ÅÌÉÞÉÎÕ �w;a ËÁË�w;a = lims!1�w;a(s) = lims!1 lwa(s)Pjw0j=jwj lw0a(s) :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅÌÉÞÉÎÕ �w;a, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÁÚÏ×£Í n-ÇÒÁÍÍÏÊ ÑÚÙËÁ L ÄÌÑ �ÁÒÙ (w; a).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ñÚÙË L ÎÁÚÏ×£Í ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ ÑÚÙËÏÍ �ÏÒÑÄËÁ n,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ n-ÇÒÁÍÍÙ �w;a, ÇÄÅ jwaj = n É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅÞÁÓÔÏÔÙ Gv , ÇÄÅ jvj = n.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÚÙËÏ× �ÏÒÑÄËÁ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚM(n);ËÌÁÓÓ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÚÙËÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M .ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÑÚÙËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉ-ÍÉ, ÏÄÎÁËÏ ÄÏÌÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÚÙËÏ× ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÏ××ÅÌÉËÁ. åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÚÙËÏ×, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÔÁËÉÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Ë ÞÉÓÌÕ ×ÓÅÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÔÅÍÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ (1� 1=e).ëÌÁÓÓÙ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÚÙËÏ× ÓÔÒÏÇÏ ×ËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ:�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÑÚÙË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ �ÏÒÑÄËÁ n, ÔÏ ÏÎÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÍ �ÏÒÑÄËÁ k ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k < n.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n 2 N ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÑÚÙË L, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏL 2M(n� 1), ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ L 62M(n).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÒËÏ×ÓËÉÅ ÑÚÙËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÓÕÖÁÀÝÕÀÓÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ:M(1) �M(2) �M(3) � : : : �M(n) � : : : �M .ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÑÚÙË L ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ, ÔÏ �Å�ÏÞËÁ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÊ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÛÁÇÅ É ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÅÇÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ËÌÁÓÓÕ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÚÙËÏ× ÚÁ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÑÚÙË LA ÚÁÄÁÎ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ A = fA;Q; ';QF ; q0g,ÔÏ ÉÚ LA 2M(2jQj) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ LA 2M .ìÀÂÁÑ n-ÇÒÁÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÁ �Ï ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �ÅÒÅÈÏÄÏ×Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÍÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� ÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÚÙËÏ× ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÑÚÙËÏ×ÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ: ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ,�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ, �ÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ××ÅÓÔÉ × ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÑÚÙËÏ×. ðÒÉÍÅ-ÒÏÍ ÔÁËÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ËÁÓËÁÄÎÏ-ÄÅÆÉÎÉÔÎÙÈ ÑÚÙËÏ×, �Ï-ÌÕÞÁÅÍÙÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ ÄÅÆÉÎÉÔÎÙÈ ÑÚÙËÏ× �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÇÏ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ Ä×ÕÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.451



ðÕÓÔØ A1 = (A;Q1; '1; Q1F ; q10), A2 = (A;Q2; '2; Q2F ; q20) | ËÏÎÅÞ-ÎÙÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ q1 2 Q1 É q2 2 Q2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÓËÌÅÊËÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× A1 É A2 ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔA = (A;Q1 [Q2 n fq1g; ';Q1F [Q2F n fq1g; q10); ÇÄÅ'(q; a) = 8><>: '1(q; a) ÅÓÌÉ q 2 Q1 n fq1g É '1(q; a) 6= q1q2 ÅÓÌÉ q 2 Q1 n fq1g É '1(q; a) = q1'1(q2; a) ÅÓÌÉ q = q1'2(q; a) ÅÓÌÉ q 2 Q2:ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ××ÅÄ£ÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓËÌÅÊËÉ Ä×ÕÈÁ×ÔÏÍÁÔÏ× �Ï �ÁÒÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØ Á×ÔÏÍÁÔÙ Ó ÚÁ-ÄÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×: "�ÉËÌÏ×" É"ÏÔÒÅÚËÏ×".õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï fGabg Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÂÉÇÒÁÍÍÄÌÑ ÑÚÙËÁ L ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ:�i �Mi, ÇÄÅ �i | ÓÕÍÍÁ �Ï i-ÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ, Á Mi | ÍÁËÓÉÍÕÍ �Ï i-ÊÓÔÒÏËÅ × ÍÁÔÒÉ�Å �ÅÒÅÈÏÄÏ× ÄÌÑ Á×ÔÏÍÁÔÁ, ÚÁÄÁÀÝÅÇÏ ÑÚÙË L.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷×ÅÄ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×É-ÅÍ ÂÉÇÒÁÍÍÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fGabg, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÅÊ ÍÁÔÒÉ�Õ� ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÂÉÇÒÁÍÍÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÂÉÇÒÁÍÍÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù � ÎÁÊ-Ä£ÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔ A, ÍÁÔÒÉ�Á ÂÉÇÒÁÍÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ �A ÂÕÄÅÔ × ÔÏÞ-ÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÂÉÇÒÁÍÍÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ �, É ËÏÔÏÒÙÊÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ "�ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ" Á×ÔÏÍÁÔÏ× | "ÏÔÒÅÚËÏ×"É "�ÉËÌÏ×" �ÕÔ£Í �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓËÌÅÊËÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÂÉÇÒÁÍÍÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÙÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏ-ÓÔØÀ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÉÇÒÁÍÍÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ (ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ) �ÏÓÔÒÏÅÎ Á×ÔÏÍÁÔ A0, ÉÍÅÀÝÉÊ ÂÉÇÒÁÍÍ-ÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÚÁÄÁÎÎÏÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. èÏÌÏÄÅÎËÏ á. â. ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÑÚÙËÏ×ÙÈ ÍÏ-ÄÅÌÅÊ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÒÕÓÓËÏÊ ÒÅÞÉ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅÓÉÓÔÅÍÙ. | 2002. | �. 6, ×Ù�. 1{4. | ó. 381{394.2. âÁÂÉÎ ä. î., èÏÌÏÄÅÎËÏ á. â. ïÂ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ-�ÉÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÑÚÙËÏ× // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2008. |�. 12, ×Ù�. 1{4. | ó. 125{136.3. èÏÌÏÄÅÎËÏ á. â. ï ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÁÈ // íÁÔÅ-ÒÉÁÌÙ IX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É Å£452



�ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 75-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ-×Á (18{23 ÉÀÎÑ 2007 ÇÏÄÁ). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÁ íçõ, 2007. |ó. 358{361.ïâ á-ðïìîï�å é ðïìîï�å ÷ ëìáóóåìéîåêîï-á÷�ïíá�îùè æõîëãéêîáä ðòïó�ùíé ëïîåþîùíé ðïìñíéá. á. þÁÓÏ×ÓËÉÈ (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÒÅÛÅÎÙ ÚÁÄÁÞÉ á-�ÏÌÎÏÔÙ É �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ E2 = f0; 1g. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊÒÁÂÏÔÅ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÎÁÄ �ÏÌÅÍ Ep; Ep = f0; 1; : : : ; p� 1g, ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p. þÅÒÅÚ Ep[�℄ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ � ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Ep. äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ Ep[�℄ Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ E0p[�℄. ðÏÌÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ Ep[�℄ �ÒÉ-ÎÑÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Ep(�), Á ÅÇÏ �ÏÄËÏÌØ�Ï�u(�)v(�) j u(�) 2 Ep[�℄; v(�) 2 E0p[�℄�ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ E0p(�). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÏÊ � Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Ep ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Rp(�).ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f (x1; : : : ; xn) ÉÚRnp (�) × Rp(�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ (Ì.-Á. ÆÕÎË-�ÉÅÊ) ÎÁÄ Ep, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ �i; �i 2 E0p(�); i = 0; 1; : : : ; n, ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �i; �i 2 Rp(�); i = 1; 2; : : : ; n, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf (�1; �2; : : : ; �n) =Pni=1 �i�i+�0; ÇÄÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ "+" É "�" ÉÎÄÕ�ÉÒÏ-×ÁÎÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ × Ep. ðÏÜÔÏÍÕ Ì.-Á. ÆÕÎË�ÉÑ f (x1; : : : ; xn) ÚÁÄÁÅÔÓÑ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ Pni=1 �ixi + �0.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ Ì.-Á. ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ Ep ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Lp. ÷ ËÌÁÓÓÅ LpÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ A [2℄, Á ÔÁËÖÅÏ�ÅÒÁÔÏÒ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ �Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ [3℄ (ÓÔÒ. 161).
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ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U(f) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f�i(�)ji = 1; 2; : : : ; ng. äÌÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á M , M � Lp, �ÏÌÏÖÉÍU(M) = [f2MU(f):ðÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xi ÆÕÎË�ÉÉ f , f = Pni=1 �ixi + �0, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ �i 6= 0. ðÅÒÅÍÅÎÎÕÀ xj ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ �j 62 f�gE0p(�). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ì.-Á. ÆÕÎË�ÉÊ.ðÕÓÔØ k 2 Ep,Tk = ff j f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ k × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔg ;V1 = f f j f ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊg ;Vp = f f j ÓÕÍÍÁ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÏ× ÉÚU(f) �Ï ÍÏÄÕÌÀ p ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó 1g ;M ��2� = f f j f ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÈÏÄÁ× ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÍg :þÅÒÅÚ AJp ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× Ì.-Á. ÆÕÎË-�ÉÊ. AJp = � V1; Vp;M ��2� ; Tk j k = 0; 1; : : : ; p� 1	 :�ÅÏÒÅÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔ×Ï AJp Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ á-ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ á-�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ × Lp ËÌÁÓÓÏ×.á-�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× × Lp, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × AJp, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ.÷×ÅÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ Ì.-Á. ÆÕÎË�ÉÉf (x1; x2; : : : ; xn), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f =Pni=1 �ixi + �0.ðÏÌÏÖÉÍM (1)0 = n u(�)v(�) j u(�) 2 Ep[�℄; v(�) 2 E0p[�℄; ÎÁÊÄÅÔÓÑ a; a 2 Ep; ÞÔÏdeg (u(�)� av(�)) < deg v(�); É u(�)� av(�) 2 f�g �Ep[�℄g ;M (1)i = n u(�)v(�) j u(�) 2 Ep[�℄; v(�) 2 E0p[�℄;ÎÁÊÄÅÔÓÑ a; a 2 Ep; ÞÔÏ �pi(�)ju(�)� av(�)g ; i = 1; 2; : : : ;454



R(1)0 = n u(�)v(�) j u(�) 2 Ep[�℄; v(�) 2 E0p[�℄; deg u(�) < deg v(�)o ;R(1)i = n u(�)v(�) j u(�) 2 Ep[�℄; v(�) 2 E0p[�℄;(u(�); v(�)) = 1; pi(�)ju(�)g ; i = 1; 2; : : : ;~R(1)0 = n�j� 2 E0(�); � = uv ; degu � deg vo ;~R(1)i = n�j� 2 E0(�); � = uv ; (v; pi) = 1o ; i = 2; 3; : : : ;Mi = nf j f 2 Lp; U(f) �M (1)i o ; i = 0; 1; : : : ;Ri = nf j f 2 Lp; ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �; � 2 U(f); ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ� 2 ~R(1)i ; ÅÓÌÉ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ f; É � 2 R(1)i ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅo ;RÎi = nf j f 2 Lp; ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �; � 2 U(f); ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ� 2 ~R(1)i ; ÅÓÌÉ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ f; É � 2 R(1)i ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅo :þÅÒÅÚ Jp ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏfT0; T1; : : : ; Tp�1; V1; Vp;Mi; i = 0; 1; : : : ; RÓj ; RÎj ; j = 0; 2; 3; : : :	 :�ÅÏÒÅÍÁ 2. Jp | ËÒÉÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ × Lp, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑÉÚ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× É ÌÀÂÏÊ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÊ × Lp ËÌÁÓÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ-ÓÑ × Jp.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÒÏÂÌÅÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ É á-�ÏÌÎÏÔÙ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× ÉÚ Lp ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. þÁÓÏ×ÓËÉÈ á. á. ï �ÏÌÎÏÔÅ × ËÌÁÓÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 3. | í.: îÁÕËÁ,1991. | ó. 140{166. 455



2. âÕÅ×ÉÞ ÷. á. ïÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÑ á-�ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ. |1972. | ÷Ù�. 6.3. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â., áÌÅÛÉÎ ó. ÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á. ó. üÌÅÍÅÎÔÙÔÅÏÒÉÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1978.ïãåîëé ðòéâìéöåîéñ îåðòåòù÷îùè æõîëãéêëïîåþîùíé á÷�ïíá�áíéá. î. þÅÒÅ�Ï× (óÍÏÌÅÎÓË)úÁÄÁÞÁ ÏÂ Ï�ÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÉ ËÌÁÓÓÏ× ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÂÌÉÚËÉÍÉ Ë Á×-ÔÏÍÁÔÎÙÍ, ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ. ÷ ÔÅÈÎÉËÅ ÞÁÓÔÏÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á,ÆÕË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÎÁ×ÈÏÄ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÏÓÔÕ�ÁÀÔ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ,Á ÓÁÍÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ. ðÒÉ-ÍÅÒÏÍ ÔÁËÉÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Á �ÏÄËÌÀÞÅÎÎÙÅ Ë �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍÕ �ÏÒÔÕ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÅ ÆÕÎË-�ÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÁÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÄÁ×ÁÔØ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×ÁÄ×ÏÉÞÎÙÊ ÒÁÚÒÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓÒÁÚÕ �ÏÓÌÅ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ ÎÁ ×ÈÏÄÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [1{3℄, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ËÌÁÓÓ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ. üÔÏÔ ËÌÁÓÓ �ÏÑ×ÌÑÅÔ-ÓÑ �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ �ÏÎÑÔÉÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ.âÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ ÒÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ, ÇÄÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÏ�ÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÚÁÄÅÒÖËÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [4℄ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, �ÏÎÉÍÁÅÍÏÊ ËÁË ÞÉ-ÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ, �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÀ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ E. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ f : En ! E ÏÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ P . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a1; a2; : : : ; an | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÉÚ E, Á ~a = (a1; a2; : : : ; an) | ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.ðÕÓÔØ a1jk; a2jk; : : : ; anjk | �ÅÒ×ÙÅ k ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊa1; a2; : : : ; an ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÇÄÁ ~ajk = (a1jk; a2jk; ; anjk).
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 [3℄. çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉ-ÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ �; ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 1; 2; 3; : : : É ÌÀÂÙÈ ~a;~b×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: ~ajk + � = ~bjk + � ) f(~a)jk = f(~b)jk:ðÒÉ � = 0 ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÙÞÎÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ � , ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ g, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ~a É b = g(~a); b = b(1)b(2)b(3) : : : ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ~a ÒÁ×ÎÏ f(~a) = b(� + 1)b(� + 2)b(� + 3) : : :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. îÁÚÏ×ÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ �ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ �ÏÄÁÞÅ ÎÁ ÅÇÏ ×ÈÏÄÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ×ÈÏÄÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÆÏÒÍÉÒÏ×ÁÔØ ×ÙÈÏÄÎÕÀ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ Ó �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ, Á Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ-ÄÅÒÖËÏÊ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ � .ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÅÄÉÎÉÞ-ÎÏÇÏ ËÕÂÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [0,1℄. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ Ä×ÏÉÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔÉ a(1)a(2) : : : a(i) : : : ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄, ÒÁ×ÎÏÅ0; a(1)a(2) : : : a(i) : : : : éÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ0; a(1)a(2) : : : a(i)100 : : : = 0; a(1)a(2) : : : a(i)0111 : : :×ÙÂÅÒÅÍ �ÅÒ×ÏÅ. äÌÑ ÞÉÓÌÁ 1 ÂÅÒÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ 1 = 0; 1111 : : :.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ " > 0; ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ d(~x)"-ÒÁ×ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(~x) ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ [0; 1℄n; ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ~x 2[0; 1℄n ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ j f(~x)�d(~x) j< ": âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ d(~x) "-�ÒÉÂÌÉÖÁÅÔ f(~x): åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ d(~x) "-�ÒÉÂÌÉÖÁÅÔf(~x) É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ËÏÎÅÞÎÙÍÁ×ÔÏÍÁÔÏÍ A Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ � , ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ A "-�ÒÉÂÌÉÖÁÅÔ f(~x).�ÅÏÒÅÍÁ 1 [1℄. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(~x) 2 C(In)ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � É ÆÕÎË�ÉÑ d(~x) 2 D�d ÔÁËÉÅ, ÞÔÏd(~x) "-ÒÁ×ÎÁ f(~x):îÅ ×ÓÑËÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ "-�ÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÏÂÙÞÎÙÍËÏÎÅÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ, ÔÁË ËÁË ÎÅ ×ÓÑËÕÀ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ457



ÍÏÖÎÏ "-�ÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ [3℄. îÏ ËÏÎÅÞÎÙÈÁ×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 2 [4℄. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(~x) 2 C[0; 1℄nÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ � � 0 É ËÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ A Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ �ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ A "-�ÒÉÂÌÉÖÁÅÔ f(~x).÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ Ó×ÏÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ÷. á. âÕÅ-×ÉÞÕ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. þÅÒÅ�Ï× á. î. ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÚÁ-ÄÅÒÖËÏÊ // óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. óÂÏÒÎÉË ÔÒÕ-ÄÏ× 16 íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ. | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2006. | ó. 118{122.2. þÅÒÅ�Ï× á. î. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕ-ÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ É ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÎÁÕËÉ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ 9 íÅÖÄÕÎÁÒÏÄ-ÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ. |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ -ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØ-ÔÅÔÁ íçõ, 2006. | ó. 307{310.3. þÅÒÅ�Ï× á. î. ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÚÁ-ÄÅÒÖËÏÊ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2008. | �. 20, ×Ù�. 4. |ó. 147{156.4. þÅÒÅ�Ï× á. î. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÍÉÁ×ÔÏÍÁÔÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.�ÒÕÄÙ 8 íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ. | í.: íÁËÓðÒÅÓÓ, 2009. |ó. 339{343.
á÷�ïíá�îáñ íïäåìø ìåçëéè âåú ðá�ïìïçéêà. ç. þÅÒÎÏ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉÒÏ×-ËÉ ×ÅÝÅÓÔ×Á × ÌÅÇËÉÈ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ �ÁÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ, É ÉÚÕ-ÞÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ �ÒÏ�ÅÓÓ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉÒÏ×ËÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÁÄÅ-Ë×ÁÔÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ.458



òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ Ä×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ, ËÏÇÄÁ ÌÅÇËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÉ-ÒÕÀÔ × ÞÉÓÔÏÊ ÓÒÅÄÅ, Á ÔÁËÖÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÓÒÅÄÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏ-×ÏÊ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÒÅÛÅÎÙ ÚÁÄÁÞÉ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÁÍÏÏÞÉÝÅÎÉÑ, Ï�É-ÓÁÎÉÑ ÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ É ÆÉÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ Á×ÔÏ-ÍÁÔÁ, ÎÁÊÄÅÎÙ ËÒÉÔÅÒÉÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × ÄÒÕÇÏÅ,�ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÊ, Ï�ÅÎÅÎÙ ×ÓÅ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÈÁÒÁËÔÅÉÚÕÀÝÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅÚÁÄÁÞÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÞÉÓÔÏÊ ÓÒÅÄÙ ÕÓ�ÅÛÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÚÁÇÒÑÚÎÅÎÎÏÊ, ÎÏ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÏÊ ÓÒÅÄÙ. ï�ÉÓÁÎÙ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÒÅÄÙ, ×ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÇËÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÔ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÏÌÅÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÇÏ ÚÁ-ÇÒÑÚÎÅÎÉÑ. üÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ËÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈÓÒÅÄÓÔ×, ÔÁË É Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÒÅÄÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÑÚÙËÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑÍÏÄÅÌÉ ÄÌÑ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÓÒÅÄ ÕÄÁÌÏÓØ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÌÅÇËÉÈ × �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �Ï ÚÁÇÒÑÚÎÅÎÉÀ ÓÒÅÄÁÈ. ÷ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ �Ï-ÌÕÞÅÎÙÅ ÄÌÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ "ÓËÌÅÉ-×ÁÀÝÉÈ" �ÒÏ�ÅÄÕÒ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ�ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÁÔØ ÓÔÒÕËÔÕÒÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, ÁÄÅË×ÁÔÎÙÊÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÀ ÌÅÇËÉÈ × �ÅÒÅÍÅÎÎÏ-ÚÁÇÒÑÚÎÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÁÈ É ÒÅ-ÛÉÔØ ×ÅÓØ �ÉËÌ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ëÕÄÒÑ×�Å×Õ ÷ÁÌÅÒÉÀ âÏÒÉÓÏ×É-ÞÕ É þÕÞÁÌÉÎÕ áÌÅËÓÁÎÄÒÕ çÒÉÇÏÒØÅ×ÉÞÕ ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÁÕÞÎÏÅ ÒÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÄÒÑ×�Å× ÷.â., áÌÅÛÉÎ ó.÷., ðÏÄËÏÌÚÉÎ á.ó. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÔÅÏÒÉÀ Á×ÔÏÍÁÔÏ×. | í.: îÁÕËÁ, 1985.2. çÅÒÁÓØËÉÎÁ (þÅÒÎÏ×Á) à.ç. ïÂ ÏÄÎÏÊ Á×ÔÏÍÁÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÂÉÏÌÏÇÉÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2007. | �. 19, ×Ù�. 3. |ó. 122{139.3. çÅÒÁÓØËÉÎÁ (þÅÒÎÏ×Á) à.ç. á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉ-ÒÏ×ËÉ ×ÅÝÅÓÔ×Á �Ï ÌÅÇËÉÍ × ÚÁÇÒÑÚÎÅÎÎÙÈ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÓÒÅÄÁÈ //éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2008. | �. 12, ×Ù�. 1{2. | ó. 151{179.4. çÅÒÁÓØËÉÎÁ (þÅÒÎÏ×Á) à.ç. ï ÓÔÁÒÔÏ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ Á×ÔÏÍÁÔ-ÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÌÅÇËÉÈ × ÞÉÓÔÏÊ ÓÒÅÄÅ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2008. | �. 20, ×Ù�. 3. | C. 119{135.5. çÅÒÁÓØËÉÎÁ (þÅÒÎÏ×Á) à.ç. á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÉ-ÒÏ×ËÉ ×ÅÝÅÓÔ×Á �Ï ÌÅÇËÉÍ × ÚÁÇÒÑÚÎÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÁÈ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØ-ÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2008. | �. 12, ×Ù�. 1{4. | C. 179{210.
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üëóðåò�îáñ óéó�åíá üëóðòåóóîïê ïãåîëéúïìï�ïòõäîùè íåó�ïòïöäåîéê îá ïóîï÷å÷ùâïòá ïâÿåë�ï÷-áîáìïçï÷é ëïçîé�é÷îïê çòáæéëéé. á. þÉÖÏ×Á, í. í. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×,ó. æ. óÔÒÕÖËÏ× (íÏÓË×Á), ä. á. ðÏËÒÏ×ÓËÉÊ (ðÁÒÉÖ)ðÒÏÂÌÅÍÁ �ÏÉÓËÁ ÇÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ (ÍÅÓÔÏÒÏÖÄÅÎÉÑ), ÎÁÉ-ÂÏÌÅÅ ÓÈÏÄÎÏÇÏ Ó ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍÙÍ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÑÍ, ×ÓÅÇÄÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÌÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ. ðÕÔÉ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÏ ÏÓÏ-ÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ �ÏÄÈÏÄ Á×ÔÏÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ �Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÍÅÒÁÍ ÓÈÏÄÓÔ×Á, ÄÁÀÝÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ. ðÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏ-ÍÕ ÓÒÅÄÉ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ ÜÔÁÌÏÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÂÌÉÖÁÊÛÅÍÕ ÁÎÁ-ÌÏÇÕ �Ï ÍÅÔÏÄÕ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÁ Ï�ÅÎËÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÜËÓ-�ÅÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÏÇÒÏÍÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÇÎÉÔÉ×-ÎÙÈ (Ô. Å. Ó�ÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÏÚÎÁÎÉÀ) Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ, �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÏ ÅÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÉ ÜËÓ�ÒÅÓÓ-Ï�ÅÎËÅ ÍÅÓÔÏ-ÒÏÖÄÅÎÉÊ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÜÔÁÌÏÎÎÏÍ ÏÂßÅËÔÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÇÌÑÄ-ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÉÚÎÁËÏ× É ÇÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ, ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙÈ ÎÁ ÓÌÁÂÏÉÚÕÞÅÎÎÏÍ ÏÂßÅËÔÅ. ÷�ÅÒ×ÙÅ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËÓ�ÒÅÓÓ-Ï�ÅÎËÉÚÏÌÏÔÏÒÕÄÎÙÈ ÍÅÓÔÏÒÏÖÄÅÎÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ×ÙÂÏÒÁ ÏÂßÅËÔÁ-ÁÎÁÌÏÇÁ ÄÏ-�ÏÌÎÅÎÁ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÂÁÚÏÊ ÄÁÎÎÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÇÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÁ-ÔÅÒÉÁÌÙ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ �ÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÍÅÓÔÏÒÏÖÄÅÎÉÊ, ÎÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ-×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÔÅËÓÔÏ×ÏÍ ÉÌÉ �ÉÆÒÏ×ÏÍ ×ÉÄÅ. õÞÉÔÙ×ÁÑÛÉÒÏËÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÉÎÔÅÒÎÅÔ-ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ, ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑÂÙÌÁ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ HTML-ÆÁÊÌÏ×, ÏÂÅÓ-�ÅÞÉ×ÁÀÝÁÑ ÈÒÁÎÅÎÉÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÔÒÏ×ÙÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÊ.÷ ÎÁÕÞÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É × ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ, ÎÁÓÔÁÄÉÑÈ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÒÁÚÒÁÂÏÔËÉ ÍÏÄÅÌÅÊ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍÙÈÏÂßÅËÔÏ×, ÓÈÅÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ×ÓÅÇÄÁ �ÒÉÍÅÎÑÌÁÓØ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÁÑÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ (ËÁÒÔÙ, ÓÈÅÍÙ, ÒÁÚÒÅÚÙ, ÇÒÁÆÉËÉ É Ô. Ä.). óÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÈÒÁÎÉÔØ, ÂÙÓÔÒÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÎÅ-ÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ É ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÅÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.ëÏÇÎÉÔÉ×ÎÏÅ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËÓÉÎÔÅÚ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÇÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÏÇÎÉÔÉ×-ÎÏÊ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÇÒÁÆÉËÉ. ðÏÄ ÔÅÒÍÉÎÏÍ ËÏÇÎÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÁÆÉËÁ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ �ÒÉÅÍÏ× É ÍÅÔÏÄÏ× ÏÂÒÁÚÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÉÂÏ ÓÒÁÚÕ Õ×ÉÄÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ,ÌÉÂÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÄÓËÁÚËÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ.÷ �ÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÉ Ë ÒÁÂÏÔÅ (úÅÎËÉÎ, 1991) ä. á. ðÏÓ�ÅÌÏ× ÓÆÏÒÍÕ-ÌÉÒÏ×ÁÌ ÔÒÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÇÎÉÔÉ×ÎÏÊ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÇÒÁÆÉËÉ.460



ðÅÒ×ÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÔÁËÉÈ ÍÏÄÅÌÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁ-ÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÔØ ËÁË ÏÂßÅËÔÙ, ÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÅ ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÙÛÌÅÎÉÑ, ÔÁËÉ ÏÂÒÁÚÙ-ËÁÒÔÉÎÙ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ Ï�ÅÒÉÒÕÅÔ ÏÂÒÁÚÎÏÅ ÍÙÛÌÅÎÉÅ. ÷ÔÏ-ÒÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ×ÉÚÕÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÔÅÈ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ�ÏËÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÔÅËÓÔÏ×ÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. �ÒÅÔØÑ | �ÏÉÓË�ÕÔÅÊ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×-ËÁÒÔÉÎ Ë ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÉ�ÏÔÅÚÙ Ï ÔÅÈ ÍÅÈÁÎÉÚÍÁÈ É �ÒÏ�ÅÓÓÁÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓËÒÙ-ÔÙ ÚÁ ÄÉÎÁÍÉËÏÊ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÙÈ ËÁÒÔÉÎ. íÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ,ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.õÎÉÆÉËÁ�ÉÑ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÉÚÁ�ÉÑ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÉÌÌÀÓÔÒÁÔÉ×ÎÏÊÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ (ÒÁÓÔÒÏ×ÙÈ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÉ-ÌÉÔØ ÅÅ ËÏÇÎÉÔÉ×ÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, �ÏÓËÏÌØËÕ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ Õ�ÒÏ-ÝÁÅÔÓÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÅÅ ÁÎÁÌÉÚÁ �ÒÉ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ.õÞÉÔÙ×ÁÑ ÏÇÒÏÍÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÇÎÉÔÉ×ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ×, Á×ÔÏÒÙ �ÒÉÓÔÕ�ÉÌÉ Ë ÓÏÚÄÁÎÉÀ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÂÁ-ÚÙ ÄÁÎÎÙÈ ÄÌÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜËÓ�ÒÅÓÓ-Ï�ÅÎËÉ ÚÏÌÏÔÏÒÕÄÎÙÈ ÍÅÓÔÏÒÏÖÄÅÎÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ×ÙÂÏÒÁ ÏÂßÅËÔÁ-ÁÎÁÌÏÇÁ. �ÁËÁÑ ÂÁÚÁ Ó�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÁ ËÁË ÓÏÓÔÁ×ÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙáîáìïç, ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÏÊ Á×ÔÏÒÁÍÉ × 2002{2006 ÇÇ. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁÄÁ-ÞÅÊ, ÒÅÛÁÅÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ: �Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÕ �ÒÉÚÎÁ-ËÏ×, ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÜËÓ�ÅÒÔÉÒÕÅÍÏÍ ÏÂßÅËÔÅ, ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÈÏÄ-ÎÙÊ Ó ÎÉÍ ÏÂßÅËÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÔÁÌÏÎÏ× (ÈÏÒÏÛÏ ÉÚÕÞÅÎÎÙÈ ÚÏÌÏ-ÔÏÒÕÄÎÙÈ ÍÅÓÔÏÒÏÖÄÅÎÉÊ), ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ × ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ. ï�ÅÎËÁ ÜËÓ-�ÅÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÅÇÏ ÒÕÄÎÏ-ÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÔÉ�Á,ÍÁÓÛÔÁÂÎÏÓÔÉ ÏÒÕÄÅÎÅÎÉÑ) �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÍÅÔÏÄÕ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÎÁ ÏÓÎÏ-×ÁÎÉÉ ÚÎÁÎÉÊ ÏÂ ÜÔÁÌÏÎÎÏÍ ÏÂßÅËÔÅ-ÁÎÁÌÏÇÅ.éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÁ áîáìïç Ï�ÉÒÁÌÁÓØ ÎÁ ÆÁËÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÕÀÂÁÚÕ ÄÁÎÎÙÈ. îÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÄÅÎØ ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ï�ÉÓÁÎÉÅ 247 ÚÏ-ÌÏÔÏÒÕÄÎÙÈ ÍÅÓÔÏÒÏÖÄÅÎÉÊ íÉÒÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ 894 �ÒÉÚÎÁËÏ×, ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÎÙÈ × 26 ÇÒÕ��. çÒÁÆÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÉÚÕÁÌÉÚÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÔÕ ÞÁÓÔØ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ ÏÂ ÏÂßÅËÔÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏËÁÎÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÅËÓÔÏ×ÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ. òÁÚÒÁÂÏÔÁÎ ÂÌÏËÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÁÎËÁ ÄÁÎÎÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÒÁÓÔÒÏ×ÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ�Ï ÏÂßÅËÔÁÍ-ÜÔÁÌÏÎÁÍ (ËÁÒÔÙ, ÓÈÅÍÙ, ÇÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÚÒÅÚÙ, ÆÏÔÏÏÂÒÁÚ�Ï× É Ô. �.).üÔÏÔ ÂÌÏË ÎÏÓÉÔ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÉÌÌÀÓÔÒÁÔÉ×ÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. îÏ ÅÇÏ×ËÌÀÞÅÎÉÅ × ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÈÏÄÅ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ �Ï ÂÌÉÖÁÊÛÅÍÕ ÏÂßÅËÔÕ-ÁÎÁÌÏÇÕ Õ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÎÏ-×ÏÅ ÚÎÁÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÇÅÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÄÌÑÜËÓ�ÅÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ. åÓÌÉ ÉÌÌÀÓÔÒÁÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ËÏÍ�ØÀ-ÔÅÒÎÏÊ ÇÒÁÆÉËÉ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ × ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÁÄÅ-Ë×ÁÔÎÏÍ ×ÉÚÕÁÌØÎÏÍ ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÔÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁ-461



ÎÅÎÉÅ ÚÎÁÎÉÑ �Ï ÍÅÔÏÄÕ ÁÎÁÌÏÇÉÉ ÎÁ ÜËÓ�ÅÒÔÉÒÕÅÍÙÊ ÏÂßÅËÔ ÎÏÓÉÔËÏÇÎÉÔÉ×ÎÙÊ ÈÁ ÒÁËÔÅÒ É Ó�ÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÏÍÕ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÕ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÏÆÅÓÓÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÉÎÔÕÉ�ÉÉ.÷ÙÂÏÒ Ó�ÏÓÏÂÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÅÒÙ ÓÈÏÄÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× (ÜÔÁÌÏÎÏ× ÉÚÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ É ÜËÓ�ÅÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ) �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÉ ÏÔ ×ÉÄÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÎÏÓÉÔØ ËÁËËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÔÁË É ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ (þÉÖÏ×Á, 2004). ÷ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ ÓÈÏÄÓÔ×Á ÍÅÖÄÕ ÏÂßÅËÔÁÍÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ-�ÉÑ ÍÅÒÙ ÓÈÏÄÓÔ×Á çÏ×ÅÒÁ Ó ÕÞÅÔÏÍ �ÒÉÒÏÄÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÜËÓ�ÅÒÔÉÒÕÅÍÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ Ó ÏÂßÅËÔÁÍÉ ×ÙÂÏÒËÉ �ÒÏ×Ï-ÄÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÒÉÚÎÁËÏ×.÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÆÏÒÍÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉÏÂ ÏÂßÅËÔÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÎÑÀÔÓÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÉÈ ÁÎÁÌÉÚÁ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. úÅÎËÉÎ á. á. ëÏÇÎÉÔÉ×ÎÁÑ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÁÑ ÇÒÁÆÉËÁ. | í.: îÁ-ÕËÁ, 1991.2. þÉÖÏ×Á é. á. �ÅÈÎÏÌÏÇÉÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÄÌÑ �ÒÏÇÎÏÚÎÏ-ÍÅÔÁÌÌÏÇÅÎÉÞÅÓËÉÈ ÉÓÓÌÅ-ÄÏ×ÁÎÉÊ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÌÏÝÁÄÅÊ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÒÕÄÎÏÊ ÇÅÏÌÏÇÉÉ,�ÅÔÒÏÌÏÇÉÉ, ÍÉÎÅÒÁÌÏÇÉÉ É ÇÅÏÈÉÍÉÉ. | í.: éçåí òáî, 2004. |ó. 524{533.3. Chizhova I. A., Konstantinov M. M., Strujkov S. F.,Pokrovsky D. A. Eonomi-geologial estimation of gold and ore depositsusing information-analitial system for the seletion of analogues // Nat-ural Resoures Researh. | 2005. | V. 14, � 4. | P. 325{332.ï óìïéó�ïó�é âõìå÷ùè æõîëãéê éæõîëãéê k-úîáþîïê ìïçéëé�. ó. þÌÅÎÏ×Á (íÏÓË×Á)÷×ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÎÁÄ �ÏÌ-ÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ × Pk , Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔÉ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ × Pk.ðÕÓÔØ G = fg1; : : : ; gng | �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ × Pk ; k � 2. îÁÚÏ×ÅÍÂÌÏËÏÍ ÷ ÎÁÄ fgig �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÓÈÅÍÕ Ó ÏÄÎÉÍ ×ÙÈÏÄÏÍ ÎÁÄ fgig.ðÕÓÔØ, ÄÁÌÅÅ, Gi = fBjB� ÂÌÏË ÎÁÄ fgig g É eG = [iGi.ðÕÓÔØ � | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ G. ïÎÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÓÈÅÍÏÊÎÁÄ eG. ðÕÓÔØ × � ÅÓÔØ �ÏÄÓÈÅÍÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÂÌÏËÏÍ B ÉÚ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á eG. �ÏÇÄÁ ÚÁÍÅÎÉÍ ÜÔÕ �ÏÄÓÈÅÍÕ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ B ÍÎÏÖÅÓÔ×Á eG. ðÒÉ462



ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ  1 ÎÁÄ eG. óÔÒÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÍÎÏÖÅÓÔ×	0 = f 0g, 	1 = f 0;  1g, 	2 = f 0;  1;  2g,..., 	p = f 0;  1; :::;  pgÓÈÅÍ ÎÁÄ eG, ÇÄÅ  0 = �. CÈÅÍÁ  i 2 	i �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÈÅ-ÍÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 	i�1 ÚÁÍÅÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÅ �ÏÄÓÈÅÍÙ ÎÁ ÂÌÏË ÉÚ eG.�ÁË ËÁË ÓÈÅÍÁ � ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ �ÒÏ�ÅÓÓ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÅÒ×ÅÔÑ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï 	 ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁ×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÓÁÍÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ. 	 ÎÁÚÏ×ÅÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÈÅÍÙ � ÎÁÄ eGï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. óÌÏÉÓÔÏÓÔØÀ ÓÈÅÍÙ � Ó ÏÄÎÉÍ ×ÙÈÏÄÏÍ ÎÁÄ �ÏÌ-ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ G × Pk; k � 2, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ SG(�) = min 2	 l( ), ÇÄÅl( ) | ÇÌÕÂÉÎÁ ÓÈÅÍÙ  , Á 	 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÓÈÅÍÙ �ÎÁÄ eG.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. óÌÏÉÓÔÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 Pk ÎÁÄ �ÏÌÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ G × Pk; k � 2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ SG(f) = min�2� SG(�) , ÇÄÅ� | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊG. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÌÏÉÓÔÏÓÔØÀ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ G, × Pk , k � 2ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔÅÊ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f 2 Pk ÎÁÄ G ,ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ fSG(f)jf 2 Pkg ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. åÓÌÉ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔØÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.îÁÛÁ �ÅÌØ | ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔÅÊ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÙ × Pk; k �2. îÁÞÎÅÍ ÓÏ ÓÌÕÞÁÑ P2.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÏÌÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ P2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ×ÅÒÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ìÀÂÁÑ �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ G × P 22 , ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔØ,ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÕÀ 4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, × P 22 , ÓÌÏÉ-ÓÔÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ 4.äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × P2.íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:�ÅÏÒÅÍÁ 2. ìÀÂÁÑ �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ G × P2, ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔØ,ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÕÀ 5.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÓÌÕÞÁÑ Pk; k � 3.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. óÉÓÔÅÍÁ óÌÕ�Å�ËÏÇÏ × Pk ; k � 3; | ÓÉÓÔÅÍÁ,ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, É ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ×ÓÅ k ÚÎÁÞÅÎÉÊ.óÉÓÔÅÍÁ óÌÕ�Å�ËÏÇÏ × Pk; k � 3; Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ óÌÕ-�Å�ËÏÇÏ).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ G | �ÏÌÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ × Pk; k � 3. åÓÌÉ ×G ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g(x1; : : : ; xn), �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ×ÓÅ k463



ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊ ÓÉÓÔÅÍÁ óÌÕ�Å�ËÏÇÏÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔØ, ÔÏ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍÙ G ËÏÎÅÞÎÁ.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k × Pk ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÉ-ÍÁÀÝÉÈ ×ÓÅ k ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÙóÌÕ�Å�ËÏÇÏ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔØ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ G | ÓÉÓÔÅÍÁ óÌÕ�Å�ËÏÇÏ × Pk; k � 3,g(x1; : : : ; xn) 2 G | ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ k ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÏÍÅÒÁ i É j, i < j, i; j 2 [1; n℄, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÂÏÒ (�1; : : : ; �i�1; �i+1; : : : ; �j�1; �j+1; : : : ; �n); �s 2 Zk, ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ g(�1; : : : ; �i�1; xi; �i+1; : : : ; �j�1; xj ; �j+1; : : : ; �n) = max(xi; xj)�ÒÉ xi; xj 2 f0; 1g. �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ G ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔØ.÷×ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ ÓÈÅÍÙ ÎÁÄ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ × Pk.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ � | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ G × Pk.ðÌÏÝÁÄØÀ ÓÈÅÍÙ � ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ MG(�) = min 2	N( ), ÇÄÅ 	 |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÅÍ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÍÉ ÓÈÅ-ÍÙ � ÂÌÏËÁÍÉ ÉÚ eG, Á N( ) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÂÌÏËÏ× × ÓÈÅÍÅ  .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. ðÌÏÝÁÄØÀ ÆÕÎË�ÉÉ f 2 Pk, ÎÁÄ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-ÍÏÊ G × Pk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ MG(f) = min�2�MG(�) , ÇÄÅ � |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ G ÔÁ-ËÉÈ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÉÓÔÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f .ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ðÌÏÝÁÄØÀ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ G × Pk ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÆÕÎË�ÉÑ MG(n) = maxf2P (n)k MG(f).äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 5. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ G × P2 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ�ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n MG(n) � 2nn+1 .úÁÍÅÞÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ × P2, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÕÀ �ÌÏÝÁÄØ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ, 2003.2. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1963. | ÷Ù�. 10. | ó. 63{97.3. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï. í. ï ÇÌÕÂÉÎÅ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ // ÷ÅÓÔÎÉË íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒ. 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÉ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2007. | � 1. |C. 18{21.4. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î. ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ É ÓÌÏÖÅÎÉÑ // éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÔÒÕÄÙ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁÉ ÍÅÈÁÎÉËÁ. | í.: îÁÕËÁ, 1985. | ó. 340{344.464



5. ðÏÌÏ×ÎÉËÏ× ÷. ó. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÈ ÎÅÊÒÏÎÎÙÈÓÈÅÍ // éÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2004. | �. 8. | ó. 121{145.ïãåîëé ÷òåíåîî�ïê óìïöîïó�éóáíïëïòòåë�éòõàýéèóñéîæïòíáãéïîîùè çòáæï÷à. ó. ûÕÔËÉÎ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÏÎÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ [1℄. éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ �Ï Ó×ÏÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÏÎÔÁËÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÏÄÎÁËÏ ×ÓÅ ÅÇÏ ÒÅÂÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÙ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ ÏÂÈÏÄÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ ×ÈÏÄÁ Ë ×ÙÈÏÄÕ.÷ ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ËÏÎÔÁËÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÒÁÚÍÅÒ (ÉÌÉ ÏÂßÅÍ), ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÙÊ ÞÉÓÌÕ ËÏÎÔÁË-ÔÏ× × ÓÈÅÍÅ, ÄÌÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ×ÁÖÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ.ïÄÎÉÍ ÉÚ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ Ë ËÏÎÔÁËÔÎÙÍ ÓÈÅÍÁÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ Ó�ÏÓÏÂ-ÎÏÓÔØ Ë ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ Ë ×ÏÚÎÉËÎÏ-×ÅÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÍÏË (ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÏÌÏÍËÉ ×ÉÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁÚÍÙËÁÎÉÑ ËÏÎÔÁËÔÏ×ÓÈÅÍÙ). ÷�ÅÒ×ÙÅ ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ó. ÷. ñÂÌÏÎÓËÉÍ ×1960 Ç. × [2℄.úÁÄÁÞÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ ÓÔÅÈ �ÏÒ ÂÙÌÁ ÇÌÕÂÏËÏ ÉÚÕÞÅÎÁ. âÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÍÅÔÏÄÙ ÓÉÎÔÅÚÁ,�ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÅ ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÁËÔÎÙÅ ÓÈÅÍÙ, ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÒÁÓÔÕÝÅÅÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË �ÒÉ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÏÂßÅÍÁ ÓÈÅÍÙ[3, 4℄.�Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ É ÄÌÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈÇÒÁÆÏ×. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ Ó ÏÛÉÂËÏÊ. óÔÏÉÔ ÚÁÄÁÞÁ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÑ ÏÛÉÂÏË �ÒÉÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÏÛÉÂËÁÍ × ÓÁÍÏÊ ÓÈÅÍÅ, Ô. Å. ÓÌÕÞÁÊ�ÏÌÏÍËÉ ×ÉÄÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÉÌÉ ÒÁÚÍÙËÁÎÉÑ ËÏÎÔÁËÔÏ×.ðÏÌÕÞÅÎ �ÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÍÉÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙ-ÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ. 465



ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×ïÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ É ÅÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [1℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, �ÏÜÔÏÍÕÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÎÔÁËÔÎÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÕËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, �ÒÉÞÅÍ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅÎÅÔ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÉËÌÏ×.ãÅ�ØÀ × ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-ÎÕÀ �Å�Ø. ðÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔØ �Å�É Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÏ×ÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ ÄÌÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ × [5℄.çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ v2 ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v1 ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ �,ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �Å�Ø × ÇÒÁÆÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v1 × v2, �ÒÏ×ÏÄÑÝÁÑ ÎÁÎÁÂÏÒÅ �.æÕÎË�ÉÑ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. æÕÎË�ÉÑ ÒÁ×ÎÁ 1 ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØ-ËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÙÈÏÄÎÏÊ �ÏÌÀÓ ÄÏÓÔÉÖÉÍ ÉÚ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁ-ÂÏÒÅ. ÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ Ó ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÉËÏÎÔÁËÔÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ.óÌÏÖÎÏÓÔØÀ (ÉÌÉ ×ÒÅÍÅÎÎ�ÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁ-ÆÁ G ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ � ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕT (G;�) = Xv2�(�) (v);ÇÄÅ  (v) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v, Á �(�) |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ, ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ ÉÚ ×ÈÏÄÎÏÇÏ �ÏÌÀÓÁ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ �.óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕT (G) = X�2f0;1gn T (G;�)P (�) = E��T (G;�)�;ÇÄÅ P (�) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÁ � (ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅ-ÓÔÏ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÂÏÒÏ×, Ô. Å. P (�) = 2�n ÄÌÑ ×ÓÅÈÎÁÂÏÒÏ× �.)óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏ×ÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÔÁ-ÎÏ×ÌÅÎÁ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ 1 (× 0), �ÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ×ÄÁÎÎÏÍ ÒÅÂÒÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ (ÒÁÚÍÙËÁÎÉÅ).óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË-�ÉÀ f , ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÅÔ s ÒÁÚÍÙËÁÎÉÊ É k ÚÁÍÙËÁÎÉÊ, ÅÓÌÉ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ,ÞÔÏ ÇÒÁÆÅ �ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ s ÒÁÚÍÙËÁÎÉÊ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÚÁÍÙËÁÎÉÊ,ÏÎ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f .466



ðÕÓÔØ U(f; s; k) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ f É ÉÓ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ s ÒÁÚÍÙËÁÎÉÊ É k ÚÁÍÙËÁÎÉÊ.óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ s ÒÁÚÍÙËÁÎÉÊ É k ÚÁÍÙËÁÎÉÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ ×Å-ÌÉÞÉÎÕ T (f; s; k) = infG2U(f;s;k) T (G).æÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁËTSh(n; s; k) = maxf2P (n)2 T (f; s; k):éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÏÛÉÂÏË ÌÀÂÕÀ Â. Æ. ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉ-ÚÏ×ÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n [6℄.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ s = s(n), k = k(n) ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁTSh(n; s; k) �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÒÁ×ÎÁ nks �ÒÉ n!1.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ çÁÓÁÎÏ×Õ ü. ü. ÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕÚÁÄÁÞÉ É �ÏÍÏÝØ × ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÓÁÎÏ× ü. ü., ëÕÄÒÑ×�Å× ÷. â. �ÅÏÒÉÑ ÈÒÁÎÅÎÉÑ É �ÏÉÓËÁ ÉÎ-ÆÏÒÍÁ�ÉÉ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2002.2. ðÏÔÁ�Ï× à. ç., ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀ-ÝÉÈÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ // äáî óóóò. | 1960. | �. 134, � 3. |ó. 544{547.3. òÅÄØËÉÎ î. ð. ï ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅ-ÍÁÈ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 33. | 1978. | ó. 119{138.4. áÎÄÒÅÅ× á. å. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ �ÒÉÎ�É� ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÏ×Á-ÎÉÑ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË. | 1985. | 127 (169), � 2 (6). |ó. 147{172.5. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.6. ûÕÔËÉÎ à. ó. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�É-ÏÎÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2008. | �. 20,×Ù�. 4. | ó. 31{41.ï óìïöîïó�é ðòïâìåíù üë÷é÷áìåî�îïó�éá÷�ïíá�ï÷, òáâï�áàýéè îá ìåî�áèòáúìéþîùè �éðï÷÷. ì. ýÅÒÂÉÎÁ (íÏÓË×Á)ëÏÎÅÞÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ × ÈÏÄÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÝÁÅÔÓÑ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊÌÅÎÔÅ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ,467



ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÅ ÌÅÎÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ É Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�É-ÑÍÉ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ.ìÅÎÔÏÊ ÎÁÚÏ×£Í ÔÒÏÊËÕ hS;M; ŝi, ÇÄÅ S | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÑÞÅÅË,M | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÉ�Á S ! S (Ï�ÅÒÁ�ÉÊ �Å-ÒÅÍÅÝÅÎÉÑ), ŝ 2 S | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÑÞÅÊËÁ ÌÅÎÔÙ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ A ÓÉÍ×ÏÌÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎÙ × ÑÞÅÊËÁÈ ÌÅÎÔÙ. óÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÌÅÎÔÙÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÆÕÎË�ÉÅÊ � : S ! A.á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÎÁÄ ÌÅÎÔÏÊ hS;M; ŝi ÎÁÚÏ×£Í ÎÁÂÏÒ hQ; q̂; �q; Æ; �i, ÇÄÅQ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ, q̂ 2 Q | ÎÁÞÁÌØÎÏÅÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, �q =2 Q| ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Æ : Q�A! Q[f�qg|ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ, � : Q�A!M | ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÑ.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ hQ; q̂; �q; Æ; �i ÎÁ ÌÅÎÔÅ hS;M; ŝi Ó ÓÏÄÅÒÖÉ-ÍÙÍ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(q0; s0); (q1; s1); : : : ; (qn; sn); : : :ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:� qi 2 Q [ f�qg; si 2 S ÄÌÑ i � 0,� q0 = q̂, q0 = ŝ,� qi+1 = Æ(qi; �(si)); si+1 = �(qi; �(si))(si) ÄÌÑ i � 0,� �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ (qn; sn) ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ qn = �q.÷ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ sn, Á × ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ | ÏÓÏÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ?=2 S.äÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÁÓ�ÅËÔÏ× ÄÁÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ ÂÙÌÁ ×ÙÂÒÁÎÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×.ä×Á Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁÄ ÌÅÎÔÏÊ hS;M; ŝi ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ,ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ ÌÅÎÔÙ � : S ! A ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÉÈ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.ðÒÉÍÅÒ. ìÅÎÔÁ hN; f�n:n + 1g; 0i �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÍÏÄÅÌÉ, ×Ï ÍÎÏ-ÇÏÍ �ÏÈÏÖÅÊ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÁÔÙ. ïÔÌÉÞÉÑÓÏÓÔÏÑÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÈÏÄÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÓÌÏ×Ï, Á ÂÅÓËÏ-ÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ | ÎÅ ×ÅÒÄÉËÔ\�ÒÉÎÑÔÏ/ÏÔ×ÅÒÇÎÕÔÏ", Á ÑÞÅÊËÁ ÌÅÎÔÙ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁ×ÅÒÛÉÌÏÓØ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÅ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁÄ ÄÁÎÎÏÊ ÌÅÎÔÏÊÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ (ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÚÁÄÁÞÉ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÏÂÏÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×).468



á×ÔÏÒÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ hF2; �i | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÒÁÎÇÁ 2, �ÏÒÏÖÄ£Î-ÎÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ a É b, É " | ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù.ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁÄ ÌÅÎÔÏÊ
F2; f�x:x � a; �x:x � a�1; �x:x � b; �x:x � b�1g; "� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ EXPTIME-�ÏÌÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁÄ ÌÅÎÔÏÊhN � N; f�(x; y):(x + 1; y); �(x; y):(x; y + 1); �(x; y):(0; 0)g; (0; 0)i Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ PSPACE-�ÏÌÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ T | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÏ×, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈÉÚ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ  É Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ-×ÏÌÁ f . ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁÄ ÌÅÎÔÏÊh T � T; f�(x; y):(f(x; y); y);�(x; y):(x; f(x; y));�(x; y):(; y);�(x; y):(x; )g; (; ) iÑ×ÌÑÅÔÓÑ PSPACE-�ÏÌÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁÄ ÌÅÎ-ÔÏÊ hN � N; f�(x; y):((x + 1)%y; y); �(x; y):(0; y + 1)g; (0; 1)i, ÇÄÅ (x +1)%y | ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x+ 1 ÎÁ y, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP-�ÏÌÎÏÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. úÁÈÁÒÏ× ÷. á. âÙÓÔÒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÎÁ ÕÒÁ×ÎÏ×ÅÛÅÎÎÙÈ ÛËÁÌÁÈ // íÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 7. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1998. |ó. 257{280.2. ìÑ�ÕÎÏ× á. á. ï ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 1. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1958. | C. 46{74.3. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ ò. é. ðÏÌÕÇÒÕ��Ï×ÙÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ // ðÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 1981. | � 4. | ó. 9{19.4. ñÎÏ× à. é. ï ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍÁÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 1. | í.: æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1958. | ó. 75{127.
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óÅË�ÉÑ�äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ�
÷ùþéóìåîéå ÷åë�ïòîïçï ðòïéú÷åäåîéñ�òåèíåòîùè ÷åë�ïòï÷ó éóðïìøúï÷áîéåí 5 õíîïöåîéêá. ñ. âÅÌÑÎËÏ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ûÔÒÁÓÓÅÎ ÏÔËÒÙÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×Å-ÄÅÎÉÑ N � N -ÍÁÔÒÉ� A, B ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(N!),! = log2(7) � 2:807 : : :, ×ÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÏÊ O(N3). áÌÇÏÒÉÔÍ ûÔÒÁÓÓÅ-ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÏÍ Ó�ÏÓÏÂÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÁ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ �Ï a, b ÆÏÒÍ fij = (ab)ij , ÇÄÅ a, b ÓÕÔØ 2�2-ÍÁÔÒÉ�Ù: ÜËÏ-ÎÏÍÉÔÓÑ ÏÄÎÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (ÓÅÍØ ×ÍÅÓÔÏ ×ÏÓØÍÉ) �ÒÉ ÚÎÁÞÉ-ÔÅÌØÎÏÍ "�ÅÒÅÒÁÓÈÏÄÅ" ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (�ÒÉÍÅÒÎÏ �ÏÌÔÏÒÁ ÄÅ-ÓÑÔËÁ ×ÍÅÓÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈ). ðÏËÁÚÁÔÅÌØ ! ÏËÁÚÁÌÓÑ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÉÓËÌÀÞÉ-ÔÅÌØÎÏ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. üÔÏÔ �ÒÉÍÅÒ,× ËÏÔÏÒÏÍ ÜËÏÎÏÍÉÑ ÏÄÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÁÀÝÅÅÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÄÅÌÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍÉ ÉÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÎÁÂÏÒÏ× ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ Ó ÜËÏÎÏÍÉÅÊ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÔÒÅÈ ÂÉÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ fi ÏÔÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a, b (ÏÂÙÞÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a� b):(f1; f2; f3) = (a2b3 � a3b2; a3b1 � a1b3; a1b2 � a2b1): (1)ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, 6. ÷ [2℄ �Ï-ËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ (1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÕÍÅÎØÛÅÎÏ ÄÏ 5. äÒÕÇÏÊ Ó�ÏÓÏÂ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (1) Ó 5 ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉÄÁÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 1. îÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ 15 ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×-ÓÔÏÌ-Â�Ï× �1; : : : ; �5; �1; : : : ; �5; �1; : : : ; �5 Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áf0;�1g; ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �Ï a; b ×ÉÄÁ a2b3 � a3b2a3b1 � a1b3a1b2 � a2b1 ! = 5X�=1 h��; ai h��; bi ��; (2)470



ÇÄÅ h�; �i { ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:(�1 j �1 j �1 j : : : j �5 j �5 j �5) = + + Æ Æ Æ � + + Æ + + Æ Æ Æ +Æ � � Æ + + Æ � + � Æ Æ + Æ ÆÆ + Æ + Æ � + Æ � + Æ + Æ + Æ ! ;(3)ÇÄÅ ÒÁÄÉ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÅÓÔÁ ÞÉÓÌÁ 0, 1, -1 ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÎÁ "Æ", "+", "�".óËÁÌÑÒÎÙÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÊ ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ  ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (2) (�Ï a, b) ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÔØ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �Ï a, b, :det(a j b j ) = 5X�=1 h��; ai h��; bi h��; i ; (4)�ÏÓËÏÌØËÕ ha� b; i = det(a j b j ). ðÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ ÄÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÁ �ÏÒÑÄËÁ 3 �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (4) ÓÏÄÅÒÖÉÔ 10 ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÊ ×ÍÅÓÔÏ 12. äÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ ×Ù�ÉÛÅÍ Ñ×ÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (4),ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÁÍ ��; ��; �� ÉÚ (3):det(a j b j ) = (a1)(b1 � b2 + b3)(�2) + (a3)(b2)(�1 + 2 � 3)++(a1 + a3)(b1 � b2)(2 � 3) + (a1 � a2 + a3)(b1)(3) + (a2)(b3)(1):ðÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ (4) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÁÔÁËÖÅ ÅÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ �ÏÍÅÎÑÔØ ÚÎÁËÉ Õ ËÁËÉÈ-ÔÏ Ä×ÕÈÉÚ ��; ��; ��. åÓÌÉ Ä×Å ÆÏÒÍÕÌÙ ×ÉÄÁ (4) �ÅÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅÆÏÒÍÕÌÁ. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ×ÉÄÁ (4) ÒÁ×ÎÏ 96.âÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÕ ÔÒÉÌÉÎÅÊ-ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ÅÒÍÁÎÅÎÔ �ÏÒÑÄËÁ 3:perm(a j b j ) = a1b23 + a2b31 + a3b12 + a2b13 + a1b32 + a3b21:�ÅÏÒÅÍÁ 2. îÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ 15 ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×-ÓÔÏÌ-Â�Ï× �1; : : : ; �5; �1; : : : ; �5; �1; : : : ; �5 Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áf0;�1g; ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï �Ï a; b;  ×ÉÄÁperm(a j b j ) = 5X�=1 h��; ai h��; bi h��; i : (5)471



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×:(�1 j �1 j �1 j : : : j �5 j �5 j �5) = + + Æ Æ Æ + + + Æ + + Æ Æ Æ +Æ � � Æ + + Æ � + + Æ Æ + Æ ÆÆ � Æ + Æ � + Æ � + Æ + Æ + Æ ! :(6)þÉÓÌÏ ÒÁÚÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ×ÉÄÁ (5) ÒÁ×ÎÏ 168.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÕÔÅÍ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ, ËÁË × [3, 4℄, �ÏÌÎÏÇÏËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÁÍ �ÒÉÅÍÁÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áf0;�1g ÎÁ Ä×Á ÜÔÁ�Á: 1) �ÏÓÌÅ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ × ÂÏÌÅÅ�ÒÏÓÔÕÀ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Z2 �ÕÔÅÍ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ mod 2 Ë ÏÂÅÉÍ ÞÁÓÔÑÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É �ÏÓÌÅÄÕÀ-ÝÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÅÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÕÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅÒÅÛÅÎÉÅ ËÁË ÎÏÓÉÔÅÌØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ; 2) ÒÅÛÁÅÍ ÚÁÄÁÞÕÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÎÁËÏ× × ÒÅÛÅÎÉÉ-ÎÏÓÉÔÅÌÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ × ÚÁÍÅÎÅ ËÁÖÄÏ-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ 1 2 Z2 ÎÁ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 1 ÉÌÉ �1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÄÅÌÑÀÔ ÂÏÌÅÅ �ÒÁ×ÄÏ�ÏÄÏÂÎÙÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅÔÏÖÄÅÓÔ× ÛÔÒÁÓÓÅÎÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ f0;�1g, ÄÌÑ�ÏÉÓËÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÉÅÍ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁ�Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Strassen V. Gaussian elimination is not optimal // Numer.Math. | 1969. | V. 13, � 4. | P. 354{356.2. Fiduia C. M. On the algebrai omplexity of matrix multiplia-tion. PhD Thesis, Brown Univ., 1973.3. âÅÌÑÎËÏ× á. ñ. ðÅÒÅÂÏÒ ×ÓÅÈ ÛÔÒÁÓÓÅÎÏ×ÓËÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×ÄÌÑ (2È2)-ÍÁÔÒÉ� // íÁÔÅÒÉÁÌÙ IX íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ"äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ", �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 75-ÌÅÔÉÀÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (18{23 ÉÀÎÑ 2007 Ç.). | í.: éÚÄ-×ÏÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2007. | ó. 366{369.4. âÅÌÑÎËÏ× á. ñ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÏÒÁ 2È2-ÍÁÔÒÉ� Ó ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÎÉÅÍ 5 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ // öÕÒÎÁÌ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÉÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÉ. | 2008. | �. 48, ×Ù�. 2. | ó. 201{205.
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îï÷ùå ïãåîëé÷ úáäáþå äáîãåòá|çòàîâáõíáïâ ïó�òïõçïìøîùè �òåõçïìøîéëáèì. ÷. âÕÞÏË (íÏÓË×Á)äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ Ï�ÅÎËÁÍ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÔÏÞÅËÅ×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÇÏ ÉÌÉ ÔÕ�ÏÇÏ ÕÇÌÁ. ÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: a(n) | ÍÏÝ-ÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S � Rn , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ; k(n) | ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S � f0; 1gn,ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÇÏ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, k(n) � a(n). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a(n) � 2n.÷ 1962 ÇÏÄÕ ì. äÁÎ�ÅÒ É â. çÒÀÎÂÁÕÍ ×ÙÓËÁÚÁÌÉ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ [1℄Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ a(n) = 2n� 1. ÷ 1983 ÇÏÄÕ ÜÔÁ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÂÙÌÁ Ï�ÒÏ×ÅÒÇ-ÎÕÔÁ ð. üÒÄÅÛÅÍ É ú. æÀÒÅÄÉ [2℄, ÄÏËÁÚÁ×ÛÉÍÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ, ÞÔÏ k(n) � j12� 2p3�nk. ÷ 2006 ÇÏÄÕ ä. âÅ×ÁÎ �ÕÔ£ÍÉÚÍÅÎÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ× × ÍÅÔÏÄÅ üÒÄÅÛÁ|æÀÒÅÄÉ �ÏËÁÚÁÌ [3℄, ÞÔÏk(n) � 2$p69 � 2p3�n% = 0:544 � � � � (1:154 : : : )n:�ÁËÖÅ ä. âÅ×ÁÎ �ÏÌÕÞÉÌ Ï�ÅÎËÕa(n) � 2$13� 2p3�n+1% = 0:770 � � � � (1:154 : : : )nÉ ÒÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ n, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÞÅÇÏ ÇÉ�Ï-ÔÅÚÁ äÁÎ�ÅÒÁ|çÒÀÎÂÁÕÍÁ ÂÙÌÁ Ï�ÒÏ×ÅÒÇÎÕÔÁ �ÒÉ n � 7. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ �ÒÉ n � 3 ÇÉ�ÏÔÅÚÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á, É ÎÅÑÓÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ�ÒÉ n = 4; 5; 6. �ÁËÖÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ï�ÅÎËÁa(n) � Cpn� 2p3�n ;�ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ü. áËÅÒÍÁÎÏÍ É ï. âÅÎ-ã×É × 2008 ÇÏÄÕ [4℄. �ÏÞÎÏÅ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C ÄÌÑ ÜÔÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 (üÒÄÅÛ, æÀÒÅÄÉ, 1983). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïk(n) � �12� 2p3�n� :473



óÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. ðÏÌÏÖÉÍ m = j 12� 2p3�nk É ×ÏÚØÍ£ÍÓÌÕÞÁÊÎÏÅ (ÍÕÌØÔÉ)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S � f0; 1gn ÉÚ 2m (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) (0; 1)-×ÅËÔÏÒÏ×; �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ~v = (v1; v2; :::; vn) 2 S ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ, Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀP (vi = 0) = P (vi = 1) = 12 ; 1 � i � n;×ÙÂÏÒ ÓÁÍÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ.îÁÚÏ×£Í ÔÒÏÊËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× (~u;~v; ~w) � S ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÍ �ÒÑÍÙÍÕÇÌÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ~w, ÅÓÌÉ (~u � ~w;~v � ~w) = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ�ÒÑÍÙÅ ÕÇÌÙ × ÎÁÛÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÍÉ �ÒÑÍÙ-ÍÉ ÕÇÌÁÍÉ, Á ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÅ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. �ÒÏÊËÁ (~u;~v; ~w) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝ£Î-ÎÙÍ �ÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ~w ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÎÁÂÏÒ (ui; vi; wi) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ (0; 0; 1) ÉÌÉ (1; 1; 0) ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏi 2 f1; : : : ; ng. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁ×ÎÁ � 34�n. úÎÁÞÉÔ,ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÏÂÏÂÝ£ÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÕÇÌÏ× ×S ÒÁ×ÎÏ 3C32m � 34�n. ðÏÓËÏÌØËÕ 3C32m � 34�n � m × ÓÉÌÕ ×ÙÂÏÒÁ m, ÎÁÊ-Ä£ÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÉÚ 2m ×ÅËÔÏÒÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÏÂÏÂÝ£Î-ÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ ÕÇÌÏ×. åÓÌÉ ÍÙ ÕÄÁÌÉÍ ÉÚ S ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÕÇÌÏ×,ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÊ ÕÇÏÌ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, k(n) � m, ÉÓÈÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÁ.á×ÔÏÒÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÏ×ÙÈ �ÏÄ-ÈÏÄÏ× Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÅÔÏÄÁ üÒÄÅÛÁ{æÀÒÅÄÉ, × ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÅÇÏ ÂÙÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÏ×ÙÅÏ�ÅÎËÉ ÄÌÑ k(n) É a(n).�ÅÏÒÅÍÁ 2 [5℄. éÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ák(n) � 32 $11p66243 � 2p3�n% = 0:551 � � � � (1:154 : : :)n;a(n) � 32 $22p33243 � 2p3�n% = 0:780 � � � � (1:154 : : :)n:�ÅÏÒÅÍÁ 3. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïa(n) � 23 �p2� 2p3�n� � 0:9428 : : :� (1:154 : : :)n:474



�ÅÏÒÅÍÁ 4. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïk(n) � �23� 2p3�n� � 0:666 : : :� (1:154 : : :)n:òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé� 09-01-00294. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Danzer L., Gr�unbaum B. �Uber zwei Probleme bez�uglih konvexerK�orper von P. Erd}os und von V. L. Klee // Math. Zeitshrift. | 1962. |V. 79. | P. 95{99.2. Erd}os P.,F�uredi Z. The greatest angle among n points in the d-dimensional Eulidean spae // Annals of Disrete Math. | 1983. |V. 17. | P. 275{283.3. Bevan D. Sets of points determining only aute angles and some re-lated olouring problems // The Eletroni Journal of Combinatoris. |2006. | V. 13. | � R12.4. Akerman E., Ben-Zwi O. On sets of points that determine onlyaute angles // European Journal of Combinatoris. | 2008. | V. 30,I. 4. | P. 908{910.5. âÕÞÏË ì. ÷. ïÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ äÁÎ�ÅÒÁ|çÒÀÎÂÁÕÍÁ // õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË. | 2009. | �. 64,×Ù�. 3 (387). | C. 181{182.ðáòáììåìïüäòù: çéðï�åúá ÷ïòïîïçïá. á. çÁ×ÒÉÌÀË (íÏÓË×Á)ðÏÎÑÔÉÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁ ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÏÍ å. ó. æ£-ÄÏÒÏ×ÙÍ (1885) ËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÏÎÑÔÉÊ ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÉ.ðÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ d ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ×Ù�ÕËÌÙÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ Ó×ÏÉÍÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏ�ÉÑÍÉ ÒÁÚÂÉ×Á-ÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ed ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ô. Å. ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÄ×ÕÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÎÅ �ÕÓÔÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÉÈ ÏÂÝÁÑ �ÅÌÁÑ ÇÒÁÎØÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ç. íÉÎËÏ×ÓËÉÊ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÄÁÀÝÕÀÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏ-ÜÄÒÏÍ. â. á. ÷ÅÎËÏ× �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ. ðÏÚÄÎÅÅ íÁËíÀÌÌÅÎ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ �ÅÒÅÏÔËÒÙÌ ÔÅÏ-ÒÅÍÕ ÷ÅÎËÏ×Á. î. ð. äÏÌÂÉÌÉÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ,Á ÔÁËÖÅ ×ÙÄÅÌÉÌ Õ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ× ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ "ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ475



ÇÒÁÎÉ", ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÉÌÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ ÷ÅÎËÏ×Á ÉíÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ. ç. æ. ÷ÏÒÏÎÏÊ �ÏÓÔÒÏÉÌ ÔÅÏÒÉÀ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓ-ÓÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ×, × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁ-ÍÉ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ. ïÎ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁÆÆÉÎÎÏ-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÕ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ É ÄÏËÁ-ÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:�ÅÏÒÅÍÁ (÷ÏÒÏÎÏÊ). ÷ÓÑËÉÊ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ ÁÆÆÉÎ-ÎÏ-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÕ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ.ï. ë. öÉÔÏÍÉÒÓËÉÊ ÕÓÉÌÉÌ ÔÅÏÒÅÍÕ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ, ÄÏËÁÚÁ× ÇÉ�ÏÔÅÚÕÄÌÑ (d� 2)-�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ× (ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ (d � 2)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 3 �ÁÒÁÌ-ÌÅÌÏÜÄÒÁ). üÒÄÁÌ ÄÏËÁÚÁÌ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ ÄÌÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÏÎÏÜÄÒÁÍÉ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÏÎÏÜÄÒ | ÜÔÏ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉË, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÓÕÍÍÏÊ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÁÏÔÒÅÚËÏ×. á. ïÒÄÉÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ × ÓÌÕÞÁÅ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ, 3-ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ×.îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÅÇÏ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ed �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏ�É-ÑÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁ P . ðÕÓÔØ Kd�1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÉ�ÅÒÇÒÁ-ÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ× P ÕÄÁ£ÔÓÑ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÕ | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅS : Kd�1 ! R+ , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÒÑÄÏÍ Ó×ÏÊÓÔ× (ÓÍ. [6; 8℄). ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-ÎÉÅ ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ G : Ed ! R+ , ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÎÁ ÑÞÅÊËÁÈ T . ÷ÏÒÏÎÏÊ ××£Ì ÜÔÕ ÆÕÎË�ÉÀ ÄÌÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ�ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ× É ÎÁÚ×ÁÌ Å£ ÖÅÎÅÒÁÔÒÉÓÏÊ. å£ ÇÒÁÆÉË Ï�ÉÓÁÎ ÏËÏÌÏÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÁÒÁÂÏÌÏÉÄÁ xn+1 = Q(x1; x2; : : : ; xn), ÇÄÅ Q| �ÏÌÏ-ÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÏ ÜÔÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊÆÏÒÍÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÄÁÎÎÙÊ �Á-ÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ P × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ. ÷ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ d-�ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ P É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ed ÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅËÏ�ÉÉ P . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÁT. ðÒÑÍÏÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ.÷ÅÒÛÉÎÕ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁ ÎÁÚÏ×£Í �ÏÞÔÉ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅÓÍÅÖÎÙÅ Ó ÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ (d�1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ ÎÁÚÏ×£Í �ÏÞÔÉ �ÒÉÍÉÔÉ×-ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÞÔÉ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ (Ï �ÏÞÔÉ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÁÈ).÷ÓÑËÉÊ �ÏÞÔÉ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ ÁÆÆÉÎÎÏ-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �Á-476



ÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÕ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ.îÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝ£ ÏÄÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ × Ed ÚÁÄÁÎ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉË P É ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-ËÕ. �ÏÇÄÁ �ÏÌÑÒÎÙÍ Ë P ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ P� = f 2Ed jx 6 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 2 Pg. ðÕÓÔØ Q | ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÓÔÏ×Á Ú×ÅÚÄÙ star(v) ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ËÏÍ�ÌÅËÓÁ T .�ÏÇÄÁ ÇÒÁÎÑÍ ÉÚ star(v) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k ÜÔÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÇÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (k � 1) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Q. ðÒÉ ×ÚÑ-ÔÉÉ �ÏÌÑÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ l-ÇÒÁÎÑÍ Q ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ (d�1� l)-ÇÒÁÎÉ Q�. ÷Ù�ÏÌÎÉ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÜÔÉ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, �ÏÌÕ-ÞÉÍ, ÞÔÏ (d� 1)-ÍÅÒÎÙÍ ÇÒÁÎÑÍ ÉÚ star(v) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÄÎÏÍÅÒ-ÎÙÅ Ò£ÂÒÁ Q�. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉ× ÎÏÒÍÉÒÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍ ÜÔÉÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ Ò£ÂÅÒ, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ (ÌÏËÁÌØ-ÎÕÀ) ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÕÀ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÕ ÄÌÑ star(v). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉÍÉ-ÔÉ×ÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ �ÏÞÔÉ �ÒÉÍÉÔÉ×-ÎÏÇÏ. �Ï ÅÓÔØ ÄÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ.óÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ öÉÔÏÍÉÒÓËÏÇÏ, ÏÂÎÁÒÕÖÉ×Á-ÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍÙÅ ÉÍÉ ÓÌÕÞÁÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ �ÏËÒÙ×ÁÀÔÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ �ÏÞÔÉ �ÒÉ-ÍÉÔÉ×ÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÞÔÉ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ (d� 2)-�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÖÅ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3ÅÓÔØ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÙ (d � 2)-�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ �ÏÞÔÉ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍÉ (ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÒÏÍÂÏÄÏÄÅËÁÜÄÒÕ).á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÇÌÕÂÏËÕÀ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ îÉËÏÌÁÀ ðÅÔÒÏ×ÉÞÕäÏÌÂÉÌÉÎÕ ÚÁ ÚÎÁËÏÍÓÔ×Ï Ó ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÍÏÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ× É�ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ, áÌÅËÓÅÀ éÇÏÒÅ×ÉÞÕ çÁÒÂÅÒÕ, ÚÁ �ÒÏÄÕËÔÉ×ÎÏÅÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÔÅÒ�ÅÌÉ×ÏÅ ×ÙÓÌÕÛÉ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÓÁÍÏÇÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÏ×ÁÎ-ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Minkowski H. Allgemeine Leherz�atze �uber konvexe Polyeder //Nah. Ges. Wiss. | G�ottingen, 1897. | P. 198-219.2. ÷ÅÎËÏ× â. á. ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ Ü×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× //÷ÅÓÔÎÉË ìÅÎÉÎÇÒÁÄÓËÏÇÏ õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. CÅÒ. íÁÔ., ÆÉÚ., ÈÉÍ. |1954. | �. 9. | C. 11{31.3. Dolbilin N. P. The extension theorem // Disrete mathematis. |2000. | T. 221, � 1{3. | P. 43{60.4. äÏÌÂÉÌÉÎ î. ð., íÁËÁÒÏ× ÷. ó. �ÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ × ÔÅ-ÏÒÉÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ // �ÒÕÄÙ íéáî. |2002. | �. 239. | ó. 136{159.5. äÏÌÂÉÌÉÎ î. ð. ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÒÁÎÅÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÏ× // �ÒÕÄÙíé-áî. | 2009. | �. 266. | C. 112{126.477



6. Voronoy G. Nouvelles appliations des param�etres ontinus �a latheorie des formes quadratiques // II M�emoire: Reherhes sur les par-all�elo�edres primitifss. | 1909. | Crelle Journ. | � 134. | P. 67-178;(óÏÂÒÁÎÉÅ ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ, Ô. II. | 1952).7. Erdahl R. Zonotopes, diings, and Voronoi's onjeture on paral-lelohedra // Eur. J. Comb. | 1999. | V. 20 (6). | P. 527{549.8. Ordine A. Proof of the Voronoy onjeture on parallelotopes in anew speial ase // Queen's University, Kingston, 2005.ï ëìáóóáè �òéáîçõìñãéê�ïþåþîùè ëïîæéçõòáãéêä. ÷. çÒÕÚÄÅ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)÷ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ [1℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÑÔØ ËÌÁÓÓÏ× ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÔÏ-ÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ (× Ô. Þ. ËÌÁÓÓÙ ÓÌÁÂÏÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ [2℄, ÒÁÚ×Ï-ÒÁÞÉ×ÁÅÍÙÈ, ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏ �ÏÌÉÔÏ�ÉÁÌØÎÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ [1℄), �ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ/ÎÅ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 32�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄËÌÁÓÓÁ. õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ32 �ÏÄËÌÁÓÓÏ× × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 20 �ÏÄËÌÁÓÓÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ�ÕÓÔÙÍÉ, É ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 20 ÎÅ�ÕÓÔÙÈ �ÏÄËÌÁÓÓÏ× �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÅÇÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÍ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ d-ÍÅÒÎÙÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË M � Rd, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ d-ÍÅÒÎÙÍ �ÏÌÉÔÏ�ÏÍ, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ �i(M) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ i-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, i = �1; : : : ; d. ðÒÉ ÜÔÏÍ��1(M) = f;g É �d(M) = fMg. ðÏÌÏÖÉÍ dim(M) = d, �(M) =Sdi=�1 �i(M) É ��(M) = Sd�1i=�1 �i(M). þÅÒÅÚ �(M) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÁ-ÎÉ�Õ �ÏÌÉÔÏ�Á M . åÓÌÉ j�0(M)j = d+ 1, ÔÏ �ÏÌÉÔÏ� M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑd-ÍÅÒÎÙÍ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ. ðÏÌÉÔÏ� M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓ-ÌÉ ×ÓÅ ÅÇÏ (d�1)-ÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ (d�1)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ-ÍÉ. ÷Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË A0 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ [A0℄.ëÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË A = fa1; : : : ; ang � Rd, ×Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏ-ÌÏÞËÁ [A℄ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ d-ÍÅÒÎÙÊ �ÏÌÉÔÏ�, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ d-ÍÅÒÎÏÊÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ. �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÅÊ d-ÍÅÒÎÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉ-ÇÕÒÁ�ÉÉ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T = fS1; : : : ; Stg d-ÍÅÒÎÙÈ478



ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× S1; : : : ; St Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ A, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ �Ï-ÌÉÔÏ� [A℄ É �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× ÉÚ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂ-ÝÅÊ ÇÒÁÎØÀ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÕÓÔÏÊ). ðÏÌÉÔÏ� M(T ) = Stj=1 Sj = [A℄ ÎÁ-ÚÏ×£Í ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ T . ðÏÌÏÖÉÍ �(T ) = Stj=1 �(Sj)É ��(T ) = fF 2 �(T ) : F � �([A℄)g, �i(T ) = Stj=1 �i(Sj), ��i (T ) =fF 2 �i(T ) : F 2 ��(T )g, �inti (T ) = �i(T )n��i (T ) �ÒÉ i = �1; : : : ; d.þÅÒÅÚ T 0d ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ d-ÍÅÒÎÙÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ É �ÏÌÏÖÉÍ T 0 = S+1d=0 T 0d .óÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ, ÅÓÌÉÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÂÉÅË�ÉÀ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÕÀ ÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ. �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ T 2 T 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ(weakly regular) [2℄, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ (regular, �ÒÁ-×ÉÌØÎÁÑ, ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄) ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ T 0 2 T 0, ÞÔÏ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØ-ÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ �(T ) É �(T 0) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.�ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍÏÊ (shellable), ÅÓÌÉ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× (S1; : : : ; St), ÞÔÏT = fS1; : : : ; Stg É �ÒÉ l = 2; : : : ; t ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(Sl)nSl�1i=1 �(Si) ÉÍÅÅÔÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÜÌÅÍÅÎÔ.�ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T 2 T 0 ÎÁÚÏ×£Í ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏ �ÏÌÉÔÏ�ÉÁÌØÎÏÊ[1℄, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅ£ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ �ÏÌÉÔÏ� P , ÞÔÏÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÙ ��(T ) É ��(P ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.þÅÒÅÚ T WR, T Sh É T SP ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÓÌÁÂÏÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ, ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍÙÈ É ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏ �ÏÌÉÔÏ�ÉÁÌØ-ÎÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÉÚ T 0. ðÏÌÏÖÉÍ T int = fT 2 T 0 : �int0 (T ) 6= ;gÉ T 0� = fT 2 T 0 : ��0 (T )n�0(M(T )) 6= ;g. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÓÌÅ-ÄÕÀÔÓÑ �ÑÔØ ËÌÁÓÓÏ× ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ: T WR, T Sh, T SP , T int É T 0� .ðÒÉ T � T 0 �ÏÌÏÖÉÍ T 0 = T 0nT É T 1 = T . �ÏÇÄÁ T 0 ÒÁÚÂÉ-×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 32 �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄËÌÁÓÓÁ Ti1;i2;i3;i4;i5 =(T WR)i1 \ (T Sh)i2 \ (T SP )i3 \ (T int)i4 \ (T 0�)i5 , ÇÄÅ i1; : : : ; i5 2 f0; 1g.äÌÑ T 2 T 0d �ÏÌÏÖÉÍ s(T ) = j��d�1(T ) \ �d�1(M(T ))j.ðÏÌÏÖÉÍ T0 = f[(0; 0); (0; 1); (1; 0)℄g É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ T0 2 T1;1;1;0;0É s(T ) = 3. éÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ÞÔÏ T WR � T Sh. ÷ [2℄ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÔÒÉÁÎÇÕ-ÌÑ�ÉÑ ÉÚ T0;1;1;0;0, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T1, Á ÉÚ [3℄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕ-ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÉÚ T0;0;1;0;0, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÏÊ ÚÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ T2É Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÅÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ M.E. Rudin ÔÒÉ-ÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÉÚ T0;0;1;0;1, �ÒÉÞ£Í s(T1) = 10, s(T2) = 24, Ti 2 T 03 É��2 (T ) = �2(M(Ti)) �ÒÉ i = 1; 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, T WR � T Sh � T 0.479



ìÅÍÍÁ 1. T WR � T Sh \ T SP .äÌÑ w = (w1; : : : ; wd) 2 Rd �ÏÌÏÖÉÍ  (w) = (w1; : : : ; wd; 0) 2Rd+1, Á ÄÌÑ M � Rd �ÏÌÏÖÉÍ  (M) = f (w) : w 2 Mg. äÌÑÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ T 2 T 0d �ÏÌÏÖÉÍ �(T ) = f[ (S); ed+1℄ : S 2 Tg, ÇÄÅed+1 = (0; : : : ; 0; 1) 2 Rd+1, É ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �(T ) 2 T 0d+1.ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ i2; : : : ; i5 2 f0; 1g É T 2 T0;i2;i3;i4;i5 , ÔÏ �(T ) 2T0;i2;0;0;maxfi4;i5g É s(�(T )) � s(T ).ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ i2; : : : ; i5 2 f0; 1g É T 2 T1;i2;i3;i4;i5 , ÔÏ i2 = 1,i3 = 1, �(T ) 2 T1;1;1;0;maxfi4;i5g É s(�(T )) � s(T ).�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T 2 T 0, ÞÔÏ s(T ) � 1 Éd = dim(M(T )) � 2. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ v0; v1; : : : ; vd 2Rd, ÞÔÏ ÇÒÁÎØ F = [v1; : : : ; vd℄ 2 ��d�1(T ) \ �d�1(M(T )) É ÔÏÞËÁ v0ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁÄ F É �ÏÄ ×ÓÅÍÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ (d-1)-ÍÅÒÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑ-ÍÉ �ÏÌÉÔÏ�Á M(T ) É ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÎÉ ÏÄ-ÎÏÊ (d-1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ �ÏÌÉÔÏ�Á M(T ). ðÕÓÔØ p1 = 1d+1Pdk=0 vk,p2 = 1dPd�1k=0 vk, T0;0 = f[v0; : : : ; vd℄g, T0;1 = f[fv0; : : : ; vd; p2gnfvkg℄ :k = 0; : : : ; d � 1g, T1;0 = f[fp1; v0; : : : ; vdgnfvkg℄ : k =0; : : : ; dg, T1;1 = f[fp1; v0; : : : ; vdgnfvkg℄ : k = 0; : : : ; d � 1g [f[fp1; v0; : : : ; vd�1; p2gnfvkg℄ : k = 0; : : : ; d� 1g. ðÏÌÏÖÉÍ �i4;i5(T ) =T [Ti4;i5 �ÒÉ i4; i5 2 f0; 1g. �ÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÍ �0i4;i5(T ) = T É �ji4;i5(T ) =�i4;i5(�j�1i4;i5(T )) �ÒÉ i4; i5 2 f0; 1g É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ j .ìÅÍÍÁ 4. åÓÌÉ i1; : : : ; i5; k4; k5 2 f0; 1g, T 2 Ti1;i2;i3;k4;k5 ,dim(M(T )) � 2 É s(T ) � 1, ÔÏ �i4;i5(T ) 2 Ti1;i2;i3;maxfi4;k4g;maxfi5;k5gÉ s(�i4;i5(T )) � s(T ).�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ i4; i5 2 f0; 1g É �ÅÌÏÇÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÇÏ j×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:�i4;i5(�j0;0(�(T2))) 2 T0;0;0;i4;i5 , �i4;i5(�j0;0(T2)) 2 T0;0;1;i4;i5 ,�i4;i5(�j0;0(�(T1))) 2 T0;1;0;i4;i5 , �i4;i5(�j0;0(T1)) 2 T0;1;1;i4;i5 ,T1;0;0;i4;i5 = ;, T1;0;1;i4;i5 = ;,T1;1;0;i4;i5 = ;, �i4;i5(�j0;0(T0)) 2 T1;1;1;i4;i5 .�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 20 �ÏÄËÌÁÓÓÏ× (T0;i2;i3;i4;i5 ,T1;1;1;i4;i5 , ÇÄÅ i2; : : : ; i5 2 f0; 1g), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÔÉ�Ï×ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÄËÌÁÓÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÍ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ 09-01-00545-Á.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÒÕÚÄÅ× ä. ÷. ï ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏ �ÏÌÉÔÏ�ÉÁÌØÎÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�É-480



ÑÈ // IV ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ "ðÒÏÂÌÅÍÙ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ É ÜËÏ-ÎÏÍÉÞÅÓËÉÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ": íÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (ïÍÓË, 29 ÉÀ-ÎÑ { 4 ÉÀÌÑ 2009). | ïÍÓË: ðÏÌÉÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÊ �ÅÎÔÒ ëáî, 2009. |ó. 177.2. Lee C. W. Regular triangulations of onvex polytopes // DIMACSSeries in Disrete Mathematis and Theoretial Computer Siene. |1991. | V. 4. | P. 443{456.3. Connelly R., Henderson D. W. A onvex 3-omplex not simpliiallyisomorphi to a stritly onvex omplex // Math. Pro. Camb. Phil.So. | 1980. | V. 88. | P. 299{306.÷óå âåú éóëìàþåîéñ òáóëòáóëéäåêó�÷é�åìøîïê ðòñíïê, õäï÷ìå�÷ïòñàýéåõóìï÷éà úáäáþé ï èòïíá�éþåóëïí þéóìåí. ï. äÖÅËÓÅÎÂÁÅ×Á (íÏÓË×Á)úÁÄÁÞÁ Ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÞÉÓÌÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á (× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ×ÁÒÉÁÎÔÅ) ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �×ÅÔÏ×, × ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ËÁÖÄÕÀÔÏÞËÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÏËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ 1. îÁ ÓÅÇÏÄÎÑÛÎÉÊ ÄÅÎØÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏ-ÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ | �ÒÑÍÏÊ R1, É ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ 2. äÌÑ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ × [1℄ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÒ "ÈÏÒÏÛÅÊ" ÉÌÉ"�ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ" ÒÁÓËÒÁÓËÉ �ÒÑÍÏÊ × Ä×Á �×ÅÔÁ. ïÎÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-ÂÏÊ ÞÅÒÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ × �ÅÒ×ÙÊ É ×ÔÏÒÏÊ �×ÅÔÁ�ÏÌÕÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÙ 1.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ×ÏÚØÍ£Í ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÌÀÂÏÊ �Ï-ÌÕÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1, �ÕÓÔØ, ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ [0; 1). òÁÓ-ËÒÁÓÉÍ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × Ä×Á �×ÅÔÁ ÂÅÚ �ÒÏ�ÕÓËÏ× É �Å-ÒÅËÒÙÔÉÊ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀ-ÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ �ÏÌÕÏÔÒÅÚËÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 1. úÁÔÅÍ �Å-ÒÅÊÄ£Í Ë ÓÏÓÅÄÎÅÍÕ �ÏÌÕÏÔÒÅÚËÕ [1; 2). òÁÓËÒÁÓÉÍ ÅÇÏ × ÔÅ ÖÅ �×ÅÔÁ,ÎÏ "Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ": ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ ÏÔÓÔÏÑÝÁÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ �ÅÒ-×ÏÇÏ �ÏÌÕÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ,ÔÏ ÔÏÞËÕ, ÏÔÓÔÏÑÝÕÀ ÎÁ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ×ÔÏÒÏÇÏ �Ï-ÌÕÏÔÒÅÚËÁ, ÏËÒÁÓÉÍ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ �×ÅÔ.
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äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÔØ �ÏÌÕÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ 1 ËÁË ×�ÒÁ×Ï, ÔÁËÉ ×ÌÅ×Ï ÏÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ, ÞÅÒÅÄÕÑ "�ÏÚÉÔÉ×ÎÕÀ" É "ÎÅÇÁÔÉ×ÎÕÀ" ÒÁÓ-ËÒÁÓËÕ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÕÏÔÒÅÚËÁ ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÒÁÓ-ËÒÁÓËÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÊ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ,ÒÁ×ÎÙÍ 2, Ô. Å. ÔÏÞËÁ, ÏÔÓÔÏÑÝÁÑ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ2, ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ. ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ × Ä×Á�×ÅÔÁ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ÷ÓÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ �ÒÑÍÏÊ × Ä×Á �×ÅÔÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÞÉÓÌÅ, �ÅÒÉÏÄÉÞÎÙ Ó �Å-ÒÉÏÄÏÍ 2, �ÒÉÞ£Í �ÏÌÕ�ÅÒÉÏÄÙ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏ; ÉÎÁÞÅÇÏ×ÏÒÑ, ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ �ÏÌÕÏÔÒÅÚËÏ× ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï-�ÏÌÏÖÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎ.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ × Ä×Á �×ÅÔÁ ÞÁÓÔØ �ÒÑÍÏÊ, ÏËÒÁÛÅÎÎÁÑ × ÏÄÉÎ�×ÅÔ, É ÞÁÓÔØ, ÏËÒÁÛÅÎÎÁÑ × ÄÒÕÇÏÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ: ÄÌÑ ÉÈ ÓÏ×ÍÅÝÅ-ÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ×ÄÏÌØ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ 1.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ ì. í. ëÏÇÁÎÏ×Õ ÚÁ �ÏÌÅÚÎÙÅ ÚÁ-ÍÅÞÁÎÉÑ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. | í.: íãîíï,2003.2. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ É ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× // íÁÔÅÒÉÁÌÙ VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓ-ËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É Å£ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ" (2{6 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2004 Ç.). |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2004. |ó. 43{49.çåïíå�òéþåóëéê ÷ù÷ïä æïòíõìù äìñ þéóìáóïâó�÷åîîùè ÷ïìî ÷ ðìáîáòîïí ÷ïìîï÷ïäåí. ä. ëÏ×ÁÌ£× (íÏÓË×Á)ðÌÏÓËÉÊ ×ÏÌÎÏ×ÏÄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÉÚ m+1 ÓÌÏ-£× ÄÉÜÌÅËÔÒÉËÏ× Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ �ÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ nj . äÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉ-ÔÁÔØ, ÞÔÏ × ËÒÁÊÎÉÈ ÓÌÏÑÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÌÝÉÎÙ n1 � nm+1. á ÓÒÅÄÉ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÌÏ£×, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÏÌÝÉÎÙ t2; t3; : : : ; tm, ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ �Ï-ËÁÚÁÔÅÌØ �ÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÏÌÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÏÔÙ nk > n1
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ÉÍÅÅÔÓÑ × k-ÏÍ ÓÌÏÅ. üÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÅ ×ÏÌÎÙ, ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÉÅ-ÓÑ × ×ÏÌÎÏ×ÏÄÅ, ÂÙ×ÁÀÔ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï×: ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ �å- É �í-×ÏÌ-ÎÙ [1℄. èÏÔÑ ÎÁÛ �ÏÄÈÏÄ �ÒÉÍÅÎÉÍ É ÄÌÑ �í-×ÏÌÎ, ÍÙ ÒÁÄÉ Ï�ÒÅ-ÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÌÉÛØ Ï �å-×ÏÌÎÁÈ. åÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÏÉ�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ ÏÓÉ Ox, Á ×ÏÌÎÙ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÀÝÉÍÉÓÑ ×ÄÏÌØÏÓÉ Oz, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ × j-Í ÓÌÏÅ ÄÌÑ �å-×ÏÌÎ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÅÚÒÁÚ-ÍÅÒÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁËd2Eyd�2 + �2jEy = �2Ey;ÚÄÅÓØ Ey(x) | ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ�ÒÑÖ£ÎÎÏ-ÓÔÉ �ÏÌÑ ×ÏÌÎÙ, �j = njn1 | �ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ �ÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ,ÍÏÇÕÝÉÊ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÉÍ ÅÄÉÎÉ�Ù ( ÓËÁÖÅÍ, �m+1 � 1), Á � = �n1 |�ÒÉ×ÅÄ�ÅÎÎÙÊ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ �ÏËÁÚÁÔÅÌØ �ÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ (� | �ÏÓÔÏÑÎ-ÎÁÑ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÑ).èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÛÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ �ÌÏÓËÏÓÔÑÈ ÓÌÏ�Å× �Ï ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎ Ey É dEydx . åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÉ � �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ËÒÁÊÎÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏÑÈ�ÏÌÅ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ ÕÂÙ×ÁÅÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (ËÒÁÅ×ÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ),ÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌÑ �ÒÅÌÏÍÌÅ-ÎÉÑ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ, Á ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ | ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÏÊ �å-ÍÏÄÏÊ ÉÌÉ ×ÏÌÎÏÊ ×ÏÌÎÏ×ÏÄÁ. þÉÓÌÏ �å-ÍÏÄ × ×ÏÌÎÏ×Ï-ÄÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏ�Å×, ËÏÎÅÞÎÏ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÅÇÏ|ÏÄÎÁ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ×ÏÌÎÏ×ÏÄÏ×.á×ÔÏÒÏÍ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÎÏ×ÁÑ ÆÏÒÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÎÁÚ×ÁÌ ÍÎÏÇÏ-ÓÌÏÊÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ [2℄. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÙÌÉ �ÏÓÞÉÔÁÎÙ[3℄ ÞÉÓÌÁ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÜÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÈ ÍÏÄ × �ÌÏÓËÉÈ ×ÏÌÎÏ×ÏÄÁÈÉÚ Ä×ÕÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. úÄÅÓØ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÓÉÌÅÎ É Õ�ÒÏÝ£Î �ÕÔ£ÍÓ×ÅÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ë �ÏÄÓÞ£ÔÕ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÍÎÏÇÏÓÌÏÊÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �å-×ÏÌÎ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �ÏÄÓÞ£ÔÕ ÞÉÓÌÁ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ(~am+1(�); ~Aom(�)) = 0;ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ 1 < � < � = nkn1 . úÄÅÓØ ×ÅËÔÏÒ ÆÕÎË�ÉÑ ~Aom(�) =(p�2 � �2;q�2m+1 � �2). á ×ÅËÔÏÒ ÆÕÎË�ÉÑ ~am+1(�) ÓÔÒÏÉÔÓÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ: ~a2(�) = (p�2 � 1;p�2 � �2), É~aj+1(�) = Vj(�)~aj(�):483



úÄÅÓØ ÍÁÔÒÉ�Á ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á Vj(�) ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:0B� h tjq�2 � �2j p�2��2jp�2��2 sh tjq�2 � �2jp�2��2p�2��2j sh tjq�2 � �2j h tjq�2 � �2j 1CA ;�ÒÉ �j < � < �,0B� os tjq�2j � �2 �p�2j��2p�2��2 sin tjq�2j � �2p�2��2p�2j��2 sin tjq�2j � �2 os tjq�2j � �2 1CA ;�ÒÉ 1 < � < �j , É  1 0tjq�2 � �2j 1 ! ;�ÒÉ � = �j .÷ÅËÔÏÒ ~Aoj (�) �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ ÕÂÙ×ÁÎÉÉ � ÏÔ � ÄÏ 1 �Ï ÞÁ-ÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔÎÁ ÕÇÏÌ PA = lim�!1+0 artgs �2 � �2�2 � �2m+1 :çÏÄÏÇÒÁÆ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ ~a2(�) ÅÓÔØ ÞÅÔ×ÅÒÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ-ÄÉÕÓÁ �, �ÒÏÈÏÄÉÍÏÊ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ �ÒÉ ÕÂÙ×ÁÎÉÉ � ÏÔ �ÄÏ 1, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ. ðÏ-ÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Vj(�), ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙ, ÔÏ ×ÅËÔÏÒ~aj+1(�) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ 1 < � < �. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ ÍÏÖ-ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ. ìÀÂÏÊ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ~aj(�); 2 < j < m + 1 �Ï×ÏÒÁÞÉ-×ÁÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ �ÏÌÏÖÉ-ÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ ÏÓÉ ÁÂÓ�ÉÓÓ, �ÒÉ ÕÂÙ×ÁÎÉÉ � ÏÔ � ÄÏ 1.ðÏ×ÏÒÏÔ pm+1 ×ÅËÔÏÒÁ ~am+1(�) �ÒÉ ÕÂÙ×ÁÎÉÉ � ÏÔ � ÄÏ 1 ÍÏÖÎÏ�ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-ÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚ-ÚÁ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔ× �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Vj(�)�ÒÉ � ! �.) �ÏÇÄÁ �Ï×ÏÒÏÔ ×ÅËÔÏÒÁ ~am+1(�) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒÁ~Aom ÒÁ×ÅÎ pm+1 + PA. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒÙ ~am+1(�) É ~Aom ÏÂÒÁÚÕÀÔ�ÒÑÍÏÊ ÕÇÏÌ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ �ÒÑÍÏÊ ÕÇÏÌ, �ÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ �ÒÉ� = �, ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÒÁ×ÎÏÅ 484



K = "pm+1 + PA� #�;ÇÄÅ [x℄� | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÅ x. üÔÏ É ÅÓÔØÞÉÓÌÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ �å-×ÏÌÎ, ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ × ÄÁÎÎÏÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÄÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé ÇÒÁÎÔ 08-01-90102-íÏÌ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÏÒÎ í., ÷ÏÌØÆ ü. ïÓÎÏ×Ù Ï�ÔÉËÉ. | í.: îÁÕËÁ, 1970.2. ëÏ×ÁÌÅ× í. ä. íÎÏÇÏÓÌÏÊÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ × Ï�ÔÉËÅ É Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅ-ÈÁÎÉËÅ // ö÷í É íæ. | 2009. | �. 49, � 8. | ó. 1{14.3. ëÏ×ÁÌÅ× í. ä. þÉÓÌÏ TE- É TM-ÍÏÄ × ÍÎÏÇÏÓÌÏÊÎÏÍ �ÌÁÎÁÒ-ÎÏÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÄÅ ÓÏ ÓÌÏÑÍÉ Ä×ÕÈ ÔÉ�Ï× // üÌÅËÔÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÅ ×ÏÌÎÙ ÉÜÌÅËÔÒÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ. | 2009. | �. 14, �2. | ó. 4{17.ðòá÷éìøîùå é âéðòá÷éìøîùå òáúâéåîéñå. ÷. ëÏÌÏÍÅÊËÉÎÁ (íÏÓË×Á)ïÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÔËÉ. ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÒÅÛÅÔÏË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÓÎÅÊÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊÇÒÕ��ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ). �ÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÊÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÑÞÅÅË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÑÞÅÅËÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÊÄÅÔÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÏÄÎÕ ÑÞÅÊËÕ × ÄÒÕÇÕÀ É�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ × ÓÅÂÑ.åÓÌÉ ÇÒÕ��Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÔÏÌØËÏÇÒÕ��Õ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÊ, ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÙ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, Ô. Å. ÔÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÑÞÅÊËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÂÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ×Ï×ÓÅ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �Ï �ÅÌÙÍ ÏÂÝÉÍ ÇÒÁÎÑÍ.éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏËÒÅÓÔÎÏ-ÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ × �ÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ �Ï�ÁÒÎÏÉÄÅÎÔÉÞÎÙ.çÌÁ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ: ËÏÎÇÒÕÜÎÔ-ÎÏÓÔØ ËÏÒÏÎ ËÁËÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÌÅÞÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ?ðÅÒ×ÙÊ ÔÁËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ × 1976 ÇÏÄÕ ÄÌÑ ÔÏ-ÞÅÞÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ É ÄÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙÉ ÎÁÚ×ÁÎ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ: 485



�ÅÏÒÅÍÁ [1℄ (ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ). òÁÚÂÉÅÎÉÅ T �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁXd �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ:1) ×ÓÅ ËÏÒÏÎÙ ÒÁÄÉÕÓÁ k �Ï�ÁÒÎÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ;2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÑÞÅÊËÉ P 2 T ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Sk�1(P ) = Sk(P ), ÇÄÅSk(P ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÕ��Õ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÏÒÏÎÙ ÒÁÄÉÕÓÁ k ÑÞÅÊËÉ P .÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ �ÏÉÓËÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉËÏÒÏÎ, ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÀÝÅÇÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.äÌÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÒÁÄÉÕÓ ËÏÎ-ÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ [2℄ î. ð. äÏÌÂÉ-ÌÉÎÁ É ä. ûÁÔÔÛÎÁÊÄÅÒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �Ï�ÁÒÎÏÊËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÎÙÈ ËÏÒÏÎ ÒÁÄÉÕÓÁ 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÌÎÏÊ ËÏÒÏÎÏÊ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÑÞÅÊËÉ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÑÞÅÅË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÓÍÅÖÎÙÈ ÓÄÁÎÎÏÊ ÑÞÅÊËÏÊ ËÁË �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÔÁË É �Ï ×ÅÒÛÉÎÁÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÅ�ÏÌÎÏÊ ËÏÒÏÎÏÊ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÑÞÅÊËÉÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÑÞÅÅË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÓÍÅÖÎÙÈÓ ÄÁÎÎÏÊ ÑÞÅÊËÏÊ (�ÅÎÔÒÏÍ ËÏÒÏÎÙ) ÔÏÌØËÏ �Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Å ËÏÒÏÎÙ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×É-ÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÏÄÎÕ ËÏÒÏÎÕ × ÄÒÕÇÕÀ É �ÅÎÔÒ �ÅÒ×ÏÊËÏÒÏÎÙ × �ÅÎÔÒ ×ÔÏÒÏÊ ËÏÒÏÎÙ.äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÓÌÁÂÌÑÅÍ ÕÓÌÏ×ÉÅ �Ï�ÁÒÎÏÊËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÎÙÈ ËÏÒÏÎ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 É ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÅÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ�Ï�ÁÒÎÏÊ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ ÎÅ�ÏÌÎÙÈ ËÏÒÏÎ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÅÒÎÁÓÌÅÄÕÀÝÁÑ�ÅÏÒÅÍÁ 1. òÁÚÂÉÅÎÉÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÎÅ�ÏÌÎÙÅ ËÏÒÏÎÙ ÒÁÄÉÕÓÁ 1�Ï�ÁÒÎÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ.üÔÏÔ ÖÅ ÆÁËÔ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÅÎ É ÄÌÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. òÁÚÂÉÅÎÉÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÎÅ�ÏÌÎÙÅ ËÏÒÏÎÙ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 �Ï�ÁÒ-ÎÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ.éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÆÁËÔ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏÕÖÅ ÎÅ ×ÅÒÅÎ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ë. âÅÒÅ�ËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×-ÓËÏÇÏ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁË ×ÓÅ �ÏÌÎÙÅ, ÔÁË É ÎÅ�ÏÌÎÙÅ ËÏÒÏÎÙ ÒÁÄÉÕÓÁ 1�Ï�ÁÒÎÏ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ.�ÁËÖÅ ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÌÎÙÈ ËÏÒÏÎ ÒÁÄÉÕÓÁ 1É ÄÌÑ ÏÂÅÓ�ÅÞÅÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 3 (ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ð. üÎÇÅÌÁ).ðÏÚÄÎÅÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌ ÏÂÏÂÝÅÎ î. ð. äÏÌ-ÂÉÌÉÎÙÍ É í. é. ûÔÏÇÒÉÎÙÍ [3℄ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÍÕÌØÔÉ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÉÌÉ486



m{ÜÄÒÁÌØÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ (ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÑÞÅÅË ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓ-�ÁÄÁÅÔÓÑ × m ÏÒÂÉÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Ni | ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅ�ÏÌÎÙÈ ËÏÒÏÎ ÒÁÄÉÕÓÁ i.�ÅÏÒÅÍÁ (ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ). äÌÑ m 2 N ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÅ T Ñ×ÌÑÅÔÓÑ m-ÜÄÒÁÌØÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔ-ÓÑ ÔÁËÏÅ k 2 N , ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ:1) Nk�1 = Nk = m;2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ P 2 T ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Sk�1(P ) = Sk(P ).ìÏËÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÓÌÕÞÁÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉ m = 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÑÞÅÊ-ËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁÓ�ÁÄÁÀÔÓÑ × 2 ÏÒÂÉÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉ-�ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ N�1 ËÌÁÓÓÏ× �ÏÌÎÙÈËÏÒÏÎ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 × ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÒÁ×ÎÏ 2.üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÎÅÕÌÕÞÛÁÅÍÁ × ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ 2 ËÌÁÓÓÁ ÎÅ�ÏÌÎÙÈËÏÒÏÎ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÂÉ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. äÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 3 �ÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ Ä×Õ-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 4. �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉ�ÒÁ-×ÉÌØÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ N�1 ËÌÁÓÓÏ× �ÏÌÎÙÈËÏÒÏÎ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 × ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÒÁ×ÎÏ 2.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. äÅÌÏÎÅ â. î., äÏÌÂÉÌÉÎ î. ð., ûÔÏÇÒÉÎ í. é., çÁÌÌÉÕ-ÌÉÎ ò. ÷. ìÏËÁÌØÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË // äáîóóóò. | 1976. | �. 227, � 1. | ó. 319{322.2. Dolbilin N. P., Shattshneider D. One orona is enough for the Eu-lidean plane // Fields institute monographs quasi rystals and disretegeometry. | A.M.S., Rod Island, 1998. | P. 207{246.3. äÏÌÂÉÌÉÎ î. ð., ûÔÏÇÒÉÎ í. é. ìÏËÁÌØÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ ËÒÉ-ÓÔÁÌÌÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ // IX ÷ÓÅÓÏÀÚÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÆÅ-ÒÅÎ�ÉÑ. | ëÉÛÉÎÅ×, 1987. | �. 64. | ó. 99.4. ëÏÌÏÍÅÊËÉÎÁ å. ÷. ï ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÂÉ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÉ-ÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ IXíÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ", �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏ-ÇÏ 75-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á (18{23 ÉÀ-ÎÑ 2007 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁíçõ, 2007. | ó. 384{386.
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ï þéóìå ÷îõ�òåîîéè �ïþåë÷ �åïòåíáè üòäåûá|óåëåòåûá÷. á. ëÏÛÅÌÅ× (íÏÓË×Á)÷ 1935 ÇÏÄÕ ð. üÒÄÅÛ É ä. óÅËÅÒÅÛ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ�ÒÏÂÌÅÍÕ [1℄.ðÅÒ×ÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ üÒÄÅÛÁ|óÅËÅÒÅÛÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n � 3ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ g(n), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉÉ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ g(n) ÔÏÞÅË, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ n, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ×Ù�ÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.÷ 1978 ÇÏÄÕ üÒÄÅÛ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÀ �ÅÒ×ÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÙ.÷ÔÏÒÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ üÒÄÅÛÁ|óÅËÅÒÅÛÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n � 3ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ h(n), ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË X ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉÉ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ h(n) ÔÏÞÅË, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ n, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ×Ù�ÕËÌÏÇÏ É �ÕÓÔÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ô. Å. ÜÔÏÔ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ X .ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ × ËÏÍÂÉÎÁ-ÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ òÁÍÓÅÑ. ïÂÅ ÏÎÉ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÒÅÔØÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÔÉ�Á üÒÄÅÛÁ|óÅËÅÒÅÛÁ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈn � 3 É k � 0 ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ h(n; k),ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË X ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅ-ÇÏÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ h(n; k)ÔÏÞÅË, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ n, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ C Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍj(C n �C) \ Xj � k, Ô. Å. ÜÔÏÔ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÎÅÂÏÌÅÅ k ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÉÚ X .äÌÑ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ üÒÄÅÛÁ|óÅËÅÒÅÛÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏg(3) = 3; g(4) = 5; g(5) = 9 [1℄; g(6) = 17 [2℄(�ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅÄÁ×ÎÏ É ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ�ÏÚÖÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ, Ó �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ). ÷ ÏÂ-ÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ2n�2 + 1 � g(n) � �2n� 5n� 3 �+ 1:488



÷ÔÏÒÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÉÚÕÞÅÎÁ ÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÏ. äÌÑ ÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:h(3) = 3; h(4) = 5; h(5) = 10; 30 � h(6) � 463;É, ÎÁËÏÎÅ�, �ÒÉ n � 7 ×ÅÌÉÞÉÎÁ h(n) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ [3℄. éÍÅÎÎÏ ×Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÒÅÔØÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×Ï�ÒÏÓ ÏÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ h(n; k) �ÒÉ n > 7.äÌÑ ÔÒÅÔØÅÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ág(n) = h(n; g(n)� n) � : : : � h(n; k) � : : : � h(n; 1) � h(n; 0) = h(n);ÅÓÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ. äÌÑ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊn ÏÞÅ×ÉÄÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:h(3; k) = 3; h(4; k) = 5; h(5; 0) = 10; h(5;� 1) = 9:ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂÕÓÌÏ×ÌÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÕËÌÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÓ Ä×ÕÍÑ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞËÁÍÉ ×ÎÕÔÒÉ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØÛÉÊ ×Ù-�ÕËÌÙÊ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË. ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÅÒÅÂÏÒÁ, ÈÏÖÉÊ ÓÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ óÅËÅÒÅÛÁ, â. íÁËëÅÑ É ì. ðÉÔÅÒÓÁ [2℄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉ-ÍÅÎÅÎ ÄÌÑ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ h(6;� 2) = 17 Éh(6; 1) = 18.äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ Ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈk = k(n) �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ h(n; k) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á ÔÁËÖÅh(n; k) = g(n) ÉÌÉ h(n; k) > g(n) (�ÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ g(n)ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÚÁÍÅÎÉ× g(n)ÎÁ 2n�2 + 1). ëÁË ÂÙÌÏ ×�ÅÒ×ÙÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ Á×ÔÏÒÏÍ [4℄, �ÏÓÌÅÄÎÅÅÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ k � � (n�3)d(n�3)=2e�� �n2 �.úÎÁÞÅÎÉÑ k �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ h(n; k) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×�ÅÒ×ÙÅ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ× ÓÔÁÔØÅ âÌ. óÅÎÄÏ×Á. óÅÎÄÏ×, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï èÏÒÔÏÎÁ [3℄, Ó�ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ h(7), ÄÏËÁÚÁÌ ÎÅ-ËÏÔÏÒÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ k ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ k � ( 4p2 + o(1))n. îÅÍÎÏÇÏÌÕÞÛÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÏÚÖÅ å. îÙËÌÏ×ÏÊ, ÎÏ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉËÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. îÅÄÁ×ÎÏ Á×ÔÏÒÏÍ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ h(n; k) ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØk � (2+o(1))n, Á ÉÍÅÎÎÏ � (n�7)(n�7)=2��1 ÄÌÑ ÎÅÞÅÔÎÙÈ n É 2� (n�8)(n�8)=2��1ÄÌÑ ÞÅÔÎÙÈ [4℄.÷ Ó×ÑÚÉ Ó �ÒÏÂÌÅÍÁÍÉ üÒÄÅÛÁ|óÅËÅÒÅÛÁ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÀÔ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÌÏÍÁÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ÓÁÍÉÍÉ489



Á×ÔÏÒÁÍÉ ÚÁÄÁÞ × [1℄ É ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ "ÞÁÛËÁÍÉ" É"ËÒÙÛËÁÍÉ". îÁ�ÏÍÎÉÍ ÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x1; y1); : : : ; (xn; yn) ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ n-ÞÁÛËÏÊ, ÅÓÌÉ x1 < : : : < xn É y1�y2x1�x2 < y2�y3x2�x3 < : : : < yn�1�ynxn�1�xn .åÓÌÉ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÚÁÍÅÎÉÔØ ×ÓÅ ÚÎÁËÉ ÎÁ ÂÏÌØÛÅ, ÔÏ ÜÔÏÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ n-ËÒÙÛËÏÊ.óÌÅÄÕÑ üÒÄÅÛÕ É óÅËÅÒÅÛÕ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ f(l;m) ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ÎÁ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ �Á-ÒÙ ÔÏÞÅË Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ, É ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ f(l;m)ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ, ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÅ ÌÉÂÏl-ÞÁÛËÕ, ÌÉÂÏ m-ËÒÙÛËÕ. úÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ f(l;m) ÂÙÌÁ�ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÅÎÁ üÒÄÅÛÅÍ É óÅËÅÒÅÛÅÍ × 1961 ÇÏÄÕ. ïÎÉ �ÏËÁÚÁÌÉ,ÞÔÏ f(l;m) = �l+m�4l�2 �+ 1.äÌÑ ÞÁÛÅË É ËÒÙÛÅË ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÉ, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÙÅ ÔÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÄÌÑ h(n; k), É Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÕÀÝÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ f(l;m; l0;m0). äÌÑ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ Á×ÔÏÒÏÍ ÔÏÖÅ ÂÙ-ÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÉÌØÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ [4℄.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé 09-01-00294. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Erd}os P., Szekeres G. A ombinatorial problem in geometry //Compositio Math. | 1935. | V. 2. | P. 463{470.2. Szekeres G., Peters L. Computer solution to the 17-point Erd}os|Szekeres problem // ANZIAM J. | 2006. | V. 48. | 151{164.3. Horton J. D. Sets with no empty 7-gons // Canad. Math. Bull. |1983. | V. 26. | P. 482{484.4. Koshelev V. A. On Erd}os{Szekeres problem and related prob-lems // http://arxiv.org/PS ahe/arxiv/pdf/0910/0910.2700v1.pdfï èòïíá�éþåóëéè þéóìáèîåëï�ïòùè çåïíå�òéþåóëéè æòáë�áìï÷ï. ÷. ëÕÚØÍÉÎ, á. ï. íÁÌÁËÉÞÅ× (éÒËÕÔÓË)èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ÒÁ×-ÎÁÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �×ÅÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ490



ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÒÁ×ÎÏÍ 1. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÈÒÏÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁ�ÒÅ-ÝÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á | ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÏÖ-ÎÅÊÛÉÈ É ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÚÁÄÁÞ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÎÏÇÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÁÈá. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ (ÓÍ., ÎÁ�Ò., [1℄).îÅ ÍÅÎÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÈÒÏÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÆÒÁËÔÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏ-ÇÏ ÆÒÁËÔÁÌÁ, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÍÕ ÆÒÁËÔÁÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁÎÁ �ÒÉÍÅÒÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ "ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ\ ÆÒÁËÔÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ "ÓÁÌÆÅÔËÕ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ\ | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÆÒÁË-ÔÁÌ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÉÄÅÁÌØÎÏÇÏ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ. ïÄÉÎ ÉÚ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÆÒÁËÔÁÌÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.ðÕÓÔØ S0 { �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË. òÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ÌÉ-ÎÉÑÍÉ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. õÄÁÌÑÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ �ÅÎ-ÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S1, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚÔÒÅÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ðÒÏÄÏÌÖÉ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ Ï�ÅÒÁ-�ÉÀ Ó ÏÓÔÁ×ÛÉÍÉÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Sn, ÇÄÅn 2 N | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÔÅÒÁ�ÉÊ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÒÅÄÆÒÁËÔÁÌÏÍ. �ÏÇÄÁ"ÓÁÌÆÅÔËÁ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ\ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S = 1Tn=1Sn [2℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÓËÒÁÓËÅ "ÓÁÌÆÅÔËÉ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ\. âÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S ÌÅÖÉÔ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÎÅÊÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. ÷ ÓÉÌÕ ÓÁÍÏ�ÏÄÏÂÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S, Ó×ÏÊÓÔ×Á�ÒÅÄÆÒÁËÔÁÌÁ Sn ÂÕÄÕÔ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÔØÓÑ É ÎÁ "ÓÁÌÆÅÔËÕ\. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ �ÒÏÂÌÅÍÙ Ï ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Sn. úÁ�ÒÅ-ÝÅÎÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ × ÄÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÔÏÒÏÎÙÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ �ÒÉ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ.ï�ÉÛÅÍ �ÒÏ�ÅÓÓ ÒÁÓËÒÁÓËÉ Sn. òÁÓËÒÁÓËÕ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁS0, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A1A2A3. ÷ÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ S0, ËÒÏÍÅ A2 É A3, �ÒÉÓ×ÏÉÍ "�ÅÒ×ÙÊ\ �×ÅÔ. �ÏÞËÅ A2 �ÒÉÓ×ÏÉÍ"×ÔÏÒÏÊ\ �×ÅÔ, Á ÔÏÞËÅA3 | "ÔÒÅÔÉÊ\. ðÒÉ ÔÁËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÎÉËÁËÉÅÄ×Å ÔÏÞËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ,ÎÅ ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÏÄÉÎ �×ÅÔ. ðÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÒÉÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ A1A2A3, A2A4A5 É A3A5A6. ëÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ× A2A4A5 É A3A5A6, ËÒÏÍÅ A4, A5 É A6 ÒÁÓËÒÁÓÉÍ ×Ï "×ÔÏÒÏÊ\É "ÔÒÅÔÉÊ\ �×ÅÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÞËÉ A4 É A5 ÒÁÓËÒÁÓÉÍ × "�ÅÒ-×ÙÊ\ �×ÅÔ. ðÒÉ ÔÁËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÔÏÞËÁ A5 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓËÒÁÛÅ-ÎÁ × ÔÅ ÖÅ �×ÅÔÁ, ÞÔÏ É ÔÏÞËÉ A2, A3, A4 É A6, ÔÁË ËÁË ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÅÒ×ÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ.491



ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÏÞËÅ A5 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÉÓ×ÏÅÎ "�ÅÒ×ÙÊ\ �×ÅÔ, ÔÁËËÁË × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ A1A2A3 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÚÁ�ÒÅÝÅÎ-ÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÏÔ A5 É ÉÍÅÀÝÉÅ "�ÅÒ×ÙÊ\ �×ÅÔ. úÎÁÞÉÔ, ÔÏÞËÁ A5ÂÕÄÅÔ ÏËÒÁÛÅÎÁ × "ÞÅÔ×ÅÒÔÙÊ\ �×ÅÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÆÒÁËÔÁÌÁ S1 ÒÁ×ÎÏ 4. éÓËÏÍÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÅÎÁ,ÅÓÌÉ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÉÔÅÒÁ�ÉÑÈ ÍÙ �ÒÏÄÏÌÖÉÍ �ÒÉÓ×ÁÉ×ÁÔØ ËÁÖÄÏ-ÍÕ ÎÏ×ÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ �×ÅÔ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ. �ÅÍÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ�ÅÏÒÅÍÁ 1.èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ "ÓÁÌÆÅÔËÉ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ\ ÒÁ×-ÎÏ 4."óÁÌÆÅÔËÅ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ\ �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÇÒÁÆ, ËÏÔÏ-ÒÙÊ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ëÁÖÄÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË "ÓÁÌÆÅÔ-ËÉ\ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÕ ÇÒÁÆÁ; ÅÓÌÉ Õ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÙÌÁÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÒÅ-ÂÒÏÍ. ðÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S0 ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØÇÒÁÆ G0, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ; ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ S1 | ÇÒÁÆ G1,ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎ É ÔÒÅÈ ÒÅÂÅÒ É Ô. Ä. ðÒÅÄÆÒÁËÔÁÌÕ SnÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ Gn, ÇÄÅ n 2 N , ÓÏÓÔÏÑ-ÝÉÊ ÉÚ 3n ×ÅÒÛÉÎ É 32 (3n � 1) ÒÅÂÅÒ. íÎÏÖÅÓÔ×Õ S ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ G.çÒÁÆ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÒÁËÔÁÌØÎÙÍ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, G ÍÏÖÎÏ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ÉÚ ÇÒÁÆÁ G0, Ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁÔÒÁ×ËÉ H = (W;Q), ÇÄÅ W =fw1; w2; w3g, Q = f(w1; w2); (w1; w3); (w2; w3)g (ÓÍ. [3℄). ðÒÏ�ÅÄÕÒÁÚÁÍÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ ÚÁÔÒÁ×ËÏÊ ÂÕÄÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ÷ ÇÒÁÆÅ G0 ×ÅÒÛÉÎÁ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÚÁÔÒÁ×ËÕ H . äÁÌÅÅ ÓÏ×ÅÒ-ÛÁÅÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÏÂÈÏÄ ÇÒÁÆÁ G1, ÚÁÍÅÎÑÑ ËÁÖÄÕÀ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕÎÁ ÚÁÔÒÁ×ËÕ H , �ÏÌÕÞÉÍ ÇÒÁÆ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ×ÔÏÒÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ"ÓÁÌÆÅÔËÉ\. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÁÎÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ, ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÆÒÁËÔÁÌØ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ "ÓÁÌÆÅÔËÅ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ\.äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÇÒÁÆÁ G ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊ-ÔÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÆÁ Gn. ÷ÅÒÛÉÎÅ w1 ÚÁÔÒÁ×ËÉ î �ÒÉÓ×Ï-ÉÍ "�ÅÒ×ÙÊ\ �×ÅÔ, ×ÅÒÛÉÎÅ w2 | "×ÔÏÒÏÊ\, w3 | "ÔÒÅÔÉÊ\. ðÒÉ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÉ Gn ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÚÁÔÒÁ×ËÕ Ó "ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙÍÉ\ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ, ÔÏÇÄÁ �ÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁ-ÆÁ Gn ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÙÍ 3, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ GÒÁ×ÎÏ 3. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÁ�ÅÏÒÅÍÁ 2. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÆÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ"ÓÁÌÆÅÔËÅ óÅÒ�ÉÎÓËÏÇÏ\, ÒÁ×ÎÏ 3.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. | í.: íãîíï,2003.2. ëÒÏÎÏ×ÅÒ ò. í. æÒÁËÔÁÌÙ É ÈÁÏÓ × ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ.ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ. | í.: ðÏÓÔÍÁÒËÅÔ, 2000.492



3. ëÏÞËÁÒÏ× á. á., ëÏÞËÁÒÏ× ò. á. ï �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ É ÄÒÕÇÉÈ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÆÒÁËÔÁÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× // ðÒÅ�ÒÉÎÔ éðíÉÍ. í. ÷. ëÅÌÄÙÛÁ òáî � 83. | í., 2003.éúïüäòáìøîùå òáúâéåîéñ �ò³èíåòîïê óæåòùé úáëïîïíåòîïó�é ÷úáéíîùè ïòéåî�áãéêëòéó�áììï÷ñ. ÷. ëÕÞÅÒÉÎÅÎËÏ (íÏÓË×Á)òÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÅÊ ÉÚÏÜÄÒÁÌØ-ÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ äÉÒÉÈÌÅ|÷ÏÒÏÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÙÂÏÒÕ ÏÓÏÂÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ, �Ï-×ÔÏÒÑÅÍÙÈ ÔÅÍÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞÅÞÎÙÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÜÔÏÊ ÓÆÅÒÙ,ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ï�ÉÓÁÎÉÑÍ ×ÚÁÉÍÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ËÒÉÓÔÁÌ-ÌÏ×.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÁÒÁ ËÒÉÓÔÁÌÌÏ×A É B Ó ÇÒÕ��ÁÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ faigÉ fbig. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÉÈ ×ÚÁÉÍÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊÓ×ÏÄÉÔÓÑ Ë Ï�ÉÓÁÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔÉ äÉÒÉÈÌÅ|÷ÏÒÏÎÏÇÏ (ÎÁ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊÓÆÅÒÅ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÂÉÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��Ù, �ÏÒÏ-ÖÄ£ÎÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÇÒÕ�� faigÉ fbig. ï�ÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏÓÔÏ, ÅÓÌÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÕ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ× É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ Ó ÉÈ �ÏÍÏÝØÀÔÒ£ÈÍÅÒÎÙÈ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ÇÒÕ�� faig É fbig | ÜÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ ÛÉÒÏËÏ ÉÚ-×ÅÓÔÎÁ ÉÚ ÒÁÂÏÔ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ, ëÅÊÌÉ É ëÌÅÊÎÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÍ. [2{7℄),Á �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÎÁÛÉÍ �ÒÏÂÌÅÍÁÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ × [8{9℄. ÷ ÎÁÓÔÏ-ÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏËÁÚÁÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:ïÂÌÁÓÔØ äÉÒÉÈÌÅ|÷ÏÒÏÎÏÇÏ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ Ä×ÉÖÅÎÉÀ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ �ÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. óÏ×ÏËÕ�-ÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ äÉÒÉÈÌÅ|÷ÏÒÏÎÏÇÏ, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÌÅÇËÏ ×ÏÓÓÏÚÄÁÔØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÇÒÕ��ÙÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × S3. ÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÕ��Ï×ÙÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ.óÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÏÒÂÉÔÙ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÇÒÕ��Å ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÒÉÓÔÁÌÌÉ-ÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÏÊÎÉËÁ. ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ äÉÒÉÈÌÅ|÷ÏÒÏÎÏÇÏ × S3ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ.ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ËÒÉÓÔÁÌÌÏ× (ÆÉÇÕÒ) A É B ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÈ ×ÚÁÉÍ-ÎÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÑ. åÓÌÉ ËÒÉÓÔÁÌÌÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÔÏ ÓÍÅÎÁ �ÏÒÑÄËÁ ÆÉ-ÇÕÒ × �ÁÒÅ (A;B) ÎÉËÁË ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÇÒÕ��Õ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÎÁ ÓÆÅÒÅ493



S3 ÎÉ ÎÁ Å£ ÏÒÂÉÔÕ. åÓÌÉ ÖÅ ËÒÉÓÔÁÌÌÙ ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ ÓÍÅÎÁ �ÏÒÑÄËÁÆÉÇÕÒ × �ÁÒÅ (A;B) ÍÅÎÑÅÔ ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÅ ×ÚÁÉÍÎÙÅÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ËÒÉÓÔÁÌÌÏ×, ÎÁ ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÉÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÓÆÅÒÅ S3 ÎÁÏÒÂÉÔÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÏÞÅË ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ × ÔÏÞËÅ. �Á-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÍÅÎÁ �ÏÒÑÄËÁ ÆÉÇÕÒ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕ��Ù ÎÁS3, Á �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë Ä×ÉÖÅÎÉÀ ×ÓÅÊ ÏÒÂÉÔÙ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÓÍÅÎÁ ÎÁÞÁÌØ-ÎÙÈ �ÏÌÏÖÅÎÉÊ ÆÉÇÕÒ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �Ï×ÏÒÏÔÕ ÏÒÂÉÔÙ ËÁË �ÅÌÏÇÏ, ÎÅÍÅÎÑÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÇÒÕ��Ù. ïÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÅ ÆÁËÔÙ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ Ï�ÉÓÁÔØ×ÚÁÉÍÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ, ÎÏ É ÒÁÚÎÙÈ ËÒÉÓÔÁÌ-ÌÏ×.åÓÌÉ × �ÁÒÅ (A;B) ËÒÉÓÔÁÌÌÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï×ÅÌÉÞÉÎÅ ÉÈ ÒÁÚÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ËÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ�ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÕÇÌÁ �Ï×ÏÒÏÔÁ, ÓÏ×ÍÅÝÁÀÝÅÇÏ ÏÄÉÎ ËÒÉ-ÓÔÁÌÌ Ó ÄÒÕÇÉÍ), × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÒÁÚÏÒÉÅÎ-ÔÉÒÏ×ËÅ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. åÓÌÉ ÖÅ × �Á-ÒÅ (A;B) ËÒÉÓÔÁÌÌÙ ÒÁÚÎÙÅ, ÔÏ �ÏÎÑÔÉÅ "×ÅÌÉÞÉÎÁ ÒÁÚÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×-ËÉ" ÔÅÒÑÅÔ ÓÍÙÓÌ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ × ×ÙÂÏÒÅ ÎÁÞÁÌØÎÏ-ÇÏ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ËÒÉÓÔÁÌÌÏ×. ïÄÎÁËÏ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÚÌÉÞÉÑ ×ÚÁÉÍÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ËÒÉÓÔÁÌÌÏ× ×Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ �ÁÒÁÈ (A1; B1) É (A2; B2) (�ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ A1ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÁ Ó A2, Á B1 |  B2). ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑÒÁÚÎÉ�Á ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ ÏÒÂÉÆÏÌÄÁ.ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ �ÁÒÙ ÓÒÏÓÛÉÈÓÑ ËÒÉ-ÓÔÁÌÌÏ× Ë Ï�ÉÓÁÎÉÑÍ ×ÚÁÉÍÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ËÒÉÓÔÁÌÌÉÞÅÓËÉÈ Ú£ÒÅÎ ×ÍÁÔÅÒÉÁÌÁÈ É ÇÏÒÎÙÈ �ÏÒÏÄÁÈ, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÔÏÞÅË ÎÁS3 (ÉÌÉ, ÔÏÞÎÅÅ, ÎÁ ÏÒÂÉÆÏÌÄÅ). üÔÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÂÌÁ-ÄÁÀÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ, ÞÔÏ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÏÒÂÉÔÙ. ïÂÌÁ-ÓÔÉ ÓÇÕÝÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÍÓÑ ÒÁÚÏ-ÒÉÅÎÔÉÒÏ×ËÁÍ. �ÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÍÏÖÅÔ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÉÔØ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ × Ï�ÉÓÁÎÉÉ (É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ) Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÌÉËÒÉÓÔÁÌÌÉÞÅ-ÓËÉÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× É ÇÏÒÎÙÈ �ÏÒÏÄ.éÚÌÏÖÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ×ÚÁ-ÉÍÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ ËÒÉÓÔÁÌÌÏ× (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ × ËÒÉÓÔÁÌÌÉÞÅÓËÉÈ Ä×ÏÊ-ÎÉËÁÈ) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÒÁÚÄÅÌÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÙÍ ÔÏÞÅÞ-ÎÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ).á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔ ÷ÉÔÁÌÉÑ óÅÒÇÅÅ×ÉÞÁ íÁËÁÒÏ×Á ÚÁ �ÏÍÏÝØ ÉÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÞÅÒÉÎÅÎËÏ ñ. ÷. ï ×ÚÁÉÍÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ Ä×ÕÈ ÆÉÇÕÒ × R3 //íÁÔÅÒÉÁÌÙ VII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ". �. 2. | í., 2001. | ó. 268{270.494



2. Hamilton W. R. Letter to graves on quaternions; or on a newsystem of imaginaries in algebra // Phil. Mag. | 1844. | V. XXV. |P. 489{495.3. Cayley A. On ertain results relating to quaternions // Philosoph-ial Magazine. | 1845. | V. XXVI. | P. 141{145.4. Cayley A. On the homographi transformation of a surfae of theseond order into itself // Philosophial Magazine. | 1854. | V. VII. |P. 208{212.5. ëÌÅÊÎ æ. ìÅË�ÉÉ ÏÂ ÉËÏÓÁÜÄÒÅ É ÒÅÛÅÎÉÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ �ÑÔÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ. | í.: îÁÕËÁ, 1989.6. Goursat E. Sur les substitutions orthogonales et les divisions reg-ulieres de l'espae // Annales sienti�ques de l'eole Normale Superieure.Ser. 3. | 1889. | V. 6. | P. 9{102.7. äÏÌÂÉÌÉÎ î. ð. ï �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ äÉÒÉÈÌÅ ÓÆÅÒÙ. |í., 1972.8. ëÕÞÅÒÉÎÅÎËÏ ñ. ÷. ï ×ÚÁÉÍÎÏÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÆÉÇÕÒ ×�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ VIII íÅÖÄÕÎÁ-ÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ". |í., 2004. | ó. 398{400.9. ëÕÞÅÒÉÎÅÎËÏ ñ. ÷. ðÏ×ÏÒÏÔÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ É ÞÅ-ÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ // �ÒÕÄÙ IV ÷ÓÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÎÁÕÞÎÏÊÛËÏÌÙ "íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÉ, ÍÉÎÅÒÁ-ÌÏÇÉÉ É �ÅÔÒÏÇÒÁÆÉÉ" (27{28 ÏËÔÑÂÒÑ 2008 Ç., á�ÁÔÉÔÙ). | C. 25{32.îï÷ùê ðòá÷éìøîùê íîïçïçòáîîéëó. á. ìÁ×ÒÅÎÞÅÎËÏ (íÏÓË×Á)ðÏÎÑÔÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÓÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÛÉÒÏË ËÌÁÓÓÄÏ�ÕÓËÁÅÍÙÈ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×. �ÁË, ÅÓÌÉ ÍÙ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉÍÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ × 3-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å,ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÑÔØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ðÌÁÔÏÎÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×.åÓÌÉ ÍÙ ÄÏ�ÕÓÔÉÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ Ó ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÎÁÊ-ÄÕÔÓÑ ÅÝÅ ÞÅÔÙÒÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ëÅ�ÌÅÒÁ-ðÕÁÎÓÏ. íÙÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÂÝÁÔØ �Ï ÄÒÕÇÏÍÕ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ | ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏ�ÕÓ-ËÁÔØ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, ÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂßÅÍÌÀÝÅÇÏ Å×-ËÌÉÄÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÔØÓÑ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ2-ÍÅÒÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ × 4-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. �ÏÇÄÁ ÏÂÎÁÒÕ-ÖÉ×ÁÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.�ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ 2-ÍÅÒÎÏÊ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÓÉÍ-�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ 2-ËÏÍ�ÌÅËÓ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÊ (× ËÁÞÅÓÔ×Å ÅÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌÑ)495



ÜÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀ-ÂÁÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÁÑ ÇÒÁÎÉ (Ô. Å. 2-ÓÉÍ�ÌÅËÓÙ) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÅÅ ×ÅÒÛÉÎ. çÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ T ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑAut(T ). ðÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ Sym(P ) ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P × Å×-ËÌÉÄÏ×ÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å En Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÉÚÏÍÅÔÒÉÊ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁ×ÌÑ-ÀÔ P ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË P ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÔÒÉÁÎ-ÇÕÌÑ�ÉÀ T × En, ÅÓÌÉ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÌÏÖÅÎÉÑ T × En, ÌÉÎÅÊ-ÎÙÍ ÎÁ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÈ T . á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ T , �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÑÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ P , ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÍÉ.þÔÏ ÖÅ ÔÁËÏÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË? þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ 2-ÍÅÒÎÙÈÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× × En, ÄÁ×ÁÊÔÅ �ÒÉÍÅÍ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.ðÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉË, �ÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-, ÒÅÂÅÒÎÏ-,ÇÒÁÎÅ×Ï- ÉÌÉ ÆÌÁÇÏ×Ï-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ. ÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÔÅ�ÅÎÉÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÒÅÂÅÒÎÏ-�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ, ÇÒÁÎÅ×Ï-�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÉÌÉÆÌÁÇÏ×Ï-�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ.õ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ�ÒÉ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ, Õ ÒÅÂÅÒÎÏ-�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ Ä×ÕÇÒÁÎ-ÎÙÅ ÕÇÌÙ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÒÅÂÒÁÈ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ, Õ ÇÒÁÎÅ×Ï-�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ×ÓÅÇÒÁÎÉ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ. æÌÁÇÏ×Ï-�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ×ÓÅÍÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔÉ.âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÍ ÔÏÒÏÉÄÁÌØÎÙÍ ÇÅËÓÁÄÅËÁÜÄÒÏÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ATH (abstrat toroidal hexadeahedron) ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÊÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ 2-ËÏÍ�ÌÅËÓ Ó 8 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É 16 ÇÒÁÎÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÊÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ×ÏÓÅÍØ ×ÅÒÛÉÎ ÞÅÒÅÚa, b, , d, e, f , g É h. åÇÏ 1-ÍÅÒÎÙÊ ÓËÅÌÅÔ | �ÏÌÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÄÏÌØ-ÎÙÊ ÇÒÁÆ K2;2;2;2, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ �ÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÒÅÂÒÁÍÉ(Ô. Å. 1-ÓÉÍ�ÌÅËÓÁÍÉ), ËÒÏÍÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ �ÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÈ�ÁÒ: fa; fg, fb; hg, f; eg É fd; gg. ÷ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ jEj = �82� � 4 = 24ÒÅÂÒÁ. ó�ÉÓÏË ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÉ ÇÒÁÎÅÊ (2-ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×) ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ:abd, dbe, bef , bf , fd, da, efg, ghf ,hfd, hde, ega, abg, bg, gh, ah, hea.íÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ �ÒÉÍÙËÁÀÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÇÒÁ-ÎÉ É ÞÔÏ × ÌÉÎËÅ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÊ �ÉËÌ ÄÌÉÎÙ6. üÔÉ ÌÉÎËÉ �ÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ × ÓÈÅÍÅ ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÇÒÁÆÁ:a : bgehd, b : adefg,  : bfdahg, d : afheb,e : agfbdh, f : beghd, g : abhfe, h : aedfg.496



éÚ ÓËÁÚÁÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ 2-ËÏÍ�ÌÅËÓ ATH ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÁ 6. äÁÌÅÅ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎjV j = 8, ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ jEj = 24 É ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ jF j = 16, É �ÏÓËÏÌØËÕjV j� jEj+ jF j = 8� 24+16 = 0, ÜÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ ÔÏÒÁ ÉÌÉ ÂÕÔÙÌËÉëÌÅÊÎÁ, �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ. ïÄÎÁËÏ, ÇÒÁÆ K2;2;2;2 ÎÅ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑÎÁ ÂÕÔÙÌËÅ ëÌÅÊÎÁ, �ÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × [1℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÇÒÁÆ, ×ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÁ 6, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅ-ÍÅÎÎÏ É ÔÏÒÏÉÄÁÌØÎÙÍ É ËÌÅÊÎÏ×Ï-ÂÕÔÙÌÏÞÎÙÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,K2;2;2;2 ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÒÅ; ÓÍ. [2℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ATH | ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ ÔÏÒÁ.÷ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕ��Ù Aut(ATH) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × [3℄. üÔÁ ÇÒÕ�-�Á �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÏÌÀ�ÉÑÍÉ �1 = (e)(dg) É �2 = (af)(g)(de)× ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ Ó ÅÄÉÎÙÍ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ � =(aebgfhd). éÎ×ÏÌÀ�ÉÉ �1 É �2 �ÏÒÏÖÄÁÀÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ×ÅÒÛÉÎÙ h.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÄ×ÉÇÁ � ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×ÅÒÛÉÎÎÕÀ ÔÒÁÎ-ÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÒÕ��Ù. ðÏÜÔÏÍÕ jAut(ATH)j = 2 � 2 � 8 = 32.�ÅÏÒÅÍÁ. ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ 4-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ2-ÍÅÒÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó 8 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É 16 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉÂÅÚ ÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÅÒÛÉÎÎÏ-�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊÉ ÇÒÁÎÅ×Ï-�ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ.(üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÂÕÄÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÔØÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÔÏÒÏÉÄÁÌØ-ÎÙÍ ÇÅËÓÁÄÅËÁÜÄÒÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ RTH (regular toroidal hexadea-hedron).)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÒÕ��Ù Aut(ATH)ÂÙÌÁ �ÏËÁÚÁÎÁ ×ÙÛÅ. �ÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ.þÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ ATH × E4 ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ (ÂÅÚÓÁÍÏ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ!), ÍÙ ×ÌÏÖÉÍ ÅÅ × 2-ÍÅÒÎÙÊ ÓËÅÌÅÔ 4-ÍÅÒÎÏÇÏ ÇÉ-�ÅÒÏËÔÁÜÄÒÁ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ 2-ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÍÅÓÔÉÍ ×ÏÓÅÍØ ×ÅÒÛÉÎ ATH ××ÏÓÅÍØ ×ÅÒÛÉÎ ÇÉ�ÅÒÏËÔÁÜÄÒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:A (0; 0; 0; 1), B (1; 0; 0; 0), C (0; 0; �1; 0), D (0; �1; 0; 0),E (0; 0; 1; 0), F (0; 0; 0; �1), G (0; 1; 0; 0), H (�1; 0; 0; 0),ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎ-ÎÕÀ ÔÏÊ ÖÅ ÂÕË×ÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ (ÎÏ ÓÔÒÏÞÎÏÊ). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÓÅ ÇÒÁ-ÎÉ ATH ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ p2.ïÂÒÁÚÕÀÝÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �1, �2 É � ÇÒÕ��Ù Aut(ATH) ÎÅÔÒÕÄÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ 4� 4 É ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ �ÏÌÕ-ÞÁÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÕ��Á Aut(ATH)497



ÔÏÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × 4-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊÄ×ÉÖÅÎÉÊ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÜÔÉÍÉ ÔÒÅÍÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�Á-ÍÉ, Ô. Å. ÇÒÕ��ÏÊ Sym(RTH). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÇÒÕ��Á Sym(RTH)×ÅÒÛÉÎÎÏ- É ÇÒÁÎÅ×Ï-ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ, ËÁË É ÇÒÕ��Á Aut(ATH). �ÅÏÒÅÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Lawrenenko S., Negami S. Construting the graphs that trian-gulate both the torus and the Klein bottle // J. ombinatorial theory,series B. | 1999. | V. 77, I. 1. | P. 211{218.2. ìÁ×ÒÅÎÞÅÎËÏ ó. á. îÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÔÏÒÁ // õËÒ.ÇÅÏÍÅÔÒ. ÓÂÏÒÎÉË. | 1987. | ÷Ù�. 30. | ó. 52{62.3. ìÁ×ÒÅÎÞÅÎËÏ ó. á. ðÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ×ÓÅÈ Á×ÔÏ-ÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÔÏÒÁ É ×ÓÅÈ ÕËÌÁÄÏË ÎÁÔÏÒ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÜÔÉÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ // äÅ�. × õËÒîééî�é01.10.87, � 2779{õË87. | èÁÒØËÏ×, 1987.ï þéóìå ëìáóóï÷ âéìéðûéãå÷ïêüë÷é÷áìåî�îïó�é íîïöåó�÷ äåìïîåá. î. íÁÇÁÚÉÎÏ× (íÏÓË×Á)îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Õ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÈ ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ÷Ï�ÒÏÓ Ï ÂÉ-ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× äÅÌÏÎÅ ÂÙÌ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎí. çÒÏÍÏ×ÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [1℄.ðÕÓÔØM | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A �M Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ (r; R)-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ äÅÌÏÎÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ 0 < r < R, ÅÓÌÉ ×Ù-�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ 2 ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) äÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ A, ×Ù�ÏÌÎÅÎÏBÆr (x)TBÆr (y) = ?;2) Sx2ABR(x) =M .úÄÅÓØ B�(x) É BÆ�(x) ÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ É ÏÔ-ËÒÙÔÙÊ ÛÁÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ � Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x. íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ äÅÌÏÎÅ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ 0 < r < RÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (r; R)-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ äÅÌÏÎÅ.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÁÒÁ ÔÏÞÅË x; y 2 M . âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚjx � yj ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y. åÓÌÉ ÖÅ M ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÏÎÁÄ R, ÔÏ ÞÅÒÅÚ (x � y) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÅËÔÏÒ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × y ÉËÏÎ�ÏÍ × x. 498



ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á äÅÌÏÎÅ A É B ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ � > 1 É ÂÉÅË�ÉÑ F : A ! BÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y 2 A ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï1� jx� yj 6 jF (x)� F (y)j 6 �jx� yj:ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ-×ÁÅÔÓÑ �-ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ.÷ ÓÌÕÞÁÅ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ed ä. âÕÒÁÇÏ É â. ëÌÑÊÎÅÒÏÍÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ [2℄ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ E2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï äÅÌÏÎÅ A, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ ÒÅ-ÛÅÔËÅ Z2.ëÁË ÕËÁÚÙ×ÁÀÔ Á×ÔÏÒÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏ-ËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d > 2. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ,ÞÔÏ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d > 2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÁËÍÉÎÉÍÕÍ 2 ËÌÁÓÓÁ ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ I = [0; 1℄. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ  > 1 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � : I2 ! [1; ℄ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ f : I2 ! E2 , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ detDf = � �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ÎÁ I2.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÊ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÄÏËÌÁÄÅ, ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÊ:�ÅÏÒÅÍÁ 3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× äÅÌÏÎÅ × Ed ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ á. çÁÒÂÅÒÁ [3℄ÏÂ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ Zd.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÊ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ× äÅÌÏÎÅ.íÎÏÖÅÓÔ×Ï äÅÌÏÎÅ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ L-Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ed ÎÁ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÊ 1 É ÎÅ ÂÏÌØ-ÛÅÊ L É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A| × ÔÏÞÎÏÓÔÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ËÕÂÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÑ Ó×ÏÅÇÏ ËÕÂÁÓÕÍÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.�ÏÞËÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á äÅÌÏÎÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔ-ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÕÂÕ Ó ÒÅÂÒÏÍ, ÒÁ×ÎÙÍ 1, É ÉÓËÌÀÞÉ-ÔÅÌØÎÏÊ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 2'. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ � > 1, L > 1 É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ  > 1. �Ï-ÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B0 = B0(�; L; ) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ:499



1) ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÌÕÏÔËÒÙÔÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ � Ó �ÅÌÙÍÉ ÒÅÂÒÁ-ÍÉ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÏÓÑÍ, É ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ uÓ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B0 � �;2) ÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � ÎÁ ËÕÂÙ Ó ÒÅÂÒÁÍÉ 1 É . íÎÏÖÅÓÔ×ÏÂÌÉÖÁÊÛÉÈ Ë u ×ÅÒÛÉÎ ËÕÂÏ× ÒÁ×ÎÏ B0;3) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á äÅÌÏÎÅ B ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ B \� = B0 ÉÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �-ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÊ ÂÉÅË�ÉÉ F : B ! A Ó L-Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F (B0) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÉÓ-ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Gromov M. Asymptoti invariants for in�nite groups // LondonMathematial Soiety Leture Notes. | 1993. | V. 182. Geometrigroup theory.2. Burago D., KleinerB. Separated nets in Eulidean spae and Jao-bians of bi-Lipshitz maps // Geom. Funt. Anal. | 1998. | V. 8. |P. 273{282.3. çÁÒÂÅÒ á. é. ï ËÌÁÓÓÁÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× äÅÌÏÎÅ //íÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ. | 2009. | �. 16,×Ù�. 2. | C. 109{118.ïâ A-òáúâéåîéñè ðìïóëïó�é ìïâáþå÷óëïçïð. ÷. íÁËÁÒÏ× (íÏÓË×Á)õÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ (ËÏÒÏÔËÏ | á-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ)�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ËÒÉ×ÉÚÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ) ÒÁÚÂÉÅ-ÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÎÅÒÁ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÇÒÕ��ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÌÁÔÏÎÏ×ÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ.éÈ �ÅÒÅÞÅÎØ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × [1℄.äÌÑ ×Ù×ÏÄÁ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÉÚ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÏÂÙÞ-ÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÉÚÎÉÈ | ÍÅÔÏÄ ÕÓÅÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ. éÚ ËÁÖÄÏÇÏ �ÌÁÔÏÎÏ×Á ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÁ fp; qg ÜÔÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ× ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉË (2p; 2p; q), (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ ÉÚ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ f3; 3g| ÕÓÅÞÅÎÎÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ(6; 6; 3), É Ô. �.). áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ, �ÒÏÄÅÌÁÎÎÁÑ ÎÁÄ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ fp; qg, ×�ÉÓÁÎÎÙÍ × ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÎÕÀ �Ï×ÅÒÈ-ÎÏÓÔØ, �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Õ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ (2p; 2p; q) ÔÁËÖÅ ×�É-ÓÁÎÎÏÍÕ × ÜË×ÉÄÉÓÔÁÎÔÎÕÀ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ. åÇÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ ÂÁÚÏ×ÕÀ500



�ÌÏÓËÏÓÔØ ÄÁÅÔ A-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ (2p; 2p; q) ÜÔÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÕÓÌÏ×ÉÍÓÑ ÇÏ-×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ �ÌÁÔÏÎÏ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ fp; qg �ÕÔÅÍ ÕÓÅ-ÞÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ). åÓÌÉ ÕÓÅÞÅÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÓÅ-ËÁÀÝÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏÈÏÄÉÌÉ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒÙ ÒÅÂÅÒ (�ÅÎÔÒÏÒÅÂÅÒÎÏÅÕÓÅÞÅÎÉÅ), ÔÏ ÍÙ ÉÚ �ÌÁÔÏÎÏ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ fp; qg �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÞÔÉ �ÒÁ-×ÉÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ fp; q; p; qg, Ô. Å. ÉÚ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ |�ÏÞÔÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ É ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÍÅÔÏ-ÄÙ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× (ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ) ÉÚ �ÌÁÔÏ-ÎÏ×ÙÈ ÔÁËÖÅ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÊ ËÌÁÓÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. éÚ �ÌÁÔÏ-ÎÏ×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ fp; qg �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÁÒÈÉÍÅÄÏ×Ù ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ(4; 2p; q), (p; 4; q; 4), (p; 3; q; 3; 3). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÜÔÉ ÍÅÔÏ-ÄÙ É Ë �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ. îÅ-ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÏ�ÕÓËÁÀÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÂÏÂ-ÝÅÎÉÑ. �ÁË �ÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ á-ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ (p; q; p; q; : : : ; p; q), (q; 2p; k; 2p) É(3; q; 3; p; 3; p). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÓÔÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÅÔ ÌÉ ÅÝÅ ËÁËÉÈ-ÎÉÂÕÄØÓÅÒÉÊ A-ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ (ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×)? ÷Ó�ÏÍÉÎÁÑ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÕÀ × [2℄, ËÏÔÏÒÕÀ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÍÏÖÎÏÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË:�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎÏ k ÞÅÔÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,k > 3, 2p1 , 2p2,: : :, 2pk, 2pi � 2. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ á-ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ�ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ �2, × Ú×ÅÚÄÅ ÕÚÌÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÛÌÉÓØ 2pi-ÕÇÏÌØÎÉËÉ, i = 1,: : :, p, × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÔÁËÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÂÏÒÁ | ÒÁÚÎÙÅ).÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ × ÎÁÂÏÒ ÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÈÏÔØÏÄÎÏ ÎÅÞÅÔÎÏÅ? é ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×Ï�ÒÏÓ | Ï ÞÉÓÌÅ ÎÅÞÅÔÎÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×,ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ × ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. îÏ ÄÏ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÅÚÎÏÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÔÅÍ ÖÅ ÍÅÔÏÄÏÍ) × ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ:�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÎÁÍ ÚÁÄÁÎ ÎÁÂÏÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p1, p2,: : :, pk, ÇÄÅ k > 6, ÔÏ ÎÁ �2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ú×ÅÚÄÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ k�ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, i = 1,: : :, k, × ËÏÔÏÒÏÊ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÓÈÏ-ÄÑÔÓÑ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÞÉÓÌÏ k ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÕÍÅÎØÛÅÎÏ, ÅÓÌÉ pi ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÉ; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ pk � 7,ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ ÞÉÓÌÏ 3).éÄÑ ÔÅÍ ÖÅ �ÕÔÅÍ, ÎÅ ÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:�ÅÏÒÅÍÁ 3. ëÁËÏ× ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÊ (ËÏÎÅÞÎÙÊ) ÎÁ-ÂÏÒ ÉÚ k �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÎÅÞÅÔÎÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÅÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÏÌ-ÎÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 3k ÞÅÔÎÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏÎÁÂÏÒÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ú×ÅÚÄÕ á-ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ.äÁÌØÎÅÊÛÅÅ �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × ÜÔÏÍ ÖÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ × Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÅÒÑÅÔ ÓÍÙÓÌ × Ó×ÑÚÉ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ:501



�ÅÏÒÅÍÁ 4. ëÁËÏ× ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÏÎ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �Ï�ÏÌÎÅÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍ p-ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, p � 5, ÔÁË, ÞÔÏ ÉÚ �Ï�ÏÌÎÅÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ Ú×ÅÚÄÕ, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ Ú×ÅÚÄÏÊ á-ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óËÌÅÉÍ �ÏÏÞÅÒÅÄÎÏ �Ï ÓÔÏÒÏÎÅ ×ÓÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅÎÁÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ×ÙÔÑÎÕ× ÉÈ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, × ÌÉÎÅÊÎÕÀ �Å-�ÏÞËÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏËÏÍ�ÌÅËÓÁ (ÓÞÉÔÁÑ, ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙ, pi � 4). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ×Ù�ÕËÌÙÍ. ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ �1 ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓ ÞÉÓÌÏÍ q �Ï ÍÏÄÕÌÀ 4, �1 = 4s+q � (mod 4). åÓÌÉ q 6= 0 , ÔÏ �ÒÉËÌÅ-É× Ë �ÏÌÕÞÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÅÝÅ É �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ pk+1-ÕÇÏÌØÎÉË,ÇÄÅ pk+1 = 6� q, ÍÙ, �ÏÓÌÅ ÜÔÏÊ �ÒÉËÌÅÊËÉ, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÓ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ 4s + q(6 � q) � 2 = 4(s + 1). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉ-ÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÅÔ ËÒÁÔÎÏ 4. ÷ÓÅ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙÒÁ×ÎÙ �Ï ÄÌÉÎÅ (Á ÕÇÌÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÓÔÒÙÍÉ). ëÁË É × �ÒÅÄÙÄÕ-ÝÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ, ÓÕÍÍÕ ÕÇÌÏ× ÎÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØÒÁ×ÎÏÊ 2�. îÏ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ (ËÁË "ÒÕÞÅÞÎÏÅ", ÔÁËÉ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ) �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÉËÌ ×ÅÒÛÉÎ(× ÓÍÙÓÌÅ á. ðÕÁÎËÁÒÅ [3℄) É �ÒÉ ÔÏÍ ÎÅÏÓÏÂÅÎÎÙÊ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×Á-ÍÉ, ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÒÕ��Á �, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑÍÉ, ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ 4(p+ 1)-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÅÊ-ÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ. úÁÎÕÍÅÒÏ×Á× ×ÅÒÛÉÎÙ 4p-ÕÇÏÌØÎÉËÁ É ×Ù�ÉÓÁ× ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ(ÎÅÏÓÏÂÅÎÎÙÊ) �ÉËÌ ×ÅÒÛÉÎ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ×Ù�ÉÓÁÔØ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, i = 1; : : : ; k + 1, ××ÅÒÛÉÎÅ Ú×ÅÚÄÙ. úÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ q = 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÎÅ �ÒÉËÌÁÄÙ×ÁÔØ.ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ4(p + 1)-ÕÇÏÌØÎÉË, ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ × ÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ "�ÒÏ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ" ÉÈ ÄÒÕÇ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÁ, ÍÏÖ-ÎÏ ÎÁÒÕÛÁÔØ É ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÓËÌÅÊËÉ (ÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÇÒÁÎÉ�). ÷ÓÅÜÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, Ë ÄÒÕÇÉÍ A-ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏ-ÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ÒÏÄ p ÆÕËÓÏ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù É �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÈ 4p-ÕÇÏÌØÎÉËÕ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ). éÚ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ �ÒÉÍÅ-ÒÏ× ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ A-ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÁÑ, ÞÅÍ�Ï ÒÏÄÁÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ (ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉ-ËÁ�ÉÉ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÌÓÑ á. ðÕÁÎËÁÒÅ [3℄ × ÔÅÏÒÉÉ �ÌÁÎÉÇÏÎÏ× × �2),×ÉÄÉÍÏ ÍÁÌÏ �ÅÌÅÓÏÏÂÒÁÚÎÁ, ÈÏÔÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÏÄÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ �ÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ, ÄÁÀÝÉÅ A-ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ pi-ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÅÒÅÓÍÏ-ÔÒÅÔØ ×ÓÅ ÓÏÒÔÁ äÅÌÏÎÅ ÔÁËÉÈ A-ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.502



éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ [4℄ É �ÒÅÄÛÅÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ÅÊ ÉÄÅÉ á. ðÕÁÎËÁÒÅ, ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ [3℄, ÍÏÖÎÏ × ËÏÎ-ËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ×Ï�ÒÏÓÙ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ É Ï ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ A-ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Ó ÎÁ�ÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÊ Ú×ÅÚÄÏÊ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. íÁËÁÒÏ× ÷. ó. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ IX íÅÖÄÕÎÁ-ÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ", �Ï-Ó×ÑÝÅÎÎÏÇÏ 75-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÁËÁÄ. ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á. | í.:éÚÄ-×Ï ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÁ íçõ, 2007. | C. 390{393.2. íÁËÁÒÏ× ÷. ó. ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÆÅÄÏÒÏ×ÓËÉÈÇÒÕ�� // éÚ×. áî óóóò. | 1967. | �. 31, � 3. | C. 531{542.3. Poinare H. Memoire sur les groupes fuhsiennes // Ata Math. |1882. | V. 1. | P. 1{62.4. äÏÌÂÉÌÉÎ î. ð. ï ÌÏËÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ // äÏËÌ. áî óóóò. | 1976. | �. 230, � 3. | C. 516{519.óéìøîáñ ðòïâìåíá �òéîáäãá�é ûáòï÷ï. ò. íÕÓÉÎ, á. ó. �ÁÒÁÓÏ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉ N ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚdN := maxP mini6=j fangular dist(pi; pj)g;ÇÄÅ P = fp1; : : : ; pNg � S2. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ËÁËÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ N ÒÁ×ÎÙÈ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÕÇÏ×, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÏÂ-ÝÉÊ ÒÁÄÉÕÓ ÂÙÌ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ? üÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ, ÔÁË ÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÁË�ÒÏÂÌÅÍÁ \×ÒÁÖÄÕÀÝÉÈ ÄÉËÔÁÔÏÒÏ×", ÂÙÌ ×�ÅÒ×ÙÅ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÇÏÌ-ÌÁÎÄÓËÉÍ ÂÉÏÌÏÇÏÍ �ÁÍÍÅÓÏÍ × 1930 ÇÏÄÕ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÛÅÌ Ë ÜÔÏÊ�ÒÏÂÌÅÍÅ ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÒ ÎÁ ÚÅÒÎÁÈ �ÙÌØ�Ù ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�×ÅÔÏ×.ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ �ÒÏÂÌÅÍÁ �ÁÍÍÅÓÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÔÏÌØ-ËÏ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ N = 3; 4; 6; 12 (ìÁÓÌÏ æÅÊÅÛ �ÏÔ, 1943), ÄÌÑ N =5; 7; 8; 9 (ûÕÔÔÅ, ×ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ, 1951), N = 10; 11 (äÁÎ�ÅÒ, 1963),N = 24 (òÏÂÉÎÓÏÎ, 1961).ðÅÒ×ÙÊ ÎÅÒÅÛÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÁÍÍÅÓÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ �ÒÉ N =13 É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÏÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÉÚ-ÚÁ ÓÏ Ó×ÑÚÉ Ó ËÏÎÔÁËÔÎÙÍ ÞÉ-ÓÌÏÍ É ÇÉ�ÏÔÅÚÏÊ ëÅ�ÌÅÒÁ Ï �ÌÏÔÎÏÓÔÉ Õ�ÁËÏ×ËÉ ÛÁÒÏ×.503



úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ 13 ÓÆÅÒ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÍÏÇÕÔ ÌÉ 13ÒÁ×ÎÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÛÁÒÏ× × R3 ËÁÓÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÛÁÒÁ ÔÏ-ÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ? ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õd13 < 60Æ. üÔÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÂÙÌÁ ÔÅÍÏÊ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÄÉÓËÕÓÓÉÉ ÍÅÖÄÕéÓÁÁËÏÍ îØÀÔÏÎÏÍ É äÜ×ÉÄÏÍ çÒÅÇÏÒÉ × 1694 ÇÏÄÕ. ðÅÒ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ d13 < 600 ÎÁÛÌÉ ûÕÔÔÅ É ×ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎ ÔÏÌØËÏ× 1953 ÇÏÄÕ.üÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙÌÏ ÕÓÉÌÅÎÏ âÏÒÏ�ËÉÍ É óÁÂÏ × 2003 ÇÏÄÕ. ïÎÉÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ d13 < 58; 7Æ. îÅÄÁ×ÎÏ C. Baho É F. Valentin �ÏËÁÚÁÌÉ,ÞÔÏ d13 < 58; 5Æ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ 13 ÔÏÞÅË ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. ðÒÏ×Å-ÄÅÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÌÉÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ×-ÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÇÒÁÆG Ó 13 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ, ÅÓ-ÌÉ ÓÍÅÝÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ 13 ÔÏÞÅË ÎÁ S2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏ-ÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ� 57; 1367Æ.íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ.�ÅÏÒÅÍÁ. d13 � 57; 1367Æ. òÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË ÎÁ ÓÆÅÒÅ S2 Ó ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ d13 ÕÎÉËÁÌØÎÏÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ.îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÇÒÁÆ G  13 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:1. óÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ 0; 3; 4; 5.2. ÷ÓÅ ÇÒÁÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ Ó ËÏÌÉÞÅ-ÓÔ×ÏÍ ÓÔÏÒÏÎ, ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÝÉÍ ÛÅÓÔÉ.3. åÓÌÉ deg(v) = 0; v 2 G, ÔÏÇÄÁ v ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÏÊÇÒÁÎÉ.4. ÷ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÏÊ ÇÒÁÎÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ä×ÕÈ ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ(Ô. Å. ÓÏ ÓÔÅ�ÎØÀ 0) ÔÏÞÅË.îÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÌÁ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒ-ÎÏÍ �ÅÒÅÂÏÒÅ ÔÁËÉÈ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÇÒÁÆÏ×. íÙ �ÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÏ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÇÒÁÆÁÓ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ d13.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÆÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÅÒÎÏÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ) ÎÅ�ÒÉ-×ÏÄÉÍÙÊ ÇÒÁÆ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÇÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË � 57; 1367Æ. üÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Ï. 504



ï èòïíá�éþåóëéè þéóìáè óæåò÷ å÷ëìéäï÷ùè ðòïó�òáîó�÷áèá. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ (íÏÓË×Á)÷ ÓÅÒÅÄÉÎÅ èè ×ÅËÁ ü. îÅÌÓÏÎ É ç. èÁÄ×ÉÇÅÒ �ÏÓÔÁ×ÉÌÉ ÚÁÄÁ-ÞÕ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ,ÒÁ×ÎÏÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �×ÅÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË �Ï-ËÒÁÓÉÔØ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ ÔÏÞËÁ-ÍÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ 1. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÒÁÂÏÔÁÍ èÁÄ×ÉÇÅÒÁ, ð. üÒ-ÄÅÛÁ É í. çÁÒÄÎÅÒÁ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÓÔÁÌÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ× ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÂÝÁÑ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ×Ï�ÒÏÓÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔÔÅ�ÅÒØ ÔÁË: ËÁËÏ×Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �×ÅÔÏ× �((�; �);A), × ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÔÁË �ÏËÒÁÓÉÔØ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á(�; �), ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ) ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÞÉÓÅÌ A? éÓËÏÍÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (�; �) Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÊ A (ÍÙ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÍ ÔÏÞËÁÍ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÏÔÓÔÏÑÔØ ÄÒÕÇ ÏÔÄÒÕÇÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ A).úÁ ÔÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑ, ÞÔÏ �ÒÏÛÌÉ Ó ÍÏÍÅÎÔÁ �ÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ �Ï-ÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ, ÂÙÌÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÓÏÔÎÉ ÒÁÂÏÔ Ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈÞÉÓÌÁÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ [1{4℄, ËÏ-ÎÅÞÎÏ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (Rn ; lp) É (Qn ; lp), ÇÄÅlp(x;y) = ppjx1 � y1jp + : : :+ jxn � ynjp; p 2 [1;1);l1(x;y) = maxi=1;:::;n jxi � yij;x = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn):äÁÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁ�ÒÅÔÏ× ÎÅ ÏÂÏÛÌÉ ÓÔÏÒÏÎÏÊ [5℄.åÝÅ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ ÓÆÅÒ Sn�1r � Rn , ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÁÎÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ r.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ�(Sn�1r ) = �((Sn�1r ; l2); f1g):éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÚÄÅÓØ ÂÅÒÅÔ-ÓÑ ×ÓÅÇÏ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ | "ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ" ÅÄÉÎÉ�Á. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ× ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÚÁ�ÒÅÔÁ ÒÏÌÉÎÅ ÉÇÒÁÌÁ, ÔÏ ÚÄÅÓØ ÏÎÁ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÁ. ïÄÎÁËÏ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÄÉÕÓÉ ×ÓÑËÉÊ ÒÁÚ ÚÁ�ÒÅÝÁÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ 1 | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏ ÖÅ ÓÁ-ÍÏÅ, ÞÔÏ É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÒÁÄÉÕÓ, Á �ÏÔÏÍ ×ÁÒØÉÒÏ×ÁÔØ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÏÅ505



ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ �(Sn�1r ) Ï�ÉÓÙ×ÁÀÔ ×ÓÅÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÊ.éÚ ÒÁÂÏÔ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÁÍ ÓÆÅÒ, ÓÔÏÉÔ ÏÔ-ÍÅÔÉÔØ ÓÔÁÔØÉ äÖ. óÉÍÍÏÎÓÁ [6, 7℄ Ï ÒÁÓËÒÁÓËÁÈ ÓÆÅÒ × ÍÁÌÙÈ ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔÑÈ É ×ÁÖÎÕÀ ÓÔÁÔØÀ ì. ìÏ×ÁÓÁ [8℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ�ÒÉ ×ÓÅÈ n É �ÒÉ ×ÓÅÈ r > 12 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �(Snr ) � n + 1. òÅÚÕÌØÔÁÔìÏ×ÁÓÁ, Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀÝÉÊ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÀÂÏÊÓÆÅÒÙ (ËÒÏÍÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ Sn1=2) ÒÁÓÔÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, �Ï-ÌÕÞÅÎ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ×. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ × ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ [2, 9℄ ÓËÁÚÁÔØ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ × ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ�Ï n.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r > 12 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ > 1 É ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Æ = Æ(n) = o(1), ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÁÏ�ÅÎËÁ �(Sn�1r ) � ( + Æ(n))n.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ 1 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ r ÈÒÏÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÆÅÒ ÒÁÓÔÕÔ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ �(Sn�1r ) ��((Rn ; l2); f1g) É ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �((Rn ; l2); f1g) � (3+o(1))n (ÓÍ. [10℄),ÍÙ ÉÍÅÅÍ × ÉÔÏÇÅ ÔÏÞÎÙÅ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ×ÅÒÈÎÉÅ É ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÌÏ-ÇÁÒÉÆÍÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �(Snr ).�ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r 2 � 12 ; 1p2� ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÆ = Æ(n) = o(1), ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ Ï�ÅÎËÁ�(Sn�1r ) �  2� 18r2� 18r2 �1� 18r2�1� 18r2 + Æ(n)!n :�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ r ! 1p2 ÉÍÅÅÍ �(Sn�1r ) � (1:139::: + o(1))n,Á ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÔÁËÁÑ ÖÅ Ï�ÅÎËÁ ×ÅÒÎÁ É �ÒÉ ×ÓÅÈ r � 1p2 , ×ÅÄØ, ÅÓÌÉr0 > r, ÔÏ Sn�1r � Snr0 É �(Snr0) � �(Sn�1r ).îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁòææé � 09-01-00294, ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ íä-5414.2008.1, ÇÒÁÎ-ÔÁ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ÷ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ îû-691.2008.1, ÇÒÁÎÔÁ ÆÏÎÄÁ"äÉÎÁÓÔÉÑ". ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ É ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉ-ÓÌÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× // õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔÅÍ. ÎÁÕË. |2001. | 56, � 1. | C. 107{146.2. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. ìÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ × ËÏÍÂÉ-ÎÁÔÏÒÉËÅ. | í.: íãîíï, 2007.506



3. Sz�ekely L. A. Erd�os on unit distanes and the Szemer�edi { Trottertheorems // Paul Erd}os and his Mathematis. Bolyai Series Budapest. |J. Bolyai Math. So. | Springer, 2002. | V. 11. | C. 649{666.4. Brass P., Moser W., Pah J., Researh problems in disrete geom-etry. | Springer, 2005.5. íÏÝÅ×ÉÔÉÎ î. ç., òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í. ï ÒÁÓËÒÁÓËÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á Rn Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍÉ // íÁÔÅÍ. ÚÁ-ÍÅÔËÉ. | 2007. | �. 81, � 5. | ó. 733{744.6. Simmons G. J. On a problem of Erd}os onserning 3-olouring ofthe unit sphere // Disrete Math. | 1974. | 8. | C. 81{84.7. Simmons G.J. The hromati number of the sphere // J. Austral.Math. So. Ser. | 1976. | 21. | C. 473{480.8. Lova�sz L. Self-dual polytopes and the hromati number of dis-tane graphs on the sphere // Ata Si. Math. | 1983. | 45. |C. 317{323.9. Babai L., Frankl P. Linear algebra methods in ombinatoris. |Department of Computer Siene, The University of Chiago, 1992.10. Larman D. G., Rogers C. A. The realization of distanes withinsets in Eulidean spae // Mathematika. | 1972. | 19. | C. 1{24.
äéó�áîãéïîîùå ðïäçòáæù çòáæï÷÷ ðòïó�òáîó�÷áè íáìùè òáúíåòîïó�åêá. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ, í. ÷. �ÉÔÏ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÞÁÓÔÏ ÇÒÁÆ Ó ÆÉËÓÉÒÏ-×ÁÎÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ �ÏÄÇÒÁÆÙ,ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÅÊ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ × d-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ G = (V;E), × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rd , Á ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ E ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÁ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÄÌÉ-ÎÙ a (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÁÌÅÅ ÔÏÌØËÏ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÅ ÇÒÁ-ÆÙ Ó a = 1). éÚÕÞÅÎÉÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ507



ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÁËÉÍÉ, ËÁË, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ îÅÌÓÏÎÁ|èÁÄ×ÉÇÅÒÁ [1, 2℄. åÓÌÉ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÅÅ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÉÓÔÁÎ-�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×, ÔÏ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ�(Rd ) ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G = (Rd ; E). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ üÒÄÅ-ÛÁ|ÄÅ âÒ£ÊÎÁ [2℄, �(G) = �(H) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁH � G, ×ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÞÅÇÏ ÚÁÄÁÞÉ ÓÔÁ×ÑÔÓÑ ÏÂ ÉÚÕÞÅÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÍÅÎÎÏËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ òÁÍÓÅÑ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ òÁÍÓÅÑ R(s; t) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁ-ËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÒÅÂÅÒ�ÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ R(s; t) ×ÅÒÛÉÎÁÈ × ËÒÁÓÎÙÊ É ÓÉÎÉÊ �×ÅÔÁ ÉÍÅÅÔÓÑÌÉÂÏ �ÏÌÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ s ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÉÎÉÅ, ÌÉÂÏ�ÏÌÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ t ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÁÓÎÙÅ [3℄.íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ òÁÍÓÅÑ RNEH(s; t;d): �ÏÄ ÎÉÍ ÍÙ �ÏÎÉÍÁÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÎÁ n ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÌÉÂÏ × G ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ s ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ × Rd , ÌÉÂÏ × ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ �G ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÎÁ t ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ × Rd .ðÏÎÑÔÉÅ RNEH(s; t; d) ÂÙÌÏ ××ÅÄÅÎÏ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄, ÇÄÅÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÎÉÖÎÉÅ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏRNEH(s; s; d) � R�� s�(Rd )� ; � s�(Rd)�� :�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ s!1 É k0 = k0(s) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ� sk0�2�(k02 ) < 1 < � sk0 � 1�2�(k0�12 );�ÕÓÔØ k1 = k0 � 4. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ "(s) = o(1)ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅe�2�s2�� ns� 2�+ 1� e� s22k81 (1+"(s)) � 1×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ n, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ d � k1 ÉÍÅÅÍRNEH(s; s; d) � n:508



ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍ ÄÁÅÔ ÌÕÞÛÕÀ Ï�ÅÎËÕ �ÒÉ d = o(ln ln s), Á �ÒÉln ln s = o(d) ÔÏÞÎÅÅ Ï�ÅÎËÁ ×ÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.îÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎ-ËÁ RNEH(s; s; d) � R(s; s). ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó Ï�ÅÎËÏÊ ä. ëÏÎÌÏÎÁ [5℄ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ òÁÍÓÅÑ, ÌÕÞÛÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖ-ÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ:RNEH(s; s; d) � e� ln2 sln ln s 4s;  > 0:íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏRNEH(s; s; d) � (d+ 1)Cs�(d+1)2s�2(d+1):÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍÁÈ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ × ÓÌÕ-ÞÁÅ ÍÁÌÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ d = 2. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁRNEH(s; s; d) � k4 4p2e (1 + o(1)) 2 k8 ; ÇÄÅ k = 0:906s:�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ d = 3. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁRNEH(s; s; d) � ke (1 + o(1)) 2 116k� 38 ; ÇÄÅ k = 2�s9 :íÅÔÏÄÙ, Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÏÖÎÏÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ É ÎÁ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ÷ ÔÅÏÒÅÍÁÈ 6 É 7ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 2 É 3.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ d = 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ  > 0, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏRNEH(s; s; d) � s(1 + o(1)) e s4�2 s 13 :�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ d = 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ  > 0, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏRNEH(s; s; d) � s(1 + o(1)) e s4�2 s 23 :òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÅÍ 6 É 7, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈÄ×ÕÈ ÔÅÏÒÅÍ, ÎÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ d > 3 ÎÅ �ÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé� 09-01-00294, ÇÒÁÎÔÁ ðÒÅÚÉÄÅÎÔÁ òæ íä-5414.2008.1, ÇÒÁÎÔÁ �ÏÄ-ÄÅÒÖËÉ ÷ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ îû-691.2008.1, ÇÒÁÎÔÁ ÆÏÎÄÁ "äÉ-ÎÁÓÔÉÑ". 509
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 �ÏÓÔÒÏÉÍÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ F : 
 ! 
, × ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ F ÂÕÄÅÔ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ, ÌÉÂÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.ðÕÓÔØ X | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÁÌÆÁ×ÉÔ). óÉÍ×ÏÌÏÍ X� ÍÙÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÍÏÎÏÉÄ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍX, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ(×ËÌÀÞÁÑ �ÕÓÔÏÅ ÓÌÏ×Ï e). íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÎÁÄÁÌÆÁ×ÉÔÏÍ X ×ÉÄÁ x1x2x3::: ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ X!. ðÕÓÔØ �1; �2; :::; �n; ::: |ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ( limn!1�n = 0)É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÍÅÔÒÉËÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X! �(w1; w2) = �n, ÇÄÅ n |ÄÌÉÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ w1 É w2. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÁ×-ÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ �ÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁ×ÎÏ 0. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅX! ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÔÏ-�ÏÌÏÇÉÀ �ÒÑÍÏÇÏ ÔÉÈÏÎÏ×ÓËÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× X | ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ �ÏÔÏÞÅÞÎÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏ-ÓÔÉ. ÷ ÜÔÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ X! ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ëÁÎÔÏÒÁ. äÌÑ510



ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á w 2 X� ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï wX! ×ÓÅÈ ÓÌÏ×, ÎÁÞÉ-ÎÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ w, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÏÔËÒÙÔÏ-ÚÁÍËÎÕÔÙÍ,Á ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ.áÓÉÎÈÒÏÎÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ A = (S;X; Y; Æ; �; s0),ÇÄÅ S| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, X | ×ÈÏÄÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Y| ×ÙÈÏÄ-ÎÏÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ, Æ : S � X ! S | ÆÕÎË�ÉÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ, � : S � X !Y � | ÆÕÎË�ÉÑ ×ÙÈÏÄÁ, s0 | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. áÓÉÎÈÒÏÎÎÙÊÁ×ÔÏÍÁÔ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ S;X; Y | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á. ÷ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÅ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÙÈÏÄÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄ� : S �X ! Y . ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : X! ! Y ! Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÏÍA, ÅÓÌÉ '(w) = �(s0; !) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ w 2 X!. á×ÔÏÍÁÔÙ, Ï�ÒÅÄÅÌÑ-ÀÝÉÅ ÏÄÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ.ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ á Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ � = f(p; q) :p 2 X�; q = �(s0; p)g. ðÕÓÔØ jX j = n; jY j = m: çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï � = f(ex; ey) : ex 2 [0; n + 1); ey 2 [0;m + 1)g ÄÌÑ Á×-ÔÏÍÁÔÁ á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÕÍÅÒ-ÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ðÏÄ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Á×ÔÏ-ÍÁÔÁ á �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
(A)= f(ex; ey) : (9p 2 X�)(9q 2Y �)(91; 2; :::; jpj 2 f1; 2; :::; ng)(9b1; b2; :::; bjqj 2 f1; 2; :::;mg)(q =�(s0; p))&ex = jpjPi=1 i(n+1)i�1&ey = jqjPi=1 bi(m+1)i�1 g. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ á × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �.ëÒÉ×ÁÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ÅÓÌÉ f ÅÓÔØ ÇÒÁ-ÆÉË ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎË-�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ËÒÉ×ÕÀ, Ó ÓÁÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ. æÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ á × �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Å �, ÅÓÌÉ f ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
(A). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Á×-ÔÏÍÁÔ á ÉÎÉ�ÉÁÌØÎÙÊ. ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÉÎÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å � ÂÕÄÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ËÒÉ×ÙÈ ffsgs2S.óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÄÁ-ÎÉÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× Á×ÔÏÎÏÍÎÙÈ ÓÉÎÈÒÏÎÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×(jX j = 1).�ÅÏÒÅÍÁ 1 [4℄. ðÕÓÔØ á Á×ÔÏÎÏÍÎÙÊ Á×ÔÏÍÁÔ, jY j = m; jSj = k:�ÏÇÄÁ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁ á × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å � ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ f , ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ: f(ex) = mPj=1(j � ljPi=1(m+ 1)4i(j)�log2(2�ex)�1), ÇÄÅ1 � lj � k, 4i(j) = (k � 1)� ri(j), ri(j) 2 f0; 1; :::; k � 1g.ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Á×ÔÏÍÁÔÙ á É ÷. óÏÓÔÏÑÎÉÅ s Á×ÔÏÍÁÔÁ á r-ÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÏ ÏÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s0 Á×ÔÏÍÁÔÁ ÷, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ511



p 2 X�r ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ prr:::jpj(�(s; p)) = prr:::jpj(�(s0; p)). îÅÏÔÌÉÞÉ-ÍÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ × ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ s � s0. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s Á×ÔÏÍÁÔÁ á ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ r-ÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÏÔÌÉ-ÞÉÍÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s0 Á×ÔÏÍÁÔÁ ÷, É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔr-ÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s. çÏ×ÏÒÉÍ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁ-�ÉÉ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔÙ á É ÷ r-ÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ. îÅÏÔÌÉÞÉÍÏÓÔØÁ×ÔÏÍÁÔÏ× á É ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A r� B.�ÅÏÒÅÍÁ 2 [2℄. ðÕÓÔØ ffsgs2SA , fgsgs2SB | ËÒÉ×ÙÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀ-ÝÉÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÏ× á É ÷ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �. åÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊËÒÉ×ÏÊ fs ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÁÑ × � ËÒÉ×ÁÑ gs, É ÏÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ gs ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ fs, ÔÏ A 2� B.ðÕÓÔØ f; f 0 | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÒÉ×ÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å � É ÚÁÄÁÀÔ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× á É A0 × ÜÔÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ðÕÓÔØ f 0 ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚ f �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÍ(ÁÆÆÉÎÎÏÍ) �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ '. �ÏÇÄÁ Á×ÔÏÍÁÔ A0 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÂÒÁÚÏÍÁ×ÔÏÍÁÔÁ A �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ '.�ÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÍÁÔÁ á ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÚ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÓÉÎÈÒÏÎÎÙÊÁ×ÔÏÍÁÔ ÷.äÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ, ÌÉÂÏ ÁÆÆÉÎ-ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ëÏÎÇÒÕÜÎÔÎÏÓÔØ (ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ)ÏÂÒÁÚÏ× �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÏ× ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÉÎÁ-ÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ× ÎÁÊÄÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï ÞÉÓÌÕÏÂÒÁÚÏ× ÂÁÚÉÓ [5℄. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �Ñ�ÁÅ× ì. â. ï ÚÁÄÁÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÆÕÎË�ÉÑÍÉ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ // ðÒÏÂÌÅÍÙ É �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×Ù�ÒÅ�ÉÚÉÏÎÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ É Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ × ÍÁÛÉÎÏÓÔÒÏÅÎÉÉ. íÁÔÅÒÉÁ-ÌÙ íÅÖÄÕÎÁÒ. ËÏÎÆ. | óÁÒÁÔÏ×, 1997. | ó. 48{49.2. �Ñ�ÁÅ× ì. â. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÉÉÈ ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÏÓÔØ // íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ËÉ-ÂÅÒÎÅÔÉËÁ. óÂ. ÎÁÕÞ. ÔÒ. | óÁÒÁÔÏ×: éÚÄ-×Ï óÁÒÁÔ. ÕÎ-ÔÁ, 1999. |ó. 139{143.3. �Ñ�ÁÅ× ì. â. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÒÁÚÙ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ // á×ÔÏÍÁÔÉÚÁ�ÉÑ�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ (CAD DD'2001). íÁÔÅÒÉÁÌÙ IVíÅÖÄ. ËÏÎÆ. | íÉÎÓË, éÎÓÔÉÔÕÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ îáîâÅÌÁÒÕÓÉ, 2001. | ó. 203{210. 512



4. �Ñ�ÁÅ× ì. â. òÅÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ Á×ÔÏ-ÍÁÔÏ× ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÈ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ // éÚ×. óÁÒÁÔ. ÕÎ-ÔÁ. óÅÒ.íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. éÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ. | 2006. | �. 6, ×Ù�. 2. |ó. 121{133.5. �Ñ�ÁÅ× ì. â., íÁÔÏ× ä. ï. âÁÚÉÓÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÄÌÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× // ëÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÎÁÕËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ.íÁÔÅÒÉÁÌÙ íÅÖÄ. ËÏÎÆ. | óÁÒÁÔÏ×, 2009. | ó. 201{204.
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óÅË�ÉÑ��ÅÏÒÉÑ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙÔÅÏÒÉÉ ÚÁÝÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ�ï ðòéâìéöåîéé âõìå÷ùè æõîëãéêðïþ�é ìéîåêîùíé æõîëãéñíé÷. â. áÌÅËÓÅÅ×, ò. ò. ïÍÁÒÏ× (íÏÓË×Á)âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÛÉÒÏËÏ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ, É ÓÔÏÊ-ËÏÓÔØ ÓÉÓÔÅÍ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÁÓÔÏ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ �ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ� ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÞÉ-ÔÁÀÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍÉ, ÔÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË �ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ� ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ �ÕÄÁÌÅÎÎÏÓÔØ� ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ ÏÔ ×ÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. üÔÏÍÕ �ÁÒÁÍÅÔÒÕ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍÕ ÎÅ-ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÂÏÔ. ïÂÚÏÒÉÍÅÀÝÉÈÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× Ï ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ (Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ�ÕÂÌÉËÁ�ÉÊ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ËÎÉÇÅ [1℄, ÇÄÅ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁÏÔÄÅÌØÎÁÑ ÇÌÁ×Á. äÁÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ðÕÓÔØ n| ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. þÅÒÅÚ Vn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n Ó ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ ÉÚ f0; 1gÓ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ � �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f; g | ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,ÔÏ ÅÓÔØ f : Vn ! f0; 1g É g : Vn ! f0; 1g. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ dist(f; g) ÏÔÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÄÏ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÞÉÓÌÏÎÁÂÏÒÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ f É g ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ f | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÉ M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ f ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁdist(f;M) = ming2M dist(f; g).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ x 2 Vn, y 2 Vn. þÅÒÅÚ hx; yi ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x É y: hx; yi = x1y1 � : : :� xnyn (ÚÄÅÓØ� | ÜÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 2 ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ f ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÁÆÆÉÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ a = (a1; : : : ; an) 2 Vn É  2 f0; 1g ÔÁËÉÅ,ÞÔÏ g(x) = ha; xi� = a1x1�: : :�anxn�. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ An.514



ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ dist(f;An) ÏÔ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x)ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á An ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ-ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Nf .ìÅÍÍÁ 1 [1℄. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Nf � 2n�1 � 2n=2�1. äÌÑ ÞÅÔÎÙÈ n ÜÔÁÏ�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ f(x) ÏÔ 2n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÄÌÑËÏÔÏÒÙÈ Nf = 22n�1 � 2n�1, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÉÆÕÎË�ÉÑÍÉ (ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÏÍ ÂÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÊ).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ x = (x1; : : : ; xn), y = (y1; : : : ; yn). ëÌÁÓÓíÜÊÏÒÁÎÁ|íÁË-æÁÒÌÁÎÄÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x; y) ÏÔ 2n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÉÄÁ f(x; y) = h�(y); xi��(y),ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Vn, Á �(y) | �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ìÅÍÍÁ 2 [1℄. ÷ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ íÜÊÏÒÁÎÁ|íÁË-æÁÒÌÁÎÄÁÑ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ f ÏÔ 2n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdist(f;A2n) = 22n�1 � 2n�1.÷ ÓÔÁÔØÅ [2℄ ÍÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÏ ËÌÁÓÓÁ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÎÅÍÎÏ-ÇÏ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÅÒÅÚ AEn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ �ÏÞÔÉÁÆÆÉÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ g(x) ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁg(x) = ha; xi��xi1 �: : :�xik , ÇÄÅ a 2 Vn ,  2 f0; 1g É fi1; : : : ; ikg| �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÕÓÔÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; : : : ; ng.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ A2n Ë ËÌÁÓÓÕ AE2nÄÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ íÜÊÏÒÁÎÁ{íÁË-æÁÒÌÁÎÄÁ ÒÁÓÓÔÏÑ-ÎÉÅ ÄÏ ËÌÁÓÓÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ, �ÒÉÞÅÍ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ (ÔÏ ÅÓÔØ × ËÌÁÓÓÅíÜÊÏÒÁÎÁ|íÁË-æÁÒÌÁÎÄÁ ÅÓÔØ "ÂÏÌÅÅ ÓÔÏÊËÉÅ" É "ÍÅÎÅÅ ÓÔÏÊËÉÅ"ÆÕÎË�ÉÉ). á ÉÍÅÎÎÏ, × ÓÔÁÔØÅ [2℄ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [2℄. äÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x; y) = h�(y); xi � �(y) ÉÚËÌÁÓÓÁ íÜÊÏÒÁÎÁ{íÁË-æÁÒÌÁÎÄÁ ÏÔ 2n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ ×ÓÅÈ n � 2×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:22n�1 � 3 � 2n�1 + 2 � dist(f;AE2n) � 22n�1 � 2 � 2n�1;�ÒÉÞÅÍ ÏÂÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÏÓÔÉÖÉÍÙ (�ÒÉ n = 1 dist(f;AE2n) = 0 ÄÌÑ×ÓÅÈ f).ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ An, ËÌÁÓÓ AEn ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÁÆÉÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌØÛÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ íÜÊÏÒÁÎÁ|íÁË-æÁÒÌÁÎÄÁ ÄÏ ËÌÁÓÓÁ,515



ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ AEn, Á ÔÁÖÅ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÁÆÆÉÎÎÏÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÉÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÌÉ �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÅ ÄÌÑ AEn Ï�ÅÎËÉ?ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. þÅÒÅÚ gAEn ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÆÕÎË-�ÉÊ, ÁÆÆÉÎÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ AEn, Á ÉÍÅÎÎÏ,ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ g(Ax� d), ÇÄÅ g 2 AEn, A = (aij) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅ-×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ n�n, �ÒÉÞÅÍ aij 2 f0; 1g, Á d 2 Vn |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.�ÁË ËÁË AEn � gAEn, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔ n �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïdist(f;gAEn) � dist(f;AEn):ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ËÌÁÓÓÁ AE2n Ë ËÌÁÓÓÕgAE2n ÎÅ ÉÚÍÅ-ÎÑÅÔ Ï�ÅÎÏË, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ × ÔÅÏÒÅÍÅ 1. á ÉÍÅÎÎÏ, ×ÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x; y) = h�(y); xi��(y) ÉÚ ËÌÁÓÓÁíÜÊÏÒÁÎÁ|íÁË-æÁÒÌÁÎÄÁ ÏÔ 2n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ ×ÓÅÈ n � 2 ×Ù�ÏÌ-ÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:22n�1 � 3 � 2n�1 + 2 � dist(f;gAE2n) � 22n�1 � 2 � 2n�1;�ÒÉÞÅÍ ÏÂÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÄÏÓÔÉÖÉÍÙ (�ÒÉ n = 1 dist(f;gAE2n) = 0 ÄÌÑ×ÓÅÈ f).�ÁË ËÁË ËÌÁÓÓ gAE2n ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ, ÁÆÆÉÎÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ íÜÊÏÒÁÎÁ{íÁË-æÁÒÌÁÎÄÁ (×ÓÅ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ-ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÍÉ).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔÙ09-01-00701-Á É 10-01-00475-Á).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÏÇÁÞ�Å× ï. á., óÁÌØÎÉËÏ× á. á., ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. | í.: éÚÄ-×Ï íãîíï, 2004.2. áÌÅËÓÅÅ× ÷. â., ïÍÁÒÏ× ò. ò. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ // îÁÕÞÎÙÅ ×ÅÄÏÍÏÓÔÉâÅÌÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. óÅÒÉÑ "éÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ". | ÷ �ÅÞÁÔÉ.
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ï�ïâòáöåîéñ ëìïó�åòíáîá|èáóóåé éè ëïäéòï÷áîéåî. í. çÌÁÚÕÎÏ× (ëÉÅ×)÷ ËÎÉÇÅ [1℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅÎÁ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ×ÙÞÅÔÏ× �Ï �ÒÏÓÔÙÍ ÍÏÄÕÌÑÍ ÓÏ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÍÉ × ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ×Ï�ÒÏÓÙ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ× ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ. íÙ ÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×Ë×ÁÄÒÁÔ [0; �℄�[0; �℄ É ËÏÄÉÒÕÅÍ ÉÈ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÍÉÓÑ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÉÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ) × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ. ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ|èÁÓÓÅ (ëè). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÕÍÍ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ ÉËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ. íÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ É ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-ÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ|èÁÓÓÅ. ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ É ÉÓÓÌÅÄÕÅÔ-ÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ëè ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÒÑÍÏÇÏ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [0; �℄; ÉÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.ðÕÓÔØ Fp ÅÓÔØ �ÒÏÓÔÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ, F�p | ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑÇÒÕ��Á �ÏÌÑ Fp; SpeZ| ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌZ; d1 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, × ËÏÔÏÒÙÈ ; d � 0 mod p; Sp = SpeZnd1:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ëè.ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ èÁÓÓÅ. ðÕÓÔØ y2 = f(x); f(x) = x3 + x + d;ÅÓÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × �ÒÏÓÔÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏÌÅ Fp: äÌÑ ÞÉ-ÓÌÁ #Cp ÒÅÛÅÎÉÊ ËÒÉ×ÏÊ C : y2 = f(x) × Fp ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ#Cp =Pp�1x=0 �1 + �f(x)p �� ; ÇÄÅ �f(x0)p � ÅÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ Ó ÞÉ-ÓÌÉÔÅÌÅÍ, ÒÁ×ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x0) × ÔÏÞËÅ x0 2 Fp: ìÅÇËÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ #Cp = p� ap; ÇÄÅ ap = �Pp�1x=0 � f(x)p �. åÓÌÉ C ÅÓÔØ ÜÌ-ÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË #C(Fp) ËÒÉ×ÏÊ C ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑÆÏÒÍÕÌÏÊ #CÒ = 1 + p � ap; ÇÄÅ ap = 2pp os'p; Á ÓÁÍÁ ËÒÉ×ÁÑ CÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ. åÓÌÉ C ÎÅ ÅÓÔØ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑËÒÉ×ÁÑ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ap ÒÁ×ÎÏ 1; �1 ÉÌÉ 0 É ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ [2℄. ÷ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ:'p = aros(ap=2pp) É �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÅÇÏ Ë ÉÎ-ÔÅÒ×ÁÌÕ [0; �℄: çÉ�ÏÔÅÚÁ óÁÔÏ|�ÜÊÔÁ (× ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔÅÏÒÅÍÁ â. âÅÒÞÁ [3℄) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈÂÅÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ ÕÇÌÙ 'p; ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ap; ÒÁ×ÎÏ-ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0; �℄ Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ (2=�) sin2 t:ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ. ðÕÓÔØ d ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÎÕÌÅÍ �Ïmod p; Tp(; d) =Pp�1x=1 e2�i( x+ dxp ) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ517



á. ÷ÅÊÌÀ [4℄, Tp(; d) = 2pp os �p(; d): ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍTp; os �p; �p É �ÒÉ×ÏÄÉÍ �p Ë ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ [0; �℄: ÷ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ ÔÅÏÒÅÍÁ äÅÌÉÎÑ-ëÁ�Á-áÄÏÌØÆÓÏÎÁ [4℄ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÕÇÌÙ �pÒÁ×ÎÏÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ [0; �℄ Ó �ÌÏÔÎÏÓÔØÀ (2=�) sin2 t: üËÓ-�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÌÏ× ÓÕÍÍ ëÌÏÓÔÅÒÍÁ-ÎÁ × ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ|èÁÓÓÅ. æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ëè Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ F�p�F�p ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × � = [0; �℄� [0; �℄É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ hk(; d) = ('p(; d); �p(; d)): �ÁË ËÁË ; d ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ �ÒÏ-ÂÅÇÁÀÔ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÕÀ ÇÒÕ��Õ F�p, ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ Ò, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ hk(; d) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ×Ï ×ÓÅÈÔÏÞËÁÈ.ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ R1 É R2 ÅÓÔØ Ä×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ d ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [0; �℄: âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ R1 ÇÏ-ÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÍ, Á R2 ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ� = [0; �℄ � [0; �℄, Á ÓÁÍÕ �ÁÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ R1;R2 Ò-�ÁÒÏÊ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; 1; : : : ; d � 1: æÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ëè ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØÀ (bsbs�1 : : : b1b0:a1a2 : : : ar): úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÎÏ ËÁË ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (x; y)ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏx =Pri=1 ai=di (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, y =Psi=1 bi�1=di ÅÓÔØ d�ÉÞÎÏÅ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ x (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ y).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ëè.ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ èÁÓÓÅ. åÓÌÉ C ÅÓÔØ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÎÁÄ Z; ÔÏ×ÎÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ ÄÉÓËÒÉ-ÍÉÎÁÎÔÁ, ËÒÉ×ÁÑ C ÉÍÅÅÔ ÈÏÒÏÛÕÀ ÒÅÄÕË�ÉÀ × �ÏÌÅ Fp: þÉÓÌÏ ÔÏÞÅË#C(Fp) ËÒÉ×ÏÊ C �ÒÉ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÉ �Ï mod p ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ#CÒ = 1 + p � ap; ÇÄÅ ap = 2pp os'p; Á ÓÁÍÁ ËÒÉ×ÁÑ C ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ. åÓÌÉ ÌÏËÁÌÉÚÁ�ÉÑ C × �ÏÌÅ Fp ÎÅ ÅÓÔØÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ap ÒÁ×ÎÏ 1; �1 ÉÌÉ 0 É ÌÅÇËÏ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ [2℄. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ:'p = aros(ap=2pp) É�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÅÇÏ Ë ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ [0; �℄:ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ. ðÕÓÔØ d ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó ÎÕÌÅÍ �Ïmod p; Tp(; d) =Pp�1x=1 e2�i( x+ dxp ) ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ. óÏÇÌÁÓÎÏá. ÷ÅÊÌÀ [4℄, Tp(; d) = 2pp os �p(; d): ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÅÍTp; os �p; �p É �ÒÉ×ÏÄÉÍ �p Ë ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ [0; �℄: üËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÌÏ× ÓÕÍÍ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ × ÁÒÉÆÍÅÔÉ-ÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.518



ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ|èÁÓÓÅ. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ëè Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ÓÈÅÍ Sp�Sp ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ× � É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ hk(; d) = ('p(; d); �p(; d)): �ÁË ËÁË Sp ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ,�Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, �ÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ d, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ hk(; d) Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ. ÷ �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÍ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÉ [5℄ Ó ÓÕÍÍÏÊ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ Tp = Tp(1; 1) ÓÈÅÍÁ Sp ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓSpeZ.ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ò-�ÁÒÙ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. áÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ëè ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ(: : : b1b0:a1a2 : : :): úÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÎÏ ËÁË ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (x; y) ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ x = P1i=1 ai=di (ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, y = P1i=1 bi�1=di) ÅÓÔØ d�ÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ x (ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ y).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. þÉÓÌÁ x = P1i=1 ai=di (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, y =P1i=1 bi�1=di ) ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ ëÌÏÓÔÅÒÍÁÎÁ (ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ, èÁÓÓÅ) É �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ×Ï�ÒÏÓ| ËÁËÏ×Ù ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ?òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ëè É ÚÁÄÁÎÎÕÀ Ò-�ÁÒÕ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ hk(; d) É ÅÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÀ �ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÚÁÄÁÎ-ÎÏÊ Ò-�ÁÒÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÕÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÓÄ×ÉÇ�(: : : b1b0:a1a2 : : :) = : : : b1b0a1:a2 : : : ;ÇÄÅ a1a2 : : : ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ b0b1 : : : Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×ÙÛÅ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÏÓÔÎÉËÏ× á. ç. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÔÒÕÄÙ. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2005. |ó. 18{147.2. ðÏÓÔÎÉËÏ×Á ì. ð. �ÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÕÍÍÙ É ÔÅÏÒÉÑ ÓÒÁ×-ÎÅÎÉÊ �Ï �ÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ. | í.: íçðé, 1973.3. Birh B. How the number of points of an ellipti urve over a�xed prime �eld varies // Journ. London Math. So. | 1968. | 43. |P. 57{60.4. Katz N. M. Gauss sums, Kloosterman sums, and monodromygroups. | Prineton: Prineton Univ. Press, 1988.5. çÌÁÚÕÎÏ× î. í. íÅÔÏÄÙ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÉ�ÏÔÅÚÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ // ðÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ. | 2006. | � 3. |ó. 10{16.
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ï ðåòåó�áîï÷ëáèîá ïóîï÷å ìéîåêîùè ðòåïâòáúï÷áîéêí. ÷. ëÁÒÔÁÛÏ×Á (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Ó ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊðÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (ðóðò) ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ðóðò Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊy = ax+ b (mod m):÷ÎÁÞÁÌÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÏÊ ÓÌÕÞÁÊ.÷ÙÂÉÒÁÅÍ ÍÏÄÕÌØm É ÞÉÓÌÁ a1, b1, a2, b2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊy = a1x+ b1 (mod m); y = a2x+ b2 (mod m):÷ÙÂÉÒÁÅÍ ÞÉÓÌÁ 10 É 20 É ÓÔÒÏÉÍ ìðíð [1℄ C1 É C12 , Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ(m; a1; b1; 10)- É (m; a2; b2; 20)-ìðíð, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ�ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÒÁÂÏÔÅ ïÒÌÏ×Á ÷.á. É ëÁÒÔÁÛÏ×ÏÊ í.÷. ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏÓÂÏÒÎÉËÁ.ëÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ðóð [1℄ C12 Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÍ ÎÁ m. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÔÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ðóð ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ C2. ÷ÙÂÉÒÁÅÍ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÕÀ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ h(x) = a3x+ b3 (mod m)É ÓÔÒÏÉÍ (2m; a3; b3; 30)-ìðíð C4.ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ C3, Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁ�ÉÅÊ C1 É C2, �Å-ÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ìðíð C4.îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ðóðC5 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ. üÔÏÊ ðóð ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ �Å-ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ 2m ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÜÔÏÊ ðóð. úÎÁÑ C5, ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ìðíðC4. äÌÑ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ ÍÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ C3.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎËÁÔÅÎÁ-�ÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ìðíð Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ �ÅÒÉÏÄÁÍÉ É ÒÁÚÎÙÍÉ (ÒÅÇÕ-ÌÑÒÎÙÍÉ) Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÉÈ ìðíð.�ÁËÉÅ ðóð ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ 1-îìð. åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÎËÁÔÅ-ÎÁ�ÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ 1-îìð, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ðóð, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ2-îìð. üÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÍÏÖÅÍ �Ï×ÔÏÒÑÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ.520



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ �ÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈðóð É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕËÌÀÞÁ. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ïÒÌÏ× ÷. á., ëÁÒÔÁÛÏ×Á í. ÷. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊ-ÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ // éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÓÏ�ÉÁÌØÎÏ-ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ. | 2009. | � 3. | ó. 87{91.
éäåáìøîùå íïäõìñòîùå óèåíùòáúäåìåîéñ óåëòå�áç. ÷. íÁÔ×ÅÅ×, î. î. ûÅÎÅ� (íÉÎÓË)íÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÓÈÅÍÙ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ ÂÙÌÉ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÙ íÉ-ÎØÏÔÔÏÍ [1℄, áÓÍÕÓÏÍ É âÌÀÍÏÍ [2℄. ïÎÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÉ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ËÏÌØ�Å �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÕÓÔØ I = f1; 2; : : : ; tg |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, Á ÞÉÓÌÏ | ÓÅËÒÅÔ. ëÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË i 2 IÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ mi É ÞÉÓÌÏÍ si =  (mod mi) |ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÓÅËÒÅÔÁ  �Ï ÍÏÄÕÌÀ mi,ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ÓÅËÒÅÔÏÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× A � I ÎÁÈÏÄÉÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ , ÒÅÛÁÑ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÎÁÊÄÕÔ ÓÅËÒÅÔÌÉÛØ ÔÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ-×ÉÅ  < îïë[mi; i 2 A℄. áÓÍÕÓ É âÌÀÍ �ÒÅÄÌÏÖÉÌÉ �ÒÉ×ÏÄÉÔØ ÓÅ-ËÒÅÔ  �Ï ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ m0, ÞÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÉÂÌÉÚÉÔØÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒ Ë ÒÁÚÍÅÒÁÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÅËÒÅÔÏ×.ó ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÅËÒÅÔÁ ÔÅÓÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÁÎÏ �ÏÎÑÔÉÅ ÓÔÒÕË-ÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á, �ÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× I , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, Ô. Å.A 2 �; A � B � I ) B 2 �. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á � ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÍÉ. ÷ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÁ-�ÒÅÝÅÎÎÙÍÉ. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÏÔËÁÚÁ �. ìÀÂÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÄÏÓÔÕ�Á ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ Ó×ÏÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ× �min, Á ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÔËÁÚÁ | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀÎÁÂÏÒÏÍ �max. 521



÷ÁÖÎÙÍ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (k; t)-�ÏÒÏÇÏ×ÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÏÓÔÕ�Á. úÄÅÓØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÎÙÍ ÂÕÄÅÔ ×ÓÑËÏÅ �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÅÓÌÉ jAj � k, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k, 1 � k � t.÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÂÙÌ ÒÁÚ×ÉÔ × ÒÁÂÏÔÁÈ [3, 4℄.ïÎ ÂÙÌ ÏÂÏÂÝÅÎ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÌØ�Á �ÏÌÉÎÏÍÏ× Fq [x℄ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁ-ÌÕÁ Fq . âÙÌÏ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÏÓÔÕ�Á ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÍÏ-ÄÕÌÑÒÎÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ × ËÏÌØ�ÁÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁÄ �ÏÌÑ-ÍÉ çÁÌÕÁ. ðÏÌÕÞÅÎ ÔÁËÖÅ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ �Ï�ÁÒÎÏ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÏÄÕÌÅÊ. �ÁËÉÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á ÂÙÌÉ ÎÁÚ×Á-ÎÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ, ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÙ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÏÊÆÏÒÍÙ.ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÈÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ ÓÔÁÒÁÀÔÓÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ. ë ÉÈ ÞÉÓÌÕ ÏÔÎÏÓÉÔ-ÓÑ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÓÔÉ, Ô.Å. ÞÔÏÂÙ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÎÅ �ÏÌÕÞÁÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ËÉÍÅÀÝÅÊÓÑ Á�ÒÉÏÒÎÏÊ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÓÅËÒÅÔÁ . äÌÑ ÔÁËÉÈÓÈÅÍ ××ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ �, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎÍÉÎÉÍÕÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÅËÔÒÅÔÁ Ë ÒÁÚÍÅÒÁÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÅ-ËÒÅÔÏ×. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ 0 < � � 1. ÷ ÓÌÕÞÁÅ � = 1 ÓÈÅÍÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÉÄÅÁÌØÎÏÊ. æÏÒÍÁÌØÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔÓÑ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÉÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÓÈÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÍÁÌÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó Ï�ÅÎËÁÍÉ ÉÈ ËÁÞÅÓÔ×Á. �ÁË× ÒÁÂÏÔÅ [5℄ ÂÙÌÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÁ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁÑ É ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÉÄÅÁÌØÎÁÑ �ÏÒÏÇÏ×ÁÑ ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ�ÒÉ m0 ! 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ×ÏÏÂÝÅ ÎÅÌØÚÑ �ÏÓÔÒÏ-ÉÔØ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁ. ðÅÒÅÈÏÄÖÅ Ë ËÏÌØ�Õ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁ �ÏÚ×ÏÌÉÌ �ÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÏ�ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅ, É × ÒÁÂÏÔÅ [4℄ ÂÙÌÁ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÁÑ É ÉÄÅÁÌØ-ÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ �ÏÒÏÇÏ×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÏÓÔÕ�Á ÎÉËÁËÉÈ Ï�ÅÎÏË ËÁÞÅÓÔ×Á ÉÈ ÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÊ ÄÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÎÅ ÂÙÌÏ.ðÕÓÔØ m1(x);m2(x); : : : ;mt(x) 2 Fq [x℄ | ÍÏÄÕÌÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×. äÌÑÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á � ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏ×ÉÅ:M1 = degmaxA2� îïë[mi(x); i 2 A℄ < degminA2�îïë[mi(x); i 2 A℄ =M2.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ áÓÍÕÓÁ|âÌÀÍÁ. ðÕÓÔØm0(x) | ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØ-ÎÙÊ ÍÏÄÕÌØ. �ÏÇÄÁ ÓÅËÒÅÔ (x) ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ degm0(x). úÁÔÅÍÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍ p(x), ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ522



ÍÅÎØÛÅ M2 � degm0(x). ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ C(x) = m0(x)p(x)+ (x), degC(x) < M2. ïÔÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÁ C(x) ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ. þÁÓÔÉÞÎÙÊ ÓÅËÒÅÔi-ÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ si(x) = C(x) (mod mi(x)).�ÅÏÒÅÍÁ 1. òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÓÈÅÍÙ áÓÍÕÓÁ|âÌÀÍÁ × ËÏÌØ�Å �ÏÌÉ-ÎÏÍÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ:1. îïä(m0(x);mi(x)) = 1, 8i 2 I .2. degm0(x) �M2 �M1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Á ÕÞÁÓÔÎÉËÁ i É j ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á I ÎÁÚÙ×ÁÀÔ-ÓÑ ×ÚÁÉÍÏÚÁÍÅÎÑÅÍÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A 2 �maxÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï i 2 A, j 2 A.÷ÚÁÉÍÏÚÁÍÅÎÑÅÍÙÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÁÍ ÍÏÖÎÏ ÄÁ×ÁÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÍÏ-ÄÕÌÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÚ �ÏÔÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÕÄÏÓÔÕ�Á, ÚÁÍÅÎÉ× ×ÚÁÉÍÏÚÁÍÅÎÑÅÍÙÈ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÏÄÎÉÍ ÕÞÁÓÔÎÉËÏÍ.ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÏÓÔÕ�Á ÂÅÚ ÔÁËÉÈ ÕÞÁÓÔÎÉ-ËÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 2. éÄÅÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ × ËÏÌØ�Å �ÏÌÉ-ÎÏÍÏ× ÎÁÄ �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÏÒÏÇÏ×ÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÏ-ÓÔÕ�Á.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ ËÌÁÓÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÎÅ�ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ ÄÏ-ÓÔÕ�Á Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÒÁ×ÅÎ 1=2. ïÎ ÄÏÓÔÉ-ÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ Ó ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ 1 É 2. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Mignotte M. How to share a seret // Leture Notes in ComputerSiene. Advanes in ryptology (Eurorypt'82). | 1983. | P. 371{375.2. Asmuth C. A., Bloom J. A modular approah to key safeguard-ing // IEEE Transations on Information Theory. | 1983. | V. 29. |P. 208{210.3. Galibus T., Matveev G. Generalized Mignotte sequenes in poly-nomial rings // Eletroni Notes in Theoretial Computer Siene. |2007. | V. 186. | P. 41{46.4. Galibus T., Matveev G., Shenets N. Some strutural and seurityproperties of the modular seret sharing // SYNASC'08. | LosAlamitos(California): IEEE Comp. So. Press, CPS, 2009. | P. 197{200.5. Quisquater M., Preneel B., Vandewalle J. On the seurity of thethreshold sheme based on the Chinese remainder theorem // LetureNotes in Computer Siene. | 2002. | V. 2274. | P. 199{210.
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ï íõìø�éìéîåêîùè ðåòåó�áîï÷ëáè÷. á. ïÒÌÏ×, í. ÷. ëÁÒÔÁÛÏ×Á (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓÙ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕ-ÞÁÊÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Ó ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.ðÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (ðóðò) ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ × ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ × ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ ×ÛÉÆÒÁÈ �ÒÏÓÔÏÊ ÚÁÍÅÎÙ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÇÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ.ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÂÏÌØÛÏÊ ÍÏÝÎÏ-ÓÔÉ Ó ÍÁÌÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ËÌÀÞÁ. ïÄÎÉÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑy = ax+ b (mod m);ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍ. üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ a É m Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏ-ÓÔÙÍÉ.ðÕÓÔØ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÏÔÙm = 2k. úÁ�ÉÓØ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÍÅÅÔ k2k ÂÉÔ.äÌÉÎÁ ËÌÀÞÁ 3k ÂÉÔ (ÚÁ�ÉÓØ ÞÉÓÅÌ m, a É b). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅ-ÅÍ ÈÏÒÏÛÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É ÄÌÉÎÏÊËÌÀÞÁ.ðÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ðóð)�ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÅ ÏÔÄÁÀÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ, ÉÍÅÀÝÉÍ ÏÄÉÎ �ÉËÌ.éÚ×ÅÓÔÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÉ.ðÕÓÔØm = 2s1ps22 :::pskk : ìÉÎÅÊÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ y = ax+b (modm)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ: 1)îïä(a;m) =îïä(b;m) = 1; 2) åÓÌÉ 0 � s1 � 1, ÔÏ a � 1 (mod p2:::pk ; 3) åÓÌÉs1 � 2, ÔÏ a � 1 (mod 4p2:::pk).îÁ ÏÓÎÏ×Å ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ðóð C = 0; 1; :::; n; ::: �Ï-ÌÕÞÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.÷ÙÂÉÒÁÀÔ 0; 0 � 0 � m � 1. úÁÔÅÍ i; i > 0 �ÏÌÁÇÁÀÔ ÒÁ×ÎÙÍai�1 (mod m) .åÓÌÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ y = ax+ b (mod m) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÏÊ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ, ÔÏ ðóð ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÉ-ÎÙ m. ðóð Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ 0, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍÉÚ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ y = ax+ b (mod m), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ(m; a; b; 0)-ìðíð (ÌÉÎÅÊÎÏÊ ðóð ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÏ-ÄÕÌØ m Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÔÏ a � 1(mod m)É ìðíð Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ É ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 0; b; 2b; :::; (m� 1)b.524



ìðíð ÌÅÇËÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ, ÎÏ, ÚÎÁÑ ÍÏÄÕÌØ m É ÔÒÉ ÅÅ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ a É b, Ô. Å. ×ÓÀ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ) ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÏÄÎÏ�ÉËÌÏ×ÏÊ�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ.ëÁÖÅÔÓÑ �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ðóð �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ìðíð C1 × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó (m; a2; b2; h0)-ìðíð H = h(0); h(1); :::; h(m � 1), Ô. Å. �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ðóðC2 = h(0); h(1); :::; h(m�1).ëÁË ÏËÁÚÁÌÏÓØ, Ë ÔÁËÏÍÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ðóð ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÄÈÏÄÉÔØ ÓÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØÀ. á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÌÕÞÅÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅÕÓÌÏ×ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ðóð C2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ P1 = 0; 1; :::; m�1 | (m; a1; b1; 0)-ìðíð,�ÕÓÔØ h(x) = a2x + b2 (mod m) É �ÕÓÔØ P2 = h(0); h(1); h(m�1).�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a2 É b2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ îïä(a2;m) = 1, P2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ(m; aa21 ; a2)-ìðíð.ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÅÔÏÄÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÉÈ ÓÕÍÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ m = pt11 ; pt22 � ptnn , P1 = 0; 1; :::; m�1, |(m; a1; b1; 0)-ìðíð, H = h(0); h(1); :::; h(m � 1) | m; a2; b2; h(0)-ìðíð É �ÕÓÔØ P2 = h(0); h(1); :::; h(m�1). ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j,1 � j � n a1 � 1 (mod pujj ), a2 � 1 (mod pvjj ) É uj + vj � tj .�ÏÇÄÁ P2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (m; aa21 ; a2 ; b2)-ìðíð.ðÒÉ ÎÅ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ P2 ÎÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ ìðíð.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé(�ÒÏÅËÔ 08{01{00863).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ïÒÌÏ× ÷. á., ëÁÒÔÁÛÏ×Á í. ÷. ï �ÓÅ×ÄÏÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ // âÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔØÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. | 2009. | � 3. | C. 53{55.
525



ïäîï ïâïâýåîéå ìéîåêîùè ó�òõë�õòâ. á. ðÏÇÏÒÅÌÏ×, í. á. ðÕÄÏ×ËÉÎÁ (íÏÓË×Á)ìÉÎÅÊÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÂÌÏÞÎÙÈ ÛÉÆÒÓÉÓÔÅÍ) ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ [1{4℄ É ÄÒ. îÁÌÉÞÉÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏÓÔØÀ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÍÅÔÏÄÙ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÒÁÚ-ÎÏÓÔÎÙÊ ÉÌÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅ-ÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒ. �ÁËÖÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ Ó×ÑÚØ Ó ÒÁÚÎÏÓÔÑ-ÍÉ ×ÙÓÛÉÈ �ÏÒÑÄËÏ×.âÕÄÅÍ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ: N0 | ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÎÕÌÅÍ; m 2 N0 ; m � 2; R | ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ; p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ; a; b =a; a + 1; :::; b; a < b; S(X) | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅX ; H | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ÉÌÉ R-ÍÏÄÕÌØ, ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏH 2 fGF (pm); Vm(p);Zpmg; Sd = S(X) �ÒÉ jX j = d; ~0 | ÎÕÌÅ×ÏÊÜÌÅÍÅÎÔ H; G1 s G2 | Ó�ÌÅÔÅÎÉÅ ÇÒÕ�� �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË G1; G2:îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [5℄), ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ � 2 S(H)ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ × ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å H ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ (�+�)� = ��+� ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ� 2 H; ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚH . üÌÅÍÅÎÔ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÔÒÁÎÓÌÑÔÏÒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �:ðÕÓÔØ �W;X = f� 2 S(H)j(� +W )� = �� +X;8� 2 Hg ;ÇÄÅ W;X | ÎÅ�ÕÓÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á H ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ � 2 S(H) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÆÁËÔÏÒ-ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ × H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÎÅ�ÕÓÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁW;X � H; jW j = jX j; ÞÔÏ (�+W )� = �� +X ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � 2 H: îÁ-ÌÉÞÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×ÅÓÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, Ë �ÒÉÍÅÎÅÎÉÀÍÅÔÏÄÁ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ (H;+) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ�-�Á, W | Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, jH j = b; jW j =d: ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ X | ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H; ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ g 2 S(H); ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ: W g = XÉ (� + W )g = �g + X ÄÌÑ ×ÓÅÈ � 2 H: �ÏÇÄÁ 1: X | �ÏÄÇÒÕ��ÁÇÒÕ��Ù H:2: �W;X = �W;W g = (Sd s Sd�1b) g:526



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ (H;+) | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á, W | Å£ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á, jH j = b; jW j = d: �ÏÇÄÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï �W;W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÉÚ S(H) Ó ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ ÉÍ�ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ f� +W j� 2 Hg : çÒÕ��Á �W;W �ÏÄÏÂÎÁÇÒÕ��Å Sd s Sd�1b:÷ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÛÉÆÒÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ É�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Vm(p); �ÏÌÅÍ çÁÌÕÁGF (pm) É ËÏÌØ�ÏÍ ×ÙÞÅÔÏ× Zpm: éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 2 ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ�ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �W;W ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ (R;+) | �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á, W |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ �ÏÄÍÏÄÕÌØ R -ÍÏÄÕÌÑ H; jH j = b;jW j = d: ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ X | ÔÁËÏÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏH; ÞÔÏ jW j = jX j: �ÏÇÄÁ�W;X = ��W;W g = (Sd s Sd�1b) g; ÅÓÌÉ X | �ÏÄÍÏÄÕÌØ H,;; ÉÎÁÞÅ,ÇÄÅ g 2 S(H); g :W ! X | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.îÁ�ÏÍÎÉÍ [5℄, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ s �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L � Vm ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (dLs) : Vm ! Vm;ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÁË (dLs) : � ! P�2L�(�� �)s: ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ s �Ï ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÀ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÒÁÚÎÏÓÔØÀ ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ [6℄. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù WÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù H É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ g 2 S(H) ××ÅÄ£ÍÏÂÏÂÝÅÎÉÅ (adW g) : H ! H ÒÁÚÎÏÓÔÉ ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ dL, �ÏÌÁÇÁÑ(adW g) : � ! X�2W (�+ �)g � jW j�g :ðÒÉ (H;+) = (Vm;�) �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ adW = dW ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á W < Vm:ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �W;X ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ ×ÙÓÛÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ.ðÕÓÔØ dp(G) | p-ÒÁÎÇ ÇÒÕ��Ù G; p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, p � 2:õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4.1: ðÕÓÔØ H | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á, W;X |ÔÁËÉÅ Å£ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ �W;X 6= ;: �ÏÇÄÁÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �adW g = P�2X � ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ � 2 H; g 2 �W;X :527



2: ðÕÓÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÕÎËÔÁ 1 ÉX �= Zpr111 � :::�Zpr1d11 � :::�Zprt1t � :::�Zprtdtt ;ÇÄÅ pi | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, rij 2 N; pi < pi+1; rij � rij+1; di 2 N;i = 1; t� 1; di 2 N j = 1; di � 1; q = jX j; e11 | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÇÒÕ��Ù X �ÏÒÑÄËÁ pr111 : �ÏÇÄÁ�adW g = (2r11�1 � q�(2r11�1)2r11 � (mod2r11)e11; ÅÓÌÉ d2(X) = 1,~0; ÉÎÁÞÅ,óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. ðÕÓÔØW , X | ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁVm; jX j = jW j; � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ Vm; s 2 �W;X : �ÏÇÄÁ�dW s = �~0; ÅÓÌÉ dimW > 2, = ~0s � �s; ÅÓÌÉ dimW = 2.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Evertse J. H. Linear strutures in blok iphers // Euroript'87. |Springer-Verlag, 1987.2. Chaum D., Evertse J. H. Cryptanalysis of DES with a reduednumber of rounds sequenes of linear fators in blok iphers // Cryp-to'85. | Springer-Verlag, 1985.3. ðÕÄÏ×ËÉÎÁ í. á. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÇÒÕ�� �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏËÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÄÕÌÅÍ // ðÒÉËÌÁÄÎÁÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2008. | �. 1. | ó. 25{28.4. áÌÅËÓÅÊÞÕË á. î., óËÒÙÎÎÉË å. ÷. ëÌÁÓÓÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ó ÔÒÉ-×ÉÁÌØÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ // òÅÓÔÒÁ�ÉiÑ,ÚÂÅÒiÇÁÎÎÑ i ÏÂÒÏÂËÁ ÄÁÎÉÈ. | 2008. | �. 10. | � 3. | ó. 80{88.5. ìÏÇÁÞÅ× ï. á., CÁÌØÎÉËÏ× á. á., ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. | í.: íãîíï, 2004.6. Knudsen L. R. Trunated and Higher Order Di�erentials // LNCS(FSE'95). | 1995. | V. 1008. | P. 196{211.
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ï ÷åòèîåê ïãåîëå áææéîîïçï òáîçáîïóé�åìñ óðåë�òá ðìá�ï÷éäîïê æõîëãééà. ÷. �ÁÒÁÎÎÉËÏ× (íÏÓË×Á)âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Fn2 × F2.ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ õÏÌÛÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÄ Fn2 , Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ËÁËWf (u) = Px2Fn2 (�1)f(x)+<u;x>.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u 2 Fn2 ÚÎÁÞÅÎÉÅ Wf (u) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍõÏÌÛÁ. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Ó�ÅËÔÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ-�ÉÅÎÔÁÍÉ, Á ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ 2n ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× õÏÌÛÁ | Ó�ÅË-ÔÒÏÍ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Sf ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏ× u, ÔÁËÉÈ ÞÔÏWf (u) 6= 0, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ó�ÅËÔÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ f .âÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-ÔÙ õÏÌÛÁ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: 0 É �2 ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ . ðÌÁÔÏ×ÉÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅ-ÒÅÓ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÂÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÊ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ �ÒÉ ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÉ ÂÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÉ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ä×Å �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ), Á ÔÁËÖÅ �ÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ×ÁÖÎÙÅÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÙÍÉ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, m-ÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÅ ÆÕÎË-�ÉÉ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÑ ÎÉÈ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ 2n�1�2m+1).éÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ðÁÒÓÅ×ÁÌÑ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅË-ÔÒÁ ÒÁ×ÎÁ 4n�.ðÕÓÔØ E | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Fn2 . òÁÎÇÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁE ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �ÏÒÏÖÄÅÎ-ÎÏÇÏ E × Fn2 . áÆÆÉÎÎÙÍ ÒÁÎÇÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ × Fn2 , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏE. òÁÎÇ É ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÒÁÎÇ ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕ-ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ k É k, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏk 2 fk; k� 1g. ÷ [1℄ ÕËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁFn2 Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ó�ÅËÔÒÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 4h ÍÏÖÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ Ó×Å-ÓÔÉ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ó�ÅËÔÒÁ ÔÏÊ ÖÅÍÏÝÎÏÓÔÉ 4h, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ Fk2 . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ k > 2h, ÔÏ ÌÀÂÕÀ�ÌÁÔÏ×ÉÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f 0 ÎÁ Fn2 Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 4h ÍÏÖÎÏ�ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ Fk2 Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ÔÏÊ ÖÅ ÍÏÝ-ÎÏÓÔÉ 4h, ÄÏÂÁ×É× n�k ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ×Ù�ÏÌÎÉ× ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÏÇÏ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ É× ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ k = 2h É Wf 0(0) 6= 0 (× ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎË�ÉÑ f ÂÕÄÅÔÂÅÎÔ-ÆÕÎË�ÉÅÊ). åÓÌÉ k = 2h ÉWf 0(0) = 0, ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÁÆ-529



ÆÉÎÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ó�ÅËÔÒÁ, ÌÉÂÏ ÖÅ ×ÚÑÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f ÏÔ k+1�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ.ëÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, ÂÌÉÚËÉÊ Ë �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ, ÉÚÕÞÁÌÓÑ ×[2℄. ÷ [2℄, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÂÙÌÉ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ �ÒÏËÌÁÓÓÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÙ �ÌÁ-ÔÏ×ÉÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ó�ÅËÔÒÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 16 É ÁÆÆÉÎÎÙÍÒÁÎÇÏÍ ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ 4, 5 É 6.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ jSf j = 4h, ÔÏ k � 2h. ÷ ÒÁÂÏÔÅ Á×ÔÏÒÁ [1℄ÄÌÑ h = 2 ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÒÁÎÇ ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ ÌÀ-ÂÏÊ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ó�ÅËÔÒÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 16 ÒÁ×ÅÎ4, 5 ÉÌÉ 6. �ÁËÖÅ × [1℄ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ h ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ�ÌÁÔÏ×ÉÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ Ó�ÅËÔÒÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ 4h (ÍÏÝÎÏÓÔØÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ), ÁÆÆÉÎÎÙÊ ÒÁÎÇ ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ ËÏÔÏ-ÒÙÈ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 2h ÄÏ 2h+1 � 2.�ÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÏÓÉÔÅ-ÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ k � 4h � 1. ÷ [1℄ ÂÙÌÁÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÕÞÛÁÑ Ï�ÅÎËÁ k � 22h�1 � 2h�1 + h.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÁ ×ÅÒÈÎÑÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÅÎËÁÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ k.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ k ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ4h �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ h ! 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ-�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïk � h � 2h(1 + o(1)):ëÒÁÔËÏ ÉÚÌÏÖÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ. éÚ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ �ÉÔÓ×ÏÒÔÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ s 2 Fn2 ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÏ Px2Fn2 Wf (x)Wf (x + s) = 0. îÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÅÍÅÊ-ÓÔ×Ï �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ, �ÒÉÞÅÍ ÎÁÂÏÒÙ, ×ÈÏÄÑÝÉÅ ×ËÁÖÄÏÅ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÍÅÅÔÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÚÎÁËÏ× ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÏ× õÏÌÛÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ Ä×ÏÉÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÄÌÉÎÙ 4h.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ËÏÄ C ÎÁÄ Fm2 , m = 4h, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØÀ ÜÔÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×. äÌÑ ËÏÄÁ C Ó ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ×ÙÛÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× É ×ÅÒÈÎÅÊÏ�ÅÎËÉ ÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏ-ÓÔÉ, É, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÅÇÏ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØ-ËÕ ËÏÄ C ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏ-ÓÔÅÊ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ, ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ CÄÁÅÔ ×ÅÒÈÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÏÓÉÔÅÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ.530



ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÝÉÊÓÑ �ÏÓÌÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÒÁÚÒÙ× ÍÅÖ-ÄÕ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÁÍÉ ÄÌÑ k ÓÈÏÄÅÎ Ó ÒÁÚÒÙ×ÏÍ ÍÅÖÄÕ Ï�ÅÎ-ËÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Õ ËÏÒ-ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÙÓÏËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ [3℄.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÏ× òææé 10{01{00475 É08{01{00863, Á ÔÁËÖÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕ-ÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ îû-4437.2010.1.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. �ÁÒÁÎÎÉËÏ× à. ÷. ï ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ ÎÏÓÉÔÅ-ÌÑ Ó�ÅËÔÒÁ �ÌÁÔÏ×ÉÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |2006. | �. 18, ×Ù�. 3. | C. 120{137.2. Carlet C., Charpin P. Cubi Boolean funtions with highest re-silieny // IEEE Transations on Information Theory. | February,2005. | V. 51, � 2. | P. 562{571.3. �ÁÒÁÎÎÉËÏ× à. ÷. ï ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ É ÕÓÔÏÊÞÉ-×ÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.÷Ù�. 11. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2002. | ó. 91{148.ðïìéîïíéáìøîïå ðòåäó�á÷ìåîéåíîïöåó�÷, çòáæï÷ é ó�òïë÷. å. æÅÄÀËÏ×ÉÞ (ëÉÅ×)÷ ÜÔÏÍ ÄÏËÌÁÄÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ËÒÁÔËÉÊ ÏÂÚÏÒ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÙÈ �ÕÔ£Í ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ Ï �ÏÌÉÎÏÍÁÈ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÚÁÄÁÞÁÍ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÇÒÁÆÁÈ É ÓÔÒÏËÁÈ.ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ�ÏÌÑ ÂÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ [1℄ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÒÏÔÏËÏÌÁ (set re-oniliation). ðÕÓÔØ S = fsjg | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅ-ÔÏ× Zq ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏÓÔÏÇÏ q.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á SÎÁÚÙ×ÁÀÔ f(x; S) =Qsj2S(x� sj)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. úÁÄÁÞÅÊ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× SA É SB , ÎÁ-ÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÒÁÓ�ÏÒÑÖÅÎÉÉ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× �ÒÏÔÏËÏÌÁ A É B, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ SA n SB É SB n SA ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÍÅÎÁ ÎÅÄÏÓÔÁÀ-ÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×.
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òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÁ [2℄ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÕÞÁÓÔÎÉ-ËÏ× �ÒÏÔÏËÏÌÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÒÁÓ�ÏÒÑ-ÖÅÎÉÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÁ, �ÒÉÞ£Í ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÔÁËÏÊ �ÒÏ×ÅÒ-ËÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ Ï Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, �ÒÏ-×ÅÒÑÀÝÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �ÏÌÅÚÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÏÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÕÂÅÄÉÔØ ÌÀÂÕÀ ÔÒÅÔØÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ×Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÒÅÎÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÒÅÄÏÓÔÁ-×É× ×ÓÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÏÔ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ × �ÒÏ-�ÅÓÓÅ ÔÁËÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁ-ÎÉ�Å ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÔÁË ÞÔÏ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ�ÏÌÕÞÁÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÔÏÌØËÏ × ×ÉÄÅ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× �ÒÉ-×ÑÚËÉ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. óÈÅÍÏÊ �ÒÉ×ÑÚËÉ (ommitment sheme) ÎÁÚÙ-×ÁÀÔ ÔÒÏÊËÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÎÉ�ÉÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÉÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ �ÒÉ×ÑÚËÉ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á�ÏÌÎÏÔÙ, Ó×ÑÚÙ×ÁÎÉÑ É ÓËÒÙÔÉÑ. óÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÔÙ, ÅÓ-ÌÉ �ÅÒÅÄÁÀÝÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ÕÓ�ÅÛÎÏ ÒÁÓËÒÙ×ÁÅÔ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒ �ÒÉ-×ÑÚËÉ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÁÎÅÅ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. óÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï Ó×ÑÚÙ×ÁÎÉÑ (binding), ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÉÞÔÏÖÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÅÒÅÄÁÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÎÁÊÔÉ ÁÌØÔÅÒ-ÎÁÔÉ×ÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ÕÓ�ÅÛÎÏ ÒÁÓËÒÙÔØ ÌÀÂÏÊ ÜËÚÅÍ-�ÌÑÒ �ÒÉ×ÑÚËÉ. óÈÅÍÁ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓËÒÙÔÉÑ (hiding), ÅÓÌÉ ÉÍÅ-ÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÉÞÔÏÖÎÏÅ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÓÏ�ÅÒÎÉËÁÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ, ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÓÏ�ÅÒÎÉËÏÍÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÏÓØ ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ �ÒÉ×ÑÚËÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. éÎÔÅÒÁËÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ (�ÒÏÔÏËÏ-ÌÏÍ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ âÕÌÅ×ÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ R(x;w) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÎ-ÔÅÒÁËÔÉ×ÎÕÀ �ÁÒÕ ÍÁÛÉÎ �ØÀÒÉÎÇÁ ÓÏ ÓÌÏ×ÏÍ x ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÏÂÝÅ-ÇÏ ×ÈÏÄÁ É Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ (witness) w ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ ×ÈÏ-ÄÁ ÍÁÛÉÎÙ äÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ðÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ ×ÓÅ-ÇÄÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁ/ÎÅÔ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÒÅÍÑ É ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏÌÎÏÔÙ É ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. ðÒÏÔÏËÏÌ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï�ÏÌÎÏÔÙ (ompleteness), ÅÓÌÉ ÞÅÓÔÎÙÊ (honest) ðÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÊ ×ÓÅÇÄÁ�ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÅÓÔÎÏÇÏ äÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ, ÁÔÁËÖÅ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á É ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ R(x;w) = True. ðÒÏÔÏ-ËÏÌ ÉÍÅÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ (soundness), ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏÎÉÞÔÏÖÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÞÅÓÔÎÏÇÏ ðÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÇÏ �ÒÉÎÑÔØ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ (any) äÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ, ÁÔÁËÖÅ ×ÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏ×Á É ÒÅÛÅÎÉÑ, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ R(x;w) = False.îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÔÏËÏÌÙ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÇÌÁ-ÛÅÎÉÑ [3℄ ËÏÔÏÒÏÅ ÞÁÓÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �Ï-532



ÎÑÔÉÊ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. úÎÁÞÉÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÅÔ ÔÁËÖÅ ÍÅÔÏÄ æÉÁÔ|ûÁÍÉÒÁ [4℄ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÒÏÔÏËÏÌÁ× ÓÈÅÍÕ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ �ÏÄ�ÉÓÉ, �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÊ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÍÏÄÅÌÉ randomorale. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÏÔÏËÏÌÙ ÂÙÌÉ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ [5,6℄ × ×ÉÄÅ ÓÅÒÉÊÎÏ×Ù�ÕÓËÁÅÍÙÈ ÍÉËÒÏÓÈÅÍ TPM É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ËÁË �ÅÒÓ�ÅËÔÉ×-ÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÚÁÝÉÔÙ �ÅÒÓÏÎÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ�ÏÌÑ × ×ÉÄÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉËÁÌØÎÙÍ.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÁ [7℄ Ï ÎÁÌÉÞÉÉ K ËÏ�ÉÊ ÓÔÒÏËÉ-ÛÁÂÌÏÎÁ × ÓÔÒÏËÅ-ÔÅËÓÔÅ, Ó �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÍÅÝÅÎÉÑÈ ÛÁÂÌÏÎÁ × ÔÅËÓÔÅ ÔÏÌØËÏ × ×ÉÄÅÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× �ÒÉ×ÑÚËÉ ÓÈÅÍÙ Damgard|Fujisaki [8℄ ðÕÓÔØ (j ; ij) |ÚÎÁÞÅÎÉÅ É �ÏÚÉ�ÉÑ j-ÔÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÓÔÒÏËÉ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ × ×ÉÄÅÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÌØ�Á ×ÙÞÅÔÏ× (mod N) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÇÏ N ,ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ. âÕÄÅÍÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÔÒÏËÕ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ÚÎÁÞÅÎÉÅ-�ÏÚÉ�ÉÑ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÓÔÒÏËÉ T ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ F (x; y; T ) =Q(j ;ij)2T (1 + xj + yij)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ ÔÁËÖÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÑÚÙ-ËÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Ù ÇÒÁÆÙ [9℄ ðÕÓÔØ � | ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V(�) É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍÄÕÇ E(�), Ó ÍÅÔËÁÍ ×ÅÒÛÉÎ av 2 Zq, v 2 V(�).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÒÇÒÁÆÁ � ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ F (x; y;�) =Q���!HjTj2E(�)(1 + xaHj + yaTj )ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÓÔÒÏË É ÇÒÁÆÏ× ÍÏ-ÖÅÔ �ÏÚ×ÏÌÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÏÌÉÎÏÍÁÈÉ �ÏÌÕÞÁÔØ ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÑ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Minsky Y., Trahtenberg A., Zippel R. Set reoniliation with near-ly optimal ommuniation omplexity // International Symposium onInformation Theory. | 2001. | P. 232.2. æÅÄÀËÏ×ÉÞ ÷. å. éÚÍÅÎÞÉ×ÙÅ ËÌÀÞÉ �ÏÄ�ÉÓÉ // âÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔØÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ × ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏ-ÔÅÌÅËÏÍÍÕÎÉËÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ. |2007.3. ÷ÁÒÎÏ×ÓËÉÊ î. ð. �É�Ù ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÑ // XI íÅÖÄÕÎÁ-ÒÏÄÎÁÑ ÛËÏÌÁ-ÓÅÍÉÎÁÒ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ"(îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 2000 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ãðé �ÒÉ ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÅíçõ, 2001. | C. 22-38.4. Fiat A., Shamir A. How to prove yourself: Pratial solutions toidenti�ation and signature problems // CRYPTO. | 1986. | P. 186{194. 533



5. Brikell E., Camenish J., Chen L. Diret Anonymous Attesta-tion // Cryptology ePrint Arhive, Report 2004/205. | 2004.6. Fedyukovyh V. A strategy for any DAA Issuer and an additionalveri�ation by a Host // Cryptology ePrint Arhive, Report 2008/277.|2008.7. æÅÄÀËÏ×ÉÞ ÷. å., ûÁÒÁ�Ï× ÷. ç. ðÒÏÔÏËÏÌ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁ�ÉÉ K-ËÒÁÔÎÏÇÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÔÒÏËÉ // éÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ É ÓÉ-ÓÔÅÍÙ (é�Éó'08). | 2008. | ó. 459{466.8. Damg�ard I., Fujisaki E. A statistially-hiding integer ommitmentsheme based on groups with hidden order // ASIACRYPT. | 2002. |P. 125{142.9. Fedyukovyh V. An argument for Hamiltoniity // CryptologyePrint Arhive, Report 2008/363. | 2008.ðïó�òïåîéå 4-ëïòòåìñãéïîîï-éííõîîùèâõìå÷ùè æõîëãéê ï�9 ðåòåíåîîùè ó îåìéîåêîïó�øà 240á. ÷. èÁÌÑ×ÉÎ (íÏÓË×Á)ïÄÎÏÊ ÉÚ Ä×ÉÖÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁ-ÄÁÞÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍÉ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉ-ÞÅÓËÉÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ É ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÏÓÔØ. îÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ ÂÕÌÅ-×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÂÕÌÅ-×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. âÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÏÊ�ÏÒÑÄËÁ m, ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ËÏÎÓÔÁÎÔ ×ÍÅÓÔÏ ÌÀÂÙÈ m ÁÒÇÕ-ÍÅÎÔÏ× ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. üÔÉ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÈÏÒÏÛÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÎÁ ÑÚÙËÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× õÏÌÛÁWf (u) =Xx (�1)(x;u)+f(x)ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f .ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÏÓÔÉ �ÏÒÑÄËÁ m ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁWf (u) = 0 ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÏ× u  ×ÅÓÏÍ 1 � wt(u) �m, Á ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ×ÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ nl(f) = 2n�1� 12 maxu jWf (u)j,ÇÄÅ n | ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× Õ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÓÍ. [1℄). ëÒÏÍÅ ÔÏ-ÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á óÁÒËÁÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× õÏÌÛÁ �Ï ÌÀÂÏÍÕ �ÏÄËÕÂÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ534



k < n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2k+1. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÁËÔÏ× × [1,2℄ ÄÏËÁÚÁÎÁ Ï�ÅÎËÁnl(f) � 2n�1 � 2m ÎÁ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÏÊ ÆÕÎË-�ÉÉ �ÏÒÑÄËÁ m. ïÔÓÀÄÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ. ðÅÒ×ÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ×Ï�ÒÏÓ ÂÙÌ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n = 9; m = 4. íÙ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØÀ nl(f) = 28 � 24 = 240 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔÉ Ï�ÉÛÅÍ ÍÅÔÏÄ ÉÈ �ÏÉÓËÁ.éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÍÎÏÇÏÅ ÓËÁÚÁÔØ Ï ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÈ õÏÌÛÁ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÎÁÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. ïËÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ ÒÁÓ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÁÂÏ-ÒÁÈ u Ó ×ÅÓÁÍÉ 0, 5, 6, 7 É 8 É ÒÁ×ÎÑÀÔÓÑ �32. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁÅÔ-ÓÑ �ÏÄÏÂÒÁÔØ ÚÎÁËÉ Õ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× õÏÌÛÁ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó×ÏÊÓÔ×ÁÄÅÌÉÍÏÓÔÉ �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌ-ÛÁ, ÚÎÁÑ ÉÈ ÎÁ ÓÌÏÑÈ Ó ×ÅÓÁÍÉ 0 É 5. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ �Ï ×ÓÅÍ ÍÅÎØ-ÛÉÍ ÎÁÂÏÒÁÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ26+1, ÔÏ ×ÙÂÏÒ ÚÎÁËÁ Õ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅ �Ï×ÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ õÏÌÛÁ �Ï ÆÏÒÍÕ-ÌÅ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ 2n(�1)f(x).äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á, ÍÏÖÎÏ �ÏÄÅÌÉÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ ÎÁ 32 É �Ï-ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÏÓÌÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ë ÎÉÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ õÏÌÛÁ�ÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÆÕÎË�ÉÑ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ �29=32 = �16. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× õÏÌÛÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ W , Á ÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÉÅ õÏÌÛÁ | F , ÇÄÅ F (x) = 16 � (�1)f(x).äÁÌÅÅ ÒÁÚÏÂßÅÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ ÎÁ 4 ÞÁÓÔÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÈ ÂÉÔÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 8 É 9. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ W00, W01,W10, W11. á ÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ õÏÌÛÁ | F00, F01, F10, F11. �ÏÇÄÁ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á F (x; i; j) = Pa;b Fab(x)(�1)a�i+b�j É Fab(x) =14Pi;j F (x; i; j)(�1)a�i+b�j . ïÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Fab(x) ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉ-ÍÁÔØ ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0, �8, �16. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊFab(x) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ x ÓÏÓÔÏÉÔ ÌÉÂÏ ÉÚ �16 É ÔÒÅÈ ÎÕÌÅÊ, ÌÉÂÏÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ �8 ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ.äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÞÁÓÔØW00. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÇÒÕ��ÏÊ ÓÉÍ-ÍÅÔÒÉÊ. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ (ÜÔÏÓÏÏÔ×ÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÈÏÄÕ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ Ë ÅÅ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÀ). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ,ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ó i-Í ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÂÉÔÏÍ (ÜÔÏ ÓÏ-ÏÔ×ÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÄ×ÉÇÕ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÄÏÌØ i-ÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ). ÷-ÔÒÅÔØÉÈ, ÍÏÖ-ÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÕW (ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÁÒ-ÇÕÍÅÎÔÏ× Õ f). ÷-ÞÅÔ×ÅÒÔÙÈ, ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ535



�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ë ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ ÆÕÎË�ÉÉW 0(u1; : : : ; u9) =W (u1 � ui; u2 � ui; : : : ; ui; : : : ; u9 � ui):üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ×ÅËÔÏÒÙ ×ÅÓÁ 1; : : : ; 4 × ×ÅËÔÏÒÁ ×ÅÓÁ1; : : : ; 4, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÏÓÔÉ �Ï-ÒÑÄËÁ 4. úÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× õÏÌÛÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ, Á ÚÎÁÞÉÔÎÅÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ-ÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× õÏÌÛÁ ÓÏÏÔ×ÅÓÔ×Õ-ÀÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÒÁÓÓÞÅÔÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈÓÉÍÍÅÔÒÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ó×ÅÓÔÉ ×ÓÅ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÅ (Õ ËÏÔÏÒÙÈ F00 �ÒÉÎÉ-ÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0, �8, �16) ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉ W00 Ë 5 ÓÌÕÞÁÑÍ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ÞÁÓÔØ W01. ÷ ÎÅÊ ÅÓÔØ �74� = 35 ÎÁÂÏÒÏ× ×ÅÓÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ 8É 9 ÂÉÔÁ) 5. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÔØ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ó 9ÂÉÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ. äÁÌÅÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÂÒÁÔØ234 ×ÁÒÉÁÎÔÏ×. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÅÌÉÍÏÓÔÉÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÚÎÁËÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× × ÞÁÓÔÉW01, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ F01 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0, �8, �16É jF01(x)j + jF00(x)j � 16. ëÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ,ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 5 ÓÌÕÞÁÅ× ÅÓÔØ 10{16 ÍÉÌÌÉÏÎÏ× �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈÞÁÓÔÅÊ W01. îÁËÏÎÅ�, ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÄÌÑ W10 × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ W01 × ÓÉÌÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.äÁÌÅÅ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅ× ×ÙÂÉÒÁÌÉÓØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ �ÁÒÙ ×ÁÒÉ-ÁÎÔÏ× W01 É W10. åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÌÉÂÏ x ÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉF00(x), F01(x) É F10(x) ÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �16, ÔÏ ÜÔÁ �ÁÒÁÏÔÂÒÁÓÙ×ÁÌÁÓØ. åÓÌÉ ÔÁËÉÈ x ÎÅ ÎÁÛÌÏÓØ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØÚÎÁÞÅÎÉÑ F11(x) ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÒÏÍÅ ÓÌÕÞÁÑ F00(x) = F01(x) =F10(x) = 0, F11(x) = �16. �ÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F11(x)ÄÁÅÔ ÎÁÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ õÏÌÛÁ ×W11(x). ïÓÔÁÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ, �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÅ �1 (ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ ÎÅ È×ÁÔÁÅÔ5{7 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ). ÷ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙõÏÌÛÁ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÅÌÙÍÉ É ÒÁ×ÎÙÍÉ �1 ÄÁÀÔ ÉÓËÏÍÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ.òÅÛÅÎÉÑ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ 5 � 105 �ÁÒ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ ïíî òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ É ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÏ×ÏÇÏ �ÏËÏ-ÌÅÎÉÑ�. 536



ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÏÇÁÞÅ× ï. á., óÁÌØÎÉËÏ× á. á., ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ. | í.: íãîíï, 2004.2. �ÁÒÁÎÎÉËÏ× à. ÷. ï ËÏÒÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏ-ÉÍÍÕÎÎÙÈ É ÕÓÔÏÊÞÉ-×ÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ.÷Ù�. 11. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 2002. | C. 99{148.ï òáúíåòîïó�éq-éþîùè ðòéíé�é÷îùè âþè-ëïäï÷á. ÷. þÁÛËÉÎ (íÏÓË×Á)÷ [1℄ íÁÎÎ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× �ÒÉÍÉ-ÔÉ×ÎÏÇÏ q-ÉÞÎÏÇÏ âþè ËÏÄÁ ÄÌÉÎÙ n = qm�1 Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ËÏÎÓÔÒÕË-ÔÉ×ÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ×ÉÄÁ d = qm�l � 1 �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍn ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÂÌÉÖÁÊÛÉÍ �ÅÌÙÍ Ë yl0, ÇÄÅ y0 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(y) = yl+1 � qyl + q � 1. îÉÖÅ�ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ y0, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÊ ×ÉÄÁ d = qm�l � 1 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÉÌÉÔØ Ï�ÅÎËÕ âÅÒÌÅËÅÍ�Á [2℄ÓËÏÒÏÓÔÉ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ âþè-ËÏÄÏ×.÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ '1(k; l) É '2(k; l), �ÏÌÏÖÉ×'1(1; l) = �1� q � 1ql+1 ��l; '1(k; l) = �1� q � 1ql+1 � '1(k � 1; l)��l;'2(1; l) = �1� q � 1ql ��l; '2(k; l) = �1� q � 1ql+1 � '2(k � 1; l)��l:éÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï k ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ '1(k; l) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ�Ï k, Á ÆÕÎË�ÉÑ '2(k; l) ÕÂÙ×ÁÅÔ �Ï k �ÒÉ ÌÀÂÏÍ l � 2. �ÁË ËÁËq � 1ql+1 �1� q � 1ql+1 ��l > q � 1ql+1 ;ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï'1(2; l) = �1� q � 1ql+1 �1� q � 1ql+1 ��l��l > '1(1; l) = �1� q � 1ql+1 ��l;537



ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ËÁË ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ '1(k; l) �Ï k. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ '1(k; l) > '1(k �1; l), ÔÏÇÄÁ'1(k+1; l) = �1�q � 1ql+1 �'1(k; l)��l > '1(k; l) = �1�q � 1ql+1 �'1(k�1; l)��l:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ '1(k; l) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï k. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÂÙ×ÁÎÉÅ �Ï k ÆÕÎË�ÉÉ '2(k; l).ðÏÌÏÖÉÍ 1(k; l) = q�1� q � 1ql+1 � '1(k; l)�;  2(k; l) = q�1� q � 1ql+1 � '2(k; l)�:éÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ 'i(k; l) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ  1(k; l) ÕÂÙ-×ÁÅÔ �Ï k, Á ÆÕÎË�ÉÑ  2(k; l) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �Ï k. �ÁË ËÁË 0 <  i(k; l) <q, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÒÅÄÅÌÙ limk!1  1(k; l) =  1(l) Élimk!1  2(k; l) =  2(l).ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏf( 2(k; l)) < f(y0) = 0 < f( 1(k; l)):óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ �ÒÁ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÉÍf( 1(k; l)) É ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ '1(k; l) �Ï k. îÅÔÒÕÄÎÏ ×É-ÄÅÔØ, ÞÔÏf( 1(k; l)) = �q�1� q � 1ql+1 '1(k; l)��l+1�q�q�1� q � 1ql+1 '1(k; l)��l+q�1= ql+1�1� q � 1ql+1 '1(k; l)�l�1� q � 1ql+1 '1(k; l)� 1�+ q � 1= ��1�q � 1ql+1 '1(k; l)�l(q�1)'1(k; l)+q�1 = � (q � 1)'1(k; l)'1(k + 1; l) +q�1 > 0:÷ÙÞÉÓÌÑÑ f( 2(k; l)) É ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÂÙ×ÁÎÉÅ '2(k; l) �Ï k, ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏf( 2(k; l)) = �q�1�q � 1ql+1 �'2(k; l)��l+1�q�q�1�q � 1ql+1 �'2(k; 2)��l+q�1= ql+1�1� q � 1ql+1 '2(k; l)�l�1� q � 1ql+1 '2(k; l)� 1�+ q � 1538



= ��1�q � 1ql+1 '2(k; l)�l(q�1)'2(k; l)+q�1 = � (q � 1)'2(k; l)'2(k + 1; l) +q�1 < 0:îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ f( 1(k; l)) É f( 2(k; l)) ÄÏËÁÚÁÎÙ. éÚ ÜÔÉÈ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ× É ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ f(y) × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ y0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 2(k; l) �  2(l) � y0 �  1(l) �  1(k0; l)�ÒÉ ÌÀÂÙÈ k É k0. äÁÌÅÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏf( 1(k; l))� f( 2(k; l)) = (q � 1)� '2(k; l)'2(k + 1; l) � '1(k; l)'1(k + 1; l)� :�ÁË ËÁË Ó ÒÏÓÔÏÍ k ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ '1(k;l)'1(k+1;l) É '2(k;l)'2(k+1;l) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÅÄÉÎÉ-�Å, ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ f( 1(k; l))�f( 2(k; l)) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕ-ÌÀ, Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ë ÎÕÌÀ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ É ÒÁÚÎÏÓÔØ  1(k; l)� 2(k; l).ðÏÜÔÏÍÕ  (l) =  1(l) =  2(l). éÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎ  1(k; l)É  2(k; l) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ k ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É ÒÁÚÎÏÓÔØ'2(k; l)� '1(k; l), Á ÔÁË ËÁË 'i(k; l) ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ �Ï k, ÔÏlimk!1'1(k; l) = limk!1'2(k; l) = '(l);É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ (l) = q�1� q � 1ql+1 '(l)�Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍ ËÏÒÎÅÍ y0 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(y).òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ08{01{00863) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{4437.2010.1).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. íÁÎÎ ç. â. ï ÞÉÓÌÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ËÏÄÁÈ âÏÕÚÁ|þÏÕÄÈÕÒÉ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË. ÷Ù�. 8. | í.: íÉÒ, 1966.ó. 33{41.2. Berlekamp E. Long primitive binary BCH odes have distaned � 2n lnR�1= logn // IEEE Transations on Information Theory. |May 1972. | V. 18, � 3. | P. 415{426.
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Cðéóïë ðìåîáòîùè äïëìáäï÷,ðòïþé�áîîùè îá óåíéîáòå÷. â. áÌÅËÓÅÅ× (íÏÓË×Á) ï ÒÁÂÏÔÁÈ óÅÒÇÅÑ ÷ÓÅ×ÏÌÏÄÏ×ÉÞÁñÂÌÏÎÓËÏÇÏ (Ë 85-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ)í. ð. íÉÎÅÅ×, ÷. î. þÕÂÁÒÉËÏ× (íÏÓË×Á) îÅËÏÔÏÒÙÅ ÁÒÉÆ-ÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉá. â. õÇÏÌØÎÉËÏ× (íÏÓË×Á) ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ × ÏÂÌÁÓÔÉÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉË÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å× (íÏÓË×Á), é. ó. çÒÕÎÓËÉÊ, ÷. á. ëÏÚÌÏ×-ÓËÉÊ (äÏÎÅ�Ë) áÎÁÌÉÚ É ÓÉÎÔÅÚ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×ä. î. âÁÂÉÎ (íÏÓË×Á) ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ×ðÏÓÔÁ �Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÌÎÏÔÙ É A-�ÏÌÎÏÔÙæ. í. áÂÌÁÅ× (ëÁÚÁÎØ) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉ-ÞÅÓËÉÈ É Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ÷. á. ÷ÁÔÕÔÉÎ (íÏÓË×Á) ÷ÅÔ×ÑÝÉÅÓÑ �ÒÏ�ÅÓÓÙ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÄÅ-ÒÅ×ØÑ É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑæ. é. óÏÌÏ×ØÅ×Á (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË) óÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÅ ËÏÄÙ É ÓÍÅÖÎÙÅ×Ï�ÒÏÓÙ (ÏÂÚÏÒ)ì. á. ûÏÌÏÍÏ× (íÏÓË×Á) üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ÷. á. ëÏ�ÙÔ�Å×, ÷. ç. íÉÈÁÊÌÏ× (íÏÓË×Á) �ÅÏÒÅÍÁ �ÕÁÓÓÏ-ÎÏ×ÓËÏÇÏ ÔÉ�Á ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ �ÏÌÅÍ÷. ë. ìÅÏÎÔØÅ× (íÏÓË×Á) ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ÷. ó. íÁËÁÒÏ× (íÏÓË×Á) ðÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ É ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÉ Ó �ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏà. î. þÅÒÅÍÎÙÈ (íÏÓË×Á) íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ × ÁÎÁ-ÌÉÚÅ É �ÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×ò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ (íÏÓË×Á) ï ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÍÏÄÅÌÑÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ) �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× É ÉÈ f-×ÅËÔÏÒÙá. à. þÉÒËÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ) ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ËÒÁÊÎÉÈÔÏÞÅË × ÚÁÄÁÞÅ ãìðá. á. éÒÍÁÔÏ× (íÏÓË×Á) ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ-ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ É ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÓ�ÅËÔÙ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ (íÏÓË×Á) ï ÚÁÄÁÞÁÈ ä. ëÎÕÔÁ É ò. âÅÌÌÍÁÎÁ,ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ É ÂÌÉÚËÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ540



ó ï ä å ò ö á î é åðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3ðÌÅÎÁÒÎÙÅ ÄÏËÌÁÄÙí. ð. íÉÎÅÅ×, ÷. î. þÕÂÁÒÉËÏ× ïÂ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ �ÏÄÈÏÄÁÈË ÚÁÄÁÞÁÍ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4á. â. õÇÏÌØÎÉËÏ× ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈÌÏÇÉË . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18÷. â. ëÕÄÒÑ×�Å×, é. ó. çÒÕÎÓËÉÊ, ÷. á. ëÏÚÌÏ×ÓËÉÊ áÎÁÌÉÚÉ ÓÉÎÔÅÚ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× (ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ) . . . . . . . . . . . . 34ä. î. âÁÂÉÎ ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ðÏÓÔÁ �Ï ÒÁÚ-ÒÅÛÉÍÏÓÔÉ Ó×ÏÊÓÔ× �ÏÌÎÏÔÙ É A-�ÏÌÎÏÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .43æ. í. áÂÌÁÅ× ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÉË×ÁÎÔÏ×ÙÈ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .45ì. á. ûÏÌÏÍÏ× üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52÷. ó. íÁËÁÒÏ× ðÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ É ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ Ó�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ . . . . . 58á. à. þÉÒËÏ× ï ×ÙÄÅÌÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ �ÏÄËÌÁÓÓÏ×× ÚÁÄÁÞÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . 66÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ ï ÚÁÄÁÞÁÈ ä. ëÎÕÔÁ É ò. âÅÌÌÍÁÎÁ, ÉÈ ÏÂÏÂÝÅ-ÎÉÑÈ É ÂÌÉÚËÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .73óÅË�ÉÑ�óÉÎÔÅÚ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�í. á. áÌÅÈÉÎÁ ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÉ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83ë. ó. âÁÌÁËÉÎ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑÈ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÕÀ �ÁÍÑÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85ó. ò. âÅÄÖÁÎÏ×Á ìÅÇËÏÔÅÓÔÉÒÕÅÍÙÅ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ . . . . . . 88à. ÷. âÏÒÏÄÉÎÁ óÉÎÔÅÚ ÌÅÇËÏÔÅÓÔÉÒÕÅÍÙÈ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90á. ÷. ÷ÁÓÉÌØÅ× ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÄÌÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÙÈ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .92á. ÷. ÷ÁÓÉÎ îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ Ó ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔØÀ 2" . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94ò. ò. çÁÒÁÅ× ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔÉ ÑÚÙËÏ× × ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ k-ÇÏ-ÌÏ×ÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÁÈ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ × ÒÅÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97ó. â. çÁÛËÏ×, é. ó. óÅÒÇÅÅ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÏ× Ó ÒÅÄËÉÍÉ ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100541



í. á. çÅÒÁÓÉÍÏ× þÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á,ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ �ØÀÒÉÎÇÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103ä. á. äÁÇÁÅ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÓÅ×ÄÏÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÓ�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105á. ÷. úÏÒÉÎ ä×Á ÓÏÏÂÝÁÀÝÉÈÓÑ �ÅÒÅËÒÅÓÔËÁ ËÁË ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .108ä. é. ëÏÇÁÎ, à. ó. æÅÄÏÓÅÎËÏ õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÙÍÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÅÍ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÉ ÓÔÁ�ÉÏÎÁÒÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ×: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . 111î. ë. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ õÓÌÏ×ÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏ× òáí É òáóð �ÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÉÈ ÎÁ ÍÁÛÉÎÁÈ �ØÀÒÉÎÇÁ . . . . 114÷. í. ëÒÁÓÎÏ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÄÌÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117�. é. ëÒÁÓÎÏ×Á ïÂ ÉÎ×ÅÒÓÉÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀ-ÝÉÈÓÑ ÓÈÅÍ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . 120ó. á. ìÏÖËÉÎ, á. å. ûÉÇÁÎÏ× îÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÌÕÓÔÅ�ÅÎØÀÉÓÈÏÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .122ç. à. íÅÈÔÉÅ×Á, ñ. á. ûÁÒÉÆÏ× îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ Ï�ÔÉ-ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ Ó ÎÅÌÏËÁÌØÎÙÍÉÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124å. ÷. íÉÈÁÊÌÅ� ï ÒÁÎÇÅ ÎÅÑ×ÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÎÁÄ ÏÄÎÉÍ ËÌÁÓ-ÓÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127å. á. ïËÏÌØÎÉÛÎÉËÏ×Á ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ âþè-ËÏÄÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129î. ð. òÅÄØËÉÎ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÓÑ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈÓÈÅÍ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÍÁÌÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ� . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131å. ñ. òÏÊÔÅÎÂÅÒÇ ïÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÓÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134é. ó. óÅÒÇÅÅ× îÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÒÅ-ÆÉËÓÎÙÈ ÓÈÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136ä. ÷. �ÒÕÝÉÎ ï ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎËÁÈ ÇÌÕÂÉÎÙ ÆÏÒÍÕÌ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ×ÉÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139á. ÷. õÇÌÁÎÏ×, ÷. á. âÁÄÏÅ× ë Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈÓÉÓÔÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142í. á. æÅÄÏÔËÉÎ, á. í. æÅÄÏÔËÉÎ ëÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÏÔÏËÁ ÓÂÏÅ×É ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145ë. ò. èÁÄÉÅ× îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ k-OBDD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148â. ÷. þÏËÁÅ× éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ × ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×-ÎÙÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150÷. ÷. þÕÇÕÎÏ×Á ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÆÕÎË�ÉÊ, �Ï×ÙÛÁÀÝÉÈÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153ó. ÷. ûÁÌÁÇÉÎ, á. ò. îÕÒÕÔÄÉÎÏ×Á íÎÏÇÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑËÌÁÓÔÅÒÉÚÁ�ÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× �Ï ÚÁÄÁÎÎÙÍÎÁÞÁÌØÎÙÍ ËÌÁÓÔÅÒÎÙÍ �ÅÎÔÒÁÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156542



÷. é. ûÅ×ÞÅÎËÏ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ �ÅÒÅ�ÕÔÙ×ÁÎÉÊ × ÓÈÅ-ÍÁÈ ÆÏÒÍÕÌØÎÏÇÏ ÔÉ�Á . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158ì. á. ûÏÌÏÍÏ× ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÌÕÞÛÉÈ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . 162í. ó. ûÕ�ÌÅ�Ï× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÁÈ ÉÚÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÅÍÑ �ÏÌÀÓÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165óÅË�ÉÑ�æÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ�ñ. ÷. áËÕÌÏ× ëÒÉÔÅÒÉÉ �ÏÌÎÏÔÙ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÓÕ�ÅÒ-�ÏÚÉ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167÷. á. âÁÄÏÅ×, á. ÷. õÇÌÁÎÏ× ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏÏÂÓÌÕÖÉ×ÁÎÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . 170÷. à. ÷ÉÎÎÉË �ÅÏÒÉÑ ÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÑ Ó �ÕÓÔÙÍ ÄÅÎÏÔÁÔÏÍ . . . . . . . . . . 173ó. æ. ÷ÉÎÏËÕÒÏ×, á. ó. ëÁÚÉÍÉÒÏ× çÅÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ�ÏÉÓËÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .175ï. ó. äÕÄÁËÏ×Á ï ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÛÉÒÉÎÙ ÔÒÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178ä. à. äÕÄÏÒÏ× ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181á. ó. ëÁÚÉÍÉÒÏ×, ó. à. òÅÊÍÅÒÏ× áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ 6 �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÓÌÏÖÎÙÈ × ËÌÁÓÓÅ ðîæ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183÷. â. ìÁÒÉÏÎÏ× ëÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÁÄÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ�ÏÒÑÄÏË Ó ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186í. à. íÁËÓÉÍÏ×ÓËÉÊ ï �ÏÄÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÁÈ ÂÉ�ÏÌÉÇÏÎÏ× . . . . . . . . . . 189î. ë. íÁÒËÅÌÏ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ËÌÁÓÓÅ �ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191á. ÷. íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊÔÒÅÈÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ . . . . 193î. ç. ðÁÒ×ÁÔÏ× ïÂ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ËÌÏÎÏ× Ó ÍÁÖÏÒÉÔÁÒÎÏÊÆÕÎË�ÉÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196�. ó. ðÁÒÆÉÒÏ×Á ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÏÎÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ Ó×Ñ-ÚÅÊ × ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198î. á. ðÅÒÑÚÅ×, ó. ÷. ëÒÉÛÔÏÆÅÎËÏ ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÕÎÁÒÎÙÈËÌÏÎÏ× ÒÁÎÇÁ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201î. á. ðÅÒÑÚÅ×, é. á. ñËÏ×ÞÕË áÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÑ ÍÕÌØÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ . . . . . . . . . 203ó. î. óÅÌÅÚÎÅ×Á ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ-�ÏÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× k-ÚÎÁÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206ò. ÷. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ïÂ ÏÄÎÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÌÏÇÉËÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ×ÒÅ-ÍÅÎÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209é. ë. ûÁÒÁÎÈÁÅ× ï ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ × ÏÄÎÏÍ�ÒÅÄÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212á. ä. ñÛÕÎÓËÉÊ ï �ÅÒÉÏÄÉÞÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÊ × Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213543



óÅË�ÉÑ�ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÔÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×�ðÏÄÓÅË�ÉÑ �ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ�ì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ, í. ì. ûÁÒÁ�Ï×Á ä×Á ÔÉ�Á r-�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏËÉ r-ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ üÊÌÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217ä. â. âÕÊ, à. á. âÏÇÁÔÙÒ£×Á ë ×Ï�ÒÏÓÕ Ï ÒÅÛÅÔËÅ ÍÕÌØÔÉ-ÍÎÏÖÅÓÔ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220ó. é. ÷ÅÓÅÌÏ× O ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ãìð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223í. à. ÷Ù�ÌÏ×, ÷. ð. éÌØÅ× òÅÛÅÔËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÓÉÓÔÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224í. î. ÷ÑÌÙÊ, ò. á. çÉÍÁÄÅÅ× úÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ × ÓÉÍÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Å É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227á. í. úÕÂËÏ×, á. á. óÅÒÏ× ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ,ÉÍÅÀÝÉÈ ÁÆÆÉÎÎÙÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . 230á. í. ëÁÍÅÎÅ�ËÉÊ �ÅÏÒÉÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÎÙÈ ÌÁÄÅÊÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×É ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏ× �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍÉ Ë �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233ì. í. ëÏÇÁÎÏ× òÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÅÔÏÄÁ ÔÒÁÎÓÆÅÒ-ÍÁÔÒÉ�Ù × �ÅÒÅÞÉÓÌÉ-ÔÅÌØÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ. II: ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÌÉÑÎÉÑ ËÏÇÅÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236î. á. ëÏÌÏËÏÌØÎÉËÏ×Á, á. ó. ëÕÚÎÅ�Ï× ïÄÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑÍÏÄÅÌØ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁÚÍÅÝÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239ò. í. ëÏÌ�ÁËÏ×, í. á. ðÏÓÙ�ËÉÎ ïÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅ-ÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÎ�Å ÎÁ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242á. á. ëÕÚÎÅ�Ï×, á. ë. ûÌÅ�ËÉÎ ïÂ ÏÄÎÏÍ ÉÎ×ÏÌÀÔÉ×ÎÏÍ Á×-ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÂÅÒÎÓÁÊÄÏ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù B0(2; 5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244á. ó. ëÕÚÎÅ�Ï× òÁÚÍÅÝÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉ� × ÑÞÅÊËÉ  ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÅÍËÏÓÔØÀ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �kn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245ï. ÷. ëÕÚØÍÉÎ, í. ÷. óÅÒÅÇÉÎÁ ðÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ �ÉÒÁÍÉÄÙðÁÓËÁÌÑ É �ÏÌÎÙÅ �ÏËÒÙÔÉÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247÷. ë. ìÅÏÎÔØÅ× ïÂ ÁÎÁÌÉÚÅ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250÷. å. íÁÒÅÎÉÞ óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏÓÔÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ÄÉÓÔÒÉÂÕ-ÔÉ×ÎÙÍÉ ÒÅÛÅÔËÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251å. å. íÁÒÅÎÉÞ ë×ÁÚÉ�ÏÒÑÄËÏ×ÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÈ ÞÁ-ÓÔÉÞÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254�. ÷. ðÏ�Ï×ÉÞ ï �ÁÒÁÓÔÒÏÆÎÏ-ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÁÈ ÉÇÒÁÆÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258÷. î. ðÏÔÁ�Ï× ï ÞÉÓÌÅ ËÌÉËÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ × k-ÚÎÁÞÎÏÍ ÇÉ�ÅÒËÕÂÅ . . 260á. í. òÅ×ÑËÉÎ ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÔÅÒÎÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÏÉÄÏ× . . . . . . . . . 263á. ð. òÏÚÏ×ÓËÁÑ, ä. á. ûÁÂÁÎÏ× ðÏÌÎÏ�×ÅÔÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÒÁ×-ÎÏÍÅÒÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265á. á. óÁÒÁÎ�Å× ïÂÏÄÎÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌâÅÒÎÕÌÌÉ ÉüÊÌÅÒÁ . . . . . 269ó. ÷. óÉÄÏÒÏ× ï ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÈ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272544



å. â. �ÉÔÏ×Á ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ çÒÁÍÁ ÂÁÚÉÓÁ �ÒÁ×ÏÇÏ ÍÏÄÕÌÑ ÍÎÏÇÏ-ÉÎÄÅËÓÎÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275é. ä. þÅÒÎÙÈ ëÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÍÁÒÛÒÕÔÙ É �ÒÅÒÙ×ÁÎÉÑ × ÚÁÄÁÞÅopen shop Ó ÍÁÒÛÒÕÔÉÚÁ�ÉÅÊ ÍÁÛÉÎ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .277÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ, ä. ÷. çÒÕÚÄÅ× ïÂ f -×ÅËÔÏÒÁÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280ðÏÄÓÅË�ÉÑ ��ÅÏÒÉÑ ÇÒÁÆÏ×��. ÷. áÎÄÒÅÅ×Á ï 2-Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × ÓÌÏÑÈ n{ÍÅÒÎÏÊk{ÚÎÁÞÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283ì. ç. áÆÒÁÊÍÏ×ÉÞ, í. è. ðÒÉÌÕ�ËÉÊ �ÒÅÈÉÎÄÅËÓÎÙÅ ÔÒÁÎÓ-�ÏÒÔÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ó ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 286å. ÷. âÕÒËÏ× ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÁÚÉÓÏ× ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÇÒÁ-ÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288÷. á. ÷ÏÂÌÙÊ éÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291á. â. äÁÊÎÑË ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁÍÉÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294ç. á. äÏÎÅ�, ä. á. ðÅÔÒÅÎÀË ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ � -ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÊ �ÏÌ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ É �ÒÏÂÌÅÍÁ òÏÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .296í. å. öÕËÏ×ÓËÉÊ ïÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉ�Ù ÄÌÑÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298÷. á. úÁÍÁÒÁÅ× ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÇÒÁÆÏ× × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÓÌÅÄÓÔ×ÅÎ-ÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301ä. ÷. úÁÈÁÒÏ×Á ÷Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÇÒÁÆÁÈ ÓÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉÍÉÎÏÒÁÍÉÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊÍÁÔÒÉ�ÙÉÎ�ÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ . . . . 303í. á. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÒÁÓÝÅ�ÌÑÅÍÙÈÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306é. â. ëÏÖÕÈÏ×, ÷. á. ñÒÏÛÅ×ÉÞ ï �ÏÎÑÔÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308á. í. íÁÇÏÍÅÄÏ× ä×Á ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ �ÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ × Ä×ÕÄÏÌØÎÏÍÇÒÁÆÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310á. í. íÁÇÏÍÅÄÏ×, �. á. íÁÇÏÍÅÄÏ× ðÏÞÔÉ-ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÁÑ ÒÅ-ÂÅÒÎÁÑ 6-ÒÁÓËÒÁÓËÁ (3,6)-ÂÉÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ Ä×ÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ . . . . . . . . . 312ä. ó. íÁÌÙÛÅ× ï ÔÕ�ÉËÏ×ÙÈ �Ï ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ-ÓÌÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314á. á. îÁ×ÒÏ�ËÁÑ áÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Á�-�ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÇÒÁÆÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316�. á. ðÁÎÀËÏ×Á, å. á. óÁ×É�ËÉÊ ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÒÉÔÅÒÉÑÈ Ï�ÅÎ-ËÉ �ÏËÒÙÔÉÊ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÎÉÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319á. ñ. ðÅÔÒÅÎÀË, í. æ. óÅÍÅÎÀÔÁ ï Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ 1-ÆÁËÔÏÒÉ-ÚÁ�ÉÉ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321÷. â. ðÏ�ÌÁ×ÓËÉÊ ï (0,1)-ÍÁÔÒÉ�ÁÈ  ÒÁ×ÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉ�Å �ÏÌÕ�ÅÒ-ÍÁÎÅÎÔÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322545



á. ÷. òÅÛÅÔÎÉËÏ× ïÂ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÇÉ�ÅÒÇÒÁ-ÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325ó. ÷. óÁ×ÞÅÎËÏ ï ÞÉÓÌÅ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ m, m � 6, × ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈÔÕÒÎÉÒÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .328ð. à. þÅÂÏÔÁÒÅ× îÏ×ÙÊ ËÌÁÓÓ ÍÅÔÒÉË ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ . . . . . . . 331ä. á. ûÁÂÁÎÏ× ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ �Ï×ÅÄÅÎÉÉ �ÒÅÄ�ÉÓÁÎÎÏÇÏÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÎÙÈ ÍÎÏÇÏÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . 334á. ò. ñÒÍÕÈÁÍÅÔÏ× ï Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÇÏ ×ÉÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337óÅË�ÉÑ�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑÉÎÔÅÌÌÅËÔÕÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ�ä. ÷. áÌÅËÓÅÅ× ï ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÍ ÏÔ-ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340÷. ó. áÎÁÛÉÎ á×ÔÏÍÁÔÙ × p-ÁÄÉÞÅÓËÏÍ ÒÁËÕÒÓÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 342ç. ÷. âÏËÏ× ï �ÒÏÂÌÅÍÅ �ÏÌÎÏÔÙ × ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÊ . . . . 345à. á. âÕÄÎÉËÏ× ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ �Ï×ÅÄÅÎÉÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÉÎÄÅËÓÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÇÉ�ÅÒÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348î. ï. çÁÒÁÎÉÎÁ, î. ÷. ûÉÌÏ× ëÁË ÒÏÂÏÔÁÍ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÏÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑÈ? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .350ü. ü. çÁÓÁÎÏ×, á. á. ûÁËÉÒÏ× ï �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÆÏÒÍÕÌ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 353÷. é. çÒÕÎÓËÁÑ òÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÅ ÌÁÂÉÒÉÎÔÎÏÓÔÉ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 356á. ó. å�ÉÆÁÎÏ× íÅÔÏÄ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358í. á. ëÉÂËÁÌÏ ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÌÌÅË�ÉÊ ÑÚÙËÏ× Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ . . . . 361ï. ÷. ëÏÎÄÒÁÔØÅ×Á ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ× × ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363�. í. ëÏÓÏ×ÓËÁÑ ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏ× ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏ× �ÒÉ ÌÏÇÉËÏ-�ÒÅÄÍÅÔÎÏÍ�ÏÄÈÏÄÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365ë. é. ëÏÓÔÅÎËÏ óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÔÒÁÓÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÁÂ-ÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 368é. ÷. ëÕÞÅÒÅÎËÏ ï ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑÍÏÎÏÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÉÎÁÒÎÙÈ ËÌÅÔÏÞÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× . . . . . 370î. ó. ëÕÞÅÒÅÎËÏ áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÏÓÔÁÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÉÓËÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÁÚ ÄÁÎÎÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373á. á. ìÅÂÅÄÅ× ï Ó×ÏÊÓÔ×Å ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÈÅÍ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375á. á. ìÅÔÕÎÏ×ÓËÉÊ ï ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÏ×Ó �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377546



÷. à. ì£×ÉÎ ðÏ×ÙÛÅÎÉÅ ËÒÉ�ÔÏÓÔÏÊËÏÓÔÉ �ÒÏÔÏËÏÌÁ �ÉÆÒÏ×ÏÊ�ÏÄ�ÉÓÉ ÎÁ ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379é. ÷. ìÑÌÉÎ òÅÛÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381é. ÷. íÁÚÕÒÅÎËÏ ïÂÁÄÁ�ÔÉ×ÎÏÊ�ÉÆÒÏ×ÏÊ ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÓÉÇÎÁÌÏ× . . . 383á. á. íÁÓÔÉÈÉÎÁ ï ÞÁÓÔÉÞÎÏÍ ÕÇÁÄÙ×ÁÎÉÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 385á. í. íÉÒÏÎÏ× íÅÔÏÄ ÁÎÁÌÉÚÁ Ó×ÏÊÓÔ× ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387ó. ÷. íÏÉÓÅÅ× ë ×Ï�ÒÏÓÕ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389á. á. íÕÒÁ×ØÅ×Á ïËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÉÄÉÓËÒÅÔÎÙÈÆÉÇÕÒÏÔÒÅÚËÁÍÉ . . . 392÷. ÷. ïÓÏËÉÎ ï ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 394á. á. ïÈÌÏ�ËÏ× ïÂ ÏÂßÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397ð. á. ðÁÎÔÅÌÅÅ× ï ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÈ Ó Á×ÔÏÍÁÔÁ-ÍÉ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÕÇÒÕ�� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 399ä. ÷. ðÁÒÈÏÍÅÎËÏ ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆÉËÏ× ×ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔÎÙÍÉ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 400÷. é. ðÅÔÒÅÎËÏ, á. ð. òÙÖÏ× ï ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÉ �ÒÏ�ÅÓÓÏ×ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÓÉÓÔÅÍÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402á. á. ðÅÔÀÛËÏ ï ÍÁÒËÏ×ÓËÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ �ÏÌÑÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404á. ð. ðÉ×Ï×ÁÒÏ× íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÎÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈÚÁÄÁÞ �ÏÉÓËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407í. á. ðÏÄËÏÌÚÉÎÁ ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ-ÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ á-�ÏÌÎÏÔÅ ÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ Ä.ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ×ÓÅÏÄÎÏÍÅÓÔÎÙÅ S-Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 410ò. é. ðÏÄÌÏ×ÞÅÎËÏ áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ É ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × ÎÉÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411÷. ó. ðÏÌÏ×ÎÉËÏ× îÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÊÒÏÎÎÙÈ ÓÈÅÍ . . . . . . . .414å. á. ðÏ�ÅÌÕÅ×ÓËÁÑ ëÒÉ�ÔÏÓÉÓÔÅÍÁ Ó ÏÔËÒÙÔÙÍ ËÌÀÞÏÍ ÎÁ ÏÓÎÏ-×Å ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ F -×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÏÒÍÕÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415÷. ÷. ðÓÉÏÌÁ ïÂ ÏÄÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÒÀËÚÁËÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 418á. á. òÏÄÉÎ ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ�ÏÌÎÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍ Ï.-Ä. ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ND . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421ó. â. òÏÄÉÎ éÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×-ÔÏÍÁÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422á. ð. òÙÖÏ× ï�ÅÎËÁ É ÍÏÎÉÔÏÒÉÎÇ ÓÌÏÖÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏ× ÓÒÅÄÓÔ×Á-ÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÎÅÞÅÔËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423�. æ. óÁ×ÉÎÁ çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÉÇÒ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ�ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÑ . . . 426é. à. óÁÍÏÎÅÎËÏ ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÇÉ�ÅÒÁ×ÔÏÍÁÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . 428á. ÷. óÍÉÒÎÏ× óÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÏÇÏ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430å. á. óÎÅÇÏ×Á ëÒÉÔÅÒÉÊ Ó×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ Ï�ÁÓÎÏÊ ÂÌÉÚÏÓÔÉË ÚÁÄÁÞÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌØÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432547



á. ð. óÏËÏÌÏ× ïÂ ÏÄÎÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å ÎÅÊÒÏÎÏ× Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØÀ ×ÚÁÉÍÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434á. ó. óÔÒÏÇÁÌÏ× ïÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ×Ï�ÒÏÓÁÈ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ�ÒÏ�ÅÓÓÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437å. á. �ÁÔÁÒÉÎÏ× ïÂÝÉÊ �ÏÄÈÏÄ Ë ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÏ× �ÒÉ�ÏÍÏÝÉ ÂÌÕÖÁÀÝÅÇÏ �Ï ÎÉÍ ÁÇÅÎÔÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 440÷. á. �×ÅÒÄÏÈÌÅÂÏ× íÅÔÏÄÙ ÓÏ×ÍÅÝÅÎÉÑ ÚÁËÏÎÏ× ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ . . . . . . . . . .442å. å. �ÉÔÏ×Á ï ÌÉÎÅÊÎÏÍ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÎÉÉ ÉÚÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ ËÌÅÔÏÞÎÙÍ Á×ÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÔÒÅÍÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 445÷. å. èÁÞÁÔÒÑÎ, ñ. ç. ÷ÅÌÉËÁÑ íÏÄÉÆÉËÁ�ÉÑ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�É-ÏÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 447á. â. èÏÌÏÄÅÎËÏ ï �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÈ ÑÚÙËÏ× . . . 450á. á. þÁÓÏ×ÓËÉÈ ïÂ A-�ÏÌÎÏÔÅ É �ÏÌÎÏÔÅ × ËÌÁÓÓÅ ÌÉÎÅÊÎÏ-Á×ÔÏ-ÍÁÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄ �ÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ �ÏÌÑÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 453á. ð. þÅÒÅ�Ï× ï�ÅÎËÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ËÏ-ÎÅÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456à. ç. þÅÒÎÏ×Á á×ÔÏÍÁÔÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÌÅÇËÉÈ ÂÅÚ �ÁÔÏÌÏÇÉÊ . . . . . . . . 458é. á. þÉÖÏ×Á, í. í. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×, ó. æ. óÔÒÕÖËÏ×,ä. á. ðÏËÒÏ×ÓËÉÊ üËÓ�ÅÒÔÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÜËÓ�ÒÅÓÓÎÏÊ Ï�ÅÎËÉ ÚÏ-ÌÏÔÏÒÕÄÎÙÈ ÍÅÓÔÏÒÏÖÄÅÎÉÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ×ÙÂÏÒÁ ÏÂßÅËÔÏ×-ÁÎÁÌÏÇÏ× ÉËÏÇÎÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÁÆÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 460�. ó. þÌÅÎÏ×Á ï ÓÌÏÉÓÔÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞ-ÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462à. ó. ûÕÔËÉÎ ï�ÅÎËÉ ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀ-ÝÉÈÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465÷. ì. ýÅÒÂÉÎÁ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ×, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ ÎÁ ÌÅÎÔÁÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉ�Ï× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 467óÅË�ÉÑ�äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ�á. ñ. âÅÌÑÎËÏ× ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÅÈÍÅÒ-ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ 5 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470ì. ÷. âÕÞÏË îÏ×ÙÅ Ï�ÅÎËÉ × ÚÁÄÁÞÅ äÁÎ�ÅÒÁ|çÒÀÎÂÁÕÍÁ ÏÂÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 473á. á. çÁ×ÒÉÌÀË ðÁÒÁÌÌÅÌÏÜÄÒÙ: ÇÉ�ÏÔÅÚÁ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ . . . . . . . . . . . . . . 475ä. ÷. çÒÕÚÄÅ× ï ËÌÁÓÓÁÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ-�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 478í. ï. äÖÅËÓÅÎÂÁÅ×Á ÷ÓÅ ÂÅÚ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÞÉ-ÓÌÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 481í. ä. ëÏ×ÁÌÅ× çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ×Ù×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÓÏÂ-ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÏÌÎ × �ÌÁÎÁÒÎÏÍ ×ÏÌÎÏ×ÏÄÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 482å. ÷. ëÏÌÏÍÅÊËÉÎÁ ðÒÁ×ÉÌØÎÙÅ É ÂÉ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ . . . . . . 485548
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